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:‘:u per Voraudfepung, dafi 8 fitr manden meiner Fadgenofjen nicht obne Interefje
fein pitvfte, au evfabren, in weldhem Umfange und in welder MWetfe fein Untervidts:
aegenftand an einer andeven Anftalt getvicben wird, lege i hiermit das Penfum
unfever Prima in der WViathematit vor. Jch habe midh bemiht, nidht blog bie
mathematifhe, fonbern audh oie pddagoaifdhe Miethobe aniubeuten, und bin deshalb
an manden Stellen wobl etwad breiter geworden, alé s fonjt udthia gewefen twdre,

Fur Sadie felbft muf i voraus{diden, daf ovie BVertheilung ded Untervichts:
itoffed aum Theil dadurch bebingt ift, dap fowohl in die Unter= wic Ober:Prima
halbjabrlich newe &dpliler einfreten.

Die ebene Trigonometrie, vie wiv fraber erft, nadpem bdie Steveometrie in der
Secunba bebanbelt tworden, in ber Prima vorfrugen, mup jest su Folge bes weien

Mealements qudy Jhon in der Sectimba  gelehrt werden.  Weil aber dadurdy der

Untereichtaftoff in diefer Klafje fo angervadien ift, dap er nidt geniigend vevavbeitet
werden fann, o ift e ubthiq, bad Penjum der Secunda in der Prima arindlich
au vepetiven, su erioeitern und durdy Unfgaben einguiben.

Daber werden i der Unter=Prima 5 Stunden pver Trvigonometvic und der
Redbmung mit Logarvithmen qefoidbmet; bie 4te Stunde wird, und war nidi bloes
im Sommer, fondern auch im Winter, darauf vermwendet, vie b bid 6 geometrifden
Gonftructiondaufgaben, welde die Sdiiiler widentlidh aur bauslhihen Bearbeitung
echalten, purdiunehmen. Im Winterhalbjabre werben in den fbrigen 5 Stunben
pie mathematijhe und geometrifhe Meibe, bdie Sinfediindredhnung, die quadratifden
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Gleichungen mit mebreven Unbefannten durdhgenommen, bractijdbe Aufgaben fir
Sleichungen des  erften Grades mit cimer und  mebreren Unbefannten gqevedmet,
Mebuetionen gefibt, endlich bie Steveomefvie vepefivt und eviveifert.

I Ober=Prima wird cine Stunove bag qanze Jabr binburd) auf den miind:
lichen Vovtrag der zur hausdlidhen Webung qeqebenen Aufgaben aus ver Planimetrie,
Sterepmetrie, Trigonometrie, Sinfediinsredbnung w. {0 w. vevtvendet. In den
fibrvigen 3 Stunben werden die cubifhen Gleidbungen, bdie incommenjurabeln G-
irvationalen. Sablen, oder binomijde Lebrfah, und wenn e8 die Jeit qc:
jtatter, bie Settenbride vovgetvagen. =m MWinter find der Matbematit H Stunben
gingerdumt, von denen eine, wie fhon erwdbnt, auf Aufaaben ausd fribeven Theilen
per tatbematit vevioenbet, bier der analvtifhen Geometric und ber Vevedinung
per ¥pgarithmen qewidmet werben.

Obwoebl ven den Yogarithbmen {don in ber Secunva fo viel geaeben wird,
g sum Verftanonifi ded Gebraudhs over Logavithmentafeln evfovderhidy ift, fo babe
ich boch Der Dbepfeven Weberjicht wegen audy diefen FTheil mit aufqenominen, =n
per analptifchen Gieometrie ift oer Untervichisitoff deshalb bis auf Sas Minimum
Oftern in bie Dber=Prinma cintreten,

befdhnittenr, el © Schitler, weldie

oft fhon nady taum 4 *_".M'L'-:'.atrn, nachoem  fie pie analbtifdie Gieometrie begonnen
baben, vie AUbiturienten-Avbeiter jchreiben, und baber, wenn aud) nuy qony letde
Aufgaben dbavaus maffen (bfen Bnnen. &8 it desbald nothwendin, viel Reit quf
Einibung des Gelernten odurdh Aufaaben 3u verwenden.  AUusd vemfelben Grunve
fann audy i oie Wiethode weniger Manniafaltiqreit aebradt werden, ald fonft wobl

it hensmwerth ware.

@rappe.




Das Penfim der Prima in der Alathematik,

Die Logarithmen.

{Uvnu man eine qange pojitive Sabl (auper Eing) in die 2., 50w §ow, Poteny erbebt, (o
eehalt man cine quidpere und quipere 3abl, weil baburd), vap per Grpoment um Eing
\wirDh . i Factov bingutvitt, welder quifer ald Ging ift. Gine folde Babl wivd aber aud)

pabuedy qrbper, dap man ibren Potenz=Erponenten wm einen edten Brud) werarifert, fo Dap

arbier

alip 3,58, Btt2=43 i,

o o
RNeweis B2 =dhs 332 Shan it K3 einer von dene 5 gleidhen Factoren,
peren Product 9% 0. 09 i 5 Factorew, deren jeder Gind ift, aeben aber Ging; jollen

alio die 5 qleidben Factoven 9 qeben, jo muf jeder berfelben grbper ald Gind fem, aljo

¥ ]

Va1 unbd folalid 3732, . i 3*+2=23" Gbenjo wird nun der allgemeine Veweid gefubrt,
bafi a"i=a", wenn a, ¢ und ' gange bojitive Sablen . arum [ollen diee Sablen
qange pofitive fein, und nidt aud b? — E§ ift jomit der Sals bewiefen: Dic Pofeny einer

aumien pofitiven 3abl wird qriper, wenn man den Grponenten verarifert.

Hievaus folat, daf man alle vofitiven Jablen von der Jahl 3 aufwdctd als Potensen
pon 3 audoriiden fanm: denn dentt man fid) in ber Grdfe 3' pen Grponent L um unendlid)
wentg vergrofert, bann wieder wm wnendlidy wenig verqripert und o fort, bid aus oem
Geponent 1 der Grovonent 2 goworben ifi, fo baben diefe Potenzen von o wnendlich rele
Jablen durdylaufen, overen Werthbe von 3 bis ¥ jorvijcdiretten und ven Denen, weil ed unend:
lich viele ablen fiud, die aufeinanderfolgenden fidy audy nuy wm unendlidy wenig vou einan:
per unteriheiven founen; eo mifen aljo unter ibnen aud)y die Jablen 4, e T RS S T
oper bodh Bablen, bie fih von Ddiefen unendlidh wenig wnterjdyeiven. @Eine unentlidy letne
Differeny fann aber obne Fehler gleich Null gejept werden. In derfelben Weife ergiebt fid,
'an-i e :aﬂl_lll"l'! 1”., L. ... B8 26 alg ‘l"i‘ft‘ﬂh‘]] won S audaebriidt weroen Fnneit und jo fort.
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Nus dem Sabe: Wenn man den Poteny=Erponenten einer gangen pofitiven Jabl veys
qrbfert, fo erbdlt man als Poteny eine qrofere Jabl, folgt von jelbjt: Wenn man den Poteng=
Groonenten verfletnert, fo erhalt man eine Fleinere Jabl.  Wenn man daber in 3' den Erpo:
wenten 1 feiner und FHeiner werden [dpt, fo erhdlt man tmmer Eeinere Sableny ift ex = 0, fo
erhalt man 1, und LGBt man ibn nun von O an negativ tmmer qrofer werden, o daf man
wter et Potenzen audy 3-, 37, 3-F..... erhdlt, o find died bie edbten Britdye von 0

2 s L, 2 ! s (B 3 ' LR it B
abwdrtd; denn 8= =g, 3= =g ..... Der Crponent ded Jennerd wird mmer griper,
alfe per BVrudy immer Eleiner,

D offenbar die Folgerungen, die wiv bier fiie die Jabl 3 gemadt, audy fiiv jede anbere
game pejfitive 3abl Geltung baben, o ift ber Sal bewiefen: Ulle Jablen flaffen fidy alé Po-
tenzen ein und devfelben gangen pofitiven Jabl davitellen (nur die negativen nidht).

Sn Diejem Falle nennt man die Poteni= Erponenten ¥oqavithmen und bie Sabl, alé
peren Potemyen man bdie itbrigen Jablen darftellt, Grundiabl ded Loqarithmeniyfems.
(Rann die Grundzabl audy eine negative oder ein Brudy fein? Die Logarithmen der negativen
Aablen fitr eine pofitive Grundzabl find wnmbalidy.)

Wean nennt daber 3. B. 2 den Rogarithmus von 9 fitr die Grvundjabl 3 und idyveibt

. 4 @ Is
pag: 2 =logt., ferner iff loghd =3 1nd logtd = 6. Jm llgemeinen: loga ift der Pofeny:
Erponent, Den man ju b jeten muf, wm die 3abl a ju erhalten.

Da bdie Logaritbmen Potenz=Erponenten ein und devjelben Srinbzabl find, fo qelten fir
fie awd oiefelben Gefetse wie fitr diefe. Ndmlich Grffens: Potenzen von gleicher GSrundzabl
werden multiplicivt, wenn man ihre Grponenten addiet, . i i mathematijden Seiden qusd:
qebritct: a™alt—a™ ",

&8 ijt alfo @™ ein Product und o™ und a” feine Factoren. Sobalo man aljo die Factoven
trgend eined Producted aléd Potenzen ein und verjelben Grundzabl ausvriictt, o i der Grpo-
nent ped Drobducted gletd) ter Sunume Der Erponenten jeiner Factorven, ober wenn man fie
Erponent vad Wort Logarithmud gebraudyt: ver Yogavithmus eined Probuctes ift gleidy der
Eumme der Logarithmen feiner Factoven, b, 1. in mathematifben Seidien aubaeoriict:

logah loga —+ logh,

o o

alfo 2. B, loe8.16 = loe8 + loo 1l = 3+ I,

Amwettend: Potengen von gleider Grundzahl werben dividirt, wenn man den Erponenten
pes Divijord von pem ved Divibendud alzieht, 0. i = =a"" a"™" it aljp ein Brudy,
o

peffen Babler o™ und veffen Menner a® ift. Hievaus folgt: wenu man den Bdabler wnd
Jtenner eines Brudhed als Potenzen verfelben Grundzabl audvendt, fo it der Poteng=Erponent
Bl

bed Vruches glefd) Dem ved Jablerd minus bem veé Nenners, ober: ber Yogarithmus eined

Brudyed ift gleich ‘bet Logarithmus ved Jdablerd minus dem Logarithmud ded Nennerd, o. i.
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ol L. i =3 : o - e S ; !

log- — loga — logh, Jn berjelben Weife werben die Gefebe bewicfen loga™ = m loga und
I L L

c m I e

!ug J i — ]:"_‘_ d,

m

Sur Webung lafie idh von den Schitfern die vier vorftebenden Gefege aud) nod)y auf fol
genve et entwiceln. A ufaabe: G joll logab durdy vie Logavithmen von a und b fiie die
rundzabl ¢ audgebrickt werden. Aufldjung: Die Anfgabe enthalt die Forverung: Es joll
ifir ¢ der Poteny: Grponent gefudht werden, weldier die Jabl ab giebt, alfo in ber Gleidyung
¢ = ab die ®Grofe x gejudt werden. Die Gleidung seigt, vaf ab ald Poteny von ¢ aud:
qedriictt werben foll. Stelle a und b al Poteny von ¢ dar. Da a, b und ¢ unbejtimmte
ablen find, fo Bnnen aud) die Doteng=Erponenten von e nur unbejtimmte Jablen fein. G

fei Daber a = ™ uno alje m = loga unp b ch alip ni=logh: ]'L‘l_ql‘:dﬁ abi= e
pemnady logab = m-+n = loga~+-logh, In bderfelben AWetje werden die andeven 3 Formeln
entwicfelt.

Bemerfung Folgenden Sap fiige id) bel Gelegenbeit einer allgemeinen Nepetition an,

wen die Sehitler fhon mit bem Gebraudie bev Logarithbmentafeln vertvaut find.

Seist man in die Formel loga® = b.loga a"= m, {o dap bi= logm', fo erbdlt man
; o logm I e = . ;
log m logm loga, ©. 1. logm = =—.  Mernuttelt dieler Formel lajlen ndy, wenn e
|llu".l
Rogarithmen i etne Grundgabl berednet find, bdie Logarithmen filr iepe anvere Gruntzabl
110 (K1) 3 =
2) g 1T < lll" = Lk : |_||I_I_"|" iuu o [L!_I'I-l.\_“ =
iuben, 3. B, logd = 17— wder logd = 7 = H—— = = 1.
log 17 log 16 loe 16 log 16

Unjere Yoqarvithmentafeln find eine tabellavifhe Sufammeniellung der Pogarithmen der
ganen pofitiven Jablen von 1 bis 100000 und bavitber fite Oie Srundzabl 10, aud benen
man dann audh leidyt die Logarithmen ber 6:, 7= und Sftelligen Sablen finden fann. Dieje
Logavithmen beigen Brigaifde. 3um Verftandnip derfelben ift die Kenntnip ciniger Gigens
ihaften berfelben ecforverlid), bie roir hier angeben wollen.

Go it 10° = 1, 10' = 10, 10* = 106, 10* = 1000, 10" = 10000 u. j. w. Hicraud
exgiebt fidy Grjtens: lug ] 0 unp Lclhi_l_{]“ — 1. @5 it aber audy fiie 1l'i‘L';_\'H‘:T-L:.l'-[;':_-wﬁﬁl'l‘.ll%t:
sabl logl = 0 und lug. dev Grunbzabl 1. MWarum?

Jmeitens: Die Logarithmen aller Sablen, weldhe mit 1 und angehngten Rullen qefdyrie:

ben wevven, find ganze Sablen und swar von fo viel Gmbeiten, alé Nullen binter der Eind
fichen, unb wmgefebrt: Sede ganze Sabl i Logarithmug von Gns mit jo viel Rullen, ald
bie 3abl Ginbeiten bat.
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Drrittend: Di

ie Yogaritbmen aller Sablen swifdhen 1 und 10, aljo dey emptelligen Sahlen,

find qréfer alé 0 uno Heiner ald 1, alfo O mit Decimalftellen. Die Logavithmen ver 3ablen
100, o, i aller yveiffelligen Jablen = 1 mit Dectimalftellen w. | w. S

wifchen 10 und
Nllgenteinen: ver Logarithmud jeder Babl beftebt aud fo viel gangen Einbeiten, ald die Fabl
Stellen bat weniger 1 und Decimaljtellen. Die ganze Sabl bes Logarithmud beift Charvatte-
itk (roarum?), oie Decimalftellen TMantifje (0. & Sugabe). E8 wicd [pater gezeit werben,
paf oie Mantiffen der Logaritbmen aller gamen Sablen unenbdlide nidt peviodijdie Decimal:
briihe (ober 0) find.

Rievtens: Da ed 9 einjtellige, Y0 nveijtelliqe, Y00 dreijtellige, 2000 wievitellige . ganse
Sablen giebt und die Logavithnen ver einjtelligen um Ging fortjdyreiten (log1 = 0 und log 10 = 1),
¢henjo die Logarithmen dev yweiftelligen, ebenjo bie ber bretjtelligen :c. um je Eind fortjdreiten, fo
mitflen die Logarithmen pev zweiftelligen Jablen [angjmmer wadijen, ald bie ¥ogavithmen bex
einftelligen, oie per oreiftelligen langjmmer ald die per oierflelliqen u. {. w. aber jtintmen
iie ein BLE in die Logarithmen = Tafeln lehrt, immer eine gange Menge von aufeinanber-

iolgenten  Logarithmen Der vierftelligen Jablen in ben evfien 3 Decimalftellen  fberein.

n
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&3 jfthonmt aber andy eine Dejio grogere Menge dibevein, oo b “ir Loqarvithmen  wadijen
7

pefro Tanafaner, je grober die Jablen wevven. Denn 3. B, log 2720 =13 436, log 2736 =3, 437;
alfor Tiedafe—ua 7 20 Sy L0RAM =T 36 DL s D3 e (000 == k] .“.1 + 7. Daowvdy alfo,
pap au ey Babl 10 per Factor 10°° gefomtmen iff, ift bie 3abl um 7 groper geworben.

Sepst man aber i einer qrifeven Sal

1009 jo erbdlt man 7145, b,

i, etroa gu 102555, queldhes = 7120 ift, denjelben Factor
O 4+ 16, alfo eine wm 16 gréhere Sabl: alio fimmen
bier Die Rogarithmen vou 16 3ablen in thren 3 erffen Dectmaljtellen itberein, wdabrend i

LY

vorigen Beijpiele nur 7 Logarithmen in biefen Stellen itbereinftimmen,

Per Grund, warnm immer mebr Leogavithmen von aufeinanverfolaenven Sablen in den
3 crften Decimalftellen fbereinftimmen, ijt aljo ber, bap, wemn man ju 2 verfdiievenen Jablen

i und venfelben JFactov fest, bie avdpere Jabl daburdy mebr wdadift, ale bie Heinere

&g folgt nun ore Unteriveifung ber Sdififer 1 Gebraudye Dex E’mmi:h'nmm’"tl uno
Webung durdy Beifpiele. Dabei wird nody nadaewiefen, wavion fidy die Mantifje ded Yoga:
vithmué einer vievftelligen Babl nuy in den 4 lebten Stellen dnbert, wenn man cine -'i. Stelle
anbdngt, obwoebl vie entitanvene Sabl ibrer Gvbfe nad)y von ver urfprimglidhen o weit ents
fernt G, 3. B logls95 = 31445742 unb log 15956 = 4, 1447610, (&8 Gnbert jidy ndms
Bangung einer RNull vie Mantiffe qar nidt, und febt man dann ftatt der Jtull
give anpere 3abl, fo it Ddieje von den vorigen bhodjiend uwm 9 verjdyiecden, Ddaber

{ich ourdy 2
log 13950 log (1395 .110) 4 1445742, Die Babl 13956 unter|detoet fidy aber von
13950 nur wn 6 Ginbeiten, alje fann aud) log 13956 won log 13950 nur wenig untevidieden
jein.  Jn decfelben 2Weife erqtebt fich, dak duvdy Anbingung einer 6. Stelle an etne Finfjtellige

und jtway wmt nod) weniger,
ald wenn man an eine vierfiellige Sabl eine fiinfte Stelle anfiigt

Aabl bie Mantiffe des Logavithmud fidy nur wenig vevgrbfert




VII

Bevedhnung der Logarithmen - Tafeln.
Beomerfung Dies Kapitel wivh erft in Dberprima vorgetragen, wo bie Schitler mit
pen Meiben wid ey Binfeszindredynung betaunt {ind.
&6 ift Defannt. dap, o oft man viele Redymungd =Uufgaben emerlet Art ju Ben bat,
man am fdmellitern 3um Biele fonumt, wenn man eine folde nfaabe in unbejtinmmten 3ablen

[Bft und bann in den gefundenen Audsevud fite vie Budpjtaben bie befiimmien Jablen cinfebt.

T e i S LOO -+ pya,
Sinjesinaredining oie wormel aefunoen x (¥

14y

y baben wiv fite oie Aufpaben bex

wo x bie Suntme bebeuter, au welcher ein Kapital von e Thiv. in a Jabren amvddit

ben

it p Peocent veryinft wird und jabrlidy ovie Jinjen dagu aejdlagen wer
:')n, wo S bie ¢, m Dad erjie,

Sumnie jeoer avithmetifden Neibe S ("_"_ B

u baé lepte ®lied und n bip Huzabl ver Glieder beveutet

Man fieht bieraus, paf dbad Mefultat jolder Unfgabenr (wie aller Mednungs =Anjgaben)

it nothwendig;

eine Sufammenietintg, b. 1. eine Function ber gegebenen Srifen iff. Und

abe nady vers

warnm? &8 it ferner etnfeudhfend, bap wenn man ein unb diejelbe N

tionen von overjdiedener Form erbal:

idhiebenen Methoven [6ft, man aud ald Refultate F

abl, ehwa fite

i

Clogx voev log (L +x)

10 berechnet werber; fofind tas Wunfaaben perfelben Aet, uho man wird da

st bevechuen baben. Dad Mejultat mup nady bem Obigen eine Fonction von b und x fein,

werden, dad Nejultat ald eine NMeibe von ganzen pofitiven Potenzen von

bieje P nidt alle den Goeffictent 1 baben twerbew, o e
log (1 +=x) = A == Bx = Cx* = Dx’..... coundo ed fommt nun davauf an, bie Griken
A B G D.... 3 beftimmen.

Bemerbunag, 3In diefer Gleichung it x nidt die au findenve Grife, o pie un
beftimuntte, fite welde belichbige MWerthe (1, 2, 3...) gefebt werben follen. Jn einem joldyen

> beiBt x eine verdanberlidie Sedge.

Wenn x = 0 gejebt wird, fo erhdlt man |l||5_-1 = A, b i 0 =A A ijt aber audy =W,

wenn x nidt = 0 qefest wird, weil nady BVoraudfepung A eine von x unabbinaige Grdje,

0. b. eine Grdfe 1ft, inowelder x nidt porfommt.  Tun ijt

] 1
log(l == x)* = 2log(l 3 x) = 2Bx -+ 20 + 2Dx*, . ...
E8 it aber audiloo (1 + xH 1 =loo (] + x12+x)) =Bx(2 + %)=+ Ox* (2 + 2y D' (2 +=x)". ..,
Sofalidy 2Bx + 20x* + 2Dx". ... = Bx(2+x)+ G (2+x)7.. ..

D. . = 2Bx + (B +4C)x* -~ (4C+8D)x* + (C =+ 12D + 16E)x*. ...
Dieje Gleidyung it fiir jeben Werth von x richtig, weil die erjten beiden Gleihungen
fitr jepen Werth von x gelten; fie iF alfo eine ibentifhe ®leidung.

Dipidivt man durdy x, o erhalt man 2B + 2Cx + 2D + 2Ex", ... 2B 4 (B +40)x

(4C +8D)x* + (C -+ 12D + 16E)x*.... @efpie, da bem x jeder beliebige Werth gegeben




V111

worden famn, x=0, {o ethilt wan B=B. &ubtrabire ouf beiben Seiten 2B, Dividire turd)
se weteper x=0, {0 erbalt man C= — B Subtrabire die gletdhen Girdhen 2C und

X uno jek
B+ 4C, bividire durd) x und fepe x=0, jo ethilt man D=1B w |. w.

Hiermit i augleidh pad allaemeine Gejel bewicfen: [n jeder iventijden Gleidumnag,
perett Seiten uwady ben Potemzen von x  fovifdreiten, jind vie Goefficienten ber gletchen

Potenzen von x ciwander gleid. —  Bewelfe died Gefeb felbitftindia. — Demnady ift
I Y y 1 e -~ . i ¥
(1) log(l +x) = B(x — Ix*+Ix"— 1x*....) und e bleibt nur nody B ju bejtimmen fibrig,

weldied nothwendbiq eine Function vou b jein muf; warum? Man erveidht died, wenn man

b
bem x einewr folchen Werth aiebt, vap log (1--x) einen Defannten Werth erbalt, ehwva x=h—1;

pann it lozb, 0. 1. 1=B(b—1—3(b—1)*+L(b—1)"...., alfo B=—>——+
2 : R [P T ] e
wnd et man nun b= 10, jo ijt B = g T S S Der Nenner ijt nun aber eine
. . oY e

we Meibe, deven Summe fidy audh nicht einmal aundbernd beredmen [GfE.  Grflare,

pivergiren
wad eine Diveraivende und convergirenve Methe ift.  Fiir die Grundzabl 10 ift alfe Der obige
uddruc nidht braudbar; aber fiv welde MWerthe von b wittde er braudbar fein und fir
veldhe witvbe die Meibe febr fdmell convergiven?
St man i die Gleidung (1) ftatt x, —x, {0 erhdltman 1u=|1 —x)=B(—x
i p

ann it |||-_-.1] %) —|I=g4]—.\._l. 0. 1.: log - = 2B (x + %

: = y— 1 y— |1 y— Iy y—
gefebt, o bap x= v, aicht (11) logy — “i‘ el 'I'-('. 7E | i (\ =

Bl el e .
y=h, jo it mrrl: il ’!i{ L ,',(h - ]-) sialats ) uno B "J{ b _._-I 0

e LI

b= 1
Wird bievetn b= 10 qefesst, (o erhbdlt maon B ‘ . Dieje Heihe Ded
L1 ) ,
Menuers conperaivt und war o jonell, daf man B leidt bis auf 7 Decimalftellen riditig
beredmen Eanu.  2ie viel Glieber Ded Htenner jind dazu ungefdbr ju berechuen? Man erbalt
bann B 04342944, . B Dbeipt Movulud ded Logarithmenfoftems, Warum?
Ve L] T ™ : kb
@& it vemnady log (1 + x) = 04342944 (x — Ix*+ 2 — Ixd. L) Dievaud fdeinen
nun bie Logavithmen aller ;—%\15}1-_-'.-1 1-.-1'9.1:-:'.L‘t werden i Hnnen, moem man x =1, 2, 3. ... jebt.
1
8enn man aber x = 1 cinjept, fo erbdlt man log2 = 04342,,. (1 — 3 =5 —1....);

poman 10 Millienen Giliever beved-

ne Meibe, weldye goar convergivt, aber jo langjant, ba

nen mithte, um 7 ©ecimalftelien vidhtig au evbalten; wnd jiiv x =2, 3... wiltbe man gar
eine Divergivende Meibe erbalten. Eeht man aber in Gleidung () y = 2, fo ift
10

log2 =2.04342. .. (3 4+ (D" =L dpP....) und piefe Meibe comvergivt binveidiend jduelly

audy fiie y =3 ehdlt man nod) eine geniigend convergivende Meibe. Je grifere Werthe
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man aber pem y aiebt, eine ovefto langjamer convergivende Metbe exhdlt man, weil dadurd: bie

T e I, . : :
Girdpe : = fich tmmer mebr der 3abl 1 ndbert. Go6 mup alfo nody ein anberer Wey
eingefdhlagen werden.  Man wide fitv qrdfiere Jablen eine convergivende Neibe beFormmen,

venn die verdnberlide ®rdfe in ben Nenner ber eingelnen Glieder 3u fteben tome, Sebe

4 s e T | z - b
paber in Gleidung (1) \'=rl, fo ift: Inz(l ~ ), D, i I:-g—(f E) b 1 log(z+ 1) — logz
Z 2z 7 £
B v RS '
:,!sh—,z (;) T.._I(;..) J
¢ 3 h L X e i _ (1]
Wenn man bierein z =4 wnd b = 10 fest, [o it logs = |l||:_'|'-1 + 04342... (3 — 1

L3200, 1 plaR
Vgl T @ \y! .-

' o " - 1 - - . ¥ m . L
Hievaud [Gpt jidy logd bevechuen, pa die Neibe jdnell genug convergivt und log

Ol jid)
aud log2 ergiebt.

Gine je gropere 3abl man fiiv = febt, bejto weniger Glieber braudst man ju berednen,
und fiie die groferen vierftelligen Sablen ift jdhon dag 2. Glied nidyt mebr von Ginflup auf
Die 7 evften Decimalftellen.

Nud ben Logarithuen ver fitnfftelligen Sablen laffen jich leidht die ber feddfielliqen be:

¥ S ANy T
vedinen, ndmlid: Sest man in Gletdung (1) x = —, fo ijt
k-

log (] e ‘j)' 0. L. log(z +d) — logz ”(': =N 1 l} o .’: i )

It nun z eine fechdftellige und d eine ein= oder yweiftellige Jabl, fo ift fdon bad 2. Glicd

SLa s e 3 o ; Jiei = : b ; d
ohne Ginflup auf oie erftent 7 Decinralitellen: alio fann man jeben log (z - d) — logz = B
&
Liter Denfelben Roni staa i g i
Unter Ddenfelben Bebingungen fiir 2 und & it log (z =~ &) — logz = B —, folalid
] = ¢
1%
log (z 4= d) — logz d :
_— = 0. b, in Worten?
log(z + d) — logz -
11
o He s e dog BEEY60 — lor HEEYDHU
At daber 2 = 568950, d 10 und d =1, fo it :,, ik an B
log 568951 — loo HGSDS0

Der Jdabler bed evften Brudies it vie 3abl, um welde log 568960 qrbfer ift, als
log 568950, b. i. um welde log 56896, qrofer ift, ald log 56895 und diefe fann man durd)
Eubtraction leidht finben (b, 1. die herrjdende Differeny fudien). Der Jemner ift die Jabl,
welde man ju log 56595 abbiven muf, wm log 568951 :u erbalten, o, i Proportionaltheil
fiiv bie Zabl 1. Diefer it aljo, wie die Sleihung ausdridt, ber 10, Theil der herrfdenben
Differeny.  Hiitte man anftatt 568951 bie Zabl H689562 genommen, {o hdtte man ald vechte
eite die Gleidung 1 erbalten, b. b der Droportionaltheil fitr 2 it -2 dev bevejdyenden
Differeny, alfo yweimal o gqrof al@ ver fitv 1 w. j.ow. Nuf diefelbe Weife wird nadygemiefen,
vafi fiir jeve Ginbeit der 7. Stelle per Berrjdenden Differeny oder & der Proportionalz

¢ )

thetle mitv 1 nun Pogarithmud

i
T

per erfterr 5 Stellen u abbiven find




Aus vem Vorgetragenen evgiedt fidy, vap die Bevedynung der ¥ogarithmen=Tafeln joar
¢ine arope, aber vody nidt eine jo umfangreiche Arbeit ift, ald ed anf den evfren B er|dheinen
maa, sumal wenn man berfictichtit, daf durd) die Formeln nur die Logavithmen ver Prim=
sablen 3u bevedinen find, die dev Gibrigen Bablen aber dbuvdy einfadye Addition dev Yoaavithmen
ter Primaablen ecbalten werven.

Erfldrung. Diejenigen Logavitbmen, deren Modulus = 1 ift, beipen natiwlidie Logas
vithmen: man eehalt fie aud den Brigaifden (wie fich aud Gleidhung Inli_:l | + x) = B{x S
graiebt), inoem man diefe durd den Modulus 0,4342. .. bividirt. Jhre Grunvzabl (Bt fid

s - ¢ log a 2 o W2 g -
auf folgende Weife finden. G war loga = Sept man bievein a = irgend eingr Fabl,
log ¢
etwa = 10, b = 10 wd ¢ = ber Grundzabl ded natiivlidhen Logarithmenjpiiems = x, jo
1 ; 1 1 4 10 - ]
it log.nat. 10 =15, 0. 1. =—aq5— = 10 unb hievans x = num. log0,4342. .. = 2,7 182818,
logx 0,4342. . 0g X

Die avithmetijde Meibe.

@rEldrungen. Gine Meibe von Jablen, von benen jede polgende wmn pin und diefelbe
Babt qrifer iff, alé die vovangehenve, heipt eine avithbmetifde Reibe oder arithmetijde
Progreffion. Die einyelnen Grdfen der Reibe betpen Gliever der Reibe; bdie Jabl, um
welde jeved folgenbe Gied qrdper ift, alé Dad vovangebende, die Differeny. It die
Diferens eine pojitioe Jabl, jo beit die Meibe cine ftetqende, ift fie eine negative, eine falz
lenbe. — Beijpiele tn beflimmten Jablen. —

@6 it far, vaf man aud ivaend einem Gliede bas folgenve crhdlt, wenn man ju diejem
Gliepe pie Differen abddivt, und daf man, wenn ywel aufeinanderfolgenve Glicder geqeben
find, Die Differens erbalt, wenn man dad vovangehende von dem nadiolgenden fubteabivt.

MWie heipt das 98, Glicd der Meibe 4, 16 1F e ¢ Die ofung wird leidt, wenn man
pie Aufgabe in unbejtimmien Jablen Wit. G joll daber das 98, Gliev ver Reibe qefudt
werden, Deven 1. @lied o und deren Diffeveny d ift, aljo der Neibe a, a + d, a 4 24,
R R , burdy Dieie NReibe jind alle avitbwetijden Meiben davgeftellt, ». b man

erhdlt jebe belichiqe Meihe, weam man fitv a und d die betreffenden Jablen einfet. Sie it
paber die allgemeine Form bder avithmetijhen Netbe. Dan erfennt aud obigen evften
Gliebern, daf jebed Glicd sujammengefest ift aud demv erjten Gliede und dem jo. Vielfadhen
ber Differeny, alé die Stellengabl angiebt, weniger Eind. Died Gefep Wipt fid) in Jeidyen
o fehveibent: v = a <+ (i Fyd (1), wo v bad nfe &lied, 0. i ein aliguoted Glied, a bad
evfte wnd d bie Differens bejeichnet. Dad 98, Glied der obigen Reibe ift Daber 4+ 97.3 == 295,

Nufgabe. Die Summe der avithmetifdien Rethe su finden.
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Go jer 3. B, die Rethe 4, 7, 10.....205 3u fummiven.  Sdveibt man damn unte
diefe biefelbe Reibe, aber in wmgebebrier Oronung, alfo
= L+ 7+ 10....... =295
S 295 5-2024-289 |, . —~ 4
ume aboirt die unteveinanverfiehenven Glicder, fo exhdlt man 28 = 299 + 2004209, . .., = 208
0. b, Die poppelte Suntme ver Neibe it gleidy der Summe ded crften und lebten Gliebed fo
oftmal, alé bie Metbe Glieder bat. Died Gejep qilt nidyt blog fitr viefe fpecielle, joudern fiir

iede avitbmetijde Meibe, denn filr jede miiffen die Summen der untereinanverftebenden Glicher
alle diejelbe Grbpe, undmlich gleidy der Summe ved erfien und lekten Glicbes fein, tweil in

:
per etnen Methe jeves folgende Gilich wim ehenjo viel Ginbeiten waDT, ald ed in ber anberen

Heinev wird, Dad obige Gefes in mathematijhen Jetdhen davqeftellt: 28 fa -+~u)n, aljo
§ = = WH (01, Beweife oied Gejels durdy Swmmirung ver Reibe a, o+ d a4 24,... +u
und nenne die Gilieverzabl v, Dad vorleiste Glied ifi o i, tad veranaebenbe u 24

uno o fort.

Die ywel Gleihungen () wnd (1) entbalten 5 unbeftimmte Gedfen; fo ot alfo 3 von
thnen gegeben ymd, laffen fich bie Deiben anbeven vurdy Aufidfung diefer Gleihungen finbden.
AWie viel und welde einfade Aufaaben l(affen i demnady fite dic avithbmetijdie Reibe ftelion
Antwort: G6 thunen unbefannt fein: o wnd d, a und u, a und o u. . w. Bable jie voll
frdndig auf une Lo fie. €8 audy cinige fite beftimumte Sablen Dievbei ergiebt fid), daf
wenn o eine oer Unbefamuten i, fiiv die qegebenen Grdfen nidt beliebige beftimmte Bablen
genownmen werden funen, weil fidh flir 0 eine gange vojitive 3abl evaeben mud.

Die geometrijche Neibe.

Gine Nethe von Jablen, von denen jede folgende immer vafjelbe Bielfade ver voran-
gebenven ift, wird etne geometvijhe Reihe odev geometrifthe Progrefjion genannt. Die Sabl,
weldye angiebt, wie viel mal fo qrop jedes folgenve Gilied ift, ald bad vorangebenbe, beift
Reiben - Grponent.  Jft diefer grofer alé Ging, jo ift die Reibe eine fteigende, it er Eleiner,
eine fallende; der Meiben-Grponent fann audy eine negative 3abl fein. — DBeifpiel in beftinm:
ten Sablen. — Man erbilt oemnady aus jedpem ®liede dad folgende, menn man dafelbe mit
vem Metben-Grponent multiplicict, aus 2 aufeinanderfolgenden den NReiben=Erponenten, wenn man

bad nadfolgende burdy bad vorangebende dividivt. Wi beiBt dad 98, Glied ber MNeibe 5.
L5, 45......7 die allgemeine Form bev geometvijhen Netbe ifi: a, ae, ae?, ae®. ... . irqend
¢in Glicd (vad nte) (1) v = ae’ ' (entwicelt wie bet der avithmetijden Reibe), b. b. in Worten?
Defteht vie Reibe qus n Glievern, fo beifif fie n, ae, ae®, ae'...... ae"-L  Demnad it

pad oben verlangte 98, Gligp = 5.597
Aufgabe. Die geometrifhe Neibe su fummiren.
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S8 fei a —+ ae - ae’ + ae'....ae™' = 5, o ift, wenn man mit e multipliciet,
a6 + ae’ 4+ aed.... + ae" — S, Folglih eS8 —8§, b i (e —1) S =ae’—a, alfo
5= m!'-_]ﬂ- (M), d. b in Worten? Summire die Reibe 5 -+ 15 + 45....+ 5.3

P

Die beiden Gleichungen () und (M) enthalten 5 unbeftimmte Grifen; find daber 3 von
ibnen aeachen, jo [(affen fich die beiden andeven finben. Bdble bie mdglidhen Aujgaben wie
bei ber arithmetifhen SReihe auf und [Bfe fie. Dabei ergiebt fich dah, wenn n eine ver Unbe-
fannten ift, fitv die 3 gegebenen Grifen nicht beliebige beftimmte Sablen genommen werden
plirfen, unb ferner, daf, wenn e eine ber Unbefannten ift, die Anufgabe fidy nicyt fmmer [jen [dpt.

Audy vie unendlidye Meibe a, ae, ae®, ae®.... in inf. [dFt fidy fummiven, und awar in
perfelben Wetfe, wie die entjpredyenve endliche. — Fithre vied aud. — Man erhilt S = i (IL1).

. - o = : ; i
Dapk diejer Ausdrud bie Neibe darjtellt, ergiebt jfidy, wenn man bie durd) den Brud) e

angedeutete Divifion ausfithrt. Sept man einmal fitr a eine beliebige beftimmte Jahl und

fitr e einen edytenn Bruch, etwa a = 3 und e = &, fo dap bdie RNeibe beipt: 3, 3, 5, &....
. e | 4 ; 3 |
in inf., fo erbAlt man alé veren Summe S = o — 6.

:

obire die eingelnen Glieder ver NReibe, fo ergiebt fidy, dap bad Nefultat fid) imimer mebr
per durdy die Fovmel gefunbenen Zabl 6 ndbert, ie mebr Glieber man abbirt. Und bdied ift
jo oft per Fall, ald man filr e einen edten Brudy fent.

ErElarung. Gine wnendlidhy grepe Fabl ift eine Sabl, welde qroper, eine unendlidy
fleine eine foldhe, welhe Fleiner al@ ijebe benfbare Jabl iff. Dac Seichen fitr erffeve ift =,
flir leiteve (),

et man in bie allgemeine geometrifhe Meibe e = 1 wnd a = 3, o daf bie NReibe
heipt: 3, 3, 3... in inf., {o giebt bie Formel (1) S 3 &8 fragt fidh, wad man untex
[

b oder unter ivpend eine

piefum uddrucke ju verfiehen bat? &et man unter die Fabl
o ftleineren Menner, fo wird der Vyudh immer groper.

anvere Zabl einen immer Eleineven un
— Beijpiel. -

Uljp wenn man ald Nenner eine unendlidy Eleine Sabl febt, fo erbdlt man ecine unend:
lih grope 3abl. Da aber eine unenblidy Eleine Sabl fich unendlidy wenig von O unterjdyeidet,
fo madt man etnen wnendlidy fleinen Febler, weun wan fatt der unendlidy fleinen Sahl O

a

feit, aljp 2 == w0,

o

Sebt man fitr e eine 3abl, welde gebfer alé 1 ift, o exbdlt man vurd) Formel (1)
eine neqative Sumnte, und dody follte bas Mefultat = oo fein, bda bie Reibe aqud unendlidy
vielen immer qrofer wevdenden vofitiven Jablen beitebt. 3. B. filr a = 3 und e = 2 ift

in inf. = e b 3. Der Wiverjprud) 168Gt fidy dbadurd

s e

A
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ertlaren, baf bie Mufgabe, eine unenblide Menge von immer grifier werbenben 3ablen ju

s

Bl : 3 ! :
fummiren, ehoad Unausfiibrbared fordert. Aber dennody ftellt der Ausbrud 5 die Meibe

1 — 2
96 12 4 24, ... ininf. dar; venn wenn man 1 — 2 in 3 dividivt und wie bei Bud)
fiaben verfibet, fo erbdlt man Ddiefe Meihe. Go fonnte jdeinen, ald ob aud) die Reibe 5,
2 &, %.... ininf. etne wnendlidy qrofe Sumume geben mithte, da man bod) audy hier unz
endlidh viele Grdfien abdirt. Da aber die Glieder immer Fleiner werden, o werden fie end=
lich vﬁ‘q’duvinbtub flein. IWenn man fiie a eine Deliebige befiimmte Bahl und fliv e einen
ehten Brudy fefst, dann diejen immer grofer annimmt, jo erbalt man qud Fovmel (I F
S eine immer qubfere 3abl, weil 1 — e imumer einer witd, Wenn fid dbann e nur wm
wnenolich wmiq- vor @ind unterjbeivet, jo erbdlt man 8 = =, und jobald man e um un=

endlid) wenig grbfer alé Gind annimmt, S ~ . Den Fall, dbaf cine Gridfe unmittelbar
aud -+ oo in — oo hbergebt, haben wiv audy in der Trigonometrie gehabt. 8 it ndmlid
Ig 90° = oo,  MWird der Winkel unendlidhy wenig grdfer ald 90", jo i feine lg = — =,

Ferner, wenn vov einem SKugelhoblpiegel ein leudhtender Punkt im Brenmpuntte legt, fo ift
feit Bild unendlidh weit vor dem Spiegel; ikt der leudbtende Punft unendlidy wenig auf
ben Sopiegel zu, fo lieat fein Bild unendlid) weit binter vem Spiegel. Ebenjo it ¢o bei ber
Gonver-Linfe

Jinjeszinsrechnung.

Die cinfachjte AUufgabe der Finjedzindrednung ift die, die Summe gu finden, ju weldher
ein Kapital in einer gegebenen Seit amwddift, wenn e8 ju aegebenen Procenten verzinjt wivd
und fdbrlichy bie Jinfen dagu gelegt werden, 3. B. ju welder Summe wddft ein Kapital von
3500 Thly. in 30 Fabren an, wenn ed ju b% vergint wirh und man bdie Jinfen jabrlid
daulegt?

Mady dev gewdhnlidhen Methode bder Biffervechnung wirde bdie Aufgabe vie Lojung von
30 Jegelbetvi-=Grempeln evfordern. Wir unebmen daber wieber Vudhftaben, alfo fiiv 3500 Thiv
C Thlr, fitr 5% px und fiir 30 Jabrve n Jabre. Fun wadfen 100 THiv. in einem Jabre

100 4+ p e . 100 <+ py - ¥
—og 'wme C Zhlr. ju ( [0 )i- Zhlr. an.

€0 grop ift dad RKapital nady einemt Sabre; tm zweiten Iabhre wddit wieder 1 Thir. 3u
100 -+ p ) } 100 + p 100 - py?
To0 alio 1wivd aud (—“”I—[) C bie Summe ( |) C Zhir. Gbenfo erbalt

L0
B e 100+ pn? o . - 100 +p\" ~ &
mait ald Summe nady 3 Sabren ( T30 ) G {. w., alfo nady n Jabren ( 100 C Shir.

e (100 +p) Ehlr., alfe 1 Thiv. su

an ¥ = ¥ b " | g o r e " [ JU“ = IJ S \ '
Jennen wir vas Kapiral mit den Binfediinfen K, io iff K ( 100" ) C (), o b m

Worten? Da die Fovmel 4 unbeftimmte Grofen enthdlt, K, p, n und C, fo laffen fich 4 ver:
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jdhied vermittelit berjelben Idjen, tnbemt iede overfelben Die Unbefannte fein Fani
. :-1‘\..- *leif viel Jabre find evforderlidy, Damit ein Kapital von 3000 Thir., w 4% verainft,

mif feinen ‘ii:u'rf';iu?rn W einer Swmme von HS800 Thiv. amvadije? Bilve ‘l‘r’.u-wlv, tn el:
hen p oober C unbefannt iff.  Roje audy die MUufgaben i Budijtaben.

Die Forneel (1) crbalt aber eine nody umfafjenvery Bedeutuna, wenn dem € und v eine
allgeneebiere Veventung qegeben und die Aufgabe ehwa jo qejtellt wird: Su welder Summe
aer vt in o Feit: Abjbnitter an, wenn fie fidh in iedem jolthen

wadjen C Embeten b
eit=Abjchnitte wm pz vermebren wnd der Jwwads fich wieder i derfelben Weife. verqrbhert?
G5 Tajfen fidd benmady vermittelit der Fovmel (1) aud Nufgaben folgenber Avt [djen: Ein
Aftern Holy und- viejes nimmt nady der Erfabrung jabelich wm 32 u
Wie viel Klaftern wird ver Wald nady 20 Fabren baben? Dbver: Die Voltdmenge einer

) ™ a1 Els . .
Walp enthdll 2000 |

Stapt betrdat 20,000 Eowoobrer und wdadit jGbelid wm 22, Wie arof wirh fie nad
100 Zabren jein?
Die gweite Grubpe Aufgaben ver Jinjedzinsredmung wird burdy bie Fdlle gebilvet, in
. I§ 3
welben aufer ven Jinfen jd@brlidh nody eine qewiffe Summe jum Kapitale geleat wird

Aufldfung, Die jdbrlich uwaeleate Swmme fet ¢ Thiv, Nun wadien oie C ZThir.,

: 100 . . :
au pz vewinft, in o Jabren an ( 100 ) die ¢ Thiv., welde nady vem exften Jabre
LOO - py N ! : 2 ey
pazufominen, ju L‘( o0 : ote nady pemt jweiten Jabre jufonmuenden ¢ Thir. 3

10} ) = - 5 ; e . e =
"( 100 !) an une jo jort. @8yt pemnad) die Gejammijunine

K - {.(“"_['I”-I }I). ' c'(!!I'{I:ru.tlu ) + l.(i“i;“-‘-; lj)

Die lepten Glicder vomr jweiten an bilven eine geometvifiche Meibe, alfc

0 100 == p 100 = p ¥ :
B oWy A

lllt?——;n

100

Diefe Fovmel lehe i)y swar nody vereinfachen, aber ed ijt ywedmdBiaer, fie unverdnpert
it laffen snd Def Amvendiing auf beftinmte Sablen bie Beveinfadiung erlt nad) Ginfebung
ver Deltimmten Jablen ju bewivfen. Dabei ift varauf ju adtew, fie jo wnguwandelt, vaf fie
flir die Logavithmen=Mednung bequem wird,

Die Formel (1) enthdlt b unbeftimmtc Gropen; es laffen fidy alfo 5 Aufgaben vermittelft
berfelben (Bfen, indem jede dev Unbejtimumnten die Unbefannte fein fann.  3able die Aufqaben mwic
bet Formel (1) auf und gieb Beijpiele in Deftimmten Jablen. I aber p die Unbefannte, jo (4Gt
fih die Aufgabe in unbeftimmten Jablen gar nidt Bfen und in bdefiimmten Jablen nur in
wentg Fallen
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Yué diefen und dem vorigen RKapitel ift eefiditlich, weldye Vortheile die Budyfiaben:
Redmung qewdbet, ndmlid Gritens: vag Mejultat iff oft leiditer ju finden, ald in Jiffern.
Feitens: Dad Rejultat it vas Mefultat fiiv alle Aufgaben verfelben Avt. Drittens: us
pem Mefultate evfennt man, wie viel Aufgaben fidy swijden Den in der Medmung vortom:
menven Giofen ftellen und wie fidh diefe [8fen [affen. Bievtend: Wenn aus mebreven gege:

benen Grdfen cine Unbefaunte 3w ninden ift, jv it e¢ oft vcovtbeilbaft, eine der gegebenen
®yihen als Unbefannte und bdie Unbefannte als qegeben sz betradyten und jo eine Formel
fiir diefe Grdfen ju entwideln, aus welder fid) vann die eigentlidye Wnbefannte leidt finden [4ht

Tun weeden dic Beifpiele qud Meier Hirjdy's Aufaaben=Sammilung qevedynet, auferben
Grempel folgenver Art,

I, Gin Haus bringt pabelidh 2000 FThiv, Wewethe; die Stevern und Repavaturen betvas
gen jdbrlich 150 Ehlr. und vorausjidhtlich wird daffelbe mur nody 30 IJahre fichen. Dann
ift aber ber Vauplak nebit ven akten BVaumatevialien nedy 4000 Thiv. werth. Iie viel fann
mon dafite et beablen, wenn jid dad Kapital ju 5% verginfen joll?

2. Won einey MNctiengefellfdaft ift etue Britde qebaut; o6 it ibv von dev Regierung
erlaubt, von den die Briicke Paffivenden einen Foll ju erbeben und mit dev Ginnabme dad
nfage-Kapital ju 45 ju vevzinfen, ihv ober jur Piicht gemadyt, mit vem jébrliden Webers
fduffe paffelbe ju amertifiven und nady aamlicher Amortifotion pem Staate die Vrlide als
Gigenthunr ju dbeelaffer.  Wenn nun die Baunfoften 24,000 Thiv. betrugen, wnd ver Padpier
ped Britdemolled an die Gefellidhaft (abelidy 2000 Thlv, zablt, nady wie viel Jabrew wid
pie Brivde dem Staate jufallen?

3. @8 foll unterjudht werden, ob e Stitd Acderland fidh befjer ververtbet, wenu ¢8 ju
giner Baumfdule ober ofd Getreivefeld benubt wird.  Die Unlage ver Bawmjdule foftet
150 Fhlr. und bie jdbrlidhe BVearbeitung 60 Thiv. Nady 8 Fabren aber wird fie einen e-
winn von 1200 Thiv. qeben. ULE Getreivefelvc Denuit, wird aber der Acer einen jabrliden
Retto-Evivag von 60 Thiv. liefern. Die Jinfen mbgen 3u 5% angenonumean werbden.

4, Gine Stavtqemeinde ift bisbeyr verpflichtet qewefen, eine Briwke ju unterbalteny Ddex
Staat will jept diefe Verpflidtung der Stadt geqen Gntjdddigung tbernelmen.  Wenn
nin Die Bride bei ver Uebernabme fo baufdlliq ifi, taf fie etnen Meubau eviordert, welder
20,000 Ehlr, foftet, die fibrlichen Mepavatuven aber burdfdinittlich 200 Thiv. betvagen, und
porausfidtlicy affe 40 Jabre etn Meubau evforderlich ift; ein wie qrohed Kapital wird bie
Stabt an ven Staat ju zabfen haben, ©. b. ein wie qroBed RKavital fjf evforveclidy, um bie
Bride fitr alle Jeiten 3u untevbalten?

5. Ginem Snaben von 8 Jabren it von feinen Gltern ein Kapital von 000 Thiv.
binterlaffen. Der Vormund will ibn von den Sinjen und weil dieje nidht reiden, von dem
RKapitale bié jum 24 Jabre unterbalten und qufbiloen. Wie viel darf er hidftend jabrlid)
vermwenven, wenn ¢6 big jur gemannten Beit veiden foll?

6. Ein Gutdpadter will eine Brenuerer anlegen, wn den Erivag bed Gutes beffer vevs
werthen au Hinnen. Der Befiver geftattet died aber nuy unter ber Bedingung, bah ibm nad
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Ablauf der pwauwsigidbrigen Paditzeit die Brennevei nebjit Jubebdr ohne Entjddviqung fber:
[affen wird. Wenn nun die Anlage 10,000 Thlv. toftet, eimen ie grofien jibrliden Grivag
muf der Paditer evvarvten Fumen, wenn ibm fein Sapital nidt nue nidt verloven geben,
foubern fid)y audy ju 52 verzinfen foll?

Sucommenjurable Grogen und iveationale Jablen.

Die Beweije der beiven Lebrjdpe: Grjtens: ,Der Jnbalt cined Nedidects ift gleidy dem
Producte aud Grindlinte und Hobe,” und Jweitend: , Gine ju einer Drefeddfeite pavallele
Linie theilt bie beiden anberen Seiten in proportionale Theile’ feBen gevodbulidy voraus, da
ntan swet Deliebige begrenzte Rinien fo in gleiche Theile theilen fann, daf bie Theile der einen
aleich ten Theilen dev anberen find, . b. baf man fiir je 2 begrenjte Linfen ein gemein:
[haftliches 9Maf finden Fann,  Abev

Lebriat. E8 [affen fidy audy Linien Denten, fitr weldje e fein gemeinfdajtlides Mak giebt.

Beweid, Gin Map fiiv eine begrenzte Lnie it ein aliquoter Theil berjelben. Dex
Sats (a5t fih Daber aud fo auéfprechen: G6 (affen fidh 2 finien von jolder dinge denken,
paf fein eingiger aliquoter Theil der einen jugleidy cin aliquoter Theil ber anberen iff, in ihy
qu?qr:l't Hat man ndmlidy 2 beliebig lange Linten AB und CD und rrﬁ,]t auf der gqubferen AB

pie Linie CD von A aud fo oft auf, ald ed angeht, und merfe ven Puntt an, bis zu weldrem
bie Linie CD julept gereiht bat, madyt bann baffelbe mit Dev HAElfte von CD, bann mit dem
Drittheil, Wiertheil w. §. w. Denft man fidy died Vevfabren bid in'd Unenblide fortgejebt,
fo geben 1'icllrlt[*t eine Menge vou aliquoten Theilen ber CD in AB quf, von den andercn
erh@lt man in der Ndbe von B unendlidy viele Punkte, b ju welden je efn aliquoter Theil
pon CD gereidyt [*at. Nlle Stitfe Der Linic AB, vom Puntte A bid cinem folden *Puntte
baben mit CD ein gemeinfdaftlided Maf. Da aber ein Puntt Feine Audvebnung bat, fo
Bleiben auf AB awijden fenen unenbdlidy vielen Punften Stiide von Linden, auf denen man
per Yinie AB vom Puntte A WS 3 ctnem
y
L

tann, und jeve Yange

nody einen SPunkt annebm
folden Fwifdenpuntte bat fein qemeinjdaftlidhed Map mit BO.

GrEldruna  Cinten, flir twelde ¢8 ein gemeinjdaftliches SNafi giebt, beifien commen:
furabel, joldhe, fiir welde ef feined giebt, incommenjurabel.

IR man untevfuchen, wie viel wmal jo qrop bdie eine von 2 incommenjurabeln Linien (A)
ijt als oie anbere B, unb verjabrt auf vie gewdbnlide Weife, indbem man A wft mit B mipt,
paé {ibrig bleibende Stitd mif etvem aliquoten Theile von B, bad nun ipieder itbrig bleibenpe
Stict mit einent Eeineren altquoten Zheile von B und jo fort, fo dap man etwa erbalt:
A=2B+1B+2B u | w., fo mup nan cine unendlide Menge folder Britdye evbalten.
Denn erbielte man eine endlide Denge, fo tonnte man odieje addbiven und exbielte ein Nejultat

-3 1 : 1 A | &
pon der Form A B oin A= - B, und dad biepe: —B ift in A penau m mal ents
n 1 n

baltens bann wire =B ein  qemeinfdaftliched Map iy A und B, Nimmt man bei der
I
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aitgefitbrten Dperation  ald aliquote Theile von B Decimaltbeile von B, o mup bdie
Summe ver unendvlid) vielen Bride ein unendlidier wnperiovijdher Decimalbrud) fein, Denn
idre 8 ein endlider oder ein peviodifdier, jo (ieh

¢ fidh Diefer in einen agewdbnlichen Brudy
perwandeln wnd man echielte wieber ein Mejultat von der Kovm A - ':: B, und oad wdre
ein Wiverfprud) gegen die BVorausfepung.

Die 3abl, welde audbritdt, wie viel mal o grof die eme You 2 inconmmenfurabelen
®vofen iff, ale die andere, [dft fid demnady yroar anndberungdweife o weit man will, abee
nie vollitdndig genaw bevedynen und ift, al8 Decimalbrud) audgedriickt, ein unendlidher wupe:
viobijher Dectmalbrud). Eine jolde Zabl nennt man eine irvationale Sabl.

Audy die Wmbehrung von dem oben bewiefenen Sape it viditia: Wenn eine von 2 Girp-
fen eine incommenfurabele Jabl mal fo grof ift, ald die audere, fo find die beiden Grdfen
tnconumenjurabel,

Vewerd, E3 fei A = 3,2647...8B, wo 3,2647. ... irrational. MWdaren A und B
conunenjurabel, fo miifte entwever B felbft over ein aliguoter Theil von B qualeidy ein aliz

! . . : I (e 2
quoter Theil von A jetn, aljp entweder A = mB ober A =m.-B = "-li fein. Dann milpte
Ik

vie gange Jabl m = den BVrude 5,2647. .. jein, wad nidht moglidy ift, over es miiite der
X ; 1 o et Hid m ; ;
aerodbnliche Brudy = 32647, .. feir.  Wennt man dann den Brud it einen Decimalsz
il n

brudy verwanbelte, fo erbielte man befanntlicy entroeder einen endlidhen ober einen veviodijden
Decimalbrudy und diefer nnte mit dem iveationalen nidyt {ibeveinftimmen. Sobald aber von
2 Decimalbritden audy nuv eine &telle dedé einen audy nur um Eind qrisher ift, ald die ent=
jpredhente bed andeven, fo ift er grdfer ald diefer, weil alle folgenden Stellen ded leBteren,
audy wenn fie alle = 9 wdren, nody nidt fo grop find, alé eine Ginbeit der vorangehenden
Stelle, alip bie feblenve Ginbeit nidyt erfeben Ennen.

Jennen wir im gleidy{dentligen, vechtwinteligen Dreiecte die Hypotenuje x, die fathete a,
jo it «* = 2%, alfo x = p2.a. @8 it aber 2 eine treationale Sabl, denn ¥2 mup eine
3abl fem, weldye grofer ald Gind und fleiner ald 2 i, weil 1* = 1 und 2* = 4 ijt. ©8
famn aber audy nidt I + einem gewdbnlidien Brudhe, b, 1. ein unediter Byudy fein: denn
pas Duadrat eined BVrudes Fann nie eine gange Jabl fein, weil fich durdy die Potenzerhebung
nuv die Factoven ved Jablerd und Nenners wiederholen, ver BVrudy fid alfe aud nady der
Potenjerhebung nidht yu einer gangen Sabl tirgen [Eft. Folalicdh mup 12 eine ivvationale Sabl fein.

Folglidy it in allen gleidfdentligen vedtwinfligen Dreiecen die Hopotemufe mit bden
SKatheten incommenjuvabel,

Der Beweid, dah p2 eine irvationale Jabl ift, At fidh durdy gevinge Abdnderung ju
pem Beweife ded Saped eviveitern: Jede Wurgel aud einer gangen 3abl ift, wenn fie nidt
eine ganye Zabl ift, trrational.  Gbenfo find alle Wurgeln aud Vridhen, wenn nidyt bdie W=
jeln aud 3abler und Nenner gange Jablen find, frvational. Da man nun, wenn in redts

I1I
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winfeligen Dreieden jwel Seiten durd) beftimmte Zablen gegeben finp, und man aud ibnen
bie oritte Seite bevedymet, mur in febr wenig Fdllen eine rvationale 3abhl erhalt, (wenn Dbie
fathete — 3 und 4 oder 3m und 4m, wo m eine beligbige beftimmte Aabl ift), fo jinb in den
meiften rechtroinfeligen Dretecten die Hypotenufe und wenigftend eine Katbete incommenfuraz
bel. Die trigonometrifden Functionen find aber Verhdltnip=Crponenten jwijden je 2 Seiten
eined rectwinteligen Dreieds, folghd) find die meiften trigonometrifhen Functionen irvational.

Yud alle Briggifhen Logarithmen von folden gangen Sablen, welde nidt gange Dotens
e vour 10 fimd, find iveational,

Beweid fiir einen beftimmten Fall. €6 joll bewicfen werden, vap Il:;‘gﬁ‘z irpational ift.
'.I-"-Igft'il' muf gwijden 1 wnd 2 liegen, fanm alfo nur = 1 + einem gewdbhnlichen Brudye ober

il ! ; 1 - s 11
— [ + einer irrationalen Sabl fein. Gefept, ed wdve logh2 =1 + § =4, jo mitpte 107,

D. I 17 10" — 62 fein, und bad ift nidt miglidy; denn Ifll]" iit bie Babl, awelde, in die
7. Poteny echoben, 10", b. i. Ging mit 11 TNullen giebt. Die Jabl 62 fanu aber, in eine
gane Poteny erboben, nidt eine Jahl aud Einé mit angebingten Jtullen geben.  Ghenfo
yoenig Fann lulm'._lvii‘.’ ein anberer gerdhnlicher Brudy, mup alfo eine irvationale Sabl jein.

Allgemeiner Beweid. Da die Logarithmen vev gangen Potengen von 10 alle gangen
Rablen 1, 2, 3.... ourdlanfen, fo fann In11|e:ru, wenn a nidht eine qanze Potenz von 10 ift,
nur ein (edter ober wnedter aewdbnlidher) Brud) oder ecine irvationale Fabl jein. Iare
loga ein gewobnlider Brud), alfo ehwa = :1, jo miipte 100 = O™ a fein w. [.w., wie
ber Beaweid fiir ;-'ul__rfi'_’_ Da der Wmfang eined Kreifed = 2zr und 7 eine iveationale Jabl ift,
fo ift ver Wmfang incommenfurabel mit dem Madiug, ebenfo der Fladeninhalt mit Do Dua:
brat Ded Rabine.

(&6 bleibt mun nod) fibrig, bie beiden im Unfange viefed Kapiteld angefithrien aeometrifden
Sage fiir den Fall ju beweifen, vaf die in Betradyt fonmenben Linten incommenjurabel find.

1. G6 ift s bemeifen, dbab der FKladeninbalt ded Redtedd abed (Fig. 1) = ab.be
it, wenn ab und be incommenfurabel finb. Der Fladeninbalt it = ab.be beift: dad
Redtet enthdlt jo viel Duadrat:Ginbheiten, ald das Probuct der Bablen angiebt, welde
men erhdlt, wenn man ab und be mit einerfei Mafe (etwa Foll) mift, wo Dnavrat=Einbeit
bad Suabrat bebeutet, deffen Seite bad genannte Mah, (Quadbratyoll) ift. Die Jablen fiiv ab
und be find in unferem FKalle irvational ober body eine pon thnen. Gefest nun, es whre
Redted abed grdfer alé ab.be, fo Eunte man ab um jo viel pevtligen, ehwa um bg, das,
wenn man fz =+ be e, Redted adfe = ab.be.  Dann Founte man einen aliguoten Theil
pon he auf ab von a audé fo oft abtragen, bid ber Enbpuntt ded leplen diejer Theile ywifden
& unb b, etwa auf Punft k fiele; adge man dann ki = be, fo wdre adlk ein NRechtedt, deffen
&Seiten conumenfurabel wdren, unb folglid wdare adlk = ak.kl ak.be, (E6 follte aber
adfg = ab.be fein, folglidy mupte, ba Factor ab = Factor ak, aljp Produet ab.be = ak.be,
audy adfg = adlk fetn, und bad ift nicht mbalich. Ebenfo [Ght fih beweifen, bap abed nid




Heiner ald ab.be fein Eanun; folalid muf ed = ab.be fein. - 3 qamy analoger Weife it in
per Stercometrie der Sab ju beweifen: Der Inbalt eined fentrediten redytwmteligen Parallel:
epipedd it gleidhy Grundfiddie mal Hole, wenn bl Kantert’ incommenfurabel find,

2. Gine Linte, welde i einenmr Dreiede parallel jur Grundlinie qeiogen wird, theilt die
beiven Setten in proportionale Stiide, audy wenn bie beiven Theile der einen Seite incoi=
menjurvabel find.

Beweid. bd und da (Fig. 2) fewen inconumenjuvabel. Fiebe ag und de. Da A abg
und A cbd einen gleichen MWinkel haben, jo verbalten fidy ibre Fladenvdwme, wie die Provucte

S Sl . abg ab.bg i
per einjdyliepenven Seiten, alfo et I—}?—. @6 it aber A abgi= A chd, alfo ab.bg
) LELHE T
., ab e aakh he ., ab bd be — ba . ad [
= hil. be, b.1. = —ffo = — 1 S B —— : et ki e
’ bl bg bl bo hd he Ind b

Kubifhe Gleidyungen.

Hiljsfas. Nidt blos die Differen; joeier Tiuadrate (a*—b%), fondern aud) vie Diffes
reny je gweier gleidier ganger Potengen (a® —b*) [Aft fidy durdy vie Diffeveny ver eriten Po:
tenzen (a — b) obne et dividiven.

Beweis, Fibrt man die Dicifion (a" —b") : (a—Db) bis auf echoa 3 Glicder Ded
Siuottenten aud, fo erbdlt man ald erften. Meft a"" b — ", ald pveiten a"—*bh*—Db", ald
pritten a"—*b"—Db" w. . w.  Da in dem erften Glieve diefer Mejte dev Poteng=Grponent von
a tmmer umt Gind fletner und der vou b um Gind qrdfer wirtd, o dap oer Grponent von
b immer gleidh der jubtrabivten Babl ved Grponenten von a ift, jo nmh man nothroeudig

cinmal auf ben NReft a"—"=V "t —p" bt ab"™' — b" Fommen und in diefemt gqebt a—b
i}

anf. Man erbalt demnady (2 —b") @ (a —b) = a"" +— a"* b - a'—F b, ... Sl E

Die rein hnbifde Gleidung.

Seve vetn fubtjde Gleidbung [Gpt fidy auf Q‘ic Form bringen: x* —a* = 0; benn, exhdlt
man x* — b=0, jo fann man fdreiben x* — (Fb)* = 0, — Worin beftehen’ die Gigenthinm:
lichfeiten oiefer Form? — Die Ljung diejer Gleichung ift daber jugleicdh die Ldfung jeder rein
tubifthen Gleidung. Die Gleidung (@t fid nad) dem vorangefdidien Sabie aud) fo fdyrei
ben: (x —a) (x* +~ax +- a*) = 0. Dieje Gleichung [Bien Dbeipt: BVon ben unendlidy vielen
Werthen, welde man dem x beilegen fann, denjenigen ober diejenigen fudien, welde die linfe
Seite ber Gleichung ju Il madien. Da diefe aber ein Product iff, fo wird fie ju Null,
jowehl wemt x — a =10, ald wen x* + ax +~a* =0 wird, b. i, weln x = a ober
e el e AR

B £

Die Gletdung bat alio 3 Wurgeln, von denen eine veell, die beiden

anberen imagindgr find

IIr*
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Pic gemifdyte Rubifdje Gleidynng

Sebe gemifdhte ober vollftdnbige fubijbe Gleidhung [4ft fid) auf die Form bringen:
¥ 4+ ax® + bx + ¢ = 0 (I), (oo mande der Grifen a, b, ¢ aud) = O fein fann). TWorin
befiebt bas Gigentbiunlide diefer Form?

Auildfung, Diefe Gleidhung [Ght fid) o wmwandeln, dah dbad Cuadrat der Unbefann:
ten wegfdllt. Sept man ndmlih x=y-+m, fo gebt die Gleidung iiber in: o (3m + a)y*

+ (B3m? 4 2am + b)y + .... =0 (II). DObgleih nun x nidht jeden beliebigen Werth, jon-
Derit nur einen ober einige 1\9]1:111111!? erthe bat, weil 8 ja bie Bedingung erfitllen joll, dah
" - ax® + bx -+ ¢ =0, jp fann man body fiir y ober m einen gany willfiirlidyen Werth an-

nebmen, weil man Fur x ywei unbefiimmte Grifen v + m qejeit bat. Pan Fann daber
¥ e v . . - a .
pem m cinen foldyen Werth geben, baf der Coefficient vou y* = 0 wird, alfo m = — q fegen,

Dann erbdlt die Gleichung (1) die Form y'+ py+q=20 (I}, wo p und q befannte Grd-
fen find. Set man in dieje Gleidung y=z-+r, foift 2’ + B2'r+ 3o’ + '+ p(z +r) - q =10,
boi2+ (Bar+p)(z+r)+r'+q=0. Nun fann man dem r einen folden Werth beilegen,
pap (3zr+p )z +1) =0 wird. Einen foldyen, der z—+r gu Null madt, darf man thm nidt
qeben, weil man bamit y = 0 fept und der Werth von y fdon durd) die Gileichung U1 fefi-

= e ‘ ¢ Y1 iy .
geftellt ift; wobl aber fann man dzr—+p =0, alfo r = : fepen. Dadburdy gebt die lepte
oL
. " ; 5 p’ - ; = q Jaipt s
®leidung fiber in: z° — o 4= 0 und bievaud ift 2’ =—3 £ ¥ il 2 Dad find
- = 4 =7
a - s e
awei rein fubijdye Gleidhungen, deren Wurzeln, wenn wir i — ‘j 4 l : S F}': — W 1thb
ke : 27
5 AEs a
== e P
l ' f! — w feBen, find: 2! =, 2 =u ( - = 1)| gl — u( l _Jl __i)r
Iy SRS, -1 P:_'S = F— i = . 4
=w, ' =w e unp 2" = W(— ) Seft man diefe 6 Werthe
in bie Bleidung y=z2+r=12— !: fo erhalt man Grftend:
== 3 = —_— R e gl By 2
y —l +l P -P.— =| q ' ¢ l p
27 S, —a5+l) 7+ 57 . & E_
afll o« { i | o L
3) g lf . = L}..-I ey
ter Brudy unter ber jweiten Kubifwurzel mit Ej - l" 'i- -+ ,I;_ erpeitert, giebt:
< 4 i 3

L]

¥ s l e l q 2_ St l l,*'; —-_f;‘_ (0. 1. dbie Gardanifde Formel);
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5

R g o =1 p 1
Qroeitend: y l/ — '( 7 )—' e E=1rs —
ot o 9 g 1,-'_ 'l. ___ gih ] £l ] L :_;.

g|"ll — ;:.'l -t ' R ur & _2
Die grocite Grope beftebt aus 2 Factoren, von benen der etfte fo eben vereinfadht, und ber
= 2 N P Febm— i — ] = ' _:{ -
gweite vermanbelt iy burd) Eriweiterung mit —1—V —3 in ——— . fo paf man

3

WSS 3 wl:ahs a9 ;
= / q e N i=aN q 5 s V —3
r'l‘f}fllly.—:l- _2+l..,.( ST )—r—' _E_I““ ( 5= )

Durd) Ginfeliung der fbrigen 4 Werthe von = erhdlt man nur nody folgenden neuen Werth
3 a

e e e =g T BTy L 6 3
pon Y. y = I-” —21—0—1' (—J— ) — l _‘j—I ( G )

— ®ieb Grempel in beftimmien Jablen ju redmen, —

. o s A i ; A 1
Fenn Die Grige 11 =x ,lj,'. bofitio ift, fo erbdlt man eine reelle und gwei imagindre

o ; : ; ! ey ety
Furzeln, ift fie aber negativ, b. i. wenn p negabiv uno ,'7 > Ht, fo exjdeinen alle brei
urzeln imagindr; in diejem Falle bat aber bie Gleidung 3 reelle Wurzeln.  In leterem Falle
heift bie Gleidung irveductibel und mup, will man bdie unmdglide Form der Wurgeln ver:
i :

3 A o 1 He gL Y
meiven, auf anbere TWeife aeldft werben. g ‘IJT beipt bie daratteriftifdhe ®vife, warum?

Die irveductibele kubifde Gleidmng.

e . i’ 5 o = 4 I'.' =
Borvaudjepung: in Gleidung y° 4+ py + q = 0 ijt p negativ unb 57 = J'J Sehe
y = z sing, {o ift 2%sing® + pzsing + q = 0 (I). Jtun Gt fid) sine® durdy sinde und
sinee auébriiden; denn sinde = sinZe cose + cosZe.sine.  Dridt man nun sin2e und
cosZe durd) sine unb cose audé und dann cose dburd) sine aud, fo erblt man sinda

= Jsinae — 4sing’, alfo sing® = jsine — 4 sin3a. Died in Gleidhuna (1) aefept, giebt:

S Lo -
1z"e:m r— ‘—:r."sm Ja + pzsine + q = 0,
: g 3 2 I Aoa e )
D, 1. zsine (41 - p) - _j-z sinda =+ q = 0 (II).
Da filr y et unbeftimmte Grdgen gefeht find, jo fann man einer berjelben einen belie:
bigen Terth, alo aud) einen foldyen geben, bap z sinc (_lr.‘ B ) = 0 witd. Diefe Srife
3

wird aber daburd) ju Jtull, bap man entweder z, sine ober 41" +p =0 fept. Man barf




aber weber z nody sine = 0 feien, weil badurdy y den beftimvmten MWerth O erbielte; ed Fann

paber mur -';rﬂ""' p =0 geept werden, alip z =+ 2 — L Died in Gleihung 1 gefeft,
. ] e
5 L 'p"' T 2 il { ok
aiebt i = = sin dee + q =0, dlip sinde = =+ ___i_' (1), 2Aud diefer
=1 .)l.-' =
27

®leidung ergiebt fidh £ Se, aljo aud) £ o, und dba 2z fdon gefunden, fo ift audy y befaunt.
@6 fragt fidhy nue Grjtend: ob ed fite beftiwunte Jablenwerthe von p und q aud) imnter einen

MWintel giebt, deflen sinus den obigen Werth hat. Dad ift der Fall, wenn diefer Werth ein

reeller und teiner ald Gind ift. Da p nad Vorausdiebung negatio ijt, jo it — p* pojitiv,
L S o i i e &
peabalb it awd z veell. Ferner ijt ot = 1 - " . Da nady Vor:
5 p < % 1
7 27 ; P p
A T
i el L) iit i ¢ AL I
audfekung aber 5= = g i o it piefe Whurzelgrdpe Eleiner ald Gind.  Fweitens mup unter:
: g | & >
jucht terben, ob fitr beflimmte Jablemwverthe von p und q beibe Vorzeidien -+ Braudbare
¥evthe fire sinde geben, ober ob in manden -+, in anberen — genomien werden mup.
SQunacdhit it Har, vap, wenn man e ver Gledbung = = + _‘l-' ,[, pad Seidhen + nimmt,
ad

man ed audy in sin3e nehmen mup, weil pad Doppelzeidhen = aud z in sinde Nbertragen
ijt. 3t nun q pofitiy und man ninunt dad Jeiden =, fo findet man aud Gleichung (1)

in den trigonometrifhen Logarithmen=Tafeln fiiv 3 e cinen fpien Wintel. Gefest, die ju
[ofenpe Gleicbung jei: ¥ — 3y + 1 = 0, aljp. p = — 3 und q = 1; dann ijt sinde'= L,
alfo 3ee = 30" @G5 ift aber audy sin (2R — 30) = § und audy sin (4N + 30) = L,

sin(B — 80) = 5 w | w.  Folglidh evbdlt man aus per Gleidung sin de = § unendlid)
viele Werthe fiir den Winkel e, namlidy 30", 290 — 50% 43 + 30°, 69 — 30°, 8N = 30",
LOR — 307 123 -+ 30" w. . w., alfp fiiv « die Werthe 10%, 2R — 10°, IR + LR =+ 10,
20— 10, 2R + EM + 10, 3N + IR — 10 . | w. Die folagenden Werthe unterideiven
fich von Ddiefen padurdy, dap fie iaunh‘l‘ um 40 n,rﬁﬁcr fud.  Denmady echlt sinee bie Werthe:

sin 10", sin(GM — 10), sin(1R «— $N + 10), b. i cos(J N + 10), b. i sin(ER — 10),

I ey i » el o ) Tl :
||" sin(2M — 10) = sin 10", sin(2R + ._-;Q'H + 10) = — sin(2R + 10), sin(3R + LN — 10)
g = — szt — 10) = — sin (3N + 10). Die sions der folgenden Winfel find biejem
Toicdhy seil  Die -‘l'ﬂ'.pl 1 LT 4 5 Afisr 43 ST iy g 5 : Fab i o

||_ gleidy, weil bie Winkel mmer um 4R gedger find.  Dran bat venmacdy fite sine uur die
(il 5 TWerthe gefunden: sine = sin 10", sin (20t — 10) und - sin(3 M + 10), aljo y = 2sin 10"

¥y = 2sin(FR — 10) und y = — Zsin(ZR + 10). Wenn p und q nidyt die Werthe — 3

und -+~ 1, fonbern irgend welde anbere MWerthe baben, o erbdlt man fiir 3o anfiatt 30°
rgend einen anderen fbigen ABintel. TWir wollen b & nennen; dann ecbalt man (fiberall




e 10° F: gefeit) fiir y folgende FWerthe: y = El-'f —!1.:-‘.1”..':', Y= L'E — !:,_:_m((.n _-_,)
. o (¥

(R g
b y= — 2',"f — g.sm(l-!h £ ‘H)_

Wenn ¢ pofitio iff und man nimmt in Gleidung (ML) das Jeiden —, fo ift in der
obigen Beftimmien Gleidung sinde = — 4, aljo 3¢ = 2R + 30 ober = 4 — 30 u. f. 1.
wie oben, ober fitr 30 [eber die allgemeine Gyvdpe & gefeit, e = 2M + F ober = 4N — 4,
ober = 6% + 8 w. . w.; fithet man die Entwidelung fo fort wie oben, jo erbalt man i

g ; ;
sing Dig 3 MWerthe: sine = ﬁilL(lSU - F) pDer — sin (i'u(! — ;) pher — &in ; Da man

8. : :

pun  aqud) i dem IWervthe fiir z bad Beiden nebmen mup, f{o erhdlt man
V= — E'."r —_ }’, sin( 60 =+ ¢ ), = —v—d' — P sinf60 — j':) und ¥y = + 2§ — !-:‘-11!{3.
3 ] > ) 3 : 3 3

Man erbdlt alfe, wenn man in Gleidhung M pad Beiden nimmt, fiiv den Fall, dab g
pofitiv ift, diefelben Werthe, alé wenn man bad Seiden -+ nimmt. If q neqativ, fo erhilt
: = o - b ; n i . ¥ ) ey

man, wie fidy nun  leidt fiberfeben [dpt, bie LWerthe y' = — £ i ._lg sin ii‘

{ ) . o T i

oAl _Jl e T P) e i _)I — P sin(60 +!’) I \ bem Terthe
¥ g \ q) ¥ B g ) mag man in bem TRenthe
fiir z und sinde dbad Jeihen —+ ober — nehmen. Nm ju vevmeiden, daf man al8 erften
Merth fite 3e einen Winkel von der Form (2R —+ 7) nebmen mup, bat man nur ndthig vad
Jeichen —+, wenn q vpofitin, und Feiden —, wenn q negativ ift, it wablen, und dann ald

erften Werth von 3e ben fpiten TWinfel ju neburen, welder fidh aud Fovmel (1) in ben
Tafeln erquebt,

lle fubijden Gleidungen baben biernad) 3 Wurgeln, die quabratifhen, 1oic befannt,
aoei und bie bed erfien eine. @8 foll nun nadgewiefen werben, baf jede Gleichung fo viel
Murieln haben mup, ald ver Erponent der hidyften Poteny von x Einbeiten bat.

MWenn eine Gleidung auf Null qebradst ift, fo find die LWurjeln derfelben Ddiejenigen
TWerthe von x, welhe die die eine Seite ver Gleihung bilbenbe Function von x u Null
madyen.  Eine Function von x, twelde den Factor x m bat, witd ju Mull, wenn man
x = m fest; aber audy pas Wmgekehrte ift rvidptig: [ebe Function von x, meldhe padurd) ju
Sl wird, daf man x = m fest, bat den Factor x — m.

Beweid. Cefeit, dbie Funftion ax* 4+ bx" 4+ ex® + dx*. . ... + g (F) werde dadburdy au
Mull, baf man x = m fekt, fo bah am" -+~ bm” + em’ 4+ dm*. ...+ g= 0, io if
g = — am*— bm" — em" — dm*. ..., alfo iff die Function F (ven MWerth von ¢ eingefept
wnd die gemeinjdhaftliden Factoren auBer KRlommern gejdivieben):

a(x* — mF) = b(x" — m") + e(x* — m") 5= d{x* — m%....

Da nun jeder Poften nady einem frither bewiefenen Sage den Factor x — m hat, jo Hat

pie gange Function diefen Factor,
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Jft mun eine Wargel irgend einer quabdratijhen Gleidung = m, o mup die Gleidung,
auf 0 gebradyt, den Factor x—m und auferdem nody einen yweiten Factor haben, welder x' ent=
balt, weil ja bad Product eine Function von x* ift. Seht man diefen yweiten Factor = 0,
jo erbalt man davaud nody einen pweiten Werth e x, welder dbie Gleidhung 3u Null madyt.

it eine fubifhe Gleidung auf 0 gebradht wnd ift cine ihrer Wurgeln = m, jo muf fie
pen Factor x = m baben und bder pweite Factor mup eine Function von x* jein. Seht man
piefen = 0, fo exhdlt man eine quabratijhe Gleidung nd aué biefer nody 2 Werthe fiir x,
weldye die wrfpriinglide fubijde Gleidung ju O maden. Auf diefelbe Weife evgiebt fidy, vap, *
pie Gileihung vom 4. Grave 4, die pom 5. Grave 5 w. | w. TWurzeln baben muf.

Die allgemeine Forin der fubijdien Gleidung war x* -+ ax® + bx = ¢ = 0. Nennt man
pie Wurzeln diefer Gleichung m, n wnd v, |Jo muf nad) bem Dbigen x° + ax® + bx + ¢
= (x—m) (x— n) (x —r) fein. Cinen anbeven Factor fann dic Grife nidt baben; benn
batte fie nody einen Factor, in weldem x vortdme, fo wintde man bet Ausfithrung der Mul:
tinlication nidt x*, jonbern x* ald Didyjte Poteny cvbalten, und Dbdtte fie nody einen Factor,
ber x nidyt enthielte, fo witrde man al8 Coefficient von »* nidht 1 erbalten. G& it alfo

x* - axt 4= bxrec = (x — mi{x — n}x—1r) =x"—{m- n-+ r}x* =+ (mn -+ mr + Ir) X — mir,
Died ift eine ibentijhe Gleidung (warum¥); folglidy mup a = — (m=-n -+ 1), h = (1 4+ mr -+ nr)
WD ¢ = — mar fein.  Man evfiebt bievaud, daf dte Goeffictenten von x in der Fubifchen

Gleidhung Sufammenjetungen ihrer Wuvzeln jind, wid da vied Nefultat fid) aus Gejeken
eracben hat, welde fiiv bie ®leidungen aller Grade gelten, fo muf ed audy fine Glerdyungen
aller Grabe gelten. Wir wollen nun unterjuchen, wie die Coefficienten aud ven Wurzeln
sufamumenaefest fing.

Die Gleidyung des nten Grades, deven Wargeln o', ", ... .4 find, bat bie Form

(x—a')(x—a)(x—a")....(x—a™) = 0. e man unddit bie Multiplication ber beiden
erften Factoren ausfithrt, fo mup -man jeden Poften ded einen Factord it jedem ded anberen
multivltciven, 0. b, man muf alle mbaliden Sufommuenfesungen (Combinationen) biloen,
weldhe fidy aud je einem Pojten bed emen mit je einem bed anberen Factors bilden laffen.
Multivlicict man died Mejultat mit dem 3. Factor, fo mup man jeven Pojten deffelben mit
x und audy jedew mit a'' multipliciven, 0. b alle mbglichen Gombinationen ju je 3 Grifen
(Gombinationen der 3. Orbnung) biloen, inbem man tmmer aud je einem Factor einen Poften
wimmt . . f.

Hiernady wird dad Product der obigen n Factoren aud ber Swmme ver Srbjen bejteben,
weldye man erbalt, wenn man alle méglichen Combinationen der nfen Ordnung dadurd) bil
pet, bakh man inuner aud jedem Factor einen Pojfen nimmt.  JMun fann man Grjtend aud
icbem Factor den Poften x nebmen; ovadurdy erbdlt man x*  Jweitend fann man aud
einem Factor Dem Pojten a und aud allen dibrigenw x nebmen, und war einmal
aué oDem  erften Factor Dben Pojlen a und aud den dibrigen x, bann aud bem
sweiten Factor a und aud den {ibrigen x; dann aud bdem ovitten a und aud ven ibrigen

x und o weiter.  Daburdy erbdlt man, ba alle Grigen a dad Jeiden — baben,




—fat a-al - aW ala, Lo et Drittend Baun
wng aud ven fibrigen bte Ghrdpe x webmew, und jwar aué tenr evjtew und joestenn a und qud
- b}

pew fibrigen x, aud bem erjfen wuad rithn a

man aud e 2 Factoren bie Gledhe a

aug dun abrigenw x und jo fort, dann eud
pem awveiter unt dritten a, banmn aud dem jweitew wnd vievtar w. L Taburdy erhalt nran
* . 1. die Summe der Combinationen
per jweiten Oronung oud ben Grdfen a.mal x"  mit dem Vorzeiden -+, weil bdie negativen
®rden a gu je pwei mit einanper multipliciet find w. . w,  PMan erhdlt
pie Summe der Gombinationen er evften, jweeiten, dritten 1

(a'a"—alalll 4 ata™, .. .a'al%. - a4 allal )x

aljo, wenn man
o, Dronung dwedy €, G,

C,m. . . begeidmet: (x — a')(x —a")(x — ") (x — a) = ¥ — C;"x" 4 €,y

‘
o= G aytR s = alallallt s calsd,

@pmit ift bewielen, daf in jeder Gleidynng, welde auf Mull qebradht ijr w1 welder

per Goefficient ber bisdiften Poteny von x gletds U aft, ver Goefficient dev wddyjten Heineren

Doteny von x = minus der Summe der Wuviehr, dev Goefrcient der nddyjten feimeren Poteny
ot x = -+ der Summe ber Gombinationen ber Wiyzel ju je pveien ijt w. f. 1w,

Sievaus cvaiebt fidy ein Mttel, die vationalen MWurzeln ver munerifben Gileidhung
Bobever Grabe durd) Probiven ju finden. Man evlegt namlid
einfadben Factover, wobet der Factor 1 nidyt au fiberfeben iff, und

oad abjolute Gilied in feine
verfudt, ob etner vou ibuen
gine Warzel ift. [ oad nidt ver Fall, fo bilbet man aud |

{#
alle mialiden Drobucte und umterjudit bam, ob eined derfelben
Hat man auf diefe Weife eine trer TWurzeln gefunden, fie fei

soet Der etufacen Factoren
eine TWurzel it und jo fort.
- m, fo Dividirt man bie Gilei-
dung durdy x — m, weburdy man cine Gleidiung von einem umr Eind niedrigeren Mrabde
erh@lt, aud welder man damn auf diejelbe Weife eine Murvzel judk, ober die man, wenn fie
pom dritten ober jweiter Grade ijt, divect [bit.

Gejelt, bie MWurgeln einer Gleidung find 2, 9, 17, 28 und 34, jo dap die Gleidung
Beipt (x — 2)(x — 9)(x — 17)(x — 28) (x —54) = 0. Seht man. hievin firv x eine fleinere
Sabl, ald bie fleinjte Wurzel, aljo eine 3abl, welde feiner ald 2, fo werben alle Factoren
negativ, und da die Angabl vevjelben ungerade iff, fo evbalt man ald Mejultat eine negatioe
Sabl. Sept man bann fi x qeifere und qvopere Zablen, jo wird dad NRejultat tmmer Eleiner
negativ — warum? — fitr x =2, Null. Sefit man dann fite x eine Sabl, weldye arber ald 2, aber
Fleiner ald die ndadijte Wurzel, 9, jo wivd ber erfte Factor dofitiv, bie viev iibrigen negatiy,
aljp dad Refultat eine pofitive Jabl. Sebt man fiir x eine Sabl, welde qrifer alé Y und
Eleiner ald 17, fo werben Die 2 erften Factoren pofitiv, die drei (efsten negativ, alje pad MHe:
jultat negativ w. |. . DHievaus qebt hervor, daf, wenn maw dem x inuner gréfeve Wertbhe
aiebt, man jo oft einen Jeidemwedjel erbdlt, fo oft man eine Wurzel ber Gladung uber:
idyveitet, und daf, wenn wman fiir einen Werth von x ein pofitived, fitr einen auderen ein nes
gatives Mefultat erbalt, awijden biefen beiven MWerthernr vow = efwrer Wurzel ver Gleidung
liegen muf. &8 ijt leidht eingufeben, vap vicles Gefels fir jeve Gleidumg gtlt, cudy wenn
unter ben TWurzeln egative find:

kY
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Dataud ergiebt fich eine Methobe, die irvationalen Wurzeln ciner Gleidhung anndbernd
s finben.  Man fept firr x belicbige Werthe ein, bid man zwei folde gefunden bat, von
welden der eine ein pofitived, ber andere ein negatives JRejultat giebt; fept dann fiir x gine
Fabl, welde awifden diefen beiven liegt u. | w.

Der binomifdhe Lebrintk.

Die Formeln (a -+ b)* = a* + Zab + b* und (a+ b)* = a®+ 3a*b -+ Jab* - b” geben an,
mie Die aweite und dritte Poteny, der binomifdye Lebriap giebt an, wie jede Poteny (die nte)
qaus den beiven Theilen bed Binomiumsd jufammengefept iff. Wir wollen anjtatt (a + b)"
{1 - x)" bilden, wo n eine gange pofitive 3abl ift.

Die gefudte Grdpe mup offenbar eine Function von x und n fein, wir wollen fie ¥
newnen, fo baf (1 +x)" = F. F muf die Gigenjhaft haben, dak 8 = 1 wirh, wenn man
x=10 fet, aljp F=1und F— 1= 0. Da nun audy F— 1 eine Function von x ift
und diefe s Null wire, mwenn man x =0 fet, fo mup F— 1 ben Facor x — 0, Do 1. x
baben, aljo F — 1 = xF%, b, §. F= xF'=- 1 fein, wo F' wieber eine Function von x und n
bebeutet, aljo (1 + x)* = 1 + xF' (I). et man biewein n = 0, jo mup 1 + xF' =1
werden, weil (1 +x)"=1 iff, aljp xF' =0, b, i. FF =0 fein. Da F* ju Null wivd, wenn

man n =0 jept, jo muf F' ben Factor n — 0, d. L. n haben; alip mup F' = nF'* fein, 1o
FI ypieder eine Function von n (und aud) von x) ift. Dies in Gleidhung (1) gejebt, giebt
(1 + x)" = 1 + nxF" (), Gefst man bierein n = 1, jo muf 1 =+ xF" ju 1 + x, alje

FI' = 1, b & F"— 1 u Null werden; alfo muf FI' — 1 den Factor n — 1 haben, aljo
B — | =(mn— DFY, boi F'=1 4+ (n — LFI fein. Died in Gleidhung (1) aefebt,

aiebt (1 + x)" = 1 + nx + n(n — 1)xF™ (HI), Sebt man hierein n = 2, o mup

] - 2% 4= 200xFIE — ] 4 % 4= x* werben, D. . X" = 2. |\1"“"r b1 ox = 2.1 pher

2.1FM — xi— 0 werden. Folglih muf 2.1FM — x pen Factor (n — 2) baben, aljo
. 9

e = GEE=— X D= 2o e e R

2, IFM—x=(n—2)FY, b 1. Fl = WA | S F"Y jein Diejen Werth fiie FY in

nn—1) , nfn—1)(n—2)
Xt

S ! <k,
1.2 1.2.3

Gleidung (1) aejept, qiebt: (I + x)" = 1 + nx +

Fabrt man o fort, indbem man nun n=3, n =4 feit, fo erbdlt man alé erfte Glieder:

s g o — 1) ¢ w12 = 2N=—8)
(1+x)"=1-4nx-+ {9 X 9.3 1934 AT
LWenn dieje Meibe tn derfelben Wetje fortidyreitet, alé Die erfien Glieder, fo ift dad kie
n.{n— Lo —2)....n — (h — 1} : s o) e
Biley =2t =) 159 L:k d) x* 0. b. in Worten: Gin beliebiges ®lied,

D. i.: jebed Glied ift jujammengefest aug einem Brudye, veffen Jdbler aud Factoren bejtebt,
welde mit dem Potenz=Erponenten anfangen, tmmer wm eind Heiner werben und big ju bem
fortfdhreiten, Deflen negativer Theil um eing fleiner i, ald die Stellenzabl bes Glieded, und
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beflen Jenner dad Product 1.2.3... bis jur Stellengabl it une aud x mit der Stellenyabl
ald Poteny=Erponenten.
Wenn die Meibe wicklich fo fortidreitet, jo mup fie, wenn n eine gange bofitive Jabl it

einmal abbrechen, weil ver negative Theil ber Factoren oved 3dblers ctmmal = o, aljp
it = 2 .o nn—=1)...1 i | :
biefer Factor = 0 werden muf. Dann ift vas lehte Glicd SR -x" . i x* fo bap
e e s wall
: ol ==y nint— ) fat =k — 'l :
(1) (1 +x") =1 + nx + --.[ [ e ol [ - e R = -I.\". ens ==X HE
- PR o

b aber diefe Netbe volltandig vidtig ift, it nody nidt bewiejen; denn wir baben oben
nue die erften 4 ®lieder entwictelt und dann obne Beweid angenommen, dap alle folgenben
ebentfo ufammengejept find wie diefe.  Daf die Fovmel richtig ift, weun n = 1, 2, 3 oder 4

ift, Davon fann man fidy fogleid) fiberzeugen, wennw man dieje Werthe it n einfept. &8 fragt fidh
aber, ob fie fitv jeden gangen bojitiven Werth von n gilt.

S@enn man die MReibe (1) mit (1 -+ x) mulkiplicice, aljo (1 + x)**' bildet, fo
eehdlt ntan wiever eine Reibe vou Dderfelben Fovm. — Fibre vied aus. — Namlid:
(n = 1jn., (e L e nl

) et R S B 88 R e - el LS oS GIE

L.J FiRT ].'Jq

id A

Hierntit ift bewviefen, baf, wenn die Neibe fiv pie nfe, 0. 1. v tegend eine Pofeny diefe
%orm bat, fie Diefelbe and) fiiv die nddftfolgende Poteny bhaben mup. Da fie mu fitr bie
4. Poteny dieje Fovrm bat, fo mup fie biefe audy fitr die 5. haben, alfo audy fiir die 6. w. f. w.
Die Goefficienten von x in der Fovmel () neunt man VinomialzCoefficienten der nten Poteny

i, n.{n—1) : : I i 3 )
und gwar n den erften, —— pew aweiten 1. . w. Bezeichuen wir ven kten Binomial:
oefficienten der nten Poteny mit p¥, fo ift (TN (1 +x)"=1 4+ p'x = p, "5 o piabe Lo -p it
e} 2 albit i L hy" . a4+ byt i h N
et man hieveimn x = Ll ] (l st Oip Tol = ) o L == py 3 T Pz es oDer

1 { i H a~
(a =+ b)* =a" -+ p,la"1h + pla"h% . ..+ pra®=tbho Lo+ b Bilbe bievausd bie 4., 5. und

6. Poteny von (a -+ b)", jo fieht man, vaf itbevall die erjte und lepte Grdpe, die yweite wnd
porlepte, die dritte und orittleste . Grdpe denjelben Eoefficient baben. Died Gefe gilt fi
alle Potengen von (a -+ b), denn eb Lagt fidy bewetjen, dbap pt = p.* it

_|_|(r| — 1)(n— i] .o(n—(k—1)) ||.I_l|—__l_'l. s s s (D—(n— I\.—_I )

Bewetd. pr md p—t=m————
= Ba ok Py 0 ek
n.o—1)...(k+1) e ; ] . & i ;
=i ) e e PBringt man die beiven Briidhe auf gleidhen Nenner, ndem nan
CN -~ R mg 1

{eden Derfelben mit e Menner ped anderen erweitert uubd diefen Jenuer in umgekehrter Lronng
idbreibt, jo erbdlt man al8 Babler ved erften Bruded n. (o — 1). .. .(n—k—1))(n—k)....3.2.1,
und ald 3abler ved andeven nfn — 1). .. (k= Dk...3.2.1, welde beibe Grifen mit etnander
itbereinftinmen.
Sest man in die Fovmel (1) x = 1, {o exbdlt man: 2 — 1 =pt +p° =+ p,'- oo p
b b in Worten? Sebt man in Fovmel (1) fiir x, — x und abbirt die fo erbaltene Fovmel
IV*
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e Formel (1), und jeBt dann x = 1, fo erh@lt man die Summe der gevabfielligen Bino:
mial=Coefficienten, [ubtvabirt man, die Summe dey ungerabitelligen.

&6 war in demr Kapitel @tber Die fubijdien Gleichunaen bowiefen, btaf (x =+ at)(x - all)
(X ~+ all). . (x -+ a") = x" + 01 4 Oyt L - G2 (Dort batten Die Grdfen a dad
e — und davim wedjelten die Vovseichen; bier nidyt).
Set man bievetn fiie jebed a bie 3abl 1, fo erbdlt man (x -+ 1}* und anfiatt ber Sum:
per Gombinationen befomumt man die Jablen, welde angeben, wie viele Combinationen
2., 3..... Dronung fich qaud n Grdfen bildew [afferr, jo dap, wenn wiv mit S5 bie
Anmzabhl per Combinationen der kten Orbnung beyeichnen, welde fidh ausé n Grogen bilben

[‘_11'1"_';[ (Fro ol LB S R e ol o AL A - R Mun war aber aud
(Ll +=xV=1~+ptx+pit=+—..... “+ px" ober wetl pr=pt i, (L -xt=2x" o+ plx®
= p Attt Folglidy - S.,'x" ot e T S N T R RS B R

und alfe p,! =8 p=8."....pf = 55 0 b bdie Binomial-Cocfficienten der nten Voteny

geben an, wie viel Um:ll‘n.ﬂnuunt fih aué n Gropen biloen Taffen, wnb swar der 1., 2,

3., . Jdite, wie oiel Combinativuen ver 1, 2 Jiten Orbnumg fidh aud n Gedien bilben
laffen. — Grldutevung vuvd) Beijpiele in beftimmten Sablen und einige leidyte Anfaaben aud

ver Wabrfchemlidhfeitd-Nedhynung

Unalptifde Geometrie.

nerfung. Die Liung plantmetrifder ‘Jl ifgaben vermitteli Mechnung wnp Eonjivuc:
tion der qefunbenen algebratiden Grifen wird i Munter=Prima und joar in der nur fir
Aufgaben beftimmten Stunde gelebr

Die analytifche Geometrie it die Anwenvung ver lgebra auf geometrijdie Grogen. Eie
lebet, durdy Medynung gevmetrijde Aufgaben (Bfen und die Eigenjdhaften qeometvijder Grdhen
finden. Wir bejdyditiqen und nur mit geometvijden Grifen, weldye in einer geaebenen Ehene [feqen.

Befttmmung der Yage eined Puntted.

Befanntlidh wivd die Lage eined Punttes (Drtes) auf der Grdtugel dadurdy bejtimmt,
baf man angiebt, wie weit er von jwei fenfredt fich {dhneivenden grébten Kugelfreifen (dem
Aequator und einem bebannten Meviviane) entfernt ift. Und fo befteht die einfadifte Weftim-
mung der ¥age eined Punttes in einer gegebenen Ghene darin, dap man augiebt, wie weit
‘:_l‘u-.ltt von gwei der Yage nady befanuten fich fenfredt jdineibenden %inien entfernt iff.
Dian nennt biefe Cinten Eoordinaten-Adhfen, die eine von ihnen (weldye, ift willkirlich) die
Abfciffen=Aldyje (x Udhje), die anbere bie Drbinaten=Uchie (v Adbje): bex Durdyjcdhnittépuntt ber
Achien berpt ibr MUnfanadpuntt, die Entfernung eined Punkted von ter x Udsfe, feine Orbi
nate, die Cnm:.unm von per y Adfe feine Abfeiffe. Veive Gutfernungen beifen feine LSM:'.—
otnaten Jnbem man wun dle Lduge diejer Eoordinaten burdy ein Fefannted YRk it

Yoerden fie und damit die Lage ded Puntted durd) Jablen davgefiellt wnd vied it nothwendiq,
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ba alle ®edpen, welde tn eine Redhnung cingefitbrt werben follen, durdy Sablen audqevrivct
werben miiffen. Duvd die abjoliute Gaffernung eined Puntied von ven Udien it jedody feine
Lage nod) nidt vollfianoig beftimmt, ebenfo wie ein Ovt auf der Crotugel turdy blofie Angabe
fetner Entfermumgen vom Aequator und dem erfien Wieridiane nod nicht qenaw beftinamt it
g6 mup flw biefen wody angegeben werben, ob er fiivlich ober ndidlid) vom Wequator, bftlid)
pder weltlidh von oem genaunten Mevidiane, 0. b, auf welder Seite jeder ber beiben Kreife er
fiegqt. &So nuf audy bier nody die BVeftimmung hinguteeten, auf welder Seite ber Leiden
chien per Punft leat; und aud biefe Vefthmmung muf avithmetijdy audgedritdt werden,
wenn eite Nedmung mit feinen Goordinaten audgefithrt werben (oll,

Tite Lairae ciner aeraven Linie iff bie Entfernung ibver Enbdpunkte von einanber. 3
paber Die Lange einer gevaven Pinie AB duwdh eine beftinutte 3abl audgebritdt; ift fe ehva
— 10 Foll, und ridt Puntt B in DerMichtung A =— B nod 3, 4 odver Y 30l fort, fo wird
bie Gnifernung ter Punfte A und B um 3, 4 over V) Foll gedher; alfo muf man g ur-
fovimnaliden 3abl fitr AB Diefe Jablen abbviven, wm die Fabl fiie die newe Entfermmy
exhalten, alfo ift die Babl fliv die Ldnge jest = 10 + 3, 10 =+ 4, 10 + 9. Ritdt dex
PBunft B aber in ver Ridhtung B =— A fort, fo mup die Jabl der burdh thn bejdhrichenen Lan:
gen von Der urjbriinglidren 3abl fubtvabivt werben, b, h. die Jablen fitr diefe Langen miifjen

mit pem Minudieichen gur Sabl 10 gefelst werden, fo vaf man ebdlt: 10— 3, 10 3
10— 4. Da, wie bieraus bervoraebt, diefe Beeichnunasiveife von der Minge ver duvihlan:

Siangen=Cinbeiten wiabbingig i, fo mup fie audy beibebalten Yoerpen, wenn der vom
n oer Midtung B == A durdilaufene Weg gqréfer tft, alé die wrjprimaliche Ldnge
Iu.l_..‘

B, o dap, wenn B etiwva 15 Ginbeiten in ber Ridtung B = A forkgegangen iff, fiy
pie jo entfonbene Gntferning ver beiben Punkte vie Jabl 1015, b, i. 0 —5, b &. — b

gefebt werben mup.

[ebe aerade Linte wivo nun baburdy bejchricben, vap fidy ein Puntt in gevaver Nidiung
fovtbewegt. Seine urjpritnglide Entfernung von dem Audgangspuntte it = 0. Rt v nun
in geraver Midtung fort und man briwckt bie nady und nadhy entftebenten Langen (Entfernung
von e urjprimalichen Orte) turdy Fablen aud, jo mitfen diele nad der obigen Vetradytuirg

3t dey uripeinglichen ¥duae, 0. &t 0 abdirt werden, 0. b. dad Jeiden -+ evhalten, und viic
perjelbe Puntt in ver entaeqengefeten NRidtung fort, (o mitflen die Jablen fitr dte bejdyriebe:
nen Cangen dbag Seiden — erbalten. Die Niditung, in welder der Punkt juerft fidy bewegt

bat, wennt man die pofitive Ridtung der Linte, die entaegengejehte die neqative.

TWiek nun nwady ver Gutferning eines Punfted von einer gevaven Yinie gefragt, fo heift
p6: T0ie weit mup mau von dicjer geraben inte in fentrediter Midhtung fortfthreiten, wm big
a0 vem genannten Puntte su gelangen® Wan ninvnt vamit ald den Anfangépuntt ver Ent:
fermung ded Punkted den Enbpuntt bed Lotbed, weldier in der geraben inie liegt,  Hievaus
und aud ver obigen Betradytung qebt hervor, daf, wenn 2 Puntte auf verjdicdenen Seiten einer
feraden ¥inte [ bie Sablen fir thve Gnuifernungen von Derfelben entgeqengejelte Boy:
seithen evbalien mitfien (pofitive, neqative Ridyting).  Hiernad) find bie Abfciffen von Duntien,




weldhe auf der etmen Seite der y Adije liegen pofitiv, von Puutten auf der aunderen Seite
negatio. Daffelbe gilt ven ben Orbinaten in BVegiebung auf die x Acdhfe. Welde Abjciffen
und Drovinaten man alé bie pofitiven betvadten toill, it willkilid).

@38 fei (Fig. 3) AB die x Udhje, CD pie y Adhje. Sind dbann die Coordinaten fiir P =a
und d, fo mitffen dbie Goorbinaten fitr bie Puntte Q, K, S die in Fig. 3 angegebenen Vorjeidien
ethaltern. Die pofitiven Michtungen der Adyjen find daun A =— B und € =— D und diefe wollen
wir aud fiie die folgenben Figuren beibebalten.

Die gerade Linie.

Die Lage einer geraden Linte witd am einfadyjten badburd)y beftimmi, dap man ihre Ein:
iduittspunfte in die Goordinaten=AUdpjen (deren CGoordinaten) oder den Ginjdnittdpuntt in die
gine Der chjen uno ven Winkel angiebf, ben fie mir einer der Adyjen bilvet. 3. B. bie Lage
per Rinte FG (Fig. 4) ift befrinunt, wenn Ok = a und OL=b gegeben, ober wenn b und 2 e
gegeben it

S allen qevaven Rinien, welde nidt bavallel einer ber Adbjen jind, hat jeder Puntt eine
aubere 2Abjciffe und jever eiue anbere Ordbinate. (Veide Coorbinaten durdilaufen die Werth
0 bid oo und O big —oo.) It daber bDie Lage etmer gevaben Linie beftinunt und tennt man
pon einem ihrer Puntte eine Ceordinate, fo it damit der Puntt, aljo aud) jeine anvere o=
proinate beffinumt, (weil ¢é nur einen Puntt in der Linie gicht, welder die gegebene Eoor:
dinate bat). Die elne (nidt gegebene) Eoorbinate ift aljo von ber Lage der Yinie, b. i. von
a und b und ver anberen Goorvinate abbdngig. Diefe Abbdnaiafeit (At fid) durdy eine Gleis
dung aueédritden. 8 {ft ndmlidy, wenn die Coordinaten ded beliebigen Punfted E (Fig. 4)

£

AL y Iy - ] - o h

x und y heifen —— =~ D. L. y=—-x+ b. D. b in Worten? E8 ift aber — = lge,
- X H H | H

alfo Eanw dte Gleichung audy qejdhrichen werden: y = tge.x + b, Wenn man die Veveutung

biefer Gleidiung in Worten aundiprechen will, (o fragt es fidy, wie man ven 2 o naber be
seichnen joll, ba Ddie Rinie FG audy den Wintel F mit ver x Ache bilbet. Iic wollen vou
jeber aevaben Linie diejenige Midhtung, nady welder bin die pofitioen Drdinaten threr Puntte
qroper werben, ald ibre pojitive MWidtung anuebmen, alfo von FG die Ridtung KF; dann ijt
« per Winkel, welden die pefitive Ridtung der Linie mit der pofitiven Ridhtung der x Adije
bilbet (inbem man die Midhing vom DurdijdnittBpuntte aud beftimmt), und wollen thn turg
pen MWinfel nennen, welden die Linie mit der x Udbfe bilvet. Dann bedeutet bie obiqe Glei-
dung: Die Ordinate jeded Punttes ber Tinde ijt gleich dem Probucte aud jeiner Ubfciffe und
per Tangente ded Winfels, welchen die Linte mit der xWdjje bilvet plus der Drdinate ded
Ginjdnittépunttes in die y Adje. Da a und b unbejtinmmte Grdfen jind, o gilt diefe Glei:
dung fitr jede gerabe Linie; man fdreibt fie ver Kitvie wegen gewdhulidy: y = mx - n und
nennt jie Gleidung der gevaben Pinie. Hievaus qebt bervor, bdap jeve beffimmte gevave
Linie bejtimmte Werthe fitv m und o bat und daf fidh mit ber Lage ver Linie biefe Werthe




. oo

dnbern; ferner, daf, fobald Die Yage einer Yinie auf die oben genaunte Art geacben, audy bic
@leichung der Linie beflimmt ift. 3. B. die Gleidung der gevaden Yinie, weldye bie x Adfe
in <+ 3 Joll und bie yAdfe in + 4 Foll Entfermung vom Anjangopuntte [chneidet, it

y=—gx+ 4, Umgetebrt: Wenn die Gleichung einer Linie geqeben iff, jo tann man ibre
Ginfdmittépuntte in die Adpfen befiimmen. Sefet, die Gleidung einer Linie ift y == x — 8§,
9 3 i

2 , e i < 4 . 3" 1516] . o ::
fo ift fiir ben Einjdnittépuntt in die x Adfe y =10, alfo x = und fiir den in die yAdie

x=0, alfp y= —2~.

Hufgabe. Die Gleidung der Lmie ju fuden, welde parallel ber x Adyfe iff, und ders
ientaen, welde pavallel ver y Adie ift.

Die Gleichung jeder geraden Linie war y = — X b, fiar bie jur xWAdfe varallelen

2 e b ; 3 s g ; ci
ift a==0o0; damn iff - = — =0, pent je grofer dev Jtenner eined Brucdhed wird, defto Eleiney

wird der BVBrudy: it alfe der Menner ==, jo ift der Bruch unendlidy tlein oder = 0: alfo
ift unfere Gleihung: y=="b, 0. b. die Drdinate jeved Puntted it = b und y ift nidit von
x abbingig, denn x Eomnt nidit in ver Gleidhung vor. b it die Entfernung von der xAdfe.
It nun b = 0, jo erhalt man y = O und died ift vie Gleidung der xAUdbfe. Fitv die Linde,
mweldie parvallel der yMcdfe, it b =0, aljo iff ihre Gleidumg y = — o0 4+~ . Der Aud-
prud + o — oo ift aber nidit = 0, foudern fanw jede willHiclide 3abl fein. Denn wenn
man it einer unendlidy qropent Sabl, die wir mit b besetchiten, eine anbere endliche Sabl, etwa
3 ober 12 qobdirt, jo erbdlt man iwieder eine unendlidhy gqrofe Sabl; wenn aljo b =w, o iit
audh b -+ 3 =cw, b+ 12 =co. (Wir begeichnen aljo mit «o gany verjdievene Zablen.)

Ghenjo ift (b= 12)—b = 12, p. i.

Fun ift (b -3 —Db =3, b {w0o—w =

3]
>

- Lol : J s A0 U
w— oo = 12, Wir wollen bier sugleid) untevfudien, wad man unter = und o ju verjichen

bat.  Weun man eine wnendlicdh qrofe Sabl mit einer endlidyen multipliciet, o ecbdlt man

> : ; i i Nt inh
wieber eme unendlidy arofe Sabl. Jft alfo b =, (o iff aund) nb = =0, Ftun ift ;="

D1 = 0. 1. jede willticliche Babl. PWenn man etne endlidhe 3abl mit einer anderen
Babl multipliciet, fo it bad Provuct dejto Eleiner, je EHleiner diefe weite Sabl ift; wenn diefe
alfo unendlidy Hein, jo iff aud) pad Prodbuct unenvlich flein. Jft alfo n eine beliebiae 3abl
und b eine unendlidy feine Sabl, fo ift audy nb unendlich Eein, und feen wir dafitr 0, fo
1h L] 4]

0

o e | . ’
1 unenblidy fleinen Febler; nun ift — =n, 0. i m=n; alfo 5 = jeber
i

machen wir nur eine

i = N n .- morg =
belicbigen Jabl. Dap = o und o = U it ijt jdon frither geseigt.
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9ir erbielten oben old Gleidung bder agvaden Linie, welde pavaliel Dec ¥ Nibie i,
¥y == -, 0. b oalje pie Ordinate eined Punbied der Linie it jede willkivlide Jabl;
mb bad it ridtis.  Wenn man aber die Gleidung ¥y = — —x -+ b burdy b hwmpirt, o

s y A -4 ot A il oy

gehdlt man - = — - + I und jest man nun b = o2, o ift oie gefudite Gleidbung jur die
] i - g y

inie, welde pavallel der yAdfe: x =a, 0. b. die UDfcifje jeded Puntted der Linde it = a,

Wenn 0 = O fo iff x = 0, und dad ift die Gleidhmg der yAcfe,

i

Nuigabe. Die Gleichung der qeraben Linie 3u fnden, welche durd) wet gegebene

Puntte qebt.

Bemertung. Die Aufgabe wird juerft jo geldft, dap fir die Coordinaten der gegebes
nen Punfte beftinunte Sablen genommen werden. Dann evjt allgemetn.

Die Pundte find qeaeben, Deipt: ibre Coordinaten find gegeben; fie feien 4, & 7' wnd =,
Fiiv jede gerabe Tinie gilt die Gleidung y = mx + m Sebe bejondere Linie bat thre be
fonberen Tertbe filr m und n, und Ddiefe zu finden ift unjere Anfgabe; und ywar witjjen fie
qué per BVebingung qefunden werven, bap die Linte burdy bie joet gegebenen Puntre gebk
Wit wollen defe befondeven Werthe fite m und n mb und o' nennen, {o vaf die gejucte Glei:
dung ift (1) y = mx +n'. Da die beiven Puntte Puntte dev Linte find, jo muf fhv tbhre
Goordinaten die Gleidung (1) gelten, alfo (H) g = mlE + n! und () ' = m' &' + b jein,
9us oiefen beiven Gleidhungen laffen jidy nun m! und n' finden und in die Gleichung (1)

feen,  Dad ift aber nidhts anbeved, alé aus den 3 Gleihungen m’ und n' eliminiven.

Diefen Jwed cereicdht man aber am l(eidyefien, wean man (1) von () jubtvabivt, damu (HI)

you (I) jubfrabirt und die erfie der erhaltenen Gleichungen durd) die sweite dividirt. Daun

¢

: ¥ — 1 B— &
ethdlt man *— =
fi=

0. 1 bie aefudite @letdhung; fie ijt bie Forvmel fine jede gerane

¥——x

Linte, weldhe durd) pwei geaebene Puntte gebt. It blos ein Puntt gegeben, jo Lipt jidy mu
¢ine Der confranten eliminiren und man erhilt: y — g = m(x — &), wo m unbeftimmt bleibt,
Warim? Xt diefer eine Puntt der Anfangdpuntt, jo dag 4 = & = 0, fo heift' bie Gleidhung
y = mx. Die Gleidyung einer Linie, welde durdy den Unfangdpuntt geht, hat aljo Fein ab:
joluted Gilied. — Nufgaben in beftimmeten Fablen. —

)

Nujgabe. Den Wintel ju beftimmen, unter weldem 2 gegebene Linien fidy jdhuetden,
Nuildjung. AG ven Winkel, unter weldem 2 Linten fich fhueiven, nehmen wiv numer
penjenigen, welden die pofitiven Midtungen derjelben (von ihrem Durdjdmittdpuntte aus be-
ftimmt) mit einanoer Biloen, b, 1. in Fig. 5 2 . Die Linien jind gegeben, heit: die Con:
b 3 g ' 7 ¥

itanten: ibrer Gleidungen find geqeben. @o jei die Gleidbung vonw F&: y = mx + n, Die von

m—m,

LK: y=m'x +~n". JNunite=g—7p oljp tge=Ig(3—7y) - :
2 / l + mm!
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Marum fommen in dem Ausdrucke n und o' nidt vor? — Veijpiele vonu Linten in bejtimm:

ten Sablen, beren Durchidmittdpuntt tn den andeven ver 4 Neatonen liegt, in welde die Ebene

purdy oie Uchfen qetheilt wird. — Vermittelit ver lepten Gleidning [Gpt fidy audy das eme m

befiimmen, wenn dad andere m und £ o gegeben find.  Ghefet « = 0, aljo die Linien pa-
m— m!

x [ G _ fates L Y -l e L A . | 1= Py — |

vallel, jo mup e 0 fjein. Das ift nur der Fall, wenn m — m' = U, aljp m = m},

o, b in per Gleichung pavallefer Linten find bie Coefficienten von x einawover gleidh. AWollke

5 . 4 - . =8 e o
man 1 +— mm?=co fehen, o erhielte man nidt lge = 0, jondern = = Ste= 90", 1o

m — m!

i 1 i : A 1
e ~ = oo fein, unb bad ift nur ver Fall, wennt | +~mm' =0, 0.1, m'= — — b. b,
| + mm! n

In ven Gleidungen fenfredpt fidy fdmetvender Linien ift der Goefficient von x in der einen
gleidy Dem negativen Wmgefebrien bed Coefficienten von x in ber Gleichung der anbeven,

nh

. . ‘ + - =4
Wollte man m — m' — oo jeben, jo erbielte man nitht tee =00, jonden =

Aufgabe. Den Durdpjchnittopuntt jweier gegebenen geraben ¥inten ju finden

ufléfung. Die Glehungen ver gegebenen Linien feien y = mx -+ n wnd y= m'x + o'
und bie Goorbinaten ded gejudbten Durdidmittdpuntted » und & dann muf, weil der Puntt
in beiben Sinten liegt 4 = m& =+ n und awd) 4 = m's + n! fein. Aud diefen beiven Gleidums=
qen toerden 4 unb £ bevedynet. G8 ift tlav, daf man baffelbe NMefultat erhalten muf, wenn
man nidt erft 4 und £ filv y und x einfept, fondern gleidh x und y aud den Gleidhungen
per Cinten berechnet.  Man erhdlt aljo die Goordinaten ves Durd)jdnittdpunttes jweier Linien,
wenn man aud ibren Gleidungen x und y beredmet.

Nufgabe Die Entfernung zweter gegebenen Puntte von einander ju bejtinumen

Nufldjung. E8 jeien bie Goordinaten der Puntte A und B, » unp m, £, o it

wenn man diefe Goordinaten conjtruirt und von dem Eudpunkt ver Heineven Drdinate auf bie
anbere ein Loth falt AB = V(y — g")* +— (E — EV)*

&6 werden mom Aufgaben fiber dad bisher Vorgetvagene alé biusliche Arbeit qeqeben,
ehiva folaender Art: 1) Die Gleihung der Linie ju fudben, 1welde durdy einen gegebenen
Puntt gebt und mit einer gegebenen Linie einen gegebenen Wintel bilbet oder mit thr parallel
ift, und 1o jdhucidbet dieje Yinte tn bie Udijen ein? 2) Gin Dretect (tegt mit dem einen Eit:
puntte int Anfangdpuntte und eine Seite auf der x Adhie; ed jind die Coordinaten ver Deiden
anveren Edpuntte gegeben:; wie findet man feine AWinke[? iwie bdie Coordinaten des Mittel:
punttes vom cingejdyricbenen ober wmijdyricbenen SKreife? 3) 6 find pwel Punfiec geqeben
man foll die Gleidhung der Sinie finden, welde tn der Mitte ver Verbindbungslinie fentredt
auf oiejer ftebt. 4) G find die Gleidungen jweier Linten gegeben; man foll iv Der einel
pen Puntt juden, welder von ber anberen aeqebenen ¥inie eine gegebene Gutfernung bat

i




Der Kreis.

Huigabe G0 find zwei Puntte A und B gegeben; eb joll der Durchichnittapuntt der
2 Yinten gefudt werden, welde durd) biefe. Punkte geben und fidy fenkrecht jdhneiden.

Auflofung. Da die beiven Punfte A und B (Fig. 6) gegeben find, fo it audy bdie
Yage ver Linie AB befannt; folglidh fann man diefe ald x Adife annebunen, der Mittelpuntt
0 von AB fei Anfangsvuntt, CD bie y AUddle. Fie Puntt B jei x = a, fo ift fix A x= —a,
y ift fitr beibe Punfte = 0. F fei ber gefudpte Punft. Nun miiffen die Gleidungen bder
Linien AF und BE gefudt und aud ithnen x und y bevedynet wevden, dann ift x die Abijciffe,

y Die Orbinate von F.

Die Gleidung von BF ijt y — 0 = m(x — a) und bdie yon AF: y — 0 =m! (x -+ a),
wo m und m! nody unbetannut find, Da aber BF 1L AF fein foll, jo it = — —. Die
m
@leidunaen ver Linien BE unb AF find alic y = m(x,— a) und vy ~pi~ (x4 a), MNues
n

ibuen laffen fidy aber bie Grden x und y nicht bevedynen, roeil nody die Unbefannte m vor:
fommt, unb eine dritte Gleidhung [t fidh nicht finven, weil fdon alle in der Aufgabe ge:
ftellten Wedingungen beriidfidtiat find. Daraus folgt, dap die ufgabe Feine beftimmtte ift,
fonbern baf ed unendlidy viele Punkte der verlangten Art giebt. obl aber Fann man cine
Giletbung awifdhen x und y finden, invem man m.eliminict, ndmlicdy y*= — (x*—a%), b 1.
xt v = a' und Ddiefe gilt fiie alle gefudten Puntte, 0. . fitr den geometvijhen Dt devielben,
Gonjtruivt. man jhir den beliebigen Punft B (Fig. 6) die Goorbinaten und ziebt OF, fo ifi
X vt = 0B, @S ift abev audy x* + y*=a%, alfo OF'=a% aljo.OF =a, b. b, bie-Gnt:
fermung eines belicbigen, alfo jeden Punttes, der die Uufgabe exfillt, bat von vem Unjangs:
puntte einerlei Gntferiung (a), folalidh, ift; ber genannte aeometeijde. Out ein Kreid, und weil
a eine beliebige Grope ijt, jo iff x* = y* = a* bdie Gleicbung jebed Kreifes, deflen Mittelpuntt
im Ynfangépuntte liegt; a it der RNabiug,

&8 joll jekt bie Gleichung ved Kreifes gefudt werden, wenn der Mittelpuntt nidyt
im Anfonaspuntte lieqt.

Die Goorvinaten ved Mittelpunfes (Fig. 7) feien MN.= b und ON =a, die Ded belie:
bigen Punttes F, KG =y und 0G = x. 3iche ME und MK 1 FG, jo ift MF® = MK® + FK?,
oobor = (x—a) + (y—Db), 0. b in Worten? Diefe Gleidhung (G5t fidh: audy aunf folgende
Weife finden, MWenn von eingm beliebigen Puntte I (Fig. 8) fliv vie Coordinatenadifen AB
und €D oie, Orbinafe FG = y und die Abjcifie GO = x ift. und. wir verlegen dad, Coording:
tenfitem o, taf O! dex Anfangdvungt wirk, bdie Uchien aber diefelbe Miditung bebalten, o
pap A'B' bie xUdfe und C'DI bie y Uhfe i)t, und eé it die Drovinate vorr O o, . OB =Dh
und, 2ie Abfafe 0. i- OM,= a, fo ifi in Begichung, auf dad newe Soorbinatenjypfen fie Puntt
Fxl=x—amud y'=y—>b, unp og E ein _ belicbiger, Pantt iff, fo ailt ©

; 16 flir jeben
Punts ber Ebene
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it nun (Fig. 7 M der Unfangspuntt, jo it die Gleidung ded REijed x* + v = .
Nerleqen wiv den Anfangdpuntt jebt nad) O und i fiir diejen Punkt in Begiebung auf dad
erfte Syjtem pie Drbinate ». i MN = — b und bie Abfeifje ON = —a, fo ift nadh Ddem
Dbigen fiir jeden Punkt in Vezichung auf dad newe Shjtem &' = x +a und y' = y + b,
alfo x =x' —a wd y=y' — b. Died in die urfpriinglide Gletbung x* + y* = r* einge:
fet, atebt (x'— a)* + (¥'— b =1~

dufagaben folgender Het: 1) (E8 find yroet Pafittte gqéqeben; €8 foll dér qeomiety. Ot
per Duedyjdinittépuniffe der geéraben Vinieh qefthven werben, welde duwidy diefe Punkte gebitn
wiin einen Winfel von 45° einfdliehen. 2) Den gedinetr. Ot Ber Ptete gl fudien, teren
Gutfernungeit von 2 gegebeiten Puntfen ¢in gegebened Veibaltnif haben Ober bon denen bie
Ditabrate ver Entfernungen e geqebeiit Smpine dher eine aegebele Differtny obet it qeqe:
bered Verbilitnif boben. 3) Den qedifietr. DO ver Plinfte fu fudien, don bénen aud die
Tangentenn an wei gegebene Kveife einander gleidy find. 4) Die Gleihung der Tangente an
einen geqebenen SPuntt eined geqebenen Kreifed ju fudben (aus ber Gigenfdaft, vaf fie fent:
vetht auf Dem Radviud fieht). 5) Die Gleidhung otr Tanglitte ait diten gegebenen Keeld ju
juchen, welhe durd einen gegebenen Dintt auBerball bes Kieifts gebt. 6) Gili Dicted liegt
jo in einem HalbFreife, baf bder Durtdinéfier Grundlinie ved Dreieds i und bdie Spie in
ver SPetivberie liegt; welde Binie Defditeibt der Mittelpuntt ded in vas Dreidd eingbidiriche:
nen fKretfed, wenn fidh vie &pike ved Dieteds i dem Halbtveie hendibiivegt?

Die Ellivye.

Aufgabe. Den geometrifdien: Ot ber Puntte ju fuden, veren Entfernungen von jwei
geaebenen Punkten eine gegebene Suniitte (24a) baben.

uflofung. A und B (Fig. 9) feten die gegebenen Puntte und F emer der gejudyiten,
Da A und B gegeben, fo ift audy die Ridtung von AB gegeben, aljo fann man AB ald
x Achie annebmen. Der Mittelpuntt O fei vev Anfangdpuntt. Bezeidnet man nun die Abfeiffe
pon: B mit e, o ift bie oon A = — e, Fernt man ferner die Evordingten von F x und y,
fo foll nad) der Aufgabe AF -+ BF, 0. i.: Vy* + (x + ¢)f + Vy*+ (x — ¢)* = Za fein.
Died ift die gejudyte Gleidhung ves geometrifhen Orted, weldpe fid) tn folgender Weife vereinfaden
[Gft: Grhebe beibe Seiten in’d Duadrat, dividive duiwdy 2 und bringe die nod) bleibenve Wurgel
auf eine Seite allein, fo erhdlt man v* + x* 4 e* — 20% = V(¥ 4-x¥4 e+ Zex)(y'= x*+ o' —Zex)

= V(¥ + x* + %)F — de?x®. (Erbebt man beide Seiten in's Duadbrat, indem man y* + x* + e

alf eine Grife betradytet und oioidivt divd 4, jo ift a' — (y° + x* + &) = — e'x,
bt (0* - et alyt=aYa*— Y. Do aun AF 4 BE = AB, b i 2a=> 28 aljo & = e

alip a® — e* pofitio ijt, fo ift, wenn man a® — e* = b jept, b eivte miglihe Grife unp
Vo
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e = Fa* —b". Dann beipt unfere Gladung bx* 4+ a%y* = a'b*, b L. 5 + T = 1 ober
i }
T
¥ = 't‘ i =

Wie fid) aud ver Gleidung einer gevaben Yinie veven Ridtung und Lage finven [ft,
fo lafjen fidh audy aus biejer Gileidyung die Gefalt und bie Eigenjdyaften bder Linie finden,
fitr peren Punfte fie qilt (bad Folgende ift dburd) eine Figur anjdaulidy ;u maden). DTenfen
wir uné die gange Gbene mit unendlich vielen nabe aneinanberlieqenden Linten bededt, welde
parallel Der v¥Udbfe find, und fuden die Ginjdnittdpuntte ber in Mede ftebenden Linie in diefe Paralz
lelen. Die Gleidiumg fite alle dieje Parallelen iff x=-¢, wo ¢ die Werthe von 0 bid =0 und 0
e — oo dburdlduft.  Fiv vie y Acje it ¢ = 0 und aljp fir thren Durdydnittdpuntt y = = b,
o, b unjere Cinte fdneidet yweimal in die yAdje ein und jwar in gleider Entfernung von
per xMcbfe auf der pofitiven und ver negativen Seite.  Filr bie Vavallelen wird ¢ qrifer

und qeiher, je ioeiter Diejelben von ber y MUchje fidy entfermen, alfo y, b 1. =Fa* — ¢?
1€ 1 I Y,

immer Eleiney, 0. b, unfere ¥inie f[dneidet in die folgenven Parvallelen inumer ndber an dex
xAcbfe ein, und da y bad Jeiden = bat, fo bat unfere Linie auf der nepativen Seite bex
xAchie diejelbe Geftalt wie auf der pojitiven. It endlid) e =1, o it y =0, b. b. die Linie
fehneidet in Der Entfernung a die x Adpje. Wird ¢ aqrofer alé a, jo it ¥ imagindc; alfo
ichneidet bie Linie in die Pavallelen, welde weiter von der yUdje liegen ald a, nidt meby etir,
D, b, ed liegt Dovt fein Puntt der Linie. Die Gleidbung aller Parvallelen, welde auf der ne:
qativen Seite der yAdyje legen, it y = — e. Da nun in ver Gleibung unjerer inie nuy
x* vorfommt, jo evbdalt man fiiv y diefelben Werthe wie vorber, wo x = —+ ¢ war. Darausg
folat, baf bie Linte auf der neqativen Seite der y Adje biefelbe Geftalt bat, wie auf der pofitiven.

Wir baben bier den ungefabren Lauf ber Linie beftimmt, aber wiv wiffen nody nicht, ob
Dig ¥inie concay ober conver gegen die xWdie ift. IWir erbalten dariiber Auffdluf, wenn wiv
bie auf den pofitiven Seiten lieqenben Ginjdmittdpuntte in die Coordinaten-Adifen D und H
(Fig. 10) ourdy eine gevade Linie DH verbinben, veren Gleidhung beftimmen und nun unter-
fudyen, ob diefe in die Parallele FG ndber der xWAdije over ferner einjdmetbet, ald wnfere Linde.

He 0 o ] ; ] . ]
Die Gleibung von DH it y= — —x+ b, b . y= -(a — x), die von FG: x=¢, wp
a i
=t ST . : B o et e
c=a It Mun ift FG* = 5 (a® — ¢*) und KG*= —(a — ¢, 6o it aber —{a* — ¢*)
a : a e
b ; b* h* ; e ] Lifges i
—pld -+ ¢){a — ¢) und b o= Cg(a ) la=— C)- " Lieje betven Grdpen ftimmen

aber big anf ben einen Factor a 4+ ¢ und a — ¢ iiberein; eé i aber a + ¢ = a — ¢, alfo
FG = KG, alfo bie Cinie concay gegen die xAdfe,

Die frumme Yinie, fitv deren Puntte die obige Gleidhung gilt, beift Elivfe, Dic Ellinfe
it alfo eine gejdloffene frumme Rinie, welde die Gigenfhaft bat, dap die Summe der Ent-
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Fernungen feder ibrer Punfte von awei bejtimmten Puntten eine conjiante Grope ift. — G-
Harunq von Brennpuntt, groke, Eleme Are, Mittelpuntt, Radiudovector, Ereentvicitdt,

Gonftruction ver Gllipfe. 1) Wenn man einen Fabden in 2 Puniten auf Papies
befeftiat, bad dazwijdien liegende Stid mit einem Edyreibiiijte fpannt und diefen auf bem
Dapiere berumfiibet, fo exbalt man eine Gllipje. 2) Die Gleidyung der Gllipfe fann man aud)
: oot Va¥ Pl i E oy
alé Droportion fdretben: aE RO (). icht man nun (Fig. 11) MF = a und FG | AB
FG _ FK
FM ~ FR

und MG # AB, fo ijt

]

(I). &8 ift aber MG bie Ub{ciffe fir F, aljo FG = Va® — x*

und FK bie Orbmate von F =y, Died tn Gleidbung (1) gefebt, atebt 1— = k-‘.ii'
Hieraus und aud Gleidung I ergiebt fidy, dap FR = b iji; alfo MR =a —b.  Hieraud
folat, bap, wenn man auf einer %inie, eren Linge = a ift, b abtrdgt und den einen End:
vuntt bed Stiided a — b auf OB, ben anberen auf OC leat, Der anbere Endpuntt der ganien
fnie die Deribberie der Ellivie hift. Daraud eraiebt ficdh dbie Eonftruction eined Ellipiogra=
phen. 3t ndmlidy ME ein Stabdhen, weldied 3 fenfrechte Stifte in M, K unb F trligh, von
benen Der in F ein Sdvreibftift i, COB aber ein Winkelma, fo fann man damif eine Gllipje
befdyeeiben, indem man juerft Stift B in 0 und Stift M in OC einfest, dann B auf OB und
und M auf CO fovtibiebt. Sinp die Stifte verfdiiebbar, fo laffen fih bamit wveridiebene
Eilipjen bejdweiben.

e ver Confrruction ver Glipfe vermittelfi eines Favens ift leidht erfidstlich, baf Dbie
@llipie defto mebr einem Kreife Abnlid) wird, je ndber die BVefeftiqunaspuntte ancinanverliegen,
v. b. ie Fleiner die Greentvicit@t wird, und bap fie ein Kreié ijr, wenn dieje = 0, .l a =D
iit. Sn dtefen Falle gebt audy ihre Gleihung in die des Kreifes iber. Da biernad) der
Rreté eine befonbere Art ver Gllipje tft, fo mug aud) jede Gtaenjdaft ded Kreijes die befon:
bere Form einer allgemeinen Gigenjdyaft bder Gllipfe fein. Wir wollen einige diejer allgemei:
nen Eigenfdaiten auffudyen.

Im Kreife find alle Rabien gleidy qrof, in ver Gllipfe: bdie Nadienvectoren haben
eine conftante Swmme.  Beim Kreije fallen die Brennpuntte mit bem Mittelpuntte jufammen.

by (%

2. Sm freife wird jebe durdy den Mittelpuntt geyogene gerade Yinie durdy diejen bals
birt. 3n der Gllipfe: die Gleidhung ivgend einer duvdh ven Miittelpuntt (bier Anfangdpuntt),

gebenden €inie ift: y = mx.  Beftimmt man die Durdydnittdpuntte diefer Tinie und bder
Rvo : = ; L / a’h? 2 kY
Gllipfe, fo erbalt man fir tie Abfeiffe x = =+ I T b, b. bte Mbiciffen der Durdy=
e R )

fdmittepuntte find aleidy, aber entaeaengeiest, alfo (Fia. 12) OH = 0G und alfp A OFH £ OGF!
alfo OF = OF! mie beim Kreife
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5. Der Pevivhevicwintel im Halblreife it = ' Weldhed ift bad entipredenve Gefes
in ber Ellipje?
Die Eoordinaten ded belicbigen Puntted F (Fig. 13) feien y und & Der Winkel F ergiebt
fidd aud pen Winfeln e und 7 und die Tangenten diefer MWintel find die Coefficienten von x
in den Gletdungen ber finien AF und BF, alfo miifien diefe aefudbt werden. HKilr Linie BF
AL qeiud i}
i, weil fie durdy Punkt F aebt, y —n = m(x £), und ba Puntt B in ihr liegt, o it

o . = 7 ol BoE . a i tynt. i ~
— g =mfa — &), aljp m = a- _i Da fidy Linte AF von BE nur dadwed unterjdyeivet, vad

fie anjtatt dued) Puntt B durd) A gebt, und ba Deffen Coordinaten fidh nur dadurdy von denen
ped Punkted B unterideiden, dap, wo dort + a, bier a jtebt, jo muf ber Coefficient von x

in ber Gleichung fiv AP mi= = L = T-'—.-_ fein, Demnady iff mm' = ——L_ (58
— . — 5 a-+E a° — E*
Ju P Sl L Lasle T A : : b* 5 x
iit aber, weil F in dex Gllipje Leat, 5~ = ;._.ut' — £%), aljp mm!= — = (Barun mud
o ! NI ! ; b : : ,
per Merth fitr p i mm® eipgejedt wernen?) 0. 1 lge.lgf = — 3 aljp gleidy einer con:

tanten von n und & unabbingigen Guedfe. Daf died Gefep vad allgemeiine, von den uuter
Nr. 3 angefibeten befondeven ift, evgiebt fid), wenn man die Vebingung cinfiibrt, dap die
GEllivfe ein Kreid, alio b =2 ifft. Dann it ndmlid lge.1lgf = 1, alfe =g — -

W
= — cotga = colgy = lg(90 — ¥), alfe g =90 — 5, aljo 2 F = 90,

4, Sm Kreije ftebt ver Madius jenfrecht auf der Tangente.

Dem HRaviug im Kreeife find in der Gllipfe die Madienvectoven entfprediend. Um bie
Wintel ju finven, welde die Radienvectoren mit der Tangente bilben, muf evji die Gleidhung
per Tangente an die Gllipje und die Gleidungen der Rabienvectoren gejudyt wetben; baun

evpeben fidy bie Winfel aus der Formel toe = Eé jei N (Fig. 14) ber Bevith:

1 = mm®
ringépuntt, g und £ feine Coovbinaten. Da dbie Tangente durd) den Puntt N qebt, jo mup
ibre Gleidung y — 7 = m{x — &) (I) fein, wo m nod unbefannt iff. Von den wnendlich
wielen Linten, welde i dbuvdh N legen laffew, [dneiven alle auer ber Tangente die Ellivfe
in 2 Puntten, jind alje Secanten, und audy vie Tangente fann als eine Secante betradtet
werben, deren Einfdmittépuntte in die Glivfe aufeinanberfallen. Wi werben baber die Glei-
dung einer Secante bilben und dann die Bedingung einfithren, daf die Einfdmittopuntte auf:
cinanderfallen. Dic Goorvinaten ved pweiten Ginfdmitidountted feien 4 unb E; bann muj,
Do er in unjever $inie liegt, o' — o = m(E —E) (1) fein. Wollte ntan hievaud m beftinumen
unt in bie Gileichung (1) emjeben, fo witvbe man nwr bie allgemeine Gleidbung einer Linte
evbalten, welthe durdy 2 gegebene Punkte gebt. E8 muf nod) die BVebingung eingefitbre wer:

2y : : et ol - : ; TR e
ben, Dap Dbie Dbeiden Puntte in der Ellipje lieqen, dap alfo * = a..En' £ (1) und
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pt = (a® —E9 (IV) ifi. Died geidyebt vadurd), dap man diefe betven Gleidungen mit den
o =T T, Lot S R | R N e
Gleidungen (I) und (k) verbinpet. € ift e e A O S S R
W i 4 b*E o : : -
bievein %' = 5 und & — & fo erbdlt man m = — = Died in Gleidhyung (1) gefest, giebt:
i IJ 1 =
b*E : : gty = e L Nk - s,
Yoo g= — o (x— &), b i Do EW 4 gtat =¥, 5o T 1, bad ift bie gejudbte Tan:

=

'.'I'J‘J'- a2
geitengleidhung, welde fidy von ber Gllipfengleidung daburd) unterfdyeivet, vaf fiir vad eine
X, & unbd fiir bas eine v,  ftebt.

Die Gleichung des Nadindvector BN ift, da er durdy F aebt, y = m(x — &), wo e Ddie
i

@

Der

Nbjciffe von F bebeuntet, und sweil der Puntt N in ibm leat, y=m(E—e), alfo m= =

gf—tay

Wintel, welden FN unb LN mitetnander bilden, iff GNK=g —y, aljo tg GNK = Wi s
+ lzf. gy

ge : beE ; e
E& it aber aud dbey Tangentengleidnng tgf = o und qud ber Gleichung ded Maviudoector
(|
5 . e o : e — b*E*  b¥e — a'p* :
gy = = = alfo tg GNIC nady gebdviger Lereinfadung = i - 1.,:r' und weil
= S a ; . o b*ce — ath* s e el (N
a'pt + WEY = a*h" b a®* — b = ¢°, 1gGNK = — = Die Gleidbung oer
J‘-:l" — E!'l‘-{‘ "F-L‘ [
$inie FIN fann fidy von er filr FN nur dadburdy unterjdheiden, baf ftatt -+ ¢, — o ftebt. —
Tariwm 2 — Ao mup e GNK = = fetn, folgl. te GNK'= — 1g GNK, aljo GNK! 5 GNK = 180",
(be g

Edé 1t aber audy GNK! + K'NL 150, aljo GNK — HINL pber FING = FENL, b. b, bie Tan:
gente bilbet mit ben Stabienvectoren an entgegenqefeiten Seiten gleidse Tinfel.  (Behnr Kreife
fafllen bie MRabienvectoven aujammen, bilden aljo redte Finkel.)

Hievausd evgiebt fih cine Methode: Gyjtend an einen gegebenen EHipfenpuntt und Fwei:
tene von einem gegebenen Puntte auberball der Ellivfe eine Tangente an diefelbe ju confiruis
ren, ndmifbidy: 1) Fiehe die Mabienvectoren nady dem gegebenen Ellivfenpuntt, balbive ben Winkel,
welden fie bilben, und, ervichte: ein Loth auf diefer Halbivungdlinie; 2) G fei dev gegebene Puntt
(Fig. 14). Madt man NK' = NF, fjo iji FHE' = 2a; jiche FK, o ift FNK' gleichjdhenteli
und, GL | FKY, weil ber Winkel an ver Spitie balbirt wird.  Jiehe GF und GK', jo ijt A GFK!
gleidyfhentelig. Der Puntt 1 [egt daber in dem Kreife, welden man mit GE wm G, und
pem, weldhen nan wm F' mit 2a {dlGgt, alfo. KU befiimmt, alje aud) FKY, aljo audy GI; da
fie ourdy den Mittelpuntt von FH' qebt.

Aug bey Gleidhbeit ver Winfel, weldhe die Tangente mit: ven Madienvectorew bildet, folgt
andy, daf von einem: ellivtifden Gewdlbe over Spieqel alle Yidytz, Warme: ober Schallitvablen,
weldye; vow Deny einen Brennpunfte audgeben, o juriidgerverfen: werben, dafil fie fidy in dem
anperen Brennpundte (dneiven
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Befrinmung ved Winkels, welden die von dem Mittelpuntie ver Glipje nady dem
Beritbrungspuntte ber Tangente gezogene Gevabe mit diefer bilvet, Die Gleidung biefer Linie

i3 1 i ; = ; h=E ;
ift y=2x. DerCoefiicient von x in der Tangentengleihung war — —= = m; neunen Wi

m!, fo it mm' = — e @8 war aber fitr bie Grgdnjungdjebnen ebenfalld
h* ; oy = 3 axiiel) ey san :

mm! = — —.  Biebt man aljp (Fig. 15) AN = ON, jo ift N'B parallel der durdy N aeben:=

i i

pen Tangente NL.  Hievaus evgiebt fidy wieber eine Piethode, eine Tangente an oie Gllipje
e conjtruiven,  Biebt man ONT 3= BNL fo muf die Tangente an NI, b, i, NIL! &= ON jein,
ON und ON™ npennt man conjugivte Halbmeffer. Wenn b = a, alje die Ellipfe ein Kreid ift,
fo erqiebt fich, wie bei ben Grgdnzungdiehnen, dbap £ ONL = IR ijt.

(AT S

Iy

Beftinmt man ven Einjdnittépuntt der Tangente in die xAdyje, jo erhdlt man x = —,

diei

b. 1. Die vierte Probortionale ju £, a und a. Da der Ausvrud von b unabbangig i, fo
jdueiven, wenn man {iber Derjelben groen AUdyfe verfdiievene Gllipfen und audy einen Kreid
confieuitt, bie Tangenten an oiefe Elipfen, deren BVerithrungspuntte diejelbe Nbiciffe baben,
in benfelben Punkt ver xAcdbje ein. Erldutere died durdy ewe Fraur.

Die Ldnae ded Rabiubvector nady einem Punkte der Ellipfe, deffen Coordbinaten £ und g

find, it ¥q* + (E—e)* = r. Dritdt man 7

i

burdy & aud, bringt baun die Grdpen auf

I

: L 5 i i 8E —A° e i :
gleiden Menner und febt a* — b* = &, o evhdlt man v = —=——— v [t fidh aljo vational

i

purdh o, e wnd £ auddriiden. Befchreibt man wn eine Elipje einen Kreid fo, dap Die arofe
h*

Achie per @llivfe fein Duvdymeffer {ft, fo it feine Gleidyung, wenn dvie ver Ellipfe y° = —(a* —x)
4 < ”

ARy ; T . i ¥ b - i

ijt, ¥ =a° — x*.  §ir Punite von gleidhem x it daber e DIt )I = e by
1 § ¥ a

Worten? Exlduterung vurdy eine Figur. —

Hievaud ergiedt fidy Gritend die Conftruction einzeluer Puntte der Gllipie, namlidy: bes
jhreibe (Fig. 16) jwei concentrifche Kreife, deren Madien die grofie und bdie Eleine halbe Adie
ber Gllipfe a und b find; jiebe einen beliebiaen Duvdhmefier, dann einen beliebigen Radiud cd,
dh | ch wnd fg £ ch, fo iff g ein Glipfenpuntt, Wenn man auf diefe Weije eine Dienqe
Puntte beftimme, fo (Bt fih mit Hilfe vevfelben aud frefer Hand eine Ellipje zeichnen, deren
Genauigteit in ver Tedymt in oielen Fallen quireidt

Sweitend die Beredhnung ved Fladen=Inbaltes ver Ellipfe. MNamlidy: Befdyretbe fiber Der
quofen Adsfe der Ellipfe einen Kreid, in bdiefen ein beliebiged Polvgon. Biebe die Ordinaten
ber Gdpuntte, verbinbe die Ginfdunittépuntte derfelben in die Gllipfe durdy gqerabe Linien, fo
paf in der Glipfe ein entfpredienved Pologon entfteht. Veredme fe ein Dreiect ober Trabey
aué dem balben RKeeife und der balben Gllipfe durd) vie Ordinaten ber Edpuntte, fo eraiebt
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A A A AT ) ki . 4
jih, pap bad Dretedt voer arabey Dev Elipfe- -~ mal fo gres yt, als die enfjpredende Aigur

. o SR b | ;
im fveife.  2Alfo audy vad gqange Polvgon ver Slivje = mal pem Sreidpolpgone.  Haben
i

mitie die Polpgome unendlidy viele Seiten, fo fallen fie mit Ellipfe und dew Kreife jufammen,
Lt e s cll ZoM Rl E
&8 it daber der Gllipjen:Inhalt = = Kreidinbalk, . 1 L = b, Grfldrung vou

Tangente, Subtangente, Normale, Subnormale, Pavameter. Revedmung diefer Giebpen. Ter
2b*

Pavameter = = Zp. Gutwicelung dor Gllivfengleidyung, wenn dev elite Sdvertelpuntt

0

2 3 o y hdie e ; he = i
Unfangopuntt ded Goordimatenivjiems Uty = q..[.‘a\ — xf) =2 px =

X

Das bier Gegebene wird gendigen, die Art und Neeife erbennen zu lafjen, in welder o
analytijdhe Seometrie an unjever IMnjtalt vorgervagen wird; id) fann midy alje, um oen in=
fang Ded Stoffes ju begeichnen, parauf befdranken, die nod) Gibrigen Sdte, welde durdge:
wonumen roerden, anjufithren

Die Hyperbel.

I, Guhoidelutg dev Gleidhung dev Huyperbel ald des geometrijdhen Drted der Puntte,
peren Entfernungen von ywek gegebenent Punkten eine gegebene Differeny baben. = Reftim:
mung der ungefdbren Fovm diefer Linte. 3. Die Gleidyung der Tangente. 4. Ale Puntte
ber Tangente baben eine qrbfere Ovvinate, ald die entjprechende rer Hyperbel, alfo ift fie
concay qegen die xAchje. 4. Conjivuction der Hvperbel durd) Bejtinumung eingelner *Punkte
witd durdy eime einjige BVewegung. 5. Jede durd) den Mittelpuntt geogene gerade Linte
welde die Hyperbel jdneidet, wird in jenem Puntte balbirt. 6, Fiw bie Cradngungsfebnen
it 1ige.lgf = 7. Fitr eine Beritbrungdlinie und die aud dem Mittelpuntte nady vem

k ' = : b* ll : :
Berithrungdpuntte geyogene Gerade ij ebenfalld tgee.lgf = . O, Die Tangente bildet mit
ben Radienvectoren gleiche Winkel. V. Conjtruction einer Tangente an einen geaebenen Punkt
per Hyperbel und von etnem gegebenen Puntre aud. 10, Fiw ben Einfhnittspuntt der Tan-

gente in oer xAdyje i x = Z. L1 Die Gleidung der Ajpmptoten. 12, Dieje ndbern fidy
£

per Hoperbel fmmer mebr, treffen jiec aber erit im Unendlichen. 13. Dev NRadiudrector [ajt

fidh rational durd) a, e und & quédricfen. 14, Bevedimung der Tangente, Subtangente, Mor-

male und Subnormale. 15, Gleidhung der Huverbel, wenn der Anfangdpuntt in einem Scei=

telpuntte (ieat
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Dic Warabel.

I, Gnimidelung ber Gleidhung der Pavabel ale ded geometvifhen Drted der Punkte,
weldye vou einem geqebenen Punfte und ciner gegebenen inie gleidhe Gntfevnung Haben.
2. Vejrimmung der Form der Pavabel. 3. Gonftruction der Davabel, 4. Die Pavabel fann
alé ecine Gllipfe mit unenolid) gqroper Hauptadie angefeben werden. 5. Veredyuung ded Na:
biudvector, 6, Gleidhung pver Tangente. 7. Davabolijde Spiegel werfen bdie vour Brems
puntte audgehenden Lidtjtrablen pavallel ver Adyfe auriik, 8. Gonftruction einer Tangente an
einent geaebenten Punft und von eimem gegebenen Puntte aus. Y. Gleidung der Normale,
Berednuna der Tangente, Subtangente, Novmale und Subnormale. 10, Gleidung filr bie
Babn eined borizontal mit der Gefwindigleit e qeworfenen Kbepers. 11, Gleichung der
Babn eined mit o Gefdnvindigleit unter einem Iinkel von «" geworfenen Korperd. Davaud
Beftimmung der MWurfhdbe und Warfweite.  Fiir weldpen Winkel erveichen diefe ibr Marimum?
12, Beweis, daf Ellipfe, Hoperbel und Pavabel Keqeljdnitte jind.
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