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Ueber die
Theilbarkeit der Combinationssummen aus den natiirlichen Zahlen

durch Primzahlen.
Von Prof. IDr. HF. F. Scherlk.

I.

[ie hier folgenden Untersuchungen sind zuniichst durch den zuerst von Steiner im
XIIL Band des Crelle’schen Jonrnals mitretheilten, dann von Jacobi erweiterten
Satz veranlasst, ,dass, wenn p eine gegehene Primzahl ist, wenn man ferner n hc]iuhigt.‘
durch p nicht theilbare Zahlen answiihlt und deren Combinationssummen mit Wieder-
holungen zur (p—njten, (p— n - 1jten.... bis zur (p — 2)ten Classe bildet, jede
Combinationssumme durch p theilbar sei, so lange p =n =1 ist.* Der Versuch, diesen
Satz aus andern Priimissen zu beweisen, fiihrie mich zuerst zu einem allzemeineren Satze,
von dem der Steiner-Jacobi'sche Satz ein einzelner Fall ist, sodann zn einer Reihe
von Sitzen iiber die Theilbarkeit der Combinationssummen mit und ohne Wiederho-
lungen durch Primzahlen und durch die Quadrate von Primzahlen, die natiirlich
grosser sind, als die zu combinirenden Zahlen. Die Beweise einiger dieser Siitze haben
sich nur durch analytische Entwicklungen ermoglichen lassen, die scheinbar mit der
Zahlenlehre in gar keiner Verbindung stehen.
Ist niimlich p eine heliebige ungerade Primzahl, so hat man bekanntlich

(1— x) (1 2x) (1—8x).... (1—(p—1) x)

| 2 5 1 hi p—I1 p—I
=] —Ax-l Ay’ A x3 ) i A (1)
{' @iy p—1 _
wobei A, A, A.... A die Summen der Combinationen ohne Wiederholung, resp. zur
ersten, zweiten, dritten . . . . (p — 1)sten Classe aus den Zahlen' 1; 2, 3.0 .0 (p—=1)
vorstellen. Sind ferner a, a. a5 ....a, n beliebige durch p nicht theilbare Zahlen,

fiir welche, der Einfachheit halber, ithre Reste nach dem Modul p angenommen werden

mogen, so hat man

1
(1 —a, x) f1 - a3 X) (1.—aa X)(I — fp X)
l 2 ..’. 1 ]| 4

: 2 : p PR pp
[:.H_\fn.‘i —L....:I‘;.‘( T lh_\ -

ete. in nf. (2)
1 2

Il
wobei B B.... B.... die Summen der Combinationen it Wiederholungen resp. zur

ersten, zweiten,. . .. p*" Classe aus den Zahlen ay, as, as.. .. & bedeuten. Multiplicirt




man nun diese beiden Ausdriicke mit einander, so heben sich aus dem ersten Producte
die im Nenner des zweiten vorkommenden Factoren weg, und man erhilt :
(1—apx) (1 —agpex). . o (1l—nyX)
. ge e
l—aexdaex—ax+....4+(—1) e X ()

1 2 3 p—n—1
wobei durch e, e, «... « die Summen der Combinationen ohne Wiederholung aus den

n p—n—1 p—n—I

] ¥ . S Ha 1]. 5
Zahlen a U5 a8 | Tesp. zur ersten, zweiten. ... (p—n—1)%" Classe
n -f- n-f- 2 p- .

bezeichnet sind.
Durch Vergleichung der Coefficienten gleicher Potenzen i Produkt des zweiten
Theils der Gleichungen (1) und (2) mit dem zweiten Theile von (3) erhilt man nun

i | 1
ca==A—B

2 2 i1 2
¢e=A—AB+B

b 3 2

]'—II—-i p—n— 1 p—n—2 l 1 p gD n p—n—|
¢ = A — A B 4 A B—....4(=1) B
p—n p—n—1 1 p—n—2 2 n—] p—n
0 — A — A B 4+ A B—....4(—1) B
p—n-t1 p—n 1 p—n—1 2 n—2 p—n-+-1

'p-_'z p—-."!‘ 1 'p—i 2 ; p—1
0 =A— A B—i—-JL B—....4+ B

p—1 1 p—2 2 p—3 3 P
0w A “HSSCREE T Rodditay
p—1 2 p—2 3 p—3 4 E:-l-]

0=A B—A B4 A B—....4+ B et

Nun hat aber Lagrange in den Memoiren der Berliner Academie fiir 1771

| {38 5B n—2
{(vergl. Kliigel's Lexicon V. p. 1081) bewiesen,dass A=A —=A.... = A 0 (mod. p),
p—1

wihrend nach dem Wilson’schen Satze A = — 1 (mod. p.); also folgt: Erstens
1 B b L 3

aus dem obigen p —n — 1 ersten Gleichungen, dass B = — ¢, B = « B —

h h h p—n—I p—n—1i p—n—I
B (— 1) bigt B ==l et , das heizst:

Ist p eine belichize ungerade Primzahl, und bildet man die Summe der Com-
binationen mit Wiederholungen zur ht™ Classe aus n belichigen kleineren Zahlen als p,
und die Summe der Combinationen ohne Wiederholungen aus den iibrigen p—n—1
Zahlen, die gleichfalls kleiner sind als p, so ist die Summe oder der Unterschied
beider durch p theilbar, je nachdem h ungerade oder gerade ist.




p—n p-nil p—ni2

Zweitens ergiebt sich aus den obigen Gleichungen, dass B B = B....
p—2 kip—1)+4h h
B 0, und im Allgemeinen B B 0 ist, wo k eine belichige ganze Zahl
L 2 = {-.

und p —n—1 < h < p — 1 ist, welches der Steiner-Jacobi’sche Satz ist, der aber, wie
Il
man sieht, unter dem obizen Satze mit enthalten ist, da, wenn h > p —n—1, e = 0 ist,
p—1 2(p—1) 3(p—1)
Drittens folgt aus den obigen Gleichungen, dass B =B = B = .

Nl
A = <L 1 1st, wie der Wilson'sche Satz lehrt.
Nimmt man fiir a,, s .... 8, dien ersten natiirlichen Zahlen 1, 2. . . .n, so werden
Ay 41y Byig... 4y die p—n—1 letzten Zahlenn -1, n 4 2....p — 1, daabern. - 1 = —
h
(p—n—1),n-+ 2 —(p—n—2)...p—1 — 1, 50 ist @ jetzt aus denp—n — 1

ersten negativen Zahlen zu bilden, also jede Combinationsform positiv oder negativ,
h h

je nachdem h gerade oder ungerade ist, und folglich jede einzelne Form in (—1) «

stets positiv, und demnach lautet der unter Erstens aufeestellte Satz in diesem Falle so0:

Die Summe der Combinationen mit Wiederholungen aus den natiirlichen Zahlen

1. 2. 5....n zu einer beliebiren Classe ist der Summe der Combinationen ohne Wieder-

.
holungen auns Jen Zahlen 1, 2, 3....p —n—1 zu derselben Classe nach dem Modul p
congruent; also ihr Unterschied, aus welchem alle Combinationsformen verschwunden sind,
die bloss aus verschiedenen Elementen gebildet werden, durch die Primzahl p theilbar.

Beispiel: Ist p=19, n=7, h=1Y, so ist

]
B (aus 1,2,3....7) = 3281882604 *
9 '
A (aus 1,2....11) = 150917976
] 1
B - A — 3130964628 — 19.164787612.

In Folge dieses Satzes brauchen also, wenn man die Reste der Combinations-
summen, die aus den natiirlichen Zahlen gebildet sind, kennen lernen will, bloss die
eine Gattung, die Combinationen mit, oder die ohne Wiederholungen untersucht zu
werden, so lange die grosste zur Combination verwandte Zahl kleiner ist als die
Primzahl p.

I,

Imm Foleenden sollen zuniichsi die Combinationssununen  mif '\'\-ic-rl(‘a'huill|n;_§i~r1 aus
den natiirlichen Zahlen hinsichtlich des Restes untersucht werden, den sie, durch eine
gegebene Primzahl p dividirt, iibrig lassen. Es wird sich hierbei ergeben: 1) dass, so

lange der Classengrad kleiner ist als p — 1, alle Summen in Perioden zerfallen, deren

Dieze so wie die in den folgenden Paragraphen vorkommenden Zahlen sind aus den Tabellen
¥l ¥ do..yd X
entnommen, die ich in meiner Abhandlung: ..de evolvenda funclione 5 , Regio-
d x

monti apud fratres, Borntracger [S21% berechnet habe,




Hilfte durch p theilbar ist,"dass 2) wenn der Classengrad =p — 1, die Periodicitiit
nicht mehr stattfindet, aber der Rest jeder Summe noch leicht angebbar ist, dass
3) wenn der Classengrad grisser als p — 1 ist, die Periodicitit nur stattfindet, so
lange die grisste zur Combination verwandie Zahl = p ist, dass aber 4) wenn diese
grosser als p, und der Classengrad grissser als p — 1 geworden ist, die Periodicitiit
oanz aufhort.

1) Bezeichnet man niimlich die Summe der Combinationen mit “"l\‘i[1:1‘hu!uu;_1‘{_-|l

. " 1 |.I
ans den Zahlen 1, 2, 3...k zur h' Classe, wie vewohnlich durch (.i:. wendet man

ferner fiir das Product der natiirlichen Zahlen 1.2.3.... k das Gaunss’sche Zeichen
Ik und fiie den m'" Binomialcoefficienten der n'™ Potenz das Bessel’sche Zeichen
m . % -
P~ an, so hat man die Gleichung®
=h | J' k4-h—1 | k-l-h—1_.9 k4+h—1 E—1
bt U UIUE BF 0 ) e . P i(k=2) |
k k=1 - e 2 St VRS e | ()
O] = ik frsdkdon |
Da nun fiir jeden Werth von k, und fiir h =0, Cy==1 und fiir jeden Werth von h > 1
! h : ' T i
und fiir k = 0, auch ( =1 ist, so betrachte man zuniichst dic innerhalb der Grenzen
h—=1, h=p—2 und k=2, k — p liegenden Combinationsformen.

[st aber k + h=p, so sind nach dem Ferm at’schen Satze

—1 __ }—1
k! = (k—1) U liee tk--—:!J] 1 (mod. p.)
k—1
S S e : : g e p—k (1—1)
Dies in die Gleichung (4) gesetzt, gieht Chm = O = T (1) 0 (mod. p)

wo k >1, also h< p—1 ist.

. I ] . !
Es ist also auch UJ:—{-IJII L 1y="0, wo h+-1=p—1 ist, und da bekanntlich (:‘ : IIL =

Jh-k i h--1 ; ; =0

( B | —I—(fr—lL_}{.']‘__ p» 50 hat man auch ["I' _, = 0. Auf gleiche Weise erhebt man
H Jh--2 Ji-3 p—2 - % : 5 . i
sich zu ("]a—ll O s f.,-[', _p» die simmtlich der Null congruent sind, also sind

p—k —k |- 1 —k42 Jp—2
':-L = Ufc : : "L-!I; iz — (.‘-E =0, wenn p>k=>1,
Dies ist offenbar der § 1 hergeleitete Satz fiir den Fall dass

aus der natiirlichen Zahlenreihe 1, 2, 3...k gebildet werden.

die Combinationen

| P
1 - . -
(..'-]1_! == 10 1st, wie so eben bewiesen worden.

. Q . : > 1 1 Jh—1
Aber dieser Satz gilt offenbar auch fiir k—=yp, da C' — C. i

* Diese ”l"il'.'ll:n;_f habe ich in der, in der vorigen  Note

erwihnten Abhandlung, dann aof
einem snderen Were in meinen wmiathematischen Abhandlungen.* Berlin 1825, i der Ab-
hil“'“mi{!: witber die nn schen Coefticienten  der Sceantenreihe.® und  endlich zum dritten Mal
durch Zerlegung in Partialbriiche in dem Aufsatze: .7 wei Verallgemeinerungen des Wil-
son'schen Lehrsatzes* b

wwicsen, welcher im wAmtlichen Berichte iiber dic \Tt'['h:||nll|u|’-_-;=-|| di
24ten Versammlong der Natwrforscher und Aerzte in Kiel von Michaelis und 8

cherk, Kiel 18547+
enthalten ist.
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e e {1' ;-.: ] 1 (1|
i8 18t nun ternei et ke AP 1 ‘1
2 2 | ’
' . ! | ] e L
[ |'+| ".' p | [ll | [J J[i i 1 {.Jl
R iy e= p—2 Jp—2 p—3 p—2
u. s, f bis (_]J_.[=—-f.|P I (p - !]'f-I,E | ] Cy
h J :
also ( pl-1 (-I wenn h < p—1.
Auf gleiche Weise ist
| il ! A ) A
{ P : 9 ( P : | P o { | | S 2 ( 2
2 ) ! 25t ‘ 2
t.!‘ _,—-(i‘ll-}—lp 'r-:H(hEE Gy 4 .:‘(_{ (_,
e P2 p—2 D=3 D=2 | onp—3 P2
n. 8. f. bis (I' g == “"p-i-l (p+2) (_2 § |42 _[_.j ( 2
: h he ) _ =
also ist auch (p_l_:2 Cy, wenn h < p—2,
. - ||1 ‘I'I .h Ill
S0 erhebt man sich zu ( ke Csy, (-]. LA C,
und in gleicher Weise fortschreitend, gelangt man offenbar zu dem Satze, dass
I l
[.ilj Y — (‘]z. wenn p—1 = h = 0,

Es zerfallen also alle hier betrachteten Combinationssummen in congruente
Perioden, deren Hiilfte durch p theilbar ist,
2) Anders verhiilt es gich, wenn h =p — 1 ist.

Setzt man niimlich diesen Werth in die Gleichune (4) und bemerkt, dass, wenn k- p

AL, o s k [4-h e ¢ ] e—1- h " k—I1|
nach dem Fenmnat'sechen Liehraatze k k s (le=1) (k—1) ele,
g0 erhilt man
t,! | - i ||_'.-( | l' || ; |:|.-\ | ;,_ : !-‘\'_ -J.'-L_; o, fl\ -||

k gk—n \° e 42 . sl |
Die mn den Klammern stehende Reihe ist aber die (k—1)t Differenz der Créssen

k—1 . E—1 . 5 k—1 L S v i Aldp i
k v (k=1) y (k—2) ete. welche eine arithmetische Rethe (k—1tw Ordnune

bilden; diese Differenz ist aber bekanntlich == 7 (k—1), also ist

(,}:.----! = 1 (mod. p) wenn k =< p.

Dieser Satz gilt aber auch, wenn k- p- Denn dann wird in I'olee der I'ill-i.-l,nn‘._:_- (4)

9 0 5 O] n B

n—1 : | | >'.! p—2 }]E '3[! — 2 e S 2 |
i — : - —1) - P  (p—2)° '
Cp Iip—1) | p—1 P —% s Sip = NI = gl
I | 1 ; 2 ' 1 f y = | |
= !r =l i ] Gy 5 i oy s |, 1
r_f!]:—'l'fl i Ll ]Ii""--F —] iJ If(p --]_|] 1-1) Il
also I (p — 1) (I;-’_l = — 1; abbr, nach dem Wilson'schen Satze ist

-lr-lrf.[l — 1) — 1, l'-lll:-;ljl-'h | B 1 {mad, )
I




. — 1
und demnach ist (_‘-L 1, (mod. p.) wenn k = = p.

N . -I"""I l:)_l . 1 (1|' 2  F Ll!‘ 2 [ (:J 2 y

Ferner ist ( p1 = &) (P -+DC + Cp il [- 2
{nach Nr. 1)

pn—1 n—I1 p—2 n=—2
(ll_ :—.{:,_,_l F o+ Ch,=242007552
1 i = |
so meht es fort bis: Cj 2
. I

P e S0 ,'[I—-I ,]'——] 9 $ I b S I 2 S

Ferner wird nun (_211 L ( 2 Ep+ D L'i}-! , A L I 3
u, s f, woraus man ersieht, dass innerhalb der ersten Periode von k==1 his k=,

= : T’ e | : -

( L = 1, mnerhalb der 2" von k= p 1 bis 2 p, Cy " = 2, innerhalb der 3t Periode

3, im Allgemeinen, dass

p—1
1

aptk =041 fir k—=1,2,3....p)

8

wird, so dass also die verschiedenen Perioden einander nicht congruent sind, bis m=p

geworden ist, von wo an dann die p voriger Perioden wiederkehven.

3) Ist der Classengrad = p — 1, so sei er = h'= m (p 1) - h, wobei
h<p I ist. Setzt man aber diesen Werth statt h in die Gleichung (4) und bemerkt,
dass nach dem Fermatsche Lehrsatze

]_mL||--— | 4+-k-4-h—1 l\ - h |
nip—1 k-l-h—1 k—4h —
(k 1IHI['l J (le—=1) ' z :
: v h*
u. 8. f so lange k < p ist, so erhiilt man offenbar C, f'.h_ Dicser Satz wilt aber
auch noch wenn k=p ist. Denn es iat
n n : p—1 o o i . . i
( — ( A ( b ( PP ( [: (wie in Nr, 2 bewiesen ist) ('!il
2 B B i AL 2 . i 7
( p s (11__1 JJ( ; {JI--I I ||( P {I' ]
1. 3, |.. I}l_'!l'l]l.'“']l l]:i; | ERELRN]
mip— 1)1 i
( L_I i (!_I. wenn k< p - 1.

Es zerfallen also die Combinationssummen auch in coreruente Perioden, die sich
- . 1 T 1 . - . 2
fiir die angegebenen Werthe von k anf solehe Werthe von L erstrecken, die um ein
Vielfachea von p—1 sich unterscheiden.

1

I] Ist '.1|Jl'l‘ endlich .‘\'F\‘,'IJJlI Jj P U 1 .‘Il.-' K Py 80 hirt die |=1'[']|_u]i=']|_:i.| :i]||'I wias

daher rithrt, dass sie fiir 1 I 1 aufeehort hat.




also weder ( p4=1 { g noch Gy . L el

IT1,

Die !-;=i||'."i_',1'i'|| Resultate =ind orisstenthetls aus der l;]L'iI'IlIHIl'_I" (d) herceleitet: os

lassen sich aber noch ganz andere analytische Ausdriicke fiir die” Summen der Combi-
nationen mit und ohne Wiederholungen angeben, die meines Wissens hisher noch nicht

::1||I'_:'I_'-'!t']]1 worden sind, und aus denen

sich einige sehr merkwiird

die Theilbarkeit jener Summen durch gegebene Primzahlen zichen lassen.

.- !'1IJ|'_:'('I'|'.'I rell |"J|IL'|'

Bexeichnet man nimlich die Summe der Combinationen ohne Wiederholunoen

: ; h : :
zur h'*t Classe aus den Zahlen 1, 2, 3....%k durch '\I' , 80 hat man zwischen ihnen
:

und den Binomialeoefficienten die von Lagrance angecebenen (ileichuneen, auf

welche bereits in § I hingewiesen ist:

S
=
5 b

h h-=1 h | h—1 9 '—
3 b ] o i 3 A ¥ - L
| Ay I I ] e Ay P, \ b9 :
Aus diesen | €ine ganze rationale Funlktion des 2ten

2

Ay des 4tn,

von k 1st, welche simmtlich die Factoren

: 2 : 5 : h , :
(k -+ 1) k haben, da P, , sic hat, und von denen iiberdies A, , weil diese
k-4~ 1 k

fir h=1,2 3....1h 1 verschwindet, noch ausserdem die Factoren k — 1, k— 2
+k—h 41 hat. Demnach ist der restirende Factor eine Function des (l — 1)t

Grades von k. Ferner ist offenbar, wie aus di

Gleichungen (3) hervorgeht, der
T < - 1 2 J h : s o
grosste 1m Nenner von A, Ay Ay ... Ay vorkommende Factor resp. 2, 3,4

» n I o

L4 1, folglich ist

| k== g0k k le vovik—h =l h--1 o
A 'I . . : ....J g (h, k) =B : g thy k). .. (o)
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wo ¢ (h, k), wie erwihnt, eine ganze rationale Function von k ist, welche iiberdiess

die Eigenschaft hat, dass sie, wenn in ihr k =l gesetzt wird, =1, 2,3 .., h wird, weil
| S : I ; o 3 ,
A, diesen Werth hat, Die suecessive Berech ieht z. B
1 k4-1)k 2 k41 ko k—1 3 k42 4 k1. k. k—1. k=2 k-}-1. k.
¢ o AT ' e : .
k T - {E 2o 2 2 k R [
Ist nun h 1 <k—h 41, also h < 'ak, so kann kein Primfactor des Zihlers,
der = = k— h -1 ist, sich gegen einen aus dem Nenner wegheben, und folglich ist,
wenn h =< 'ak, die Summe der Combinationen ohne Wiederholungen aus
den Zahlen 1, 2....k durch alle innerhalb der Grenzen k—h 4-1 und k 4 1

liegenden Primzahlen theilbar, und namentlich, wenn k 4- 1 == ciner Primzahl p,

so ist jene Summe durch diese nicht zu ihver Bildung verwandte Primzahl theilbar.

o

So ist z. B. _-\.1.; — H0770=11,13. 390, Hierbei muss man jedoch ausdriicklich
o g s : : - h
bemerken, dass hinsichtlich der hier fiir die analytischen Werthe von A, gefolgerten
.'T'\.:L'l-'?‘.i' hv.-*e‘nl'll!i*.l‘t‘. _llhi(_"f“f‘ll":l]‘lllltl‘;'“ |'i|':n'|'I|-||_ _»n]\;11|] |||_'|!p i'| 1|]||‘| |\' | ll'i';{'“l' ';":.'|||.]-'-I';\\'1'I'I;|='
l

leiche aus dem Nenner

geceben werden, wodurch Factoren des Zihlers sich gegen g
.. o . h
wegheben kinnen. So ist z. B.: wenn h =k geworden ist, A, =1, 2, 8...h, so dass

der Factor h - 1 verschwunden ist, da er auch im Nenner enthalten way,

- - s - . . I|
Aus den auf diese Weise sich ergebenden analytischen Werthen von Ay lassen
L, 38

: 2
sich auf folgende Weise analytische Werthe von C,_, C; ete. herleiten, die von

den aus der Gleichung (4) hergeleiteten wesentlich verschieden sind.  Setzt man niim-

: : S e e sali=t=1 / A : :
lich (k -+ 1) fiir k in den Aunsdrunek 1P, | | @ (h, k) und bezeichnet den resultirenden
k== 1

I h i =
Ausdruck durch ]}I;‘ so dass also D =P, o (h ¢ 1) 1=t. =0 peht die be-
kannte Recursionsgleichung

h h .,
;'Il |\. = Ik]; s . L | 14 ,\\:

in folgende

-1 1 T h-{-1 |
l_ @y —k—1) I -c.l;-|-|:’f”" I, —k—2)
oder, wenn man hierin k— 1 statt k setzt, in f
i -1
W (k= )y
]:'.—-;—I k- “lh:]
welche mit der Recursionsgleichung fiir die Combinationen mit Wiederholungen
h _I] 1
Cp=0 ik
= BPCTR [ --] a o i 1 s oy 1 . 1 .Il- h 5
vollstiindig iibereinstimmt, und zeigt, dass, wenn fiir Einen Werth von b, €, — D, ist,
S . : 1 (k-4 1)k 1 kik--1)
dies immer stattfindet, Nun ist aber Ay = 2= algo D, == 1) und folgl
: T k 12 €

B —— —

=

— e,




.

11
und demnach ist
h h k,k-41.k4-1,...k+h -
Gif == Brommai s : T g (h, k) (7)
i : (e s

L h-i-1
wobeil ¥ (h, k) =(— 1) @ (h, —k-—1)

1 -0 o i « [ l* L} 1 ¥ afe L4 4 -1 T, r 3 ] - r
eine ganze rationale Function des (h — 1)» Grades von k ist, da in deren Nenner

keine grissere Primzahl als I 4~ 1 vorkémmt. — Die successive Berechnung giebt

sl sl il D k. (k1) (k4-2).(3k-4-1) 3 k*(k+4-1) 2 (k1-2) (k--3)
¥ T AL R S e s e g
Ist nun h 4 1 = k, so werden die Primfactoren des Zihlers, die — = k sind,

rehoben, und folelich ist in diesemn Falle

durch die Factoren des Nenners nicht we

die Summe der Combinationen mit 1l‘l';I'lli,'r']ll}ll[‘.l\!["ll aus.den Zahlen 1,2, 3....k

dureh alle innerhalb der Grenzen k und k 4- h liegenden Primzahlen,

(diese Grenzen mit ecigentliechen), die zu ihrer Bildung nicht verwandt

worden sind, theilbar., Ist h 4 1= =k, so bleiben natiirlich nur die Primzahlen
\ LT : 3 ; . .

als Factoren von C iibrig, die grisser als h 4 1, und kleiner als h 4-k 4- 1 sind.

Dasselbe Resultat hiitte sich iibrigens anch aus der Gleichung (4) folgern lassen.

Denn setzt man k--h—r = einer Primzahl p, welche =h{-1, so dass also It — 1 = 1, so ist

h i 1 -|.|—i---:-" = j| X - p—1--r . lr—l—ll-:'l
LJL_ f.‘[];-_-_li {!\. l I{--' |]'\.—i) e VP AP | {— i.) ﬁ

1 r i Pt - r
=1y %k = l’]‘__l (k—1) 4....4 (—1) } (mod. p.)
Die Grosse in der Klammer ist aber die (k —I)t¢ Differenz wvon l:r. {k—l)'l_

(k—2) ....1, welche eine arithmetische Reihe der r'*" Ordnung bilden, folglich = 0,

; Jh h :
da r<k 1, also 1st II(k 1) G, 0 (mod. p.) und demnach (_'-l_ durch alle Prim-
. .
zahlen p theilbar, die grosser als die grossere der beiden Zahlen h -+ 1 und k— 1

und kleiner als k -|- h 4 1 sind, da nach § II. 1 derselbe Satz auch fiir p ==k | h gilt.

So ist 2 B. Clo = 401282560341390 —
= 15.17.19, 23 . 415083070
Cyy = 5917584964655 — 13.17.19 . 14928435
Cjo — 9593401207313460

17 .19 .23 . 1291344904740,
s - el PSR : ;
Hinsichtlich der Berechnung der hier angewandten Grissen C, sei es mir erlaubt,

die Bemerkung hinzuzufiigen, dass die Lagrange’sche Interpretationstormel eine sehr
bemerkenswerthe Recursionsformel fiir sie darbietet, die sich, von den mannigfachen
bisher angegebenen, zu ihrem Vortheil unterscheidet. Da niimlich ¢ (h, k) eine ganze




12

rationale Funection des (h yen Grades von k ast, welche fiir k 1,'2, 3 .. hitresp:
o
(1 h), (2, h)y.. . g (h ) wird, und ¥ (h, k) - T i#t, 80 hat man durch jene
T ! ¥ 1
3
l k4-h
k—2.k } —h 1 | N B R k—h 1
SOTIN e Ie ey = ( B0
IFormel k e T T | —= T 5
h 2
il (k1= 2). k—h 4| b
. B 15— 9. '
k—1 k—3 . k—4 .... k—h _h
{ i - O
h-|-2 IT(h—2)
k ! = X ; iy [E e Sl s e S ey bty [ R
13 B s (=1 (|1|
h1-2. b3 I1(h—3) 3 B2 b8, 1 -2h !

h
.'||=rl !IL':-II'|I-' {L_
i3

13:; i .1, W ihlk) aus h Gliedern, deren Coefficienten ausser den auf

K

die ang

cebene Weise zu bildenden Produkten die von k unabhiingicen h ersten Glie-

h
dern von C;

sind. Hiedureh wird es z. B. miglich den Werth dieses Ausdrucks fiir

ein sehr oroszes k, ohne dass alle Werthe {iir kleinere k bekannt sind, zu berechnen,

was auf anderm We unausfithrbar wire. s ist z. B.

=0 =10 ] ]l C )l )\: f BY :'_1 _.,_,* 185 3 |
Ciooo= Fioos Foss — 9 Pggg Pggs - 3 Pago Pogs — 9 Page Pogs
1 85 S |
2
16 I‘.I.‘IEH

V.
Aus den oben angegebenen speeciellen Werthen von .'\;{ und C; ergiebt sich, dass

) L))
beide durch k™ und (k +- 1) theilbar sind, so dass, wenn k - 1 = einer Primzahl p ist,

sowohl ,-\: 2 wie bereits Steiner bemerkt hat, als auch (';I:'___.I dnrch das Quadvat
von p theilbar 1st. s schien mir nun von Intercsse. zu 1|]1|-:-|.'.~=|u"i1|'-1|. ob diese Eizen-
schaft nicht anch Combinationen von hoheren Classen zukomme, und es hat sich ergeben

1) dass fiir einen ungeraden Werth von h, der orosser als, 1 ist, sowohl

h h . 2 2 : - .
f-]_;II]ﬁ \H jedesmal durch k™ (k - 1)" theilbar ist, so lange h £ k ist,

Syl B i h 2 2 :
2) dass, fiir jeden Werth von h, ( ]: 4 Ay durch k™ (k 4 1)” wennl<h<k, und

MG IERT 2 | ! :
3) fiir jeden Werth von h = 2 k. (.'L: - .‘L::I durch 2 k -}- 1 theilbar ist.
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2 . phL X k kx 1 tk—1)x% B¢ (k—2)x
Beweis 1) Es ist (e Iy =& = — lh], = ? { I"-c e 45 ete.
SR AL
-1+ kx4 & _F e i
) 2.3
S
PRl < 1) e B L) RS k—1® 2
L i ' 1.2 L0ng e
: i e =0 o
P2 (1 - (k — 2) x L M =2 =y f= )
k T 1.2.3
'l1 )‘2
=1—P 4+ P —....
[ | R |
jk — Py (k—1) + Py — (k—2) — ....fx
B rin 1 2 28 2 Y0,
9 ke Abg (oie=sly =By (6= @0 = soip = el
k2

Hier haben sinuntliche Coefficienten von x die (iestalt

I 2
2 el g Syt L Py

Multiplicirt man aber die Gleichung (4) mit {1k, o0 bemerkt man leicht, dass man ihr

folgende Gestalt geben kann:

h—k =, 1 h 2 -.h
NkC, =k —P (k—1) 4+ P k—2) —....
, : ; e h k h—k
folglich ist der Coefficient von x [Tk L‘k
[h
Il .:\ s . . e C
Da aber C, 0 ist, wenn h <k, so verschwinden die Coefficienten aller Potenzen,

deren Exponent kleimer ist als k, und man erhilt

. : 13 3

e ] . x ('L' X an

| f 1 s 5 e - i (8)
‘ k-1 (k< 1) (k) 2) (k< 1) (k- 2) (k- 8)

ko
Diese Gleichung bietet ein neues Mittel dar, die analytischen Werthe von Cy, C_ete.

zit finden, indem man sie logarthmisch differentiivf, filr e seinen Werth setzt, und die

Coefficienten gleicher Potenzen, wie gewihnlich, vergleicht. Zur vecurrirenden Be-
i ; : G 4 : :
rechnung des C, ergiebt sich hieraus die neue Gleichung:

Jhi—1 k-+h . k+h—I1 . kdbh—2  h—2 Jh--1
| 9 i i | 5 3 Cx il 2 l'ku: hois s (9




14

; ‘ : T - - ol i : X
Setzt man nun die sich auf diese Weise ergebenden Werthe von C, Cy.... die mit
den in § III gefundenen, villiz iibereinstimmen, in die Gleichung (8#), so erhidlt man
¢ |k 1 = : b 12 3
Ju"‘— Ly e kX (k1 x L k%(k4-1) S S )

x| :

Diese Gleichung gilt nun, ihrer Herleitung nach. allerdings nur fiir positive
5
1l

Werthe von k; sie g

| | ih{5|' ::'ILI."'|| fiir ne g B i1ve We rthe von ]:. wie 1man ::i.('h

itherzengt, wenn man in der Gleichung

c."\: = 1 1 ]\ = 1
|

wobei fiir k keine Annahme gemacht ist, die Coefficienten dadurch bestimmt, dass man

sie logarithmisch diffeventiirt; hierbei erhidlt man dieselben Werthe der Coefficienten
wie in der Gleichung (10).

. g a
b - o i o | |. _— ¥ " .
Ks sei ferner — ' - =1—1x4} |.._! x -+ E,x ..

Setzt man hierin — x fiir x, so erhiilt man wieder

L'-_-x("‘x 1) = 1 I'Z.:.x:E
B— 1

;t!-:ilm D=2 { B, x

s0 dass alle Coefficienten ungerader Potenzen von x verschwinden und folglich

in der Gleichung

keine ungerade Potenz von x, ausser der ersten vorkimmt.

b

%h-|-1 Cy
(k4 1)(k4-2). . .(k+2 h41)

P (2 h-1 k)

|
12 . 2h1-2

Nun ist aber in der Gleichung (8) der Coefficient von x

welcher in Folge der Gleichung (7) folgende Gestalt hat: ;

Dieser wird aber, wenn man k = —1 setzt, was, wie wir gezeigt haben, cestattet
ist, nicht == 0, wenn ¥ (2 h 1. 1, k) nichi den Factor k1 enthilt; demnach ist
(2 h+ 1, k) von der Form (k1) F (2 h I, k) und endlich enthili

{‘.Eh-l |
k
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den Factor (k --1) " , wenn 2 h - I I ist. Ihes gilt, so lange 2h 4- 1 = k
bleibt; von da an hebt sich der Factor 2h - 2, oder kleinere geoen 2 k-1 w e,
I o i =
2hd=1 r 4 ! 2 2
und  C| 15t dann nicht weiter nothwendie dureh (k - 1) = theilbar.
o e O ! 2h4-1 : 2 E
[n fihnlicher Weise lisst sich zeigen, dass ( T auch den Factor k ~ enthiilt.

Setzt man ndmlich die Gleichung (8) unter der Form

= ] A # L
ekl ==l x™- F ¥l 3 x5 o
k 2 3 ! 3 )
und verwandelt x in — x. so erhilt man
k
| e — 1[
T q _
: - Ve x Gl G v G
Ik 2 3 | 1
also dureh Subtraction
Ih- i
X — kX g 3 =
it! - ll I]_ ; l_ K-:'_’Jli., .\_.1 : B x | Ml ol l
l x I | I l ] b 2 ! [

. e - e OE =
Setzt man hierin k =0, so erscheint das erste Glied links unter der Form o sein

X

¢ : . —l% ‘ : c
wahrer Werth ergiebt sich aber, wenn man e in seine Reihe 1 — i

entwickelt, offenbar == x, folglich wverschwindet der orste Theil der Gileichune unidl

demnach st fiir k=0, G, (3. = G, =S

5]

bty = U5 es enthilt also jedes

: = 9 . e
ungerade (¢ den Faetor k® ., und demnaech in der Gleichung
L 14t ™
X k 3 2 - 3
| X — 1| =]+ ThkxlkG x™ 4 kG x" | ....

e i s

der Coefficient jeder ungeraden Motenz von x, mit Aunsnahime der ersten, den Factor

0]

k™ alzo enthiilt in der Gleichung (8), die mit dieser identizch isi

(kA1) (kL o0 1) :
O T b ) T e L Y B @ h 41,0

[ R e L

3]
den Factor k™ so lange, bis er sich nicht dareh einen der Factoren des Nenners weghebt,

was sicher gesehieht, wenn 2 h - 2 ==k geworden ist, und da bereits bewiesen ist, dass
| 2 e calid 2
" auch den Factor (k - 1)” enthilt, go ist diese Grisse in k™ (k + 1) multiplicirt.
. h h . e S s
Da endlich ,\]_ aus Cy erhalten wird, indem man — (k -|-1) an die Stelle von k

| Al el

| oh 4 !
setzt, so enthiilt A, ' den Factor (k + 1) k™ w. z. b, w,
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Dic wesentlichste Foloe dieses Satzes ist nun die, dass, wenn k - 1 einer

Primzahl p ist, die Summe der Combinationen aus den Zahlen 1, 2, 8 .. .. D 1,

sowohl ohne als mit Wiederholungen fiir jede ungerade Classe, (mit Auns-

nahme der ersten), deren Ordnungszzahl p nieht iibersteigt, durch das

Quadrat von p theilbar ist

Beispiel AJ, = 121.150, A0, — 121.7455

87840

127

C 191,825, ) 121. 194650, €, 121,22796150

vl :
||:L_‘l_-_"‘{_{i-'.|{ \.\'-l]]] I|III'|'I| Il] .'||u'.‘ ||l"|l.|

Cy, = 121.3944603 '

durch 121 theilbar.

)

h
i O X

ML X

tolglich erhilt man durch ‘I"L'I'II_-']f'il‘hltrlﬁ' der Cloefficienten gleicher gerader Potenzen vor

2h ikl Ol 2 | oh—-1
AL = ;\}, (":L - A ( H 1A 4+ A Lo
Jeder Fac der auf der rechten Seite des (zleichhelitszeichens stehenden Producte

enthiilt nun, wie wir in § IIT aus den Lagrance’schen Gleichungen ersehen haben,

. 2 : . o 2h 2k
den Factor (k - 1) k, s0 lanoe nicht 2 h — 1 = I geworden 1st: also enthilt C; = A
1 1 5 ; 1 . wiiie &=l o 2h—1 . . ; )
'I"!I-l-s]u"ll Factor doppelt nnd. da 1n { i o .."~|. Jeaer der |..-|.!.-,.| mlimmanden
P : N ’ gt Rl h
ihn nach Nr, 1) selbst enthiilt., =0 st das Product k= (k - 1) in C_ -} A, stets ent- ,
|
halten, wenn 1 h< )k ist. |
Als besonderer Fall ¢ reiebt sich hieraus, dass, wenn k L 1 = einer Primzahl p ist,
die Summe der Combinationen mit und der ohne Wiederholungen aus den
Zahlen !_. RS P P | ZUSamMmMENZenommen fur | ede Clazse, mit Auvsnahme der I
ersten, und der letzten, deren Grad — p— 1 18ty durch das Quadrat von p

theilbar ist.




e — —— . t———

o
=

2 | i o

}"rt"!hpil":]. lf: \I_” 1 G B {'IH.; ‘-'I.IH =121. 7525
. i 5
t‘FI“ | Ajg = 121.1629520; ], + A{, — 121306817499,

3) Die Differenz der beiden Ausdriicke
1
(1—=x) (1—2x) (1—3x). .. (1—kx)

A 2 e 3 9 Ty e k<41
—1 |(Iix--{-(-|{xi-—'-(kx" -+ ! 'f_i‘__\'k—ll-{,k1lx—r eralaTe
1(1-tx) (14+2x) (143x).. (b k) =1+ Alxp A2 22 1 A3 .3 L Ak Lk
und (1+x) (1--2x) (14+3x)...(04-kx)= + Apx-t Ay x° Ay x% ... o AL x
. - A | -
ligst sich entweder direct, da C, = -\i st
B 2 el .".')_ ( Yy k—2, k41 k—1 |
=x” {C—AL H(Ce—A Jx +- (0 —a5 ) s T2 op T T L ¢

setzen, oder, indem man beide abzuzichenden Ausdriicke auf gleiche Benennung hringt,

(1=33) (O —4x*) (1—=9x7).. (1 —%%=2)
=1 — Ot xtd g 24 * gk gk o2k Faiy

1 2 | i o =
sebzt, wo also durch €}, Q.00 Q@ die Spmmen der (Combinationen ohne Wisder-

holungen aus den Quadraten der natiiclichen Zahlen bezeichuet sind, unter die Form

bringen,
Durch Vergleichung der Coefficienten gleicher Potenzen von x in beiden Ent-

wicklungen erhdlt man nun, wenn man der IKiirze halber

2 B ek B8 :
'L-i - Ak—— : E. i \L D" ‘u, s f satzt
9
DY) I
Be= ALD:
= Y e o g e (12)

G : 2L 3
D AL DA DESEEAR T

6 l O LN gl f o g
D =2 J'.‘:.k— -\k l) =l ,"Ll_: D — qu l} =1 (\‘ n. . E. J'

Nun lassen sich aber bekanntlich die Coefficienten einer Gleichung, deren zweites
Glied =0 ist, also auch die Coefficienten des zweiten Theils der = 0 cesetzten
ine 5 P o Lo
Gleichung (11), nachdem derselbe durch x*% dividivt worden, duwreh die Summien

- i il 2 o R < +
der Potenzen der Wurzeln, also hier der Grissen 1=, 22. 3% .. k2 rational
a




]

vermittelst der bekannteu N ewton'schen Gleichungen ausdriicken. Bezeichnet man

nimlich die Summe der Quadrate der natiirlichen Zahlen durch 5, , die Summeihrer

4t Potenzen durch S, wu. s f, so hat man, in Folge jener Gleichungen

| y
{1! e ,"‘1.3

a2 =
2Q’ = Q' s, — 8,

2 : (13)

SOt g gi- L g g Tey

I g, L L & ]
1{_;! == Q ?_"!3 — Q, -'-'.“1 ‘-1’ hq'. hﬂ . s f

o T e e S T— R

Liesse sich nun beweisen, dass 5o, S,, S, -“;r.,”j innerhalb gewisser angebharver

Grenzen durch 2 k - 1 theilbar sind, so wiiren, zufolge dieser Gleichungen auch

‘ a 9 i
(,J_,I. Q 2* Q" Q_“ und folglich, in Gemiissheit der Gleichungen (12) auch D7, D", D k...

. 2 2 PRt 3 . 1 : 2 T
bis D * 4 h {"k = J-’Lk- (‘I-; — A, {_Tkl — .'.‘Lk u. s 1. bis Uk“ — ;‘Lkl inner-

halb derselben Grenzen durch 2 k -I- 1 theilbar.

Der erforderliche Beweis, dass die Summen der geraden Potenzen der

natiivlichen Zahlen 1, 2, 3...k durch 2k 4-1 theilbar sind, lisst sich aber so fithren:

Unter den vielen Ausdriicken, die sich fiir Sf‘ji"l angeben lassen, finden sich folgende
beiden:
- 3 (.'3!1—-1 o Bkl {,'.'!:1—'.! Lol e
h{gn-}ﬂ ] e { = } = a4 -5 {\.—T— ‘F [\—-lﬁ
2n—3 : : 2
4 Yo O T (R 4 1) e e Ty =2 e,
] 1 L 2n—h ; : . :
e Cy (k-Dkk—1....c=h-]-1yI|...
e
] 1 "
e i P g i e £ — 99 -1 1)
%0 (- -Dkk—1y....0c— 20 -F 1. . .(1d)
und
y " 2n—1 3 y 2n—2 : :
Sr_’ﬂn} =—1/q an kk4+ 1+ 'aC ._,” ke Dk+2)

In+4-3 .
L _:3"‘“ k(k+41) (k4 2)

(— 1h  2n—h

Eaart k(e 1) (k +-2)....(k-+h)

- kG D kA2 (ko 20). ... (15)°
o0 |

2n

* Von diesen beiden Formeln habe ich die erste in meiner Abhandlung: ,de evolvenda functione

ydoy @ couyd X

S pag, 34 angegeben; die zweite findet sich in Kliigel's Lexicon, fortgesctzt i
d x

von Grunert, 5r Bd, pag. 635.
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Addirt man diese beiden Gleichungen, so erhiili man folgende dritie:

" | 2n— 2 ; 2n—3 : ?
2809,y = ki(k-|- 1) Y/a Cq (Dl 1) He Oy | (k4 2)(k43)—(k—1)(k—2)]
T | (_-2”'_"I e Iz ¢ k o L | _ o9 ¢
| oL [k =2k 4 3) (e - 4) 4-(le—1) (ke — 2)(k— 3)] 4. - =,
q]‘_ll I{{l{-;--‘.‘ltlc I8y . k- 20) Lk —1)(k—2)....(k—2n- 1}} (16)
: ; . ~2n—3h4-1 IRy 5
Hiernach ist also der in Cyy 5 multiplicirte Factor
k-2 (k+8)....0k2h—1)—(k—1(k—2)....(k—2h + 2
1 ;2n=-2h il i =
und der in Cgyy multiplicirte Factor
e-2)(k-8). ...tk 2+ tkh—-1D(k—2)....(k—2h 4 1)

Setzt man aber 2 k -|-1==p, also (k = "z (p—1) so wird

(b4 23k 48y, nli 2B — 1o 1B 1”. (p-4h—8)

2 2 2
(p—3) (p—5) (p—{1h—3)
(k=13 (k—2)....c=2h 1 2) -—]q IIIJ 3 gl [‘l

Das erste dieser beiden ’rodukte hat aber, wie man es sich entwickelt gedenkt,
die Form
| [, 2h—2 oh—3 | 2h—1
- I Bp L Hp 42
._,';!ll—'.f I 4 I [ I

p- L Ap .

und das zweite die Form

| 2h -2 2h—3' 2h—14

,2h 3{{; Ap L Bp — ....—Hp -[-J}
also ist der Unterschied beider Produkte

ol e Pt esilin 0 gl

2.’h—[|

Eben so ist das Produkt

“1||—|[— 47| t_u—}-.'.nﬁ {]l! th—1)
] ) =)

(-2 e ol Byvnale 2

ind daz Produkt

Y — 3] Vo 3 y— (] | ]
(k—1)ik—=2)ut == 2 ]]-'-r"] i 'J...*(I HI‘] I")

2 2

Demnach erhiilt das erste Produkt die Form

ol W9 M—3
S e e s Jip 4 Ll
92h—1 | J
und das zweite die Form:
1 | . 2h—1 L 2h—=2 g 2h—3 ] A
52h —1 I A - Blp fFakip=]
alzo wird ilire Summe ==
y [ 2h—2 2 —
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Demnach ist in der Gleichung (6) jede einzelne Combinationssumme in p multi-

plicirt, und folelich auch ."';,_,IH. so lange als p=2k 4 1 nicht durch die Nenner der
L {(Zn) ;
Briiche . iYais ket I weeoehoben wird, was, wenn p eine Primzahl 1st, zuerst
In-| '
geschieht, wenn n = k geworden ist, so dass also die Summe der (2 k)ten Potenzen der

natiithichen Zahlen 1,2, 3 .. ..k nicht mehr in 2k 4 1 multiplicirt ist.
[Ticraus folgt also, dass, wenn p eine gecebene Primzahl ist, zuerst die

Differenzen der Summen der Combinationen aller gleichen Classen aus

den Zalhlen 1,2, 3... e (p 1y bis z1||':||:_|] und dann die Summen der
. : : e . - (p-1)ten
(ombinationen mit Wiederholungen anus denselben Zahlen von der =
bis zur (p — 2)'*" Classe selbst durch p theilbar sind.
: ; e 2 = 4 o) e A 1 e b 5
Beispiel. C- —A. =11.5; C. — A, I1. 795 Uy - -.-\l..—-H.I'slh:('_.l —--.\._,
0 T 8 L
_11.3855, C —11.22430, C — 11125400 O = 11.682591; C; — 11.3643185.

Zuletzt will ich noch bemerken, dass aus dem so eben bewiesenen Satze, dass die

Summen der geraden Potenzen der natiirlichen Zahlen 1.2 ...,k durch 2k 4+ 1 und,
wie aus den Gleichungen (14) und (15) folet, anch S, , durch k-1 theilbar ist, wenn
n < k ist, sich eine Reihe von Folgernngen iiber die Summen der Combinationen mit
und ohne Wiederholungen ansg den quadratischen, bequadratischen und den Resten
hiherer Potenzen zichen lassen. Solehe Siitze sind z. B. folgende: die Summe der
ersten, zweiten....'/s {p — 3)# Potenzen der quadratisehen Reste der Zahlen 1,2, 5.,

: (p— 1) sind jede einzeln durch die Primzahl p theilbar: dasselbe gilt fiir die Nicht-

reste; dieselben Siitze gelten fiir die Combinationssummen ohne und mit Wiederholungen,
sowohl aus den Resten, als aus den Nichtresten; 1st p=4n-- 1, so sind die Summen

der Combinationen zup 1tes, 2ten Jten . (n | 1jten Classe ans den bequadratischen

Resten durch p theilbar n. 5. . Die Beweise dieser und iithnlicher Siitze ergeben sich

aber ans dem Voriren zu leicht, ;||«. ||;[,-:,«. (e |||"|!|'_}'_-' Wire, ]Eilif_[t_'[‘ |'|._'E ill]ll_'l} FA 1.L'I"|‘|'l.']|('!l.
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