TN EVEL dRR Rl L L L T e




587 01

3

+404

|
|
|
|







P
| 0
L >
Y
|
|
By,




Bclll‘ag(_‘
2 der. . Lehre

von den

POSITIVEN uxp NEGATIVEN
GROSSEN

yon

Dr. Wi A Daesterweg,

ordentlichem Professor der Mathematik an der kinigl, rheinischen

Friedrich - Willhelms - Universiliit.

— T W e
Bonn 1831

Verlag von T. Habicht,

T e i R S TR B T T T
Yl RS R ¥

PRGN & .. U4 £




—_
=
—




zu  der

Lehre von den positiven und negativen

(Grossen.




— e an

|
1
|
i
|




Aunfgahbe L (Fig. 1)

Durch einen auf der Verlingerung der Grundlinie D C
eines gegebenen Rectangels ABCD gegebenen Punkt
E eine gerade Linie EF zu zichen , welche die der
Grundlinie gegeniiber liegende Seite in ihrer Yerlin-
gerung so schoeide, dass das Viereck DCGH zu dem
Dreieck BGF in dem Verhiltnisse der gegebenen ge-
raden Linien p, q stehe.

1. Geometrische Bchnnd]ung.
Anai} sis,

Es sey EF die gesuchte Linie,

so ist AECG:AEDH=CE2:ED2 (EL. VI, 19)

also. AECG:DCGH=CE?{|CE2—ED?
|KC.CD, (EL II, 6.
wenn KE=ED,

Da DCGH:ABGF=p:q (p. hyp.)
=CD:r, wenn CDir=p:q;
= KC.CD:KC.r

50 ist AECG:ABGF|—CE%KC.r,
(EL VI 19.) EC2:BF{

folglich ist BF2 .- KC.r,

somit KC:BF =FB:r;
mithin ist BF der Grisse nach, somit der Punkt F und
die Lage der geraden Linie BF gegeben.




4 Aufgabe 1.

Construction,

Man mache BP=p, BQ=q, AR#PQ, KE=ED,
RKL{DA, MB=BL, beschreibe iiber MR als Durchmes-
ser einen Kreis, welcher die verlingerte AB in F
schneide , und ziehe die gerade Linie EF, so ist die-

sclbe die gesuchte Linie,

Jeweis,

Es ist MB):BF=FB:BR

BL\

also BE2=CK.BR
folglich EC2:BF? | =EC*CK.BR

AECG:ABGF |
Nun ist AECG:AEDH=CE3,ED?

mithin DCGH: AECG= '\v‘f,]':'.g-—ljll)’l :CE=
| KC.CD

somit DCGH: ABGEF=KC.CD:CK.BR
= \I(:]‘J%:HR

{

) A B

=PB;BQ
— 1];(1.
Zusatz.

Verbindet man auch den zweiten Durchschnitt F'
des Kreises und der Linie AB, oder ihrer \-"erléingc-
rung, mit E durch die gerade Linie EIF’, welche der
verlingerten CB in G’ begegne, so ist

BF2=CK.BR

also EC2:BI'2) =EC2.CK.BR
AECG:ADBG'F/
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Aufgabe I.
Nun ist AECG:AEDH/=EC2:ND2
=E) folglich DCG 11/ ALC(J’—g'( E2—ED z :EC2

Més KC.CD
n§ mithin DCG'H: ABG'F/=KC.CD:CK.BR
=(CD|:BR
{M’.g
= pPq.
Demnach ist die Linie EF’ eine zweite Lirie mit
der gegebenen Eigenschaft.
2. Algebraische B(:hun(ilung.
Bezeichnet man den Werth von CD mit a, von ED
mit b, von BF mit x,

so ist AECG:AEDH = (a+D)2: b?

also AECG:DCGH =(a+-b)*:| a2+ 2ab
?a(-’.:+‘2b)
Da DCGH: ABGF=p: q

[ -

)
s0 ist AECG:ABGF| — llq a+b)2:a(a+32b7
FC?

<2}
(a+Db)?|

el
> " b -
-~(a+b)*:a(a+2b), wenn

folglich x3=r(a-2bh)
mithin x=7 r(a<1h)

4 T T £ oy
LnsacE,

Da die Algebra zwey, einander absolut gleiche,
mit den Zeichen = versehene Zahlwerthe fiic die ge-
suchle Linie BF alli"it,i.rf , die Geomeirie aber zw ey der
Lage nach entgegengeselzie Linien BE, BF/ construirt,
welche der Aulgabe Geniige leisten, so driickt, wenn
BF als der positive Werlth von x angesehen wird , BEF/




i
»
B
E
E
"
E
k&
I
-
-
!

6 Aufgabe 1I.

den negativen aus. Was also geometrisch betrachtet
sich als den Gegensatz der von dem Punkte B aus in
entgegengesetzten Richtungen gezogenen geraden Linien
darstellt, deutet die Algebra durch den Gegensalz der

Zeichen =+ an,
Aunfgabe II, (Fig. 2.

Eine gegebene gerade Linie AD in zwey Segmenle
AC, CB zu theilen, dass die Summe der Quadrate der-
selben dem Quadrate einer gegebenen geraden Linie p
gleich sey.
1. Geometrische Behandlunng.
Apalysis.
Es sey C der gesuchte Punkt, so ist, wenn ACD=R,
DC=CA genommen, die gerade Linie AD gezogen,
und bis zu dem in B auf AB aufgerichteten Perpendikel

BE verlingert wird, AC:CD=AB:BE,

also EB=BA,
mithin ist der Pankt E nnd die Linie AE der Linge
nach gegeben.
Auch ist DC2=CA?z

somit DC2+CB?) = AC2+4+CB?
BD?= =p*

folglich BD=p,

Demnach ]:L‘gl D auf dem Umfange eines aus B als

Mittelpunkt mit cinem Radius — p beschriebenen Krei-

ses. Da er auch auf der geraden Linie AE liegt, so
<

st D somit C gegeben.
Consiruction,

Man errichte in B auf der Linie AR ein ]‘:::';':{'::(IL

kel EB=BA, zieche dic gerade Linie AE, beschreibe

Ln
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aus B als Mittelpunkt einen Kreis mit einem Halbmes-
ser =p, welche dieLinie AE in D errciche, und fille
von D auf AB das Perpendikel DC, so ist C der ge-
suchte Puankt,

Determination,
Damit der Kreis die Linie AE erreiche , muss

) < BE =, :
I Al‘;} und p>l-l[ seyn, wenn BI perpendikulax

auf AE gefallt wird.
Nun ist BAH:?&
— ABH

also AH=UB
folglich 2BH =AB?
milbin BH?—=IAB2

o b & 12 XAR2 cov
also muss p*_ JAB? seyn.

Beweis,
Es 1st [lﬁ:{{}.[}% nnd p<{;\R

~ (BH? BE,

also IJ}BI'I
folghich beriilirt, oder schneidet den Kreis die Linie AE,
Geschieht es in dem Punkte D,
so i1st EB:BA-=DC:CA

mithin DC=CA

ey

somit DC? =CA2

demnach DC2+ CB"? —=AC24+CB2,
BD? g

p*




S Aufgabe 1I.

Zusatz.

Es erhellet von selbst, dass es im Fall der Be-
1~iihrung des Kreises und der Linie AE einen einzigen
PanktL auf der Linie AB im Fall des Darchschnitts ei-
nen zweiten mit der gegebenen Eigenschaft giebt. Auch
bestimmt der Halbirungspunkt K der Linie AB eine
kleinere Quadratsegmentensumme, als jeder andere Pankt
derselben Linie, und jeder dem Punkt K niher liegen-

de Punkt eine kleinere als der entferntere.

2. Algebr. Auflésung,

Bezeichnet man, um die Aufgabe algebraisch auf-
zulosen , die Linie AB mit a, die Entfernung des ge-
suchten Punktes C von dem Halbirungspunkt K der
Liniec AB mit x, so ist BC=1a+x, AC=Ia—x, also
soll pach den Bedingangen der Aufgabe werden

(Ga+x)*+(Fa--x)2 )= p?
Fal+ax+x?4+Ta?—ax4-x?
Fal4-2x?

I : 12—152
folglich x:‘_—_lﬂ-—‘-’—
a

P

mithin x=+" p*—}a?
9
Wird AC mit y, also CB mit a -y bezeichnet ,
so soll yl4(a—y?)) = p?

y2+2a?—2ay +y?

d 150 2}'3—2a}":p?—- “2'

—

: : 3—a2
folglich }'9——a}'=l

p?—al4la?
2

mithin yi—ay+ZIal=
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Aufgabe 111. Q
0 =Ip?—1ia?
B 2
; 32—-Ia?
28 = — —
2
I. L - i - —
! +V nt 1,7 verde
somit v = I:l P :l_ ¥ leLﬂ.
x 2
a
' Die Werthe von x—=1Y p?~—1a? bezeichnen offen-
L il — =l RN
FE 2
bar keine anderen Linien, als die Linien CK, CK,
mithin liegen die Linien in gerade entgegen gesetzter
]{il:lltl_l!1f;_§1 welche die Algebra durch die Zeichen *
_ unterscheidet,
Zusatz.
- : i L : _‘1"'.'T:r.-_'1 rala oy
1 Die Werthe von LIS + j_]‘_”_:_“"__, “Lll.ii[? l]t_l(]d
Tre 3
positiv sind , Dbezecichnen die Linien AC, ACY, also
A liegen die mit dem Zeichen + behafteten Linien in
einerley Richtune,
Aufgabe IlI, (Fig 3.)
Durch einen gegebenen Kreis FEM eine gerade
Linie FEH, einer gegehenen geraden Linie BA parra.
lel, zu zichen dass die Schne FE zu dem zwischen
3 ?
dem Punkte E und der gegehenen geraden Linie AC
107 I I

[in'genden Segmente EH in dem Verhiltnisse der gege-
benen geraden Linien Py q stehe
Algebr. Auflosunag.

Es sey FEH die gesuchtle Linie, sev von des Krei-
ses Mittelpunkte K ein Perpendikel KB auf die Linie
AB gefallt, welches der Linie AC in G begegne , und
sey CE gezogen, welche in ihrer \Ti?r!;in{_;crtmg der

Linie AB in D begegue

e st MA’
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so ist GE:EH| =IFEEH

¥

BD:DA\= Jpq

also BD<+-DA J:BDL;’{}-}'[J‘:;P
_r"kI)' Y

a s , wenn AB=a geselzt wird ,

ap

Ip+q

also BD=

d

—d zur Abkiirzung,

Nun ist CG:GE=CB:BD

folglich CG%:G £2—=CB2BD?

d i. (b+x;2r?*—x?*=c2:d? wenn CK=b, KE=r,

CB=c, KG=x gesetzt wird.

J-.
2
-~ - ‘

mithin ¥2 —x%*=—_(b + x)?
c2

{{2 o i >
= — (b242bx+x?)
o4

d= d? d=

somit r*——b%?*= x2+__x*+2h—x
c* c- c~
c2+d? _ . d2
== —X24 2b_x
c? c?

c*--d2 T c*4d*

’ 2 d+ d+ e dz

\lsox?*+2b—-——x+4b? ——=)2 . f . (r?—— b?)
c?4d? (c2+d2)2  (c2+d2)? "cihd

P dz - Es ot Celi e e 4 FIENE %

folglich x= —bh— SEEY /, A d b d?
ct3d* ¥ Db e e (P2 — — h2
(c3+d?)* c* 4 d? LR
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Zusatz 1.

Die Werthe von x sind nur dann mi}5Fich,

a2 d+ e? = c? (2
wenn bh=- ___;__‘—..__‘ __|_ e l\';‘. — l}:
(c?+d*)? c2+d2 = )c24d2e2
d2
b2

c*4az

14
2 . u —
mithin b2 — _4.¢c2,2= 4212
=

c? 4d=2

-~ - — “ ~ {!:
demnach c¢2y2 d=2 h-(l — )
- C:+({:

d2h2e?

c2u-d?

.. .= d2?b2
somift r2._ T
c2 442

| 3]

also r?:b?) = {d2: c24 (2

& d. 1. _“\Iiiﬁrliﬂ':}} iL}I'b'l:D{F? wenn die Tan-
{

gente CM an den

Kreis gelegt wird ;
T 2 b -
BL?:L.C , wenn man die

Tangente bis zum

M

Durchschnitt mit

AB verlingert;

folglich BL* {1L.C2—B1.2| =BD*:{DC? —BD>
l Cb? j} P CB?
mithin LD -“Snr_}
} - In
(oo

S . ) ¥ D=
somf r:) 1) _,JII_L':I:E!'
AB\{ .




12 Aufgabe I1I.

demnach AB—BL :LB=q: Ip j
AL =
also AL:QLB{{I:p
e l$
folglich !::(1::"2 BL:LA.
Zusgatz 2,
Von den Werthen von x ist der eine immer ne-
gativ, der andere wird positiv, oder =0, oder negatiy ,
j¢ nachdem > 32 ’
r3=_ h*
<5 al
“d
also r=-b
<C
f . - J _1:::
olglich r:b /-5 d:c ;
UK:I&C{:’{I}H:WT: wenn OK ein auf 4
' CK perpendikular
stechender Halb - i
messer 1st ; Kreiss
NB:BC wenn die Ver-
lémg:rruug von CO
der Linie ADB in N
begegnet ; I
n
> e
mithin NB=BD ¢
<
i k
somit AB:BN={¢AB:BD
> (ap+q:kip
[



Aufgabe 111. 15

<
demnach AH-*I}'N :NB:([I :.Tl’
AN ~
<<
also AN:‘_!ND_-:_-q:p
=
<
fu]g]iuh p: q=2BN:NA,
-

Geometrische Jehandlang,

Analysis,
Es sey FH die gesuchte Linie, so ist, die vori-
ge VOI‘hcl'eiiung und Bezeichnung vorausgesetzt,
BD:DA—=GE:EH
=IFE.EH
= IPq
also ist, da die gerade Linie AB gegeben ist, der Pankt
D, somit die gerade Linie CB gegeben,
Construction.

Man fille von dem Mittelpunkte K des gegebenen
Kreises das Perpendikel KB auf die Linie AB, verlin-
gere dasselbe bis zum Durchsehnitt mit der Linie A
theile AB in D in dem Verhiiltnisse von 2P:q, verkniipfe
die Punkte C, D durch die gerade Linie DC , “welche
dem Kreise in E begegne, und lege durch E die Linie
FH der Linie AB parallel, so ist dieselbe die gesuchte.

Determination,

Damit CD den Kreis erreiche, muss, wenn CL den
Kreis in M beriihrt,

DB : BL seyn

ANLER LSRNy 3 BT

PN T

|
e
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also DB:BA TP PA

. —

b —DBL
LA

mithin P q “IBL:LA.

!{'}Iglil.‘h ])ll r‘\l;—vI;D (S
) DA
2P )

LY

Beweis.

Es 15t p: (_[ =2BL:LA

also DH:::]'}L, wie auns der Determi-
nation hervorgeht ;
mithin erreicht die Linie CD den Kreis in einem Pankte
E. Und es ist GE:EH=BD:DN

= 2Pq

also QGT':}:EII= pq.
FE

Zusatz 1,
Die gerade Linie beriithrt, oder schneidet den Kreis,
j¢ nachdem Dl; "BL, also p: q =92BL:LA. Es giebt also

eine einzige Au[losung, mlu eine zweite durch die
Linie FGEH',

Zasatz 9

Der Punkt G fillt auf die Verlingerung von CK,
oder in K, oder auf CK selbst , je nachdem, wenn KO
ein anf CK perpendicular stehender

<
rade Linie CON gezogen ist, BD=DN,

=

Radius und die ge-



Aufgabe 1F. 15

A

also DB:BA=NB:BA ist,

\"

folglich 'I}D.-{A[E- DY) fm:;{.-u;_ BN

DA §)> AN
2P:q
<
somit p: q=2 BN:NA.
>

Zusatz 3,

Die Geometrie construirt eine Linie, oder zwey
mit der gegebenen Eigenschaft, wenn die Algebra einen
Werth, oder zwey fiir die unbekannte Linie darlegt.

Zusatz [,

Die Geometrie legt den Punkt G auf die Verlinge-
gerung von CK, in den Punkt K, zwischen die Punkte
C, K, je nachdem die Algebra den Werth von KG
positiv, =o, oder negativ bestimmt.

Zusatz b,

Der von der Algebra unter allen Umstinden nega-
tiv gefundene Werth von x wird von der Geometrie
immer in die entgegengesetzte Richtung mit demjeni-

gen, welchen die Algebra positiv nennt, gelegt,

Aufgabe IV.
In ein gegchenes Dreieck ABC ein Rechteck DEFG

-

zu legen, dessen Flichenraum dem Quadrate der geus

o oF
benen geraden a gleich sey.
Algebraische Auflésung.
Es sey DEFG das gesuchte Rectangel, so ist, wenn
AH perpendikular auf BC gefillt wird,
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BD:DG=BA:AH
AD:DE=AB:BC

also _r’\]L]JII:ED.].]G::ABQ:{AH.BC
AB.CO
= AB:CO
Ist P der Holbirungspunkt von AB, und setzt man
PD=x, so ist AD=IAB—-x, BD=IAB+x,
also AD.DB=IAB*—-x2 |

—

2
el

l'olglich?;;‘\ B:—-x'*‘-{i D, D{;} AB:C () \

mithin IAB? — x2—=— a

@
s
-

- - .I"
somit LAB2 - _a%*=x?
= CO

-+

IAB? _A ]"'
cot

demnach c=

Zusatz 1.

Damit die Werthe von x miglich werden,

Lkl S Bl
muss TAB?_ CoY seyn.
- L & o

also ZAB.CO}= aZ=.
“+

i&t]‘!-‘
Zusatz 2.

Die Algebra zeigt eine, oder 2 Auflosungen an,
je¢ nachdem -,EQJ\I}C':ﬂzist. In dem ersten Falle fillt
der Punkt D in den Punkt P, im zweiten werden die

Entfernungen der Punkte D von P dareh absolut gleiche,

aber mit entgegengesetzten Zeichen versehene Werthe
von x angedeutet,
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Zusatz 3.

Wiirde man BD=y setzen, so wiire

AB
y= ,i _,\]}‘I_ ’\/.‘i,'\ ”'2____‘___ a?,
= 563

TAB2=__a%, iwey
cot ! b

einander ungleiche positive Werthe von v,

' Man erhielte also, wenn nicht

Geometrische Behandlun g.
Analysis,

Fs sey DEFG das sesuchte Rechteck, so ist, wie
oben, ABDB: ED.DG=AB2:AB.CO. Da ED.DG, ABL?,
AB.CO gegeben sind, so ist AD DB, und weil AD+DB
gegeben ist, der Punkt D gegeben.

Construction.

Man fille von C auf AB das Perpendikel CO, zie-
he durch A die Linie LRK$#CO, die Linie CLHAD,
mache RA=AL, beschreibe iiber BR einen die Linie
AK in K schneidenden Halbkreis, nehme AQ=a, ziehe die
gerade Linie KR, derselben die Linie QM parallel , lege
durch den Durchschnitt M der Linie QM mit AK die
Linie MNHAB, beschreibe iiber AB einen Halbkreis ,
welcher die Linie MN in N erreiche, fille von N ein
Perpendikel ND auf AB, und ziehe die Linien DG, DE
den Linien AH, BC, woven jene auf dieser perpendi-
kularsteht, parallel, mache anch EF auf BC perpendikalar,

so ist DEFG das gesuchte Recht:ck,

Determination.

Damit der Kreis der Linie MN begegne,

e muss AM ';:r\li sCYN

— e
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also AM2 _}AL?

folglich AM?:| a? = §AB%*:a?
AQ* <
KA2:AR?
AB%*:AK?
IAB%:{;AB.CO
INABC

mithin JAABC_ a%
Beweis.

Es ist  AABC_ a2 (Det)

also AM _ %AB,
wie aus der Determination hervorgehet, Also beriihrt,
oder schneidet der Kreis die Linie MN, Ferner ist
MA2:AQ%*)=KA®%:AR?
AD.DB:a? }=BA2: AK2
{AH.BC
= AD.DB:ED.DG (Anal.)

folglich AD.DB =a%,

Zusatz 1.

Die Geometrie giebt eine, oder zwey Auflgsungen,
je nachdem der Kreis die Linie MN beriihrt, oder
schneidet, d.1. je nachdem gAABC; a?. 1m ersten

Fall fallt der Punkt D in den Punkt P, im anderen fal-
len die Punkte D auf die beiden Seiten des Punktes
P in gleichen Entfcrnungen von demselben,
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Zusatz 92

-

Die Linien, welche die Algebra durch die Zeichen +-
— unterscheidet, sind ohne Zweifel die' auf beiden
Seiten des Punktes P einander gleichen Linien PD, PD’,
und beide Punkte D, D' bestimmen eine Auflosung in
dem Sinne der Aussage, jener durch das Rechteck DEFG
dieser durch das Rechleck D'E'F'G’,

?

Zusatz 3,

Die Linien, welche die Algebra als positive Linien
bezeichnet, wie die Werthe von y = BD | BD', werden
von der Geometrie von einem Punkie aums in einerley
g

o

Richtung gele

(e}

Aufgabe V, (Fig. 5.)

)

Zwey Lichter, A, B, welche in einer Entfernung
von a Fuss von einander stehen, leuchten, das eine,
A, mit einer neunmal so grossen Stiirke, als das andere,
B. Man fragt, welcher Punkt der geraden Linie AB

von beiden Lichtern gleich stark beleuchtet werde.

Algebraische Auflosung.

Bezeichnet man die Entfernung des gesuchten Punk.
tes C von A durch x, also die Entfernung desselben von

B durch a—x ., so muss aus optischen Griinden seyn

9 1

x3  (a-x)2
3 o, e
also Q ——

* (a-x)?

AR -'"l-l"%“




Aufgabe V.

x Z
p— ———
a—Xx

X

a9

; i
fﬂ]g]lﬂh g =
a—Xx

——

mithin entweder 3a—3x = x, oder —3a+3x =x

i e

folglich entweder 3a =4x,

oder —32a =— 9x

somit a =x, oder 3a =x,

Wiirde man die Linie BC durch y, also AC durch
a—y bezeichnen , so wiisste die Gleichung statt finden

9 1
(a-y)2 y*
a-y\2
also O =(~—*)
y
folglich _-t3= e
y

mithin entweder 3y = a—y, oder —3y=a—y

#

also Jy=a, oder 2y = -—a

folglich y = Xa, oder y = — %a,

Geometrische Behandlung.
Analysis.

Es sey C der gesuchte Punkt, so wire
AC’:CB2=9:1

also AC:CB, somit der Punkt C
gegeben,




|
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Construction.

Man lege unter einem heliebigen Winkel die Linie
AD an AB, nehme AD = g, DG =1
AG als Durchmesser einen Kreis, errichte in D die
Sehne EE’ perpendikunlar auf AD, nehme FD =DE,
F'D = DE, zieche die geraden Linien FB, F'B, und die-
sen parallel die Linie DC, DC', so sind C, C' die ge-
suchten Pankte,

, beschreibe tiber

Beweis.
E.'i iSl 1(1(:“::.‘1[) DIT
DES

also AC2;CB2? = AD2:)DE2

]All_{)r;
= AD: DG
=q:1

Eben so ist AC' :CB =AD:\DF
1D

also AC'2:C'B2 =ADz2:(DE'2

AD,DG
— AN: DG
— (-): 1.
Zusatz,

Die Geometrie construirt die Linien AC, AC,
welche die Algebra durch +3a, + 11 a ausdriickt,
von dem Puncte A aus in einerfey Richlung, hingegen
die Linien BC, BC', welche die Algebra durch + 1a,
— 2 @ bezeichnet, von dem Punkte B aus in entgegen-

geselzten Richlungen,

o ey 2
R

.
3\ A

h)
~\ KR

y
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Aufgabe VI, (Fig.0.)

Auf der gegebenen geraden Linie AD, oder ihrer
Verlingerung einen Punkt D zu finden, so dass AD zu
Entfernung dieses Punktes von dem Endpunkte C
in B auf der Linie AD aufgerichteten Perpendikels

dessen Linge gegeben ist, in dem Verhiiltnisse

der
des
BC,
2:1 “stehe.’

Algebraische Auflésnng.

1. Setzt man zur Bestimmung des Punktes D die
Linien CB =bh,
erfodert die Aufgabe, dass

a—x= 2 (b%2+x2) werde,

= a—X, SO

BD =x, AB=a, also AD =

also a? —Qax+x? = 4 b?+(x2

folglich a®—4 b2 = 3x242ax

a%*-4 b2 N

mithin — 3 = x24-2ax

a2 —0 b2
(x+1 a)?

somit [ a2 =
g' a2z — _f; b2

4 (a2—3 b2)

demnach x = —Ia + 2 y (a2—3 b?).

Zusatz 1.

Damit ‘der Werth von x moglich werde, muss

—

a® - ¢ !
~ 3b2 seyn.
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Zusatz 2.

Der erste Werth von x wird positiv, oder = o,
oder negativ, je nachdem

<
fa=3% v (al—3b?)
~>
<
also Ia?== $a%—4D32
>
-
folglich $b?* = }a?
>
<
mithin 4 b2 = a2
>
<<
somit 2b = a ist.
-

2. Setzt man AD =y, also BD = a- y, folglich
DC?= (a—y)*+b2, so muss, damit der Aufgabe Genii-
ge geschehe, seyn y? :.—‘i({u-—yj:-l'l):)

= fJa2—8ay+4y2+4b?

demnach —/4 (a? +b?) = 3y2—8ay

also —4 (a®*+b?) = y*—§ay
folglich 16 a2—4 (a*-rhi'-)‘ = (y—$% a)
¢ a?—4% b=
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. W P | f 2 ) —
milillll ‘;il _+ 3} ((' ‘_--HJ = n y'

3 (2a* v (a*—3b?)

Zusatz,

Ir
1 1 o i
Beide Werthe von y sind, so lange die Aufgahe

moglich ist, positiv.

Geometrische Bchandlunng, J’
Analysis,

Es sey D der gesuchte Pankt, also AD: DC =9:1 :
so ist, wenn BL der Linie DC purnllnl gezogen, und
bis zum Durchschnitt mit der verlingerten geraden

Linie DC verlingert wird,
AB:BL — AD:DC

. = 2:1;

-

also ist BL der Linge nach, und weil sie an die der
Lage nach gegebene gerade Linie AC gezogen ist, auch
der Lage nach, mithin die gerade Linie CD der Lage

nach, somit der Pankt D gegeben,

Construction,

Man halbire die gerade Linie AB in M, beschreibe
aus B als Mittelpunkt einen Kreis mit einem Radius
=DBM, uand verbinde den Pankt L, in welchem der
Kreis die gerade Linie AC, oder ihre Verlingerung
erreicht], mit dem Punkte B dnrch
S0 1sl

die gerade LinieBL,
» wenn die gerade Linie CD der Linie BL paral-
lel gezogen wird, der Durchschnitt D derselben mit

J a .
AB, oder ihrer Verl;mggl-.mg , der gesuchte Punkt.
' U A




r“fu/gaf:e F 2

wt

Determination.

Damit der Kreis die Linie AC erreiche, muss, wenn

\
fa

das Perpendikel BK auf AC gefillt wird ,
]!1[}; BK seyn
£ AB

also § AB.AC =fAC.TK
=) AB.BC:

——

folglich AC Z 2BC

mithin AC2
AB24-13C2

}; W BC=

somit AB?2 3 3 BC=2

Beweis,

Es ist AB* _ 3BC2 (Det.)
-

also AB*+DBC?*| = 4 BC2?
ACz2 r}

i'¢_>|g|ich AC ; 2 BC

mithin 1 BA.AC :{:\H,liﬂ
“tAC.BK

somit I AB{ = BK ;
BM\ >
demnach beriihrt , oder schoeidet der Kreis die

-Linie AC,

L

Iy

o, AN AT R
) T R
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Geschieht es in L, so ist AD:DC= AB:{BL
| BM
= 2: 10

Zusatz 1,
Im Fall der Berithrung der Linie AC durch 'den
Kreis giebt es eine einzige Auflosung, im Fall des

Scheidens zwey Auflosungen der Aufgabe.
Zusatz 2,

Ist AB<2BC, also ME<BC, so fallen die Punkte,
in welchen der Kreis mit der Linie AC zusammen
kommt, zwischen A, C, also die Punkte, welehe die
Aufgabe auflosen, auf die '\—erliingerung von AB, Ist
AB=2BC, also MB=BC, so fillt der eine Durch-
schanilt mit C zvsammen, der andere liegt zwischen
A, K, also liegt der eine der gesuchten Punkte in
B, der andere auf der Verlingerung von AB. Ist AB
>2BC, also MB>BC, so fallt der eine Durchschnitt
auf die Verlingerung von AC, der andere aunf AC,
mithin liegt der eine der gesuchten Punki: zwischen

A, B, der andere auf der Verlingerung von AB.
Zusatz 3.

Die Algebra und Geometrie stimmen auf das ge-
naueste mit einander iiberein, Unter denselben Bedin-
gangen , unter welchen die Algebra einen, oder zwey
Werthe fiir die gesuchte Linie aufstellt , giebt die Geo-

metrie eine, oder awey Auflosungen.

r

Zusatz 4.

Die Geometrie construirt die geraden Linien, wel-

che die Algebra durch die Zeichen + — unterschei-




JI-Ii{I:Lf_,fufm Vil an

)
det, in Richtungen , welche von einem Punkte aus
goaomumen ieinander gerade eutgegengesetzt sind, Die
Linien hingegen, welchen die Algebra dasselbe Zeichen
leiht, wie AD, AD', construirt dic Geometrie in der-
selben Richtung,

Zusatz H

Der negative Werth von x loset die Aufgabe in
demselben Sinne auf, in welchem der positive sie auf-
loset.

Zusatz 6.

Die oben gefundenen Werthe von y erhilt man
auch dadurch, dass man die Werlthe von x von.a ab-

zieht, Es ist niamlich a—(—3a*+2 v (a2—3Dh2)) = 2a

F 5 v (@% - 3b2)., Daraus gehet hervor, dass man , amn
die Entfernung der Punkte A und D' zu erhalten, wenn
AB=a gesetzt, und BD' durch das Zoichen — ausge-

driickt wird, von a den Werth von BD' abziehen , nicht

aber dazu addiren muss,

Aufgabe VIL (Fig. 7)

Eine gegebene gerade Linie AB =a in zwey Seg-
mente AC, CB zu theilen , dass das Rechteck aus den-

selben dem Quadrate der gegebenen geraden Linie b

sleich sey.

Algebr. Auflésung.

1. Es sey D der l[.'rlhi:rmgspnnl\l von AB, C der

gesuchte Punkt, DC — X, S0 IUSS seyn
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a 2
also x2 = _1[ a2—b

folglich x=* V (3a%—b?),
2. Setzt man AC =y, s0 muss seyn
}-[n-—:ﬂ?f: b2

ay—vy2

!

gk = A
mithin y? ~ay+%a2 = {-az——h

F v (a?*—-b3),

somit vy = Xa

Geometrische Behandlung,

Mzn beschreibe iiher AB einen Halbkreis, richte
in dem Mittelpunkte D den Halbmesser DE perpendi-
kular auf AD auf, nehme auf demselben DH = b,
ziche HK#AB, nnd fille von dem Durchschnitte K der
Linie HK mit dem Halbkreise ein Perpendikel KC auf
AB, so ist C der gesuchte Punkt,

Determination.

Damit HK dem Kreise begegne, muss b

Beweis,

Es ist b= )% AB
<|DE,
also beriihrt, oder schneidet die Linie HK den Kreis.
Geschicht es in K, so ist AC.CB = CK? = DH? = b?,
folglich ist C der gesuchte Punkt.

Zusatz 1,

Es gicbt einen Punkt C mit den gegebenen Eigen-
S
schatten, oder einen zweiten » J¢ nachdem der Kreis
beriihet, oder geschuitten wiid,

-t
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Zusatz 92,

Die durch x = y/(La*—1b?) bezeichneten Linien
sind die einander gleichen Linien DC, DC. Die durch
y=3%ai v (§a*—b?) angedeuteten Linien sind AC,AcC,
Es liegen also die durch die Zeichen (4 —) unterschie-

T \
denen Linien von einem Punkte aus in gerade entge-
gengesetzter, die wmit dem Zeichen -+ behafteten in

einerley Richtung,
Zusatz 3,

Es isty =Ia=* v (La2—Dh?) =za—(3 V($a2—h?))
Ist also DC" mit dem Zeichen (+), DC mit dem Zei-
chen (—) verselhien, so erhilt man den Werth von AC
nicht dadorch, dass man den Werth von DC' zu dem
von AD addirt, sondern dadurch, dass man den von

DC von dem von AD abzieht,

,Aufgabe VI (Fig. 8.)

Auf einer gegebenen geraden Linie AB einen Pankt

C zu finden, dass die Entfernung desselben von dem Punk-
. 5

teB die mittlere geometrische Proportionallinie zwischen

seincr]ﬂnli'ernung von dem Punkte A u, derLinie AB sey.

Geometrische Behandlung.
Analysis,
Es sey der Punkt C so gefunden,
dass AB:BC = BC:CA

so 1st BA.AC = BC?

: .“I :l'._ =

(i
. L

ik Tikwal
A i e

B 110
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also BALAAC+AB.BC| = 5!_}(L9+ﬁ| B.BC
AR? ( J(AB+BC)BC;
folglich ist BC der Grosse nach , mithin der Pankt

o |
pell
-

gegeben. _
Construction.’

Man beschreibe uber AB das Quadrat ABDE, hal-
bire die Seite BD in K, beschreibe aus K als Mittel-
]nunkt einen Kreis mit einem Radius=KA, welcher
die verli, gerte DB in F schneide, und mache CB=BF,

so ist C der gesuchlc Punkt.

Beweis.

Es ist DF.FB+BK2= KF? (El. 1I. 6.)
= KA?
= AB?4-BK?

folglich DF.FB)=AB2
(AB+DBC)CB

mithin BC? = AB?>—AB.BC
— BA.AC

somit AB:BC = BC: CA,
Zusatz,

Nimmt man den zweiten Durchschnitt F' des Krei-
ses und der Verlingerung der Linie BD ,
DF.F'B+DK?= KF?
= KA?
= AB?4+BK2

so ist auch

—

also DF’.i"_'Bf_z_-AH?
(BC'—BA) II(J'; » wenn C'B= BF ge-

macht wird ;
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a1
folglich BC? — AB?4+AB.BC
o HA.AC'

mithin AB:BC' — T;C CA;
demnach ist auch auf der \u!mvmunﬂ von AB ein
Punkt C gefunden worden, welcher eine Linie BC' mit
den gegebenen Eigenschaften bestimmt.
Algebr. Auflosu ng.
Bezeichnet man die Linie BC mit X, BA mit a,
also AC mit a—x

s0 ist x? = a(a—x)

also a?4-px — 42
. e —
fﬂ]glicll x3+e1x+j-;|” = $a?

mithin x+1a =+ V (5 a?)

somit X = ~— a7 v/(5a2),

Zusatz 1.

Da die Werthe von x nurp die Linien CB, CB be-
zeichnen kinnen , so liegt wieder der negative mit dem
positiven in gerade entgegengeselzter Richtang, und die
Linien FK, FK sind die durch die Werthe + a2
beze:chnetvu Linien, welche ecinander entgeg

u:geacl:t
llegen.

Zusatz 9,

Bezeichnet man AC durch Y, so erhilt man, un-
abhiingig von obiger Rechnung , die Gleichung

ay = (a—y)?

= a2—Day-y2

also —a?2 — y?—3 ay

il M“ 2=

&8
" r‘

q:“ |

————




Zq Aufgabe V111

52
folglich 2a?—a?] = (y- 2 a)?
o “+ -~
£ ‘
2a?

mithin y=3a ¥ yfa?

Gleichwie man, um die Linie AC zu erhalten, die
mit dem Zeichen (+4) behaftelte Linie BC = +(—Za+
v/ 5a%) von AB abziehen muss, so hat man, wenn den
Vorschriften der Algebra Geniige geschehen soll, um
die Linie AC zu erhalten, die mit dem Zeichen (—)

versehene Linie BC' von AB abzuziehen.

Anmerkung,

Um zu zeigen, dass es zu Absurdititen fiihre,
wenn man zwey durch die Zeichen (+ —) yon einander
unterschiedene Linien immer in ]iichlungen; welche
von einem Punkte aus einander gerade entgegenge-
setzt liegen , suchen wollte, sucht Carnot, in dem
discours préliminaire der Géométrie de Position, in der

Gleichung fiir den Kreis, y* = 2ax—x2, den Werth

von y = * p2ax - x? fir x=a, Er findet y = =*+a,
und fiigt hinzu, dass, wenn AK = +a, KB=—a ge-
setzt werden sollte, der Werth von AB = 4-a<+ (-a)

= 0 seyn miissle,

In den Zusitzen zu Aufgabe 6. 7. 8. liegt der Be-
weis dafiir, dass, wenn KB = —a y AK= + a gesetzt
wird, der Werth von AB nicht dadurch gefunden wird,
dass AK = +a, KB=—a zu einander hinzugefiigt wer-
den,sondern dadurch, dass man sie von einander abzieht.

Es ist AB — +a— (—a)="2a,

o~

e

Yy
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Aufgabe IX, (Fig. 9.)

Einen Kreis zu beschreiben , welcher dje Schen:
kel eines gegebenen rechten Winkels E \D, uud 2zinen
aus der Spitze A der rechten Winkels, als Mittelpunkte,
mit gegebenem Radius EA beschriebehen Krejs beriilite,

Geometrische Auflésun g.
Analysis.

Es sey O der Mittelpunkt, OC dér Radius deg aés
suchten Kreises, so ist,- wenn man die Perpendikel H‘(f,
OB auft die Sclienkel \.H) AC I'a“i, DO - OC,
halbirt AO den Winkel BAT, mithin ist AQ der Lae

nach geceben.  Ferner ist w egen der gesebenen Wiy

EII!--L"

kel des Dreieckes AOC dieses Dreieck der Art nath

- e ; :
_ gegeben, also A(_):{(”__ gegeben, folglich, da AG der

Lage und Grisse nach gegeben ist, der Pankt O, vo.
mit der Radius OC gegeben,

Construction.

Man halbire den Winkel DAE durch den Radius
AG, fille von G ein Perpendikel GH auf den Schen-
kel AE, und ziehe den Endpunkt D des anderen Schen-
kels mit H durch eine gerade Linie zasammen. so st
derDurchschnitt O der Linien A G u, DH (il-ri\!i[[nzlpunk{,
und das auf AE gefillte Perpendikel OC der Radius
des gesuchten Kreises.

Beweis,

Da O auf der }'I:slhi:lnl:__;xiir:iv des Winkels DAE
liegt, 50 ist QAG = OAB, also ist BO = OC, wenn OB,
OC Perpendike! aut AB, AC sind, und der Kreis be-

rihrt die Schenkel in “: (OF

1

!'1I'.'r' 1 =
il

."
:l-{,
{

i
_Jﬂ; M

g
U
-

|
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Da AO;OC =§AG):GH
{AD}
= AO:0G

so ist OC = 0G;

mithin Jlauft der Kreis, welcher O zum Mittelpunkte
hat , durch G, und beriihrt in G den gegebenen Kreis.

Zusatz.

Zieht man den anderen Endpunkt K des Durch-
messers DK des gegebenen Kreises mit H durch die
gerade Linie KH zusammen, und verlingert dieselbe
bis zum Durchschnitte O' mit der verlingerten AG, so
ist auch O’ der Mittelpunkt, und O'C’ oder O'B’', wenn
diese Linien auf den Schenkeln des gegebenen Win-
kels perpendikularstehen, der Radius eines, jene Schen-
kel in B, C, und den gegebenen Kreis in G beriihren-
den, Kreises, wie von selbst erhellet.

Algebraische Auflssung,

Es sey GO}= x
OC

so ist AQ? = 2x2

also AO = p2x?

folglich v 2x2+4x = AG
= r, wenn der Radius = r
gesetzt wird;

mithin 2x2 r—x

[

somit 2x2? = r2—_9 rx4x32

demnach x%+4 2rx = 2

3
!

L

lasgen

e

temm

itk 1

=|l| 3".-
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also X242 rx4r2 — 9¢2

r— e

- |
L&

L™

folglich x = —r+ /92
e e V2
=r(—1F 2.
pua Zusatz 1.

Es hat x zwey Werthe, indem x entweder ==-+r(—1

+ 1/ 2) oder= -r(1+ 1 2)ist, wovon jener Werth den obhen

) gefundenen Radius GO, dieser den Radius GO’ bezeich-
3 1 .

T ]'!Et.. Bl![({t-! IIP%PII 1.][]‘,”](](11‘ f’-nigf‘gt‘ngﬂselz[, g|€u.]| wie
GHreh g

die Algebra ihnen die entgegengesetzten Zeichen bei-
legt, und beide losen die Aufgabe im Sinne der Aus-
sage auf. Ein Beweis, wie nntfnvumlig es ist, die ne-
gativen Werthe der Wurzeln picht aunsser Acht
lassen,

i

Zusatz 92,

Setet man AO= v, also OC2= Iy?

[.OlgjiCII ‘H;}:: / ,i}:
0G

mithin M)-.-o(;zt y+ v iy

somit %) = 3y?
1n+1r }

demnach 9r2— .irv-o-_z y* = y*

also }'2——’4 ry=r2=72r?

Iulgjlth Y= 2r® o3
=r(2* v,
mithin hat y zwey positive Werthe,, wodurch diel.inien

AO, AQ' bezeichnet werden. Ein Beweis, dass Linien,
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welche von einem Ponkte aus auf einer geraden Linig
in einerley Richtung liegen, von der Algebra mit einers

ley Zeichen versehen werden.

Aufgabe X. (Fig. 10

Von der Spitze B des gegebenen Dreieckes ABC
eine gerade Linie BE zur Grundlinie AC zu ziehen,
welche die mittlere Proportionallinie zwischen den Seg-
menten AE, EC der Grundlinie werde.

Algebraische Auflijaung.

Fillt man auf die Grundlinie das Perpendikel BD,
und setzt man BD =h, das grossere Segment AD —=a,
CD=b, DE=x, also AE=a+x, CE =bh—x, so muss,
weil AE: EB=BE:EC, also AE.EC =BE? werden soll,
die Gleichung statt finden

(a+x)(b—x) )= h?4-x2
ab+bx—ax-19£

folglich ab—h?= 2x?+4(a—b)x

2 -
mithin d.hqh (a il =(x+——— :

——e

o, _:b+\/((a l;)‘l_.. -h?

)
. — \/(ab?‘Sabh’)

—(a-b)4/((a-b)? 4 8(ab-h?)
N

—(a-b) u‘t\/{(a-h)"—ﬂ(h 2.ab)
i

—— o

ot

Drei

(1

'lif{?;%



ley [.if‘

il

?CkE! .!L.i‘
- 15:’.‘.5:‘

| ! Vs,
den y !

kel BD,
.!..“ :iI

9 mass,

den wll,

Azfgabe X, &7

Zusatz 1,

Die Werthe von x werden real, wenn ah;h’,

d. h, wenn  das Dreieck an der Spitze einen rechten ,
oder einen stumpfen Winkel hat, Damit der Werth vonzxg

auch dann real werde, wenn der Winkel an der Spitza

ein spitzer ist, muss (a-b)*_ 8(h?—abh) seyn,

also (a—b)?+8ab ~ 3h*
(a+Db)?+ 4 ab }}
{fa+b2}"{ﬂ'13)7

e — -

somit 2 (a+b)2 : 8 h24 (a—b)2,

Zusatz 2.
Der obere Werth von x ist positiv, oder = 0,
>
oder negativ, je nachdem ab= h?2, d.h,, je nachdem das
<

Dreieck an der Spitze einen stumpfen, einen rechten,
oder cinen spitzen Winkel hat, Der untere Werth vom,

x ist unter allen Umslinden negativ,

Zusatz 3,

Den Werth von AE erhilt man, wenn man zu
AD==a den Werth von x addirt, Es ist also

—(a-b)*+/((a-b2)-(8h2-ah))
AE - d- 4

4 a—-—(‘a-b}l\/({il“b)g‘g(h:‘ﬂbl{i

; 4

welche Werthe positiv sind.

i

b
| i)
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Zusatz 4.
Da BD:DEj=1 :tan . EBDS,
h:x }
so ist tan.EDD ==—E
—fa<b)4 1/ ((a-b)-8(h?-ab))
= 4 h

Es hat also tan.EBD, wie x, zwey einander un-
gleiche Werthe , wovon der obere mit x positiv, = 0,
oder negativ wird, der untere immer negativ ist,

Geometrische Behandlung
Analysis,

Es sey BE die gesuchte Linie,

so ist BE2 = AE.EC
= BE.EF, wenn um das Drei-
eck ABC ein Kreis beschrieben, und BE bis zum Durch-
schnitte mit demselben in F verlangert wiad, also ist
auch BE = EF. Verlingert man das Perpendikel BD
bis zum Durchschnitte K mit einer durch F der Linie
AC parallel gelegten Linie FK, so ist BD:DK=BE: EF,
folglich auch BD = DK, mithin ist der Punkt K, so-
mit der Punkt F, als Durchschniti der durch K mit AC
parallel gelegten Linie KF mit dem um das Dreieck

gelegten Kreise, und die gerade Linie BEF gegehen.

Construction.

Man beschreibe um das Dreieck eimen Kreis, fille
von der Spitze B auf die Grundlinie das Perpendikel
BD, verlingere dasselbe uber D hinaus um KD= DB,
lege durch K die Linie KF der Linje AC parallel, und
verbinde [ den Durchschnitt I dersefben und des Krei-
ses mit dem Punkte B durch die gerade Linie BF, welche

die Grundhinie 1n :iuhul:itlc, s0 15t BE die Bn'auchtu L.aies

Janar

iU

— o
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Determination,

Hat das Dreieck bey B einen spitzen Winkel, so
liegt der Punkt K ausserhalb des Kreises, also muss,

damit KF dem Kreise begegne, KD< LM seyn, wenn
AL=1L1C gemacht, und LM auf AC perpendikular auf-

— gerichtet, auch bis zum Durchschnitte mit dem Kreise
verlingert worden ist.

ler . Nun ist AL): LM = 1:)tan.CAM

y S0, a+h} {tan,%ABC

' 2

—

also LM I (a+b)tan.Z ABC,
Ferner ist BD: DA;: 1:tan,.ABD, BD;DCszi:tan.CBD
h:a

h:b
Thra! J 1 " a }_3
s Dol folglich tan, ABD = i, tan. CBD = ¢
, dise -:[ - a . ])
o somit tan,ABD.tan.CBD = — ;
fiiel 10 h2
a b
B Th
3 ab
kN, & demnach tan.ABC (=tan. fABD+ CBDD=1 __ﬁ
- 1
e (a+Db) b
‘ = Thaiah
: (a+-Db)2h2

a . R ) e
mithin (tan , ABC)2 = (h*—abh)?

also 1+(t;a:1—.A]}C)’~}=(hz—ahj9'+(a +b)2h2
(sec,ABC)3 (h2—ab)2

h2-ab)?+4(a+b)*h?)-(h3-ab)
folglich sec. ABC—1 = \/(( ol }(,_9--;!12

ey
Lo, Loy el

-
- -1

e s

TG EReE T T T
IR RReet A v

’ZT_'.'#
i
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mithin sec.ABC-—1 ( _-J‘-(flz-illj}z'{‘“{a+}J)2h:)‘-‘(h:—-ﬂi))

tan . ABC ( (a+b)h
tan. 1 ABC i

som. l—,{’n+hjtan.{-f\'ﬂ{_ﬁ}

M 2h

= -\/H_‘h?u-ab)2+(a+IJ)QI'12)'-(Ili-ab]l

dempach muss seyn h < 2h

also 2h2 4 h2-ab™ \/((i:""- ab)2)+(a+h)2 h2
<

—

folglich 4h3 4+ 4h2 h?-ab)4-(h2-ab)2 z{h:’--uh)2 -+ (a#Db)2h2

assithi 24+ 4(h2—ab))~ (a+b)2
m_l}nn 4 h2 +4 (h “’ll){ \ )
?jEJ:—-J 4 ab {;

(a+Db)?-(a- EJ}Z(’

demnach 8 h? 4 (a—Db)? j 2 (a+Db)2,

Beweis.

Wenn der Winkel ABC grosser, als ein rechter
Winkel, oder einem rechten gleich ist, so fallt der
Punkt K innerhalb des Kreises, oder auf den Umfung,
also erreicht die Linie KF den Umfang. Ist der Win-
kel ABC kleiner, als ein rechter, so ist, vermige

der Determination, § h24-(a—h,2 < 2(a+hb)2 , also ist,

wie leicht erhellet, DK z LM, mithin erreicht der Kreis
die Linie KF., Geschicht es in F, '

se ist BE:EF = BD. DK

—

-\/ ((}13-;|l3)2+{;1+}})2]13)-(_]12-:&1}

=1

—

-
£
=
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folglich BE = EF

BE?

somit BE . EF E
AE.EC

also AE:EB = BE:EC,
Zusatz 1.
Es erhellet von selbst, dass es, wenn ABC>R
(Fig. 10. a.), zwey Durchschnittspunkte F, F’ auf ver-
schiedenen Seiten der Linie DK, dass es, wenn ABC=

R (Fig. 10. b.), zwey Durchschnittspunkte giebt, wo-
von der eine im Durchschnitt K liegt, der andere,
F', der Endpunkt eines Durchmessers ist, dass es,
wenn ABC<R (Fig. 10. c.y, zwey Durchschnittspunkte

F, F' giebt, welche auf einerley Seite von DK liegen.

Zusatz 2,
Der Punkt E fillt auf die Verlingerung von AD,
in D, zwischen D, A, je nachdem der Werth von x
positiv , = 0, oder negativ wird, Die Werthe
von y liegen simmtlich von A aus auf AC in derselben

Richtung, 5 -
fusatz 3.

Die Tangenten, welche mit dem negativen Zeichen
versehen sind, bezeichnen Winkel, welche auf der
anderen Seite der Linie BD liegen, als wo die Winkel
gelunden werden, deren Tangenten das positive Zei-
ghen yor sich haben.

Aufgabe XI. (Fig. 11.)

Zwischen die Katheten eines gegebenen rechtwink-
ligen Dreigckes ABC eine gerade Linie FG, welche

I"..... adsargaghy




42 Aufgabe XI.

L

der gegebenen gerrden Linie b gleich sey, und von
der Hypotenuse BC in M halbirt werde, zu legen,

Geometrische Bchandluug,
Analysis,

Es sey FG die gesuchte Linie, so liegt, weil FAG
= R, der Punkt A auf dem Umfange eines iiber
FG beschriebenen Halbkreises , also ist die gerade Li-
nie AM=MG = 1 b, folglich liegt der Punkt M auf
dem Umfange eines aus A als Mittelpunkte mit einem
Radius = Z b beschriebenen Kreises, ist mithin,
weil er auch auf der Hypotenuse BC liegt, gegeben,

Construction,

Man beschreibe einen Kreis, welcher in A den
Mittelpunkt, und eine Linie=ZXb zum Radius habe,
und die Hypotenuse BC in M erreiche, beschreibe aus
M als Mittelpunkte einen Kreis, welcher die gerade
Linie MA zum Halbmesser habe, und die Kathete AC
in G erreiche, ziche die gerade Linie GM, und ver-
lingere dieselbe bis zam Durchschnitte F mit der ver-
langerten AB, so ist GF die gesuchte Linie,

Determination,

Damit der Kreis, welcher A zum Mittelpunkte hat,
die Linie BC erreiche, muss b ; AL seyn, wenn AL
perpendikular auf BC gefallt wird,

- Beweis,
Es ist ;-h; AL, also erreicht der aus A als

Mittelpunkte beschriebene Kreis die Linie BC. Geschieht
esin B, so mache man FB =BA, und FA ist die ge-
suchte Linie, wie sich von selbst ergiebt.  Geschieht

Yl

lli\‘m&t



| Pg

lber
te L
M oy
:in;m
ithin,

0,

Aufgabe XI. 43

es in C, so mache man GC=CA, und es ist GA die
cesuchte Linie, wie von selbst erhecllet. Geschieht es
iﬁ einem anderen Punkte M, so fille man auf AC das
Perpendikel MK , welches kleiner ist, als MA ; mithin
schn~idet der Kreis, welcber M zum Mittelpunkte
hat, die Linie AC in einem Punkte G, und die gerade
Linie GM schneidet in ihrer Verlingerung die Linie
AB in der Verh‘ingerung? so dass

GM:MF = GK:KA

also GM = MF

folglich FG = 2GM
= b ist,
Zusatz,

Es erhellet von selbst, dass es, wenn £b=AL,
eine einzige, in allen andern Fiillen eine zweite Linia
mit der gegebenen Eigenschaft giebt. Uebrigens kann,
je nachdem die Linie b beschaffen ist, jeder der Punkte
M zwischen B, C, oder der eine in B, der andere
zwischen B, C, oder der eine in C, derandere auf der
verlingorten CB, oder der eine zwischen B, C, der
andere auf der Verlingerung von BC, oder es kinnen
beide auf der Verlingerung von BC liegen,

Algebr. Auflésuang,
Setzt man BM=x, soistx:Ib=sin.F:sin B

=co0s.G:cos.C

. ; >3 12
also x2:Ib? = c0s.G icos,C",

Setet man BC=a,soista-x:Ih=sin.G:sin,C

folglich (a-x)%}bh? = 3 sr(}—{' ssinG

-

1-cos.G~
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s BT e s o=y« |
mithin a-x)?sin.C*= 2 b?— X b%o0s.G

—y
. 32 IBhlI_(a-x)%in,
somit cos.G — % P?—(a-x)%in.C

I b2
zb
. e
bl—(a-x)hsinC. —,
demnach x?;Ibh?2= ~— il :cos,C
3 b?

——

§TT ity
also x%c0s.C™ = Ib?_(a?-2ax+x2)sin.C?

e 3 o ; ]

folgl. x2(sin,C —!-cas.l,g,l}—— 2axsin,C” ) =1Ib2 -(a%sin,C
AB2

2c¢xsin,C ¢2

13
|

wenn AB
- C ge-
setztwird;

N . 4. T=p
mithin (x —csin,C)? = I b2 —¢24¢25in.C
L
:1

b2 —(¢2 (1 —sin,C)

p—
= =

¢? cos.C”
5§ —a
c¢?sin. B™

AL2

somit x = (e¢sin.C i-\/(% h*-—AL32)
ccos, B
BL

Zusatz 1.

Es erhellet aus diesem Ausdruck, dass x zwey
Werthe erhalt, wovon der eine immer positiv ist,
gleichwie die geometrische Construction immer einen
Punkt M anf der Linie BC, oder ihrer Verlingerung
iiber C hinaus, nachweiset, dass heide einander gleich

S
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und = BL werden, wenn {b?=AL2, also Ib= AL

. <
ist, dass der eine, welcher immer positiv ist, = BC
>
wird, jenachdem
<
BL+v (3b%-AL2) = BC ist,
>
-~ "
>( CL
_ <
folglich }b*—AL?*= CL2
>
mithin J b2 2{AL1+L02
> AC?
<
somit £b = AC
>
<
demnach b= 2AC;
>
dass der andere positiv, = o, oder negativ wird, jo
nachdem >
BL= y/(3b2—AL?2)
-
>.
also BL2= 1bh2—AL3
>
-~
folglich BL?>+LA?(_ §b?
BA?2 <

c?
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Wi

mithin ¢ b

b.

somit 2¢

ANIlviAlky

Alles in Uebereinstimmung mit der geometrischen Con-
straction, welche den dem immer positiven Werthe
von x entsprechenden Punkt M zwischen B und C, in C,
in der Verlingerung von BC iiber C hinaus nachwei.
<
set, je nachdem }b= AC ist, und den zweiten Punkt
-
M zwischen B und L, oder in B, oder auf die Verlinge-
>
rung von LB iiber B hinaus legt, je nachdem Ib=
; <
AB ist.
Zusatz 2,

Soll von einer Linie BL, eine andere LM ahgezo-
gen werden , so legt die Algebra die abzuziehende Li-
nie von L an auf LB, ohne Riicksicht darauf, ob die
abzuzichende die kleinere, oder die grossere sey, und
es erscheint der Ueberrest in entgegengesetzter Lage mit
demjenigen, welcher das Zeichen + vor sich hat, sobald

der Zahlwert fiir denselben das Zeichen — erhiilt,

Zusatz 3,

Setzt man LM =v, so findet man v — + v ($b-AL2),
Ist Ib ; AL, so erhilt man einem Werth von v,
welcher = Qist, oder zwey einander gleiche, durch di»
Zeichen 4 — unterschiedene, Werthe, wodarch die auf
verschiedenen Seiten des Punktes L liegenden Linien LM
bezeichnet werden , und welche, so lange £bh > AB, und
AB> ACist, beide zwischen B,C liegen, und beide die Auf
gabe buchstiblich im Sinne der Aussage auflosen,
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Zusatz (.

Setzt man AM =z, so zcigt die gcometrische Ana-
lysis, dass z = Jb, Die Algebra zeigt also nar ei-
nen Werth von z an, wenn gleich derselbe zwey Auf-
losungen bestimmen kann. Linien, welche wie die
beiden Werthe von AM auf verschiedenen Seiten von
AL liegen, werden also nicht durch die Zeichen - —
Wi unterschieden,

Zusatz 5,
1 Panl Fillt man vom M ein Perpendikel MQ auf AB,
so ist BM* = AM2+AB2_92BA AQ
rianae.
it also AQ(__ AM2+AB2—BM=
Z y “9BA
iR (DL (b ALY
-.1 2c
55 m;{]ﬂq—c‘l—-mﬂ 4+ 2BL vV (£b*—AL)> - Ib*+AL2
' 2c
2AL2 % 2BL v (2b2-AL?)
Lage = = ____QC —_—
AL? 3 BL 'y (3 b? — AL3)
— £ =S
L Es hat mithin y zwey Werthe , von welchen der

eine immer positiv ist, gleichwie die geometrische Con-
struction unter allen Umstinden einen Punkt M zwi-

schen B, C, oder auaf der Verlingerung von CB iiber

B hinaus, also auch einen durch das von diesem Punkte
auf AB, oder deren iiber B hinausgehende Verlinge-
rung gefallte Perpendikel bestimmten Punkt Q nach-
wiess. Der andere Werth von y ist positiv, = o, oder
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BL(Z b2—AL?)

>
negativ, je nachdem AL® =
<

also ALZ2
BL
LC

P
= v (§b2—AL?)
<

folglich 1.C# Ib*—AL?

Al vV

Vv

r 2

mithin LC24+AL?
AC2

Al

somit AC

Al V
VY

-
demnach 2AC —= bj
<

gleichwie die geometrische Cosntruction fiir dieselben

Fille einen Punkt M zwischen B, C, oder in C, oder

3
auf der Verlingerung von BC iiber C hinaus , also auch
den Fusspunkt des durch diesen Punkt M auf BA , oder

ihre Verla’ingerung bestimmten Perpendikels nachweiset:

Zusatz 6.

Setzt man AF = u, soist u =2%, weil AF=2AQ;
2(AL2FBL1 1h2-AL3),

C

wegen AM = MF, mithin ist u =
Es hat also u gleichfalls zwey Werthe ; wovon der eine
immer positiv ist, der andere mit y positiv, =0, uod

negativ wird, jenachdem




('fi‘!/:;ﬁﬂu‘ X1, 4d

>
AL? = EL, “(ED2—ALY
=
>
also 2AC = b.
(<

A nmcrknng.

Carnot sagt in der Géométrie de Position pag. 357.
bey der \ulluaung der Aufgabe: »zwischen die lich-
stungen der Katheten eines gegebenen rcchlwinh(!i«n.-u
»Dreieckes eine gerade Linie von gegebener Linge zn
nlegen, welche durch die Hypotenuse halbirt werde 5
dass man fiir die Linie BM immer zwey positive \'\'::ru
the, fur die Linie AF immer einen positiven, und
einen negativen Werth erhalte, Aus dem Vorstehen-
den gehet hervor, dass das unrichtig ist, indem x —
BM einen erbltl\-’Cl’l und einen negativen Werth er-
halten kann, und beide Werthe von u positiv werden
kinonen, oder der eine positiv, der andere =0, der
eine posntw, der andere negativ werden kann,

Er behauptet ferner, niemals lose ein negativer
Werth einer gesuchten Grosse eine Aufgabe in dem-
selben Sinne anf, wie der positive, und die darch den
negativen Werth der gesuchten Grisse bestimmte Aaf-
losung kinne also niemals als eine zweite Auflgsung
derselben A nfgabe angesehen werden;

Das Vorstehende zeigt, dass die ncgativen W erthe
der gesuchten Linien geradezu und in demselben Sinne
die Aufgabe auflisen, wie die positiven, wenn {ig
Aufgabe nur in der Allgemeinheit aulgelasst wird; in
welcher die Algebra sie aulfasst, und dass die negitis

i

ven Werthe die zweilen ;"hull(r:juui._;cn der vorgelegten

Vi
d]
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Auf{_‘r\nha gind. Es gi{!ht anii.h”':.!l", B{',iS"l'iit’Ie", in wel.
chen dieselben eine Aufgabe in allen Beziehungen in
demselben Sinne auflosen, wie die positiven, und die
bisher behandelten Aufgaben sind eben so viele Beweise
fiir diesc Behauptung,

Carnot bebauptet ferner, dass nur zufillig in dem
vorliegenden Falle der negative Werth von u eine in ent-
gegengesetzter Richtung mit der durch den posit. Werth
von uangvzviglenl.iniciit’gendu],inie anzeige, dass die mit
dem negativen Zeichen behafteten Linien bald mit den po-
sitiven in entgegengesetzter Richtung, bald uater schie-
fen Winkeln gegen dieselben geneigt, bald in dersel-
ben Richtung mit ihnen ligen, und dass es dariiber
gar keine feste Regel gebe, Es ist ein Hauptzweck die-
ser Schrift za zeigen, dass alle diese Behauptungen
falsch sind, dass namentlich durch das negative Zei-
chen angedeutele Linien niemals anders, als in eat-
gegergesetzler Richtung mit den darch das positive
Zeichen angegebenen liegen, dass jede mit dem ne-
gativen Zeichen behaftete Linie eine solche Lage an-
veige, dass Linien, welche gegen andere unter irgend
welchen Winkeln geneigt sind, von denselben nie
durch die Zeichen + — unterschieden werden, dass
endlich Linien, welche in einerley Richtang liegen,
immer und iberall dassclbe Z:ichen vor sich haben,

Aufgabe XIL (Fig.12 a,b.)

Auf dem gegebenen Kreisdurchmesser AB von dem
gegebenen Punkte C aus eine Linie CQ abzuschneiden,
dass, wenn von dem Punkte B an einen iiber CQ als
Durchmesser beschricbenen Kreis eine Tangente BF
gezogen, und dieselbe bis zam Durchschnitte G mit

-

- —
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dem Umfange des liber AB liegenden Kreises verlin
gert wird, dasSegment FG der Linie AC gleich werde.

In meinen geometrisclien Aufgaben, Beilin 1825
und Elberfeld 1828, finden sich folgende Constructionen

dieser Aufgabe mit hinzugefiigten Beweisen.

Erste Construction, (Fig. 12. a.)

Man halbire den halben Kreisumfang AHB in H,
ziche die gerade Linie AH, beschreibe atis I als Mit.

telpunkte einen Kreis mit einem Halbmesser = AH,

welcher dem in C auf AC aufgerichteten Perpendikel
in E hegegne, ziehe die gerade Linie HE, welche den
Kreis in K schneide, verbinde die Punkte K, A darch
die gerade Linie AK, fille anfdieselbe das, den Durchimes:
aus D als Mittelpunkte mit einem Radius = DC einen
Kreis, und ziehe an denselben die Tangente LF
leistet dieselbe das Verlangte,

ser AB in D schineidende, Perpendikel EIL, 3 beschreile
7 I ?

y SO

Zusatz,

Nimmt man den zweiten Durchschitt E des ans 11

- als Mittelpunkte beschriebenen Kreises mit dem Pers

pendikel CE, ziebt die den Kreis in K’ schneidende
gerade Linie HE', verbindct die Punkte K', A durch
die gerade Linie AK', fallt auf die Verlingerang der-
selben das, den verlingerten Durchmesser in ) schnei-
dende, Perpendikel E'L’, beschreibt aas D' als Miitel-
punkte einen Kreis mit einem Badius = D'C,und 7 e\t
an denselben die Tingente BF', so leistet auch diesa

das Ve;‘langte, wie von selbst erhellet,
Zweite Construction, (Fig.12. b)

Man errichte in C das Perpendikel MC auf AB,
mache dassetbe = CA, balbire den Winkel ACM durch

W
T | ‘Il“ ——

|
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’
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]
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die den Kreis in N schneidende gerade Linie CN, zichg
die, denselben Kreis in G erreichende, gerade Linie M,
errichtc in dem Halbirungspunkte O der Linie GM ejq
Perpendikel anf GM, welches dem Diameter in D be.
gegne, beschreibe aus D als :‘\Htt:-lpunktt: einen Krejs
mit einem Radius = DC, und ziehe die gerade Linje

BG, so hat dieselbe die gegebene Eigenschaft,

Zusatz,

Bezeichnet' man den zweiten Durchschnitt der Linie
CN und des Kreises mit N, zieht die den Kreis in
G’ erreichende gerade Linie N'M, errichtet in deng
Halbirungspunkte O’ der Linie G'M’ ein; Perpendikel auf
G'M', welches dem verlingerten Diameter in D' begeg-
ne, beschreibt aus D' als Mittelpunkte einen Kreis mit
einem Radius = D'C , und zieht die gerade Linie BG,
so hat auch diese die gegebene Eigenschaft, wie von
selbst erhellet.

Algebr. Auf'l{jsung.

Man setze AC = FG — a, BC =
DB =bh—x " B(;}:?)_Zix, AD = a+x,
die Linien AG, DF gezogen werden,

DF H AG
also BF:FG — ED: DA

b, CD=x, also

Nun ist, wean

folglich I.iF?}: FG* = BD?: DA2
CB.BQ
d.i. b(b—2x):a2 — (b=~x)?: (a+x)?

= b?—2bx+x2:324+9 ax+x?*

— et

mithin b2-2 hx-a2:32 — T):’--a"—'.!(:l-|-]1)x:u9-+i!ax-'rx"

somit (ba-—agjét:-r_!ﬂ:'b,‘i{ﬂafh?'-zlf'-jx.—,ialnz-}. _fhz-au:;xz-»'.]l}.‘-'d=

;l":(b*'~al"-)-—2 uli'at-i-b)x '

e e S S SN

po—

——— —
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demnach 2ab®*x-{abx?+Db?*x2-32x2.9) hx‘-‘} =)
2 ab2-4abx 4+ b3x-a%x-92 bx?)x
also x=0, oder 2})x:+(u3«b:+q’_ ab)x-2ah2=0
o + fl -tb—-—]
folglich x2+ % : —x=ab
a24-! lah b? ( al4 fab-h? ) /'rt‘-f- 4ab-h?
ith, x4 — X :
mith. x 2% 1 b e -l- Wb
a*+44 ab—b= 22} fab-b?
ot £ |d )=-0
demnach x S| )/ ( ) +ab

Zusatz 1,

Nach dem, was die geometrische, von der Rech-
nung unabhingige, Coustruction oben gezeigt hat,
kann es nicht zweifelhaft seyn, dass der positive W’t:r[h
von x die Linie CD, der negative die Linie CD' be-
zeichne, Der Werth x =0 sagt nichts anderes , als
dass ein Kreis, dessen Mittelpunkt in C und Radius =
Owire, die Eigenschaft habe , dass eine, von B an ihn
aPlf'qiL, Tangente, welche BCselbst wiire, den zwischen
dem Beriihrungspunkte, welcher C wire, und dem
DUIClI"-Lhllluhpllil[\ti‘ A derselben mit dem gegebenen

Kreise gelegenen Theil der gegebenen AC gleich hiitte.

Zusatz 2,

Dasselbe Resultat liefert die Rechnung, wenn man
den Werth von B} sucht. Setzt man

l)"l" = l,—v z
BQ"—'}'; so 1st l)_y:u-“':;< ',V) :(u—i- 'id)

ot (b+v) :(2a+b-y)2

—

also !J:_I':ui: = ]'*-l— 'h\-:-!" (2 !+TJJ —"(Qd'—l-]ﬂj-i*‘r“’

— e S 3 4

S =

&
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s (k) L ]
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folgl, by-a?:a?=b?-(2a+b)2+2(b+2a+b)y:(2a,b)2-A2a b}y y3
=fab-4a? +4(a+D)y:(2a+b *-2(Qa+b)yy2

(g

—

mithin 4a’h-ja*+4a2(a + b)y=(2a+b)2by~2(2a +b) by?
+ by3-(2u 4b)%a? 42(2a+b) ay —a2y2

—

alsa O0=Dby3-(a?+jab+2b2)y2>+b(2+2+14ab + b?)y - a2h2

=(y—bi(by* ~(a*+ 4 ab +b?)y +a%h)

somit y—b=0, oder i.a"-':'-—[zlz+4ab+b’-;}-+;l?h il

a? <+ Bab 4+ b2
demnach y=b, yi— : y -+ a2 = ()
3 : )
. ; a% 4 fab+ b2 2 _fa*<44ab <+ b2\2
folglich Vo — — j = ——————— ) —2
¥ z 2h / ~ ‘ih
a*< fab 4+ b2 = _'l'|J+ll_'l-2 2
mithin y = = KU } ( ‘L;I:___d H___) AN
2b \ 2b

Die letzteren Werthe von y sind beide positiv,
und bezeichnen ohne allen Zweifel die Linien BQ, I}Q’,
Der Werth von y =b weiset ant denselben Kreis hin,
wie oben der Werth x = (.

Anmerku ng

Kligel , welcher diese Aufgabe in seinem Warter
Luche, Band I, p- 128 s, bebandelt, «chliesst den Werth
x={(, oder y=b aus, und nennt den negativen Werth
von x, und den grisseren ey positiven Werthe von
¥ fremde Wurzeln, d.i, solche, welche zur Frage nicht
gehioren. Aus dem Gesagten evhellet die Uarichtigkeit
dieser Behauptung, und die Wichtigkeit der geometri-
schen Behandlung soicher Aufgaben- Das, was Kligel
und wit ibm viele Andere fremde Wurzeln neonen,
giebt es in der Algebra nicht, Sie fasst jede in eine

Gleichang gebrachte Frage in der Allgemeinheit auf,

oy
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dass sie jeden positiven, und jeden negativen Werth
der unbekannten Grisse, welcher der Gleichung Ge-
niige leistet, aufsucht, wund der negative Werth ist
eben so gewiss, und in demselben Sinne, in welchem
die Algebra die Aufgabe auffasst, eine Aulosung der
Aufgabe, als der positive, und es 1st eben so wenig
erlaubt, einen negativen auszuschliessen, als einen po-
sitiven. Wer geometricche Constructionen , welche
yon der Rechnung unsbhingig sind, macht, und
sich die Miihe nehmen will, die geometrischen
Bedeutungen der posiliven und negativen algebraischen
Werthe der gesuchten Grissen in allen Fillen zu er-
forschén, der wird sich davon iiberzeugen, dass die
Algebra niemals eine nichts sagende, zur Frage nicht
gehirende, iiberflissige,, oder, was eben so viel ist,

falsche Antwort auf die ibr vorgelegten Fragen giebt,

Aufgabe XIIL (Fig. 13.)

Ein Quadrat zu beschreiben, in welchem der Ue-
berschuss der Diagonale iiber eine Seite der gegebenen
geraden Linie d gleich sey.

Geometrische Behandluug.

Ana[_'_.'sis.

Es sey ABCD das geuchte Quadrat, so ist, wenm
von der Dirgonule AC die Linie AE = AB abgeschnit-

T i
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ten, und das, die Linie BC in F schneidende, Perpen.
dikel EF auf AC aufgerichtet wird ,
ECF = EFC

a]SO FE ==} EC
=d;
demnach FC* = 243
Zicht man die gerade Linie AF, g0 isi

AAEF = AABE

folglich BF = FE
= d;
mithin ist sowohl BF, als FC, somit BC gegeben,

Construction.

Man beschreibe iiber BF =d das Quadrat BFGH,
ziche die Diagonale FH, nchme auf der Verla‘ingernngl
von BF die Linie CF = FH, und beschreibe tiber BC
das Quadrat ABCD, so hat dasselbe die gegebene
Eigenschaft.

" Beweis.

Fillt man auf die Diagonale AC das Perpendikel
FE, so ist FC?*)= FE24EC2
| FH*) = 3EC?
2FB>

also FJ]}: EC
L wa

d

folglich AE — AD

within CA—AB — CA—AE
= .CE

= d,

Wllny
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i:'g__.:ﬂ= _ Zusatz,
Macht man in der Richtung von FB die Linie F¢’
= FH, beschreibt iiber BG' das Quadrat A'BC'D’, zieht

die Diagonale C'A’', und fillt auf die Vurliingcrung der-

(8 & ST S5 R

selben das Perpendikel FE', so ist "
FC2)= FE24+E'C' £
FH*)= 2E'C2 >3
EF]FS ; v
also Fﬂ}: E'C
dJ~= FFE

folg“ch E'A'= AB

mithin CA'+A'D = C'A'4+-A'E
= E'C
W = d.

Demnach erhiilt man ein Quadrat, in welchem die
Summe der Diagonale und einer Seite der gegehenen
geraden Linie d gleich ist.

Algebr. Auflésung.

"

setztﬂléluBC:X}SO 1sl{x4d)y= 2x
X452 dx+dr~‘}

o
-

also d?2 = x2—92dx

folglich 2d2? = x2—2dx+d4

mithin x = d + dy2
= d(f[i v2);
demnach hat x zwey Werthe,
den einen = d(yv2+41)

den anderen = —d(v2—1).

Zusatz 1.

Die: Natur der Sache erfodert, und aus der oeo-
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metrischen Construction erhellet , dass die durch die
verschiedenen Werthe von x bezeichneten Linien
nichls anderes sind, als die Linien BC, BC', wovon
die durch den negativen Ausdruck bezeichnete Linie
BC in gerade entgegengesetzter Richtung mit der durch
den positiven Ausdruck bezeichneten BC liegt.

Zusatz 92,

Die doppelten Werthe von x wurden lediglich be-
dingt durch den doppelten Werth der Diagonale des
Quadiates, welches = 2d2, Da nimlich das Quadrat
der Diagonale des Quadrates der Linie —d=2(—d)?

=24d2 ist,
so giebt die Algebra den Werth der beiden, éinander
entgegengesetzt liegenden, Diagonalen FH, FH' (der
Quadrate der Linien FB, FB', deren jede =d, und
wovon sie die eine durch + d, die andere durch —{

bezeichnet, durch die Ausdriicke FH = +d. V2,
FH = —d 2.

Zusatz 3,

Aus dem Gesagten erhellet wieder die W' chtigkeit
der Beochtung des negativen Zeichens, Deutet dasselbe
auch nicht immer auf eine zweite Auflésung einer Auf-
gabe hin in dem beschrinkten Sinne, in welchem sie
anlinglich aufgefasst war , so enthiilt sie doch die Aafli-
sung in ¢inem so we nig von dem anfinglich aufee-
fassten ahw- ichenden Sinne, dass beide Auflosungen
in den allgemeinen D-rslr-llun-wn der Algebra [iir zwey
Antworten auf eine Frage angesehen werden. Zugleich
aber erhellet dar aus, dass die Geometrie, vichtig ver-
standen, dieselbe Allgemeinheit herbeifihrt, wie die Al-
gebra. Durfte man doch in der i,nnutrucl:on nur sagen:

maa beschreibe aus F als Mittelpunkte einen Kreis mit

.....
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einm Radias = FH, welcher die verlingerte FB in C,
C' schoeide u. s. w., um dieselbe Allgemeinheit zu er-

bhalten, in welcher die Algebra die Aufgabe aufloset,

Aufgabe X1V, (Fig. 14).

Ein rechtwinkliges A ABC zu beschreiben, in wel-
chem die Summe der Katheten der gegebenen geraden
Linie a, die Summe der Hypotenuse nnd der Hohe der
gegebenen geraden Linie b gleich sey.

Geometrische Behandlung.
Analysis.

Es cey ABAC das verlangle, so ist, wenn die

Hole durech AD bezeichnet wird,
BC AD = BA,.AC

also BC2+2BC,AD $ AD? ) = BA2+'_1B_-"LAC+AQ22+ AD?
(BC+AD)? (BA+AC)?
b? a? g

folglich b2 a* = AD?;
mithin ist AD , somit BC und das ganze Dreieck

gegeben,
Construction.

Man beschreibe iiber der geraden Linie CG = b
einen Halbkreis, lege in denselben die Sehne CE = a,
ziche die gerade Linie GE, schneide auf der Linie
GC die Lirie GB = GE ab, errichte in G auf GC das
Perpendikel FG=GE, ziehe die Linie FA4# GC, und
beschreibe iiber BC ecinen Halbkreis , welcher der Linie
FA in A begegne, so ist, weon die geraden Linien BA ,

AC gezogen werden, A ABC das verlangte.




6o Aufgabe X1V,

Determination.

Damit die Auflssung moglich werde, muss nicht nur
den iiber CG beschriebenen Halbkreis die Sehne CE
a gelegt werden kiénnen, d, h, a<h seyn, sondern
auch die Linie FA den iiber BC beschriehenen Halbkreis

I =

errcichen ’ d. h. FG? ;_SET' BC seyn
Gli( )Cf;_.(}E
( 2

also 2 GE _ CG—GE

folglich 3 GE _ CG
mithin (.:m;:}:{tfcz
9(h2—a?) h?

somit 8Db? : 0 42

»mnach 8bh2 — %
demnach b < a%

Beweis,

Es ist a<h, also Lisst sich in den iiber CG he-
schriechenen Kreis eine Sehne CE =a legen. Auch

. -~ T ~
1st a2 & Ejh*

——
also Qa2 _ §h2

s, - S—————

folglich ]12}; g”{_hﬁ___ﬂ:)
CG= O0GE2

e,

£
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l

mithin CG 3 GE

V

i

somit CG~GE .. 2GE

CG=agpENT™

demnach = \GE
._C.B FG;
2

also beriihrt, oder schneidet der iiber BC beschrie=
bene Halbkreis die Linie FA. Geschicht es in A,

so ist (BC+AD)2) =(BA+AC)? + (ADz
(BC+FG) j('}l*'i'-
(CB+BG)? louf«

b= b2 —a%

also (BA4+AC)2= a2

folglich BA+AC = a,

Da auch BAC=R, so hat AABC die gegebenen
Eigenschaften,

Zusatz 1.

Es erhellet von selbst, dass es 1m Fall der Be-
riihrung der Linie FA und des uiber BC beschriebenen
Kreises ein einziges, im Fall des Schneidens ein zwei-
tes Dreieck A'BC mit den gegebenen Eigenschailen
giekt,

Znsatzs 1.

Schneidet man auch auf den Verlingerungen von
CG und FG Linien B'G, F'G=GE ub, legt F'A # CG,
und beschreibt iiber CB” einen Halbkreis, welcher der
Linie A'F” in A" l}L'.:__“E':'_‘,n(:J 50 ist , WwWenn .‘\”B”, A"G
gezogen werden, und das Perpendike] A"D" duf B'C
gelallt wird




62 Aufgabe X1V .
$ B'G. A"D" = B’A“. A'C

also

B'C29B"C.A"D +A"D"?) =)B"A"2aB" A" A"C; A"CY 4] A"D"2
(B'C—A"D’")? | @c—aBy | (cE
CG2 b - a2

bh?

also (A"C A'B)* = a?%

folglich A"C- -A"B = a.

Da auch B'A"C =R, so ist zugleich ein recht-
winkliges Dreieck gefunden worden , in welchem der
Ueberschuss der Hypotenuse iiber die Hohe der Linie
b, und der Ueberschuss der einen Kathete iiber die
andere der Linie a gleich ist, wenn es zum Zusam«

mentreffen der Linie A”F” und des iiber B'C beschrie«

benen Kreises kommt. Das geschieht immer, wenn
= F'G =(1B'C
1 %
CG+GE
2

i

also 2F'G . CG4-GE

mithin F G} . CG
GE

somit b < a ist,

Auch giebt es, wie von selbst erhellet, im Fall
der Beriibrang ein einziges, im Fall des Durchschnits
tes ein zweites Dreieck A"B"C mit jenen Eigenschaften.

Algebraische Behandlung.

Setzt man zur algebraischen Darstellung AD = x4

s0 ist, wie aus der Analysis erhellet,

.....

fine

i
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x? = b2—a2

-".in,l:: mithin x = * /b2 -a%2,
VG Zusatz 1.
]-"'--' Offenbar weisen die Zeichen + — auf die, der

Lage nach entgegengesetzten, gleichen Linien FG, I''G
hin, gleichwie man eine der Linie GE gleiche, der
Lage nach entgegengesetzte, Linie erhalten haben wiir-
de, wenn man CG um eine Linie C'G =b verlingert,
iiber CG einen, auf der anderen Seite voun CC', als die-
jenige ist, auf welcher der iiber CG beschriehene
ler Lin Halbkreis liegt, liegenden , Halbkreis beschrichen, und
r di in denselben die Sehne C'E'=a gelegt hitte, iiberein-
Lusime stimmend mit dem bekannten Satze, dass (—b)2—
eschirice (—a)* = [-i—h):—["-bn}*.

Zusatz 2.
Bestiitigt wird dieses dadurch, dass man, wenn
eine Kathete gesucht wird, einen Werth derselben er-

hilt, Setzt min niamlich
AB = vy

also AC = a-y

80 ibt B(: = - : l/(r_‘“.-l___j:.lj._’_ag}

somit AD = b

Fs ist aber CA:AB = AD:DB

d. i, a‘:—; = b _+ v (2y*— 2ay+a2):DB
und ADB: BC}:; DB : {BA

v

y:+ 1/(:11,'2—-'_!:1}-'+a:"

also ist a-y: ¥/ (2y3-2ay+a?)=Db7 v (2y*-2ay+a?)y

- folglich ay-y? = * by/(2y2-2ay+a®)-(2y?-Tay+a?)

S —

—mm =

T e e e e T —

ey o

-
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64 Aufzabe X1V

mithin —ay+y2+ a2 =+ by (2y*—2ay+a%)

demnach (y2 —u.y-bug)j‘ = 2b2y3—2ah?y a2
J.-']_Q“j-:i"_‘”7-.{'.}_;_2“')‘}'{J_2;13;}'_1_11'1

somit y%-2ay3+ (3a2-2b2)y2-(2as- 2ab2)y- ah2 =0,
(y*-ay+by (b?-a?)-(b?-a?)) y¥-ay-by (b'-’-&?)-(b'-’-u?))}
Es 15t mithin entweder y*ay+by/(b2-a2)-(b2.a2) =g

————

somit y*-ay+ja?= b2-a2-hy (b*-a2)4Ia2

folglich y =1aty (b3-Fa2-by (b2-a2))
oder y*-ay-b p/[b"‘-u:)—[]::-n:} =)

somit y? -ay 4 fa? = Db2-a24 ] {11‘:’-&?)-!-% a2

folglich y = fary (b*-Fa?+by/ (b3-a2))

welche Werthe nichts anderes bezeichner Ksanen, als

di¢ Linien BA , BA. BA B'A™

Zusatz 3,

Hitte man, da AD? =b2—a?, wie aus Obigem ef-
hellet , BC = b-y/(b3-a2) gesetzt

also CB.AD) = V' (b?-a2)(b-/ (b2-a?)
BA.AC) =by (b?*-a?)-b2-£a2
yo(a-y) ]

folglich y2-ay == b2-a?-2y/(b2-a2),
go wiire die L}Ecichung eine quadratische geworden
statt dass anf dem oben angegebenen Wege eine bigua-
dratische erhalten wurde. Und das mag zum Beweise
fir die Wic htigkeit und Nothwendigkeit, das pegative
Zeiclien vor dem W urzelzeichen nwm;lls zu vernach=
lissigen , dienenm. - Wer konnte die Algebra vor dest

=
i
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Aufgabe X}
schwersten Vorwiirfen zu schiitzen, wenn sie zur Po.
stimmung einer und derselben unbekannten Grisse ej-

ner vorgelegten Aufgabe bald zu einer Glcichung des
zweiten, bald des vierten Grades fiihrte?

Aufgabe XV, (Fig. 15.)

In ein gegebenes Quadrat ABCD

ein gleichseitizes
Dreieck BEF zu legen

, dessen Grundlinie EF mit ih-
ren Endpunkten E, F auf den Seiten AD, DC; und
dessen Spitze in B liege.

Geometrische Behandlunag,
“
Analysis.

Es sey A BEF das verlangte ; so ist, wenn deg Hal.
biru:lgﬁ!:unl\t G der Linie BE mit F

durch die gerade
Linie FG verbu nden wird, ]

JGF=R, DaauchBCF = R, so
lauft ein iiber BF als Durchmessern beschriebener Kreijs
durch die Punkte G,C, also ist BGC—=BFC, Da EB — DF,
AB=DC , N :

” soist AAEBg, AFBG

folglich ABE FEC

J

T
fl

mithin ABE+FBC, 2FBG
i—EBF

R—2R

IR

i

Sni’l'li'l T‘I‘-C = — :p\

demnach !:!'l,‘}--- \i R
{
BGC 1CBG

— e ————

[ 53 S
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Aufgabe XV.

also GC = CB
= CD.

Zicht man GL 3 CB, so ist sowohl GLC= R,

als auch BG:GE=CL:LD

e

folglich CL = LD
mithin DG = GC;
demnach ist DGC ein gleichseitiges Dreieck, Also ist
der Punkt G, die gerade Linie BG, und das Dreicck
BEF gegeben,
Construction,

Man beschreibe iiber DC ein gleichseitiges Dreieck
DGC, ziehe durch B, G die, die Seite AD in E schnei-
dende, gerade Linie BE, mache FB=BE, und ziehe die
gerade Linie EF, so ist BFE das verlangte Dreieck.

Beweis,
Zieht man den Halbirungspunkt L der Linie CD

mit der Spitze G durch die gerade Linie LG zusammen,
go ist GLC = R

also GL 1 DE

folglich DL:L.C = EG:GB

mithin EG = GB.
Ferner ist DCG = 2R

somit GCB = IR

demnach CGB = 3R = CBG

also ABE}: iR
FBC

folglich BFC
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ﬂ;gf;gr'fﬁ(r XV, G

mithin liegen B, G, F, C auf dem Umfange eines Krei-
ses , demnach ist BGF = R , also BF =FE, mithin das
Dreieck BEF gleichseitig,

Zusatz 1.,

Beschreibt man auch eid gleichseitiges Dreieck
DG'C auf der anderen Seite von DC , zieht die, der ver-
lingerten ' AD in E' begegnende, gerade Linie BG .
macht BF' = BE', und zieht FE', so ist anch BF'E’ ein
gleichseitiges Dreieck. Zieht man nimlich die gerade

Linie LG, so ist GLC = R
also G'L #f DE'

folglich DL:LC = E'G: G'B

mithin EG = (;’n,
Ferner ist DCG' = 2R

somit BCG'

[
wip
e
=,

demnach CG'B = IR = CBG

also A BEQ'}: 2 R
F'BC

folglich BFC = IR
- BG’G;
mithin liegen die Punkte B, F’, G, C aufl eiriem Kreis-
umfange, demnach ist BG'F'= R, also ist dus Dreicck
BF'E glcichscitig.
Zusatz 3

Da CBG' = IR=CBF , 50 liegen die Pankte B, , G
in ¢iner geraden Linie, wie auch die Punkte B, G, F.

Auch wird EF HEF,

EyE

.
o e iy
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68 Aufgabe XV
Algebraische Auflésung,
1. Bezeichnet man die Linie CF mit x, dieSeite des Qua-

drates mit a, so ist x?4a?=DF?2

also —a? = x2_{lax
folglich 3 a% = x*—f4ax<+{4a?

mithin +ay3 = x—2a

somit 2a* a ' 3|= x,
a(2+* v'3)
Zusatz.

Beide Werthe von x sind positiv, und bezeichnen
ohne Zweifel nichts anderes, als die Linien CF, CF.
Ein Beweis, dass von den positiven Werthen keiner
fiir eine fremde Wurzel anzusehen ist.

2. Setzt man DF =y, so ist
2y?* = FE?
= FB2
= a*+4-(a-y)?
= 2a*—2ay+y?

also y?+2ay = 2a2

folglich y2+2ay+a* = 3a

mithin y = ———aj‘_awS
= a(—1 % y3).

(=1

-



Aufgabe XV, 69

Zusatz,
le L[fp_“% e X7 .

\ Der positive Werth von y bezeichnet offenbar
nichts anderes, als die Linie DF, wiihrend der nega-
tive die Linie DF' bezeichnet. FEin Beweis, dass durch
den Gegensatz der Lage die Geometrie dasjenige be-
zeichnet, was die Algebra durch den Gegensalz der
Zeichen unterscheidet, und dass eine negative Wurzel
nicht als eine fremde zu betrachten ist.

3. Setzt man BF =z,50 ist z2?=a24- (CF2
(a—DF)?
(agzy )2
u"‘;'):lz;/g-i-%z?-
also z? = | a*= Qazy'k
folglich 22 +flaz /] 4+ 2a% = 4a2 } Qa2
= [5212
teichia mithin z=5%2ay I%ay6 = a(fy2+v6).

Es hat mithin z folgende vier Werthe, Es ist

2= a—V2+y6) = —a(+vV2-v6)=+a(vb6—v)
2=23—V2—v6) = —-a(V2+ v06) = —ayVi+v2)
Z=a+V2+16) = +a(+v2+v6)=+a(yb6+1v2)
2= a(+ry2—vh)=+a(v2a—ve)= —a(vG-y2).
Zusatzg 1.
Hitte man in der Gleichung z? = a4 (a~DF)? statk
DF nar 4zy71, also 22 = a?+(a—z [)? gesetzl, sq
hitte man erhalten z? = a?*+4a*—azy I+1z%
also z2 = 4a?—fazy X
= fa?—Qaz) 2

.ﬁ)lglich 224=2azy' Q) = a2
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. Ii mithin (z+a1/2)2 = 6a2 _;I
, y
i somit z = —ay'2+apyb
= a(— vVazt I»-/GJ r‘
demnach z = =+a(y 6—p'2 av
oder z = —a(y 6+ v 2), ¢ i
Zusatz 2. i g
Die Werthe von z hatten aus den Werthen von |
| x i folgender Weise gefunden werden konnen, Es
ist 22 = a24(x2
a?(2X vy 3)2 i,
al(d > 4y 543) s Dot
= a%(8*4v3)
also z = +ay/ (8 *14y/3). .
b = a6y |
.: Zusatz 3, D
' Den heiden oben angegebenen Werthen von x hgh
" correspondiren also dieselben viepr gefundenen Werthe ¢
(i von z, welche cben einzeln bezeichuet sind, und je zwey :
und zwey ecinander gleich , aber mit entgegengeselzten
Zeichen versehen sind, Die positiven sind olhne Zwei-
fel die Werthe der oben construirten Linien BF, BF), By
die neguliven die I.inien BF”’, BF”, welche in dem '
Quadrate A'BC'D’ die gleichseitigen Dreiecke BF'E’, L 3
BEFE"™ bestimmen, Namentlich ist Wik
BF = +a(y6—p D) Laf
BF = +a(v6+y2) b
BF' = —a(y6—=)72) -
BF"= —a(y6+y2). T
Die in der Vor:mssutzung y dass DI nur = zyf .
Y, gelundenen Werthe von z = +a(y6—y'2) und L

=—a(vb6 + V' 2) leiten
nien BF und BF"”,

nur zur Kenntniss der Li=
erschopfen mithin  die Aufgabe
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nicht. Und es leuchtet daraus die Wichtigkeit des
Satzes hervor, dass DF = *+ zy/L zu setzen ist,
Zusatz 4,

Beschreibt man iiher den gleichen Lirien BA, AC,
wovon die eine durch +a, die andere durch —a be-
geichnet werde, auf entgegengesetzten Seiten die Qua-
drate ABFG, ADEC, so ist

ABFG = (+a)?, ADEC = (—a)?
= +-a? = <al,

Zieht man in dem einen Quadrate die Diagonalen
AF, BG, welche sich inO schneiden, in dem anderen
die Diagonalen AE, DC, sich schneidend in Q, so
st A0 = F(+a)?, AQ?= I(—a)? = 1/a(+a)?
mithin ist Z(+a)> sowohl dem Quedrate von AO, als
dem von AQ jgleich, und sowohl AO, als AQ=ay'Z.
Dass beide einander entgegengesetzt sind, drickt die
Algebra durch die Zeichen -+ — aus,

Aufgabe XVI, (Fig. 16.)

Ein rechtwinkliges Dreieck BAC zu beschreiben ,
in welchem die Kathete AB der gegebenen geraden
Linie a, wund dasjenige Segment CD der Hypotenuse,
welches durch das von der Spitze des rechten Winkels
A auf die Hypotenuse gefillte Perpendikel AD gebildeg
wird, der gegebenen geraden Linie b gleich sey.

Geometrische Behandlung.
Analysis.
Es sey ABC das 5::5!1(:11!;8 Dreieck , so ist
CB.BD = BA?
a*

9




72 Aufgabe XV,

i | Da CD = b werden soll, so ist der Pankt
|
l B und dus ganze Dreieck gegeben.

Construction.

Man mache €D =b, halbire CD in O, errichte iy

. D auf CD das Perpendikel DL, nehme DL — a, ziche
die gerade Linie OL , heschreibe aus O als I\'Iitl(‘.]punkt

einen Kreis mit einem Radius — OL, welcher der ver-

langerien CD in Bbegegne, beschreibe iiber CD als Durcly-

messern einen Kreis, lege an denselben die Tangente BE,

and beschreibe aus B als Miltelpunkt einen Kreis » welcher

dem Perpendikel DL in A begegne, und ziehe dje ge-

rade Linie CA, so ist BAC das gesuchtef Dreieck,
Beweis.
Es ist CB.BD = BEz
= BAZ2

—

iilSU CB: BA = ADB “])

— —

f()]ﬂ“tf]l CAB = BDA

sl

Ferner ist CB. BD+DO2* — Op= (EL II, 6)
— ()!42
= LD2>4+DO0z=
bR M T L i
mithin CB.BD )= LDz
J;A:’ — 11:

somit BA o a
Da auch CD — b, so ist A ABC das verlangte,

Zusatz,

Zielt man auch v

on dem zweiten Durchschnitte
B des Kreiseh

welcher OL zum Radius hat, mit der
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verlingerten DC eine Tangente B'E’ an den iiber DC
beschriebenen Kreis, beschreibt aus I {'lilﬂ f'.ii[tr.lpnr:k{;
einen Kreis mit einem Radius - B'E’, welcher dem in
C auf CD aufgerichteten Perpendikel in A’ begegnet,
so ist, wie leicht erhellet, auch B'A'D ein Dreieck
mit den gegebenen Eigenschaften,

Algebraische D,zr*tullung.

Setzt man Dl'}:x, so st ‘{(\[4—}3"‘1 = a?

:"'-1:\ (

-— ——

also x24+hx4Ib2 = a24 12

&

folglich x = ——5EJ+;f'(:::3+j,_iJ:)a

Zusatz

Es hat x einen positiven und einen negativen

Werth , wovon jener die Linie DB, dieser die Linie

r - - .
DB bezeichnet, wie aus der geomelrischen Constranc-

tion |n'1'\-r:|';¢-|u-[. und es bestimmt der Pankt B

l'ill
Dreieck mit den gegebenen Eigenschaften , wie der
Punkt B. Zum Beweise, dass man nicht, wie behaup-
tet wird, durch die geomelrische Betrachtung der Figar
entscheide , welcher von beiden Werthen der gesuchiten
Grosse eine richtige Aufissung gebe, sondern dass in

allen Fillen beide Werlhe in dem Sinne , wie die Al

geb-a die Aufgabe auffasst, eine richtigze Antwort auf

o

die ihr vorgelegte Frage geben. Wohin sollte es fiih-

ren, wenn die Algebra wirklich zuweilen unrichiige

Antworten gebe, und man noch anderer Hiilfsumittel

bediirfte , uwimn un[l] den gegebenen Autworten die rich-

tige, oder die richtigen aufzusuchen ?

-
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Aufgabe XVIIL. (Fig. 17)

Fin Dreieck zu beschreiben, dessen Grundlinie
der gegebenen geraden Linie g, Winkel der Spitze
dem gegebenen Winkel &, Schenkel-Unterschied der
gegebenen geraden Linie d gleich sey,

Construction.

Man nehme den Winkel BDC = R+Za, die Linie
BD = d, beschreibe aus B als Mittelpunkt einen Kreis
mit einem Radius = g, welcher die Linie DC in C
schneide , und mache den Winkel DCA = ADC, so ist
ABC das gesuchte Dreieck, wie von selbst erhellet,

Zusatz,

Bezeichnet man den zweiten Durchschnitt C des
Kreises und der Linie DC mit C', macht DCA'= A'DC,
und zieht BC', so ist A'BC' gleichfalls ein Dreieck mit
den gegebenen Eigenschaften , wie von selbst sich ergiebt,

Algebraische Darstellun g.

Bezeichne! man den Unterschied der Winkel ACB,

ABC mit ¢, so ist ACB =R—2_% ABC:RJ’—;&”

’
: . ] . Gt
demnach ist ¢ :{:’iﬂfzslxl.(r:Ct}s.——}p, g!) AB (=sin.x:cos, —
i 2

X ( ]x-{—d

M+i,{; n"t—:!l
§:C08. 5~ §-008.—==
also x = —— 3 X+d = :
sin, ¢ sin, ¢
a—Q up
0S — COs.
: COs, ) co 2
fUlSllI‘h Ll = g —_— e
Sl « &
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2¢g sin. L «, sin, Ip
sin. o
gsin. 1o
cos. ta
LS % P d.cos.Xg
mithin sin, I —2_
ir
d2cos.lg
somit 1——5511.Ir;-" =1— e
i g?
COS, 50 =
29 —d?.cos.la
ﬂ o2
o)
+ v (q'ﬂ—d%&?ﬂ?)
demnach cos.Ig el B, LAy
S
N : o~ " )
an 1st cos.—— = cos Ta .cos.jp-sin.fa,sin. o
o~ ’w'*'-{l'f:t-;._l:l sin.Xa . d.cos.X
also cos. = o= ok QGSI_}“,_;V,L”—_;: )“ L Kl '_i_{“
2 g 8
(sl cos.Ye dsin.te cos.Xa
‘305‘—,}! - “—1/(‘”—[17[,05 203)— & :
s SLIl . & sin .
folgl. g——— 3
51N &
X
+1/(u--(|"vnn~. Lo 2) |
—_— — T {
.= 2sin, o -

=f= l/ '“‘—l“( 08, u"J

mithin x4 =_— L Id,
2 Hlll . .:.;UL
. ”?'—IP Bl | _ﬁ
Es ist also x entweder .—_+( (Gh e .])
2 ‘\”I ,,

V (ul = |I ’| (5. 1
oder =— : + Ld.
2 sl e

o

AN ¢ 5 I

= F e

D e
e

'z




Y

o6 Aufgabe XV1I

Fl
e
Vig?— i]’t"h-iﬁ) !
und x+d entweder = +( - 3¢ :
2 Sl{]-.-,f-‘
1//(“)'—(]'('[!\.». ) .
oder = — —ad /.
2 sin. ..(4

Zusatz,

Der erste Werth von x ist dem zweiten von X+d,
der zweite von x dem ersten von x+d , mit entgegenge-
setzten Zeichen, gleich. Die Geometrie construirt die bei-
den Dreiecke ABC, A'BC » Wwelche congruent sind, pa-
mentlich die Ha'Iiwn T'-\' AC und A'C', AB gleich haben,

Uecberdiess ist A - AC, Bezeichnet also der erste Werth

V (g2 - II'E(J\ o !

von x, welcher ~—+( —_ H—ﬂti) st, die
2 sin.2e

Linie AC, der ‘erste Werth von x +ad, welcher =
4 ———
V (g?—d2 cos Iy )

e g had- Yt ‘die Tinic A so be-
2810 . 2o 3 :

zeichnet der zweite Werth von x, welcher = —

e

V (g?—d2cos. 1.7

_ : +1/2d ) ist, die Linie A'C', der
250 . 1/2 @

——y
ST V (ad-d®cos. 1 /9 « )
zweite Werth von x-+d s welcher =—( 2\ .

2510, 1/2 ¢

= 1/2d ) ist, die Linie BA", Die Algebra unterschei-

det mithin nicht blos die, von einem Punkte aus in ent-
gegengeseisten .iii:-hlung{-n quibm[e*n, Linien, wie BA,
BA, durch die Zeichen + —-, sondern auch Linien, wie
AC, A'C', welche von verschiedenen Punkten einer gew
raden Linie zu verschiedenen Seiten derselben einander

parallel gezogen werden,

=

Fre
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Aufgabe XVIII (Fig 18.)

e

Das gegebene Dreieck ABC in ein anderes zu vers
wandeln , welches einen Winkel=ACB habe, und worin die
diesem Winkel gegeniiberliegende Seite auf BC perpendi-
kular liege. |

Geometrische Behandlun g
Construction.
Man fille auf BC das Perpendikel AD herab, be- |

schreibe iiber BC einen Halbkreis, verlingere, wenn es

nothig ist, die Linie AD bis zum Durchschnitte mit dem- 4
(= M
selben in E, ziehe die gerade Linie CE, und beschreibe i
i
|

aus C als Mittelpunkt einen Kreis mit einem Radius==CE,

welcher der BC in F begegne, errichte in F auf BC ein ila
D i

Perpendikel FG, und verlingere CA bis zum Durchschnitte

mit demselben in G, so ist GFFC das gesuchte Dreieck.

Beweis. i T‘W‘IR.. ;
Es ist A ADC:AABC = DC:CB = DC2:(DC.CB 1
) CE? J
~ &
= AADC: AFGC
also A ABC = A FGC. i

JZusatz,
Bestimmt man den zweiten Durchschnitt F' des Krei
und errichtet in F' das Perpendi-

ses mit der Linie [}[:,

e T—— s

kel F'G' bis 2um Durchschnitte G’ mit der verliingerten
ACy so ist anch ACFG’ ein Dreieck mit derselben Ei- ;
genschaft , wie leicht erhellet.

Algebr. Auflésung.

Setzt man FC = x, CG=y, so ist xy =BC.CA v
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=a.b y Wenn
BC:ﬂ ] C;"'l:b

gesetzt wird,

Es ist aber x ;}.—I =DC:{CA

Xz:x‘y b
= a.DC:ab
also x> = a.DC

folglich x = * y (a.DC).
Zusatz, 1.
Die Linien I'C, CF stellen sich algebraisch wunter
den Zeichen -+ — dar.
Zusatz 2,
o bx : :
Es ist y = DG also gehort dem negativen Wer-
the von x ein negaliver Werth von y zu, gleichwie die

. = A w gy .t
Geometrie die Linie G'C der Linie GG entgegengesetzt legt.

Zusatz 3,

Weil die Algebra das Dreiecck F'CG' in demselben
Sinne , wie das Dreieck FCG, dem Dreiecke ABC gleick
nachweiset , so unterscheidet siec zwey Dreiecke, wel-
che, wie die Dreiecke FCG, F'CG', um Verticalwinkel
liegen , micht durch die Zeichen 4 —, und nennt nicht
das eine das entgegengesetzte des anderen.

Zusatz 4.
Da der Inhalt des Dreieckes F'CG’ ACFG
CF'FG' }=/!CF.FG
2 TR
ist, so muss, weil F'C in Beziehung auf FC negativ ist,
FG negativ. seyn, in Bezichung auf FG, Die Algebra
unterscheidet also Linien, welche, wie FG, FG, auf

verschiedenen Seiten einer geraden Linie BE’, und, von ver-
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schiedenen Punkten F, I aus, cinander parallel liegen ,
durch die Zeichen -+~ —,

Zusatz 5.
Da endlich A FCG :-_—];"C.f'_('}-'.Sil‘l.].'*ﬂ(.'.(_}r._. co ist, weil
AFCG positiv ist, FG, CG" aber negativ sind, sin.F'CG
positiv. Die Algebra unterscheidet also die Sinus ZWey-

er Vertikalwinkel nicht durch die Zeichen =+—,

Au fgabe XX ( Fig. 19.).

Ziwischen die Schenkel des Winkels, welchen die ge-
gebenen Linien HE , KF mit einander bilden, eine gera-
de Linie IIK der, der Lage nach gegebenen, geraden Li-
nie PQ parallel zu legen, ielche ein Dreieck HBK ab-
schneide, dessen Flichenraum dem Quadrate der gegebe-

nen geraden Linien a gleich sey,
Geometrische Behandlung.
Analysis.

Es sey AHBK das verlangte, so ist, wenn BC=a
genommen , das Quadrat ABCD construirt, durch den
Durchschnitt ¥ der Linien AD, KF die Linic FEHPQ
gezogen wird , QUFE:[&HH“}*_—ﬁ,l}lﬁﬁ; ; BC?

EB2:BH=2 A BDM, wenn
MA = AB;
= EB:BM (El. VL, » 1.)
a = EB2:EB.BM
also BH2 = ED.BM;

mithin ist BH, somit H, und die Lage der Linie HK ge-
geben,
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Construction.

Man mache BC=a, construire das Quadrat ATCD,
ziche durch den Durchschnitt F., der Linien KF, AD die
Linie FEHPQ, wnehme auf den Verlingerungen von AB
die Linien MA=AD , LB=BE . beschréibe iiber ML, als
Durchmessern, einen Kreis, welcher die Linie BH in F
schoeide, u. zieche HKHPQ, so ist HBK das verlangte Dreieck,

Beweis.
Es ist HB*> = LB.BM (EL VI. 17.)

%z-. EB2:EB.BM
ABFE: AKBH :

BC3

a2

= &:;s-‘}:.-s ABDM
?

folglich AKBH — a2,
Zusatz,

Zieht man durch den zweiten Durchschuitt H' des Kreises
und der Linie EH die gerade Linie H'K' dep Linie PQ
parallel, so ist auch, wie von selbst erhellet, H'BK' ein
Dreicck mit der gegebenen Eigenschaft.

Algebraische Behan dlung.

Bezeichnet man HB mit x s SO ist

x?* — EB.BM

=+ 2a.EB

also x = FvaaEB.
Zusatz,

Die verschiedenen Werthe von x bezeichnen offenbar
nichts anderes, als die Linjcn BH, BH. Und da das
Dreieck HBK'=<a2, wie das Dreieck HBK , so unter-
sclicidet die Algebra gleiche ]‘rm_-i(-cf-\c, welche in Verti-

kalwinkeln liegen , nicht durch die Zeichen 4 —,
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Au feabe XX, (Fig. 20.)
Durch einen innerhalb des gegebenen Winkels DCE

gegebenen Punkt O eine gerade Linie AB zwischen die

, dass das Dreieck
ACB dem Quadrate der gegebenen geraden Linie q gleich
werde.

Schenkel dos Nebenwinkels zu legen

Algebraische Au l'li_isung.

Es sey ABC das verlangte Dreieck , so ist, wenn

0D der Linie CE parallel gezogen, und ADKC dem

Dreieck ABC gleich gemacht wird ,
AC:{CD‘ )=KC:CB

OF | ; wenn OEHDC;
CB:BE

also BC.{LI»—-LC =CK.: {]t —CK
KB

(_JBLL[J__( 1K)

folglich LI; Hh( EC.CK
x(x -Cixjg

a.CK, wenn CB = x,
CE = a gesetzt

wird ;

mithin (x—3 (]Iif = 1 CK2+a. CK

demnach x = T( ]i.+v (_{Ch +a. fh)
Da ADCK = AABC

= ([3

so ist auch  KC.CF = ¢2, wenn CF auf BC per-
pendikular aufgerichtet p
u. bis zumn Durchschnitt

mit OD verlingert wird;

2q2
also KC = (—l[.‘"'

=)

ATy SR S T T

i

[T e

3

P T,
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2 g%
57 Wenn man CF=}

setzt ;

i 1 (*I“ 2q*,
folglich ist x = -l:.i.. ),/ b~5+ a5~
Es hat mithin x zwey der absoluten Grosse nach un«

gleiche Werthe, wovon der eine positiv, der andere
negativ ist.

Geometrische Bchandlung.
Analysis,

Ist ABC das gesuchte Dreieck, so ist nach Obigem
CB.BK=EC.CK. Da EC, CK gegeben sind, und
CB—BK = KC, so ist (Euclids Data 84.) CB , somit der
Punkt B und die gerade Linie OB gegeben.

Construction.

Man mache OD 3 CE, richte in C auf BC ein Per-
pendikel auf, welches der Linie OD in F begegne , neh-
me auf derselben CH =2q, auf CB die Linie CG = q,
ziehe die gerade Linie FG, und durch H eine derselben
parallel laufende , die Linie CB in K schneidende, Linie,
mache OE4£ CD, beschreibe iiber KE einen ' Halbkreis,
welcher die Linie CH in M schneide , halbire CK in Q,
beschreibe aus Q als Mittelpunkt einen Kreis mit einem
Halbmesser = QM , welcher die verlingerte CK in B er-
reiche, und ziehe die, die Linie CD in A schneidende,
gerade Linie OB, so ist ABC das verlangte Dreieck.

Beweis.
Es ist CB.BK = CM2
= KC.CE

also BC:CE CK:KB

I

be 1 j_:l
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Ay folglich CB: BG+CE} ﬂKG:{CK"'KB
{ BE CB
AC: (')F.}

e {cn

mithin AABC = AKCD

i} = ZFC.CK

- = zHC.CG , weil FC:CH
. =GC;:CK;

= 1.2q.q

= q2.
1 Obiaga Zusatz 1.

Der Kreis, dessen Mittelpunkt Q ist, schneidet auch
die verlingerte KC in einem Punkte B, weléher, weil
QM<QE (ElL III. 7.), zwischen C, E liegt , so dass
also die gerade Linie OB" in ihrer \f’ri_‘t'lillil;;;t:i'lll'lg der ver-
lﬁngcrtcn DC in einem Punkte A’ bugcgnci.

Auch ist CB . BK=CM2
=KC.CE

folglich BC:CE = CK:KB'

mithin CB':{.I'TC ~Cf}'}' = KC:{H'R——RC
B'E CB

A'C: (OE]

lcnf

somit AABC = AKCD
——1 II?'.
Zusatz 2.
Der l'!('g:lli'.'t: Werth von x bezeichnet die Linie CB',
welche - mit der. durch den positiven Werth bezeichneten

Linie BC in gerade enlgegengesezter Richtung liegts
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Zusatz 3.

Der negative Werth loset diefAufgabe ganz in deme

selben Sinne auf, in welchem sie der positive aufldset,
Zusatz 4.

Da das Dreieck A'B'C eben so, wie A ABC = 4 q?
gefunden wird, so werden zwey gleiche Dreiecke, welche
wie diese, um Vertikalwinkel liecgen, von der Algebra
nicht durch die Zeichen <4 — unterschieden.

Zusatz 5,
Da AABC)=A'C.CB.sin.A'CE
q:
AABC
AC.CB.sin,ACB

so ist sin . A'CB =sin.ACB, somit sin, ACK
positiv, wie sin, ACB. Es haben also die Sinus ZWeyer
Vertikalwinkel einerley Zeichen. Sind mithin zwey Si-

nus der absoluten Grésse nach einander gleich , in den
Zechen aber verschieden, so sind die ihne

n zugchﬁ:‘igen
Winkel nicht Vertikalwinkel,

Aufgabe XXI. (Fig. 21))

Von eifiem innerhalb eines gegebenen Winkels GBA
gegebenen Punkt O eine gerade L

den einen Schenkel und die Verl
schoeide, dass das Rechteck
zwischen diesen

ine zu zichen, welche
Ein;_;nl‘llng des anderen so
aus den Segmenten, welche
Durchschnittspunkten und der Spitze des

Winkels liegen, dem Quadrate der gegebenen geraden

Linie q gleich Sey.

e
—
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Geometrische Behandlung.
Analysis.
Es sey Ox die gesuchte Linie , also LB.Bx=q%, s0
ist, weon OA der Linie BG parallel gezogen , und
DA . BE =q* gemacht wird,
LB.Bx = OA.BE

also ()A:LH}: xB:BE
Ax:xB

folglich AB:Bx = xE:EB

mithin Bx.xE = AB.BE.

Da AB, BE gegeben sind, so ist Bx.xE, und weil
Bx—xE=BE ist , auch Bx , somit die Linie Ox der Lage nach
gegeben,

Corstruction.

Man ziehe die geraden Linien GO, OA den Linien
AB, BG parallel, nehme HB = BK = q, ziehe die, die
verlingerte AB in E schoeidende, Linie KE der ge-
raden Linie GH parallel , beschreibe iiber AE einen
Halbkreis, welcher von dem auf AB aufgerichteten Per-
pendikel BM in M geschoitten werde , halbire BE in F,
ziehe die gerade Linie FM, und beschreibe aus F als
Mittelpunkt einen Kreis mit cinem Radius = FM, wel-
cher der verlingerten BE in x begegne, und ziche die,
die Linie BG in L schreidende , gerade Linie Ox, so ist dieselbe
die verlangte,

Beweis.
Es ist Bx.xE = BM?2
— ADB.BE

also AB:Bx = xE:EB

S ——

folglich Ax:xBy= xB:BE
()A:Hl.}
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soithic LB.By- - (OA B

= GB.BE

HB.BEK.
q*.
Zusatz,

|

r L} » r
Nimmt man auch Fx =F'M, so liegt, weil - <FA,

der Punkt x' zwischen den Punkten A, B, also schnei-
. . R . - ss .

det die gerade Linie Ox in ihrer Verlingerung die Ver-

lingerung von GB in einem Punkte L.

Auch ist Bx' \L AB BE

folglich AI’I = \I TB
mithin A.\':.\"B}—,—. x'B:BE
OA:BL'

somit L'B.BxX’ = OA.BE
= q*;
demnach ist eine zweite Linie Ox mit der gegebenen Ei-
genschaft gefunden.
Algebraische Au flosung.
Es sey Bx=x, so ist
.[:.\—IBEJ} = AB.BE
x? —x.BE

l

c.BE, wenn AB=c ge-

setzt wird ;

folglich x2—x,BE+I BE2 = + BE?+c¢.BE

mithin x =3 BE* /(2 BE2+c¢,BE)

2b —"/( o 12)’

wenn GB=0A =D gesetzt wird;
demnach hat x zwey ungleiche Werthe, wovon der eine

positis, der andere negativ ist, und jener die Linie Bx,




| =
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dieser dieLinie Bx' bezeichnet, von welchen die eine der an-
deren gerade entgegengesetzt ist.
Zusatz,

Da sowohl ALBx, als AL'Bx'= q?, so unterscheidet die
Algebra Dreiecke, welche, wie diese , in Vertikalwinkeln
liegen, nicht durch die Zeichen + —,

Aufgabe XXIL (Fig. 22.)

Ein Dreieck zu beschreiben, dessen Winkel und Fli-
chenraum gegeben seyen.

Algebraische Auflésung.

Es sey ABC das gesuchte Dreick , so ist

CA:AB = sin B:sin.C
AB:BD = 1:sin. A

also AC:BD] = sin. B:sin .A.sin.C
AC2:AC.BD

folglich AC2:1 AC,BD=2sin. B:sin.A.sin’. C.
Setzt man AC=x, und soll der Flichenraum dem
b ]
Juadrate der gegebenen geraden Linie g gleich werden
oo 5 1 8 ?

so ist x*:q*=2 sin . Bisin, Asin.C

f{:".tz sin. B

sin, A.sin.C

mithin x2 =

also x = _[1/(

2sin.B
sin.A.sin.C
Dir X : ) Yohap 2 q*

er Werth von BD , welcher = ST

2 q2

o l’( 2sin.B )
—1 sin . A . sin

":lll . 8in .
= =2 q v
"51!'1 .

2 sin .A.sm .C
= & 5
_'(“/( sin . B

Wil‘d =
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Geometrische Behandlung,
Analysis,

Es sey ABC das gesuchte Dreieck, BD perpendi-
kular mzl‘LA(f s AQBD, AQ=2q, QEHAC. Durch
den Durchschnitt E der Linien QE, EA sey EF#BC
gezogen , auch EG perpendikular auf AF gefillt, §g

ist CA:AB = FA:AE
ﬂ :BD = AE:EG

also A ,-.;.-3{ = AF:EG
AC2:AC.BDS

{Il)

folelich AC2: AF:| L EG
g 5 = B
( qﬂ s AL
q
= xl.;'kf":if:

iy ,

mithin AC2 = @ AF

somit q:AC = CA:AF,

Da q gegeben ist, uud AF efunden werden kann,

so lisst wh AC und das ganze D[tIL(n ABC finden,

Construction,
Man mache FAE —

dem einen der ge gebenen Win-
kel, richte in A ein T >erpendikel AQ = 2q auf, ziehe
der Linie AF die Linie QE parallel ,

welche der Linie

AE in E bes gegne , lege in E an AE den Winkel AEF
dem zweiten {IEI ru{ln men Winkel gleich , bezeichne mit
E“

den Durchschnitt der Linien AF, FE , verlingere QA
um AH = AF, halbire QA in l..J beschreibe iiber LH,

als “”“l”““‘“‘“h einen Kreis, welcher die Linie AF in

C schoeide , und ziehe CBHEF, so ist ABC das verlang-
te Diuc,t.k

.........



[t}
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Beweis.
Es ist LA}:;HL —- L';\:j.-\lf
q )_.\}_“

also AC2 = q.AF

folglich ’\C;”l: o q,;\l'T:q:
= AF: q
AL

LAO
2EG, wemn EGF
= R;
= AC

mithin A ABC = 3,
Zusatz 1,

Ziecht man durch den zweiten Durchschnitt C'  des
Kreises mit der Linie FA eine gerade Linie CB mit EF
parallel, und verlingert EA bis zam Durchschnitt mit
derselben in B', so ist auch

LA:AC' = CA:(AH
AT

RI.-H: .r"\(_;h““ = LA.AF

y
— :i.;\ y

folglich AC#:q% = :].:\l";ql

= AC:L1BD', wenn BDA
= -
= AC?: (X AC.BD
’ AABC
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. mithin A A BC = q2.

Zusatz 2,

Das Dreieck AB'C, welches um den Verticalwinke]
des Winkels BAC liegt , ist nicht in einem solchen e
gensatze zu dem Dreiecke ABC, wie ihn die Algebra durch
die Zeichen 4+ — aunsdriickt.

Zusatz 3,
Die Geometrie construirt zwey gleiche , in entgegen-
gesetzter Richtung liegende, Grundlinien, gleichwie dje
Algebra zwey absolut gleiche, mit entge egengesctzten Zej-

chen versehene Werthe fiir dieselben angiebt,

Zusatz {,

Da die Algebra auch fiir CB zwey einander gleiche,
_— o
mit enlgegengesetzten Zeichen ulsdunt' Werthe angiebt,
und die Geometrie die geraden Linien CB, CB, welche
einander parallel sind, construirt, so unterscheidet die
Algebra zwey einander gleiche, auf verschiedenen Seiten
einer geraden Linie licgende, einander parallele, gerade
Linien durch die Zeichen + —.

Zusatz 5,
. . . " r
Dasselbe gilt von den beiden Perpendikeln BD, BD),

welche die Algebra durch 4+ — unterscheidet,

Zusatz 6,
Da AC".C'B'.sin . AC'B'=q?, gleichwie AC.CB.sin , ACB

=q*, so hat sin’. ACB' das Zeichen + , wie sin. ACB.
Die Winkel ACB und ACB, welche Wechselwinkel
zwischen paralielen geraden Limen sind , sind also nicht
solche , deren Sinus die Algebra mit entgegengesetzlen
Zeichen versieht,
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Aufgabe XXIII. (Fig. 23,)
L
Von einem Punkte C der Peripherie eines gegebenen
Kreises ein Perpendikel CB auf den gegebenen Diameter
GH zu fillen , dass das Rechteck aus diesem Perpendi-
kel und dem zwischen demselben und dem Mittelpunkte
A gelegenen Segmente des Diameters dem Quadrate der

gt':L.:l:].n.-uun ‘t;crmh:n Linie q Hlui(:ll sey.
Geometrische Behandlung.
Analysis.

Es sey C der gesuchte Punkt; so ist, wenn das Per-
pendikel BO auf AG gefiillt wird ,
AC.BO = AB.BC

—— :i‘?“

also _J\(_::lf = q:BO;
folglich ist BO der Grésse nach , somit das Dreieck ABC
der Art und Grésse, mithin auch AB der Grisse nach,

also. der Punkt B, so wie der Punkt C gegeben.

Construction.

Man ervichte auf GH in dem Punkte A ein Perpen-
dikel, nehme KA = AP = q, ziche die gerade Linie
GK, mache PL 1 GK, bezeichne den Durchschnitt der
Linie PL und der Verlingerung von AK mit L, lege
durch L die Linie LN # GH, beschreibe iiber AG als
Durchmessern ejnen Kreis, welcher die Linie LN in M
erreiche , ziehe die gerade Linie AM, mache AB=AM,
und  errichte in B e¢in _I‘c-rln-nrlil\:-[ aul AB, so ist der

Durchschnitt desselben mit dem Kreise der gesuchte Punkt.
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Determination..

Damit der Kreis tiber AG der Linie LN |Jfgcgne,

muss

AL

:_ IAG seyn

also PA:AL ]

(:{Pn :IAG
GA.;AI{,(;> }

af)

|

folglich % AG?

113

Vi

mithin AG2

i q*.

Beweis.

Es ist AG2

1[[7‘

also I AG?2

= q*

folglich AG:q[= q:1 AG
<|:!\1.l}

mithin Al

= LAG;
=

demnach beriihrt , oder schneidet der Kreis die Linie LN

in einem Punkt M,
Ferner ist CA

=AG, BA =AM

also CB

folglich CB.BA

Zus

Macht man auch B'A.a:AM, und errichtet in B

= GM

L= G.-"&.AL
= KA.AP

-~
= (I".

alte 1.

=
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ein den Kreis in C' schneidendes Perpendikel auf GI, so
ist auch C' ein Punkt mit der gecebenen Eigenschaft.
Zusatz 2.

Ist der Punkt M ein Beriihrungspunkt , so giebt es
die angegebenen beiden Punkte C, C' mit den gew
gebenen Eigenschaften. Ist der Punkt M ein Durch-
schnittspunkt , so bestimmt der zweite Durchschnitt N
noch zwey andere Punkte mit der gegebenen Eigens(r]mf},
wie von selbst erhellet.

Algebraische Darstellung,
Setzt man AB=x, BC= Y; AH=r, so ist

X¥ 4y =12, xy= q?

folglich x?+ 2 xy +y2 — ;24 22, X2=2xy -+ y?=r?-2q?

also, x+y = -+ (rékaqdl. X p = o AV (r2—2q3)

"y e g ilh P =2q1) V (r23-2q2)
mithin x = g .=

o7

TV (r242 q2) « Vv (r?-2 q*)

\ e

2
Es haben also x, y vier Werthe
V(1249 q2 )+ V (r2—2 q?)

X =
2
V(1242 q2)—y (r2 - 2 q3)
7 g — ey
2
V(r24o q)—v([r?—-2 q?)
X = —
2
S WA gt g (pf 2 g3)
2
(1242q2)—y (13 —a2q?)
Y = }_{-‘_- ki AR S
V (r2so q2)+ v (2 - 2q?)
J = %

2
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V (r2 42 )+ (r2—aq?)
y = == 3

2

V (r2+2q2)—y (r2 - 2 q2)

3.'

2
von welchen die Werthe von x ohne Zweifel nichts ap.
deres bezeichnen, als in der Ordnung die Linien AB’, AB,
AB", AB', die Werthe von y die Linien B'C’,. 3E
B"C", BG,

]

Zusataz,

Wenn man aus der zweiten Gleichung den Werth

q? | %2 (14 3 - rocats hi
von y = = genommen , unc ,\—+E- = 14 gesetzt hatte,
so wire x%4q% = r2x2 cefunden worden 5
also x3—12x? —= q?
folglich x% — r2x2 + Frd = I q8

mithin x? = Ir2+ Frt-qh

somit x = s nfl 74 (:T.' v2E (X ,.-qul)}_

Es hLiitte demnach x cbenfalls vier verschiedene Wer-

the erhalten, welche mit den oben gefundenen einerley
sind. Und simmtliche lsen die Aufgabe in dem Sinne

ilirer Aussage auf.

Aufgabe XXIV, (Fig. 24. a, b,)

Von einem gegebenen Punkte O durch zwey gegebe

einander in F schueidende, gerade Linien AB, CD
eine gerade Linie OxL zu ziehen |

I]l!,

dass das Rechteck aus
dem Segmente Fx und dem, zwischen dem Punkte L und

dem auf der \'m'liinau;'un_;.; von DF gegebenen Punkte G




i
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gelegenen, Segmente3GL dem Quadrate der gegebenen ge-
raden Linie q gleich sey.

Geometrische ];i‘:hu n dlung.
Avalysis.

Es sey OL die gesuchte Linie, so ist, wenn OII
der Linie AB parallel gezogen, und O}l .GE = q? ge-
macht wird , OH.GE = Fx.Gl,
also (HI:F\‘:_— LG:GE
HL:LF

b Lot il

folglich HF:FL = LE:EG

mithin FL.LE — HF.EG.
Da HF, EG gegebene Linien sind ,

g so 1st das Recht-
eck FL.LE der Grésse nach, und weil FL+LE = FE re-
geben ist, die !ime FL . der Punkt L, und die g

e . i il
bL[nHIL
Liniec OL gegcben.

Constraction
Man mache OPHFC, GPHAB, QG =GT=q, ziche
die I inie QE der geraden Linie PT parallel ,  beschreibe
iber FE einen Halbkreis, richte auf GH die Perpendi-
kel NF, EM auf. nehme NF=FH, ME = EG,
die gerade Linie MN, welche dem Halbkreise inR begeg-

ne, lasse auf FG das I’t’rin'mlilu‘l RL herabh

ziehe

, und ziehe
die gerade Linije OL, so ist dieselbe die \'01‘1;1:1510.

Determination,

Damit MN dem Halbkreise begegne, muss

)

ii_‘.[.f-‘_‘ﬁ}'_ 1 PE* seyn;
EG.FH

N

also 4 EG.FH = FE?
<
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folglich o ™ jr(x — 2FG.GE+EG2 — [FG.FH

FG?2—a2 E (ij G+21 “]+l (2

mith, (FG-;-?,HI*')'J? “FG:2EG(FG,2FH)4 EG2(FG t2FHy

<
FG!+4GF.FH+
fHF? S

—

somit fFIL.HGZ —2BEG(FG+2FH)+EG? +(FG+Fly,

Da das Aggregat der Glieder, welche rechts VO
Zeichen der G lL.t.IIhHI. liegen , sowohl=(EG-(FG.2FH))?,
als = ((FG+2FH)—EG)? ist, so muss entweder

2y (Fid . HG) T EG—(FG+2FH) , oder
<

2 L"(F”'”G):”T"F 2 FH)—EG seyn ,

iy, also entweder FGago FH 42 (FH.HG)TEG ,
ki <

oder EG :T’L}+'.>,1"H~— 2y (FH.HG)

folgl. entweder (FG+2 F H+2y (FH.HG)OH ]} (EG.OH
(GH+HF 42y (GH.HF)O#S < |r6.cP
QG.GT
q*

oder EG.OH) ={(FG + 2FH~—2/ (FH HG))OH
EG,.GP {(G“'-I- HF — 2 v (GH.HF ))UH

QG.GT

q?
Oder es ist 2/ (FILHG) T) X (EG—(FG+2FH))?
<li (EG —(GH+HF))?

SEseg e —

also entweder GH+HF 42/ (GH.HF) ': EG

——
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folglich ()H(GU-I—IIF—I—-:V(GH.HFJ)T EG.OH
“Jrc.cp
QG.GF
(i:
coder EG : GII+”F—-—QV(GH.H["]

mithin EG,OH j()H(GH-}-I-]F-;w’(GH.lIF)}.

q*
Jenes ist dic Determination fiir den Fall ;. dass der
Punkt L zwischen G, F, dieses fiir den Fall, dass der-
selbe auf der Verlingerung von GH liege. Beide De-
terminationen fiihren auf die Bedingung , dass 4(31[.”[\‘?

=

EG2—2 EG(I*'(}+2FII')+(I’G+:!FII]? werde, und finden
durch das doppelte Zeichen + vor der Wurzelgrasse
(EG—(FG+2FH)) ihre Erledigung.
Beweis,
Es ist fiir den einen Fall
OH(GH+HF 4 2y (GHFI)=¢ 42
QG.GF N
EG.GP
EG.OH

also GH+HF 402/ (GII.HF}Z"E(}

lolglich 2y (GI'IJ[F)T{Ef}—[GH-i—IIl"]
T EG—(FG+2FH)

-

mithin fiG”.H'l.’j EG?—2EG(FG ¢ 2Ff‘f)+(Fl}+1FH}’-“n

Fiir den anderen Fall ist 2 }TU”(GII-{-HF-'] l”(GH.HF)}
EG.off <

7

ﬂh'i 791

PRty

T
ks

PoErm— L

o
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also EG Z GH+HF—2y/ (GH.HF)

folglich 2 V(GII.IIFZ ;(Gll + HF)—EG)
FG +2 FII -EG}

mithin 4GH.HFZ (FG+2FH)*—2EG(FG + 2FH)+EG3

demnach in beiden Fillen
FGYGF.FH4 {FHY T FG-2EG(FG,2F H)EG2(F Tl
(FG+2HF)? }

somit 0 :{FGLZEG(FG+:r.FIi)+15G=
FG2—2FG.GE+LEG?—{FH.EG

also 4 FH.EG = FE?2
-

folglich FH .EG[™ FFE>
EM.FNI<
mithin erreicht die Linie MN den Halbkreis in einem
Punkte R, so dass
FL.LE = EM.FN (S, die Biicher des
Apollonius von Per-
ga de sectione
rationis, freybe
arbeitet von Diester-
weg, Beulin 1824,
p. 1)
= FH.EG

demnach HF:FL = LE:EG

also HL:LF} = LG:GE
OH:I'x

whi g
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folglich Fx.LG = OH.GE

- ]

= l[.

Zusatz.

Es erhellet von selbst , dass es in beiden Fillen ei-
ne einzige, oder eine zweite Linie mit der gegchenen Ei-
genschalt giebt, je nachdem die Linie MN beriihrt , oder
schneidet.

Algebr. Aull{isung.

Es muss nach Obigem der Punkt I sg bestimmt
werden, dass FL.LE = HF, EG ‘wird. Setzt man FL==x,

also LE=FE—x, so muss seyn
X{FE-LX) = HF.EG

also x*—FE.x+IFE2 = IFE2 - HF.EG

folglich x = 2 FE+ v (JFE? ~HF.EG)

= 3(FG-GE)* v (} (FG - GE)?2- HF.EG)
2 il q? 2
1XvGEG- L ppr I )

=I(FG-. T
X OH Ol OH

hin « = 3FFCOU-G®) +  (J(FG.Ogt - HFOTq)
mithin x = 2C )+ 14({2&0 I-q?)2-HEF.O H.q?)

Zusatz 1.
Es hat x zwey, einander gleiche, oder ungleiche, reelle
positive. Werthe ; wenn

$FG.OH—q?)= ; FH.HO.q?

dlso FG2.0H2-2 FG.OH.q*+q* = {FH.HO.q>

folglich (4-2(FG+ 21 H)OI Lqg? }: -~ FG2.0H2
q*-2(Gl+HF)OH.q?

C
-
i
gL
o
>

Foar e .h-l;'l__:!:"l‘.:riﬁ
b il

‘-i
i

-,‘_‘...
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somit q“-z(GH-[-lIFJOH,qZ-}
(GH+HF)2.0H2 = (FG+2FH)OH2-FG2.0m2
(FG?:4GF.FH 4 FH3)OH>-
FG2.0H»
4(GF+FH)FH.OH?
4 GH.HF.OH?

demnach entweder q2- (GH+HF)OH . 2y/(GH.HF) HO

also q2 : (GH. HF 42y (GH. HF))OH

oder (GH+HF)OH—q? 5 2 OHy (GH.HF)

also q* = (GH+HF - 2v (GH.HF))OH.

Daraus erhellet, dass, weil die beiden oben angedeu-

teten Fille ihre Determination in demselben Ausdrucke

liegen haben, der doppelte Werth jener Wurzel von

q*—2 (GH+HF)OH. q* + (GH +HF )>*OH? eine reclle
Bedeutung habe.

Zusatz 2,
Die Geometrie legt wieder die Linien, welche die

Algebra mit dem Zeichen ( = ) behaftet, von F aus in
dieselbe Richtung

Aufgabe XXV. (Fig. 25.) °

Ein Dreieck auf einer Grundlinie = der gegebenen
geraden Linie a zu beschreiben, in welchem die Radien
der um und in dasselbe zu beschreibenden Kreise den ge=
gebenen geraden Linien R, r gleich seyen.

Analysis.

Es sey ABC das gesuchte Dreieck , so ist, wenn BC
als der Lage nach gegeben angenommen wird, der um
dasselbe zu beschreibende Kreis der Lage und Grosse nach
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gegeben. Ziecht man die, die Spitze A und den Mittel-
punkt D des in das Dreieck beschriebenen' Kreises vere
bindende, gerade Linie AD, so ist BAD=DAC, oder, wenn
die Verlingerung von AD den grosseren Kreis in G schnei-
det, BAG = GAC, also arc.BG = arc.GC, mithin dexr
Punkt G, somit die gerade Linie BG gegeben,
Ferner ist GBD = GBC+CBD
{G’AC}-{-DBA
DAB
= GDB

also BG = GD ;
mithin liegt der Punkt D auf dem Umfange eines gegebe-
nen Kreises.

Fallt man von D auf BC das Perpendikel DL, so ist
DL=r, folglich liegt der Punkt D auch auf einer, der
Linie BC in einer Entfernung = r parallel gezogenen,
geraden Linie, mithin ist er gegeben, somit die von dem
Punkte B an den aus D als Mittelpunkte mit einem Ra~
dius = r beschriebenen Kreis gelegte Tangente, also auch
der Durchschinitt derselben mit der Verlingerung der Li~
nie GD, folglich das Dreieck ABC gegeben.

]

[

Construction.

Man mache BC=a, beschreibe um BC als Sehne
einen Kreis, dessen Radius == R, halbire dessen Bogen
BGC in G, ziche die gerade Linie GB, beschreibe aus
G als Mittelpunkte einen Kreis mit einem Radius = GB,
halbive BC in F , ziche die gerade Linic GF , nehme aut
der Verlingerung derselben KF = ¢, ziehe der Linie B@
dic Linic KD parallel, welche dem Kreise, dessen Mit-
telpunkt G ist , in D begegne, beschreibe aus D aks Mit~
telpunkt cinen Kreis mit einem Radius = r, lege ap den-
sclben die Tangente BA , welcher die gerade Linie GD ia

G

S —
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"
=
>
e
gt

>

j
4
|
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ihrer Verlingerung in A begegne, und ziehe die gerade
Linie AC , so ist AABC das gesuchte.

Determination
Damit die Linie KD

den Kreis erreiche ,
'!'\-'I'lﬂl,‘!]‘lmlli! G 1st,

dessen

muss , wenn die verlangerte GF dep
Bogen BHC in U begegnet ,

T j SFH seyn ;
HG—GF
(BG - GF

also r4+GF = BG
-

folglich Y24 27.GF4-GF2 = J BG32

i < IBF24FG2
i
mithin r242y.GF = )l]f’z
1122
M e e
1 4 somit GF,= +1 —1°
G(_'}}—(_rl_-‘}< T
R
>a%—p2
demnach R—-' = OF
21 <
o
also (R——‘J' ) __!nrg
<
IR2
2 Rr-1; 24 2

—-r——_._____

fDI“II( h +4;1~Z sz

mithin 4R “r3-Rra? -+ Lad 4 [Rr3- Ia2r2 4 ré4ad? = R2.40

somit —-lim"+!‘6u4+.’iiir3+§a=1':+i'4 e
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demnach % a‘+§a’rﬁ+p¢:’ Rr(a?—41r2)

: (r2+1a?)y
also I'(E12—4 1,2)

R.

Al

(l.ﬁ = ;1:': 32)')
r{la2—r2?
4r(3 )

(3 a2+r2)2

/.ir(;}u;":;'-"}

~
v

.r; =_] =
folglich R—*—— < OF

mithin 1{-—-()[*"; : Ta2—p3
GIF

2r

somit 2r.GF =~ Za%—3
<

dempach 1242 r.GF =,f; a?
BF=
also r?4-2rGF+GF? T |BF?*+FG2
=l BGa
li.!!:;}[jtll r+GF :j BG

T T
s

AIEWN

T Y

¥
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i

-
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-
)
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mithin r E= BG—GF
< !
FK FH
demnach erreicht die Linic DK den Kreis, dessen Mit-
telpunkt G ist,
Auch ist DG = GB

also GBD [=% GDB
CBD + CBGl IGAB + ABD

folglich C]il’]( = DAB;
BCGH
mithin liegt der Punkt A auf dem Umlimgc des Kreises
BGC. Demnach ist GAC = GBC = DAB , also ist AC
eine Tangente des Kreises NLM, folglich hat A ABC die

gegebenen Eigenschaften,
Zusatz 1,

Es erhellet von selbst, dass es im Fall der Beriihrung
des Kreises , dessen Mittelpunkt G ist, durch die gerade
Liniec KD, ein einziges, im Fall des Durchschnittes ein
zweites, duarch den zweiten Durchschnitt D" bestimmtes,

Dreieck mit den gegebenen Eigenschaften giebt.

Zusatz a,

Macht man auch KF =y , zieht die den Kreis, des-
sen Mittelpunkt G ist, in D’ schneidende Linie K'D' der
Linie BC parallel , fillt auf BC das Perpendikel DL, be
schreibt emen Kreis » welcher D' zum Mittelpunkte, und
DL’ zum Radius hat,, legt an denselben die Tangente
BM', welche von der Liniec GD’ in A geschnitten werde,
S0 Ist GILD’ = GDB

CBD'—CRBG { (GAB—ABD

e i i
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folal, CBD'+ (A'B D'ea—(};’fﬁ - \CBG
| DBL |BCG
aBc |
aR —~ GAB
BA'D'

a N

2 R
demnach liegt der Punkt A’ auf dem Umfange des Kreises
BAC, also ist GA'C/=(GBC
NAD'{ '|BA'D', folglich beriihrt die
Linic CA" den Kreis, dessen Mittelpunkt D' ist. Da er

mithin BA'D'+-B A'GE =BCG+BA'G;

ey auch von CB m L' beriihrt wird » 80 1st ABA'C ein auf
LAC der gegebenen Grundlinie BC beschrichenes Dreieck, wel-
I de ches in den Kreis BGC, dessen Radius — R 1st , beschrie-
ben ist, und von dem Kreise, dessen Radius = r ist ,
auswendig beriihrt wird,
Zusatz 3,

Ly F Es erhellet von selbst, dass der zweite Durchschnitt
sl
[ D" der Linie K'D' mit dem Kreise, dessen Mittelpunkt
‘ G ist, ein zweites Dreieck mit den gegebenen Eigenschaf-

ten bestimmt,
Zusatz 4,

Sucht man die Determination fiir diesen Fall, so
muss, damit die Linie K'D’ dem Kreise, dessen Mittel-
punkt in G jst , begegne ,

FRI™ FH seyn, wenn
¢ § VPG T HE don'End
BG+GF punkt der

Sehne HGH'

bezeichnet ;
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also —GF = BG
<

folglich 1?—2r.GF+GF2 C

{ DG3
B2 + FG2

mithin r3—2r.GF T §BF2
Vx4

I
r? — .}r;i:-_:s(‘:F

somit e
R

(

— l"“' ;Ttii?"
demnach OF R— —
< 21

— 2T\
oo OF2{_ ( R_'%)

R2 T2
R2—Ia

ke = R (r2—I 32)2
folglich R2 _R2——(r2—1 a2)-+ i ) +1a0
T {1'3
n - -
; oy =(r# -Xa2)?
mithin —(r2? - L7 8 L aia)
s \ - / (_-: 1- I'] +4 d

somit 4 Rr3— Rr::ﬂe T j(r3-Xa)*> a2
- - - <
R(4r2 - a?)r) i (341 a2)2

4Rr(r2—1 :128

demnach R

Zusatz 5,

~

il a . :
Ist ¥ > Xa2? 50 muss, damit

oA
- |-
;

schuoitt statt finde . lié, seyn.

der letzte Duvch-

Alsdann aber

111

3
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» R—(l +%a?) PR 1 r34-Fa2)?
1st zuglete : mitihin 18 WELL e =
ist zugleich <(fa% —1)3’ ) 4r(3az-12)
r24-1a3)2 :
negativ wird, R <« Fihea ; demnach findet die Be-
0 rir(_{,'-:l-—lﬁ)

_=(r34Ia2)3
~>.f_1'_(l;1""--r_'3j
statt, d.h. diese Aullisung findet nicht statt. Ist dagegen
(= + Ja%pe
43 s‘i“)’
Auvflosung statt.  Damit die erste statt habe, muss nun-

= (1?4 fa?)3 o : :
mehr R > 7 5 5 &seyn, Es konnen also in diesem

4 (i a2-1r?)

dingung der ersten Auflssung, dass nicht

Xa® r?, 50 ist R < sy also findet die zweite

Falle beide Aufljsungen zugleich statt haben, oder nur die

eine. Desshalb hitte man in dem Beweise der Aulgabe,
als man dahin gekommen war, dass r342r.GF $GF2 b(x“
sey , auch folgern sollen, dass ——1-—-(}[*‘-:13(} sey, oder
da —r nichts anderes ist, als KT, weil KF = -1 ge-

setzt wurde, dass K'F—G T"‘ BG sey,

also KFT§BG+GF
_ ‘:i Fif';
folglich K'T" den Umfang des Kreises, welcher D zum
Miilclpun!\uz bat, erveiche, u.s. w. Es ist mithin auch
in Fillen , wie der vorliezende , das negative Zeichen vor
der Wurzelgrisse durchaus nicht ohne Bedeatung , und
nicht unbrauchbar,
Zusatz 6.

Wenn cin Dreieck ABC in dem grosseren Kretse, und
um den kleineren liegt, so ist nach CGbigem
BG = GD
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also BG? }= ’ GD?
BF24+FG2 GRK24-KD2
=(GI'+ FK)2+DO? ..{ OK1
(KF-FOy
= GF?4 2 GF.FK +KI'?4DOz?-
KF?+2KF.FO - FO?

folglich 131‘12—4-]"()'2}: 2P K(GFP4-FO)+DQ?
BO? = 2FK.GO+DQ3

mithin BO2 -~ -_’1'11'\.(;()} = D02,
R2-aR.r

Zusatz 7e

Wenn cin Dreieck ABC in einen Kreis AGC be-
schrieben ist, und von einem anderen Kreise BM'N’ aus-
wendig beriihrt wird , so ist

GDD'= CBD'—GBC
= 2aR—( CBA ) - SGA'C
DBL' D'AN
D'BA ED’A'B
= A'D'B
GD'B

]

also BG = GD'

folglich BG2 }: GD'?
bF24-FG2 {(i}'\'z-i-](_'D':’-
=(GF-FK)2,D'0%-g OK'2
{(K'FJOF
= GF?%-2GF . FK+K'FF24D'0%
-KF2-2K'F.FO-0QF2

mithin Iil""'3+{"(}3‘-}r-]_}'€}3—— 2K (GF 4+ FO)
BO2 { 2FK’, GO
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somit B02+:>.FK'.GH} = D'0O2,
R+2Rr

Aufgabe XXVI, (Fig 26,)

Ein ‘rechtwinkliges Dreicck zu beschreiben , dessen
Seiten geometrisch proportionirt seyen , und worin eine
Seite der gegebenen geraden Linie a gleich sey.

Algebraische Auflésung.
Es sey die Hypotenuse = a, die kleinere Kaghete

= x, die grijsscrc = ¥y, SO mMuss sevn
) Ny )

WY =y
II]S() ax = }':"
= a*—x?
folglich x24+ax = a3

mithin x*+ax+1 a2

Il
+pn
-

somit x = —}a+ /(§a2)
= za( =1V 5).
Zusatz,

Es hat x zwey Werthe, wovon der eine positiv, der
andere negativ ist , der positive Werth kleiner, der ne-
gative aber, der absoluten Grisse nach, grisser, als a ist.

Geometrische Behandlung.
Analysis.
Essey ABC das gesuchte rechtwinklige Dreieck, seine Hy-
potenuse =a, also CB:BA = BA:AC

50 1st AC.CB = DAZ2

BC*— CA2

I
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mithin AC.CB+CA2 )= DBC3.
AC(BC+CA) )= a2
AC(a+AC) )
Da a gegeben ist, so ist AC, somit AABC gegeben,

Construction.

Man nehme BC = der gegebenen geraden Linic a,
halbire sie in D, richte auf ihr das Perpendikel CE auf,
mache EC =CB, ziche die gerade 1inie DE , beschreibe
ans D als Mittelpunkte einen Kreis mit einem ]'1.'1.:11'113:DE,
welcher der verlingerten BC in F begegne , beschreibe
iiber BC ecinen Halbkreis, lege i denselben die Seline
AC=CF, und ziche die gerade Linic BA, so ist ABC das
gesuchte Dreieck.

Beweis.

Es ist BF.TC ,e: CE?2
(BC+CF)FC)= CB?
(BC+CA):\(J(

also BC.CA = DBC2—CA2
= BA2

folglich CB};BA == DA ACS
a
mithin ist ein rechtwinkliges Dreieck gefunden, worin
dic Hypotenuse =a ist , und die Seiten geometrisch pro-
portionirt sind.
Zusatz 1,

Macht man CB'=CB, errichtet in B’ ein Perpendikel
C'A" auf CB', legt in den Winkel CB'A’ die¢ gerade Li-
niec CA'=CF’, wenn F' den anderen Durchschnitt des Krei-
ses, welcher D zum Mittelpunkte bat, mit der verlingerten

CB bezeichnet ,
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so ist DF.FC = (CE2
(Fc-cp)rcl 1gpa
(AC—CB)A'C

also A'C2—CpB 2}: AC.CB
A'B'2

folglich CB": B'A" = BA’: A'C,
Mithin ist ein rechtwinkeliges Dreieck A'B'C gefun-
den, in welchem die Seiten geomelrisch proportionirt sind,

und ecine Kathete =a ist.

Zusatz 2.

Da CB:BA = BA:AC

so ist auch CB2:§ DAz ’—:{ BA2 : AC2
CB. BG CB.BG : BC.CG, wenn man
AG perpen-
dikular auf

BC ?.i(:]:t;

—— et P

also CB:BG = BG:GC

iﬂl.ﬂg“cll l“L.LK — LK:KJH. wenn BL die Ver-
lfingurnng von A
ist, FLE#AC, LM
HBC gezogen, u.
AB, AG bis zum
Durchschnitte mit
LM in M und K

verlingert werden;

mithin LK’ = KM.ML,

E]}cn s0 1st Cﬁr; f}fUJ = flrj:_;r: “JC B wenn ]J‘J.[.{ .I'lr
= k;
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also C;’l'ﬁ:{ A'B'2 ’:{ A'B2 : B(C2
CA'.A'lT CA . AH:A'C.CH

folglich CA': AH = A'H: HC

mithin A'H? = HC.CA'.
Da ML=CF=CA', soist A'H= LK

somit. KM = CH

demnach AALM ? AABC
also A'CB'2 = AML
= ACB,

folglich CA” die Verlingerug von CA.
Zusatz 3,

Der positive Werih von x= % a(—1+/5) bezeichnet
die gerade Linie CF, der negative die ihr gerade enlges
gengesetzt liegende CF', und es bestimmt diese , Wie je-
ne, ein Dreieck, mit den gegebenen Eigenschaften , ganz
und gar in dem Sinne der Aufgabe.

Zusatz 4.

Wiire die algehraische Rechnung zuerst fiir das Drei-
eck A'B'C’ gefiihrt worden, in welchem die Kathete BG
=a gesetzt, CA' mit x, A'B' mit y bezeichnet sey , SO
hiitte gesetzt werden miissen

Xy = y:a

also ax = y2

folglich a? - x2__..

[ 2 -
-4

mithin 23% = (x—1 '1)2

1
l

somit x at/(§a2)

a(txy 5);

8= b e
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und der positive Werth von diesem x wire dem negativen
des oben gefundenen, der negative dem positiven des oben ge-
fundenen , der absoluten Grosse nach y gleich geworden.

Aufgabe XXVII. (Fig. 27.)

In ecinen gegebenen Kreis ein regelmiissiges Zehneck
zu beschreiben,
Geometrische Behandlung.
Analysis.
Es sey BD ecine Seite des gesuchten Zehnecks , so
wire, wenn die Radien BA , AD gezogen werden J

BAD = &R
= 2R
also ABD = ¢R = ADB

folglich BDC = 2R = CDA =CAD, wenn der
Winkel ADB
durch DC
halbirt wird;

mithin BCD = ¢ R, DCy= CA
BD}

somit AB:(BD'= DB3:BC
{A(I:AC}

demnach AC2? = AB.BC

also die Linie {AC} gegeben (EL.II, 11.)
BD

Construction.

Man ziehe den Diameter BL s lege auf denselben den
perpendikularen Halbmesser AH, halbire den Radius AL

8
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in E, ziehe die gerade Linie KH, mache KC = Kif,
und lege in den Kreis die Sehune BD = AC, so ist BD

die Seite des f_;csuthiun Zehnecks,

Beweis.

Es ist (verm, EL 1L 11.)AC?= AB.BC
BD?

P

also AB:BD = DB:BC

Ilnlgllch ADB(= BCD (El. VI, 6.)
ABD\

mithin CD = DB
ACG

demnach CAD = ADGC

somit R[]D}.—-_— 2 BAD
ABD

folglich BAD =

2 R
75 Ry
mithin ist BD die Seite eines in den Kreis zu beschreiben-

den regelmassigen Zehnecks,
Zusatz.
Macht man auch CK = KH. nimmt BD' = AC' in
enlgegengesetzter Richtung mit BD, gleichwie AC, AC
. . ’ L
tgegengesetzter Richtung liegen , macht D A$AD,
und verlingert AD bis zum Durchsthnitte mit D'A’ in A,

so 1st DA:A'B = DA:AB

in en

also DA’ = A'B.

Auch ist DA'B = DAB
s e
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Descbreibt man also einen Kreis, welcher A" zum
Mittelpunkt und A'B zum Radius hat , so ist BD' die Sei-

te eines in diesen Kreis zu beschreibenden regelmissigen
Zehnecks.

Algebraische Auflésung.
Setzt man die Liniec AC=x, so muss seyn

x* = afa—x)
LA R
also x?4ax = a2

folglich x*ax+Ia? = 5a2

mithin x = —JTa )/ 522,

von welchen Werthen der dem § oberen 3 Zeichen der
{ untcren}
Wurzel entsprechende die Linie y AC |, oder { BD
{ AC } BD' }
bezeichnet.
Zusatz.
Bestimmt man r so, dass

CA:AB = AC:r

d. 1. v (3a%)—%a;a = y(Fa%)+lar
- 2 X

. II{-L 1 .:+2"-
so st r—=gag—— 0=

Beschreibt man einen Kreis, dessen Mittelpunkt A’
aul th.‘l‘\'—t'l'i;{n:__"{'l'lil'ig von BA und Radius A'B=rist, so ist
die Seite y des .in denselben beschreibbaren reguliren

Zehnecks =—Z r+ /(3 r2), und der positive Werth von vy

L O 45 LR
- — alfy g1
Vaa?*+4la ‘1 3\2
:iﬂ"",."""'_""'l/ ( D
v za 34 :d
2

I
2 A

—————(V§u*-]a)

‘4.r 7 4
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— p 3 gl I 2 H | i. '

also y—%a = y §a

folglich y2—ay+3a®* = §a?

mithin y?—ay = a2, Da auch x24ax — 52
war, so ist der positive Werth von y dem negativen LY
von x gleich. Und die Gleichung x*=ala—x) lset also
zugleich die Aufgabe auf, in jenen zweiten Kreis ein re-
gelmissiges Zehneck zu beschreiben, weil die Gleichup-
gen fiir die Seiten der Zehnecke einerley werden,

A
Aufgabe XXVIII. (Fig. 28) -—
Zwey iihnliche gerade Kegel zu beschreiben , deren
Unterschied der Hohen =h Fuss, Unterschied der kir-
IL.“

perlichen Volumina = b Cubikfuss sey, und wovon der klei-
nere den Radius der Grundfliche =a Fuss habe,

Auflésung.

Es sey die Hohe RQ des kleineren RPL = x, also
des grosseren =x-+h, so ist, wenn ST den Radius der
Grundfliche des grosseren RTV bezeichnet >

x:a = x+h:ST

x+h
also ST —a —
X

folglich n.ST? = za (-\+h)

'naz(x-l-h“

somit Kegel RTV — (x+h)

\+h}3

a?(
= --
Ix*?
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Der Inhalt des Kegels RPL ist

ma2x
3
na?x3

3x2

=
Gt nat 5 na?
mithin ist der Unterschied) = —((x+h)3—x3)
3 x

b 3)

demnach 3x2b = 5 aa2hx?+37a2h3x+7na2h3

somit 3(b-ma?h)x?*-37a2h2x = ma2h3

., ma2h? ma?h3
B0 XY e B e,
(b-ma?h) 3(b-za%h)
' x —na2h? m2a4h4 na%h3
folglich —-—-—_-] = —_—
(b— na*). 4(b-nalh)? 5¢b - na?h)

-_—niu"‘h:’*( s - ~ )
{ (b-ma2h)? " 3a(b-na®h)

3na%h <+ 4(b—7na%h)

= n2a3h3 _
12 71(b—ma?h)?

o 4b—mna?h
= na2h3 ———
12( b—=na? h)?

—

: /( [ 4h——m|2h)
a2l 2 ahy \ nh 5

ithi = i —
A 2( b=—mna*h)™ 2(b—aa2h)
-1l
¥ _nln ( d.h""‘y’( b 4b-na h))
2(ly =za? h)
Beispiel. Es sey a=1%, il=l, b=13n, so ist

I"!'[

<= e G (555)

16
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—— (3‘1 e t/ .77
e i

= $(1+2)

= ;}:[i‘.!),

also hat x zwey Werthe,
Es ist entlweder x = 2

"
oder x = —2.

Ziusatz 1.

Da die Algebra dic cinander der Lage nach entge-
gengesetzten Linien durch dic Zeichen 4 — unterschei-

det, so bezeichnet der Werth von x = 2% die Linie QR

= %, und der Werth von x =—2 die derselben entge-
gengesetzt licgende QR = 2. Es wird zugleich
h 4+ x ecntweder = 3
oder = 33
l"'\'
und r entweder = 2 = 1k
ji.
I 7
A e - ot liee-=mel -5
oder = R 133
9
verel RTV eder — 7.25.5 — 4. 125
Kegel RTV entweder = n.2§.5 = n.123
oder = 7n.43..%=n 343 ;
{ecel R satweder = 7.L.2 =
Kegel RPL entweder = n.1.2 = &7
oder = ML e— 2o = —3% 7

mithin 1st Kegel RTV — Kegel RPL

reder = I25 T \g=1I25—8__TT: _ 3913
entweder = (123-T)n=125— n=I1Tg=33n=]3a
i = (343 I =343 8 _35% . 13

oder = (4*:.'1'54)"—"4;3:": = 3337 = §g%

Zusatz 2,

Die Algebra unterscheidet zwey Kegel , welche eine
I - . 3 ., r ., r -
i.age haben, wie PRL, PR'L durch die Zeichen =+ —.

Da die Cylinder die dreifachen der Kegel von derselben
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Grundfliche und Hohe sind, so werden auch die jenen

Reeeln correspondirenden Cvylinder durch <+ — unterschie-
ae :

den. Aehnliches gilt von _I‘}'r:nmdun und Prismen,

-

Zusatz 3.

Es losste obige ‘Aufgabe zugleich die Aufgabe auf,
gwey ihnliche gerade Kegel TRV, PRL zu beschrei-
ben, in welchen die Summe der Hohen =h, die Sum-
me der kérperlichen Riume =Db, und der Radius der

Grundfliche des einen = a sey.

o

Aufgabe X XIX.

Unter allen geradstchenden Parallelepipedis, deren
Inhalt dem Wiirfel der gegebenen geraden Linie ¢ gleich
ist, und welche cine Secitenlinie = der gegebenen geraden
Linie a haben , dasjenige zu bestimmen , dessen Oberfliche
ausgezeichnet ist.

Auflosung.

.3
C
Ist die zweite Seitenlinie = x, also die dritte =— ,
ax
c? c3
so ist die Oberfliche = 2ax+2—=+2.—
X a
c? 3
also die halbe (_}}!L'l'”:il_flll‘};——: ax-$—t—
X a
¥
| : dy c3
Glolich =2 = iy
fole=lich = -
2 dx x?

Daniit vy einen ausgezeichneten Werth erhalte, muss
c3
mithin a—-— = 0 seyn

—— e e
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c3
folglich x2 = —

a
o3

L5 ( )
demnech — = 3
ax c
a v o
a

somit x

i

|+

l
|4
q\
N
® | %
~—/

. dly 2 t¥x
‘erner 1st —— =
F dx? x4
23
-
C\ 3
= 5 (_)
] X
(e
1 3
L c
" = + 5

o(2)

3
Also ist y ein Minimum fiiy x = +\/(%-) , ein Ma-

ximum fiir x = --V( ) Und es ist

+ ;wfc N e
=ty d____v( )

3
= ¥y (acd3) + y (QCJJ-'-%

) 4

CS
= '——+‘l~/('1(, )

-~ e
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Anmerkung 1.

4
o c

Der Werth x = 4 (—) beantwortet die Frage in
a

dem Sinne der Aussage, und bestimmt die Dimensionen

des Parallelepipedums, dessen Oberfliche ein Minimum
¢3

ist. Fir den Werth x — ~—V(—r> werden die von x
d

abhiingigen Seitenflichen negativ, und es bestimmt der-

selbe die Dimensionen rlcsjnnigc!n P:u'ﬂl|1:lepipcdums._. in
welchem der Ueberschuss der einen Seitenfliche iiber die
von x abhiingigen ein Maximum wird. Gleichwie die Al-
gebra immer die posiliven und negativen Werthe von x
bestimmt , welche einer Gleichung Geniige leisten, so
fasst sie in einer emzigen Gleichung die Beantwortung der
Fragen zusammen , unter welchen Umstinden dje Summe
dreyer Seitenflichen eines Parallelepipedums, oder der Ue
berschuss einer derselben iiber die iibrigen einen ausge-
zeichneten Werth erhalte,

Anmerkung 2,

Das andere Parallelepipedum fillt in den Vertical-
winkel desjenigen, in welchen das erste fillt. Da aber
der Inhalt beider = ¢3, so unterscheidet die Algebra
zwey in dieser Weise gelegene einander gleiche Parallele-
Pipeda nicht durch die Zeichen + —,

Aufgabe XXX.

Wenn g den freien Fallraum ecines Kiit'[u.‘zvl ta der

@sten Secunde bezeichnet , zu finden, nach wie viel Se-
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cunden er sich am Ende einer verticalen Linie von §

Fuss befinden werde.
Auflosun e.

Es ist, wenn t die gesuchte Anzahl der Secunden
bezeichnet , S ="gt?
" S
also t% = —
[h:

iiil;ﬁ]i(?h b T,

Zusalz,

Fragt man : vor wie viel Secunden befand sich ein
Korper beim freien Fall an dem Ende einer verticalen
Héhe von S Fuss? und bezeichnet man die gesuchte Zakii

von Secunden durch t, so ist

S = gt2

" S

also 12 = —.
ir
o

Aot LS
mithin ist — der Ausdruck fiir das Quadrat sowohl der
or

g
einen, als der anderen Zahl von Secunden , und die Al-

gebra giebt desshalb die beiden Werthe an, indem sie sagl,
S

@58y & &= b l"(“), '-.k'ndm'thsin.‘ditrzukilnitiqcZ{-Itdnrch
0y L
o

~+, die vergangene durch — bezeichnet , oder umgekehrt.

Aufgabe XXXI. ( Fig. 29.)

Eine Glasréhre CALN , deren Linge = 6o Fuss,

] . . e
und welche unten verschlossen, oben offen ist, sey bis
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zu der Hohe AB = 54% Fuss mit Queksilber, in dem
Raum BN mit athmosphirischer Luft gefiillt. Sie werde
umgedreht, und beriihre mit der unteren Ocffnung die Ober-
fliche PQ eines mit Quecksilber gefiillten Gefisses. Man
fragt, bis zu welcher Fotfernung von dem Punkte F

das Quecksilber in der umgekehrten Rolre sinken werde.

Auflésun g.

Das Quecksilber wird bis zu cinem Punkte E sinken,
dass der Druck der in der Rohre FEGA eingeschlossenen
Luft, welche friiher in dem Raume CBMN sich befand,
und der Druck des Quecksilbers in der Réhre DG dem
Drucke der athmosphiirischen Luft, welcher dem Druck
einer Quecksilbersiiule von 28 Zoll gleich gesetzt werde 2
gleich ist.  Nach dem Mariottischen Gesetze findet man ,
da die Luft 10 dem Raume CBMN durch die athmosphi-
rische Luft mit einer Kraft, welche demi Drucke einer
Quecksilbersiiule von 28 Zoll gleich kam, gedriickt wurde,
dic Linge u der Quecksilbersiinle, welche dem Drucke der
in der Siinle FEGA, deren Liinge =z geselzt werde, be-

findlichen Luft das Gleichgewicht hilt, dutch die Pro-

portion ij(:—--r’j.jg}:x = u:28
BT
L
2051
alsh g = ——
Z
rr
7
Vs
mithin ist -'—H+Gn———z, = 28
z

folglich 14{+602z—22 = 282

—

3
:
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somit 144 = z*>-+(28 - 6o)z

= 722322

demnach 14{4+16%) = (z—16)2

'ld’i+:l.5ii(

,"J!r(,.'ll‘l
also + 20 = z— 16
folglich z = + 20416

Zusatz.

Der erste Werth von z beantwortet die Frage , wie
lang die Lufirihre FE werde,, damit der Druck derselben
mit dem Drucke der Quecksilberrchre DE zusammengenom-
men dem Druck einer Quecksilberréhre von 28 Zoll das
Gleichgewicht halte, Die Algebra giebt in jeder
Gleichung, wie obige, auch die negativen Werthe der
lmlnlmnntcu Grosse an, welche der Gleichung Geniige
leisten,  Sie antwortet desshalb zugleich auf die Frage,
wie lang die Lufiréhre w erde , damit der Ueberschuss des
Druckc:s der Quecksilberrihre tllnrl' den Druck der Luftrih-
re dem Druck einer Quecksilberréhre von 28" das Gleich-
gewicht halte, Und sie setzt die Linge der Réhre DE=64,
der Luftréhre = 4.

Aufgabe XXXII. (Fig. 30.)

Ein Dreicck zu lmsc!u‘ci!:cn, dessen Grundlinie , Hohe

und Schenkelsumme den gegebenen  geraden Linien g, h,

gleich seyer,



AH g(!b(’ /Y/‘.z"r][‘

Geometrische Behandlang.

Analvsis,

Es sey BAC das gesuchte Dreieck, so liegt, wenn

BC als der Lage nach gegeben angenommen wird, die
Spitze A auf der, in einer Entfernung =h mit BC parallel
gezogenen , geraden Linie AG, Beschreibt man aus A als
Mittelpunkt einen Kreis mit einem Radius= AC, und ver-
]:’Ingm't BA bis zum Durchschnitte mit demselben in D
so 1st BA—I—.’L])} = BA+AC
BD = S , also liegt D auf

dem Umfange eines gegebenen, von dem Kreise , dessen

2

Mittelgunkt in A ist, in D beriihrten Kreises. Legt man
in den Kreis, dessen Mittelpunkt in A ist, die auf AG
perpendikulare Schne CF, so ist der Punkt F gegeben,
Da nun dieser Kreis durch die gegebenen Punkte C, F
lauft, und den anderen Kreis beriibrt, so lisst sich sein
Mittelpupkt A finden,  Mithin ist die Spitze A des ge=-

suchten Dreieckes, somit das ganze Dreieck gegeben.

Construction.

Man mache BC=g, BCG=R, CG=h, GA # BC,
FG = GC, beschreibe durch F, C einen Kreis, welcher
einen, aus B als Mittelpunkte mit einem Radius=S beschrie-
benen, Kreis berithre, und verbinde den auf der Linie
AG liegenden Mittelpunkt desselben mit den Punkten B,
C durch die geraden Linien BA, AC zusamen, so ist
BAC das gesuchte Dreieck.

Determination.

Damit durch F, G ecin, den Kreis, dessen Mittelpunkt
m B liegt, beriihrender, Kreis gelegt werden kénne,

darf, da der Punkt C innerhalb desselben liegt, der Punkt

L

RE AR
§ e & PP
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F nicht ausserhalb desselben liegen , also muss
FG :" GI seyn, wenn I den Durel,.
schinitt der Linie CF g
dem grossen Kreise be-

zeichnet 3

folglich FC = CH
i <

mithin l_"(12+Cl32}: (HC2 4 CB=

4h*+g2 BH=2
S,
Deweis,
s ist -"”iz—l-{_;'-'v ?: S2
: <
FC2+CB2| BH2
HC2+4 CB2

demnach FC = HC:

< :
mithin hegt F' innerhalb des grossen Kreises, Es lisst
sich also ein Kreis durch die Punkte F, C legen, wel-
cher den grossen Kreis beriithrt. Da der Mittelpunkt des-
selben auf der geraden Linie BD und auf der, die Sehne
¥FC perpendikular halbirenden, geraden Linie AG, also in

A iit,‘::i, 50 15t DA = AC

folglich BA4+~AC = BA+AD
= S.
Da auch BC =g, GC=h ist, so hat A ABC die

gegebenen Eigenschaften.
Zusatz,
Es erhellet von selbst, dass es, je nachdem I"GZGH

1st, emen einzigen Kreis, oder zwey Kreise mit der Ei-
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;_;cns{-]m!‘t giebt, durch die Punkie I, C zu laufen, und
den grossen Kreis zu beriibren. dass man also auch ein
Dreieck , oder zwey Dreiecke mit den gegebenen Eigen-

schaflen erhiilt.

Algebraische Aufldsung.

BA+-AC+CB

Setzt man BA=x, also AC=S—x, so ist

2
S+g BA+AC—-CB S-g CB+BA—AC g+9x-S ,
i 2 TR % ke :

5 )
L Seg S-gax;.g-5 Sswg-2x |
r - [$ : 3 / : '.‘ I- ¥
-llbU &4 J(_ 1- ( 2 2 2 2 ) |
vg.h i
s

folglich

f o2 2
4.2 En . _ 3 :
mithin :: —ox(S+g—g+S5)—4x?4g>—5* 1|
5 okt 4
f a2h2
-omit \:'._v_’\.f x =— o2 __ ;',__‘I_'_-E': 11
SO i joie = o 11-_51 1
282 go2h2

demnach x2—5Sx+ % 5%
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S2_p2_ /112
also x = 18 i{gr’(__.______il‘_
' S2_p2
i O
= X S¥ay 52‘_-‘(‘:2 _*"“1?
= 5% (—5==-))
weeg
Der Werth von x ist mithin ein doppelter , niimlich
S:— e - f"h'
% e L S o ) ;
. 2( +°V( S2—g? J))

S2—g2 /]2
folglich 1,/( '_;r‘ : ) < 1

-
= e ¥
b

: 82 _g2__fh2
somit 4 ——
nit gy ( 52—-—{_;7 g-

a
Nun ist §>g, also ist auch S>gv’(s tg —:h?),
5%—g
mithin sind beide Werthe von « positiv. Da sie nichts an-
deres bezeichnen kénnen . als die Linien BA, BA’, so un-
terscheidet also die A lgebra zwischen den Linien BA, BA’
nicht durch die Zeichen + — , sondern sie versieht beide
mit einerley Zeichen, und beide unterscheiden sich nur
durch die absolute Grésse.

Zusatz 2,

Mit dem Vorstehenden stimmt das Resultat der Rech-
nung genau iiberem, wenn man BC in K halbirt , und
KE =y setat,

Alsdann ist BA? — BE24+EA? § AC?=CE?+EA?
—EEHYER = (Fgypl




!i'.'.-!

Aufgabe XXXIII. 120

also hat man die Gleichung
S = v(({gty)?+hN+v((fg—y)?+h?)

folglich S—1/((£g—y)?+h?) = v ((g+y)?+h?)

mithin $3—28y/((% g-y)?)+h?)+(Z §—y)*=(3g+y)*+h2

e

somit —2S5((3 g—y)?+h?) = 2gy—§2

demnach 45“((55;-}')"‘4*!1"‘)} = 4g%y%~ [ gyS2+54
45*(4g?—gy+y* + h?)

also }'7(.-’5'51—4;;2}}—_-{ S4— 822 £S2],2
4y*(S2—g*?) $3(S2—g>—4h?)

S2(S2 — g2 —fh?)

folglich y* = A(52—g7)
Lo/

LSy S2—p2_fL2
"y . a2l 4n
mithin y = +°— 2 & g
- G ps

Durch welche Werthe nichts anderes , als die beiden
einander gleichen , aber in entgegengesetzter Richtung lie-
genden, durch die, von den Spitzen, A’ auf die Grundli-
nie gefillten , Perpendikel bestimmten Segmente EK , E'K
der Grundlinie, vom Halbirungspunkte an, bezeichnet seyn
kénnen , und wodurch also wiederum auf die Linien BA
BA" hingewiesen wird,

Aufgabe XXXIII (Fig 3r.)

Ein rechtwinkeliges Dreieck zu beschreiben, dessen
Hypotenuse und Flichenraum gegeben seyen , jene = der
gegebenen geraden Linie S, dieser = dem Quadrate der

gegebenen geraden Linie a.

9
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Construction.

Man mache BC=S, FC=a, errichte in C auf pe
ein Perpendikel, nehme GC = CF, ziehe FH # EG,
HA # BC, und verkuniipfe den Durchschnitt A der Linie
HA und des iiher BC beschriebenen Halbkreises mit den
Punkten B, C durch die geraden Linien BA y AC, so ist
ABC das verlangte Dreieck,

Determination.

Damit HA dem Umfange begegne , muss

HC = XBC seyn,
<

also FC:CH :{ FC }:}'HC
EC:CG a
2 BC:a

folglich éBC?}: a?

CK2 , wenn CK den Punkt
C mit dem Endpunkte
des in E auf BC per-
pendikularen Halbmes-

sers verbindet ;

mithin KC = a.
-
Beweis,

Es ist KC : a (Det)

also HC = EK ,
<

wie aus der Determination lwrvm'gcht', folglich erreicht

HA den Halbkreis in einem Punkte A.
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Nun ist EC:CG = FC:CH

also EC.CH )= CG?>
AABC!= a2,

Zusatz,

Im Fall der Berithrung des Kreises: durch die Linie
HA giebt es ein einziges, im Fall des Durchschnittes ein

zweites Dreieck A B C mit den gegebenen Eigenschaften

wie von selbst erhellet.
Algebraische Auflosung.

Bezeichnet man die Hohe AD des Dreieckes mit ¥y

so muss y so bestimmt werden, dass.

IS.v = a2

(¥

2

also y = — werde.”

.

4

1y

Zusatz.
Die Algebra giebt nur Einen Werth fiir die Hohe,
weil beide Dreiecke , welche das Verlangte leisten, diesel-

be Hohe AD = A'D’ haben,

. : ) T
Bezeichnet man aber CA mit x, also BA mit —,
X
T -
s0 ist x*4—— = 5%
x2

folglich x4+4a4 = S$%x?

mithin x4 — §2x2 4184 = I§4— /a4

- u ” {4
somit x2 = fS82+ /(54 —4a%)

demnach x = =+ l/(;s:i Vv 554 —4 a4
Der Werth von xist alsoein vierfacher, welche, je zwey u, zwey

einander gleich, mit entgegengesetzten Zeichen versehen sind,
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Es ist nimlich x = 4+ /(1524 (L54 —4 a%))
—VGES*+v(} b4—fd ),
X = 4y (FS?—v(ES +'14J]
X = —V S~y (ES4—ga0)

e
|

2 a2
TV (G SATy (359 ]ae)
+22%V (1S5 (28444 4)
T Viae®)
= V5T v (FS4—4ad),

Die Werthe von BA sind =

—

Der Werth von BA ist also auch ein vierfacher , welche
Werthe je zwey und zwey einander gleich, aber mit ente
gegengesetzten Zeichen versehen sind. Es ist nimlich

BA = 4y (IS2—y (54— fa%)

BA = — )/ (3S*—y (3 S4—fas))

BA = +|/|',_E-Sﬁ+1/s‘-'¢54-—fia4))

BA = —y (15* + v (35— fas),
welche Werthe den Werthen von x je zwey und zwey
gleich sind.

Die geometrische Construction giebt an die Hand ,
dass die positiven Werthe von x die Linien CA, CA’,
die correspondirenden negativen die Linien CA”, CJ'LM,
und dass die positiven Werthe von BA die Linie BA,
BA', die correspondirenden negativen die Linien B"A”,
B"A™ bezeichnen. Bezeichnet man niamlich die, der Linie
CB gleiche und entgegengesetzt liegende, Linie B"C durch
(—S), und die Kathete CA” des rechtwinkligen Drei-
eckes A"B"C von dem FlI: achenraume = a2 durch X, S0
findet sich x? = §(—S)2+ V (1(—S)*—4a%)

= 1832 > Vv (E54— fa%),

Derselbe Ausdruck involvirt also sowohl die Werthe von
CA2, als von CA'2, uud die Quadratwurzel aus demsel-
ben hat sowohl den Werth von CA, als den von CA’
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anzugeben , welches die Algebra wegen der Entgegenge-
setztheit der Lage der Linien durch die Zeichen = —
thut. Uebrigens unterscheidet die Algebra wiederum die
von den Punkten B, B’ auf verschiedenen Seiten einander
parallel laufenden Linien BA, BA", oder BA', B"A" durch

die Zeichen + —.

Diese Nachweisung der Bedeutung der Zeichen erhilt

ihre Bestitigung durch den algebraischen Ausdruck der
Hihe des Dreieckes [iir den Fall der negativ gesetzten
Hypotenuse. Alsdann nimlich ist die Hohe

a2
TR
—3 5
al
< ?
2“"1

Beziehung auf DA entgegengesetzt liegenden Linie A”D'

welches mit der in

—R

ibereinstimmt.

Aufgabe XXXIV, (Fig. 52.)

Ein Dreieck zn finden, in welchem die Grundlinie,
Hiobhe und eine Seite den gegebenen geraden Linien g,
h, b gleiech seych.

Construction.

Man nehme eine gerade Linie BC = g, errichte auf
derselben das Perpendikel BG =h, lege GA'H BC, be-
schreibe aus C als Mittelpunkt einen Kreis mit einem Ra-
dius=b, welcher die Linie GA" in A" erreiche, und ziche

A'B, so ist A'BC das gesuchte Dreieck.
Determination.

Damit der Kreis die Linie A'G erreiche, muss
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e
A
-

p= ;Cli seyn, (wenn CKA'= Ry,
>l h )

Beweis,

Es ist b :{ h
= T

CK,

also beriihit, oder schneidet der Krejs die Linie GA',
Geschieht es in Al, S0 Ist B(J:_'_J,, AJ”Q—_:]H}_—_h,wenn A [1]}___]11

CA'=Db, also hat das Dreieck die gegebenen Eigunschu!iun,
Zusatz.

Es erhellet von selbst , dass es im Fall der ]]'(n‘iiin'ung
ein einziges, im Fall des Durchschnittes ein zweites Drei-

eck A"B C mit den gegebenen Eigenschaften gicht,

Berechnung,
Setzt man BA'— X, S0 ist x? = A'H24[IB2
= ]1=+(g—C[I)3
h2a(g— (2 (b2 )2
&= h?-l—;__:":;:z gV (b2-h?) b2,

= g?+b2T 2 g4/ (b2=h2)
—— e
also x = =+ / (51_,.])9_:35,/ (b2-1?),

|

Es hat mithin x viep je zwey und zwey einander
gleiche, aber mit enlgegengesetzten Zeichen versehene
\\'crr.h{:, nimlich X = oy (824.];2-23;/(1)3-}12}

X = =+ (g2+b242g) (b3-h?))

X = —V(g*+b?-2 g1/ (b2-h?))
X = =V (g?+Db22gy (b2-h?)).

Die positiven Werthe sind offenbar dieselbigen, wel-
che die geometrische Construction gegeben hat, nimlich
T o . - sl » & .
BA', BA”, die negativen diejenigen » welche die geometrische

Construction gegeben haben wiirde, wenn man BC=g, BG'=h
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n
G'A"(#BC) beschrieben hiitte, Es iindern sich auch die

5

(&2 )
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und aus C als Miticlpnnkt einen Kreis mit ei-

em Radius = b bis zum Durchschnitte mit der Linie

Werthe von x nicht, wenn in derselben — g statt + g,
_} statt +b, —h statt +h gesetzt wird., Weil aber
die dazu gehorigen Werthe von x die Linien BA"™", BA"

hezeichnen miissen , so belegt sie die Algebra mit dem

Zeichen —.

Aufgabe XXXV. (Fig. 33.)

Fin rechtwinkeliges Dreieck zu beschreiben, in wel-
chem die Hypotenuse BC der gegebenen geraden Linie g,
die Differenz der Katheten der gegebenen geraden Linie
d gleich sey.

Geometrische Behandlung.
Analysis.
Es sey BAC das gesuchte Dreieck , so ist

BC*—(BA—ACP:AABC = 4 :1 (Euklids Data von
Wurm, Satz 6. Zus.)

wenn die Hohe AIL

g* —g? .
i 2 =h gesetzt wird ;

also gz—dz}: 2 gh
(g+d)(g—d)

folglich 2 g:g+d = g—d:h;
mithin ist h, somit das Dreieck gegeben.
Construction.
Man nehme BG = d, mache CB = CB=g, richte
in G auf GC ein Perpendikel GE auf, mache dasselbe

P — . ’ 1 - - -
= 2G, beschreibe durch die Punkte C, C', E cinen das
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]’el'pcen:li!.cl GE in D schneidenden Kreis X It'ge durch p
die Linie DA der Linie BC parallel , und beschreihe tibep
BC einen die Linie AD in A erreichenden ll:lIlen}is, S0
ist, wenn die geraden Linien BA » AC gezogen werden ,

ABC das gesuchte Dreieck,
Beweis.

Es ist g2—d3 <{ g2
2

(g+d)(g—d) 8§28
B A B gk
L‘{_;}. GD
28

also GD < 285
folglich erreicht die Linie DA den Kreis, Geschieht e
in A, so ist

BG‘}-('M~ACJ2 SAABC = fagy

i

fr-J
mithin g"}—-—(B:'L—wA(J']:: ?,A.:\BG}—_— 4 : 2
{ g.DG )= 5 . ,

=(2g. DG :2.DG
EG.GD
CG.G(”

-

g2 —d3

somit BA—AC = d.

Zusatz I,
Fiir den zweiten Durchschnitt A’ ist
BC'-'}-—(C;’L'— A’JJJQ:{QA;-"L'H C}: T
g? g.DG -—:}2'*DG}:5.DG

2>

folglich CA'~A'B = g,
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Zusatz 2.

Macht man auch EG =2g, und beschreibt einen
Kreis durch die Punkte C, E', C", welcher GE in D’
schneide , legt die Linie D'A” der Linie BC parallel , be-
schreibt iiber BC” einen die Linie A"D in den Punkten
A", A" erreichenden Kreis, und zieht die Linien BA",
C'A", BA”, C’'A", so sind, wie von selbst erhellet, auch
dic Dreiecke, B A'C", B A”C" von der gegebenen Ei-
genschatt.

Algebr. Auflésung.

Man halbire BC in O, fille auf BC das Perpendi-

kel AH, und setze OH =y, so ist

BH = Zg+vy, CH = Zg—y
also BA2= grlic+y), CA%= g(3g~—Yy)

folglich BA = * v (g(3g+y)), CA = v (gig—y)
)

mithin B.ﬁ\-—ﬁCé: Fvgig+y)

somit (d* v/ (g(% g—"}'))}g}*{g(;‘ g+y)
g A

2 : :
Eadv (g(3g-y)+ie™gy' '38% ey
demnach *2dy/ (g(f g—y)) = 2gy—d?
also 4d2(3g2—gy))= 48y*—4gd*y+d*
2 d*g?—4d?y
; 202 —d2%)d?
fa]gll(}h (‘—h' "'4';_"? . }"‘“
=
. - I-'l. 1’1 - -
mithin y = X —/(2g?—d?).
28 ;

Es hat also, in Uchereinstimmung mit der geometri-

sthen Construction, y zwey einander gleiche , durch die

N T

pAREREE f Faiv T

=y

L

£y

o
»
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Zeichen 4+ — sich unterscheidende Werthe , welche die

Geometrie in entgegengesetzter Richtung construirt.
Bestimmt man aus y die Werthe von BA, CA, so ist
d & 8
A2 — I e, et Vv no2_d2 CAZ— (;ﬂ' _"/(? ,'J_dg :
b g('é"zg (28 ), 8 8+ g g-d?))

-
=&

=1+ 1AV (ag™-d?)  =1g3FdV (ag>-d3)

——

also BA = + v (g2t Idy (2g2—d?),

CA = +v(Qg?sidy(2g2—d3)).
V(22 —d2 4+ d
T BA o me o )
2
Ok ee o atB) THE B A

Es haben also die Linien BA, CA vier Werthe ,

nimlich BA = + v (g*+Idy (2 g2—d2)
BA = +v(§ g:—3dy(a g?—d?)
BA = —v/(fg2+5dv (22—dY)
BA = —v(g*—}dv (ag>—d?)

CA = +v(3g2—Idy(2g2—d2))
CA = +V (2 g2+1dy (2g2—d?))
CA = —y( g2 —Idy (282—d?))
CA = —v(g-+idv 252—d%).

/ o2 2 1 e «.‘.‘::-— 83100
Oder BAS L Q82000 ) g, - J¥ag—d8)

3 2

/(2 g*—d?)—d /(2 £2—d2)+d
B.ﬁ.::-i-l ( 5 d?)—c CA::-!-‘ (28 )=
B11=_V(3gz:.tlc)+c[) CA =+‘/ (2 gzjdz__d]
vV (ag?—d?)—d V (2 g2—d2+d)

BA=— "B = iy

2 2
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Die positiven Werthe von BA, AC, wozu die ersten
Paare gehoren beziehen sich offenbar auf die Linien BA,
BA', CA, CA', die pegativen aul die oben dargelegten
Linien BA", BA™, C"A", C'A". Es beslitigt sich also
Lier wieder , dass die Geometrie in entgegengesetzter La-
ge die Linien construirt , welche die Algebra duorch die
Zeichen + — unterscheidet , und dass eine Linie , wie
C'A", oder C"A" in Bezichung auf die ihbr parallelen AC,

oder A'C mit dem Zeichen — versehen wird.
Anmerkung 1.
Setzt man BA =x, AC=y, und x—y=d, x2+y?= g%,

also x—d =y
so ist x"'—f-(.\'—d)?'}: g2

2x2— o dx-d?

g2—d2
also x2—dx = =
2
d 2 g?—d?
7 iy i » [ — S—, I——-— .l. 2
folglich (x 2] = 5 +1d
2 g?—(d?
i

[ -~y
mithin x == =i Iy (2 g2—d?)

d i v (‘.’, gz—-—llz)

2

—_—

—d* v (2 g2—d?)

somit vy
s y = =

Man erhillt also fiir x, y nur zwey Werthe,, welche
oben mit dem ersten und letzten von BA, CA iberein-

stimmen, und dic Werthe von BA, BA" fur x, von
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CA und C"A" fiir y andeuten. Dass in diesem Falle nup
41 zwey Werthe fiir x, y gefunden werden , rithrt daher

dass die Aufsabe in einem beschriinkteren Sinne gefasst
g
wurde, als sie gegeben war, und die Geometrie sie be- :

, handelt.  Bey der ersten Berechnungsart niimlich kann X

| sowohl kleiner, als grosser als Y, also x—y sowohl = 4¢

1k als =—d seyn, so wie in der geometrischen Fassung BA
i . die grissere, oder die kleinere Kathete seyn kann, dep

" Unterschied beider aber =d bleibt. In der zweiten Rech- .

nung wird x als das grossere bezeichnet; und dann zeigt i &

die Algebra von den vier Werthen, welche fiir x maog-

lich sind, nur den ersten und letzten an s Wwovon jener

der grissere positive, dieser der kleincre negative, oder
mit dem positiven verglichen, der grossere ist.  Dadurch

dass der zweite dieser Werthe von x

negativ ist, zeigt i
die Algebra an, dass er einem der vier moglichen Wer-
the von x, welche dje Aufgabe in ihrer Allgemeinheit

b auflosen , cntgegengesetzt liegt, wie BA™ der Linie BA’ ' o
H . entgegengesetzt ist, nicht aber, dass sie gerade dem er-

sten dieser Werthe entgegengesetzt sey,
An mnrknnq 2
L

| Bezeichnet man den Werth von BA durch x,

von .
AC durch x—d » und setzt
X¥t(x=d)?) = g2
X""+X2—-—211X+{]2}
g k:
) gr—d2
’ 50 15t Xx?—dx = = &
- 2
!

also x2— (Ix+;1 d? =

X i
gl
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folglich x = Id+ Iy (2g%-d?)

mithin x—d = —

Es konnte iiberraschen, dass also BA , AC nur zwey
Werthe erhalten, wovon iiberdies der eine positiv, der
andere negativ ist. Und man konnte versucht werden ,
dafiir zu halten, dass der positive Werth von { X }

x—d

die Linie { BA }, der negative die Linie

CA
’B\ bezeichne. Aber man wirde darin irren.
Durch jene Gleichung x*+(x—d)? = g2 wird die Be-

dingung ausgedriickt, dass die von B auslaufende Linie
des gesuchten rechtwinkligen Dreieckes um d grésser suy,
als die andere, wihrend durch die in Anmerkung 1, ge-
gebene Anflsung die allgemeinere Aufgabe ]1c]1andult
wird, ein rechtwinkeliges Dreieck zu - beschreiben, in
welechem der Unterschied der Katheten =d sey. Diese
Aufgabe lisst die oben angegebenen vier Werthe fiir die
Katheten zu, die beschriinktere nur zwey , und die darin
bezeichneten Werthe sind picht BA, BA', und CA, CA’,
sondern BA, BA"”, und CA, C"A". Es ist niimlich
+ Idy(2g2-d?) = + ;tlp’(zgz-—-—(l?)

also Zgl4-1dy/ (2g2-dD=(3d*+5dVv (2 g?-d?)+

g2-142

r
i2g%*-d?)
1d+ Iy (2g2—d?))?

-

— —

folglich «+y/ (£g2+1d)” (2g2-d%))= +3d+5 v/ (26*-d%).

o

Eben so ist —IZdy/(2g2—d?) = —3dv (282
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folglich — 7 (1 2—Ldy (2g2 —d? J=%d-1v (2 g2—d?2),
o } 25 2 o] / 2 2

Da niimlich links die negative 'Wurzel genommen
wird , muss sie auch rechts genommen werden , und dje
ist Jd—Z% 1/ (2g2—d2),

Sollte die Aufgabe aul dem hier angegebenen Wege
n der Allgemecinheit, wie in Anmerk. ., aufgeloset wer-
den , so miisste man setzen

X (xF d)2 = g2

o 7 - s
also 2 x2 X 2ds4+d2 — o2
alagh & g?—d=2
folglich x2 gy =ftel s
b -+
2
7
o2
mithin x2 Fdx+1d* = ’l_-—;;rIJ
3 )

somit x =
Es wiirde demnach x vier Werthe erhalten ,

X = 4 1d+1y (2g2—d?)

X = =] d—Iy (2g2—d?)

X = —Ld+1y (2 g2—d?)

X = —I fl—;l’(ZB:"_dz)ﬂ
welche mit den in Anmerlumg 1. erhaltenen genau iiber-
einstimmen,

-

Anmerkung 3,

Dieselbe Bewandtniss hat es mit der Aufgabe: ein
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T | rechtwinkliges Dreieck zu finden, dessen Hypotenuse und

Kathetensumme gegeben seyen.

|
-~ |
&),

Aufgabe XXXVI (Fig. 34.)
IMen .
| . . . v .
- Ein rechtwinkeliges Dreieck zu finden, dessen Hy-
potenuse der gegebenen geraden Linie g, und Flichen-

Feae raum der Hilfie des-Quadrales der gegebenen geraden

Linie [ gleich sey.
Algebraische Auflésung.

Bezeichnet man die Katheten mit X, Y, SO muss

; b et Pl : G L. &
seyn xy = 2 ,\'J+_52 — gl
| it
also y = =
X ||
] e -‘a

J "
R o
folglich \;'J-I--':; = g2 :
: imi
mithin x4+ f4 = g2 m 1
somit x%—g2x? = —f4 |
demnach x4 - g?x2+1g4 =_Ig4-l"* i
also x? = Jg2? * /(1 g4.f4)
folel x -___th/(; H‘H— V(2 54_ 1'4” }r'J___ :’{u;;?l’tf ga,_ [‘4)
A mithin y = *.v/ (g2 7 v (3 g4—I4)).,
Zusatz 1. i

Es ergeben sich also vier Werthe sowoll fiir x,

als fiip Y. Es ist nimlich
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x=+V(I83+V(18*14) = +v (Fg2+1) +v (§ g2-1?);

x=+V(Ig*—v(ig4f%) =+v(Lg?+f2)- v(ig>- N

L
X = — (T""'f'l/ __:‘4 f4] __—__.l/(i 52 _+_1'2)_ l'"f('jg:—f‘?)
x=—y 38—V Eg+f4) =—viig*+)+v(ig*-)
y=+V (38> V(Eg*-f4))=+v (382+12)- v (Lg2-)
y=+V(Gg*+v(GEgHtt))=+v(Eg*+1?)+ v (382 - )
Y=—V(38%- Vv (38*-1%)) = —/ (§g?+12)+ v (g2 £2)
Y==V(@g*+V (§g°-f4))=—v (38 +1%) -y (g2-12),

Zusatz 2,

Damit die Werthe von x, y reell werden, muss

Ig4 aEin | !

e I
also o2 = f2
also % g & f2,

ololic o 2 -
folglich g o 22 seyn,

Zusatz 3.

Von den 'Werthen von x und von y sind die beiden
ersten positiv, die beiden letzten negativ.  Die ersten
Werthe von x, y sind den dritten , die zweiten Werthe

den vierten derselben Grossen, dem ahsoluten Werthe

nach , gleich. Der erste Werth von x ist dem
zweite
dritte
vierte
zweiten von y gleich.
( ersten

vierten
dritten
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.
.(, d Geometrische Behandlang.
.’I: 9 Analysis.
B
_': . Es sey AABC das gesuchte, so ist
) BC.AD)=f2 AB_CD}:P
il g AD g.CD
= C
) also gif = f:CD:
=) folglich ist CD der Grésse nach gegeben. Ist nun BC
l~l’=ri_ auch der Lage nach gegeben , so liegt der Punkt C auf
einer, in gegebener Entfernung der geraden Linie AB pa- |
vallel laufenden , Linie. Da er auch auf dem Umnfange E
des iiber AB- beschricbenen Halbkreises liegt, so ist er
gegeben , somit AABC gegeben.
‘ it
Construction.
Von einer gegebenen, oder willkiihrlich angenomme-
nen , geraden Linie schneide man AB=g ab, beschreibe . W
iber AB einen Halbkreis, richte in A auf AB ein Per— i
pendikel auf, beschreibe aus A als Mittelpunkte mit ei- :I'
nem Radius = ' ¢inen Kreis, welcher die Linie AB und
if jenes Perpendikel in H, K schneide, ziehe die gerade
.'| Linie BK , lege derselben die gerade Linie HE, welche
‘n dem Perpendikel in E begegne, parallel , ziehe durch den || 118
I'rlllh_l‘ Punkt E “die Lime EC parallel. mit AB, und verbinde
I.IJ den Punkt G, in welchem die ILinic EC dem Umlange
& jenes Halbkreises begegnet, mit den Punkten A, B durch
die geraden Linien AC, CB, so ist AABC das \'crlung{c.

.i Determination, f
Damit EC dem Umfange des Halbkreises begegne , 3

muss AE = 1/2 AB
<




E
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also HA:AE(= HA:2AB
q E
BA:AK

folglich '/2BA? ={ HA.AK
> £a

mithin BA2]}T 2f2 seyn.
g? T
Beweis,

: 2 = , 3
Esist g }2

also AE : 1/2AB, wie aus der De-

termination hervorgehet ; mithin erreicht die Linie EC den
Halbreis in einem Punkte C, und es ist AB = g
ACB = R, und AB.CD = AB.CE, wenn CDA=R,
HA:AK

fa.

also hat AABC “die gegebenen Eigenschaften.

[

Zusatz 1.
Man erhilt ein Dreieck , oder zwey Dreiecke mit den

gegebenen Eigenschaften, je nachdem g’jz f2 , also je
nachdem die Linie EC den Halbkreis beriihrt, oder

schneidet,
Zusatz 2,

Da AB auf der einen und auf der anderen
Seite des Punktes A = g genommen werden kann, so
giebt es zwey, oder vier Dreiecke mit der gegebenen
Eigenschaft.
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Zusatz 3,

| Die Linien AC und AC", AC” und AC" sind ein-
ander gleich und liegen in einer geraden Linie. Die Li-
nien BC' und BC", BC” und BC" sind einander gleich,
i und parallel.

| Zusatz Ljf,

Die Algebra sieht das Quadrat von g als gegeben
an, und nimmt also die gegebene Hypotenuse als positiv,
oder negativ in Rechnung. Sie statuirt auch negative
Werthe von x, y, weil nur die Quadrate dieser Werthe |

De. und ibr Produkt in den Gleichungen vorkommen , wel-
| . \
che sich nicht dnderen, wenn x und y negativ gesetst .!_
den

werden , wie fern es nur von beiden zugleich geschieht.

i, {la L1l | §
B |
=l | Zusatz 5, '
: Die positiven Werthe von x deuten auf die Linien 1
" . " " e . LE P
AC, AC", die negativen auf AC , AC™, die positiven M
Werthe von y auf BC,, BC"”, die negativen auf BC”, B'C"" hin, ‘
i
i
Zusatz 6. |
I - » - 5 (1) » ] |
da Linien, welche, wie BC', B'C’, oder wie BC", !
B BC™ einander gleich und parallel auf verschiedenen Sei- '
" ten einer geraden Linie liegen, werden durch die Zei-
ot :
then 4 — unterschieden.
Zusatz
5 1
ot Dreiecke, wie ABC’, AB'C’, welche einander con- i
. - » a » ¥ |
, 9 gruent sind, und um zwey Verticalwinkel, wie BAC,

o | BAC" liegen, werden nicht durch die Zeichen 4 ~ |
unterschieden,
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Aufgabe XXXVIIL (Fig, 35.)

Ein Dreieck zu beschreibén , dessen Winkel der Spit«
ze dem gegebenen Winkel @, Umfang der gegebenen Lis
nie S, und Flichenraum dem Quadrate der gegebenen
Linie a gleich sey,

Analysis.

Es sey ABC das gesuchte Dreieck, so ist, wenn auf
der Verlingerung von BA die Linie AL = AC gemacht
die gerade Linie CL gezogen, und das Perpendikel AE
auf dieselbe gefillt wird, (vermige Eucl. Data von Wurm

Satz 67.) (BA+AC)2—BC(C2 :{&ﬁ.]lC; = 4LE:EA

(BA+AC+CB)(BA+AC—CB) a2
az
BA+AC—CBif - — + CB
512-
B
p wenn S:a

=a:p;
also ist BA4-AC—CB gegeben. Da auch BA+-AC+CB
= S gegeben ist, so ist sowohl BA+AC, alsBC gegeben,
die Aufgabe also auf die Construction eines Dreieckes re-
ducirt, dessen Grundlinie, Schenkelsumme und Winkel
der Spitze gegeben sind,

Construction,

Man bestimme p durch die Proportion S:a = a:p,
BALAC-CB durch die Proportion AE:{LE = =p:BALAC-CB,
leite ‘daraus und aus dem Wer the von BA+ AC-CB = § die
‘Werthe von BA+ AC, CB her, beschreibe iiber BC
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einen Kreisabschnitt, welcher einen Winkel = & fasst,
richte in dém Halbirungspunkte F von BC ein Perpendi-
kel FG auf, welches den Umfang in G schneide, und be- :
schreibe aus G als Mittelpunkt einen Kreis mit einem Ra-
dius=GB, und aus B als Mittelpunkt einen anderen Kreis
mit einem Radius = BA+AC, welcher den zuletzt be-
schriebenen Umfang in L erreiche , so ist, wenn die, den
Kreishogen BGC in A schneidende, gerade Linie BL gezo-
gen, und der Punkt A mit dem Punkte C durch die ge-
rade Linie BC verkniipft wird, ABC das gesuchte Dreieck.

Determination:

Damit der aus B als Mittelpunkte beschriebene Kreis

den aus G - als Mittelpunkte beschriebenen erreiche, muss

BA+AC j BH seyn, wenn BH=2 BG ist,

Es ist BA+AC—CB:% = 4 LE:EA "
= 4:tan.X @ 'MW
fa* i
also BA+AC~CB=——"— = i

~S.tan.ia

Auch ist BA+AC+CB = S

-~ -

2 a2 2 a2

{folel; =1/ S ——— =115
Rlglich BA+AC =12S+g—r , BC =S

S.tan.1/yq

14 S8%tan. '/ya+2a*  '[2Shan,'/20-2a2

Stan.l2a *~ Stan.Vao
S2tan . Y2a+4 a* Stan)2a -4 a2

2Stan 2 ? T Sdan, Va2

Ferner ist CB):BH = sin.!2a:x
S2tan. V210~ ;llg

S.tan, /2 .«
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S2tan.f «-4a?
mithin BH = ——F—- .
btau.gu.sm.iu?

demnach muss seyn
- Aod - O3 I
S*tan.je+4a* = S*tan.fa—/fa?

28tan.2 e < aS.tanla.sin. i

somit S%an,.f«.sin. a4 fa?sin.la : S2tan .  a—4a3

—

also 4 a*(1=sin.% «) :" S?tan.f a(1—sin. a)

folglich 4 a*:S%tan.la z 1—sin.} a:(1—sin. £ @)

mithin 4a2:5? =tan.la:(1+sin.{ e
1—sin. fu
(tan.([5°+L «))2,

Der Beweis ergicht sich von selbst,

Zusatz,

Auch erhellet leicht, dass es im Fall der Beriihrung
der Kreise, welche B und G zu Mittelpunkten haben, ein
einziges , im Fall des Durchschneidens ein zweites Drei-

eck A'BC mit den gegebenen Eigenschafien gicbt,

Anmerkung r,
Um den Winkel ABC= B zu berechnen, hat man
CB:BL = sin.BLC:sin.BCL

sin, } a:sin., (3 u+13)

i

= sin. } a:sin.  @.cos.B+cos.} a.sin.B
= 1:c0s.B+cot.] ¢.sin,B

=1 (l —sin Bz)+u0t.,_','u.5i|1.ﬁ

P

@
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—_— . BL
also V(I—-sin.Bz}-i-cot.iga.mn.B: =
' BCG
folglich v/ (1—-—51:1.3:) =ﬁf —cot.X4.5in.B
—s BL? BL ST
mithin 1—sin.B =R 21—3(—:.‘«:t:ult.-,_1.'-nsrr.six:|.13-i-«cot.§uﬂ‘.::.in.B2
BL2 iy a B
somit s e sin.B"(1+cot.Za") —-zmcot a.sin.B
sin, B~ coscc.éq‘
(sin . B)?
(sin .} @)?
demnach
: BL? 2 BL
sin , F& —Bca2 sin. @ =sin. B~ rZﬁann.ga.cos.ga sin. B
also
——— B[Jz -} I}‘[J I_ * 3 I 2 BL
sin. S -BU’Sm e +Bbﬁbln°2a cos. 3 |= \ sin . B— T
- SR BL?* BL?* ———, o oy X
Sll'l.;‘_u.'. I~ BC 2+I’CQC0:’. 2 (_;g .SIH.QB.CDS-ZC‘. /
: 2 BL? —_—,
sin.Lu I—5C2 1—cCOS , + @
A - BL2
sin . 2 uz(t jJ.[Jz S “1)
folglich
L2
T | . %Ewm % & cos.k X sin. g ey (!__‘Bﬂﬂ-sm "%Gz)

i

¢ BL BLA ——,
sin , gu\j}—-u)s 3 aty B(stm. ))

e
=
TN
pe ¥

]
R P L

Y T
o

e T ==
S vk

L

e e
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; .
e 1a(‘5 tan.Jo 4a it 2 V Saton) S3tan.fa.fa® . ) ¥
[ iy N £
© NS%an,la fu?3 sza)

‘aﬁtdn.&u-fiuz

Die Maglichkeit der Auflsung hangt davon ab, dasg

S2tan.fa+4 a2

R ————asm o b ,
=~ S2tan.le—4a? y
|
mithin 1:sin. 24~ S%tan.Za+4 a?:S%an,Xu-4a2
3 2 >
-
gomit- 14-sin I a:1—sin , 3 6°_S3tan.Xa:fa?, : .
<<
welches mit der oben gefundenen Determination iiber
einstimmt,
Da auch S2tanLa+fa? > S2tan.fa—4 a2 .
S2tan.f a+4 a2 ) |
- 2 q L gir
SO 1st > 1 skt
21, f a2 ; ;
S2tan,t a—/{ a o
) ‘_-.'_

I (q tan.f a4 ;,- 12 g e e
also = ——— CO0S5. 2 U ~ 4=sin g = 1
: S2%tan, L '”"I- { ) ;.

f‘p]s“c:h'

S* tan .3 o+ a% : S*tan.] e+ 4 a% .
=y i COS.,.&) > l—-—( - sin , G)
S*tan, fa—f a2 2 S2tan.ka—/fa? 2

[
-

—_— S M—

mithin I

S2; an.X f:+*f a2 52 i':m..‘rf+.| e & Ee
T PN S Lm.,‘u:- b 5111.211 b7

Szlm.,.u—m-| S2tan. L « - fa?

——

somit {

S2tan.X 20+fa2 )/ S2 tu].,.m-l—fl : 2 :
—-(,us.,,a- I'= =Sl ] > B

b'-"Lm -4 a2 h*(:m.;_.' -4 a3

- demmach sin. B > 0.
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Diec Werthe von sin.B sind also beide positiv; und
es werden - ohne; Zweifel dadurch zuniichst die spitzen
Winkel ABC, A'B C angedeutet,

Uebrigens erhellet d:_u*:un;j wie wichtig es ist , bey
solchen. Rechnungen nicht den einen Werth der gesuchten
Grosse ausser Acht zu lassen.

Anmerkung 2.

Bekanntlich aber gehdren zu jedem Sinus zwey Win-
kel , welche einander zu 2R ergiinzen, Es liegen also
in den beiden Werthen von sin.B eigentlich die Andeu-
tungen von vier Winkeln , niimlich von den genannten
spitzen Winkeln ABC, A'BC, und von ihren Supple-
menten' KBC , MBC, wodurch zwey den Dreiecken ABC,
ABC congruente Dreiecke A"BC, A"B C angedeutet
werden, welche man geometrisch auch findet, wenn die
Construction in der gehorigen Allgemeinheit gefasst , und
sowohl auf der einen, als der anderen Seite von BC
Kreisabschnitte beschricben werden, welche des Winkels
@ fihig sind,

Aufgabe XXXVIIIL (Fig. 36.)

Ein Drieieck zu beschreiben, dessen Seiten den ge-
gebenen geraden Linien a, b, c gleich sind , wovon
Je zwey zusammen genommen grosser sind, als die drittes

Auflosung.

Man beschreibe aus den Endpunkten B, C der Linie

AB, welche der einen, z. E, der Liniec a, gleich sey,

rd - - =
Kreise mit Radien , welche den Linien b, ¢ gleich sind,

wod . verbinde den Durchschnittspunkt A derselben  mit




¢
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den Punkten B, C. durch die geraden Linien AB s AC,
so ist, wie von selbst echellet, ABC das gesuchte Drejeck,

Zusatz,

Da die Kreise einander zweimal schneiden y %0 giebs
es ein zweites Dreieck A'BC mit den gegebenen Eigen-
schaften.

Anme rkung 1.

Driickt man dén Inhalt des Dreieckes aus den Seiten,
a, b, ¢ dwch Rechnung aus, so ist, wenn a-+b4c = §
gesetzt wird, A ABC = + v (3 S(£S—a)(2 S—h}(;S-_c)),
Da der doppelte Werth des Flicheninhaltes nichts ande-~
res, als die, auf geometrischem Wege gefundenen, Drei-
ecke ABC, A'BC andeuten kann » 80 bezeichnet also die
Algebra von zwey einander gleichen , in der Art, wie
AABC, und AA'BC, entgegengesetzt liegenden Drei-.
ccken das eine durch —, wenn das andere durch + be-
zeichnet wird.

Dasselbe stimmt mit dem iberein, was die Berech-
nung der Hobhe an die Hand giebt. Es ist nimlich die
Hohe des Dreieckes , dessen Seiten durch 85,0,y e
V (3 S(385—a)(3S—b)(1/ S—c))

a :
welcher doppelte Werth nur die Hihen AD, A'D be-

zeichnen kann, und ein Dreieck, welches durch das ne-

bezeichnet werden, = +

gative Zeichen von dem Dreieck ABC unterschieden wird,
erscheint in Beziehung aut” dieses in einer Luge, wie das

Dreieck A'BC.
Aunmerkun g 2

2

Es ist der Ausdruck fiir sin.ACB — + — AABC,

ab
Da durch den doppelten Werth desselben nichts anderes
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angedeutet werden kann, als die Winkel ACB, A'CB, so

unteischeidet - also die Algebra die Sinus der gleichen
Winkel , welche cine entgegengesetzte Lage haben, wie
ACB, A'CB, durch die Zeichen == —.

Was die stumpfen Winkel betrifft, welchen dieselben
Sinus, wie den spitzen Winkeln zukommen, so sind sie
phne Zweifel dic 'Winkel BCE , BCE', welche dic Win-
kel BCA, BCA' zu 2R erginzen, und welche zu zwey
anderen Dreiecken BCE, BCE' fiihren, deren an BC
liegende Seiten CE, CE' gleich b genommen werden.
Da niimlich BCE )= 2 R—BCA,

zR—-—]lCEf

so ist MCE = BCA, also das Perpendikel EM = AD,
mithin A BCE = A BCA

2
also auch sin.BCE = _-IBQABC.

. 2 -
Es ist also 5 A\ ABC sowohl der Sinus des Win-
ab
kels BCE , als des Winkels BCA,  Und .das deutet di¢
Rechnung dadurch an, dass sie zwey einander zu 2 R
erginzende Winkel als diejenigen anweiset, welche dem-
selben Sinus zugehéren. Eben so ist es mit sin. BCE,
Die Algebra antwortet mithin durch den Ausdruck
2

- A ABC in erschopfender Allgemeinheit

sinABC = =+

=ab
auf die Frage, wie gross der Sinus des von zwey,
der Grosse nach gegebenen , Seiten eines Dreieckes, des~
sen Inhalt gegeben ist, cingeschlossenen, der dritten Seite
gegeniiberliegenden Winkels sey und sie weiset durch das
doppelte Zeichen , und die Doppelheit der Winkel, wel-

che demselben Sinus zugehoven , die vier Winkel BCA ,




[ ——rar—

156 Aufgabe XXXV III

BCA’, BCE, BCE, welche durch die gegebenen Seiten
a, b, ¢ bestimmt werden, und die vier Dreiecke ABC ;
ABC, ECB, ECB an.

Anmerklmg 3.
Eine Bestitigung davon liegt in dem Ausdrucke fiip '
die Hilfte des Winkels, dessen Sinus — e .TA ABC ist.
ab

Fir irgend einen Winkel C ist niimlich

sin. C = 2.sin. £ C.cos,t

sin, C Jap §
also —— = sin I
2¢0s.5C :
g
S O sin.C
mithin sin , L C = e
*2y/(1-sin. £ C7)
. = 2 . 4 : 2
somit 4sin .3C"(1-sin. ZC”)) =sin . G g b
Sem— g
4sin, 2C” - 4sin . IC 1B :
d ICr s T L
emnach sin, IC -sin. 2 C"= —Zsipn,C
: 2
- Y ¥ T Rn3 .y 1—sin. C
also sin . 2C"- sin. 2G4k = -
4
c0s.0C
4
folglich sin,1/2C* = £ ¥ Icos.C
1 ¥ cos.C ‘
2
“+cos.C !
=, 3 1 " cos. L
mithin sin,ZC — "‘_";/ — ki
3 5 7

Es hat demnach sin . z ACD folgende vier Werthe :
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:.H}C! : Sjll-éc = oy l-{-—:ns_(]
SinLEIC = —y 14co0s.G
2
o f ‘ sin.£C == +V_‘1"E?i'f‘_
« I 1 :
ol I S G = 1—co0s.C ’
' 2

Da die analytische Trigonometrie lehrt, dass sin.JACB=
1—cos.ACB
V

2

, so sind die beiden letzteren jener Wer-

the die Sinus von den Winkeln ACB A G B, Und da

—cos.ECB
| sin, }ECB==4y -I—i?———, aber cos.ECB = ~cos.ACB,

F.A

i+cos, ACB

so ist sin, f ECB= ~+y/ , mithin deuten die " L

2 i

P, beiden ersteren jener Werthe die Sinus der Winkel ECB, |
ECB an, | |

Aufgabe XXXIX, (Fig. 37.)

Durch den innerhalb des gegebenen Winkels ABC
gegebenen Punkt D eine gerade Linie zwischen die Schen-
kel AB, BC zu legen , welche ein Dreieck ABC von aus-
gezeichnetem Werthe bestimme.

Auflosun g.

Es sey ABC das gesuchte Dreieck , so ist, wenn DG I
der AB parallel gezogen ist, und die Perpendikel AF, !
DE auf BC gefillt werden

?
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BC:CG}.—_— AC:CD

X:X—a wenn BC =x, Bg

= a gesetzt wird;

= AF:{DEI
b

wenn man DE=

b setzt :
e {AF.BC}:IJ.x
2y s Wenn man
A ABC =y
setzt ;
bx
— Je _'2" g
1/2bx2
also y = —

X—n2 ,':ll

i x=—a)bx—1/9 )x3 !
ﬁ)lgllch - ( ) /‘1

dx (x—a)? .
R € s e
mithin bx(x—a)—1Abx2}= o
bx(x—a— /2 x)
bx( /2 x—aj
demnach x = o, oder 1/2 x—a = o
somit X == 2a 4
£ < o
Fllrx-—_-OISty: O s
ﬂ -
= =D ¢
&
o ; 2 ba?
Furx:zamty: —_— £
a
= aab. ‘
5 o 1/2 bx?— abx 'e:{.";
Ferner ist =9 — / =

dx (x—a)*? Wi
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] = (_],?_l _(x-a)'—*(l:x-ul)_)l-_i-’.'_,fgbx'l—nbx-_)'z(xm)
B

(dx)? g (x—a)4;

fitd
", b(x—a)2—a( '/, bx?—abx)
= (x=a)3
I _ ba?
— (;353
]'l’ + a2 ,
1 | FD]g]ICII (——‘? == ]31 - —-l-: .rlil‘ X == L -
y (dx)?  -a3 a
ba? b o
= —— = === flr x = g,
a“ a

Es ist mithin der Werth von y ein { grosster E fiir

kleinster
X = 0 Vs
{ 2a
] Die Bcdeutnng des letzteren ist fiir sich klar,
- | ' - . .
1 Was.den ersteren betrifft, so ist, wenn man
X = +4o0,l.a, oder x = —o,1,a setat,
12b.o,01.22 '/2b.o,01.a%
e 2 . IT .
o,1.a—a —IXa
o,01.ab 0,01.ab
wo e R
10 10
— X = o Sy e
= —¥sab = —zisab.
Es ist also y wirklich ein grosstes, wenn x = o
| gesetzt wird,
:

Zusatz 1.

Hieraus erhellet wieder dass man nicht einen Werth
3

der Wurzel einer Gleichung als bedeutungslos wegzu-
werfen hat,
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Zusatz o, _
Ein Dreieck A'BC’, welches in dem Nebenwinkel
des Winkels ABC liegt, heisst in Bezichung auf das Drei-
eck ABC ein negatives.

Aufgabe XL. (Fig. 38,)

Die dritte Seite AC eines Dreieckes ABC aus den
beiden iibrigen Seiten und dem eingeschlossenen Winkel
auszudriicken.

Auflosun ge
Es ist AC? = AB24-BC2—2 AB.BC.cos ARBC

also AC = +V/ (AB*+BC2—AB.BC.cos.ABC)

Zusatz,

Es hat die dritte Seite zwey gleiche , durch die Zeis
chen 4+ — von einander unterschiedene , Werthe. Nimmt
man' apf den Verlingerungen von CB, AB iiber B hinaus
die Linien CB, A'B den Linien CB, AB gleich, welche
Linien in Bezichung auf BC, BA durch —BC, —BA
ausgedriickt werden, und zieht man A'GC ; SO ist

A'C? = A'B2+4-BC'2—3 A'B.BC. cos. A'CB
=(—AB)?+(-BC)>—2(-AB)(-BC)cos.A'CB
= AB2+4BC2—5 AB.BC.cos.ACB ’

also ist AB24+BC2—2 AB.BC.cos.ACB sowohl dem Qua-
drate von AC, als dem Quadrate xon A'C’ gleich, und
die Quadratwurzel jenes Ausdruckes sowohl die Bezeich-
nung: fiir AG, als fiir A’C’, und die Verschiedenheit der
Zeichen deutet die Verschiedenheit der Lage dieser Li-
nien an. :
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Auvflgabe XLI (Fig 38.)

Auf einer gegebenen geraden Linje BC=h, als Grundli-
hie, ein Dieieck BAC zu beschreiben, dessen Schenkel BA, AC
in dem gegebenen Verhiiltnisse p:q stehen, vnd dessen
Winkel der Spitze einem gegebenen Winkel o gleich sey.

Auf'lb'sung.—
Setzt man BA=x, also AC= T« weil BA .-g,m}:.
l)

X

2
P:q, so muss b? = 241 2,9, x%cos.e¢ seyn;,

p? P
p?+q?—gpqcm.a .
— - X
p?
2
)
also x? = I )2

pi+ q'-'—zpq COs, 0t

rlﬁ[ } == M= b’ .
o Sk (ih?-f-q? =2 COs.¢f )

‘I

Anmerf\ung.-

Nimint shan BC'= “b, ‘und berechnet ¢in Dreicck ,
welches BC' zur  Grundlinie » €in Schenkelverhiltnise

= pP:q, den Winkel der Spitze =« habe ; und set#t mar
BX=x, also AC=Lx, so ist
P
gL Gl b
(=b)2l= x?-f-_—ix-—:'.—x-cos.m
b2 P P
x?(p2+q2-2 pq cos.«)

p*

o=

117
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e pe
also x? = b2,
P24 q3-2pqcos.u

3
Da P b? sowohl dem Quadrate von
p*+ qﬂ-n pq cos.a

BA, als dem von BA’ gleich ist, und beide entgegenge-

setzte Lage haben, so giebt die Algebra beide an, indem
p

sie sefzt x = =/ b2). Man ver-

p’-+c{"-—2pcl COS.

gleiche Carnot Géom, de Position. pag. 4o.

Aufgabe XLIL (Fig. 39.).

¥  Den Mittelpunkt und den Radius des Kreises zu bestim-
men , welcher die Seiten eines Dreieckes beriihre, dessen

Seiten den gegebenen Linien a, b, ¢ gleich seyen.

Auflosung,

Man halbire die an einer Secite, z. E. BC, liegenden
Winkel ABC, ACB, durch die geraden Linien DB, DC,
und fille aus dem Durchschnitte D derselben das Per-
pendikel DE auf BC, so ist D der Mittelpunkt, und DE
der Radius des Kreises, welcher die gegebene Eigenschalt
hat,

Der Beweis ergicbt sich von selbst,

Zusatz,

Da die Geometrie zwey Dreieccke ABC, A'RC con-
struirt, deren Sciten den gegebenen Linien a, b, ¢ gleich
sind, so licgt in obiger Construction auch die Anweisung,

. : . Py g . .
den zweiten Radius D'E zu iinden , welcher die Seiten

tes Dreieckes A'BC beriilirt.

\
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Anmerku ng.

Zur algebraischen Bestimmung des Radius aus den

Sciten des Dreicckes, dessen Seiten den Linien a sodbe i

gleich _ sind, dient die Gleichung, 2 A ABC = (BC+
CA+AD)DE, oder, wenn der Radius mit r, und der Um-

fang mit S bezeichnet werden,

2/ (35(]3 S—a)(Z S—Db)1(S—c) = S.r

(S ]

2V (3538

)3 S—b)5S—c)
S

wodurch nichts weiter angedeutet werden kann, als die,

| +

also T =

beiden entgegengesetzt liegenden, einander gleichen Radien

DE, DE.

Aufgabe XLII. (Fig fo.)

Den Mittelpunkt und den Radius des Kreises zu bestim-
men, welcher eine Seite eines Dreieckes, dessen Seiten den
gegebenen Linien a, b, ¢ gleich sind, und die Verlin-

gerungen der beiden anderen Seiten beriihre,

Auflosung,

Man halbire die Nebenwinkel der Winkel, welche an
emer Seite, z, E. BC, liegen, durch die geraden Linien
FB, FC, und fille aus dem Durchschnitte derselben
ein Perpendikel FG auf BC, so ist F der Mittelpunkt ,
und FG der Radius des gesuchten Kreises ; wie von selbst
erhellet,

Anmerkune.

Zur algebraischen Bestimmung des Radius R dienct

die Gleichung ,
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2 AA BC}:{(T}A +AC—BC)FG
oder * 21/ (L8(IS—a)(ES—b)ZS-¢) (BA+AC—DC)R

) 1-’{;S(,ES—aj:(_éS—-]:}.’%S—r-:_]

c+b—a

also R = =

wodurch, neben dem, durch das Zeichen 4+ behafteten Ra-
diusFG, der, durch dasZeichen — angedeuntete, Radius F'G
bezeichnet wird, welcher die Scite BC des Dreieckes A'BC
und die ‘r'crliingertmgen der Seiten A'B, A'C beriilut. K

Aufgabe XLIV. (Fig.41.)

Um das gegebene Dreieck ADC  einen Kreis zu be-
schreiben.

Auflésung.

Man halbire zwey Seiten, z.E. BA, AC, und richte
in den Halbirungspunkten E, F Perpendikel ED, DF
auf diesen Linien auf. Der Durchschnittspunkt D dersel-
ben ist der Mittelpunkt, und dessen Entfernung von ei-
nem Winkelpunkte, z. E. DA, der Radius des gesuchten

Kreises , wie von selbst erhellet.

Anmerku ng 1.

Zur algebraischen Bestimmung dienet die Gleichung

BA.AC)={[2DA.AH, wenn die Hihe durch AH
vorgestellt wird ;
c.b 2r.h, wenn BA=c¢, AC=b, AD =
ry A0 =h gesetzt wird;




e
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: b.e
also i1st r =

2 h

Es ist aber , wenn man BC mit a, den Umfang mit

§ hezeichnet, h = +2V (18015 -a)(3 S—b)(iS—¢))
' —_— = =

a

e HI}C
B X — - e .
4 v (£S5 3S—a)(iS—Db)(iS~c))

Beschreibt man das Dreieck A'BC, dessen Seiten

folglich

auch gleich a, b, c sind, so ist der Radius des, um
dasselbe beschriecbenen, Kreises zwar der Grisse nach mit
AD einerley , aber mnicht der Lage nach entgegengesetat,
mithin diirfte nicht der es seyn, welcher durch den ne-
gativen Werth van r bezeichnet wird.

Macht man CA= AC, B'A=AB, zieht B'C’, und
bezeichnet diese Linien, weil sie eine den Linien CA, AD,
BC des Dreieckes ABC entgegengesetzte Lage haben,
durch —b, —c¢, —a, und sucht den Radius D'A des,
um das Nreieck A B'C’ beschriebenen, Kreises, wie er sich
aus den Linien a, b, c ausdriicken lisst, sa wird man
au setzen haben
4 O
= [V 5(-15+a) A5 D)5 +0)

abe

AD

I

—— -

=+ IVGS(IS—a)(ES—bES—a)

Es schliesst sonach derselbe Ausdruck die Werthe
von AD und von AD' in sich, undes wird ohne Zweifel
durch jenen negativen Werth von r nichts anderes, als
AD', angedeutet, welche Linie, wie aus der geometrischen
Bm'ach[““ﬁ erhellet , der Linie AD nicht nur gleich ist,
sondern auch eine entgegengesetste Lage hat, ~ Zugleich

cthellot darans, dass dieses Beispiel Carnot in  sciner




e —r————————————

S

. 168 ;fu/gahc XLV,

ol abt

Géométrie de Position psg. 57. nicht dienen kann, um
zu beweisen , dass die negativen Wurzeln einer Gleichung

oft nichts bedeuteten.

Uebrigens ist der Inhalt des Dreickes ADBC ein po-

(- a)(—h)

sitiver, weil derselbe durch

ausgedriickt ‘wird,

wenn man die Hohe AH des Dreieckes ABC durch h

(L

bezeichnet, Ein Dreicck also, welches in Bexiclmng auf
das Dreieck ABC eine Lage hat , wie das Dreicck ABC,
heisst . nicht ein negatives, wenn jenes positiv. gesetzt
wird.

Anmerkung a.

e —Db)(—c)sin .BAC
Da der Inhalt des Dreieckes ABC = (-—j’( e AL

2
be.sin.BAC e
o ? ¥

so ist sin, DAC’ positiv. Dic Sinus zwever Scheitelwin-

kel haben also einerley Vorzeichen, ¥

Aufgabe XLV. (Fig. 42.).

Ein rechtwinkeliges Dreieck BAC zu be clireiben, des-
sen Hypotenuse BC der gegebenen geraden Linie a, und
dessen Summe der Kathetensumme BA+AC und des Per-
pendikels AK, von der Spitze des rechten Winkels auf die

Hypotenuse gel Li“t’ der gegebenen geraden Linie b 5|uich sey.
Ana lysis.

Es sey ADBC das vcrlung[u Dreieck , AK = x s 50 1st
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PA+AC = b—x, also (Dat.67.)
(b—x)?—a?:( AABC) = 4:1

ax

2

also (!Jn—.\']"'-u‘l}= 2 ax.
(b+a—x)(b —a—x)
Macht man DC = b, CB ==CE = a, setzt man auch
DG=x, so ist b+a—x = EG, b—a—x = BG

also EC.GB = EB.DG

folglich DG:GE = GB:BE

mithin DG+ (}E}:GE ={GB+BE}:BE
DE EG

somit EG? = DE.EB;
demnach ist EG , also DG, mithin A ABC gegeben.

Construction.)

Man mache DC =b, BC = CE = a, beschreibe iiber
DE einen Halbkreis, erriclite auf DE das Perpendikel
BF, verkniipfe den Durchschnitt F desselben mit dem
Kreisumfange durch dic gerade Linie EF mit dem Punkte
E, und beschreibe aus E als Mittelpunkt einen Kreis mit
einem Radius = EF. welcher der Linie DB in G begegne,
errichte auf DE das Perpendikel DH=DG, lege durch
H die Linie HA der Linie DE parallel, beschreibe iiber
BC einen Halbkreis, welcher der Linie HA in A begegne,
und ziehe die geraden Linien BA, AC, so ist ABC das
gesuchte Dreieck.

‘Determination.

Damit der Halbkreis iiber BC der Linic AH be-

»
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gegne, muss DH
DG

DE—-EF

DE—y (DE.EB)
b+a—y (2 a(a+b))

/2 BC seyn.

a
—

<

2

folglich b4-1/2 4

V (2 aa+b))

Al

mithin b34ab+1 a3

2 ab+4-2a2

Al

somit b?—ab4-I52

2 3%

PAD

demnach b—1/2a

ay a

Al

also b

a(y a+1/)
2V 241

2
2,828

d

2
r
a.1,914,

Beweis.

Es ist b

;;1,914.:1
a(va+ 1/2)

also b— 1494

ay 2

Al

folglich b’-—ab-{-% a%

2 a%

Al

mithin b"’-&-;lb+;} a?

_

<{2 a*+42ab

2a(a=+Db)
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somit b4 '/2a : vV (2a(a+D))

demnach b4a—y/ (2 u(u+b}): :{ /2 a
'/2 BC,

folglich erreicht der Kreis die Linie AH in einem Punkle

TR
"y

A, so dass
(BA+AC)>—DBC2: AABC = §: 1

also (BA4+AC)?—a2 = 2 a.AK
= EB.DG.

Da EG? = DLEED

so ist DE:EG = GE:EDB

folglich DG:GE = GI:BE

mithin EB.DG = EG.GD

somit (BA+AC)?—a?* = EG.GD
= (DC+ CE-DG)(DC-CE-DG)
= CG’—-{EC:E

a2

demnach BA+AC = CG

also BA+AC+AK = CU+{IID
DG

CD

b.

Il

i

Zusatz 1,
Es giebt, je nachdem b+a-V (2a(a+Db)) . '/2a ein
cinziges, oder ein zweites Dreieck mit den gegebenen Ei-

genschaflen , wie von selbst erhellet.

b
o
Ze

pE
g S

U o VRS
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L

1l

:E [ Zusatz 2,

il

it : i~ den SR Darcischuiet €

il Nimmt man auch den zweiten Durchsehnitt G des

Ir|l Kreises, welcher E zam Mittelpunkte hat , mit der ver-

1 ; 3 E :

(il lingerten BE, unnd errichtet ein Perpendikel DH' = DG’

I auf DE, vricht auch eine gerade Linie dureh H' der

it Linic BE parallel, so kann dieselbe dem iiber BC be- :

1 schriebenen Halbkreise nicht begegnen, weil DH'(= DG) s

i >DE, also noch viel mehr DH'>1/2 BC, folglich lisst sich ik

kein Dreieck mit den gegebenen Eigenschaften , dessen —
Hohe = DG, finden, : it

i Algebraische Auflgsung. i

% Aus der, in der Analysis enthaltenen, Gleichung, wel-

'r’= che sagt, dass (b—x)2—a® = 2ax sey, folgt, dass -
. 1 -
TN b2Ze2 bx+4x2—2ax = a2
: t{”ﬂh .

also x*—2 (a+b)x) = a2—b? '
folglich (x—(a+D))? = a*~b2+a242ab+b? oA

i = 2a%+2ab

i = 2a(a+b) S

il mithin x — ﬂ+l)__L/(za(u+h)) sey ,

- E wodurch offenbar dieLinien DG, DG’ angedeutet werden. b

Zusataz,
' Es hat x zwey rcelle Werthe.  Damit das Dreieck

1 I aber wirklich construirt werden konne , muss {iir den un- :

i teren Werth '

il ¢

i =

i a+b — v (2a(a+D)) ;‘ 1/2a seyn,

1l

il

it o

i also b+1Aaa = v (za(a+Db))

" -il <

t‘l’! I| R = e \_‘

i .
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——

folglich b2+ab+%a? = 2a%+2 ab

A

ts
Ver mithin b2 —-ab+1a% = 2a2
Ji[8
b = i
e somit b = jl2a4ay 2 ]
{ = =
be. 1,914.a. H
2
I¢ Fiir den obern miisste seyn |
| o >
e I
i = !
2 a+b+y/ (2a(a+b)) ™ ’2a :
e < i
!
also '2a+b+y (2a(a+Dh)) z o, s |
welches miemals statt findet.
Beide Werthe von x sind zwar unter allen Umstin-
den reell, der untere bestimmt aber nur unter der Bedin-
gung ein Dreieck, dass b Z— 1,914.a sey. Der obere be- :
- » I-
(. stimmt gar kein Dreieck. Sind also gleich die Hohen =
g 6 . &
! i : i . . Wl T
dicser Dreiecke angeblich , so sind doch die Dreiecke MN
imaginir.
Anmerkung.
Carnot fithrt in seiner Géométrie de Position p.6r.
diese Aufgabe als ein Beispiel an, dass die Algebra zu-
weilen eine reelle p{,}niiiw.- Wurzel liefere , welche eine falsche |
Auﬂﬂsung gewiihre. Dazu berechtiget aber dieseibe kei-
nesweoes,  Der Werth der Hohe ist kein falscher, Die
F =) -
'J Hohe ist eine wirkliche angebliche , das Dreieck
L aber kann ungeachtet der reellen Grundlinie und der

reellen Hohe nicht construirt werden , weil zur Construc-
tion auch noch die Katheten gehoren. und diese 1n dem
vorliccenden Falle durch imaginiire Ausdriicke dargestellt

werden, wovon man sich leicht iberzeugen kann. Und es
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ist der obere Werth von x ebenso wenig ein falscher, als
der untere es ist, wenn b > 1,914.a gesetat wird.

Diese Ansicht findet in Folgendem ihre Bcstdtwung.

Sind A, B die "-h[fdpun]\te zweyer gegebenen Kreise,
deren Radien durch R, r bezeichnet werden mogen , gg
sind, wenn AB die A!jaus-;enlmw und A der Anf’anns_
punkt der Abscissen ist, die G leichungen der Kreise fo]-
gende, x24y2 = R2, (x—a @)2+y3=1r2, In einem Punkte,
welchen sie gemeinschaltlich haben, sind die Cuordumtm
der Kreise einander gleich. Also dml man, wenn beide
Gleichungen verbunden werden, die mit giuchen Coef-
ficienten versehenen Werthe von x s ¥ in einen Ausdruck
vereinigen.  Zieht man beide Gleichungen von einander
ab, so erhilt man 2 ax—g?* — R2—-r2, also fir die

R2-p2

2«
Ein Ausdruck , welcher fiir jeden beliebigen Werth der
Gréssen R, r, « reell ist, und gefunden werden kann,

Abscisse x des gemeinschaftlichen Punktes ist x — +Za.

Man ‘WU]dL aber sehr irren, wenn man glauben wollte ,
dass also zwey Kreise unter allen Umstinden einen Punkt
gemeinschaltlich hitten.  Es kommt nimlich auch noch
darauf an, dass die Ordinate uater allen Umstinden durch
einen reellen Ausdruck dar rgesellt werde, Es ist aber

_)’2 = I{:—.\l
R2 (}{2———124-!:2 e
el

I

.]_Ltgll."-—{_hz—j'2+rr.:]=

P o fuz

(2¢R 4+ R? — r24- ) (24R — R2 4 p2__ «?)
- Tu?

((B+a)*—12) (12 — (R - «)?)

4 u®
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R4a+r) (R4-a— ) (r+R—0) (r— R4a)

Fu?

Ist R > r, so sind die ersten Factoren des Zihlers
positiv. Wenn nun aber R4-r < &, so ist der drilte
Factor negativ.  Und weil ebenfalls R—r < &, so ist

der vierte Factor positiv, also der Werth von y 1maginiir.

Auch ist r < «—R, wenn Rerr<a ist;

also r* « {(a_]{)a
a®-—2 dR4+R2

folglich 2aR < R2—124-42

[ p Rz__,.z,*_u'.!
mithin R <

20

b 4

Eben so ist e—r > R, wenn R+r < a ist:
b b

also ¢2—oar+r* > R2

folglich #2—2 ar > R2—r2

mithin 2 ¢2—oar > R2—r24-p2

somit &—r > ( RZ—r2a-a?

X
demnach fillt der Endpunkt von x zwischen die Punkte,
in welchen die Kreise die Abscissenlinie sclineiden.

Wiire r+a <R, so ist der vierte Factor negativ. Da
aber nun auch @ < R+r, so ist der dritte Factor po-
sitiv, “mithin wieder der Werth von y imaginir, Zeigt
also gleich die Algebra eine reelle Abscisse des Durch-
:'.nhni1tspl]n]-;tcs, so ist dadurch noch nicht angezeigt , dass

¢ einen wirklichen Durchschoitt gebe. Es ist jene Ab-
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scisse die reelle Abscisse eines imaginiiren Dm'chschnittns,
gleichwie jene Hohe die reelle Hihe eines Imaginiiren
Dreieckes war. '

Ganz ihnliches findet sich in den beiden folgenden
Aufgaben,

Aufgabe LXVI.

Ein rechtwinkeliges Dreieck zu beschreiben, dessen
Umfang der gegebenen geraden Linie U, und Flichen-
raum dem Quadrate der gegebenen geraden Linie F gleich
sey.

Algebraische AuflGsun g.

Bezeichnet man die Hypotenuse mit z, so ist, zufolge
Eucl. Data. Salz 6.,
([_}'—z)’——z:f = 4F2
U2—2 Uz

also U2—4F2 = 2Uz

U?—( F2

{Ui:oflu;ll ‘—T——r == !,

mithin hat z einen einzigen reellen, und, so lange U?> 4F?,
oder U>2F ist, positiven Werth.

Bezeichnet man die Katheten mit X, Y, 80-ist

X3 yS oe 2%, IF za o H3
also 2xy = 4F3
mithin (x+y) =2%..4 F? 3 (x-y)3= 22—4 F3,
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N |
t

folglich z )~ »F
U4

2 U

somit U2—4 2

o

4 UF

v

82

demnach U2—f UF <4 4F2

Vi

also U 2F4+2F. /2
2F(v 241)
2F(1,414+1)
2 ¥(2,414)
4,828.F.

VIl

So lange nun U > 2F, aber U < 4,828 F wird
wwar die Hypotenuse reell und positiv, aber dieKatheten
werdenimaginir, das Dreieck also wird imaginir. Gleichwie
dic Geometric die Hypotenuse .wirklich construnt, die
Katheten aber auch nur unter der Bedingung construiren
kann, dass U : aF(y241), so weiset die Algebra
¢ine wirkliche Hypotenuse an , verlangt aber zur Berech-

mng der Katheten noch als weitere Bedingung, dass

U 2F(Va+1)

Aufgabe VI,

Ein rechtwinkeliges Dreieck zu bestimmen dessen
w

L mfang und Pcrpendikel, von (der Spitze  des rechlen
N s
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Winkels auf die ITypotenuse gefiillt, den gegebenen geraden

Linien U, h gleich seyen.

Algebraische Auf[iisung.

Bezeichnet man die Hypotenuse mit z,
(vermége Dat. 67-.)

S0 muiss

”;_z)z_zz‘: 2 hz werden ,
I;:____?' LTZ

also U2 = o(U+h)z

¥ U2
folglich z = I .

Es ist also 2z an keine R:zt?ingnn;__; gekniipft,

nd es
kann der Werth der Hypotenuse unter allen Umstiinden
gefanden werden.  Aber daraus folgt noch nicht,

t]{l.‘\‘ﬁ
das Dreieck construirt werden

konne.  Bezeichnet man

nimlich die Katheten mit x s ¥y SO muss seyn

X34y? = 23, xy = h.z

also 2Xy == 4 hz

folglich x24-2 Xy4v? = 2242 hz R & — Xy+y2 = 222z

mithin X+y = _‘*_';/(2:2+9.hz ’ X—y == :!-_'L/ (ZQ—E].ZJU'

Damit die Werthe von x, y reell werden ,

muss 22 2 hz seyn,

>

= a2 h
12 >

folglich U2 ':)4(1.5-1-!-)31
14 Uh+4 h#
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mithin Uz——:ﬂﬂ}-{-:’ilnﬁ}: 8 h2
(U=2h)2 =

somit U—2h 2hy a2

Vil

demnach U 2h(y 2+ 1)

VI v

2 h(2,414)

- 4,828.h,
-

Wire also U < 4,828.h, so hort zwar die Hypo-
tenuse nicht auf, einen reellen Werth zu haben , aber
die Katheten werden imaginiir, und das Dieieck kann

nicht construirt werdens

Aufgabe XLVIIL (Fig, 43. a.b.)

Durch einen gegebenen Winkelpunkt A eines gege-
benen Quadrates ABCD eine gerade Linie zwischen die
Schenkel des gegeniiberliegenden Winkels zn legen , wel-

5 e B9

che der gegebenen geraden Linie b gleich sey.

Geometrische Behandlung.
Analysis.

Es sey E'F' die gesuchte Linie, so ist, wenn iiber
FE, als Durchmessern, ecin Kreis beschrieben wird,
welcher durch C lauft, und die Verlingerung der Diagonale
CA in R schneide, RF'A = RCE, wenn die gerade

Linie RF' gezogen

worden ist;

12

™ 1wy
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= RCF

also CR:RF' = F'R:RA

folglich CR.RA = RF'2,

Da Bogen ER = Bogen RF', so ist RF die
Chorde eines Quadranten in dem Kreise, dessen Diameter
EF'=D ist, ist also gegeben ; mithin lisst sich der Punkt
R, und mit ihm der Punkt F' finden,

Construction.

Man mache AN = b, beschreibe iiber AN einen s
Halbkreis , errichte in dem Mittelpunkte M desselben auf
AN einen perpendikularen Radius, ziche die gerade Linte
AO, errichte in A auf AC ein Perpendikel AP = A0,
halbire AC in Q, ziche die gerade Linie OP , beschreibe
aus Q, als Mittelpunkt, einen Kreis mit einem Radius =
QP, welcher der verlingerten CA in R begegne, lege
durch P, R die Linien PS, RS den Linien AR, AP
parallel, beschreibe aus R, als Mittelpunkt , einen Kreis
mit einem Radins = RS, welcher der verlingerten CB
in ' begegne, und ziehe durch A die, die verlingerte Li-
nie CD in E' schneidende, gerade Linie F'E', so ist EF’

die gesuchte Linie,
Determination.

Damit der Kreis, welcher in R seinen Mittelpunkt
hat, die Liniec CB erreiche, muss, wenn das Perpendikel
RU auf CB gefillt wird,

e —— e S

RS : RU seyn,

e a——
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also RS%\ &
>

AP=
AO2

I L2
Ib

Ry2
ICR?

folglich b2

mithin b

Vi

Vi

somit b%2—2b.QC+4QC?

Vil

demnach b2—b . AC °

Vi
e ]
4

-

also b—AC
>

I
[l
=

folglich x b

|
>
O

mithin b

:{:’. AC
VX, wenn CAV = CAX

= R iSl.

Beweis,

Es ist b

somit RS

J VX (Det)

= RU, wie aus der Determi-

nation erhellet;

mithin erreicht der Kreis die Linie CB in einem Punkte

F, so dass RF'2 = CR.RA
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mithin CR:RF' = F'R:RA

demnach REF'A = RCF
= RCE'; also liegen die Punkia

R, E, C, F' auf dem Umfange eines Kreisés, welcher
ilber EF’, als Durchmessern, beschrieben wird, und es ist
arc. ER = arc.RF’, also RF' die Chorde eines Quadranten,
Da RF' = AO, und AO die Chorde des iiber AN = b
beschricbenen Halbkreises ist, so 1st E'F = b,

Zusatz 1.

Es erhellet von selbst, dass es, wenn der Kreis,
welcher R zum Mittelpunkte hat, die Linie CB beriihit ,
eine einzige, wenn er sie schneidet, eine zweite Linie
mit der gegebenen Eigenschaft giebt.

Zusatz 2,

Nimmt man auch den Durchschnitt R’ des Kreises,
welcher Q zum Mittelpunkte hat, mit der verlingerten
CA, verlingert SP bis zum Durchschnitte mit dem, inR’
auf CR’ errichteten, Perpendikel R'S’; und beschreibt einen
Kreis aus R, als Mittelpunkte, mit einem Radius =RS;
so schneidet derselbe die Linic BC in F, CD in L,

weil 2b+AC > o

also $b?*+2b.QC > o

folglich b24-2b.QC > §Z b2
PA%

mithin b’+2b.QC+CQ'-‘- > (PA2+AQ2

QP2
RQ2

somit b+QC > RQ
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demnach b >{RQ-QC
CR

also X b2 >{§Cl{3
AO? RU=
APp2
RS2

folglich SR > RU ;
und nun ist , wenn die geraden Linien AF, AL gezogen
werden , welche die Verlingerung von DC, BC in E,
H schneiden , CR:RF = FR:RA

also AFR' = FCR
ACE

I

folglich CR'F = CEF;

demnach liegen F, C, R, E auf dem Umfange des Krei-
ses , welcher FE zum Diameter hat, so dass
" RFE = 2 R—(AFR’
FCR’
= FER

mithin arc.ER" = arc.FR' ;

also ist FR') die Chorde cines Quadranten AQ des iibet

R'S
AO
FE beschriechenen Kreises, somit FE = AN
= b,
Eben so ist CR: R'L = LR:R'A
also ALR™ = LCR’
= ACH

TN T

*'“'-"..T; i
b e f

it e e S LR ]
W TSR

LA ._fldivt

VIR ARIS L
LU TR

\\_1'.{ 4

tagie

.-!-

N
|
|
i
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LW
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| folglich CR'L = LHG

demnach liegen H, L, C, R' auf einem Kreisumfange ,
welcher LH zum Durchmesser hat , so dass
HLR' = aR—-—{ALR'
LCR'
= LHR

also arc.HR' = arc.R'L

folglich ist LR’ die Chorde eines Quadranten AQ

de¢s , iiber HL heschriebenen, Kreises, somit HL = AN
= b,
Zusatz 3.

Beschreibt man iiber der Linie B'A = AB, welche
auf der Verlingerung von BA iiber A hinaus genommen
ist, auf der anderen Seite von BB, als da, wa ABCD
liegt, ein Quadrat A B'C'D’, so losen die Linien AE, AL
AE, AL’ obige Aufgabe zugleich in Beziehung aul das
Quadrat von AB" auf, und bestimmen namentlich die Linien
FE, WL, F B B'L" awischen den Schenkeln des,
dem Winkel BAD gegeniiberliegenden, Winkels von

8
einer Liingu = b,

Algebraische Auflésung.

Setzt man zur algebraischen Bestimmung die Linie

BF:".—.—X, BA:Z]

so ist CF = a—x , AF? = a?24-x2,
Nup ist AF2:FB2 — EF2:FC2

also a?4-x2:x2 = h'-‘-:{(a—n;}2
a? — gax +4x2

n
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folglich b2x3 = a%<a*x?—12 adx—aaxd4-atx24-x4

mithin x4—2ax3—(b*— 2 a?)x*—2a%x+4a% = o
de i (x24(V (@"4b?) ~a)x4a?)(x2-(v (a2, bY 4 a)x30%) = o

demnach entweder x*4(y/(a*+b?*)—a)x+a2? = o
oder x*—(y/ (a®+b?)+a)x+a? = o

a2

V (a®+b2)—a\2 2. b2)—

T TR g T ey
2 2

a*th?-2 ay/ (a?4b32),.a2-4a?
4

b%—2a%—2ay/ (a?+b?)

4
v (a24-b?)—a v (b%-2a2-a3ay/(a?.. bh?

folglich x = — st oo i
2 2

a—y/(a?+b?) * y(b?—3al—aay/ (a2h?)

2

=

V(i}7+l}7)+a)"' s (;/(a’+2!;7]+:1) i

oder | x—
2
aZ;b242 ay/ (a2 b?); a?- f a?
i 4
b2 —2a%-+2ay/ (a®+b2)
ey 4
+ / (a2tb?)+at v (bP—2a+2aV (a2, b?)
folglich x = e a

Die vier Werthe von x sind also

—V(a2+b?)+a+ ;/_(Iaz--?. a’~-——9,,a_l_/_(ie§+b3))

4

=5

—v (a2+b?)+a— (b*—2 a*—2ay (a*+b?))

I = 2
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184 A Lffga?)e XLVl

wm TV (@24+Db?)4ad v/ (b2 —s a*+2ay (a? +b?))
x == .

—

2
wn  FV (@a*+Db3)4a— V (b2—=2324 4 av’(a2+b?))
X .

2

]j;1 (l_/(az_l__bﬂ)_a)? - {(V(a2+ljz)_a)2_4a'z
b?-—-—z:izf—zay’[n2+m)

—

so ist v (a?+b2)—a > 1/(])2—--,;12--'2;ll/(ai—f-]ﬂjj

folglich /(a24Db2) >a+ V' (b3-2a2-2ay (a®+b2)),
mithin ist der erste, und noch viel mehr der zweite jener
Werthe von x negativ, dagegen sind die beiden letzteren
positiv , iibereinstimmend mit der geometrischen Construc-
tion, welche BH', BF’ in die, den Linien BH, BF ent-
gegengesetzte , Lage bringt.  Es ist also

x = BH
X' = BF
x = BH
x" = BF,

U c:]n'igcns sind die beiden ersten Werthe nur mb’glich,

e

also b?—2g2 = 2a)/ (a?+b2)

%

folglich b%—fa2b24 4 a4 :— 4 a%+4 a2b2

mithin b4 = §a2p2
>

somit b2 = 8,2,
i .
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Macht man CAT = CAU — R, so ist
TU? = TC2+4+UC? .
== ’_!TC?' = E’ECDZ
= 8.CD2

= 8.82

also muss b = TU seyn.
>

Anmerk ung 1,

Verwandelt man, um diese Werthe von x in dieje-
nigen umzuiindern, ‘welche dem Quadrate A B'CD’ an-
gehoren , den Werth von a in—a, so wird

L -—Vfa2+h2)-—~a+1/(hz—:a;1:'-+2a1/(n'-"+]_12})
X == = g

2
w  —V(@a2+b2)—a—y (b2—> a*+2ay/ (a®+hb2))
2
w  +V(@*+b})—a4y (b2—2a2—nay (a%+h2))
2
o -+ (a2+4+b?)—a—y (b2—2a%2—23 1/’(:_12-1-11"))

2

Der [ erste | dieser Werthe ist der entgegengeselzte
zweite '
dritte
vierte
des [ vierten der obigen, wund ihm , absolut ge-
dritten
zweiten
ersten
fiommen , gleich,

Die Construction stellt sie in der Ordnung dar durch

BF', BH", BF", BH".
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Anmerkung 2,

Es ist AF:FB = EF:FC, Setzt. man AF
=¥, soist y:v(y*—a?) = b:a—)” (y2—a?)

also ay—yy/ (y?—a?) = by (y2—a2)

folglich ay = (b+y)y/ (y*—a?)

mithin a%y? — (b24o by+y?)(y*—a32)

= b2y2 45 by3+ys—a? b?—2a2by—a2y?

somit a?b? = y443 by34(b?—a a?)y3—aa? by

demnach a%4a2h? = ¥*+2 by3+4(b2—2 a%)y?—aalby-a4

= (y?+by—a?)3

also _"_"V(a‘*-{-a’-hz) = y2*+by—a?

folglich a2+Ib2+ V(at+a?h?) = (y+Ib)2
T ——
demnach Yy = -—%h_—t v (a‘;_'_%:]):: t/(a'+b=)].

Die vier Werthe von y sind also folgende :
y = —} b+V(a=+:{—h=+a|/(a=+h2))
Y' = —Eb—y (a?+3b3+ap/ (a2 +-b2))

Yy = —ib+y (a2+1b2 -5, (a?+b?2))

(7]
wfir

Il

= -—éb—l/(azﬂ—gb’-—av’(a’+b’)).

Um zu erkennen, welche Linien darch diese Werthe
angedeutet sind, sctze man AQ — z, wenn O der Hal-
birungspunkt von FE ist, also AE = z+1b, AF=z-1h,

Da nun AE2:ED2 — FA2:AB2,

50 st (z+1b)2:(z+ ] b)*-a% = (z—3 b)2:a2

= W

ée:-,‘_.iu
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i " also a?(z+1Ib)? = (z+%h]’fz-—-§r b)2—a?(z—1 b)?

@ 4p
folglich a?((z+2b)*-(z-1b)2) =l (22—1Ib32)2
a?(2z2*+1b?) )= z4_I b?z3 4 1. b4
2a?z2-41a2bh2 )
mithin fa2b2— 1} = 24—(X b2+42 a?)z2
I = z%—a(3b%+a2):2
Ay [ .
_ﬂ:‘}l ' somit Fa?b?—. T héy(a24112)2 )= (z*—(1 b3+a2))*
r za?b3-Ibé4adsIa2h24 L he
' a*+4a3b2
a%(a’ 4b?)
g demnach 22—(1b2+a2) = *ap(a +b3))

also z =¥/ (a?+1Ib2*ay/ (a24b?)).
S Es hat mithin z vier Werthe , wovon je zwey einan .
der gleich, und entgegengesetzt sind, welche sind
z = -y (a?4%b2+ay/ (a?+Db?))
z = =V (a%+]b?+ay/(a®+b?))
LI -3 l/(ﬂ:‘*':} Iﬂ-—a;/[u"+b2))
; N ;,/(a"-i-;}b’—a;/(azﬂ-b“)).
Bezeichnet demnach z den Werth von AO, so be-
{he zeichnet z” den von AQ’, Deutet z”" den Werth von AO”

ne
- an , so bezeichnet z"den Werth von AO".
Iy
i

e

o . T
Obige Werthe von y werden aber aus diesen Wer-
then von z erhalten, wenn mit jedem derselben-— % b
verbunden wird , so dass y den Werth von AF, y den

Werth von AE", y” den von AE', y"'den von AF" be-




188 Aufgabe XLIX.

zeichnet,  Die Werthe von AQ, AQ", und von AQ,
AQ”, wenn Q, Q", Q, Q" die Halbirungspunkte der
Linien LH, L"A", L'H’, Lmllmbczciu]m(rn, werden. nicht
besonders angegeben, weil sie der Lage und Grosse nach
dieselbigen sind, wie die von AO, AO, AO", AO”. Weil
AO = A9, und keine der anderen entgegengesetzt ist,
so giebt die Algebra auf die Frage, in welcher Entfer-
nung von A der Halbirungspunkt der in dem Nebenwin-
kel des Winkels BCD liegenden, ‘der Linie b gleichen, Li-
nie liege, nur eine emzige Antwort, weil es nur eine ein-
zige Entfernung giebt, man mag sie in dem einen , oder
dem anderen Nebenwinkel suchen, und' deutet sie
durch +V (a?+ib%2+4ay/ (a?+b2)) u. s. w. an. Es be-
zeichnen desshalb auch obige Werthe von v, welche
durch y', y", y”, y" angedentet werden, nicht, wie es
anfangs scheinen konnte, die Linie AF , AH, AF, AH,
sondern die Linien AF, AE", AE, AF”. Und die Al-
gebra ist hier nicht, wie man glaubt, in dem Falle, die
Linien AH, AH fiir negative auszugeben , wenn sie AF,

AO" als positive bezeichnet.

Aufgabe XLIX. (Fig. 44.).

Den Sinus der Hilfte eines gegebenen  Winkels
ACB = a zu finden.
A ul'ldsung.
Es ist cus.[-zt—u-t-éh):cns.%a.cos.%h—sin. Xa.sin.Xb,
Setzt man a = b, so ist cos.a = cos.Xa%—sin.La?,

= 1—2(sin. '/2a)?

—y——

: 1 —C08,a
also sin. Y2a = *+=y ——2_
2
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Anmerkung,

Da der Sihus der Hiilfle des Winkels a aus dem
Cosinus dieses Winkels ausgedriickt wird, der Cosinus
CD des Winkels a aber auch der Cosinus anderer Winkel
ist, so hat die Algebra den Sinus der Hilfte aller der
Winkel auszudriicken , welche CD zum Cosinus haben.
Das geschieht durch die Zeichen + —. Die i inie CD
ist z. E. auch der Cosinus des erhabenen Winkels ACD,
so wie des hohlen Winkels ACB'. Der Sinus der Hilfte
jenes Winkels ist E"F’, dieses E'F. Der Ausdruck
fir sin.'/2a muss also sowohl den Werth von EF,
wenn ACE = 1/2 ACB ist, als den von E'F” und von E'F
anzeigen , und alles dieses leistet sie durch das doppelte

Zeichen,

TAufgabe L. (Fig. 44.)

Den Cosinus der Hilfte eines gegebenen Winkels
ACB = a zu finden.
Auflésung.

Es ist cos.a = (cos.1/2a)2—(sin, /2 a)?

= (2cos l/2a)2—1

: 1 - C0Ss.a
folglich cos.'2a = + y — =
2

Anmerkung.

Da der Cosinus der Hilfle des Winkels a aus dem
Cosinys dieses Winkels ausgedriickt wird, der Cosinus
€ T2 " osl

D des Winkels a aber anch der Cosinus anderer

Winkel ist, 2z E. des erhabencn Winkels ACB,
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190 Aufgabe L1,

des hohlen Winkels ACB'" u, s. w., so muss die
Algebra den Cosinus der Hilfte aller der Winkel ap-
geben, welehe CD zum Cosinus haben. Und das geschieht
durch die Zeichen + —, Der Cosinus der Hilfie des
Winkels a ist CF, der Hilfte des erhabenen Winkels
ACE' ist CF’, der Hilfte des hohlen Winkels ACB' ist

1 4 cos.a
CF, welche Linien alle durch *y — <

a usge-

driickt sind.

Aufgabe LI (Fig. 44.)

Dic Secante der Hilfte des gegebenen Winkels ACB
= a zu finden.

Auflésung.

I 1
Es ist sec.1/2a — oo
I cos.2a 1 ¥ cos.a
ty
=5 2
2
e V_—- °
i I =~ C0S,a

Anmerknng.

Die Secanten miissen, wenn der Gegensatz der Lage
sich vollkommen darstellen soll, u. man nicht in uniiberwind-
liche Schwiergkeiten gerathen will , wie alle tibrigen trigono-
meteischen Linien, auf einer einzigen geraden Linie, na-
mentlich auf einem einzigen Diameter und seiner Verlin-
gerung, dargelegt werden. Das geschicht, wenn man sie
als denjenigen Theil eines durch den Anfangspunkt des
Bogens gezogenen und verlingerten Diameters definirt,
welcher zwischen dem Mittelpunkte und dem Durchsclnitts-
punkte der durch den Endpunkt des Bogens an den Kreis

,-
L
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Aufgabe LII. 101

gelegten Tangente enthalten ist. Da nun aber die
Secante der Hilfte des Winkels a durch den Co-
sinus CD dieses Winkels ausgedriickt wird, die Li-
nie CD aber auch der Cosinus anderer Winkel , wie,
2. E. des erhabenen Winkels ACH » des hohlen
Winkels ACB" u. s. w. ist, so hat die Algebra zugleich
die Secanten der Hiilften aller jener Winkel, welche CD
zum Cosinus haben , anzugeben.  Das thut sie durch die
Zeichen + —. Niimlich dieSecante von 1/ ACBist =CH,
von der Hilfte des erhabenen Winkels ACB' ist = CH,
der Hilfte des hohlen Winkels ACB' = CH ete., Linien,
welche einander gleich, und der Lage nach cinerley,
oder einander entgegengesetzt, also alle in dem Ausdrucke

" 2
"VI + cos . a

enthalten sind.

Aufgabe LII. (Fig. 44.)

Die Cosecante der Hilfte des gegebenen Winkels
ACB = a zu finden,

Auflijsung.
I L 4
Es ist cosec.'2a = — =
=y sin.’/2a 4+ 1—c0s.2
== 2
+V" = . .
I—cos.a

Anmerkung.
Wenn der Gegensatz der Lage der Cosecanten der
verschiedenen Winkel gehorig dargelegt werden soll, und
man nicht in wuniiberwindliche Schwierigkeiten , wie sie

die gewchnliche Behandlung dieser’ Linie nach sich zieht
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102 ;f(gfga:[)(? LIIT.

sich verwickeln will , so miissen alle Cosecanten s Wie eg
bey allen iibrigen trigonometrischen Linien geschichet ,
oder doch geschehen kann, auf einen einzigen Diameter
und seine Verlingerung gelegt werden. Das geschieht ,
wenn man sie als denjenigen Theil eines, durch den End-
punkt des Quadranten, welcher mit dem Bogen uinu'ley
Anfangspunkt hat ; gelegten, Durchmessers l)etl'z:chtct,
welcher zwischen dem Mittelpunkte und dem Durch-
schnittspunkte der, durch den Endpunkt des Bogens geleg-
ten , Krveistangente enthalten ist;, Da nun die Cosecante
der Hilfte des Winkels a aus dem Cosinus desselben
ausgedriickt wird , so ist dieser Ausdruck auch der Aus-
druck [iir die Cosecanten der Hilften aller anderen Win-
kel, welche denselben Cosinus haben. Derselbe Cosinus
gehort aber auch unter anderen deém erhabenen Win-
kel ACB'; und dem hohlen Winkel ACB' zu, also muss
der Ausdruck fiir cosec .1/2 a auch die Werthe von coseec.
1/2ACB’ enthalten , mag man unter ACB' den erhabenen,

oder den hohlen Winkel verstehen. Das alles geschieht durch

-~ 8SEY.

die Bestimmung , dass cosec.'/2a = +
=" paposd

Der Winkel '/2 ACB hat zur Cosecarite CL, der Winkel

1/2 ACB', wenn ACB { erhaben } ist , {CL}, und die
hohl CL:
eine. Linie ist der anderen gleich, der Lage nach aber

enfgegengesetzt.

Aufgabe LI (Fig 45.)

Den Sinus deir Summe eines Winkels von 45° und des

gegebenen Winkels ACB = a zu finden,
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Auflésun e

R—o2a 14+cos,(R—2 a
Es ist cos.- = " __‘_.J.___)
2 P 2
c0s.(45%2—a I-+sin.2a
- (F,, 3 ) —— N y —
sin.(45%+a) N 2

An merl-;ung.

Da der Sinus von (45°+a) aus dem Sinus des Doyp-
pelten des Winkels a ausgedriickt wird , so muss dei
Ausdruck von sin.(45 9%+a) den Werth von den Sinus al-
ler Winkel enthalten, welche aus 45° und den Winkeln
besteheni , deren Doppeltes einen Sinis = GH hat, wenn
arc,AG = 2.arc.AB ist. Nun hat, z. E., der Winkel ACK,
wenn GK3HAF ist, einen Sinus KL = GII, der Winkel,
welcher vom Bogen AKQG gemessen wird , hat GH
selbst zum Sinus.  Also muss sin.(45°4a) neben dem

Werthe von DE. auch wenn BD = /5° genommen
’ ) | ;
wird, den Werth von sin. 45°+ I ACK und von
’H =24
t35°-—-—.|
5%+ (4 R+ 2a u. s» w, enthalten. Es ist aber
2 R+a
225%4a

135%- a4 45%4-a=180°, dlso ist sin.(135%-a)= sin.({5+ a).
Es ist 923° 4+a—45%—a = 180%, alo ist sin(225%+a)==
-—5iu.(4’5°+a) u. s. w.  Mithin driickt die Algebra alles

<8 1--sin.2a 5 s o
vollstindig durch =+ v 5 Sl G aus, wie es der geometr:-

-
¥

¥




104 Aufgabe LIV

schen Construction gemiiss ist, welche OP = DE als
sin(135°—a), und PQ = OP = DE als sin(225%4a)
construirt , aber PQ mit OP in die entgegengesetzte Rich-
tung legt.

Aufgabe LIV. (Fig. 45).

Den Cosinus des Winkels= 45°+{ACB zu finden.

a
Auflosung.
v R—2a 1—cos(R—2 a)
Es ist sin. = 4+ vy A <
_ = o

sin.(45°—a)> & I/r-—sin.za

€0s,(45%+a) = 2

Anmerkung.

Da cos.(45°+4a) aus dem Sinus des Doppelten des
Winkels a ausgedriickt wird, so muss der Ausdruck von
€0s.(45°=-a) den Werth von den Cosinus aller Winkel
enthalten , welche aus 45° und den Winkela bestehen ,
deren Doppeltes einen Sinus = Gil hat, Nun hat z. E.
der Winkel ACK, wenn GK 1 AD gelegt wird, einen
Sinus KL = GH, der Winkel, welcher vom Bogen
AKQG gemessen wird , hat GH selbst zum Sinus u. s. w.
Also muss cos.({5°+4a) neben dem Werthe von CE,
© genommen wird, auch den Cosinus des

wenn BD = 45
Winkels von I ACK und des Winkels von
{ 2 R — nz }
fo d s E {
13&‘3’—.1
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1394 ( 4R+2a v, s, w, enthalten, Es 1st aber
e

| 2R =+ a (

? 225%+2

155%-a+45%4a=180°, also istms,(rf-iSO—:ljv:-ms.(.-iSO-l-:aj.
Es ist 225°+a—(4H%4a)=180°, also ist c0s.(225%+a) =

=~c05.(45%+a),  Mithin driickt die Algebra alles voll-

. t-sih.2a : s

stindig durch # y———— aus, wie es der geometri-
. ;

schen Darstellung gemiiss ist, welche PC = cos.(135%-a) =

cos (225°+a) = CE macht , und in die entgegengeselzle

Richtung legt.

Aufgabe LYV.

Den Sinus des Ueberschusses eines gegchenen Wiii-
tw Bt o

kels von a® iiber einen Winkel von 45° zu finden,

Auflosung,

AT T : it—cos.(2a—R)
Es ist sin. —— ) = + oy — -
2 2
sin.(a—/45°) Sy i—sin,(2 R—2a)
— V - —
e 2

1=-sin.2 a

—‘/_—-—u—-—-—-ﬂ
2

I

Anmerkung.

Es gelten hier dieselben Betrachtungen , wie bey den

Vorhergehenden Aun fgaben.
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Aufgabe LVI,

Den Cosinus der Differenz der Winkel von a® und

45° zn finden.

Auflésung,

. 2a-R
Es ist coS.mm——
2

cos.(a—45°)

.'='_+'__}/

ey

=L

I14cos.(2a—R)
2

1+sin.(2 R—2a)
2
I1+sin.2 a
2

Anmerkung 1,

Hier gelten dieselben Betrachtungen , wie bey den

vorhergehenden Aufgaben,

Anmerkuug 2e

Eben so ist sin.(45°—a)

und cos.(4 §59—a)

—
p—=—rt

I

——

H

|

. R=22a
= Siny———

>y

COS.

b

+

v

1—cos.(R —2a)

I—sin.2a
i

2
R—2a

2
I +cos.(R—a2a)
2

1-+38in.2 a
——.

W

1]
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Anmerkung 3

197

Zu ganz dhnlichen Betrachtungen fiihren die For-
meln fiir
lind : -
o
sec,(§3°4a)= ——— cosec.(45° 4a)= ———r—
( cos(45°+a)’ (4 ) sin. (45° +a)
I 1
= : = =
-  I—sin.2a + , 1wsin.oa
b E * -
2 2
i R : =ty —
t —sin.2a 1,sin.2a
P I 1
L TR S 50
SEC-fﬂ I ):‘-‘-’ —, cosec.(a—45°) = ; Silie
cos.(a—45°) (6=k3) sin.(a—45°)
I 1
= - = -
> 1+sin . 2a 4, 1-sinaa
— 5 2
J
¢ =ty 3 =ty —
I #sin,2a ~  1=sin,2a
- ’”o I rEa I
sec.({5%—a)= 5 cosec.(45°—~a)=-

cos, (45°—a)

1

I~=sin.2 a

e —
p—

+
iy 2
=+ _2.._—-_ ——
" 1 == sin. 238
| Aufgabe LVIIL (Fiﬂ, 46.).

Den Sinus eines Winkels a aus dem G

slimmen,

sin.(45°—a)
I

I-SiN.2a
P

=V
2

e o -
I1-511,24

osinus zu be-
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Atlfliisuug.

(sin.a)? = 1 —(cos.a)?

also sina = 'I_'y’(l—[cus.u)ﬁj.

Anmerk ung.
Da der Sinus aus dem Cosinus ausgedriickt wird ,

so enthiilt der Ausdruck von sin.a den Sinus aller W’mkcl
welche denselben Cosinus haben,

denselben Cosinus CE , wie der Winkel ACB = a, Da
nun DE der Sinus der letztgenannten Winkel ist, so
giebt der Ausdruck von sin.a sowohl den einen , als den
anderen ap, indem die Algebra sinag = * V (1—(cos.a)?)
sclzt.

Aufgabe LVIIL (Fig. 46.),

Den Cosinus  des Winkels a aus dem Sinus aus-
zudriicken,

Aui'liisung.

Es ist cos.a = X v (1—(sin.a)?2),

Anmurkung

Da der Caosinus aus dem Sinus ausgedrickt wird ,

so giebt der Ausdruck von cos.a die Cosinus aller ‘Wm-
kel an, welche ecinen Sinus = BE haben. Nun ist
sin ACG = GII

= BE, wenn BGHAC ist. Es ist dor Sinus des
Winkels, welcher vom Bogen AGDB gemessen wird,
= BE u, s, w. und der Cosinus jenes Winkels ist = CH,

dicses = CE,

Desshalb  setzt die Algehra cos . a =

Nun haben z, E, der
erhabene Winkel ACD , der hohle Winkel ACD u, s. w,

U, AL

==
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+ v/ (1—(sin.a)2) , in welchem Ausdruck alle jene Linien

enthalten sind,
Aufgabe LIX. (Fig 46.).
Die Tangente ecines Winkels a aus dem Sinus aus-

zudriicken,
Auflésung.

"Ny dr sin.a
Es ist tan.a =
cos.a
L il sir:.il

—_— —— .

¥ (1—{sin.a)?)
Anmerkung 1,

Da die Tangente aus dem Sinus ausgedriickt wird ,
so muss der Ausdruck fiir tan.a die Tangenten aller Win-
kel angeben, welche denselben Sinas haben. Nun haben
z. E. der Winkel ACB, und der Winkel ACG densel-
ben Sinus, also muss tan.a sowohl die Tangente von ACB,
als von ACG angeben, und das geschieht durch tan.a ==

sin.a : . %
o e , wihrend die Geometrie die Tangenten

V (1-(sin.a)?)
KA, AL der zu jenen Winkeln gehdrigen Bogen einan-
der gleich, aber in geradc entgegengesetzter Richtung
darlegt.
Anmerkung 2.

In ganz ihnlicher Art verhilt es sich mit den Aus-

driicken der Tangente aus dem Cosinus, der Cotangente

aus dem Sinus, oder dem Cosinus u. s. w.

Aufgabe LX. (Fig 46.).

Den Cosinus eines Winkels a aus der Tangente ausan-

dirticken,




200 Au gabe LXI.

Au fliisung.

1
Es 1st cos. a

l

sec.a
I
: +_‘___‘_"_———— L
(s +(tan.a)?)
ﬂnmcrkung.

Zu jeder Tangente, sie sey positiv, oder negativ ,
gehort also ein doppelter Cosinus.  Niimlich AK ist so-
wohl die Tangente von arc.AB, als z. E, von arc. AGM,
wenn BM ein Durchmesser ist. Jener Bogen hat CE, dieser
CH zum Cosinus , wovon dieser jenem gleich ist, aber
entgegengesetzt liegt. AL ist die Tangente des Bogens
AB und z E. zugleich des Bogens AGD, wovon jener CH,
dieser CE zum Cosinus hat, und jener diesem gleich ist,
aber entgegengesctzt liegt.

Aufgahe LXI,

Die Anzahl der Glieder einer arvithmetischen Reihe
zu suchen, deren erstes Glied — 1, Differenz = 1, und
Summe der Glieder — 10 sey,

Anf[(isung.

Aus bekannten Griinden muss, wenn x die Anzahl
der Glieder bezeichnet, die Gleichung statt finden

xX(x+1)
= Io
2
also x24-x = 20

folglich x’-i-x-{-% = 20f
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s 8r
mithin x = —X 4 p/—
e L
L S ik 9
= M4
2
demnach hat x die Werthe {-—i-]-& = -Hi:
b, SRS
e S 2

Es weiset also die Algebra auf zwey Reihen hin, wo-
von die eine aus 4, die andere aus —5 Gliedern beste-
het, in deren eciner das letzte Glied alsg auch = +4,

der anderen = —5 ist,

Anmerkung 1.
Setzt man das erste Glied der Reihe = o, die Dif-
ferenz = 1, die Summe = 10, und sucht die Anzahl x
der Glieder, so hat man die Gleichung

x(x—1) e

2

10

also x2—x = 20

folglich x?—x+% = 20%
=g AE
s
1 1 — 1 L
mithin x = Z * y 8]
— I
= ;X3
demnach entweder x = +45

oder x = —4.
Sucht man das letzte Glied U dieser Reihe , unab-

imugig von dieser Rechnung, so hat man die Gleichung

U(U+1)

2

10

I

also U+ U = 20
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folglich U4 U+1 = 201
= 8I
=
1thi I T gr
mithin U 34 8
= —X 9.
ST 2.-: 29

demnach entweder U

oder U =

Il
.

(64

l

ﬁumerkungz.

Die Algebra hat es in allen diesen Aufgaben mit dex

foigenden Reihe zu thun :

—5 —f =3 —2 ~1 0 1 2 '3 4

und sie gicbt auf die in der Aufgabe ihr vorgelegte Frage,
wie gross die Anzahl x der Glieder dieser Reihe sey,
wenn 1 das erste Glied genannt, und die Hilfte des
Produktes aus der Anzahl der Glieder und der Summe
des ersten und letzten Gliedes = 10 gesetzt wird, die
doppelte Antwort , es sey x = +4, oder =—5, Soll
die Reihe mit o anfangen, so antwortet sie in Anmer-
kung 1 auf die Frage, wie gross die Anzahl der Glieder
dieser Reihe sey, wenn die Hilfte des Produktes aus der

Anzahl der Glieder und der Summe des ersten und letz-

ten Gliedes = 10 gesetzt wird, auf die doppelte Wei-
se, es sey x = +5 oder x = —4. Oder sie sagt,
wenn nach dem letzten Gliede U gefragt wird, es sey
U = +4, oder U= —5, Beide Reihen o 1 2 3 4,

und =5 —~f —3 —2 —1 o leisten das Verlangte.

Und so dient auch dies zu einem Beispiel , wie die
Algebra niemals eine doppelte Antwort gieht , wenn

nur eine einfuche statt finden kann,
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A u fgabe LXIIL

Eine Gesellschaft tritt zu einem gemeinschaftlichen

Glied legt doppelt
so viel Thaler ein, als die Zahl der Glieder der Gesell-
schaft anzeigt.  Auf roo des Kassenbestandes werden o
viel Thaler gewonnen , als die Einlage eines Gliedes be-
trigt.  Der Total

Handlungsgeschiifte zusammen,  Jedes

gewinn ist der doppelten Einlage eines
Jeden gleich,  Aus wie viel Gliedern bestand die Ge-

sellschaft ?
!\uf’ldsung.
Es sey die Anzahl der Glieder = x
so ist die Einlage eines jeden = 2x;

also die Gesammt- Einlage = 2x3 3

mithin verhilt sich 100:2x? = 2 x:Totalgewinn,
5 - J 4 x3 .
Folglich ist der lotalgewinn = . Demnach ist
100
fx?
SRy
100
. x?
somit — = 1
100
also x? = 100
mithin x = =+ 10,

Anmerkung.
Der negative 'Werth von x enthilt die Auflsung
folgender Aufgabe :
Bine Gesollschaft' 14 sat ain gcnmin:-;c-.lmll|u-.fu_-s Hand-
lungsgeschiift auf Jedes Glied erhiilt doppelt so viel

Thaler, als die Zahl der Glieder der Gesellschaft betrigt.
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Aufl roo des Kassenbestandes werden so viel Thaler v e r-
loren, als der Antheil eines Gliedes anzeigt, Der
Totalverlust ist dem doppelten Antheil eines Jeden
gleich. Aus wie viel Gliedern bestand die Gesellschaft ?

Aufgabe LXIIL

Es leiht Jemand zwey Capitalien aus, deren Summe
= 13000, und von welchen er gleich viel Zinsen zu ver-
schiedenem Zinsfusse bezieht. Wiire das erste Capital zu
dem Zinsfusse des zweiten , das zweite zu dem Zinsfusse
des ersten ausgelichen, so wiirde er von jenem 560 Tha-
ler , von diesem 4qo Thaler Zinsen erhalten. Welches
waren die Capitalien,, und welches war der Zinsfuss eines
Jeden ?

Au ['lijsung.

Das eine Capital sey =S, so ist das andere= 15000-85,
Ist der Zinsfuss des ersten = x » des zweiten =y, so ist

S 13000 —S S - 13000—S8
—. X = —Y, —y =560, X = 4qo
100 100 100 100

: Sx 36000 000
folglich — == Y, y =—r0, X = 49 "
o 13000 —S S 13000—S

S 2 Sx 36000
mithin — B i
13000-S S

36000( 13000—S8)
= =

somil x

"

s
T larth o
ol

L

L4
.

'3
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"t &
36000(13000—S) 49000
Dy demnach e
? S? 13000—S

0

! also 36(13000—S8)? = 4q.82

folglich 6(13000—S) = =+~ §

mithin 6.13000 = (6+7)S

somit S b',_I g
i 6+ 7

If

’ 6.13000
demnach ist entweder S = =
I

= 6000;
6.13000

oder S =

a—

Il

—n8000;

somit das andere Capital entweder = 13000~ 6000
= 7000 ;
oder = 13000—(—78000)
= 1000,

f

36000
6000
= 6;
36000

—78000

3
%
4
|
o |

Der Werth von y ist entweder=

oder =

36
4

t

S et

G
T U

4gooo

7000

I

Der Werth von x ist entweder

g -
S e

-
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e

206 A ufgabe LXJF

49000
oder = 1277

91000

i

49

9T
rd

= i3

Anmerkung,

Die ersten Werthe von S, x, y losen die Aufgabe
in dem Sinne der Aussage auf. Die zweiten Werthe be-
antworten folgende Frage: :

Jemand verschuldet zwey Capitalien, deren Differensz
== 13000, und von welchen er gleich viel Zinsen zu un-
gleichem Zinsfusse bezahlt. Verzinsete er das erste Capital
zu dem Zinsfusse des zweiten ; das zweite zu dem Zins-
fusse des ersten, so wiirde er von jenem 360, von diesem
490 bezahlen. Welches waren dje Capitalien , und wel-

)

ches war der Zinsfuss derselben ?

Aufgabe LXIV.

Die Nachlassenschaft eines Mannes wird unter secine
Kinder vertheilt, Jedes erhiilt so vielmal 1000 Thaler,
als Kinder sind. Von jedem 100 der Nachlassenschaft
werden dreymal so viel Thaler, als Kinder sind, an cine
wohlthiitige Kasse abgegeben. Es ist ,I; dieser Abgabe

der Zahl der Kinder gleich. Wie viel Kinder sind es?

Auf'lr'jsung.

Es sey die Anzahl der Kinder = x g

so ist der Antheil eines Jeden = 1000 X

folglich die ganze Nachlassenschaft — 1000 x?
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mithin 100:1000 x2 = 3 x: Abgabe

somit die A]:g.‘t]m = J0%x9:

demnach 5¥53%0x% = x

also % x2

—

(51 4

fu]glich x2 = o

somit x = %+ 5,

J‘inmerkung.

Der negative Werth von x enthilt die Auflgsung
der folgenden Aufgabe:

Die Nachlassenschaft eines Mannes wird durch seine
Kinder zusammengebracht.  Jedes bezahlt so vielmal 1000
Thaler, als Kinder sind. Zu jedem 1000 der Nachlassen-
schaft werden dreymal so viel Thaler, als Kinder sind,
aus einer wohlthitigen Kasse zugeschossen. Es ist 51
dieses Zuschusses der Anzahl der Kinder gleich. Wie-

viel Kinder sind es ?

Aufgabe LXV.

Jemand kaufte einen Garten fiir x Thaler, und ver-
kauft ihn wieder zu 144 Thaler. Statt 100 des Ein-
kaufspreises bekommt er x4-100 zuriick. Wie gross ist
der Einkaufspreis ?

Auflosung.

Es ist 100:x = x-r100:144

—

also .‘((x+100)}= 14400
Xt 100 X
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folglich (x+50)* = 14400+ 2500
= 16goo

mithin x = —50 * 130
=g 8o }
—180
Anmerkung,

Der negative Werth von x enthilt die Auflosung der
folgenden Aufgabe:

Es verkauft Jemand einen Garten fiir x Thaler, und
hat ihn fiir 144 Thaler angekauft, Statt 100 des Ver«
kaufspreises hatte er x—100 bezahlt, Wie gross ist der

Verkaufspreis ?

Aufgabe LXVI.

Jemand kauft einige Ries Papier fiir 1o Thalern.
Hitte er fiir dasselbe Geld 5 Ries mehr erhalten, so
hiitte jedes 3 Thaler weniger gekostet. Wie viel Ries
Laufte er?

Auflésung,

Es sey die Anzahl der Ries = x, so kostet ein Ries

10 : .
~— Thaler, Wiiren der Ries 3 mehr gewesen, so hiitte
. _

10
jedes Ries — Thaler gekostet, also ist
x=+=3

10 10
=l — W i okt
X X~=0

folglich xo-(x+5}= 10 X -+ { 3x(x+3)

10x+350 Ix*4+gx

o
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Smithin 30 = 3 x24-gx

L R

RLIThE |

g

somit 10 = x243x

demnach ro +§.}= (x+32)2
¥

e
¥

$eaila J‘ Aalih Y

s i
also x = —3* 1

3
— — { 2
4 ler —5

Anmerkung.

=

E
!
¢ : Ii

und y
Der negative Werth von x beantwortet folgende

Frage :

Jemand verkauft einige Ries Papier fiir 10 Thaler.

]
-

dler

Hitte er fiir dasselbe Geld 3 Ries weniger verkauft, so
hitte jedes Ries 3 Thaler mehr gekostet, Wie viel Ries
verkaufte er?

Aufgabe LXVIL (Fig. 47.).

Die Polargleichung der Parabel zu finden, wenn der
Brennpunkt der Pol ist.

Auflésung,.

Bezeichnet man den Radius Vector FM durch z, den
e Winkel AFM durch ¢, das von dem Punkte M auf die
Achse gefillte Perpendikel MP durch y, die dazu geho-

{ rige Abscisse AP durch x , so ist

, FP = z.cos. MFP, MP}: z . sin. MFP

r = —2Z.C08.p yJl=z,sin,¢

|

| also x = I p—z.cosg

4
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folglich px) = Zp2—pzcos.(
8 I zl p

y’-l
z2sin. ¢?
z*(1—(cos, ¢)?)
mithin 2? = I p2%—pz.cos.p+22(cos.p)?
somit z = * (!f2 p—2.cos.)
demnach z(1 * cos.p) = £ lj2p.
Es hat also z zwey Werthe, welche sind
‘Inp V/ap
2 = =} g A e — -
I = COS. (P I— COS.
— ]fﬂ) P - 2 ]’1__.
7 a(cos.'/agp)? {t 2(sin. /2 ¢p)2
P P
+ - e 1 — .
(2cos. /2p)? (2sin, /2 ¢p?)’

von welchen Werthen der eine positiv, der andere nega—
tiv ist, der eine die Linie FM, der andere die ihr ent-

gegengesetzt liegende Linie FN bezeichnet.

Anmerkung 1.

Wollte man diese Aufgabe dadurch aunflosen, dass
man FM}:_— % p+x setzte, wie es in den meisten Lehr-
z
biichern geschiehet, so wiirde man erhalten
7 = ;}p—k{.])-—z,cns,rp
1/2 p—z.eos.p

l

also z(1=-cos.p) = Vap
1
folglich z = /2p
: I=CO5.¢p
p

Hacos. a gyt

Uil
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Es wiirde mithin nur der eine Werth von z, welcher

dem Winkel %o zugehort, gefunden, welches mangel-—
haft wire. Setzt man aber, wie allein richtig ist,
— =+ rI - s - AT e 8
r = F(Fp+x), weil z2? = ¥3+(x—E p)?
= ‘=+I/Qljl+irﬁl.'l=

= (x—l—%[])a

also 2 = F(x+Ip);
so erhilt man 2 = +(Ip+Ip—zcos.g)
* ('/q p—2.cos.p)

= +1/2p L z.cos.p

mithin z(1Xcos.p) = + lAap
] e
4
{
: P P
.'lOmlt & == "f"' S e N  e— v —
(2 cos.1f2 ¢)?’ (2sin, 12¢)3?

Und darans erhellet die Nothwendigkeit, die negativen

Ausdriicke nicht zu verwerfen.

fAnmerkung 2.

Macht man auf der Verlingeriing von AF die Linie
FA'= AF, und construirt eine Parabel, deren Ach-
s¢ AF, und Brennpunkt F ist, nimmt man auch FP =
FP, und constrnirt die zu A'P’ gehérige Ordinate P'M’;

S0 ist ; wenn die gerade Linie FM gezogen wird |,

FM2 = FP2+P'M3
= FP24-PM?2

-
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= (AP—AF)24PM2

. i it
= x*—1/ px L p?4px

mithin ist sowohl FM'3, als FM3 = (x+%p)2. Die Al-
gebra hat also in der Quadratwurzel von x2+/) px+{5p?
sowohl den Werth von FM, als den von FM' auszudrii-
cken, und das thut sie dadurch, dass sie die Quadratwur-
zel aus x3+41/2px+.5 p? = X (x+3p) setzt, gleichwie
die Linien FM, FM' einander gleich sind, und einander
entgegengesetzt liegen, Es antwortet mithin die Algebra
in der Gleichung z = Fix+Zp) erschopfend auf die Fra.
ge: welches ist der Werth des zu einer gegebenen Ab-
scisse gehorigen Radius Vectors einer Parabel , deren
Brennpunkt in F liegt, und Parameter — pist? Da es
in der Frage unentschieden bleibt , ob der Scheitel in A,
oder A’ liegt, da auch die von A, oder A’ genommenen
Abscissen nicht einander entgegengesetzt liegen, also jede
mit dem Zeichen 4+ 2zu versehen ist, so ertheilt sie
die dadurch bestimmte doppelte Antwort.

Aufgabe LXVII ( Fig. 48.).

Die Polargleichung der Hyperbel zu finden , Wenn ein
Brennpunkt der Pol ist.

Auflosung,

Es sey HF die Hauptachse, F ein Brennpunkt , C
der Mittelpunkt, M ein Punkt der Hyperbel, MP ecine
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Ordinate der Achse, FM = 2z, AFM @, die Haupt-
achse == a, die Nebenachse = b, so ist

MP = zsin.p, FP=z.cos.p, CF:==y/(3ad+1b)

also MP? = z3(sin.g)?, CP = vy (fa*+45b?)—z.cos.p

p |
i IAL ' folglich
! o a h= e
i 2(sin.g)? ) =—((v (Fa*+§ b?)—2.cos.p)2—F a?)
e I | ]_-,9 T THil T
Tie 2%(1~(cos.)?) =Ej{?¥a‘)+*b -22¢08.¢p V (§a?;3b?),23(cos,p)2-1a?)
ler
al
g 23 =l.L - (3b?—2z2c0s.¢. v/ (§ 2?3 b?) 4 23(cos. @) 2(r +b’*))
_ | hg :+Tb'1 ]
1 | m;(%b“—zzms @V (£a% 4+ I b2)422(cos. rp)’:—-i—b;——)
- )
A
2 . b (1,-'2 b=z cos.p.v (a%*+% lﬁ))
] somit z = + =
. g '/2b
e
g b cos.p.v (Fa?4Lb? ))
o Wy — 2
demnach Z(l = 2D + ,(2
; + 1/9 v
also z = R 1/(-?1 +1b2)
l2a
o ¥/2 b?
. = — a*cos.g.v (a+b?) >
| g
| ‘,(2 'bg,
' folgli r 7 = 2
i glich entweder z - oy oos.  (a+DP)
( W b=

" oder z ==

g

T a—cos. .V (ate b3y

v
i
»
=
o
=

4]
|
=
sy
!
5
-
|

e
|

e AT

) N R
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Zusatz,

1) Ist @ = o. s0 ist
1/2 b2 3
der erste Werth von z = +a—+l/(32+ba) P
£b?
AV (§a% +5b?
, CF?—%a2
CF+1/a
CF—1/a;
1/, b2
a—/ (a?+b2)
b2
fa-v (i 3b7)
CF3—1 42 &l
1/5a—CF :
CFo_gas gl g

011"— I/Q d
= CF+)a,

i

der zweite Werth von z = —

I e—

==

2.) Ist ¢ < R, so ist cos,p positiv, also der erste
Werth von z positiv, der zweite negativ ), je nach-
unendlich

positiv

dem a cos..V (a?4b?)

(cos.p)3

also

VIEVIAINY

a%4-p?
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a%--h? <S s

fulg]mh = -; (éus.rp)"
(sec.@)?
»
gy @t<-b% <
, mithin e — I :{{Sec-fp)zﬂl
a” 2
} N > {(tan.@)
b?
a:‘.
(tan.z)*>’  wenn a den halben Asymp-
totenwinkel bezeichnet ;
<
somit ton.c = tan.g
>
<
demnach a¢ = ¢.
>

3.) Ist q;{:- 1‘1!, so ist cos.p negativ, also der zwei-

<2li
te Werth von z negativ, der erste dagegen positiv
unendlich
negativ

>
je nachd, a4cos.@.V/ (a?+b¥{ =

A 'iV

'V llt "‘l‘li w‘

|
J folg hdl
| a?-+b? j

mithin ____Ml,{j( SE€C o

—-l;-

.’\

%
P

d
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2413
somit 2 -:b 3 {:}{(SEC-W’—I
a

b2 > ) ((tan. p)?
a2
(tan . a)?
(tan.(2R—g))2
<
demnach tan.(2 R—a){ = tan, @
>
>
also 2R—ad=3% ¢
<

e
folglich 2 R {:} a+ .

<

Anmerkung 1,
Nach dem Grundsatze, dass der grosseren , oder klei-

neren Quadratzahl die grossere, oder kleinere Wurzel zu-

<
gehore, wird hier aus der Bedingung, dass (tan,(2R-a))? ==
=

<
(tan.g)2 sey, hergeleitet, es miisse auch tan.(2R-a)=tan.g
>
seyn.
Es ist 1:tan.(2 R—a)= tan.(2R—a):(tan.(2R—a))?,
und r:tan.g = tan.g:(tan.p)3,

Wenn (tan .(2R—a))2 (tan.@)* gesetzt wird, so

VI A

ist die positive Einheit als das Maass beider Gréssen ge-

cacht, Es ist aber tan.(2R—a) sowohl, als tan,p negativ,
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weil 2R—a und ¢ stumpfe Winkel sind. Werden die Glie-
der der zweiten Verhiltnisse in beiden Proportionen ,
nimlich (tan.(2R—a))?und tan.(aR—«), (tan.p)? und tan.g
durch die positive Einheit gemessen , so ist in beiden Ver-
hiltnissen das zweite Glied grosser, als das erste, also
auch in den ersten Verhiltnissen jener Proportionen das
aweite Glied grosser, als das erste, d.h, sowohl tan.(2R-e«)
> 1, als tan.p>1. Das findet aber, weil tan.(2R-«) und
tan.p negative Zahlen sind, nur statt, wenn die Glieder
durch die negative Einheit gemessen werden ; mithin ist

<
auch, wenn tan.(2R—«) = tan.p gesetzt wird, die ne-
>

gative Einheit das Maass beider Glieder, Demnach gehort

der in diesem Sinne kleineren, oder grosseren Tangente

der grossere 5 oder kleinere Winkel zu,  Folglich ist die
>

Folgerung richtig, dass 2R—u« = ¢ sey, wic es aus ei-
- .

ner rein geometrischen Betrachtung gleichfalls hervorgeht,

L #
Anmerkung 2.

Zur Bestimmung des ersten Werthes von z fur den

Fall, dass qn{‘;- R} ist, hiitte auch folgendermaassen ge-
<2R
schlossen werden konnen. Es sey dieser Werth von

z positiv e <
snendlich A » je nachdem a-+cos.@.y (a*+b3?) = o
>

negaliv

|
.

o
=4
- |
et
)

]

|
N
r

‘iR
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a
v (a3+Db3)

&
3
L4 7!
c
o
C
g

L

folglich (cos.p)? a?<-b2

LA Vg Y

|
|
|

o <. a2+b2
mithin (sec.g)? = -
e

\'

9 R

somit (tan.gp)?

VI A

(tan.(2 R—a))*

<
demnach tan.¢ = tan,(2 R—a)
>

<
also P = 2 R

v

iblgliuh G4 2 R,

VI A

>
Ist namlich u+co.~;,¢p.v(aﬁ+b2j= 0, so ist die po-
<
sitive Einheit das Maass beider Grossen, also auch der

S a
Grossen cos, @ und —

—— Nun ist [:C05.p =
V (a?+b?2)

i da a*

Cos.pi(cos.@)?, 1:— = : .
4 V (a2 +-b?) V (@2+b?) a24-)2

. e 21
Werden die negativen Glieder cos.qp, —

V (a2 4b?)

ersten Verhiltnisse beider Proportionen durch die positive
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Einheit gemessen , so ist das erste Glied 1 in beiden Ver-
hiltnissen grosser, als das zweite, also auch iu beiden
Proportionen das dritte Glied grosser, als das vierte, d, h,
\ B a a2 3
cos.p > (Cosp)?y — — ___ > —— __, Ist aber die
V (a®+ b?2) a2+h2
negative Grosse cos, @ grosser, als die positive (cos.p)?,
a a*

—_ > — so 1st die negative Einheit
V(@2+b?) 7 a24h2’ =

und —

e “ iyt
das Maass beider Grossen, mithin auch sowohl von (cos.g)3,

)
ry -
t

als von ; demnach auch von (tan.¢)? und (tan.(2R-«))2.

aZ;h2
Es ist aber 1:tan ¢ = tan,g:(tan.g)? , r1:tan.(2R—a) =
ten,(2 R—a):(tan. (2 R—a))2,  Also ist die negative Ein-
heit das Maass der Verhiltnisse tan.g:tan.p*, tan.(2 R-a):
(tan.(2 R-«))2 , und weil tan.g, tan.(2 R-«) negativ sind,
sowohl tan.(2 R—a)> (tan.(2 R—a))?, als tan.p > (tan.g)3,
folglich in beiden Proportionen das erste Glied grésser,
als das zweite, d. h. 1>tan.p, 1>tan(2 R—e), mithin
die positive Einheit das Maass beider Verhiiltnisse, somit auch

<

von tan.q , tan.(2R-¢). Und da tan.p = (tan.(2R—a),
>

s0 gehort der kleineren, oder grosseren Tangen-
te der kleinere, oder grossere stumpfe Winkel zu,

< <
d. b, esist ¢ = 2R—a, folglich «+¢p = 2R, iber-
- -~

emstimmend mit dem vorhergehenden,
Anmerkung 5.

Carnot stellt auf den Vorgang von d Alembert dem
Satze , dass die negativen Grossen < o seyen, die Pro-
058 Siy i —] = —1l:1, {J\J- bULﬂt

_]}Ul‘tluu enigegen

4
f%
L

A
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man nun, sagt er, —1 <o, also noch vielmehr —1< 41,
so ist in dieser Proportion das erste Glied grosser, alsdas
zweite, folglich ist auch das dritte grosser, als das vierte,
d. h. —1 > 41, welches der Annahme widerspricht.

Er hiitte cben so eine andere Proportion, wie +fi—g
= —3:+2 (B.) nechmen, und sagen konnen : setzt man
—32 < 0, also noch mehr —2 < +3, so0 ist das erste
Glied grosser, als das zweite, also auch das dritte grosser,
als das vierte, d. h. =3 > <42, welches jener Annah-
me widerspricht.

Der Ehrfurcht, welche die Mathematik einflosst , an-
gemessener diirfte es seyn, wenn Carnot in jener Pro-
portion folgendermaassen geschlossen hiitte : »Da 4 1:—1 =
»=—1:+1 ist, so muss, wenn 41> —1, also das erste
»Glied grosser , als das zweite gesetzt wird, auch das
ndritte Glied grisser, als das vierte, d.h., — 1> =1 seyn j«
oder in dieser. also: nda 3 :—2 =/ =—Fsu-a ist ,
nso ist, weon +3 > —a2, also das erste Glied grosser,
nals das zweite gesetzt wird, auch das dritte grosser, als
wndas vierte, d. h, —3 > 49,4

Eben so hitte er in der Proportion +2 : 43 =
—2:—3 (C.) folgenden Schluss machen kénnen: Da
“+2 < +3, also das erste Glied kleiner, als das zweite
ist, so ist auch das dritte kleiner, als das vierte , d. h.
—2 < —5; oder in der Proportion +3:4-2 = —3:—2
(D.) folgenden: Es ist 45 > -2 , also das erste Glied
grosser , als das zweite, folglich ist das dritte grosser,
als das vierte, d.h. —3 > —a,

Und des Mathematikers Aufgabe ist es, da an der
Wahrheit dieser Sitze, weil aus wahren Siitzen nichts
Falsches getolgert werden kann, nicht zu zweifeln ist,
diese Wahrheit zd erkennen sich zu bemiihen, wenn sie

auch einander geradezu zu widersprechen scheinen,

b

=
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Zwey Grossen kionnen nur dann mit einander ver-
glichen werden, wenn sie sich auf einerley Einheit be-
ziehen, Von zwey gleichartigen Grossen heisst die eine
grosser , als die andere, wenn in jener die Einheit ofter
wiederhohlt ist, als in der anderen. In der Reihe der
natiirlichen Zahlen 2 3 4 5 6 7 etc, wird da-
rum die nachfolgende grisser genannt, als die vorherge-
hende , weil die positive Einheit in jener ofter vorkommt,
als in dieser.  Setzt man die Reihe iiber dar erste Glied
hinaus fort, dass sie wird

—7—6—5—4—3—2 —1+o0+1+2+3+f+5+6+7 etc.

so herrscht auf der anderen Seite der Nulle dasselbe Ge-
setz, wie anf der einen, und es muss darum —5 eben
50 gewiss kleiner als — 4 genannt werden , als 44 klei-
ner, als 45 gesetzt wird. In so fern also die positive
Einheit als das Maass einer negativen Grosse und einer po-
sitiven angesehen wird , ist die negative kleiner, als die
positive.

Die Rethe —1 —2 —3 —4 —5 —6 ete. kann auch

geschriecben werden
H{—1) 3(—1) 3(—1) —1) 5(—1) 6(—1) etc.

In dem nachfolgenden Gliede ist die negative Einheit
ofter enthalten , als in dem vorhergehenden. Also darf
das nachfolgende grosser gesetzt werden, als das vorher-
gehende, Setzt man die Reihe iiber das erste Glied hinaus

fort, dase sie wird
ete. +6+454f+43+2+1 +0—1 —2—3 —§—5—6 etc.

50 herrscht links von der Nulle dasselbe Gesetz , wie
rechts von derselben ; es muss desshalb + 3 eben so ge-
Wiss kleiner, als +2 gesetzt werden, als —2 kleiner, als
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—3 gesetzt wurde.  In so fern also die negative Einheit
als das Maass einer negativen und einer positiven Grosse
betrachtet wird , ist die negative grisser, als die positive,

Um mithin von zwey gleichartigen Grissen iiber-
haupt , sie seyen beide negativ, oder beide positiv, oder
es sey die eine negativ, die andere positiv, beurtheilen zu kin-
nen, welche die grossere sey, muss vorher bestimmt wer
den, ob die positive, oder die negative Einheit zum Maas.
se genommen werden solle.  Ohne dies bestimmt zu ha-
ben, lisst sich chen so richtig sagen, es sey +5 > —5,
als es sey =+5< —3, es sey —5>—3, als es sey —5 <—3,
essey +5> =3, alsessey +5< +3; gleichwie aufdie Frage,
nwer hat am meisten von zwey Personen, wovon die eine
» 3000 Thaler Vermégen, die andere 2000 Thaler Schulden
»hat?« nicht eher geantwortet werden kann, als bis fest.
gesetzt ist, ob die Frage heisst: »wer hat am meisten Ver-
smogen?«, oder: »wer hat am meisten Schulden?«
In jenem Falle hat die eine, in diesem dic andere am
meisten.

Wenn, m der Proportion A, +r<—1 gesetzt wird,
so ist die positive Einheit , also das erste Glied das Maass
fir beide Glieder des ersten Verhiiltnisses , folglich muss
das dritte Glied, d.h. die negative Einheit, das Maass fiir
die Gieder des letzten Verhiltnisses seyn, Misst man aber
—1 und 41 durch —1 s wer wirds liugnen, dass ale-
dann —1. > 4 sey ?

Eben so verhiilt es sich mit der Proportion B. Setzt
man das erste Glied grisser, als das zweite, d. h. +3 >
—2, 80 ist dieses in so fern wahr, als dje positive Ein-
heit zuom Maasse fiir beide Glieder genommen wird ; und
nun muss das dritte Glied garosser seyn, als das vierte,
d. h. —5 > 42, welches wahr ist , sobald man die ne=

gative Einheit als das Maass beider Zahlen annimmt.
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Es liegt mithin in den I roportionen A, B nichts wi-
dersprechendes, und Carnot kann daraus nichts gegen
i ' o ey

die Aonahme herleiten, dass das negative kleiner, als o,

und kleiner, als jede positive Grisse sey.
o

Nimmt man, in den Proportionen C, D, +3 +2,
so ist auch —3 > —a, weil, wenn das { zweite | Glied
erste 1

grosser, als {I{ts{ erste } gesetzt wird, auch das f vierte
zweite {driilu f
grosser, als das { dritte } gesetzt werden muss. Es ist

vierte

aber auch —35 > — 5., wenn man die negative Einheit
als das Maass fiir beide Glieder ansicht. Ist aber —3 >
—2, so 1st auch —1 > 0. Ebenso kann —r7 > =3 an-
gesechen werden , also auch —4 > o, mithin auch —3

> 41 u, s w.

Diese Ansichten iiberheben auch den Mathematiker ,
Ausnahmen von den Grundsitzen gelten zu lassen, wie
in den” Capiteln iiber “die Ungleichkeiten in mathe-
matischen Lehrbiichern , franzosischen und dentschen , an-
getroffen werden. Wer wird z. E. die Grundsitze auf-
geben wollen , zwey ungleiche Gréssen mit gleichem mul-
tiplicirt , oder durch gleiches dividirt, giebt ungleiches ,
und zwar die Multiplication, eder Division des grosseren
giebt das grossere, oder, das grossere mit dem grosscren
multiplicirt giebt das grissere, das grossere durch das

kleinere dividirt giebt das grossere.

Doch findet man. bev vielen Schrifistellern 3 ziks |‘H‘_‘_?
Cauch}r in der Analyse algcbrique, Behauptungen, wie

inlgenrle :
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Es ist 8 > 7, 8 a Sibiy" atsh

—_3 :——3, —_3 =3 s —M =—m, —m== -m

und doch —24<l—21, —8L—~7, —am <—bm,—:1<:_.l:.
m m

Dagegen ist folgendes zu erinnern. Es kann ge-
setzt werden +1: 48 = —3:—2f, +1:4h7=—=3:—qy,
Setzt man die positive Einheit als das Maass fiir die Glie-
der der ersten Verhiiltnisse in beiden Proportionen , so ist
sowohl +1 < +8, als 4+1 < +7, folglich sowohl in
der ersten Proportion —3 << —24, als in der zweiten
—3 < —2r1, also ist die negative Einheit das Maass der
Glieder beider Verhiltnisse, folglich auch von —a2/4 und
—21, mithin ist —24 > —2r1. ‘Demnach muss, wenn
8>17,—3 = —3ist, auch (+8)(—3) > (+17)(=3)

gesetzt werden.
Es ist —3:1 = 8:—~§ , —3:1 = n:—Z%, Setzt man die

positive Einheit als Maass fiir die Glieder der ersten Ver-

hiilltnisse in beiden Proportionen , so ist —3 << <1 » al-
so sowohl +8 < —§, als +7 << —%, mithin die ne-
gative Einheit das Maass fiir die Glieder beider Verhiilt-
nisse , folglich auch fir —§, — %, also ist —§>—%
L. S. W

Eben so findet man die Behauptung, dass, wenn
—3 < +2 gesetzt wiirde, doch (—3)®> > (+42)? seyn
miisse. — Dagegen ist folgendes zu erinnern. Es ist =4 1:
— 3% = —3:4+9. Wird nun —5 < -2 gesetzt, so ist
=1 das Maass fiir beideZahlen, also ist auch = 1>~—3,
mithin das dritte Glied > das vierte, d. h. —3 > =g,
folglich —1 das Maass fiir —5, <+g9. Ist aber —1 das
Maass fiir +q und -4, so ist +9£ < {+i

(=32 Ywa)n
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Durch zwey gesebene concentrische Kreise, von ei-
pem ausserhalb desselben gegebenen Punkte A aus, eine
gerade Linie AG zu legen , deren Segmente AG , GF,
welche durch den zweiten Durchschnitt G mit dem gros-
seren Kreise und einen der Durchschnitte F mit dem klei-
neren gebildet werden, in dem Verhiiltnisse der gegebenen

L™ -

geraden Linien p, q stchen, wobey p > q ist,
Analysis.

Es sey AG die gesuchte Linie, so ist, wenn der Mit-
telpankt O mit dem Punkte F durch dje gerade Linie
OF verbunden, und GH der Yinie OF parallel gezogen ,
auch bis zum Durchschnitte mit der, wo nothig, verlin-
gerten AE verlingert wird, AH:HO = AG:GF = P:q,
mithin AH, somit der Punkt H gegeben. Da auch
GA : AF}_—_ P:p—q, so ist GH, somit der Punkt G
GH: OF
gegeben.

Construction,

Man iege durch A, O die geraden Linien AP, 00,
auf einerley Seite von AQ, einander parallel, mache
AP = p, OQ = q, ziche die gerade Linie PQ, ver-
lingere dieselbe bis zum Durchschnitte H mit der, wo ni-
1!15;;:, verlingerten AE , richte in O auf AO den Radius
oU perpendikular auf, ziehe demselben dieLinie HW pa-

rallel, welche von der durch A, U gezogenen geraden

¢
:
Linie in W geschnitten werde , beschreibe aus H, als Mit-
f.c.-lpunki.e, mit HW, als Radius, einen Kreis, welcher dem
grosseren Kreise in G begegne, und ziehe die, den klei-
neren Kreis in F schneidende, gerade Linie _:’\G,_su Ist

dieselbe die verlangte.

_
(&

=
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Determination.

Wenn der Punkt F auf dem Bogen CK gesucht
wird (K sey der Beriihrungspunkt der von A an den

kleineren Kreis gezogenen Tangente), so ist
AG << AE, AF > AC
also GA:AF <« EA:AC

folglich AG:GF > AE:EC;

also muss das Verhiiltniss p: q ;al.sdzls\*crhiiltniss;‘LE:EC
seyn.
Wenn der Punkt F auf dem Bogen DK liegen soll ,
so ist AG << AE, GF -~ ED

also AG:GF < _"\']‘::_]‘1.[)

mithin muss p:q _ AE: ED seyn,
Beweis.
Es ist AL < AE, AK > AC, LK > ED
also LA:AK < EAAC, und AL:LK — AE.ED.
folglich AL:LK> AE:EC.

Da p:q S AEFC, p:q z_.-\]-‘..-r.n ist ;

o,
so kann p:q Y={AL:LK genommen werden ;
at:no ) <lay:mo

——

Bl oy :
3150 AO.UI: . 1.1():()._'-I

A

folglich OH = OM

V
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mithin kann H zwischen O und M , in M, auf die Ver-

lingerung von OM fallen.

kann

AO: OH

folglich OH

mithin kann der Punkt H in E und auf

von OE fallen.

Da pegis

Ist AO:0H < AO:OM, so

< AO:OE werden,

; OE;

die \-"c:'liiugeruug

so 1st P:p—q

—_—

folglich AE

Da AH:HO

P—q
= (A0-00)
P— (I

\ g S S
[I -—{'[ p-—‘ll

= p:q ist

.

so ist HA:AO

= [1:[! —-rl'

somit HA

Da OA|:AH
QR

RP:PA

P—q:p

f

I'I

P4
{ l if}}:[l“' ist,
OC wenn QR AC;

so ist W

fnlglicll AE >

= R
P—q
= AH—HW
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mithin HW JHA—AE

>1 HE.

Auch ist piq _<"-:: AE:ED

— e et

also P:p—q ; LA:AD
folglich AE ={ P _ ap

< P—4q

P A0+0D)

P—
B o
pP—q P—q

HA+H0OW

mithin ]:"1——,\” L HW.

I 1 }<
HE

Ferner ist AL:LK < AE:ED, AL:LK > AE.EC -

=
somil P:q = AL:LK
=5
<
also p:p—q = LA:AK
~
- 3 3
folglich LA = P aAx
< DP—q

RGN o o rr ) 178
mithin: far das obere Zeichen AL — __;__;’\I\ > o
P—4

somit (AL— S AK)2? ] > o

P—4

(- s ;\1;_.5.1;)'
p—q

*.
A NI V
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fir das untere Zeichen o < ..LAK_....AL

P—1q
g 2
somit 0 < (__P_ AK—AL)
&q
demnach in allen Fillen o z ( P AK_AL>2
P—9q
o 2 4 o
somit 0 [’ A taal P raag
'\P‘“Ii’ P-q
p3(AO?— ?E_}_FLAL_D.]LA{') LA..AK
(p—* p—q AO
.2 raY= .2 2 /
ke P OK a{ P LAO +L*‘12_2p.,\f) AV
(p—q)3 (p—q)? P—q
GIIz S AH2+4+LA?—92 HA.AV

HL?

also GH = HL ;
<

folglich erreicht der aus H, als Mittelpunkte, beschriebene

Kreis den Bogen EL.

Eundlich ist HA:AO = WH:0U 18
also AH:HW = A():{Oli'
OF 1

folglich AG:GF = AH:HO

— l) . (l.
Anmerkung.
™ )
Da LA = P__AK ist, so kann auch gcsuh!osscn Wwer-
<. Py
By .
den, wie folgt; es sey o = —— AK—LA
& P~y

\E’sh 4

2t :T"' o

a

Rl s Tl
'

AR

I
S
N
i : Sap .

T
-
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- > I]
folglich o =§ P’ -AK2+LA2 — 2P [AAK
< {(p-q? P—q
<f’ ?(AO0>—OK= ..)-o- LA? ——:Lﬂﬂ IA(}!_\‘
(p—q)* P—q AO
j Bt e
i P q
g
YK 2 AO2
mithin [\tn( . {l = Ao UL e 5 T AV
P9N p=i)* P—9q
(3112 S ;'._(1112"*'1—_“‘ 2—'1 .E.I‘L.d. ‘—!"-
l]_gﬂ

Aber man darf nicht daraus herleiten wollen , es sey
-

somit GH = HL, Ist nimlich LA ~ _ P AK, und
<< P=—q

leitet man daraus her, es sey 0 > .f _ AK—<LA, so
. ]J——tJ
1st das ric ]1[|"1 wenn die positive Einheit zum Maasse

beider Glieder genommen wird. Setzt man wiun zur Abh—

‘ .
kiirzung o i AK—LA=—m, so ist 1:—m = —m:-+m?,
P9

-

Ist die positive Einheit das Maass der Glieder des ersten
Verhiltnisses, so ist 1 > —m, d. h, das erste Glied der
Proportion grisser, als das zweite , folglich ist auch das
dvitte grésser, als das vierte, d. h, —m > -+m?, Das

1st aber nur 1':'L‘hii;;, wenn die negative Einheit das Maass

von =m, +m?  Ist aber die negative Einheit das

s = p* a__ 2P

Maass von +m?, oder von ARF+AL?— 1
(p—q)? P—q

LA.AK, so ist auch die negative Einheit das Maass von

GH? und [IL?, wovon jenes grésser ist, als dieses, mit-

hin ist GIl < HL. FEs ist also in allen TFillen GH : HL.
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Aufgabe LXX, (Fig. 5o0.).

Die Linge der von dem Brennpunkte F ciner gege-
benen Ellipse zu einem Punkte derselben gezogenen gera-
den Linie FM (ii.’tallu:s Vector genannt) zu finden.

Auflésung,

Bezeichnet man die grossc Achse AB mit a. die klei-
ne DE mit b, den Mittelpunkt der Ellipse mit C, die Ab-
scisse CP mit u, so ist aus bekannten Griinden

FP(=FC—CP) == V(% a*—Ib2)—u

|

e ——

alor P2 . I % - > 3
also FP? = Za?—Ib2_ny (a®—Db?)+nu?

. = . R i h?
folglich F P3+]‘.‘a11}:-'-'1“— tb2-uy/ (a?-h?)+u? +—(fal-u?)

o -
FAM*? a
.. b2
‘*.‘“T}il"-"—;-‘u2
a2
— T oa2. Ne g }_\_-4_&2"‘”""‘2
= Ja*—uy (@a*—b3+——nu
H
e = ; 1
mithin FM - - {/luw: e, f,\ll__‘[}zl)
by R : (
A

Die Algebra antwortet in Vorstehendem in hoch-

sler .-Hf:_{_f’|m:1!_||u:u aul die Frage, wie gross diec Ent-

fernung des gesebenen Brennpunktes F einer Ellipse, de-
ren grosse usned kleine Achse = a und b geselzl s:.'a-;'qh‘lu,

von einem Punkte, dessen Abscisse (vom Mittelpunkte

g.(l‘l'-"chnc!_} — u gesetzt wird, seyv.  Indem es unentschie-
den bleibt , ob AB, oder A'D, wenn AT = FA : A'B =

AD genommen wird , die Lage der grossen Achse sey, er-

o

2

theilt sie die

Aptwort fiir beide Fille darch Bestimmung

der Linge der Linien FM und FM', wovon jene durch

LA




232 Aufgabe LXXI.

das positive Zeichen , diese darch das negative jenes dup-
pelten Werthes angegeben wird.
Anmerkung 2,

Sucht man den Werth von GM, so findet man in e
ganz Hbhnlicher Weise den doppelten Ausdruck GM =
- u 2 : Wi i
:‘“_(.{a+——;/(zi~--—-];2}) , wovon der obere die I.inie GM

a

der untere die ihr absolut gleiche, ihr parallel laufende,

2

Linie M'G' bezeichnet , Linien , welche die Algebra
durch die Zeichen + — zu unterscheiden pflegt. —
Anmerkung 3.

Sucht man dic Werthe von FM+4+MG, so findet man

_
FM+MG = ™a, d. h. die beiden positiven Linien FM
und MG bilden eine Summe = +<-a, die ihnen enlgegen-
gesetzt liegenden FM' und M'G eine Summe = —a.
Anmerkung 4.
Dass dies Alles keine miissige Unterscheidung sey,
erhellet aus folgender Aufgabe,
A ufgabe LXXI. (Fig. 50.). '
Die Polargleichung der Ellipse zu finden, wenn ein
Brennpunkt der Pol ist.
Auflosung.
Bezeichnet man FM durch z , AFM durch ¢, so ist
PP = —Z.CO0s.0p , b L ?...-_iill.',l-'
also Ci’}: V (Fa%— 5 I_J:)-I-z,cns.rp S
u
; = LA e e S
folglich MP2) = _1.{_*‘_;1’-‘--__(;/ {:‘;.;1?’"—.1])~)+z,uu.-a,r,('}-}
. 2 1 =% 0N
z3(sin.p)*{ S
h2
ey S a T 114 Y \.
z*(1=(cos ¢)?) '—"--r_;(:}“"'.-,“1*4]’""*’-""“5"30 V (a%-b?)-22(cos.q)?)
] =Th
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g H |

hi h2 ’I b2 f 1 : h2
22 = * s /(a2 o2 lnne a2
mithin z 11 ) : zcos.py/ (a*-b?) | +22(c 05.) piseta

+ 22 (cos, P)?

2

a<
. bb / (a2-b?)
somit z = & (‘___/“hfl (a i
a 2 a
V (a%-bh2) L2
demnach =z (1:[:“5_[!: ( i g B
a TE, Gh
b2
. it |
also ist z = * T
Vv (a%-b
]+!II~\ (P —— J
a
1!,! Iz

55 e

-t a-+cos.p |/(1~..=-1 2)

Es hat mithin z zwey verschiedene Werthe, Es ist

a2 b 1/2b?
entw, z=-4 , oderz=— -~

— 3
a-cos.py (a-b?)’ a-cos.p)” (a%-b?)

durch welche Werthe die Linien FM, FN angedeutet werden.

Anmerkung 1.

Dieselbe Aufezabe kann auf folgende Art aufgeloset
werden.

r.‘ ~ -
EsistF \Ii X(Za——y (a¥-bY), u=y (fa?-Lb?)4z.cos.p
L

il
i (a2—Db%}

also z = == (Vfga—- (v (§a2—Lb3)4z.cos.q))
a

I,2__1h2 /(a2 -h2)
s b Mg
__'__‘(}/2“"" ¥

I

Z.COS.()
1/2a a

cadly

U
=4
<
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£ _ v (a2 -b?) 1/2b?
folglich Z(1 + i cos.p))= =+ -"T-

a v (a®=Db2).cosq
AL

o

-.1_

mithin z =

aty (a®—b?).cos.p

- ; Fies
Wer sich also erlaubt, nur 2 = +(2a——} (a?-b?))

L

14 . u e
zu setzen, und den Werth z = —("ha——y/ (a*—b?))
a

z vernachliissigen , - der lauft Gefahr, die Polargleichung

nur zur Ilillie anzugeben , nimlich nur zu finden z =

t;"_' :,[_}'1

-+ ——r>~» Wibrend der vollstindige Werth
a4cos.q v (a%2+b2)

1/a 1,2
{

yon z = I‘I‘ o~ —— gﬂﬁfltiﬂt "l.'L'l:"I'l{C.‘II muss.

_"e!_'i_'_v.'r}w_r’r oV (a% — ]i!)

Anmerkung 2.
\¥

Bezeichnet man die einem Winkel @ zugehorigen

Werthe von z mit z , 2, so ist
I III_' :I:\V " ]fl{.} i}?—'
v i — RS - = iy I = — mi s
a-+cos.p (a* =b3) A= cos.py (a2—Db2)
I },2 1 L2
e I e = b
2 2.:C08.p. / (Fa2-1Dh%) 2a-C0os, .V (3a?-1bh?)

Soll die l’ul:;:';{-:~§<'hl||;§~ statt des Winkels ATF'M =q,
den Winkel BFM = o] ('nili:lll.{:n:l so hat man in den
Werthen von z nur —COS.f = cos.fp zu sctzen., Es

W Il'tl dls0

; 1b2 I}z
2= == o ik F i_& 0,
' I 05, f (Ia3.1ka
e 22T COS. 0.V (& _4[, )

— -cos,f. v/ (La?- 1b3)
4

—
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Wird der Winkel # um 2 R vergrissert, und be-

zeichnet man die dadurch bestimmten Werilie von z durch

i e

Z 4% 4, SO 15t

X [}'.' I 1]2
syt 3 e I
Sl +:1 B B 5 __1::—:-nq (2R4f3) v (3a2-3b?)
:—’-*CI)S,'::'J.]_}L.,J"?:Il" |:-l{_-'l‘1-1h'() 2 | Vg ¢
I = L 2
3 A &b

T s noe BB 2 E TR
za-cos.Jy/ (1a -4].3)

Ist z die Bezeichnung von FM, z' von FN, so ist

za4.cos.fBy (§a?-1b3)

¥

" < - . -~ AT e R 7 TT

z die Bezeichnung von N, z"" von FM. Und 2z, 27,
- e reee - - - .

so wie z , z liegen einander entgegengeseizt, gleichwie

sie mit entgegengesetzlen Zeichen versehen sind, Bei Ver-

A P ] = » - ] e
gleichung von z, z ist z=FM die positive, 7z == FN
[}

i.':it '1‘.” =

- - - - - . " rr
die negative Linie. Bey Vergleichung von z e
FN die positive, z'"= FM die negative Linie.

D’Alembert giebt, in seinen Opuscules mathématiques
Tom. VIII. in dem Capitel sur les quantités negatives, als
Ihe
die Polargleichung der Ellipse an, z=+-—_"~

~ ] ¥ " »
a-cos.[3. v/ (ka2-1b?)

welches nur die eine Hiilfte derselben ist, findet obige
Werthe von z und z”, und behauptet, weil beide mit
dem Zeichen == behaftet sind , dass zuweilen zwey mit
dem Zeichen = behaftete Linien von einem Punkte aus
in gerade entgegengesetzter Richtung ligen. Iiitte er die

we Y % . LW ! | PR L
andere IHiilfle der Polargleichung g.!t'at"mui.'-* gekannt, so

. rJ 1.4 g b » 1
wiirde er, wenn er z und z  gesucht hiitte , mit dem-

selben Rechte haben behaupten konnen, dass zwey mit
i ' }

r - | Sy ’ e I nkt

dem Zeichen — behaftete Linien von ecinem Punkte
. . ] i 5 1 e

aus zuweilen in gerade entgegengesetzter Richlung ligen,
’ e L (1] . 1 e

wenn er z und 2z, z und Z" verglichen hiitte,

a5

und dass ,
zwey Linien , welche mit entgegengeseizten Zeichen verse-
hen sind, von einem Punkte aus in einerley Richlung

liegen konnten,
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Aus dem oben Angefiihrten crhellet, dass der Grund-
s ) 2

fehler bey D’Alembert in der unvollkommenen Angabe
der Polargleichung, und der daran gekniipfien Verglei-
chung derjenigen Werthe von z liegt, welche verschiede-
nen Winkeln zugehoren , wiihrend die Algebra nur dieje-
nigen in Vergleichung zu bringen erlaubt, welche durch
Sie leihet z"= FN
= FM das Zeichen -

_— * " +a ’ = "
Sie versieht z° = FM mit dem Zeichen —,

densciben Winkel bestimmt werden,
das Zeichen — , weil sie z
vorselzt.
weil sie 2= FN das Zeichen <+ vorsetzt.

Und so kann dasjenige, was D'Alembert in jenem
Capitel zuom Bewecise seiner Behauptungen von der Polar-

gleichung der Ellipse, und eben so von der der Hvperbel her

.
¥

nimmt , nur zur Bestit gung der den Scinigcn 5:31‘;1(10 ent-

-

segengesetzien Behaupiungen dienen.

o

Aufgabe LXXIL (Fig 51.).

Den analytischen Ausdruck fiir das von einem gege-
benen Punkte O anf die gegebene gerade Linie BQ ge-
fillte Perpendikel OQ zu finden.

o

Aufliésung,

Es sey die Gleichung fiir die Linic BQ, wenn man
die Abscissen von A an auf der geraden Linie AP, die
Ordinaten rechtwinkelig nimmt, und den Winkel QbBP =2
selzt , y = x.tan.f+Db

= ax+Db, wenn tan.f =a genommen wird ;
so ist, wenn man OP durch y bezeichnet ,
OM = y—y

= y—ax—Db
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also OM .t'ns.;f'}}-.-_: (y —ax—Db)cos.j3
00

- Vv

_ ax—Db

sec.[y

r'_..‘ Y
G b

— v (i1+a?)

i

folglich 0Q? = (y —ax—b)?

14a?

Zusatz.

Macht man NO = OM, so ist MN = oy’ —ax—D).
Zieht man NC 3 BQ, so ist die Gleichung fiir CN , wenn
die Ordinaten mit y' bezeichnet werden, und die Ab-
scissen dieselben bleiben, wie vorhin ,

7]

y = ax+b+2(y—ax—Db)

= 2v—ax—D>b;

und es wird, wenn man das Perpendikel OR auf CN
fillt, ORC= ON.cos.N) = (2y—ax—b—y)cos.}

v —ax—Db

s5ec ,}..}]

y —ax—b
V (1+a?)

e B2
folglich OR? = ()—ﬂ 1\" <
1+a?

-ax—Db)2 ).
' enthilt also sowohl den

‘\’r'_
Der Ausdruck ( .
[==a<

Werth von OQ2, als den von OR2. Die Quadratwur-
zel aus demselben muss demnach sowohl den Werth von
0Q, als den von OR ausdriicken. Das geschicht durch
die Zeichen *, gleichwie dic Geometrie diese Linien

einander in entgegengesetzte Richtung legt.
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Aufgabe LXXIII,
Die Gleichung a2»+x2n in einfache Factoren von
der Form x = p(cos.p+sinip.)/ —1) zu verwandeln.
Auflosung.

Es sey x = p(cos.p *+ sin.@)”’—1), so ist sewohl
a?lie p*i(cos. @+ sin.@. Y —i1)2m = o, als
a*B o+ P2 (cos. p—sin. Q. —1)

it

O

also a2 4= p2n(cos .2 n@=+sin.2 ng. y —i)

|

(l,

I
c

und a®t<p3 (cos.2n@p —sin,2np. ' —I)

fblglicll 2a2P-2 p*cos.2np = o0,

und 2p2sin.2ngy (—i1)= o

mithin sin.2np = o, weil p2= o gesetzt ,
auch a*"=o, alsoa=o
geben wiirde , welches

gegen die Voraussetzung

15t ;
d:n:nnt:ll cos.2n@ = T I
somit a2t +p*r = o
also a2t = _ "p»

folglich as=n = *py Tr.
Fiir a®t = = py/-1 wiirde a*" imaginiir, welches gegen
die Voraussetzung ist, mithin ist a: = =P VAl

somit a= +p, und cos.2np = —I

demnach p = a und 2n¢ = (2m+1)n

2m-= I
also p =——"— m,

z2n
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A.) Es sey p= —a, so st der allgemeine Ausdruck

. Y 2Ll . 2MgI
eines Paares von Wurzeln X===-a(c0S.—— 7 ¥ sin, TV -1),
21N 2n
und die allgemeine Form eines quadratischen Factors —
om-+- 1 . 2m41 2M~- T
(x+acos. = asin. . V' —1)(x+acos, —  7—
2n 2n 2n
. 2M=f=T1I
SN ———7, Y —1)
an
2M4=T 2m-=41 . 241
= x?+42axcos. n-+a?(cos, )24+ a%(sin, — ;)2
2n 2 n 2'n
- 2Mm—T1 i
= X242 aXC08, ——— 74a?,

21

Mithin enthiilt azng-x2n dje Factoren

I ) . D
(x*#2axcos. —ma?)(x219axcos, — .ad)(x2+9axcos.~m4a2) ., ..

an 2n 2n
on-T AN L2 I
(x2 4 2aXC0S. ——7r4a?). . ..(\;Q-l-jit.\'CDS.———-————--H'{"(l::].-s.
2n 2 n
A 2n-F2m+ g1 2Mm == I
Es ist aber cos,—— " p CO8. (4= —171)
2n 2n
G 2m--r
== QD.‘:'.[\J'T-—-' -—
2 n
2n—(2m--1r)
= COS,———— "7
21
am--1 2n-(2m-+1
demn. x2 +2axcos, - L n4a?= x2-2axcos. 4a?,
2n 2 n
i 2 n—1
= : . + v ) rONG
Es sind also die auf den Factor x2-2 axcos. iz

i a2 folgenden Factoren mit diesem, oder den vorhergehenden
identisch , und die von einander verschiedenen Factoren
stellen sich durch das Produkt

-

f " 3 i)
(x2+42axcos. —n+a?)(x? 42 axcos. — 7 4a?)(x2;2 axcos. —

T
2n 2n 2n
ke An—1 F
+a%) ,.... (x24-2axcos. — n-a?)
2n
d r, in welchem dic Anzahl der Factoren = n, die An-

16
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240 Aufgabe LXXIII.

zahl der zum Grunde liegenden einfachen Factoren aber

!
= 2n ist, so dass a2"~x28 = (x?-+2axcos, —w+a?)(x?-
2n
3 5 = " m-1
2axcos.— 7+ a?)(x2+2axcos, —+a?)....(x*+2axcos,— 7m+a?)
2n 2n 2n
st.

Zusatz,

Die einfachen Factoren des letzten Factors sind x =

2N—I . 2D—I1 e
— a (cos . — ¥ sin,—— 7, y—1). Nun ist
2n 2n
2n—I 1
CoS . n = cos.(n——n)
2n 20
= —COSe—7 ;
a2n
. 2n—I ‘ 1
sin . o= sin.(7—— 7)
2n 2n
: I
= sin.—7;
2n
2n-1 . 2n-1 I |
also -a(cos,——a *sin.— 7}/ -1)= -a(-cos—n+sin.—z |/ -1)
21 2n 2n 2n

Foioe i gy 1 \
=a(C0S.— 7 'S+ —TLV ~L)e
21 an
Die einfachen Factoren des ersten Factors x2--2ax
I . I ; 1
cos, — n+a? sind X = —a(cos.==7 *sin.—7w.y—1),
on 2n 2n
folglich sind die einfachen Factoren des letzten Factors
den einfachen Factoren des ersten mit entgegengesetzien
Zeichen gleich. :
Allgemein sind die Factoren des Factors x2+ 2 ax
on—(2m=1) "
cos,——————n-+a* in folgendem Ausdrucke enthalten,

21
2n—(2m=r1)

2n—(2m+1) :
( n *sin.

}1,1,/——1}.
21n 2 n

b = —a{ujos.

PALIE D

n4a? sind

Die TFactoren des Factors x2-2axcos.

2n
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TM=+=1I

7 2m-==1I
X= —akl..'05¢

a¥sin,——7z.y —1).
2n 2n

3 oan—I(2m=h1
Es ist aber cos. ( )

20n

i

2m+<-1

)

= cos.(7—

2n

2m-=1
= —CO8: . 7T}
2n

2m--1

- 7)

- 20—(2mMm=1
S11 . ( ) T

= sin,(7—
2n 2n
. 2Mm==1
= Si0, —— 7 ;
2n

2n—(2m==1  2D0=—(2m+I
( )ntsm..———.—m—f( )

mithin —a(cos. TV -1)
2n 2n
2 M1 . 2m-=1

= —a(—co§e—— 7z F sin,.———7w Y —1)

2n 21

2m++1 . 2m==}
= a(cos. — 7 3 Sin. —— 7. YV —1) ;
2n 20

demnach sind die einfachen Factoren zweyer Factoren,
welche vom ersten und letzten gleich weit abstehen, ein-
ander absolut gleich, aber mit entgegengesetzten Zeichen
versehen.

Ist die Anzahl der quadratischen Factoren ungerade,

n -
a% -2 axcos.—n==x*
2n

so ist der mittlere

= aZ+4-2axcos.1/2n4x?
= a%--x?;
mithin sind die einfachen Factoren desselben einander ab-
solut gleich und mit entgegengesetzten Zeichen versehen.
Man braucht also nnr die einfachen Factoren der ersten ,
oder der zweiten Hilfte zu suchen, und dieselben mit
entgegengesetzten Zeichen zu versehen , um- sie alle zu
erhalten.
B. Es sey p = +a. Der allgemeine Ausdruck ci-
nes Paares einfacher Factoren ist
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2m-=1 2 m-1

x = a(cos.- ¥ sin . —— .y —1)
2n 2n
und eines quadratischen Factors
1
= x3? ——za\cos.———--——.?r+ a?, und
2 n

1 3
a2l e X230 = (x* =2 AX COS . == 7+4a?) (x3—2ax.cos. = 4 al)
20

2n
"
. ] 2n—1I
(x*—a2axcos. —=+a?).... (x2—2axcos, n4-a?),
2n 2n
T 2n—(2m+4-1) 2M = [
Es ist aber cos, —— = (cos.t— "
21 2n
2m=k1
=—C08s———— 7T
2n
‘ 2n-(2m--1) 2M4 1
also ist x?-aaxcos, ( 7t+a? =x2-+2axcos. ——m.pa?:
2n 2n
mithin erhilt man fiir den Fall P = +=a dieselben Fac-
toren, wie oben, wenn p = —a gesetzt wird.

Aufgabe LXXIV. (Fig. 52.).

Den Kriimmungshalbmesser einer krummen Linje -
deren Gleichung y= Fx gegeben ist, in einem gegebenen

Punkte (x, y) zu finden.
Auf‘liisung
Die Gleichung des Kriimmuugskrcises sey
(=) +G—afp = 72,

i

50 ist z(y-ﬁﬁj +?(\:-—a)= 0

I
=]

folglich (y'—p) 'EI{Z +x—a
dx

mithin (}r'-"‘})d—-v ((]X)Z-I-I = O

dx
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Da der Kreis durch den Punkt (x, y) gehen soll,
und die ersten und zweiten Differentialquotienten des
Kriimmungskreises und der Curve einander gleich werden
sollen , so ist

17 dy\2 ]
o535 () 1=,

dx
(dv
{]\

|
somit y—f = — g o = G—X = (y— ﬁ‘)( J
(dx)=*
e
de/ dy
demnach g¢~—x = — —_ -~ %7
d?y dx
(dx)?
1+(dy dv
( dx ) ( d\ ) (dg
also .
d? d? d? y
Ll\)’ ((l\j2
((iy
1
dx ride ay
( d? y ) ( ( ) )
{Ll\"z

1
i+ 2)°
17 vva
(Erl.\‘j;
|
(f + G

(l’

(tl.\:)'l

-

iula‘lu,h Y =
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Zusatz 1,

Es hat der Kriimmungshalbmesser zwey einander ab-
solut gleiche, mit entgegengesetzten Zeichen versehene ,
Werthe,

Zusatz 2.

Dic allgemeine Gleichung fiir die Kegelschnitte ist

Il

y2 = px— —x?
o
24

)
also 2ydy = pdt——I—- xdx

a
]
o Ltg
folghich s A
dx 2y
p— J—j- x\2
A (]_Y 2 a
mithin 14 (-—) = I =+ -
dx 2}/
33 2
(._1 y2+[]2___2 l___ X +I_,‘_x'-'.
a a?
= Iy

fy2+pr—alpx— P x2
7% bpra=ip—-et')

.
= —

4y*

r2 +T Q_B 2
} 41] Zily

r2

b
[ e L + Ip?
- z P
» 2a
}/‘r

v
W

n
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SEP s TRELOY
2a) 2(p aX}(lx

Il

" b nnd il 1Y

len. (dx)? L

demnach ist y =

| s oty g .

I I)z

Ist die Gleichung eines anderen Kegelschnittes }.': =
q »
z P ) LG A
pu— —u?, und bezeichnet ¥ den Kriimmungshalbmesser
28
.
raf ]__ In'213
(72— L)+ 1p)

A fiir den Punkt v, y', so ist y2= —— -
: (3P?)

Ist nun u = —x, p = —p,a = —a, so ist

y? = (P - — ()

) ]
-t px——.l.. > Gl
24

) . phe i,
also ist y = y’, und y? = px—[—— x2 zugleich die Glei-
e = 2a

chuug des zweiten chulsclmilf.us. Auch ist




|
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P =
‘("“_—_—”-)‘*'%{"P)z)g

}12 p—

G (—p)?)?
(y2(1—L )43 p2)2
2a

= -

H
zPp?

mithin ist der Ausdruck fiir 7? identisch mit dem fiir 42,
Werden durch obige G]t:ulmngcn Ellipsen bezeichnet , so
ist, weil die Geometrie die von der Algebra mit dcm
,ctchcn — verschenen Linien durch den Gegensatz  der
: ; p - ' .

Lage unterscheidet, die Gleichung y?= p'u-——L, u? die

") o) 2a
Gl{:ichung fiir die iiber AB als Hauptachse beschriebene

Ellipse, wenn die Gleichung y2 = px —Lyd die Gleichung

2a ;
fiir die iiber AB beschrichene ist. Die Kriimmnngs-
halbmesser MR=y, M'R'= 7y weleche zn den Punkten M,
M’ gehoren, deren Coordinaten X, y und u, y einander
gleich sind, gehiren, licgen auf verschiedenen Seiten der
geraden Linie MM', und sind einander parallel , und wer-
den desshalb algebraisch durch die Zeichen + — un-
terschieden.

Zusatz 3.

In derselben Weise lisst sich zeigen, dass jede Glei-
chung fiir eine Curve die Gleichung lm eine zweite je-
ner congruente Curve ist, deren Abscissen eine den Abscis-
sen der ersten entgegengegetzte Lage haben, und deren
Gleichung aus der Gleichung fiir jene erhalten wird,
wenn alle Coéfficienten solche 7, Zeicheniinderung erleiden ,
dass die Zeichen aller Glieder der Gleichung umcmndcxt
bleiben,

Mit 3 Steintaleln.
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