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Aufgabe I . ( Fig . 1 . )

Durch einen auf der Verlängerung der Grundlinie DC

eines gegebenen Rectangcls ABCI ) gegebenen Punkt

E eine gerade Linie E F zu ziehen , welche die der

Grundlinie gegenüber liegende Seite in ihrer Verlän¬

gerung so schneide , dass das Viereck D C GII zu dein

Dreieck 11G F in dem Verhältnisse der gegebenen ge¬

raden Linien p , q stehe .

Es sey EF die gesuchte Linie ,

so ist AECG : AEDH = CE 2 :ED3 ( El . VI . 19 . )

also AECG : DCGlI = CE * iCE * — ED *

| kC . CD , ( El . II . 6 . )
wenn KE = ED .

Da DCGH :AHGF = p :q ( p . byp . )

= CD ;r , wenn CD :r — p : q ;

folglich ist BF 3 — RC . r ,

somit KC : BF = FB : r ;

mithin ist BF der Grösse nach , somit der Punkt F und

1 . Geometrische Behandlung .

A n a 1 v s i s .

= KC . CD :EC . r

so ist AECG : ABGFl = CE * :KC .r

( El . VI . 19 . ) EC * : BF 2 \

die Lage der geraden Linie BF gegeben .



4 Jufga .be 1 .
Construc tion .

Man mache BP = p , EQ = : cj , AR ^ jiPQ , KE — ED ,

KL # DA , MBr = BL , beschreibe über MR als Durclimes -

Es ist MB ^ :BF = FB ;BR

BLi
also BE 2 = CK .BR

folglich EC 2 : BF 2 ( = EC 2 : CK .BR
AECG : ABGF \

Non ist AECG :AEDH = CE 2 ;ED 2

mithin DCGH :AECG = \ CE 2 - ED 2 hCE 2

somit DCGI1 :ABGF = KC . CD :CK . BR

Verbindet man auch den zweiten Durchschnitt F ’

des Kreises und der Linie AB , oder ihrer Verlänge¬

rung , mit E durch die gerade Linie EF ' , welche der

verlängerten CB in G ' begegne , so ist

ser einen Kreis , welcher die verlängerte AB in F

schneide , und ziehe die gerade Linie Eh , so ist die¬

selbe die gesuchte Linie .

Beweis ,

KC . CD

CDF .BR

= PB ; BQ

= p :q .

Zusatz .

BF , 2 = CK . BR

also EC 2 :BF ' 2 ; = EC 2 :CK . BR

AECG :ABG ' F ' (
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Aufgabe I .

Nun ist AECG ' . AEDH ' = EC 5 :ND 2

F

folglich DCG ll ' :AECG ' = tCE 2 — ED 2 ) :EC 2

/ K . C . CD (

mithin DCG ' H ' :ABG ' F ' = KC . CD : CK .BR

= : BR

p . q .

Demnach ist die Linie EF ' eine zweite Linie mit

der gegebenen Eigenschaft .

Bezeichnet man den Werth von CD mit a , von ED

mit b , von BF mit x ,

folglich x 2 = r ( a + 2b )

mithin x = A F r ( a - f- 2b )

Zusatz ,

Da die Algebra zwey , einander absolut gleiche ,

mit den Zeichen A versehene Zahiwerthe für die ge¬

suchte Linie BF angiebt , die Geometrie aber zwey der

Lage nach entgegengesetzte Linien BF , BF ' construirt ,

welche der Aufgabe Genüge leisten , so drückt , wenn

BF als der positive Werth von x angesehen wird , BF '

2 . Algebraische Behandlung .

so ist AECG : AEDH — fa + bt 2 : b 2

also AECG : DCGII = ( a -t- b ) 2 : t a 2 -+- 2ab

ja ( a + 2b )

Da DCGII : ABGF = p : q

( a + b ) 2 : a ( a + 2b )so ist AECG : ABGF

( a + b ) 2 : a ( a - h2b wenn

p :q = a :r

■0«+ 2b )
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6 Aufgabe II .
den negativen aus . Was also geometrisch betrachtet
sich als den Gegensatz der von dem Punkte 15 aus in
entgegengesetzten Richtungen gezogenen geraden Linien
darslellt , deutet die Algebra durch den Gegensatz der
Zeichen ± an .

Aufgabe II . (Fig . 2 .)

Eine gegebene gerade Linie AI ! in zwey Segmente
AC , CI ! zu theilen , dass die Summe der Quadrate der¬
selben dem Quadrate einer gegebenen geraden Linie p
gleich sey .

1 . Geometrische Behandlunng .

Analysis .

Es sey C der gesuchte Punkt , so ist , wenn ACD = R ,
DC = CA genommen , die gerade Linie AD gezogen ,
und bis zu dem in B auf AB aufgerichteten Perpendikel
BE verlängert wird , AC : CD = AB :BE ,

also EB = BA ,
mithin ist der Punkt E und die Linie AE der Länge
nach gegeben .

Auch ist DC 2 = CA 2

somit DC 2 4- CB 2 I = AC 2 + C15 2

BD 2 \ = p 2

folglich BD = p .
Demnach liegt D auf dem Umfange eines aus B als

Mittelpunkt mit einem Radius = p beschriebenen Krei¬
ses . Da er auch auf der geraden Linie AE liegt , so
isl ' D somit C gegeben .

Construclion .

Man errichte in B auf der Linie AB ein Perpendi¬
kel Eß = BA , ziehe die gerade Linie AE , beschreibe

4



Aufgabe 11 . 7

aus B als Mittelpunkt einen Kreis mit einem Halbmes¬

ser * p , welche die Linie AE in D erreiche , und fälle

von D auf AB das Perpendikel DC , so ist C der ge¬

suchte Punkt .

Determination .

Damit der Kreis die Linie AE erreiche , muss

P < | ^ } und p ~ BII seyn , wenn BH perpendikulär

auf AE gefällt wird .

Nun ist BAH = JR
= ABII

also AII = IIB

folglich 2BH — AB 2

mithin Bfi * = jAB 2

also muss p ^ JAB 2 seyn .

Beweis .

Es ist p 2 = ljAB 2 , nnd p < fAB

^ IBH 2 ( BE ;

also p > BH

folglich berührt , oder schneidet den Kreis die Linie AE .

Geschieht es in dem Punkte D ,

so ist EB : BA = DC : CA

mithin DC = CA

somit DC 2 = CA 2

demnach DC 2 + CB 2 ^ AC 2 + CB *
BD 2 V

P 2 )
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Zusatz .

Es erhellet von selbst , dass es im Fall der Be¬
rührung des Kreises und der Linie AE einen einzigen
Punkt auf der Linie AB im Fall des Durchschnitts ei¬

nen zweiten mit der gegebenen Eigenschaft giebt . Auch
bestimmt der Halbirungspunkt K der Linie AB eine
kleinere Quadratsegmentensumme , als jeder andere Punkt
derselben Linie , und jeder dem Punkt K naher liegen¬
de Punkt eine kleinere als der entferntere .

2 . Algebr . Auflösung .

Bezeichnet man , um die Aufgabe algebraisch auf¬
zulösen , die Linie A13 mit a , die Entfernung des ge¬
suchten Punktes C von dem Halbirungspunkt K der
Linie AB mit x , so ist BC = ia -t- x , AC = -Ja — x , also
soll nach den Bedingungen der Aufgabe werden

f£a -i- x ) 2 + ( Ja — x ) 2* ) = p 2
Ja 5 + ax + x 2 -t- | a 2— ax + x 2 >

§a 2 + 2x 2 )

n 2_ I a 2folglich x 2 = - —
2

mithin x = ^ 1 P *
2

Wird AC mit y , also CB mit a ~ y bezeichnet ,
so soll y 2 + ( a — y 2) ) = p2

y2 + 2a 2— 2ay + y ? J

also 2y 2 — 2ay = p ^ — a 2

—rl ^
folglich y 2— ay = --

mithin y 2— ay + | a 2= - _ -
2



9Aufgabe III .
= iP ’ - i » ’

2

somit v = I ;i ^ V l' »I =r P werden .
2

Die Wertlie von + bezeichnen offen -
2

har keine anderen Linien , als die Linien CK , C ’K ,
mithin liegen die I . inien in gerade entgegen gesetzter
Richtung , welche die Algebra durch die Zeichen -**
unterscheidet .

Zusatz .

Die Werlhe von y =c ^ a ~*~ ^ P ; ä a2 ’ welche beide
‘2

positiv sind , bezeichnen die Linien AC , AC ' , also
liegen die mit dem Zeichen + behafteten Linien in
einerlev Richtung .

Aufgabe III . ( Eig . 3 .)

Durch einen gegebenen Kreis FEM eine gerade
Linie FEH , einer gegebenen geraden Linie BA parra -
lel , zu ziehen , dass die .Sehne FE zu dem zwischen
dem Punkte E und der gegebenen geraden Linie AC
liegenden Segmente EH in dem Verhältnisse der gege¬
benen geraden Linien p , q stehe .

A 1 g e b r . Auflösung .

Es sey FEII die .gesuchte Linie , sey von des Krei¬
ses Mittelpunkte K ein Perpendikel KB auf die Linie
AB gefällt , welches der Linie AC in C begegne , und
sey CE gezogen , welche in ihrer Verlängerung der
Linie AB in D begegue ,



IO Aufgabe 111.

so ist GE :EH / = | FEJEli

BD :DA \ = | p :q

also BD + DA l ;BD = Jp -t- q : jp
AB

a wenn AB = a gesetzt wird

also BD = —sl !— a
äP + cl

— d zur Abkürzung .

Nun ist CG : GE = CB :BD

folglich CG2 : GE2 = GB2 ; BD 2

d i . ( ].n - x } 2 :r 2 — x 2 = c 2 : d 2 , wenn CR = b , KE = r f

somit r 2 - b 2 = x 2 h - x 5 + 2 1) — x^ r r*

CB = c , RG = x gesetzt wird .

mithin r 2 — x 2 ( b -i- x )

<b 2 + - 2bx + x 2 )

d 2

C 2 + d 2
x 2 + 2 b — x

c 2

d 2 N
demnach b 2 + 2 b x

also x 2 f2b - x + b 2
c 2 + d 2 ( c ^ t( c ' ta * j * c -* r a -

+ i / \
* d 2 b

( c 2 + d 2 ) 2 c 2 + d 2

folglich x =



Aufgabe III .
Zusatz 1 .

Die Wcrthc von x sind nur dann möglich ,9 f

wenn b 3 -
d 4 d 3 ,

( e 3 + d 3 ) 3 c 3 + d 3 c 3 + d 3 c 3
d 3

b 3

vc 2 -t- u =
b 3

mithin b 3 d 4 _
„- — + c 3 r 3 ~ d 3 b 3

c 3 4d 3 >

demnach c 3 r 3 ( d z h 2 Ci -
> 1 ^ c 3 + d - y

d a b 4 i
s -t- d 3

somit r 3

d .

= d 3 b 3
> 7 3~+ d 3

also r 3 : b 3 \ = fd 2 : c 3 4 - d 3
MK 3 : KC 3 ] > I BD 3 : DC 3 , wenn die Tan¬

gente CM an den
Kreis gelegt wird ;

BL 2 : LC 3 | , wenn man die
Tangente bis zum
Durchschnitt mit

AB verlängert ;

folglich BL 2 : \ LC 3 — BL 3 1 = BD 3 : j DC 3 - BD 3b t } > i CB 3CB 3

mithin LB ( BD
> iP

äi ’ -i- ‘i

somit a / ; LB ~ Jp -t- q : ip
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demnach AB — BL ) : LB — q : Jp

AL | <

also AL ^ LB ^ qtp

folglich p :q < 2 BL ; LA .

Z u s a t z 2 .

Von den Werthen von x ist der eine immer ne¬

gativ , der andere wird positiv , oder = o , oder negativ ,

je nachdem > i 2
r * = - b *

also r = - b
^ •c

folglich r :b3 > l d :C

OK :KC / - | dB : BC , wenn OK ein auf

CK perpendikulär

<

MLBCi

stehender Halb¬

messer ist ;

wenn die Ver¬

längerung von CO
der Linie AB in N

begegnet ;

mithin NB = BD
<

somit A13 :BN:BN - ^
> ( 1

AB :BD

äP + q =äP
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demnach AB — Bn ) : NB = q : fp

AN J >

<

also AN :2NB =szq : p
>

<

folglich p : q = 2BN :NA .
>

Geometrische Be handlang .

Analysis .

Es sey FH die gesuchte Linie , so ist , die vori¬

ge Vorbereitang und Bezeichnung vorausgesetzt ,
BD :DA = GE :EII

= IFE :ELI

= IP : (I

also ist , da die gerade Linie AB gegeben ist , der Punkt

D , somit die gerade Linie CB gegeben .

Construction .

Man fälle von dem Mittelpunkte K des gegebenen

Kreises das Perpendikel KB auf die Linie Aß , verlän¬

gere dasselbe bis zum Durchschnitt mit der Linie AC ,

theile AB in D in dem Verhältnisse von §p :q , verknüpfe

die Punkte C , D durch die gerade Linie DC , -welche

dem Kreise in E begegne , und lege durch E die Linie

FH der Linie AB parallel , so ist dieselbe die gesuchte .

Determination .

Damit CD den Kreis erreiche , muss , wenn CL den

Kreis in M berührt ,

DB < BL seyn
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also DB : BA “ LB :BA

folglich DB : ^ AB — BD
DA

äP :q

LD : ^ A B — BL

LA

- mithin p :q 2 BL :LA .

Beweis .

Es ist p :q ~ 2BL : LA
1 1

also DB “BL , wie aus der Determi -
< .

nation hervorgeht ;

mithin erreicht die Linie CD den Kreis in einem Punkte

E . Und es ist GE :EH = BD : DW

_ = äP : q

also 2GELEH = p :q .
FEI

Zusatz 1 .

Die gerade Linie berührt , oder schneidet den Kreis ,

je nachdem Dß ^ BL , also p : q = 2BL :LA . Es giebt also

eine einzige Auflösung , oder eine zweite durch die

Linie F ' G ' E ' H ' .

Zusatz 2 .

Der Punkt G fällt auf die Verlängerung von CK ,

oder in K , oder auf CK selbst , je nachdem , wenn KO

ein anf CK perpendicular stehender Radius und die ge¬

rade Linie CON gezogen ist , BD = EN ,>



Aufgabe IV . 15
<

also DB :BA = NB : BA ist ,

folglich BD : r AB - BD ( l ^ NB : jAB - BN
{ DA JJ > { AN

Ip ;q )

mi-

iltt

je»

ilst

Jif

ci

.0

( f

<
somit p : c] = 2 BN :NA .

>

• Zusatz 3 .
Die Geometrie constrwirt eine Linie , oder zwey

mit der gegebenen Eigenschaft , wenn die Algebra einen
Werth , oder zwey für die unbekannte Linie darlegt .

Znsatz h
Die Geometrie legt den Punkt G auf die Verlange¬

gerung von CK , in den Punkt K , zwischen die Punkte
C , K , je nachdem die Algebra den Werth von KG
positiv , = o , oder negativ bestimmt .

Zusatz 5 .
Der von der Algebra unter allen Umständen nega¬

tiv gefundene Werth von x wird von der Geometrie
immer in die entgegengesetzte Richtung mit demjeni¬
gen , welchen die Algebra positiv nennt , gelegt .

Aufgabe IV .

In ein gegebenes Dreieck ABC ein Rechteck DF. FG
zu legen , dessen Flächenraum dem Quadrate der gege¬
benen geraden a gleich sey .

Algebraische Auflösung .
Es sey DEFG das gesuchte Rectangel , so ist , wenn

AH perpendikulär auf BC gefällt wird ,
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BD :DG = BA :AH

AD : DE = AB : BC

also AI ) . DB :ED . DG = AB 3 :JAH .BC
(.AB . CO

= AB :CO

Ist P der Hrlbirungspunkt von AB , und setzt man

FD = x , so ist AD = jAB - x , BD = * AB + x ,

also AD . DB = JAB 3 - x 2

folglich JAB 3 — x 2 : | ED . DG } — AB : CO3 : ( ED . DG | =

i a » /

mithin JAB 3 — x 3 :
AB

=CÖ

AB
somit JAB 3 - — a 3 = x 2

demnach c — _ ^ JAB 2 — AB
CO

Zusatz 1 .

Damit die Werthe von x möglich werden ,

muss JAB 2 ^ -^ — a 3 seyn .V. O

also jAB . CO ( = a 3 .

IAAbcS >

Zusatz 2 .

Die Algebra zeigt eine , oder 2 Auflösungen an ,

je nachdem §AABC ~ a 2 ist . In dem ersten Falle fällt

der Punkt D in den Punkt P , im zweiten werden die

Entfernungen der Punkte D von P durch absolut gleiche ,

aber mit entgegengesetzten Zeichen versehene Werthe

von x angedeutet .
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Zusatz 3 .

Würde man BD = y setzen , so wäre

7 = 1 AB + a / jAB 2 - - « 2 .— y 4 CO
Aj >

Man erhielte also , wenn nicht -JAI5 2 = -̂T^ a 2 , zwey

einander ungleiche positive Werthe von y .

Geometrische Behandlung .

Analysis .

Es sey DEFG das gesuclite Rechteck , so ist , wie
oben , AB .DB : ED .DG = AB 2 : AB . CO . Da ED . DG , Ali 2 ,
AB .CO gegeben sind , so ist AD DB , und weil AD -t- DB
gegeben ist , der Punkt D gegeben .

Construction .

Man fälle von C auf AB das Perpendikel CO , zie *
he durch A die Linie LR ^jiCO , die Linie CLzj^ AB ,
mache RA = AL , beschreibe über BR einen die Linie
AK in K schneidenden Halbkreis , nehme AQ = a , ziehe die
gerade Linie KR , derselben die Linie QM parallel , lege
durch den Durchschnitt M der Linie QM init AK die
Linie MN ^ AB , beschreibe über AB einen Halbkreis ,
welcher die Linie MN in N erreiche , fälle von N ein
Perpendikel ND auf AB , und ziehe die Linien DG , DE
den Linien AH , BC , wovon jene auf dieser perpendi -
kularsteht , parallel , mache auch EF auf BC perpendikulär ,
so ist DEFG das gesuchte Rechteck .

Determination .

Damit der Kreis der Linie MN begegne ,

muss AM JAB sevn ;< ‘ ;
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also AM ^ ^^ AE *

folglich AM 2 : 1 a 2 J \ = £AB 3 :a 2
f aqMH

KA 2 : AR * I
AB 2 : AK 2 )

£AB 2 : lJAB .C0l [
jfAABci )

mithin lAABC ^ a * .

Beweis .

Es ist J AhVC > a 2 ( Det .)

also AM ^ JAB ,

wie aus der Determination hervorgehet . Also berührt ,

oder schneidet der Kreis die Linie MN . Ferner ist

MA 3 : AQ 2 ) = KA S : AR 2

AD . DBsa 3 j = BA 3 : ( AK 2
tAH . BC

= AD .DB : ED .DG ( Anal . )

folglich AD . DB = a 2 .

Zusatz 1 .

Die Geometrie giebt eine , oder zwey Auflösungen ,

je nachdem der Kreis die Linie MN berührt ., oder

schneidet , d . i . je nachdem JAABC ^ a 2 . Im ersten

Fall fällt der Punkt D in den Punkt P , im anderen fal¬

len die Punkte D auf die beiden Seiten des Punktes

P in gleichen Entfernungen von demselben .
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Zusatz 2 .

Die Linien , welche die Algebra durch die Zeichen -+•
— unterscheidet , sind ohne Zweifel die auf beiden
Seiten des Punktes P einander gleichen Linien PD , PD ’,

dem Sinne der Aussage , jener durch das Rechteck DEFG ,
dieser durch das Rechteck D ' E ' F ' G ’.

Die Linien , welche die Algebra als positive Linien
bezeichnet , wie die Werthe von y = RI ) , BD ’ , werden
von der Geometrie von einem Punkte aus in einerley
Richtung gelegt .

Zwey Lichter , A , B , welche in einer Entfernung
von a Fuss von einander stehen , leuchten , das eine ,
A , mit einer neunmal so grossen Stärke , als das andere ,
B . Man fragt , welcher Punkt der geraden Linie AB
von beiden Lichtern gleich stark beleuchtet werde .

Bezeichnet man dieEntfernung des gesuchten Punk
tes C von A durch x , also die Entfernung desselben von
B durch a — x , so muss aus optischen Gründen seyn

und beide Punkte D , D ' bestimmen eine Auflösung in

Zusatz 3 .

i beAt ,

ltr ist

Aufgabe V . ( Fig . 5 .)

Algebraische Auflösung .
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folglich _ . 3 = --° a — x

mithin entweder 3a — 3 x = x , oder — 3a -*- 3x = x

folglich entweder 3a = 4 X > oder — 3a = — 2 x

• somit | a = x , oder | a = x .

Würde man die Linie BC durch y , also AC durch
a — y bezeichnen , so müsste die Gleichung statt finden

9 1

( a - y ) s - y »

- 9 " ( 7 ) ’

folglich "^ 3 = -— —

_ y

mithin entweder 3j = a — y , oder — 3 y *= a — y
*

also 4y = a , oder 2 y = ^ a

folglich y = Ja , oder y = — * a ,

Geometrische Behandlung .

Analysis .

Es sey C der gesuchte Punkt , so wäre

AC 3 : CB * = 9 : l

/»

also AC : CB , somit der Punkt C

gegeben .
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Construction .

Wan lege nnter einem beliebigen Winkel dieLini «
AD an AB , nehme AD = 9 , DG — 1 , beschreibe über
AG als Durchmesser einen Kreis , errichte in D die
Sehne EE ' perpenJiknlar auf AD , nehme FD = DE ,
FD = DE ’, ziehe die geraden Linien FB , Fß , und die¬
sen parallel die Linie DC , DG ’ , so sind C , C ’ die ge¬
suchten Punkte .

Die Geometrie construirt die Linien AC , AC” ,
welche die Algebra durch ■+ • 5 a , -t- lja ausdrückt ,
von dem Puncte A aus in einerley Richtung , hingegen
die Linien BC , BC ’ , welche die Algebra durch ■+ ■ Ja ,
— Ja bezeichnet , von dem Punkte B aus in entgegen¬
gesetzten Richtungen .

Beweis .

Es ist AC : CB = AD :

also AC 2 : CB 3 = AD 3 : \ DE 3

1 AD . DG
= AD ; DG

Eben so ist AC : CB' = AD : \ DF ’
) dk '

also AC ' 2 : C ' B 3 = AD 2 : j DI "
AD . DG

= AD : DG

= 9 : 1 .

Zusatz ,
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Aufgabe VI . (Fig . 6 .)

‘ Auf der gegebenen geraden Linie AB , oder ihrer
Verlängerung einen Punkt D zu finden , so dass AD zu
der Entfernung dieses Punktes von dem Endpunkte C
des in B auf der Linie AB aufgerichteten Perpendikels
BC , dessen Länge gegeben ist , in dem Verhältnisse
2 : 1 ' stehe . '

Algebraische Auflösung .

1 . Setzt man zur Bestimmung des Punktes D die
Linien CB b , BD = x , AB =t= a , also AD = a — x , so
erfodert die Aufgabe , dass

a — x = 2 v ( b 2 + x 2 ) werde ,

also a 2 —2ax4 - x 2 = 4 b 2 -+- 4x 2

folglich a 2 — 4b 2 = 3x 2 + 2ax

mithin a 2 - 4 b 2
~ ~ 3 ~

. . r , a 2 — 4 b 2 )
somit | a 2 -+- - - - l -^ Cx + fa ) 2

f a 2 — -4 b 2 J
# (a 2 — 3 b 2 ) }

demnach x = — | a + § t/ ( a 2 -— 3 b 2 ) .

Zusatz 1 .

Damit der Werth von x möglich werde , muss

a2 > 3b 2 seyn .
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Z u s a t z %

25

Der erste Werth von x wird positiv , oder =* e ,

oder negativ , je nachdem
<

= f | / (a *- 3b »)>

<

also §a * = $ a 3 — fb 3
>

<

folglich § b 3 = | a 2
>

<
mithin 4 b 3 = a 3

>

<
somit 2 b = a ist .

>

Q . Setzt man AD =r= y , also BD = a - y , folglich

DC 3 = (a — y ) 3 + b 3 , so muss , damit der Aufgabe Genü¬

ge geschehe , seyn y 3 = 4 ^ ( a —y ) 3 + b 3 ^

= 4a 3 — 8ay -i- 4y 3 + 4b 3

demnach — 4 ( a 3 + b 3 ) = 3y 3 — 8ay

also — f (a 3 + b 2 ) = y 3 — fay

folglich « a 3 — f (a 3 i - b 3 ) ) = (y - f a ) 3
t a s - fb 3 [



Aujgabe PL

mithin l ✓ ( » * — 3b 2 | = J .
3 C2a i . p ( a a — 3 b * ) ) )

Zusatz .

Beide YVerthe von y sind , so lange die Aufgabe
möglich ist , positiv .

Geometrische Behandlunng .

Analysis .

Es sey D der gesuchte Punkt , also AD : DG = 2 : 1 ,
so ist , wenn BL der Linie DC parallel gezogen , und
bis zum Durchschnitt mit der verlängerten geraden
Linie DC verlängert wird ,

AB : BL = AD : DC

- 2 : 1 ;

also ist BL der Länge nach , und weil sie an die der
Lage nach gegebene gerade Linie AC gezogen ist , auch
der Lage nach , mithin die gerade Linie CD der Lage
nach , somit der Punkt D gegeben .

Construction .

Man lialbire die gerade Linie AB in M , beschreibe
aus B als Mittelpunkt einen Kreis mit einem Radius
*= BM , und verbinde den Punkt L , in welchem der
Kreis die gerade Linie AC , oder ihre Verlängerung
erreicht |, mit dem Punkte B dnreh die gerade Linie BL ,
so ist , wenn die gerade Linie CD der Linie BL paral¬
lel gezogen wird , der Durchschnitt D derselben mit

AB , oder ihrer Verlängerung , der gesuchte Punkt .



Determination .

Damit der Kreis die Linie AC erreiche , muss , wenn
das Perpendikel BK auf AC gefüllt wird ,

BM ) ^ BK seyn •
| ABL

also § AB . AC = t AC . TSK
> * AB .BC :

folglich AC > 2BC

mithin AC 2 ) =
AB 2 -t- BC 2 f > 4 BC 2

somit AB 2 ~ 3 BC 2 .

Beweis .

Es ist AB 2 ~ 3BC 2 ( Det . )

also AB 2 + BC 2 / = 4 BC 2
AC 2 f >

folglich AC > 2 BC

mithin JBA .AC = 1AB . BC
> 1AC .BK

somit \ ABf = BK. j
BM ^ >

demnach berührt , oder schneidet der Kreis die
Linie AC .
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Geschieht es in L , so ist AD : DC = BL
BM

Zusatz 1 .

Im Fall der Berührung der Linie AC durch [den
Kreis giebt es eine einzige Auflösung , im Fall des
Scheidens zwey Auflösungen der Aufgabe .

Ist AB < 2BC , also Mß < BC , so fallen die Punkte ,
in welchen der Kreis mit der Linie AC zusammen
kommt , zwischen A , C , also die Punkte , welehe die
Aufgabe anflüsen , auf die Verlängerung von AB . Ist
AB = 2BC , also 1\ IB = BC , so fällt der eine Durch¬
schnitt mit C zusammen , der andere liegt zwischen
A , K , also liegt der eine der gesuchten Punkte in
B , der andere auf der Verlängerung von AB . Ist AB
> 2BC , also MB > BC , so fallt der eine Durchschnitt
auf die Verlängerung von AC , der andere auf AC ,
mithin liegt der eine der gesuchten Punkte zwischen
A , B , der andere auf der Verlängerung von AB .

Die Algebra und Geometrie stimmen auf das ge¬
naueste mit einander überein . Unter denselben Bedin¬
gungen , unter welchen die Algebra einen , oder zwey
Werthe für die gesuchte Linie aufstellt , giebt die Geo¬
metrie eine , oder zwey Auflösungen .

Zusatz 4 .

Die Geometrie construirt die geraden Linien , wel¬
che die Algebra durch die Zeichen -fr- — unterschei -

Zusatz 2 .

Zusatz 3 .
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det , in Richtungen , welche von einem Punkte aus
genommen einander gerade entgegengesetzt sind . Die
Linien hingegen , welchen die Algebra dasselbe Zeichen
leiht , wie AD , AD ' , construirt die Geometrie in der¬
selben Richtung .

Zusatz 5 .

Der negative Werth von x löset die Aufgabe in
demselben Sinne auf , in welchem der positive sie auf¬
löset .

Zusatz 6 -

Die oben gefundenen Wcrthe von y erhält man
auch dadurch , dass man die Werihe von x von a ab¬
zieht . Es ist nämlich a — ( — Ja + f i/ ( a 2 — 3b - ) ) = fa
+ " § GO 2 - 3 b 2 ) . Daraus gehet hervor , dass man , um
die Entfernung der Punkte A und D ’ zu erhalten , wenn
Aß = a gesetzt , und BD durch das Zeichen — ausge -
drückt wird , von a den Werth von BD ' abziehen , nicht
aber dazu addiren muss .

Aufgabe VII . ( Fig . 7 .)

Eine gegebene gerade Linie Aß = a in zwey Seg¬
mente AG , CB zu theilen , dass das Rechteck aus den¬
selben dem Quadrate der gegebenen geraden Linie b
gleich sey .

Algebr . Auflösung .

1 . Es sey D der Ilalbirungspunkt von Aß j C der
gesuchte Punkt , DG = x , so muss seyn

J a a — x 2 = h a
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also x 3 ■= \ a 3 — b 3

folglich % — ^ L t 3 ) .
3 . Setzt man AC = y , so muss seyn

y ( a — yH = h a
« y - y 2 i

mithin y 3 - ay + ia 3 — Ja 3 — b 3

somit y = J a + i/ ( Ja 3 — b 3 ) .

Geometrische Behandlung .

Man beschreibe über AB einen Halbkreis , richte
in dem Mittelpunkte D den Halbmesser DE perpendi¬
kulär auf AB auf , nehme auf demselben DH = b ,
ziehe HKiĵ AB , und falle von dem Durchschnitte K der
Linie IIK. mit dem Halbkreise ein Perpendikel RC auf
AB , so ist C der gesuchte Punkt .

Determination .

r= IDE

Damit HR dem Kreise begegne , muss b ^ j f seyn <

Beweis .

Es ist b Ja ^
< / DE ,

also berührt , oder schneidet die Linie HR den Kreis .
Geschieht es in R , so ist AG . CB = CK 3 = DH » = b 2 ,
folglich ist G der gesuchte Punkt .

Zusatz 1 .

Es gicbt einen Punkt C mit den gegebenen Eigen -
schiitton , oder einen zweiten , je nachdem der Kreis
berührt , oder geschnitten wild .
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Zusatz !2 .

Die durch x = 3t ^ (-̂ a 2 — b 2 ) bezeichneten Linien
sind die einander gleichen Linien DC , DC ' . Die durch
y =r | a t/ (Ja 3 — b 2 ) angedeuteten Linien sind AC ' , AC .
Es liegen also die durch die Zeichen ( h— ) unterschie¬
denen Linien von einem Punkte aus in gerade entge¬
gengesetzter , die uiit dem Zeichen ■+ ■ behafteten in
einerley Richtung .

Zusatz 3 .

Es isty = Ja ± _ \/ (Ja 2 — b 2 ) = |/ fja a — b 2 ) )
Ist also DC ' mit dem Zeichen ( -*- ) , DC mit dem Zei¬
chen ( — ) versehen , so erhalt man den Werth von AC '
nicht dadurch , dass man den Weith von DC zu dein
von AD addirt , sondern dadurch , dass man den von
DC ’ von dem von AD abzieht .

. Aufgabe VIII . ( Fig . 8 .)

Auf einer gegebenen geraden Linie AB einen Punkt
C zu finden , dass die Entfernung desselben von dem Punk -
teB die mittlere geometrische Proportionallinie zwischen
seiner Entfernung von dem Punkte A u . der Linie ABsey .

Geometrische Behandlung .

Analysis .

Es sey der Punkt C so gefunden ,
dass AB : BC = BC : CA
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also BA .AC + AB . BC | = tBC 2 -)- AB .BC
AB » ( j ( AB + BC ) BC ;

folglich ist BC der Grösse nach , mithin der Pnnkt C
gegeben .

Constructio n .]
Man beschreibe über AB das Quadrat ABDE , hal -

bire die Seite BD in K , beschreibe aus K als Mittel¬
punkt einen Kreis mit einem Badius = KA , -welcher
die verlin gerte DB in F schneide , und mache Cß =; BF ,
so ist C der gesuchte Punkt .

Beweis .

Es ist DF .FB + BK 2 = KF 2 ( El . II . 6 .)
= KA 2
= AB 2 + BK 2

folglich DF .FBl = AB a
( AB + BC ) CB \

mithin BC 2 = AB 2— AB . BC
= BA . AC

somit AB : BC = BG : CA .

Zusatz .

Nimmt man den zweiten Durchschnitt F ' des Krei¬
ses und der Verlängerung der Linie BD , so ist auch

DF ' . F ' B + DK 2 = KF 2
= KA 2
= AB 2 + BK 2

also DF ’. F ' B / = AB 2
( BC '— BA ) BC ' , wenn C ' B = BF ge¬

macht wird ;
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folglich BC 2 : AB 2 + AB . BC '

: 15A . AC '

mithin AB : BG ' = BC ' : C ' A ;
demnach ist auch auf der Verlängerung von AB ein
Punkt C gefunden worden , welcher eine Linie BC ' mit
den gegebenen Eigenschaften bestimmt .

Algebr . Auflösung .

Bezeichnet man die Linie BC mit x , BA mit a ,
also AC mit a — x ,

so ist x 2 = a (a — x )

also a 2 -t- ;«x = a 2

folglich x 2 + ax - •4a 2 = 4- n 2 1

mithin s + | a - ^ Cfja 2 )

somit x = — | a + V ( | a 2 ) .

Zusatz 1 .

Da die Werthe von x nur die Linien CB , CB ' be¬
zeichnen können , so liegt w' ieder der negative mit dem
positiven in gerade entgegengesetzter Richtung , und die
Linien FR , FR sind die durch die Werthe ^ i/ Ja 2
bezeichneten Linien , welche einander entgegengesetzt
liegen .

Zusatz 2 .

Bezeichnet man AC durch y , so erhält man , un¬
abhängig von obiger Rechnung , die Gleichung

ay = ( a — y ) 2

= a 2— 2 ay -Hy 2

also — a 2 = y 2— 3ay
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folglich £a 5— a 'G =-' ( j - | a ) J

ja » j_

mithin y = §a ^ t7 ! » 2
= a + | a i v/ | a ’
= 3 — ( — Ja 7 Ufa 3 .

Gleichwie man , um die Linie AC zu erhalten , die
mit dem Zeichen ( + ) behaftete Linie BC = -t- ( — 5 a +
^/ | a 2 ) von AB abziehen muss , so bat man , wenn den
Vorschriften der Algebra Genüge geschehen soll , um
die Linie AC zu erhalten , die mit dem Zeichen ( — )
versehene Linie BC von AB abzuziehen .

Anmerkung .

Um zu zeigen , dass es zu Absurditäten führe ,
wenn man zwey durch die Zeichen ( H- ) von einander
unterschiedene Linien immer in Bichtungeu , welche
von einem Punkte aus einander gerade entgegenge¬
setzt liegen , suchen wollte , sucht Carnot , in dem
discours preliminaire der Geometrie de Position , in der
Gleichung für den Kreis , y 2 = 2 ax — x 2 , den Werth
von y = + _ i/ 2ax ~ x 2 , für x = a . Er findet y * a ,
und fügt hinzu , dass , wenn AK = + a , KB = — a ge¬
setzt werden sollte , der Werth von AB = -f- a + ( - a )
= o seyn müsste .

In den Zusätzen zu Aufgabe 6 . 7 . 8 , liegt der Be¬
weis dafür , dass , wenn KB = — a , AK = + a gesetzt
wird , der Werth von AB nicht dadurch gefunden wird ,
«lass AK = -t- a , KB = — a zu einander hinzugefügt wer¬
den , sondern dadurch , dass man sie von einander abzieht .
Es ist AB = + a — ( — a ) = 2 a .
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Aufgabe IX . (Fig . 9 .)

Einen Kreis au beschreiben , welcher die Sehen *
kel eines gegebenen rechten Winkels EAD , uud einen
aus der Spitze A der rechten Winkels , als Mittelpunkte ,
mit gegebenem Radius EA beschriebenen Kreis beruhte ,

Geometrische Auflösung .
Analysis .

Es sey O der Mittelpunkt , OC dbr Radius des " e -

’ suchten Kreises , so ist , - wenn inan die Perpendikel OG ,

OB auf die Schenkel AB , AC fallt , BO = OC , also
halbirt AO den Winkel BAC , mithin ist AO der Lage
nach gegeben . Ferner ist wegen der gegebenen AVih -
iel des Dreieckes AOG dieses Dreieck der Art nabli

OC
. gegeben , also AO : j gegeben , folglich , da AG der

| U ( t
Lage und Grosse nach gegeben ist , der Punkt O , so¬
mit der Radius OC gegeben .

C o n s t ru c t i oh ,

Man halbire den Winkel DAE durch den Radius
AG , falle von G ein Perpendikel GlI auf den Schen¬
kel AE , und ziehe den Endpunkt D des anderen Schen¬
kels mit II durch eine gerade Linie zusammen , so ist
der Durchschnitt O der Linien AG u . DH derMittelpunkt ,
und das auf AE gefällte Perpendikel OC der Radius
des gesuchten Kreises .

Beweis .

Da O auf der HaJbirungslinie des Winkels DAE
liegt , so ist OAC — OAB , also ist BO s : OC , wenn OB ,
OC Peipendikel auf AB , AC sinj , und der Kreis be¬
rührt die Schenkel in B , C .

3



34 'Aufgabe IX.
Da AO . OC = tAGl : GH

IAD ?
a= AO : OG

so ist OC = OG ;

mithin lauft der Kreis , welcher O zum Mittelpunkte
hat , durch G , und berührt in G den gegebenen Kreis .

Zusatz .

Zieht man den anderen Endpunkt K des Durch¬
messers DK des gegebenen Kreises mit H durch die
gerade Linie KH zusammen , und verlängert dieselbe
bis zum Durchschnitte O ' mit der verlängerten AG , so
ist auch O ' der Mittelpunkt , und O ’C ’ oderO ' B ' , wenn
diese Linien auf den Schenkeln des gegebenen Win¬
kels perpendikulär stehen , der Radius eines , jene Schen¬
kel in B , C , und den gegebenen Kreis in G berühren¬
den , Kreises , wie von selbst erhellet .

Algebraische Auflösung .
Es sej GOl = x

OC )

so ist AO * = 2x a

also AO = (/ 2x 4

folglich y2x 2 + x = AG
= r , wenn der Radius = r

gesetzt wird ;
mithin |/ 2x a = r — x

somit 2x a = r a — 2rx + x a

demnach x a -+- 2rx = r a



I« Dili

duck

1 fallt

i AG, »

B', wen

in Win-
» Äi -

■Mm -

f W »'
i ,

jfttfgabe IX 55

also x ä + 2rx + i 5 r = ?. r 2

folglich * = — r + |/ 2r 4
±= — r * rt / 2
= r ( — 1 + |/ 2 ) *

Zusati 1 .

Es hat x zwey Werfhe , indem x entweder =ts + r ( — 1
4. (/ 2 ) oderrs= - r ( tn - i/ 2 ) ist , wovon jener Werth den oben
gefundenen Radius GO , dieser den Radios GO ’ bezeich¬
net . , Beide liegen einander entgegengesetzt , gleich wie
die Algebra ihnen die entgegengesetzten Zeichen bei¬
legt , und beide lösen die Aufgabe im Sinne der Aus¬
sage auf. Ein Beweis , wie nothwendig es ist , die ne¬
gativen Werthe der Wurzeln nicht ausser Acht zu
lassen .

Zusatz 2 .

Setzt man AO = y , also OC 2 = §y 2

folglich OC / = i/ iy 2
OG (

mithin AO -rOGl = y + |/ §y 2
r >

. . . ^ t
somit ( r — y ) 2 , = Jy 2

r 2 — 2ry + y 2 j

demnach 2r 2 — 4ry -t- 2 y * = V *

also y a — !| ryr 2 = 2 r 2

folglich y * = 2 r ^ i/ 2r 2
= r ( 2± 1/ 2 ) ;

mithin hat y zwey positive Wei the , wodurch die Linien
AO , "AO , bezeichnet werden . Ein Beweis , dass Linien ,

■r
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welche tob einem Ponkte ans auf einer geraden Linie

j[n einerley Richtung liegen , von der Algebra mit einer «

Von der Spitze B des gegebenen Dreieckes ABC

eine gerade Linie BE zur Grandlinie AC zu ziehen ,

welche die mittlere Proportionallinie zwischen den Seg¬

menten AE , EC der Grundlinie werde .

Fallt man auf die Grundlinie das Perpendikel BD ,

und setzt man BD = h , das grössere Segment AD = a ,

CD = b , DE = x , also AE = a + i , CE = b — x , so muss ,

weil AE ; EB = BE : EC , also AE .EC = BE * werden soll ,

die Gleichung statt linden

ley Zeichen versehen werden .

Aufgabe X . ( Fig . 10 . )

Algebraische Auflösung .

( a + x ) ( b — x ) | = h 2 + x l
ab + bx — ax — x 5 (

folglich ab — h 2 = 2x 3 + ( a — b ) x

mithin ab —h J ( a —b ) *

a - b -f - ’fa - b ) 5 ab -h J '

<a -b ’ ) 8 (ab -h ?)\

. 16 + 16 '

somit x
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Zusatz 1 ,

Die Wertho von x werden real , wenn ab “ h *,
d . b , wenn das Dreieck an der Spitze einen rechten ,
oder einen stumpfen Winkel hat . Damit der Werth von x

auch dann real werde , wenn der Winkel an der Spitze

ein spitzer ist , muss ( a - b ) 2 > 8fh 2 — ab ) sejn .

also ( a — b ) 2 + 8ab \ “ 8h 2
( a + b ) * + r 4 a b 1 >

( (a + b 2)- (a -bpj J

somit 2 ( a -t- b ) 2 8 h * + ( a — b ) * .

Zusatz 2 .
Der obere Werth von x ist positiv , oder *= O t

>
oder negativ , je nachdem ab = h 2 , d . h . , je nachdem da »

<
Dreieck an der Spitze einen stumpfen , einen rechten ,,
oder einen spitzen Winkel hat . Der untere Werth von,
x ist unter allen Umständen negativ .

A >ai

Z u s a t z 3 .

Den Werth von AE erhält man , wenn man zu
AD = a den Werth von x addirt . Es ist also

AE - ( a - b ) ^ i V ( (a - b ,2 ) - (8h 2 -ah )>
4

4 a — ( a - b ) lV ( (a - b ) 2 - 8 ( h2 - ah )k
4

Velche Werthe positiv sind
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Zusatz 4 -

cs ' Da BD ; DEi — 1 : tan . EBDS ,
' h ; x f

so ist tan . EBD =

— I a *bl + i/ ( ( a - b ) - 8( h s -ab ) )
= 4h

Es hat also tan .EBD , wie x , zwey einander un¬
gleiche Werthe , wovon der obere mit x positiv , =? 0 ,
oder negativ wird , der untere immer negativ ist .

Geometrische Behandlung .
A n a ly s i s .

Es sey BE die gesuchte Linie ,
so ist BE 3 = AE .EC

= BE .EF , wenn um das Dreh
eck ABC ein Kreis beschrieben , und BE bis zum Durch¬
schnitte mit demselben in F verlängert wiad , also ist
aucli BE = EF , Verlängert man das Perpendikel BD
bis zuin Durchschnitte K mit einer durch F der Linie
AC parallel gelegten Linie FK , so ist BD : DK = BE ; EF ,
folglich auch BD = DK , mithin ist der Punkt K , so¬
mit der Punkt F , als Durchschnitt der durch K mit AG
parallel gelegten Linie KF mit dem um das Dreieck
gelegten Kreise , und die gerade Linie BEF gegeben .

Construction .
Man beschreibe um das Dreieck einen Kreis , fälle

von der Spitze B auf die Grundlinie das Perpendikel
BD , verlängere dasselbe Uber D hinaus um KD — DB ,
lege durch K die Linie KF der Linie AC parallel , und
verbiuue jdeu Durchschnitt F derselben und des Krei¬
ses mit dem Punkte B durch die gerade Linie BF , welche
die Grundlinie inE schneide , so ist BE die gesuchte JL . uie «
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Determi n a ti o n .

Hat das Dreieck bey B einen spitzen Winkel , eo
liegt der Punkt K ausserhalb des Kreises , also muss ,

damit RF dem Kreise begegne , KD ^ LM seyn , wenn
AL = LC gemacht , und LM auf AC perpendikulär auf¬
gerichtet , auch bis zum Durchschnitte mit dem Kreise
verlängert worden ist .

Nun isl “ : LM = 1 :

Ferner ist BD : DAJ = 1 ; tan . ABD , BD : DC ) = l : tan .CBD

demnach tan . ABC ( = tan . (ABD + CBD ) ) = l — —

mithin ( tan . ABC ) * = (V , ab ) a

also l -«- ( tan . ABC ) * \ _ ( h * — ab ) * + ( a + b ) * h a
fsec . ABC ) * J ( h * — ab ) *

tan . | ABC

also LM =r | ( a -f- b ) tan . | ABC .

h : a

a b
folglich tan . ABD = j- , tan . CBD =a> ^

. a . b
somit tan . ABD . tan . CBD = -r-~

a b

( a + b ) * h *

folglich sec . ABC — 1 =
V ( ( h * - ab ) * 4 - ( a -»- b) 3 b * ) - ( h * - ab )

h * - ab
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mithin sec . ABC — 1 ) ■_ f ( ( b 2 - ab ) 2 -4- ( a -l- b ) 2 h 2 ) - ( h 2 - ab )
tan . ABC } ( a -t- b ) h
tan . | ABC / ■

*om . j (a + b ) tan .JABC1 \ / ( (b 2 - ab ) 2 4 - ( a -t- b } 2 h 2 ) - ( h 2 - ab )
L \ I i = ‘ 2h "

= f (( h 2 - ab ) 2 -»- ( a + b ) 2 h 2 } - ( h a - ab )
demnach muss seyn li < - —r- :- -

also 2h s -| - h 2 - ab 'v/ ffh 2 - ab ) 2 ) + .fa + b ) 2 h 2

folglich 4h ', t41 ) 2 lh 1 - a h ) -+- ( h 2 - ah ) 2 ^̂ ( l^ - ab ^ + fa + h ) 2 !! 2 ,

mithin 4 li 2 -t- 4 ( h 2 — ahj ) — (a + b ) 2

8 h 2 — | 4 a h l >
? (a -t- b )2 - (a - h ) 2 ( )

demnach 8 h 2 -t- (a — b ) 2 = 2 ( a -j- b ) 2 .

B e ŵe i s .
Wenn der W’ inkel ABC grösser , als ein rechter

Winkel , oder einein rechten gleich ist , so fallt der

Punkt K innerhalb des Kreises , oder auf den Umfang ,

also erreicht die Linie KF den Umfang . Ist der Win¬

kel ABC kleiner , als ein rechter , so ist , vermöge

der Determination , 8 h 2 + (a — b , 2 ^ 2 ( a + b ) 2 , also ist ,

wie leicht erhellet , DK ^ LM , mithin erreicht der Kreis
die Linie KF . Geschieht es in F , '

so ist BE : EF = BD : DK



4 »
Aufgabe XL '

folglich BE = EF

somit BE . EF f = BE 1

AE . ECl

also AE : EB = BE : EC .

Zusatz 1 .

Es erhellet von selbst , dass es , wenn ABC > R

( Fig . 10 . a . ) , zwey Durchschnittspunkte F , F ' auf ver -i

schiedenen Seiten der Linie DK . , dass es , wennABC =

R ( Fig . 10 . b . ) , zwey Durchschnittspunkte giebt , wo¬

von der eine im Durchschnitt K liegt , der andere ,

F ’ , der Endpunkt eines Durchmessers ist , dass es ,

wenn ABC < R ( Fig . 10 . c . ) , zwey Durchschnittspunkte

F , F ' giebt , welche auf einerley Seite von DK liegen .

Zusatz 2 .

Der Punkt E fällt auf die Verlängerung von AD ,

in D , zwischen D , A , je nachdem der Werth von x

positiv , = 0 , oder negativ wird . Die Werthe

von y liegen sämmtlich von A aus auf AC in derselben

Richtung .
Zusatz 3 .

Die Tangenten , welche mit dem negativen Zeichen

versehen sind , bezeichnen Winkel , welche auf der

anderen Seite der Linie BD liegen , als wo die Winkel

gefunden werden , deren Tangenten das positive Zei *

phen vor sich habeq .

Aufgabe XI . ( Fig . 11 . )

Zwischen die Katheten eines gegebenen rechtwink¬

ligen Preipckes . A ^ C eine gerade Linie FG , welche
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der gegebenen geraden Linie b gleich sey , und von
der Hypotenuse BG in M halbirt werde , zu legen .

Geometrische Behandluug .
Analysis .

Es seyFG die gesuchte Linie , so liegt , weil FAG
— . R , der Punkt A auf dem Umfange eines über
FG beschriebenen Halbkreises , also ist die gerade Li¬
nie AM = MG = Jb , folglich liegt der Punkt M auf
dem Umfange eines aus A als Mittelpunkte mit einem
Radius = 3 b beschriebenen Kreises , ist mithin ,
weil er auch auf der Hypotenuse BC liegt , gegeben .

Con struction .

Man beschreibe einen Kreis , welcher in A den
Mittelpunkt , und eine Linie = | b zum Radius habe ,
und die Hypotenuse BC in M erreiche , beschreibe aus
M als Mittelpunkte einen Kreis , welcher die gerade
Linie MA zum Halbmesser habe , und die Kathete AG
in G erreiche , ziehe die gerade Linie GM , und ver¬
längere dieselbe bis zum Durchschnitte F mit der ver¬
längerten AB , so ist GF die gesuchte Linie .

Determination .

Damit der Kreis , welcher A zum Mittelpunkte hat ,

die Linie BG erreiche , muss gb AL seyn , wenn AL
perpendikulär aufBC gefällt wird .

Beweis .

Es ist Ib ^ AL , also erreicht der aus A als
Mittelpunkte beschriebene Kreis die LinieBC . Geschieht
es in B , so mache man FB = BA , und FA ist die ge¬
suchte Linie , wie sich von selbst ergiebt . Geschieht
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es in C , so mache man GC — CA , und es ist GA die
gesuchte Linie , wie von selbst erhellet . Geschieht es
in einem anderen Punkte M , so falle man auf AC das
Perpendikel MR , welches kleiner ist , als MA ; mithin
schn - idet der Kreis , welcher M zum Mittelpunkte
hat , die Linie AC in einem Punkte G , und die gerade
Linie GM schneidet in ihrer Verlängerung die Linie
AB in der Verlängerung , so dass

folglich FG = 2 GM
= b ist ,

Zusatz .
Es erhellet von selbst , dass es , wenn | b = AL ,

eine einzige , in allen andern Fällen eine zweite Linie
mit der gegebenen Eigenschaft giebt . Uebrigens kann ,
je nachdem die Linie b beschaffen ist , jeder der Punkte
M zwischen B , C , oder der eine in B , der andere
zwischen B , C , oder der eine in C , der andere auf der
verlängarten CB , oder der eine zwischen B , C , der
andere auf der Verlängerung von BC , oder es können
beide auf der Verlängerung von BC liegen ,

Algebr . Auflösung ,

Setzt man BM = x , so istx :Jb = sin . F ; sin . ß
= cos . G : cos . C

GM : MF = GR : RA

also GM = MF

also x 2 : ^ 2 = cos . G 3 ; cos . C 2 , •
Setzt man BC = a , soista - x . £b = sin . G : sin , C

folglich ( a - x ) 2 : jjb 2 = 3 ; siu . C *
i - cos .G
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mithin a - x ) 3 sin . C a = f b 5 — £b *cosXr *

>

j

somit ĉ G 3 = jb « - ( a - x )»sin . C

_ | b 7
Jb J — ( a - x ) 2sin .C * - -

demnach x 5 : Jb J = - -rr ^- - :cos . C-
\ b J

also x 2cos . C * = £ b 2 — ( a 2 - 2ax -*- x 2 ) sin . C *

folgl . x 2 (sin . C S -t- cos .G 3 ) l — f 2axsin . C * 1 = Jb 2 - f a * sin . C *

x » / ) > | AB *
( 2cxsin . C ) ( c 2 ,

wenn AB
= c ge¬
setzt wirdj

mithin (x — csin . C ) 3 = J b s — c * + c * sin . C S

= | b * — / cSd - sl ^ G 1)

Je * cos . G 3
j c * sin . B *
( AL *

somit x r^ csin . Cl -f- ^ x b 2 , - AL 2)
< c cos . B >
( BL )

Zusatz 1 .

Es erhellet ans diesem Aasdruck , dass x zwey
Werthe erhalt , wovon der eine immer positiv ist ,
gleichwie die geometrische Construction immer einen
Punkt M auf der Linie BC , oder ihrer Verlängerung
über C hinaus , nachweiset , dass beide einander gleich
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„ nd =* BL werden , wenn | b 2 = AL 2 , also Jb = AL
* ^

istj , dass der eine , welcher immer positiv ist , = BG>

wird , jenacbdem
<

BL + i/ C£b * — AL 2 ) = BC ist ,
>

also ^ ( | b 2 — AL 2 ) = \ CB - BL
> \ CL

<

folglich ib 2 — AL 2 = CL 2

mithin £b 2 _ fAL 2 + LC 2
> 1 AC 2

somit | b = AC

demnach b = 2 AC ;
>

dass der andere positiv , = o , oder negativ wird , Je
nachdem >

BL = »/ ( Jb 2 — AL 2 )

>

also BL 2 = £b 2 — AL 2
>

folglich BL s + LA 2 / = Jb 2
TtA * f <
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>

mithin c =s | b
<

>
somit 2 c = b .

<

Alles in Uebereinstimmung mit der geometrischen Con -
straction , welche den dein immer positiven Werthe
von x entsprechenden Punkt M zwischen B und C , in C ,
in der Verlängerung von BC über C hinaus nachwei -

<
set , je nachdem Jb = AC ist , und den zweiten Punkt

>
M zwischen B und L , oder in B , oder auf die Verlänge -

>

rung von LB über B hinaus legt , je nachdem | h =
<

AB ist .
Zusatz 2 .

Soll von einer Linie BL eine andere LM abgezo¬
gen werden , so legt die Algebra die abzuziehende Li¬
nie von L an anf LB , ohne Rücksicht darauf , oh die
abzuziehende die kleinere , oder die grössere sey , und
es erscheint der Ueberrest in entgegengesetzter Lage mit
demjenigen , welcher das Zeichen + vor sich hat , sobald
der Zahlwert für denselben das Zeichen — erhalt .

Zusatz 3 .
Setzt man LM = v , so findet man v = + j/ fJb - AL 9 ) .

Ist l b ~ AL , so erhält man einen Werth von v ,
welcher = 0 ist , oder zwey einander gleiche , durch die
Zeichen + — unterschiedene , Werthe , wodurch die“anf
verschiedenen Seiten des PunktesL liegenden Linien LM
bezeichnet werden , und welche , so lange §b > AB , und

ist , beide zwischen B , C liegen , und beide die Auf
gäbe buchstäblich im Sinne der Aussage auflösen .
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Zn sa t z 4 .

Setzt man AM = z , so zeigt die geometrische Ana¬
lysis , dass z = Jb . Die Algebra zeigt also nnr ei¬
nen Werth von z an , wenn gleich derselbe zwey Auf¬
lösungen bestimmen kann . Linien , welche wie die
beiden Werthe von AM auf verschiedenen Seiten von
AL liegen , werden also nicht durch dieZeichen -i-
unterschieden .

Zusatz 5 .

Fällt man vom M ein Perpendikel MQ auf AB ,
,j_ ’ so ist BM 2 = AJP + AB 1 - 2BA AQ

alsoAQ ( _ AM 2 + AB 2 — BM Z
y ' ÜTßA

_ Jb 2 + c 3 ' ( BL ±i / (ib 2 - AL 2 )) 2

_ Jb 2 -»- c 2 — BL 2 + 2BL v/ (Jb 2 — AL ) 2 - Jb 2 + AL *
2c

2 AL 2 + 2BL i/ ( | b 2 - AL 2 )
_ 2c —

AL 2 BL Vf j ; b 2 - AL 2 )
c

Es hat mithin y zwey Werthe , von welchen der
eine immer positiv ist , gleichwie die geometrische Con -
struction unter allen Umständen einen Punkt M zwi¬
schen B , C , oder auf der Verlängerung von CB über
B hinaus , also auch einen durch das von diesem Punkte
auf AB , oder deren über B hinausgebende Verlänge -
rung gefällte Perpendikel bestimmten Punkt Q nach -
■wiess . Der andere Werth von y ist positiv , = o , oder
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negativ , je nachdem AL * = BLf ^ b 3 AL 3 J
<

X

also AL 3
Uh
LC

= V C§b 3 — AL 3 )
<

folglich I . C 3 = | b 3 — AL 3

mithin LC 3 + AL 3 ( = ^ b *
AC 3 f <

somit AC = i b
>

<

demnach 2AC = b ;
<

gleichwie die geometrische Cosntrnctloti für dieselben
Fälle einen Punkt M zwischen B , C , oder in C , oder
auf der Verlängerung von BC über C hinaus , also auch
den Fusspunkt des durch diesen Punkt M aufBA , oder
ihre Verlängerung bestimmten Perpendikels nachweiset ;

Z u s a t z 6 .

Setzt man AF = u , soistu = 2y , weil AF = 2AQj
. . . . . . . 2fAL 2 4 BLi / 4:b 3 - AL 1 ) .wegen AM = MF , mithin ist u = —- -- -- -• c

Es hat also u gleichfalls zwey Wertlie ^ wovon der eine

immer positiv istder andere mit y positiv j = o , und

negativ wird , jenachdem
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> ' .
AL ^ = EL ^ fJbi — AL 1)

<
1 " “ »

>
also 2 AC =e b .

L<

[A nmerkan g .

Carnot sagt in der Geometrie de Position pag . 357 .
hey der Auflösung der Aufgabe : » zwischen die llich -
» tungen der Katheten eines gegebenen rechtwinkligen
» Dreieckes eine gerade Linie von gegebener Lange zu
» legen , welche durch die Hypotenuse halbirt werde“ ,
dass man für die Lihie BM immer zwey positive Wer *
the , fnr die Linie AF immer einen positiven , und
einen negativen Werth erhalte . Aus dem Vorstehen¬
den gehet hervor , dass das unrichtig ist , indem s = s
UM einen positiven und einen negativen Werth er¬
halten kann , und beide Werthe von u positiv werden
können , öder der eine positiv , der andere = 0 , der
eine positiv , der andere negativ werden kann . .

Er behauptet ferner , niemals löse ein negativer
Werth einer gesuchten Grösse eine Aufgabe in dem¬
selben Sinne anf , wie der positive , und die durch den
negativen Werth der gesuchten Grösse bestimmte Auf¬
lösung könne also niemals als eine zweite Auflösung
derselben Aufgabe angesehen werden «

Das Vorstehende zeigt , dass die negativen Werthe
der gesuchten Linien geradezu und in demselben Sinne
die Aufgabe auflösen , wie die positiven , wenn flie
Aufgabe nur in der Allgemeinheit aufgefasst wird , , in
welcher die Algebra sie aufFasst , und dass , die nCgitti -
ten Werthe die zweiten Auflösungen der vorgelcgfen

4
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.Aufgabe sind . Es giebt unzählige Beispiele , in wel¬
chen dieselben eine Aufgabe in allen Beziehungen in
demselben Sinne auflösen , wie die positiven , und die
bisher behandelten Aufgaben sind eben so viele Beweise
für diese Behauptung .

Carnot behauptet ferner , dass nur zufällig in dem
vorliegenden Falle der negative Werth von u eine in ent¬
gegengesetzter Richtung milder durch den posit . Werth
von uangezeigten Linie liegende Linie anzeige , dassdiemit
dem negativen Zeichen behafteten Linien bald mit den po¬
sitiven in entgegengesetzter Richtung , bald unter schie¬
fen Winkeln gegen dieselben geneigt , bald in dersel¬
ben Richtung mit ihnen lägen , und dass es darüber
gar keine feste Regel gebe . Es ist ein Hauptzweck die¬
ser Schrift zu zeigen , dass alle diese Behauptungen
falsch sind , dass namentlich durch das negative Zei¬
chen angedeutete Linien niemals anders , als in ent¬
gegengesetzter Richtung mit den durch das positive
Zeichen angegebenen liegen , dass jede mit dem ne¬
gativen Zeichen behaftete Linie eine solche Lage an¬
zeige , dass Linien , welche gegen andere unter irgend
•welchen Winkeln geneigt sind , von denselben nie
durch die Zeichen -(- — unterschieden werden , dass
endlich Linien , welche in einerlej Richtung liegen ,
immer und überall dasselbe Zeichen vor sich haben .

Aufgabe XII . ( Fig . 12 a . b .)

Auf dem gegebenen Kreisdurchmesser AB von dem
gegebenen Punkte C aus eine Linie CQ abzuschneiden ,
dass , wenn von dem Punkte B an einen über CQ als
Durchmesser beschriebenen Kreis eine Tang°nte BF
gezogen , und dieselbe bis zum Durchschnitte G mit
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dem Umfange des über AB liegenden Kreises Veriän
gert wird , das Segment FG der Linie AG gleich werde .

In meinen geometrischen Aufgaben , Beilin i825
lind Elberfeld 1828 , finden sieb folgende Constructione «
dieser Aufgabe mit hinzugefügten Beweisen .

Erste C o n strnctio n . ( Fig . 12 . a . )

Man halhire den halben Kreisumfang AHB in H (
ziehe die gerade Linie AH , beschreibe aüs II als Mit .
telpunkte einen Kreis mit einem Halbmesser = All ,
Welcher dem in G auf AC aufgeriebteten Perpendikel
in E begegne , ziehe die gerade Linie HE , welche den
Kreis in K schneide , verbinde die Punkte K , A durch
die gerade Linie AK , fälle aofdieselbe das , den Durchmes¬
ser AB in D schneidende , Perpendikel EL , beschreibe
aus D als Mittelpunkte mit einpm Radius = DG einen
Kreis , und ziehe an denselben die Tangente EF , so
leistet dieselbe das Verlangte .

Zusatz .

Nimmt man den zweiten Durchsehitt E ' des ans II
als Mittelpunkte beschriebenen Kreises mit dem Per *
pendikel CE , zieht die den Kreis in K ' Schneidende
gerade Linie HE ' , verbindet die Punkte K ' , A durch
die gerade Linie AK ' , fällt auf die Verlängerung der¬
selben das , den verlängerten Durchmesser in D ’ schnei¬
dende , Perpendikel EL ' , beschreibt aus D ' als Miitel -
punkte einen Kreis mit einem Radius = DG , und zellt
an denselben die Tangente BF ' , so leistetauch diese
das Verlangte , wie von selbst erhellet .

Zweite C o n s t r ii c t i o n . ( Fig , 12 . b . )

Man errichte in C das Pprpendikel MC auf AR ,
mache dasselbe = CA , halhire den Winkel ACM durch
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die den Kreis in N schneidende gerade Linie CN , ziehe

die , denselben Kreis in G erreichende , gerade Linie NM ,

errichte in dem Halbirnngspnnkte O der Linie GM ein

Perpendikel auf GM , welches dem Diameter in D be¬

gegne , beschreibe aus D als Mittelpunkte einen Kreis

mit einem Radius = DC , und ziehe die gerade Linie

BG , so hat dieselbe die gegebene Eigenschaft .

Zusatz ,

Bezeichnet " man den zweiten Durchschnitt der Linie

CN und des Kreises mit N ' , zieht die den Kreis in

G ' erreichende gerade Linie N ’M , errichtet in dem

Halbirungspunkte O ' der Linie G ’M ' ein : Perpendikel auf

G ’M ' , welches dem verlängerten Diameter in D ' begeg¬

ne , beschreibt aus D als Mittelpunkte einen Kreis mit

einem Radius = DC , und zieht die gerade Linie BG ' ,

so hat auch diese die gegebene Eigenschaft , wie von
selbst erhellet .

Algebr . Auflösung .

Man setze AC = FG = a , BC -= b , CD — x , also

DB = b — x , BQ = b — 2x , AD = a + s . Nun ist , wenn

die Linien AG , DF gezogen werden ,

DF # AG

also BF : FG = BD : DA

folglich BF * 1 : FG * = BDL DA *

. CB . BQ »

d . i . b ( b — 2x ) : a * = ( b — x ) 2 : ( a + x ) 4

= b * — 2bx -(- x 2 : a 2 + 2ax + x®

mithin b 2 - 2bx - a2 ; a 2 = b 2 - a 2 - 2 ( a 4b ) x :a 2 - t- 2ax + x 2

somit (b 4 - a 2 ) a 2 -2a 2 bx + 2a (b 2 - a 2 )x - 4abx 2 + (b 2 - a 2 Jx 2-2bx 3=

a 2 ( b 2 - a 2 ) — 2a 2 (a - t- bjx *
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demnach 2 ab 2 x - 4abx 2 -t- b 2 x a - a 2 x 2 - 2bx 3 ) = 0

(2 ab 2 - 4abx + b 2 x - a 2 x - 2bx 2 ) xJ
I

55

alsoxt = 0 , oder 2bx 2 -4- ( a a - b 2 + 4ab ) x - 2ab a = 0

folglich x
a 2 + 4 ab — b 2

„ a 2 f 4ab - bl ( a a -J- 4ab - b a \ a / a a + 4ab -b 2 Vmith . x J+ - — - x -H - — — - I = \ - .- I

Nach dem , was die geometrische , von der Rech¬

nung unabhängige , Construction oben gezeigt hat ,

kann es nicht zweifelhaft seyn , dass der positive Werth

von x die Linie CD , der negative die Linie CD ' be¬

zeichne . Der Werth x = 0 sagt nichts anderes , als

dass ein Kreis , dessen Mittelpunkt in C und Radius =

Ow ' äie , die Eigenschaft habe , dass eine , von B an ihn

gelegte , Ta ngente , welche BC selbst wäre , den zwischen

dem Berührungspunkte , welcher C wäre , und dem

Durchschnittspunkte A derselben mit dem gegebenen

Kreise gelegenen Theil der gegebenen AC gleich hätte .

Zusatz 2 .

Dasselbe Resultat liefert die Rechnung , wenn man

den Werth von BQ sucht . Setzt man

also by : a 2 = b 2 -t - 2 by -i - y 2 : ( 2 a -*- b ) 2 — 2 ( 2a + bly H- y a

2 b

demnach x = —
a 2 + 4

a 2 f4ab - b a

Zusatz 1 .

= ( b + y ) 2 : ( 2a + b - y ) 2
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folgt , by -a 2 ia ? = b 2 -(2a + b ) 2 + 2 (b + 2aTb )y :{2a .f.b ) 2 - 2 (2afb )y4y 2

= 4ab ~4a * + 4 ( a + b ) > : ( 2a + b r1- 2 ( 2a + b ) v .|j *

mithin 4 a 3 b -4 a 4 + 4a ? ( a + bjy = (2a -l- b ) 2 by — 2 ( 2a -f- b ) byi
+ by 3 - ( 2a -fb ) 2a I -K2 ( 2a + b ) a 2 y - a 2y 2

also ü = by 3- ( a 2 -+- 4ab -t- 2b 2 ) y 2 4- b ( 2 t 2 -»- 4ab +■b 2 ) y - a 2b 2
= ( y — b ; ( by 2 - (a 2 -t- 4 ab +- b 2 ) y -t- a 2 b )

somit y — b = 0 , oder bv 2 — ( a 2 + 4ab + b 2 }y -t- a 3b = 0,

demnach y = b ,

folglich ( ;

■4 ab 4 - b,2
- y + a 2 = 0

a 2 r 4 H^J4' h 2 2 / a 2 + 4 ab -t- b 2 ' '! 2
j ~ V -- öb - ) ~2 b a *

mithin v = a- + 4ai ) + bVjy , a 2 + 4ab H- b 2 N 2 ,
2b - V ~ Tb 7

Die letzteren Werthe von y sind beide positiv ,
lind bezeichnen ohne allen Zweifel die Linien BQ , BQ '.
Der Werth von y = b weiset auf denselben Kreis hin ,
wie oben der Werth x = 0 .

Anmerkung

Kliigel , welcher diese Aufgabe in seinem Wörter -.
Luche , Band I . p . 128 s -j , behandelt , jchliessl den Werth
x = () , oder V = b aus , und nennt den negativen Werth
von x , und den grösseren der positiven Werthe von
y fremde Wurzeln , d . i . solche , welche zur Frage Dicht
gehören . Aus dem Gesagten erhellet die Unrichtigkeit
dieser Behauptung , und die Wichtigkeit der geometri¬
schen Behandlung solcher Aufgaben - Das , was Klügel
und mit ihm viele Andere fremde Wurzeln nennen ,
giebt es in der Algebra nicht . Sie fasst jede in eine
Gleichung gebrachte Frage iu der Allgemeinheit auf ,
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dass sie jeden positiven , und jeden negativen Werth
der unbekannten Grösse , welcher der Gleichung Ge¬
nüge leistet , aufsucht , und der negative Werth ist
eben so gewiss , und in demselben Sinne , in welchem
die Algebra die Aufgabe auffasst , eine Auflösung der
Aufgabe , als der positive , und es ist eben so wenig
erlaubt , einen negativen auszuschliessen , alseinen po¬
sitiven . Wer geometrische Constructionen , welche
von der Rechnung unabhängig sind , macht , und
sich die Mühe nehmen will , die geometrischen
Bedeutungen der positiven und negativen algebraischen
Werthe der gesuchten Grössen in allen Fällen zu er¬
forschen , der wird sich davon überzeugen , dass die
Algebra niemals eine nichts sagende , zur Frage nicht
gehörende , überflüssige , oder , was eben so viel ist ,
falsche Antwort auf die ihr vorgelegten Fragen giebt ,

Aufgabe XIII . ( Fig . 13 .)

Ein Quadrat zu beschreiben , in welchem der Ue -
berschuss der Diagonale über eine Seite der gegebenen
geraden Linie d gleich sey .

Geometrische Behandlung .

Analysis .

Es sey ABCD das geuchte Quadrat , so ist , wenn
von der Diagonale AC die Linie AE = AB abgeschnit -



$ 6 Aufgabe XIII .

ten , und das , die Linie BC in F schneidende , Perpen .
dikel EF auf AC aufgerichtet wird ,

ECF = EFC

also FE = EC

demnach FC 2 = 2 d - .

Zieht man die gerade Linie AF , so ist ,

aaef = aabf

folglich BF = FE

= d ;

lpithin ist sowohl BF , als FC , somit BC gegeben ,.

Con struction .

Man beschreibe u .bei : BF = d das Quadrat BFGH ,

ziehe die Diagonale FI1 , nehme auf der Verlängerung

von BF die Linie CF = FH , und beschreibe über BC

das Quadrat ABCD , so hat dasselbe die gegebene .
Eigenschaft .

Beweis .

Fallt man auf die Diagonale AC das Perpendikel
FE , so ist FC 2 ) = FE 2 + EC *

Fh4 = 2 EC 2

2FB 2 )

also FBI = EC

d J = FE

folglich AE = AB

mithin CA — AB = CA — AE ‘

= CE
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Z nsat z .

Macht man in der Richtung von FB die Linie FC '
FH , beschreibt über BC ' das Quadrat A ' ßC 'D ', zieht

die Diagonale C A , und fällt auf die Verlängerung der*
splben das Perpendikel FE ' , so ist

FC ' 2 1 = FE ' 2 h- E ' C ' 2
FH 2 > = 2 E ' C ' 2 .

l :j 2FB 2 )

also FBI = E ' C' ~
d J - FE '

folglich E ' A ’ = A ' B

mithin C ' A ' -i- A 'B = ■ C ' A ’+ A 'E’
= E ' C '
= d .

Demnach erhält man ein Quadrat , in welchem die
Summe der Diagonale und einer Seite der gegebenen
geraden Linie d gleich ist .

Algebr . Auflösung .
Setzt map BC = x , so isl ( x + d )J r = 2x 2

X 3 + 2dx -t- d 2 f

also d 2 = x 2 — 2dx

folglich 2d 2 = x 2 — 2dx + d ^

mithin x = d + d )/ 2
=-- d ( l± i/ 2 ) ;

demnach hat x zwey Werthe ,
den einen = d (V2 + l )

den anderen — — d ( i/ 2 — 1 ) .
Zusatz 1 ■

. Die « Natur der Sache erfodert , und ans der geo -
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metrischen Construction erhellet dass die durch die
verschiedenen Werthe von x bezeichneten Linien
nichts anderes sind , als die Linien BC , BC , wovon
die durch den negativen Ausdruck bezeichnete Linie
BC ' in gerade entgegengesetzter Richtung mit der durch
den positiven Ausdruck bezeichneten BC liegt .

Zusatz 2 .

Die doppelten Werthe von x wurden lediglich be¬
dingt durch den doppelten Werth der Diagonale des
Quadrates , welches = 2 d * . Da nämlich das Quadrat
der Diagonale des Quadrates der Linie — d = 2 ( — d ) *

= 2 d * ist ,
so giebt die Algebra den Werth der beiden , Einander
entgegengesetzt liegenden , Diagonalen FH , FH ' der
Quadrate der Linien FB , FB ' , deren jede = d , und
wovon sie die eine durcli + d , die andere durch — d
bezeichnet , durch die Ausdrücke FH = - t - d . j/ 2 ,
FH ' = - d c 2 .

Zusatz 3 .

Aus dem Gesagten erhellet wieder die W ' chtigkeit
der Beachtung des negativen Zeichens . Deutet dasselbe
auch nicht immer auf eine zweite Auflösung einer Auf¬
gabe hin in dem beschränkten Sinne ., in welchem sie
anfänglich aufgelasst war , so enthält sie doch die Auflö¬
sung in einem so wenig von dein anfänglich aufge¬
fassten uhw - ichenden Sinne , dass beide Auflösungen
inden allgemeinen Darstellungen der Algebra für zweji
Antworten auf eine Frage angesehen werden . Zugleich
aber erhellet daraus , dass die Geometrie , richtig ver¬
standen , dieselbe Allgemeinheit herbeiführt , wie die Al¬
gebra . Durfte man doch in der Construction nur sagen
liian beschreibe aus F als Mittelpunkte einen Kreis mit
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einm Radius = FH , welcher die verlängerte FB in C ,
C ’ schneide u . s . w , , um dieselbe Allgemeinheit za er¬
halten , in welcher die Algebra die Aufgabe auflöset .

Aufgabe XIV . ( Flg . 14 ) .

F. in rechtwinkliges A ^ BC zu beschreiben , in wel¬
chem die Summe der Katheten der gegebenen geraden
Linie a , die Summe der Hypotenuse nnd der Höhe der
gegebenen geraden Linie b gleich sey .

Geometrische Behandlung .
A n a 1 y s i s .

Es sey ABAC das verlangte , so ist j wenn die
Höhe durch AD bezeichnet wird ,

BC AD = BA . AC

also BC 2 -*- 2BC . AD + AD 2 1 = f BA 2 + 'ABA AC + AC 2 HAD »

( BC -t- AD )2 | | ( BA -t- AC ) 2 1
b 2 ) \ a 2 )

folglich b 2 a 2 = AD 2 ;
mithin ist AD , somit BC und das ganze Dreieck
gegeben .

Con struction .

Man beschreibe über der geraden Linie CG = b
einen Halbkreis , lege in denselben die Sehne CE = a ,
ziehe die gerade Linie GE , schneide auf der Linie
GC die Linie GB = GE ab , errichte in G auf GC das
Perpendikel FG -= GE , ziehe die Linie FAr ^ GC , und
beschreibe über BC einen Halbkreis , welcher der Linie
FA in A begegne , so ist , wenn die geraden LinienBA ,
AC gezogen werden , A ABC das verlangte .
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Determination .

Damit die Auflösung möglich werde , muss nicht nur
in den über CG beschriebenen Halbkreis die Sehne CE
= a gelegt werden können , d . h , a < b sejn , sondern
auch die Linie FA den über BC beschriebenen Halbkreis
erreichen , , , „ „ i

d . h . FG / ^ fBC seyn
GE / < CG - GE

also 2 GE ^ CG — GE

folglich 3 GE ^ CG

mithin 9GE 2 1 < f
9 ( bi - a *) l (

CG 2
b2

somit 8 b ? 9

demnach f b 2 < a '2.

~ Beweis .

Es ist a < b , also lässt sich in den über CG be¬
schriebenen Kreis eine Sehne CE = a legen . Auch

ist a 2 < | b 2

also 9 a 2 8 b 2

folglich b 2 ^ j9Cb 2 — a 2)
CG 2 ’ ' 9 GE 2
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mithin CG > 3 GE

somit CG - GE > 2 GE

CG - GE
demnach

also berührt , oder schneidet der über BC beschrie¬

bene Halbkreis die Linie FA * Geschieht es in A ,
60 ist ( BC + AD ) 2

( BC -+- FG ) 2

( CB -+- BG ) 2
b 2

= ( BA + AC ) 2 fAD 2

IgF 2

| ge 2
' b 2 — a 2

also ( BA + AC ) 2 = a 2

folglich BA + AC == a .

Da auch BAC = R , so hat A -ABC die gegebenen

Eigenschaften .
Zusatz 1 .

Es erhellet von selbst , dass es im Fall der Be¬

rührung der Linie FA und des über BC beschriebenen

Kreises ein einziges , im Fall des Schneidens ein zwei¬

tes Dreieck A ’BC mit den gegebenen Eigenschalten

giebt ,
Zusatz 1 .

Schneidet man auch auf den Verlängerungen von

CG und FG Linien B " G , F " G = GE ab , legt F ’A # CG ,

ond beschreibt über CB " einen Halbkreis , welcher der

Linie A " F” in A” begegne , so ist , wenn A " ß” , A " C

gezogen werden , und das Perpendikel A " D " duf B ’ C

gefällt wird ,
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f B " C . A " D " = B" A " . A " C

also

B " CJ -2B " C . A '' D ,'+ A " D " aj = | B' ' A ,' 3-2B ’' A " . A " C4A " C5f4U " D ' ,l
( B ' C — A ' D ’') 3 ( 1 ( A " C — A " B ) a 1 ( GE *

CG 3 j ( b 2 - a*

1>3 ' _ '
also (A" C A " B ) 3 = a 3

folglich A" C —‘A B = a .
Da auch B ' ' A " C - R , so ist Zugleich ein recht¬

winkliges Dreieck gefunden worden , in welchem der
Ueberschuss der Hypotenuse über die Höhe der Linie
b , und der Ueberschuss der einen Kathete über die
andere der Linie a gleich ist , wenn es zum Zusam *
mentreffen der Linie A F und des über B C beschrie¬
benen Kreises kommt . Das geschieht immer , wenn

nur F " G = f§B " C
{ CG -t- GE

also 2F " G < CG + GE

mithin F " G1 ^ CG
GE )

somit b < a ist .

Auch giebt es , wie von selbst erhellet , im Pall
der Berührung ein einziges , im Fall des Durchschnit¬
tes ein zweites Dreieck A B " C mit jenen Eigenschaften

Algebraische Behandlung .
Setzt man zur algebraischen Darstellung AD = X >

so ist , wie aus der Analysis erhellet ,
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x 3 = b 2 — a 3

mithin x = i i/ b 2 — a 3 .

Zusatz 1 .

Offenbar weisen die Zeichen H- auf die , der
Lage nach entgegengesetzten , gleichen Linien FG , F " G
hin , gleichwie man eine der Linie GE gleiche , der
Lage nach entgegengesetzte , Linie erhalten haben wür¬
de , wenn man CG um eine Linie C G = b verlängert ,
über CG einen , auf der anderen Seite von CC ' , als die¬
jenige ist , auf welcher der über CG beschriebene
Halbkreis Hegt , liegenden , Halbkreis beschrieben , und
in denselben die Sehne C ' E ' = a gelegt hatte , überein¬
stimmend mit dem bekannten Satze , dass ( — b ) 3 —
l — a ) a = Ob ) 3 — Oa ) 3 .

Bestätigt wird dieses dadurch , dass man , wenn
eine Kathete gesucht wird , einen Werth derselben er¬
hält , Setzt män nämlich

Es ist aber CA : AB = AD : DB

d . i . a — y : y — b ^ 1/ ( 2y 3 — 2ay + a 2 ) :DB
= DB : | BA

■Iso ist a - y : t _ v/ ( 2y 2 - 2ay -t- a 2 ) = b "4. i/ ( 2y 3 - 2ay + a 3 ) :y

folglich ay - y 3 = J^ bGl2y 3 - 2ay -t- a 3 ) - ( 2y 3 - 2ay -t- a 3 )

Zusatz 2 .

AB = y

also AC = a — y

so ist BC = Hl i/ ( 2y 3 — 2ay -+- a 2 )

somit AD = b + Gt2y 3 — 2ay -+- a 2 ) .

ay + a y
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mithin — ay + y a -h a 2 = ltbi / ( 2y 2 — 2ay + a ^ )

demnach ( y 2 ~ ay -t- a 1 ) 2 ! = 2b 2y 3 —!2ab 3 y -f*a 3 b 2

y '»-2ayVa2y2 + 2a5y2 -2a 3y ^ a 'i }

somit y 4- 2ay 3 + ( 3a 2 - 2b i ) y i - ( 2a ^- 2ab 2 ) y - a 2 i>2 ) = -0,
(y 2- ay + bi/ ( b 7- a I J - ( b '1- a 2 ) ) ( y J - ay - bi / ( lAa ^X ^ - a 2 )) }

Es ist mithin entweder y 2 - ay -f-bi / (b 2 -a 2 ) - ( b 2 - a 2 ) = 0

somit y 2 - ay -l- ^ a 3 = b 2 - a 2 - by ( b 2 - a 2 ) -f- Ja *

folglich y = 2 a± y ( b 2 - | a 2 - by ( b 2 - a 2J )

oder y 2 - ay - b |/ ( b 2 - a 2 ) - (b 2 - a 2 ) = 0

somit y 2 - ay 4- i a 2 = b 2 - a 2 -t- bi / (b 2 - a 2 ) -t- J a 2

folglich y = Ja ~l~ 1/ ( b i - -ja 2 + b / ( b 2 -a ^ l

Welche Werthe niclits anderes bezeichnen können , als
die Linien ßA , BA ' , ß ' A " ,

Zusatz 3 .

Hätte man , da AD 2 rr- b 2 — a 2 , wie aus Obigem er¬
hellet , BG = b -Vfb 2 - a 2 ) gesetzt

also CB .AD t = v ' ( b 2 - a 2 ) ( b - t/ ( b 2 - a 2 )
BA . AC > -= bi / ( b 2 -a 2 J - b 2 -f- a 2

folglich y 2 - ay b 2- a 2 - 2 i/ ( b 2 - a 2 ) ,

So wäre die Gleichung eine quadratische geworden ,
statt dass auf dein oben angegebenen Wege eine biqna -
dratische erhalten wurde . Und das _ mag zum Beweise
für die Wichtigkeit und Nothwendigkeit , das negative
Zeichen vor dem Wurzelzeichen niemals zu vernach¬

lässigen , dienen . Wer könnte die Algebia vor deä
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schwersten Vorwürfen zu schützen , wenn sie zur Be¬
stimmung einer und derselben unbekannten Grösse ei¬
ner vorgelegten Aufgabe bald zu eih 'er Gleichung des
zweiten , bald des vierten Grades führte ?

Aufgabe XV , ( Fig . 15 . )

In ein gegebenes Quadrat ATJCI ) ein gleichseitiges
Dreieck BEF zu legen , dessen Grundlinie EF mit ih¬
ren Endpunkten E , F auf den Seiten AD , DC } und
dessen Spitze in B liege .

Geometrische Behandlung .

Analysis .

Es sey A BEF das verlangte , so ist , wenn der Tlal -
birungspunkt G der Linie BE mit F durch die gerade
l . inieFG verbunden wird , BGF =nR . Da auch BCF = R , so
lauft ein über BF als Durchmessern beschriebener Kreis
durch die Punkte G , C , also istBGC =? BFC . Da EB = BF ,
AB = BC ,

so ist AAEBc /j AFBC

folglich ABE = FBC

tnithin ABE -t- FBC
R - EBF

B - | R

2FBG

Somit FBC = S R

demnach BFC ) = \ | R
BGCj ) cbg

i ; I |
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also GC = CB

= CD .
Zieht man GL # CB , so ist sowohl GLC == R ,

als auch BGjGE = CLjLD

folglich CL = LD

mithin DG = GC j
demnach ist DGC ein gleichseitiges Dreieck . Also ist
der Punkt G , die gerade Linie BG , und das Dreieck
BEE gegeben .

Man beschreibe über DC ein gleichseitiges Dreieck
DGC , ziehe durch B , G die , die Seite AD in E schnei¬
dende , gerade Linie BE , mache FB = BE , und ziehe die
gerade Linie EF , so ist BFE das verlangte Dreieck .

Zieht man den Halbirungspunkt L der Linie CD
mit der Spitze G durch die gerade Linie LG zusammen ,

so ist GLC = R

also GL # DE

folglich DL : LC = EG : GB
mithin EG = GB .

Ferner ist DCG = §R

somit ' GCB = JR

demnach CGB = | R = CBG

Construc tion .

Beweis .

also ABE1 = -§ R
rFBC

folglich BFC = | R
= BGC ;
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mithin liegen B , G , F , C ;iuf tlem Umfange eines Krei¬
ses , demnach ist BGF = R , also BF = FE , mithin das
Dreieck BEF gleichseitig ;

Zusatz 1 .

Beschreibt hian auch ein gleichseitiges Dreieck
RG ’C auf der anderen Seite von DC , zieht die , der ver¬
längerten ’ AD in E ' begegnende , gerade Linie BG ’ ,
macht BF = BE , und zieht FE ' , so ist auch BFE ’ ein
gleichseitiges Dreieck . Zieht man nämlich die gerade
Linie LG', so ist G 'LC = R

also G ' L # DE *

folglich DL : LC = E G ' : G ' ß

mithin EG ' = G ' B .
Ferner ist DCG ' = §R

somit BCG ' — 1 | R

demnach CG' B = -JR = CBG '

alsö ABE ' ) = §R
F ’BCJ

folglich BF ' G => JR

= BG ' C ;

mithin liegen die Punkte B , F ' , G ' , G auf einem Kfeis -
umfange , demnach ist BG ’F ' = R , also ist das Dreieck
BF E ' gleichseitig .

Zusatz 2 . .

Da CBG ' = JR = CBF , so liegen die Punkte B , F , G'
in einer geraden Linie , wie auch die Punkte B , G , F ’.
Auch wird EF # E ' F ' .
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Algebraische Auflösung *

1 . Bezeichnet man die Linie CF mitx , die Seite desQna -

drates mit a , so ist x J -f- a 2 = BF 2

= FE 2

r= 2DF 2

= 2 ( a - x ) 2

= 2 a 2 — 4 ax + 2 x *

also — a 2 - x 2 — 4ax

folglich 3 a 2 = x 2 — 4ax - t- 4a 2

mithin jf _ai / 3 = x — 2 a

somit 2aJ ^ . a (/ 3J = x .
a ( 2 + V '6V

Zusatz .

Beide Werthe von x sind positiv , und bezeichnen

ohne Zweifel nichts anderes , als die Linien CF , CF '.

Ein Beweis , dass von den positiven Werthen keiner

für eine fremde Wurzel anzusehen ist .

2 . Setzt man DF = y , so ist

2v 2 = FE 2

= Fß 2

= a 2 + ( a - y ) 2

= 2a 2 — 2a y + y 2

also y 2 + 2ay = r 2 a 2

folglich y 2 + 2ay + a 2 = 3 a 2

mithin y = — a + a (/ 3

= a ( — 1 + v/ 3 ) .
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Zusatz .

Der positive Werth von y bezeichnet offenbar
nichts anderes , als die Linie DF , wahrend der nega¬
tive die Linie DF bezeichnet . Ein Beweis , dass durch
den Gegensatz der Lage die Geometrie dasjenige be¬
zeichnet , was die Algebra durch den Gegensatz der
Zeichen unterscheidet , und dass eine negative Wurzel
nicht als eine fremde zu betrachten ist .

3 . Setzt man BF = z , so ist z 2= :a 3 -f - CF 3
( a — DF ) 2
( aT ' V' l ) *

a 2 ip2azt / J - H§z 2

also
4 a 2 tf 4azt / §

folglich z s + 4az t7 J • = 4 ^ + 2 a 2
- 6a 2

mithin z = 4- 2 a V | ^ a (/ G = a ( +. \/ 2 ± V 6 ) .

Es hat mithin z folgende vier Werthe . Es ist
Z = a ( — v" 2 + V 6 ) = — a ( -t- / 2 - t/ 6 ) = + a ( i/ 6 — v/ Q )

z = a (— vi — 1/ 6 ) = - a ( t/ 2 + t/ 6 ) = - < / 6 + i/ 2 )
z = a (+ t/ 2 -H t7 6 ) =*= -+- a ( -j- t/ 2 -H t7 6 ) = -Ha ( t7 6 -H t7 2 )
z == a ( -t- 1/ 2 — 1/ 6 ) = -H a ( t/ 2 — 1/ 6, ) = — a ( t/ 6 — ^ 2 ) .

Zusatz 1 .

Hätte man in der Gleichung z 2 = a 2 -H ( a —DF ) 2 statt
DF nur -Hzt 7 § , also z 2 = a 2 -H (a — z t7 gesetzt , so*

hätte man erhalten z 2 = a 2 -Ha 2 — 2azt / J -t- 2Z 2

also z 2 = 4a ^ — 4 azt / |
*= 4a 2 — 2azt / a

folglich %2 -h 2 azt/ 2 = 4 a 2
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mithin (? -»- a / 2 ) 2 = 6a 3

7 °

somit z = — a / 2 + . a / 6
* a ( - / 2± i/ Q)

demnach z — + a (V6 — VI
oder z = — a ( / 6 + / 2 ) .

Zusatz 2 .
Die Werlhe von z hatten aus den Werthen von

x in folgender Weise gefunden werden können . Es
ist z * = a 3 + fx 3

) a 3 ( 2± . / 3 ) 2
( a \ 4 * 4 / 3 + 3 )

’ V = a 2 (8 ^ 4 / 3 )
also z = + a / ( 8 _l!L4 / 3 ) .

= + a ( / 6 :t / 2 ).
Zusatz 3 .

Den Leiden oben angegebenen Werthen von %
correspondiren also dieselben vier gefundenen Werthe
von z , welche oben einzeln bezeichnet sind , und je zvyey
und zwey einander gleich , aber mit entgegengesetzten
Zeichen versehen sind . Die positiven sind ohne Zwei¬
fel die Werthe der oben construirten Linien BF , BF ’,
die negativen die Linien BF ' , BF” , welche in dem
Quadrate A ' BC 'Q ' die gleichseitigen Dreiecke B F " E " ,
BF '" E " ' bestimmen . Namentlich ist

BF = + a ( / 6 — / 2 )
BF ’ = + a ( / 6 -t- / 2 )
BF " = — a ( / 6 - / 2 )
BF "'= — a ( / 6 + / 2 ) .

Die in der Voraussetzung , dass DF nur = z / §
ae y > gefundenen Werthe von z = + a ( / ß — VI ) und
— a ( / 6 + / 2 ) leiten nur zur Kenntniss der Li¬
nien BF und BF , erschöpfen mithin die Aufgabe



Aufgabe XVI . 71
nicht . Und es leuchtet daraus die Wichtigkeit des
Satzes hervor , dass DF = ;+: z ^ § zu setzen ist .

Zusatz 4 .

Beschreibt man über den gleichen Linien BA , AC ,
wovon die eine durch -+- a , die andere durch — a be¬
zeichnet werde , auf entgegengesetzten Seiten die Qua-,
drate ABFG , ADEC , so ist

ABFG = ( + a ) 3 , ADEC = ( — a ) 2
= -J- a 5 = -4- a 2 .

Zieht man in dem einen Quadrate die Diagonalen
AF , BG , welche sich in O schneiden , in dem anderen
die Diagonalen AE , DC , sich schneidend in Q , so
ist A03 = ! ( + a ) 2 , AQ3 = -J ( — a ) * = 1/ 2 ( -ha ) »
mithin ist J ( -f- a ) a sowohl dem Quadrate von AO , als
dem von AQ [ gleich , und sowohl AO , als AQ = a / J .
Dass beide einander entgegengesetzt sind , drückt die
Algebra durch die Zeichen H- aus ,

Aufgabe XVI . (Fig . 16 .)

Ein rechtwinkliges Dreieck BAC zu beschreiben ,
in welchem die Kathete AB der gegebenen geraden
Linie a , und dasjenige Segment CD der Hypotenuse ,
welches durch das von der Spitze des rechten Winkels
A auf die Hypotenuse gefällte Perpendikel AD gebildet
■wird , der gegebenen geraden Linie b gleich sey .

Geometrische Behandlung .

A n a 1 y s i s .
Es sey ABC das gesuchte Dreieck , so ist

CB . BD = BA *
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Da CD = b werden soll , so ist der Punkt

B und das ganze Dreieck gegeben .

Constructiop .

Man mache CD = b , halbire CD in O , errichte in
D auf CD das Perpendikel DL , nehme DL = a , ziehe
die gerade Linie OL , beschreibe aus O als Mittelpunkt
einen Kreis mit einem Radius = OL , welcher der ver¬
längerten CD in B begegne , beschreibe über CD als Durch¬
messern einen Kreis , lege an denselben dieTangen .te BE ,
and beschreibe aus B als Mittel punkt einen Kreis , welcher
dem Perpendikel DL in A begegne , und ziehe die ge¬
rade Linie CA , so ist BAC das gesuchte ! Dreieck .

Beweis .

Es ist CB . BD = BE 3
= BA 3

also CB : BA = AB : BD

folglich CAB = BDA
= R .

Feiner ist CB . BD + DO 3 = OB 3 ( El . II . G . )
= OL 3
= LD 3 -t- D0 3

mithin CB . BD ) = LD 3
BA 3 ' = a 3

somit BA = a .

Da auch CD = b , so ist AABC das verlangte .

Zusatz .

Zieht man auch von dem zweiten Durchschnitte
B des Kreises , welcher _0L zum Radius hat , mit der
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verlängerten DC eine Tangente B ’E ' an den filier DC

beschriebenen Kreis , beschreibt aus B als Mittelpunkt

pinen Kreis mit einem Radius - r B ’E ' , welcher dem in

C auf CD aufgerichteten Perpendikel in A ’ begegnet ,

so ist , wie leicht erhellet , auch B ’A ' D ein Dreieck

mit den gegebenen Eigenschaften .

Es hat x einen positiven und einen negativen

Werth , wovon jener die Linie DB , dieser die Linie

Dli bezeichnet , wie aus der geometrischen Construc -

tion hervorgehet , und es bestimmt der Punkt B ’ ein

Dreieck mit den gegebenen Eigenschaften , wie der

Punkt B . Zum Beweise , dass man nicht , wie behaup¬

tetwird , durch die geometrische Betrachtung der Figur

entscheide , welcher von beiden Werthen der gesuchten

Grösse eine richtige Auflösung gebe , sondern dass in

allen Fällen beide VVerlhe in dem Sinne , wie die Al -

geb ' a die Aufgabe aqlfasst , eine richtige Antwort auf

die ihr vorgelegtc Frage geben . Wohin sollte es füh¬

ren , wenn die Algebra wirklich zuweilen unrichtige

Antworten gebe , und man noch anderer Hülfsiniitel

bedürfte , um unter den gegebenen Antworten die rich -

hge , oder die richtigen aufzusuchen ?

Setzt man DB

Algebraische Darstellung .

DB = x , so ist x ( x + b '' ') = a 2

x 2 + bx ?

also x 2 -f- bx + Jb 3 = a 2 -t- Jb 2

folglich x =
i
ä b + F ( a 2 -t- Jb 2 ) ,

Z u s ii t z .
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Aufgabe XVII . ( Fig . 17 .)
Ein Dreieck zu beschreiben , dessen Grundlinie

der gegebenen geraden Linie g , Winkel der Spitze
dem gegebenen Winkel « , Schenkel - Unterschied der
gegebenen geraden Linie d gleich sey ,

Construction .

Man nehme den Winkel BDC = R -i- §a , die Linie
BD = d , beschreibe aus B als Mittelpunkt einen Kreis
mit einem Radius = g , welcher die Linie DC in C
schneide ., und mache den Winkel DCA = ADC , so ist
ABC das gesuchte Dreieck , wie von selbst erhellet ,

Zusatz ,

Bezeichnet man den zweiten Durchschnitt C des
Kreises und der Linie DC mit C ' , macht DC ’A ' = A ' DC ’,
und zieht BC ’ , so ist A ' BC f gleichfalls ein Dreieck mit
den gegebenen Eigenschaften , wie von selbst sichergiebt .

Algebraische Darstellung ,
Bezeichnet man den Unterschied der Winkel ACB t

ABC mit g> , so ist ACB = R — ~ ~— , ABC = R —- 2

demnach ist g
AC | = sin .a mos

« + <p 1 , n l • « - <p
> 8 -7 Aß ! = sin . a :cos . —

‘x + d >

also
« H- cpgcos . — -

sin . « ’

a - cp
g . cos ._ _

X -t- d = - :-
sin . a

u — (p a + (p
cos . —- cos . ^ -

folglirh d =: g sin • u
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2g sin . Ja . sin . J <p

sin . u

_ gsin - ä ?
cos . Ja

mithin sin . J <jp =
d . cos . Ja

8

7 5

somit 1 — sin .Jy '

cos .Jiy

= 1 -
d 2 cos . Ja 2

g 2 — d 2 . cos . Ja

demnach cos .Jr/) = t7 Cg 2 — d 2 cos .Ja ) .

tvt • « + (jp
JMnn ist cos . —— = cos Ja . cos . Jy - sin . Ja .sin . Jy

, a + a)also cos . —-— — cos . i u
V ( g 5-d 2cos .Ja ) sin . Ja . d . cos .Ja

8 8

COS- — _
. . . 21 S
»olg ' -S -— :-sin .a

cos . Ja dsin . Ja cos .Ja
V ( g 3- d 3cos .Jc?2 )—sin . a sin . a

. ^ (g ^- d 2 cos .Ja 2 i T ]
- . •„ i ,. » d

ffiithin x + d ■+ ■ t7 (g ^- d ^co s . J-q 2 ) + Id
2 sin . Ja

Es ist also X entweder = + ( Jd ")
V. 2 sin .Ja s

oder
\ 2 siu . Ja «/2 siu . ^ a
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lind x -f - d entweder = 4 - ( — —
— cPcos . J « )

oder - - C t / ( g 3— d 2 cos . | « )

2 sin . J «

•Id )

- Id ) .

Zusatz .

Der erste Werth von x ist dem zweiten von x -t- d ,

der zweite von x dem ersten von x -t- d , mit entgegenge¬

setzten Zeichen , gleich . Die Geometrie construirt die bei¬

den Dreiecke ABC , A ' B C ' , welche congruent sind , na¬

mentlich die Seiten BA ' , AC und A ' C ' , AB gleich haben .

Ueberdiess ist A ' C ’̂ j; A C . Bezeichnet also der erste Werth

J _ / ' V (g 2 ~ d 2 cos . fa 2 )
= "*■ ( - :— - 5 d 1 ist , diev 2 sin . * « • y

Linie AC , der erste Werth von x - t- d , welcher =

von x , welcher

<
C ( g 2— d3 cos . lu 2 )

2 sin . I «
r— +

Id ^ i

ist , die Linie B A , so be¬

zeichnet der zweite

1/ (g 2— d 2 cos .

Werth von

(
2 sin . 1/ 2 u

1/ 2 d ^

ist ,

x , welcher = —

die Linie A ' C ’ , der

V (g 2- d 2cos . 1/ ? « *)

2 jin . 1/ 2 u

— 1/ 2 d ^ ist , die Linie BA ’. Die Algebra unterschei¬
det mithin nicht blos die , von einem Punkte aus in ent -

gegengeselztcu Richtungen laufenden , Linien , wie BA ,

BA , durch die Zeichen -i- , sondern auch Linien , wie

AC , AC , welche von verschiedenen Punkten einer ge¬

raden Linie zu verschiedenen Seiten dprselben einander

parallel gezogen werden ,

zweite Werth von x + d , welcher =
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' Aufgabe XVIII . ( Fig . 18 . )

Das gegebene Dreieck ABC in ein anderes zu ver *

wandeln , welches einen Winkel = ACB habe , und Worin die

diesem Winkel gegenüberliegende Seite auf BC perpendi¬

kulär liege .

Geometrische Behandlung .
Con struction .

Man falle auf BC das Perpendikel AD herab , be¬

schreibe über BC einen Halbkreis , verlängere , wenn es

nöthig ist , die Linie AD bis zum Durchschnitte mit dem¬

selben in E , ziehe die gerade Linie CE , und beschreibe

aus C als Mittelpunkt einen Kreis mit einem Radius - -= CE ,

welcher der BC in F begegne , ei richte in F auf BC ein

Perpendikel FG , und verlängere CA bis zum Durchschnitte

mit demselben in G , so ist GFC das gesuchte Dreieck .

Beweis .

Es ist AADC .-AABC = DC : CB = DChfDC . CB

) CE a
( CF a

= aadc .- afgc

also AABC == AFGC .

Zusatz .

Bestimmt man den zweiten Durchschnitt F ’ des Krei¬

ses mit der Linie BC , und errichtet in F ’ das Perpendi¬

kel F ' G ' bis zum Durchschnitte G ' mit der verlängerten

AC , so ist auch ACF ' G ' ein Dreieck mit derselben Ei¬

genschaft , wie leicht erhellet .

Algebr . Auflösung .

Setzt man FC = . x , CG = y , so ist xy = BC . CA
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— a . b , wenn

BC = a , CA = b

gesetzt wird *

Es ist aber x : yj = DC : jCA
x 2 : xy > ( b

= a .DCrab

also x 2 = a . DC

folglich x = V (a .DC ) .

Zusatz , i .

Die Linien F ' C , CF stellen sich algebraisch unter

den Zeichen H- dar .

Zusatz 2 .
bx

Es ist y = , also gehört dem negativen Wer -

the von x ein negativer Werth von y zu , gleichwie die

Geometrie die Linie G ' C der Linie GC entgegengesetzt legt .

Weil die Algebra das Dreieck F ' C G ' in demselben

Sinne , wie das Dreieck FCG , dem Dreiecke ABC gleich

nachweiset , so unterscheidet sie zwey Dreiecke , wel¬

che , wie die Dreiecke FCG , F ' C G ' , um Verticalwinkel

liegen , nicht durch die Zeichen -)- , und nennt nicht

das eine das entgegengesetzte des anderen .

ist , so muss , weil F ' C in Beziehung auf FC negativ ist ,

unterscheidet also Linien , welche , wie FG , F G ' , auf

verschiedenen Seiten einer geraden Linie BF ' , und , von ver -

Zusatz 3 ,

Zusatz 4 *

Da der Inhalt des Dreieck ) ~ '

CF ' .F ' G ’ CF . FG

F ’G negativ seyn , in Beziehung auf FG . Die Algebra
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schiedenen Punkten F , F ' aus , einander parallel liegen ,

durch die Zeichen h - .

Zusatz 5 »

Da endlich A F ' CG ' ^ F ' C .CG ' . sin .F ' C G ' , so ist , weil

AF ' C G ' positiv ist , F ’G , CG ' aber negativ sind , sin .F ' CG

positiv . Die Algebra unterscheidet also die Sinus zwei¬
er Vertikalwinkel nicht durch die Zeichen H- .

Aufgabe XIX . ( Fig . ig . ) .

Zwischen die Schenkel des Winkels , welchen die ge¬

gebenen Linien I1E , RF mit einander bilden , eine gera¬

de Linie IIK der , der Lage nach gegebenen , geraden Li¬

nie PQ parallel zu legen , Welche ein Dreieck HER ab -

sclmeide , dessen Flächenraum dem Quadrate der gegebe¬

nen geraden Linien a gleich sey , -

Geometrische Behandlung .

Analysis .

Es sey ABBR das verlangte , so ist , wenn BC = a

genommen , das Quadrat ABCD construirt , durch den

Durchschnitt F der Linien AD , RF die Linie FE ^ PQ

gezogen wird , ABFErARBIIl ^ ABFEMBC 2

EB 2 : BII * J ( ABDM , wenn

MA = AB ;

= EB : BM ( El . VI . , i . )

= EB * : EB . BM

also Bll 2 = EB . BM ;

mithin ist BII , somit II , und die Lage der Linie HR ge¬
geben .
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C o n s t r u c t i o n .

Man mache BC = a , cor . struire das Quadrat ABCD ^

ziehe durch den Durchschnitt F . der Linien KF , AD die

Linie FEij ^ PQ , nehme auf den Verlängerungen von AB

die Linien MA = AD , LB ^ rBE , beschreibe über ML , als

Durchmessern , einen Kreis , welcher die Linie BH in fl

Schneide , u . ziehe HK ^ (:PQ , so istHBK das verlangte Dreieck .

Beweis .

Es ist IIB 2 = LB . BM ( El . VI . 17 . )

also EB 2 : BH 2 1 = EBVEB . BM

ABFE .-AK -HHJ = EB : B .M

= ABFE : f ABDM

) BC 3l a *
folglich AKBII = a 2 .

Zusatz .

Zieht man durch den zweiten Durchschnitt H ' desKreise9

und der Linie EH die gerade Linie ll ’K ' der Linie PQ

parallel , so ist auch , wie von selbst erhellet , HER ' ein

Dreieck mit der gegebenen Eigenschaft .

Algebraische Behandlung .

Bezeichnet man HB mit 3 . , so ist

x 3 = EB .BAI

=3= 2a . EB

also x == + 1/ 2a .EB .

Zusatz .

Die verschiedenen Wcrlhe von x bezeichnen offenbar

nichts anderes , als die Linien BII , BH ' . Und da das

Dreieck H ' BR ' = + a 2 , wie das Dreieck 1IBR , so unter¬

scheidet die Algebra gleiche Dreiecke , welche in Verti -

kahvinkeln liegen , nicht durch die Zeichen + — .
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Aufgabe XX . ( Fig . 20 .)

8l

Durch einen innerhalb des gegebenen Winkels DCE

gegebenen Punkt O eine gerade Linie AB zwischen die

Schenkel das Nebenwinkels zu legen , dass das Dreieck

ACB dem Quadrate der gegebenen geraden Linie q gleich
werde .

Es sej ABC das verlangte Dreieck , so ist , wenn

OD der Linie CE parallel gezogen , und A DKC dem ’

Dreieck ABC gleich gemacht wird ,

so ist auch \ KC . CF = q 3 , wenn CF auf BC per -

Algebraische Auflösung .

AC

wenn OE ^ DC
CB . BE

also BC : iEB — BC1 = CK : ( BC — CK
CE KB

folglich CB . BK EC .CK

CBCBC — CK )

x (x - CK ) a . CK , wenn CB = x ,
CE = a gesetzt

wird ;

mithin (x — | CK ) 3 = J CK 3 + a . CK

demnach x = j CK -*- t/ f ^ CK 3 - ha . CK ') .

Da Aß CK = AABC
= q 2

pendikular aufgerichtet ,
u , bis zum Durchschnitt

mit OD Verlängert wird ;

also KC

6
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2 q a

= - J - , wenn man CF = b

setzt ;

folglich ist x = a . il -)

Es hat mithin x zwey der absoluten Grösse nach un¬

gleiche Werthe , wovon der eine positiv , der andere

negativ ist . V

Geometrische Behandlung .

Analysis .

Ist ABC das gesuchte Dreieck , so ist nach Obigem

CB . BK = EC . CK . Da EC , CK gegeben sind , und

CB — BK = KC , so ist (Euclids Data 84 . ) CB , somit der

Punkt B und die gerade Linie OB gegeben .

^ Construction .

J Man mache OD 44 CE , richte in C auf BC ein Per¬

pendikel auf , welches der Linie OD in F begegne , neh¬

me auf derselben CH = aq , auf CB die Linie CG = q ,

ziehe die gerade Linie FG , und durch H eine derselben

parallel laufende , die Linie CB in K schneidende , Linie ,

mache OE 44 CD , beschreibe über KE einen Halbkreis ,

welcher die Lime CH in M schneide , halbire CK in Q ,

beschreibe aus Q als Mittelpunkt einen Kreis mit einem

Halbmesser = QM , welcher die verlängerte CK in B er¬

reiche , und ziehe die , die Linie CD in A schneidende ,

gerade Linie OB , so ist ABC das verlangte Dreieck .

Beweis .

Es ist CB . BK = CM 3

= KC .CE

also BC ;CE = CK . KB
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folglich CB :jBC + CEn = KC : ( CK + KB
, { BE l CB

83

mithin AABC = AKCD
= iFC .CK
= | HC . CG weil FC : CH

= GC : CK ;
= 2q . q
= q 3 -

Zusatz i .

Der Kreis , dessen Mittelpunkt Q ist , schneidet auch
die verlängerte KC in einem Punkte B ' , welcher , weil
QM < QE ( El . III . 7 .) , zwischen C , E liegt , so dass
also die gerade Linie OB in ihrer Verlängerung der ver¬
längerten DC in einem Punkte A' begegnet .

Auch ist CB ' . B ' K = CM 3
= KC . CE

folglich B ’C : CE = CK .-KB '

mithin CB ’: lEC - CB 1
l B ’E i

k’C : f OEl
I CDJ

= KC : fB ' K — KC: IB ' K -
ICB'

somit AA ' B 'C = AKCD
= (I2 * ,

Zusatz 2 .

Der negative Werth von x bezeichnet die Linie CB ' ,
welche mit der durch den positiven Werth bezeichneten
Linie BC in gerade entgegengesezter Richtung liegt .



84 Aufgabe XXL

Zusatz 3 .

Der negative Werth löset diejfAufgabe ganz in dem «
selben Sinne auf , in welchem sie der positive auflöset .

Zus atz 4 -

Da das Dreieck A ' B ' C eben so , wie A ABC = + qJ
gefunden wird , so werden zwey gleiche Dreiecke , welche
wie diese , um Vertikalwinkel liegen , von der Algebra
nicht durch die Zeichen H- unterschieden .

q
AA1

AC . CB . sin . A —

, so ist sin . A ' C B’ = sin . A CB , somit sin . A 'CB'
positiv , wie sin . ACß . Es haben also die Sinus zweyer
Vertikalwinkel einerley Zeichen . Sind mithin zwey Si¬
nus der absoluten Grösse nach einander gleich , in den
Zeichen aber verschieden , so sind die ihnen zugehörigen
Winkel nicht Vertikalwinkel .

Von einem innerhalb eines gegebenen Winkels GBA
gegebenen Punkt O eine gerade Linie zu ziehen , welche
den einen Schenkel und die Verlängerung des anderen so
schneide , dass das Bechteck aus den Segmenten , welche
zwischen diesen Durchschnittspunkten und der Spitze des

Zusatz 5 .

Da AA ' ] ' = A ' C . CB ’. sin . A ' CB'

Aufgabe XXI . ( Fig . 21 .)

Winkels liegen , dem Quadrate der gegebenen geraden
Linie q gleich sey .
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Geometrische Behandlung .

r Analysis .
Es sey Ox die gesuchte Linie , also LB . Bx «= q a , so

ist , wenn OA der Linie BG parallel gezogen , und
DA . BE = q a gemacht wil d ,

LB . Bx = OA . BE

also OA : LB ) z= xB : BE
Ax :xBj

folglich AB : Bx = xE :EB

mithin Bx . xE = AB . BE .
Da AB , BE gegeben sind , so ist Bx .xE , und weil

Bx — xE = BE ist , auch Bx , somit die Linie Ox der Lage nach
gegeben .

Corstviiction .
Man ziehe die geraden Linien GO , OA den Linien

AB , BG parallel , nehme HB = BK = q , ziehe die , die
■verlängerte AB in E schneidende , Linie KE der ge¬
raden Linie GH parallel , beschreibe über AE einen
Halbkreis , welcher von dem auf AB aufgerichteten Per¬
pendikel BM in M geschnitten werde , halbire BE in F ,
ziehe die gerade Linie FM , und beschreibe aus F als
Mittelpunkt einen Kreis mit einem Radius = FM , wel¬
cher der verlängerten BE in x begegne , und ziehe die ,
die Linie BG in L schneidende , gerade Linie Ox , so ist dieselbe
die verlangte .

Beweis .
Es ist Bx .xE •.= BM *

= AB . BE

also AB :Bx =

folglich Ax :xBj =
OA : BL )

xE . EB
*

xB : BE
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mithin LB . Bx =s= OA .BF

= GB .BE
= HB . BK.
= q * .

Zusatz .
, FM |

Nimmt man auch Fx == F M , so liegt , weil ,>< FA ,Fx i
der Punkt x zwischen den Punkten A , B , also schnei¬
det die gerade Linie Ox' in ihrer Verlängerung die Ver¬
längerung von GB in einem Punkte L .

Auch ist Bx’.x ' E = tAB .BE

folglich Aß : Bx' = x 'E :EB

mithin Ax ’: x ' Bl = x ' B : BE
OA : BL ' )

somit L ' B .Bx' = OA .BE
=

demnach ist eine zweite Linie Ox’ mit der gegebenen Ei¬
genschaft gefunden .

Algebraische Auflösung .
Es sey Bx = x , so ist

x (x — BE ) ) = AB .BE
x a — x . BEj = c . BE , wenn AB = c ge¬

setzt wird ;

folglich x s — x . BE + J BE 2 = JBE 1 + c . BE

mithin x = § BEj ^ y' d BE 2 -4- c .BE )

demnach hat
positiv , der

x zwey
andere

_ il ^ r - 3l + e . 2 ! ) ,
2 b v 4 ^ b '

in GB = OA = b gesetzt wird ;
lie Werthe , wovon der eine
st , und jener die Linie Bx ,
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dieser die Linie Bx' bezeichnet , von welchen die eine der an¬
deren gerade entgegengesetzt ist .

Zusatz .

Da sowohl ALBx , als AL ' Bx' = q ? , so unterscheidet die
Algebra Dreiecke , welche , wie diese , in Vertikalwinkeln
liegen , nicht durch die Zeichen H- .

Aufgabe XXII . ( Fig . 22 . )
Ein Dreieck zu beschreiben , dessen Winkel und Flä¬

chenraum gegeben seyen .
Algebraische Auflösun g .

Es sey ABC das gesuchte Dreick , so ist
CA : AB = sin B : sin .C
AB : BD = i : sin . A

also AC : BDj = sin . B :sin . A .sfn . C
AC 2 : AC . BD |

folglich AC 2 : | AC . BD — 2 sin . B : sin . A .sin . C .
Setzt man AC = x , und soll der FlUcheiiraum dem

Quadrate der gegebenen geraden Linie q gleich werden ,
so ist x 2 :q 2 =r2 sin . B : sin , A .sin . C

q 2 .2 sin . Bmithin x 2 = — , . -sin . A .sin . C

, -+- asin . B ^
also x - - 7— :— r , )n sin . A .sin .

2 (T̂Der Werth von BD , welcher = —L ,AC
« „ 1

wird =
C 2sin . B \1- 7- :- 77 )sin . A . sin t /

Csin . A . sin .C- -- - -
2 sin . B

, / 2 sin . A .sin . C \
) ■

)

sin . ß
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Geometrische Behandlung .

Analysis .

Es sey ABC das gesuchte Dreieck , BD perpendi¬

kulär aufAC , AQ # BD , AQ = 2q , QE # AC . Durch

den Durchschnitt E der Linien QE , E A sey EF ^ BC

gezogen , auch EG perpendikulär auf AF gefällt . So
ist CA : AB = FA . AE

AB . BD = AE . EG

also AC : I1D » = AF : EG

AC 2 : AC . BD »

folglich AC 1 :
i\ L . üJJ

= q . AF : q 2

mithin AC 2 = q . AF

somit q : AC = CA : AF .

Da q gegeben ist , uud AF gefunden werden kann ,

so lässt sich AC und das ganze Dreieck ABC finden .

Construction .

Man mache FAE = dem einen der gegebenen Win¬

kel , richte in A ein Perpendikel AQ = aq auf , ziehe

der Linie AF die Linie QE parallel , welche der Linie

AE in E begegne , lege in E an AE den Winkel AEF

dem zweiten der gegebenen Winkel gleich , bezeichne mit

F den Durchschnitt der Linien AF , FE , verlängere QA

um AH = • Ab , halbire QA in L , beschreibe über LH ,

als Durchmessern , einen Kreis , welcher die Linie AF in

C schneide , und ziehe CB ^ EF , so ist ABC das verlang¬
te Dreieck .
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Bewei s .

Es ist LA ) : AC = CA . jAH
q » ( AF

also AC 3 = tf . AF

folglich AC 3 : q 3 = q .AF : q 3
= AF : l q

I AL

| JAQ
' 4 EG ,

= AC ; §BD
= AC 2 : ( J AC . BD

( AABC

mithin AABC = q 3 .
Zusatz i .

Zieht mau durch den zweiten Durchschnitt C des
Kreises mit der I .inie FA eine gerade Linie C ' B’ mit EF
parallel , und verlängert EA bis zum Durchschnitt mit
derselben in B ' , so ist auch

LA : AC ' = C ’A : l AH
( AF

also AC ' 3 = LA . AF
= q .AF

folglich AC ’3 : q 3 — q .AF ; q 3
= AF : i q

1 \ EG
= AC ' : | B ’D ’ , wenn B ' D ’A

= B ;
= AC ' 3 : U AC ' . B IV

I A A B ' C '

%

wenn EGF

- R ;
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[ mithin A A B ' C ' = q 3 .

Zusatz 2 .

Das Dreieck A B ' C ’, welches um den Verticalwinkel

des Winkels BAC liegt , ist nicht in einem solchen Ge¬

gensätze zu dein Dreiecke ABC , wie ihn die Algebra durch

die Zeichen -i- ausdriiekt .

Zusatz 3 ,

Die Geometrie construirt zwey gleiche , in entgegen¬

gesetzter Richtung hegende , Grundlinien , gleichwie die

Algebra zwey absolut gleiche , mit entgegengesetzten Zei¬

chen versehene Werthe für dieselben angiebt .

Zusatz 4 -

Da die Algebra auch für CB zwey einander gleiche ,

..mit entgegengesetzten Zeichen versehene , Werthe angiebt ,

und die Geometrie die geraden Linien CB , C ' B ' , welche

einander parallel sind , construirt , so unterscheidet die

Algebra zwey einander gleiche , auf verschiedenen Seiten

einer geraden Linie liegende , einander parallele , gerade
Linien durch die Zeichen -t- .

Zusatz 5 .

Dasselbe gilt von den beiden Perpendikeln BD , B 'D ’,

welche die Algebra durch h - unterscheidet .

Zusatz 6 .

Da AC . C B . sin . ACB = q 2 , gleichwie AC . CB .sin . ACB

= q ^, so hat sin ' . A C B ' das Zeichen ■+ • , wie sin . ACB .

Die Winkel ACB ’ und ACB , welche Wechselwinkel

zwischen parallelen geraden Linien sind , sind also nicht

solche , deren Sinus die Algebra mit entgegengesetzten
Zeichen versieht .
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Aufgabe XXIII . ( Fig . a3 .)
I

Von einem Punkte C der Peripherie eines gegebenen

Kreises ein Perpendikel CB auf den gegebenen Diameter

GH zu fällen , dass das Rechteck aus diesem Perpendi¬

kel und dem zwischen demselben und dem Mittelpunkte

A gelegenen Segmente des Diameters dem Quadrate der

gegebenen geraden Linie q gleich sev .

Geometrische Behandlung .

A n a 1 y s i s .

Es sey C der gesuchte Punkt ; so ist , wenn das Per¬

pendikel BO auf AC gefällt wird ,
AC . BO = AB . BC

=

also AC : q ' = q : BO ;

folglich ist BO der Grösse nach , somit das Dreieck ABC

der Art und Grösse , mithin auch AB der Grösse nach ,

also der Punkt B , so wie der Punkt C gegeben .

Construction .

Man errichte auf GH in dem Punkte A ein Perpen¬

dikel , nehme KA = AP = qziehe die gerade Linie

GK , mache PL ^ GK , bezeichne den Durchschnitt der

Linie PL und der Verlängerung von AK . mit L , lege

durch L die Linie LN ^ j: GH , beschreibe über AG als

Durchmessern einen Kreis , welcher die Linie LN in M

erreiche , ziehe die gerade Linie AM , mache AB = AM ,

und errichte in B ein Perpendikel auf AB , so ist der

Durchschnitt desselben mit dem Kreise der gesuchte Punkt .
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Determination . .

Damit der Kreis über AG der Linie LN begegne ,
muss

AL \ AG seyn

also PA : AL ) — iPDi : \ AG

GA . | AKj | > 1 J

folglich | AG 2 ^ q a

mithin AG 2 i q 2 .

Beweis .

Es ist AG 2 > 2 q *

also | AG 2 > q 2

folglich AG : qf — q : | AG

q : Ali >

mithin AL = JAG ;
< 3

demnach berührt , oder schneidet der Kreis die Linie LN

in einem Punkt M .

Ferner ist CA = AG , BA = AM

also CB == GM

folglich Cß . BA = GM . MA

= GA . AL

= KA . AP

= <f '

Zusatz t .

Macht mau auch B ’A = AM , und errichtet in B '
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93

ein den Kreis in C ' schneidendes Perpendikel auf GII , so

ist auch C ’ ein Punkt mit der gegebenen Eigenschaft .

Zusatz 2 .

Ist der Punkt M ein Berührungspunkt , so giebt es

die angegebenen beiden Punkte C , C ' mit den ge¬

gebenen Eigenschaften . Ist der Punkt M ein Durch -

schnittspunkt , so bestimmt der zweite Durchschnitt N

noch zwey andere Punkte mit der gegebenen Eigenschaft ,
wie von selbst erhellet .

Algebraische Darstellung .

Setzt man AB = x , BC = y , AII = r , so ist

x 2 + y 2 = r 2 , xy = q 3

folglich x 2 -+- 2xy + y 2 = r 2 + 2q 2 , x 2 - 2 xy + yl ^ r , - 2q *

also x -i- y = i i / ( r 2 + 2fj s ) . x - y = ^

mithin x = flf a - » q a )
2

_ j : y/' (r 2 -<- 2 q 2 ) ~Z \/ (r a - 2 q 2 )
2

Es haben also x , y vier Werthe

^ ^ V/ ( r 2 4 - 2 q 2 ) - i- i / fr 2 — 2 ([ J )
2

x __ V (r 2 + 2 q 2 ) — V (r 2 — 2 q 2)

/ ( P + jq 1 ) — \/ (r 2 — 2 q 2 )

l/ ( r 2 + 2 q 2 ) -t- V fr 2 2 q 2

y = + l ' O ^ + a q 2 ) — V (r 2 — 2 g 2 )2

__ / ( r J + 2q J ) + y (r 3 - 2q 2 )
2
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(/ ( r * + 2 ( [J ) + V (r 2 — 2 q 2 )
2

l / ( r a + aq ä ) — l/ (r 2 - 2 q 2 )
2 *

von welchen die Werthe von x ohne Zweifel nichts an¬

deres bezeichnen , als in der Ordnung die Linien AB " , AB ,

AB ' " , AB ' , die Werthe von y die Linien B " C " , BC ,

B ' C ' .

Zusatz .

Wenn man aus der zweiten Gleichung den Werth

von y er genommen , und x 2 + — = r J gesetzt hätte ,x x 1

so wäre x 4 + q 4 = r * x 2 gefunden worden ,

also x 4— r 2 x 2 = q 4

folglich x 4 — r 3 x 2 + | r 4 = J r 4— q 4

mithin x 2 = j r 2 ^ \/ g r 4 - q 4)

somit x = ±V ^ ( | r 2 ± - j/ (| r 4- q 4) ) .

Es hätte demnach x ebenfalls vier verschiedene Wer¬

the erhalten , welche mit den oben gefundenen einerley

sind . Und sämmtliche lösen die Aufgabe in dem Sinne

ihrer Aussage auf .

Aufgabe XXIV , ( Fig . a . b . )

Von einem gegebenen Punkte O durch zwey gegebe •

ne , einander in F schneidende , gerade Linien AB , CD

eine gerade Linie OxL zu ziehen , dass das Rechteck aus

dem Segmente bx und dem , zwischen dem Punkte L und

dem aul der Verlängerung von DF gegebenen Punkte G
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gelegenen , Segmente 'IGL dem Quadrate der gegebenen ge¬
raden Linie q gleich sey .

Geometrische B | eha n d 1 un g .
Analysis .

Es sey OL die gesuchte Linie , so ist , wenn Oll
der Linie AB parallel gezogen , und Oll . GE •= - q a ge¬
macht wird , OH -GE — Fx . GL

also OH : Fxl = LG : GE
IIL :LF 1

folglich 11F . FL = LE : EG

mithin FL . LE * HF .EG .
Da HF , EG gegebene Linien sind , so ist das Recht¬

eck FL .LE der Grösse nach , und weil FL + LE = FE ge¬
geben ist , die Lime FL , der Punkt L , und die gerade
Linie OL gegeben .

Construction .

Man mache OP ^j: FC , GP ^jiAB , QG — GT = q , ziehe
die I inie QE der geraden Linie PT parallel , beschreibe
über FE einen Halbkreis , richte auf GH die Perpendi¬
kel NF , EM auf , nehme NF ^ FH , ME = EG , ziehe
die gerade Linie MN , welche dem Halbkreise inR begeg¬
ne , lasse auf FG das Perpendikel RL herab , und ziehe
die gerade Linie OL , so ist dieselbe die verlangte .

Determination .

Damit MN dem Halbkreise begegne , muss

EM .FNp if 'E * seyn ,
EG . FH I <

also 4EG .FH = FE 2
<
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folglich o ( FG 2 — 2FG . GE + EG 2 — 4 F -G . FH

< Jfg * — 2 EG ( FG + 2FH ) + EG 2

inith . (FG + 2HF )2 } FG 3- 2EG (FG42FIIJ -f EG 3+ (FG | 2FH )J

FG 2 + 4 GF . FH + > <

4HF 2 )

somit 4 FH . IIG — 2 EG ( FG + 2 FII ) - t - EG 2 + tFG -i- 2FH ) 1.

Da das Aggregat der Glieder , welche rechts vom

Zeichen der Gleichheit liegen , sowohl = ( EG - ( FG -t-2FH )) J ,

als = ( ( FG -+- 2 FH ) — EG ist , so muss entweder

2 v (FH . HG ) = EG — (FG + 2FH ) , oder

2i / ( FH . HG ) ~ ( FG + 2FH ) — EG seyn ,

also entweder FG + 2 FH + 2 i/ ( F’ H . HG ) ~ EG ,

oder EG “ FG + 2FH — 21 / (FH . HG )

folgl . entweder ( FG + 2 FH + 21 / ( FH . HG ) OH ) ! = iEG . OH

/(gh + hf + 2 (/ ( gh . hf ) ohJ < | eg . gp

jQG . GT(
oder EG . OIIj = 1( FG + 2FH — 2 j/ cFH . HG ) ) 0 H

EG . GP j < t ( GH + HF - 2 V ( GH . HF ) ) OH

QG . GTj
q 2 '

Oder es ist 2 i/ .(FII . HG ) = l 2 L( EG — ( FG + 2FH ))1

• < J± (EG - (GH + HF ) )2

also entweder GII - i- HF + 2i / ( GH . HF ) ^ : EG



Aufgabe XXIV . ,

folglich 0H ( GH -f- IIF + 2v / (GH . HF ) ) ~ fEG . OH

< | eg . gp

JQG . GF

* q 3

Loder EG = GH + HF — 2 ^ ( GII . PIF )

mithin EG . OHJ ~ OH ( GH + HF - 2 t/ (GH . HF )> .
q * <

Jenes ist die Determination für den Fall , . dass der

Punkt L zwischen G , F , dieses fiir den Fall , dass der¬

selbe auf der Verlängerung von GH liege . Beide De¬

terminationen fuhren auf die Bedingung , dass 4GII . HF ~

EG 2 — 2 EG ( FG - i- 2 FH ) + (FG + 2 FH ) j werde , und finden

durch das doppelte Zeichen + vor der Wurzelgrosse

( EG — ( FG + 2 FH )) ihre Erledigung .

Beweis ,

Es ist fiir den einen Fall

OH (GH -t- IIF + 2 t / (GH .FH )) ~ / q » ' '

< ! qg . gf
1EG . GP

IEG . OH

also GH + HF + 7V ( GIUIF ) = EG

folglich 2 i/ ( GIJ . HF ) IEG — ( GH + HF )

< tEG — ( FG + aFlI )

mithin 4GH . HF ^ EG2 - 2EG ( FG + 2FHJ + (EG + 2FH ) * .

Fiir den anderen Fall ist q J } ~ OH (GII + HF - 2 »/ (GH . HF ))
EG . OHl <

1
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also EG = GH + IIF - 3 ^ ( GH . HF )

folglich 2 i/ fGII . IIF 33 WGH + IIF ) — EG } «

< 1FG + 2 FII - EG (

mithin 4GH . HF = ( FG + 2FH ) a — 2 EG (FG + 2 FH ) + EGa

demnach in beiden Fällen

FG »4 GF . FfI + 4FIP = FG * aEG (FG + aFH ; + EG *+ (FG .>aFH )*

( FGt - 2HF ) i p

somit o = ( FG3 - 2EG ( FG + 2FII ) + EG 3

< 1 FG 3 — 2FG . GE + EG 3 - 4 FH .EG

also 4 FH . EG ^ FE 3<

folglich FII , EG 1~ 3 FE * ;

em . fjnH

mithin erreicht die Linie MN den Halbkreis in einem

Funkte R , so dass

FL . LE = EM . FN ( S . die Bücher des

Apollonius von Per -

ga de sectione

r a t i o n i s , frey be¬
arbeitet von Diester -

Weg , Berlin 1824 «

p . i . )

= FII .EG

demnach HF . FL = LE : EG

also HL : LFf = LG . GE

OIHFxi
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folglich Fx .LG = OII .GE
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Es erhellet von selbst , dass es in beiden Füllen ei¬
ne einzige , oder eine zweite Linie mit der gegebenen Ei¬
genschaft giebt , je nachdem die Linie MN berührt , oder
schneidet .

Algebr . Auflösung .

Es muss nach Obigem der Punkt L so bestimmt
Werden , dass FL . LE = HF . EG wird . Setzt man FL ^ x *
also LE = FE — x , so muss seyn

x ( FE — x ) = HF . EG

also x 5 - FE .x + iFE J = TEE 2 - HF . EG

folglich x = | FE + _r/ ( -jFE 3 — HF .EG )
= | (FG - GE ) ± ^ ( i (FG - GE ) 3 - I1F . EG )

mithin x = ± E ( KEG .OIl - q 2 )MIK . <) il . g ?)
OH

Zusatz i .

Es hat x zwey , einander gleiche , oder ungleiche , reelle'
positive Werlhe , wenn

£ (FG .OII — q 2 )2 = FH . IIO . q 2

also FG 2 .OH 2 - 2 FG .OH . rj 2 + q 4 = 4FH . IIO .q 2

folglich q ^ - 2 ( FG -+- 2 FH ) OH .<12 1 ;
q « - 2 (GlI + HF ) 0H . q 2 f '

- FG 2 . OH 2

.1 :
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somit q 4 - 2 ( GII -fHF )OH .q 3 +
( GH + HF ) 3 . OH 2 =1 /' ( FG + 2FtI ) OH 3 - FG 9 . OH *

> I (FG 3+4GF .F JJ + 4 F IPjOH *.
/ FG a . OH 9

| 4 (GF4 - FII ) FH . OH *

( 4 GH . HB ’. OH 3

demnach entweder q 9- ( GII + IIFjOH ^ i \f ( GH . HF ) HO

also q 3 = ( GH . HFh - 2 V (GH . HF ) )OH

oder ( GH + HF ) OH — q 3 = 2 OHi / ( GH . HF )

also q 3 = ( GH -t- HF — 2v/ ( GH . HF ) ) 0H .
Daraus erhellet , dass , weil die beiden oben angedeu¬

teten Fälle ihre Determination in demselben Ausdrucke
liegen haben , der doppelte Werth jener Wurzel von
q 4 — 2 ( GH + HFJOH . q 3 -1- ( GH -+- HF ) 3 OH 3 eine reelle
Bedeutung habe .

Zusatz 2 .

Die Geometrie legt wieder die Linien , welche die
Algebra mit dem Zeichen ( + ) behaftet , von F aus in
dieselbe Richtung

Aufgabe XXV . ( Fig . 25 . ) .

Ein Dreieck auf einer Grundlinie = der gegebenen
geraden Linie a zu beschreiben , in welchem die Radien
der um und in dasselbe zu beschreibenden Kreise den ge¬
gebenen geraden Linien R , r gleich seyen .

Analysis .
Es sey ABC das gesuchte Dreieck , so ist , wenn BC

als der Lage nach gegeben angenommen wird , der um
dasselbe zu beschreibende Kreis der Lage und Grösse nach
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gegeben . Zieht man die , die Spitze A und den Mittel¬
punkt D des in das Dreieck beschriebenen Kreises ver¬
bindende , gerade Linie AD , so istBAD = DAG , oder , wenn
die Verlängerung von AD den grösseren Kreis in G schnei¬

det , BAG * = GAC , also arc . BG ■= arc . GC , mithin der

Funkt G , somit die gerade Linie BG gegeben . ,
Ferner ist GBD =3 GBC + CBD

« fGACl + DBA

IdabI

= GDB

also BG = GD ;

mithin liegt der Punkt D auf dem Umfange eines gegebe¬
nen Kreises .

Fällt man von D auf BC das Perpendikel DL , so ist

LL = r , folglich liegt der Punkt D auch auf einer , der

Linie BC in einer Entfernung = r parallel gezogenen ,

geraden Linie , mithin ist er gegeben , somit die von dem

Punkte B an den aus D als Mittelpunkte mit einem Ra¬

dius = r beschriebenen Kreis gelegte Tangente , also auch

der Durchschnitt derselben mit der Verlängerung der Li¬

nie GD , folglich das Dreieck ABC gegeben .

Con straction .

Man mache BC = a , beschreibe um BC als Sehne '

einen Kreis , dessen Radius =3 R , halbire dessen Bogen

BGC in G , ziehe die gerade Linie GB , beschreibe aus .

G als Mittelpunkte einen Kreis mit einem Radius = ■ GB ,

halbire BC in F , ziehe die gerade Linie GF , nehme aut

der Verlängerung derselben KF = r , ziehe der ’ Linie BC

die Linie KD parallel , welche dem Kreise , , dessen Mit¬

telpunkt G ist , in D begegne , beschreibe aus D als Mit¬

telpunkt einen Kreis mit einem Radius = r , lege an den¬

selben die Tangente BA , welcher die gerade Linie GD ia
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ihrer Verlängerung in A begegne , und ziehe die gerade

Linie AC , so ist AABC das gesuchte .

Determination .

Damit die Linie KD den Kreis erreiche , dessen

Mittelpunkt G ist , muss , wenn die verlängerte GF dem

Bogen BI1C in H begegnet ,

r “5

mithin 4R 2 r 2 - Rra 2 - j- t Is a 4 -t- 4Rr 3 - i$a 2 ^ 2 + r 4 + a a r 2 ' ,* R 2•4 1,

somit — Rra 3 + , I8 a44 - 4Rr 3 + | a I r 3 + r ‘» = o

HG — GF

BG - GF

also r + GF BG
<

BG »

BF 3 + FG 3
folglich r 5 *t - 2 r . GF + GFa

inithin r 2 -»- 2 r . GF ““ IßF 3

c I a 2 — r 3
somit GF * — 4

demnach R — 5 - — OF
2r <

also { R '

folglich
V 2 r

I n®+ 5 a -
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demnach ^ a '* 4 - | a 3 r 3 + r 4 ^ Rr ( a 3 — 4r a )

a ^®° r ( a 2 — 4r 2 ) f ^

4r ( | a 3 — r 2 ) |

( | a a - Hr a p |
4r ( Ja s — » a ) j

Beweis .

Es iS * - R
4r ( ? a a — r 2 ) <

also ^

^ 2 Rr — Ja a -t- r a \ 2 IR 2 — Ja 3
~ J < lOF 2

io .3

2r

4a * — r * —

folglich R - — — <
OF

mithin R — OF j __ Ja 2 — r 3F i < _ 2 r ’GF

somit ar . GF 4a a — r a
<

demnach r 2 + 2 r . GF ^ J a 2
BF a

also r 2 + 2 i-GF -+- GF 2 - JBF ^ FG 3

< ) BG 2

folglich r -t- GF ^ BG
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mithin r f — IBG — GF

FK ^ J FH ;

demnach erreicht die Linie DK den Kreis , dessen Mit¬

telpunkt G ist .

Auch ist DG = GB

also GBD ( = 1 GDB

CBD + CBGl IGAB - hABD

folglich CBG / = DAB ;

bcgS

mithin liegt der Punkt A auf dem Umfange des Kreises

BGC . Demnach ist GAC = GBC = DAß , also ist AC

eine Tangente des Kreises NLM , folglich hat ABC die

gegebenen Eigenschaften .

Zusatz r .

Es erhellet von selbst , dass es im Fall der Berührung

des Kreises , dessen Mittelpunkt G ist , durch die gerade

Linie KD , ein einziges , im Fall des Durchschnittes ein

zweites , durch den zweiten Durchschnitt D " bestimmtes ,

Dreieck mit den gegebenen Eigenschaften giebt .

Zusatz a .

Macht man auch KF = r , zieht die den Kreis , des¬

sen Mittelpunkt G ist , in D ’ schneidende Linie KD ' der

Linie BC parallel , fällt auf BC das Perpendikel DL ' , be¬

schreibt einen Kreis , welcher D zum Mittelpunkte , und

D L zum Radius hat , legt an denselben die Tangente

BM , welche von der Linie GD ’ in A ' geschnitten werde ,
so ist GBD ' 1 = 1 GDB
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folgl . CBD ' + f A ' BD ' l — GA ' Bl ^ CBG

] dbl ' ( / Jbcg
( ABC ) >

jR - GA ’B I

B A ' D ' J

mithin B A ' D ’s - BA ' Gl = BCG + BA ' G ;
2 R \

demnach liegt der Punkt A ' auf dem Umfange des Kreises

BAC , also ist GA ' Cf = \ GBC

NA D \ ^ B A ’D , folglich berührt die

Linie CA ' den Kreis , dessen Mittelpunkt D ' ist . Da er

auch von CB in L ' berührt wird , so ist AB A ' C ein auf

der gegebenen Grundlinie BC beschriebenes Dreieck , wel¬

ches in den Kreis BGC , dessen Radius = R ist , beschrie¬

ben ist , und von dem Kreise , dessen Radius = r ist ,

auswendig berührt wird .

Zusatz 3 .

Es erhellet von selbst , dass der zweite Durchschnitt

D ' der Linie K ’D ’ mit dein Kreise , dessen Mittelpunkt

G ist , ein zweites Dreieck mit den gegebenen Eigenschaf¬
ten bestimmt ,

Zusatz 4 .

Sucht man die Determination für diesen Fall , so

muss , damit die Linie K ' D ’ dem Kreise , dessen Mittel¬

punkt in G ist , begegne ,

FK i ~ ' / FH ' . 1 seyn , wenn

r ^ ) FG -t- GH ’ > 11 ' den End -

( BG -t- GF / punkt der
Sehne IlGIl '

bezeichnet ;
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also r — GF ßG

folglich r 3 — 2 i .GF + GF 3 = f LG 3
CBF 3 + FG 3

mithin r 3 — 2 r .GF ( BF 3
< U a3

somit
< s | GO — OF

_ ,,a _ i a s
demnach OF - R - - —

< 2 1'

also OF 3 ! < ( R
R 2 — Ja 3 *

a 3)3

folglich R 3 < R 3
( r 2_ i a 5p

a 3 ) + — 7V L + ^ 1
4 1’1

mithin | a 3 ) 3 ,
4 >'J Ja

2

somit 4 Ri ' 3 — Ria 3 y ^ ! ( r 2 - Ja ) 3 + a 3 r 3
R ( 4 , lS _ a 2 ) r > < 1 U' 3 + Ja 2 )»

4Br ( r 2 — Ja 3 )

demnach R =» M ' 2 + Ja 3 ) 3
< 4 1' (1' 3 — i a 2)

Zusatz 5 .

Ist r 2 > Ja 3 , so muss , damit der letzte Duvch -
— ( r 3 -i- ‘ a 3 } 3

schnitt statt finde , R '̂ -- 4 ' ■ seyn . Alsdann aber
< 4i \ r 3 - Ja 3 j
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; ( i' , + l aJ )
ist zugleich R < (T ^ TZ7j2 » mitl , in ist ’ WGil 47(| ^

. . , n ( r 2 + ia a ) a
negativ wird , R < - —

0 4 r ( i a — 1 )
; demnach findet die Be -

dingung der ersten Auflösung , dass R 2
^ Cr ’ + ^ a 2 ) 2 nicht
> 4 r ( Ja 2 - r 2 )

statt , d . h . diese Auflösung findet nicht statt . Ist dagegen

. „ ( r 2 + Ja 2 ) 2
so ist R < - ■—- — -r ~r : . also findet die zweite

caI <\ 5 ri
> r j 4 >'( ‘' 2 - Ja 2 ) ’

Auflösung statt . Damit die erste statt habe , muss nun -

( r a + £a 2 ) 3
mehr R seyn . Es können also in diesem

> 4 r (£- a 2 - r 2 )

Falle beide Auflösungen zugleich statt haben , oder nur die

eine . Desshalb bi tte man in dem Beweise der Aufgabe ,

als man dahin gekommen war , dass r a + 2r . GF 4GF a < BG 2

sey , auch folgern sollen , dass — r — GF ~ BG sey , oder

da — r nichts anderes ist , als KT , weil KF = + r ge¬

setzt wurde , dass KF — GF — BG scy ,

• t also KF = IBG + GF

< t FH ' ;

folglich K ' F ’ den Umfang des Kreises , welcher D zum

Mittelpunkte hat , erreiche , u . s . w . Es ist mithin auch

In Füllen , wie der vorliegende , das negative Zeichen vor

der Wurzclgrösse durchaus nicht ohne Bedeutung , und
nicht unbrauchbar .

Zusatz 6 .

Wenn ein Dreieck ABC in dem grösseren Kreise , und

Uta den kleineren liegt , so ist nach Obigem
BG = GD
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also BG 3 1 = 1 GD 3

jji -' 3 + t ’G2j IGK 3 + KD a

*= (GF t FK ) J + DO * - i OK »

l (KF -FO )*

=zxGFH aGF .FR + RFi + DOJ -

KF * f aKF . FO - F ( F >

folglich BF 3 - t- F0 2 l = 2 FR ( GF + FO ) + DQ »
BOJ I = aFK . GO + DO 5

mithin BO 5 — aFK . GOl = DO® .

R 3 - 2 R . rJ

Zusatz 7 .

Wenn ein Dreieck A ' B C in einen Kreis AGC be¬

schrieben ist , und von einem anderen Kreise B M ’N ' aus¬

wendig berührt wird , so ist
GBD '*= CBD ’— GBC

=b aR — ( CBA 1 - fGA ' C

| dbl ' | ) d ' an '
( DBA ' ) ( DAß

= A ' D ' B

= GD ' B

also BG = GD '

folglich BG 5 1 = 1 GD ’5

RF 3 -*- FG a J ( GK ' 3 - t- K ' D ' a

= ( GF - FK ' ) 5 + D ' 0 3 - j OK ' 3

{ (K ' F + FOP
= GF a - 2GF . FK + K 'F 3 + D ' 0 3

- K ' F 3 - aK F . FO - OF 5

mithin BF 2 + FQ 3 i = D0 2 — , 2 FK ' ( GF + FQ )

BQ 3 » I aFK ' . GO
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somit B0 2 + aFK ' . G0 ) = D ' O 2 .

R -t - aRr J

» 09

Aufgabe XXVI . ( Fig . 26 . )

Ein rechtwinkliges Dreieck zu beschreiben , dessen

Seilen geometrisch proportionirt seyen , und worin eine

Seile der gegebenen geraden Linie a gleich sey .

Algebraische Auflösung .

Es sey die Hypotenuse e= a , die kleinere Kajjieto

= x , die grössere = y , so muss seyn 1

a -T = y ; x

also ax = y 2
= a * — x *

folglich \ * -i- ax = a 3

mithin x ' - t- ax - t- J a 2 e= ^ a 2 .

somit x ■= — §aj ^ t / ( £a 2 )

= I a ( — 1 q : k 5 ) .

Zusatz ,

Es hat x zwey Wertlic , wovon der eine positiv , der

andere negativ ist , der positive Werth kleiner , der ne¬

gative aber , der absoluten Grösse nach , grösser , als a ist .

Geometrische Behandlung .

A n a 1 v s i s .

Es sey ABC das gesuchte rechtwinklige Dreieck , seine Hy -

potenuse = a , also Cß : BA = BA : AC

so ist AC .CB = BA 3

= BC 2 — CA 2
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mithin AC . CB + CA 3 1— BC 3 .

AC ( BC + CA ) > = a 3

AC ( a + AC ) )

Da a gegeben ist , so ist AC , somit AAI ) T. gegcljcn .

Construction .

Man nehme BC = der gegebenen geraden Linie a ,

halbire sic in D , richte auf ihr das Perpendikel CE auf ,

mache EC = CB , ziehe die gerade Linie DE , beschreibe

aus D als Mittelpunkte einen Kreis mit einem Radius = DE ,

welcher der verlängerten EC in F begegne , beschreibe

über BC einen Halbkreis , lege in denselben die Sehne

AC = CF , und ziehe die gerade Linie BA , so ist ABC das

gesuchte Dreieck .
Beweis .

Es ist BF . FC J = CE 3

lBC -t- CF ) FC >= CB 3

( BC -t- CA ) AC )

also BC . CA = BC 3 — CA *

= BA 3

folglich QBLBA = BA : AC 3 ;
a >

mithin ist ein rechtwinkliges Dreieck gefunden , worin

die Hypotenuse = a ist , und die Seiten geometrisch pro -

portionirt sind .
Zusatz i .

Macht man CB = CB , errichtet in B ' ein Perpendikel

C ' A ' auf CB ' , legt in den Winkel CB ' A ' die gerade Li¬

nie CA ’ = CF , wenn F ' den anderen Durchschnitt des Krei¬

ses , welcher D zum Mittelpunkte hat , mit der verlängerten

CB bezeichnet ,

'fe -
V-
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so ist BF . FC JCE 3
( FC — CB ) Fc ( 1 CB 4 '

( A ' C — CB ) A ' C )

also A ' C 2 — CB >2 1 = A’C . CB '
A ' B ' 2 f

folglich CB ' : B ' A ' = B ' A ' : A ’C .
Mithin ist ein rechtwinkoligcs Dreieck A ' B ' C gefun¬

den , in welchem die Seiten geometrisch proportionirt sind ,
und eine Kathete = a ist .

Zusatz 2 .

Da CB : BA = BA : AC

so ist auch CB 2 : I BA 2 J = I BA 2 : AC 2
l CB . BG » \ CB .BG : BC . CG , wenh man

AG perpen¬
dikulär auf

BC zieht ;
also CB . BG = BG . GC

folglich ML :LK = LK :KM , wenn BL die Ver -
v längcrung von AB

ist , FL ^jrAC , LM
# BC gezogen , u .
AB , AG bis zum
Durchschnitte mit
LM in M und K

' verlängert werdeu ;

mithin LK’ = KM . ML .

Ehen so ist CA ' : A B ' = A ' B ' : B 'C , wenn B ' IIA '
= B ;
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also CA ' 2 : t A ' ß ' 2 { = 1 AB ' 2 : B 'C 3
1 CA ' . A ' H i ICA ' . A' ILA ' C . CII

folglich CA ’ : AH = AH : HC

mithin A ' H 2 = HC . CA ' .
Da ML = CF = CA ' , so ist A ' H = LK

somit KM = CH

demnach A ^ LM ^ A A ' B 'C

also A ' CB '2 = AML

= ACB ,
folglich CA' die Verlängcrug von CA .

Zusatz 3 .
Der positive Werth von x = J a ( — i + j/ 5 ) bezeichnet

die gerade Linie CF , der negative die ihr gerade entge¬
gengesetzt liegende CF ’ , und es bestimmt diese , wie je¬
ne , ein Dreieck , mit den gegebenen Eigenschaften , ganz
und gar in dem Sinne der Aufgabe .

Zusatz 4 .
Wäre die algebraische Rechnung zuerst für das Drei¬

eck A ’B 'C' geführt worden , in welchem die Kathete B’C
= a gesetzt , CA ' mit \ , A' B ' mit y bezeichnet sey , so
hätte gesetzt werden müssen

x :y -■= y ;a

- also ax = y 3
= x 2 — a 3

folglich a 2 = x 2 — ax

mithin | a 2 = ( x — Ja ) 2

somit x = 4 a + | / ( | a 2 )
— — F5 ) ;
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und der positive Werth von diesem x wäre dem negativen

des oben gefundenen , der negative dem positiven des oben ge¬

fundenen , der absoluten Grösse nach , gleich geworden .

In einen gegebenen Kreis ein regelmässiges Zehneck
zu beschreiben .

Es sey BD eine Seite des gesuchten Zehnecks , so

wäre , wenn die Radien BA , AD gezogen werden ,

also ABD = fR = ADB

folglich BDC = | R = CDA = CAD , wenn der

somit AB : jBD ' = DBl : BC
( AC = ACf

demnach AC * = AB . BC

also die Linie fACl gegeben ( El . II , r i . )

( BDl

C o n s t r u c t i o n . '

Man ziehe den Diameter BL , lege auf denselben den

perpendikulären Halbmesser AH , halbire den Radius AL
8

Aufgabe XXVII . ( Fig . 27 .)

Geometrische Behandlung .

A n a 1 y s i s .

BAD = 4 R

Winkel ADB

durch DC

halbirt wird ;

# R , DCmithin BCD
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lu E , ziehe die gerade Linie KH , mache KC = Kil ,
und lege in den Kreis die Sehne BD r= AC , so ist BD
die Seite des gesuchten Zehnecks .

Beweis .

Es ist ( verm . El . II . u . ) AC 2 f= AB .BC
BD 2 *

also AB : BD = DB : BC

folglich ADB ( = BCD ( ELVI , 6 . )
ABD ^

mithin CD = DB
= AC

demnach CAD = ADC
*1.
1

\ somit BCD ] = 2 BAD

j
abdJ

folglich BAD = § K

— IO u )

mithin ist BD die Seite eines in den Kreis zu beschreiben¬
den regelmässigen Zehnecks .

Zus atz .

Macht man auch CK = KII , nimmt BD ' = AC ’ in
entgegengesetzter .Richtung mit BD , gleichwie AC , AC
in entgegengesetzter Richtung liegen , macht D ’A ’^ j: AD ,
und verlängert AB bis zum Durchschnitte mit D A ' inA ,

so ist D A : AB = DA : AB

also D 'A' = A ' B .

Auch ist D ’A ’B = DAB
= fIL



Aufgabe XXV11 . n5

Beschreibt man also einen Kreis , welcher A ’ zu in

Mittelpunkt und A B zum Radius hat , so ist BD ’ die Sei¬

te eines in diesen Kreis zu beschreibenden regelmässigen

Zehnecks .

Algebraische Auflösung .

Setzt man die Linie AC = x , so muss seyu

x a = a ( a — x )

also x 4 - t- ax = a 4

folglich x s + ax + t - a 4 = ^ a s

mithin x = — ja ^ i/ fa 1 ,

von welchen Werthen der dem ( oberen 1 Zeichen der

l unteren )

Wurzel entsprechende die Linie t AC | , oder| Ati I , oder ( BD 1

i AC ( I BD ' j
bezeichnet .

Bestimmt man r so .

Zusatz .

dass

CA : AB = AC ' : r

d . i . V (5 a 4 ) — § a : a = t/ (Ja 4 ) + | a : r

so ist r as a
*' ßa 9 ) -

- i - a

Beschreibt man einen Kreis , dessen Mittelpunkt A '

auf der Verlängerung von BA und Radius A ' B = r ist , so ist

die Seite y des in denselben beschreibbaren regulären

Zehnecks = — £ ri i/ ( § r 4 ) , und der positive Werth von y

- \ rV

/ 5 a 4 — iri
( » ■* ( & £ ) *)

V 5 a 4 -4 - I a
( t/ | a 4 - Ja )
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■st y/ 1 a 3 - *- | a

also y - | a = Ufa 2

folglich y 2 — ay + £a 2 = 5 a a

mithin y 2 — ay = a 2 . Da auch x 2 + ax = a 2

war , so ist der positive Werth von y dem negativen

von x gleich . Und die Gleichung x 2 = : a ( a — x ) löset also

zugleich die Aufgabe auf , in jenen zweiten Kreis ein re¬

gelmässiges Zehneck zu beschreiben , weil die Gleichun¬

gen für die Seiten der Zehnecke einerley werden .

Zwey ähnliche gerade Kegel zu beschreiben , deren

Unterschied der Höhen = hFuss , Unterschied der kör¬

perlichen Volumina a = b Cubikfuss sey , und wovon der klei¬

nere den Radius der Grundfläche = a Fuss habe .

Es sey die Höhe RQ des kleineren RPL = x , also

des grösseren = x + h , so ist , wenn ST den Radius der

Grundfläche des grösseren RTV bezeichnet ,

Aufgabe XXVIII . ( Fig . 28 .)

Auflösung .

x : a = x + h : ST

1 x + h
also ST = a -

x

x + h \ *
folglich 7t .ST 2

somit Kegel RTV = - - ^ ^ ( x -t- h )

zra 2 (x + h ) 3
5 x 2



Der Inhalt des Kegels RPL ist

Aufgabe XXVIII .

7ia s x

7ia * x

mithin ist der Unterschied ! = — ( ( x -t - li ) 3 — x 3 )I n x * '

| = ^ - ^ ( 3 l »x s + 3 h 3 x + h 3 )

demnach 3x 2 b = • 57ja 2 hx 2 H- 37ia 2 h 2 x -t - 7ia 3 h 3

somit 3 ( b - 7ra 2 h )x 2 - 37ia 2 h 3 x = 7ia 2 h 3

7ra 2 h 2 7ra 3 h 3

( b - 7ia 5h ) 3 (b - 7ia 2 h )

£ -*. — na 2 h 2 ' v ti * a ‘Mi ‘* na - n -*

0 S lc V£h >— 7ia 2 ) J 4 (b - aa 2li )2 3 ( b - 7ia 2 h )

= 7i2 a 2 h 3

= 7i 2 a 2 h 3

73= 77a 2 h 3

( ?

7r 2 a 4 h 4

- 7ia 2

a 2 h

7ia 2 h 3

+ ~
4 ( b - na 2 h ) 3 37t ( b - 7ia 2 h )

37ia 2 li -4- 4 ( b — 77a 2 h )
12 7i ( b — na 2 h ) 2

4 b — na 2 h
12 ( b — 7ia 2 h ) 3

)

mithin x =
nra 3 h 3

f 4b— 7ia 2 h \
aht / ^ nh - j - J

2 ( b — 7ia 2 li ) 2 ( b -— 7ia 2 h )

all

2 (b - 7ra J h )

Es sey a — § , h = i , b = i

k fr f uI v ' i n -\

“a ( 3 27r - Jn ) C » Ä± ^ ( 3 )

Beispi el .
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=*= > J 9 / ( « . Tt) )4 - is 71

= J ( i±a )

= f ( ‘ ± =0 . '

also Jiat x zwey Wertlie .

Es ist entweder x = J

oder x = — f .

Zusatz i .

Da die Algebra die einander der Lage nach entge¬

gengesetzten Linien durch die Zeichen -4- — unterschei¬

det , so bezeichnet der Werth von x = § die Linie QR

= | , und der Werth von x = — ? die derselben entge¬

gengesetzt liegende QR " = § . Es wird zugleich

h -+- x entweder .= f

oder = | ;
15

und r entweder = 2LL = i j
§
J 7 'i r>*o -»

Kegel RTV entweder =
A/ jpl « —— 49 7 —, TT 343 *ÜUCI -— 71. ^ d <27 4 »

Kegel RPL entweder = ;z . | . J = j ' j /r ,

oder — ■ 5 4̂ tt -

mithin ist Kegel RTV — Kegel RPL

entweder = ( -M | - 1T̂ 7t = i ? 555 §7z = IQr 7I = 39 7I= i ^

oder = - 3S3 » = äi » -

Zusatz 2 .

Die Algebra unterscheidet zwey Kegel , welche eine

Lage haben , wie PRL , PR ' L durch die Zeichen 4 - — .

Da die Cylinder die dreifachen der Kegel von derselben
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Grundfläche und Höhe sind , so werden auch die jenen

Hegeln correspondirenden Cylinder durch H- unterschie¬

den . Aehnliclics gilt von Pyramiden und Prismen .

Zusatz 3 .

Es lüsste obige Aufgabe zugleich die Aufgabe auf ,

zwey ähnliche gerade Kegel T ’lt ’V ' , PIVL zu beschrei¬

ben , in welchen die Summe der Höhen = h , die Sum¬

me der körperlichen Räume = b , und der Radius der

Grundfläche des einen = a sev .

Aufgabe XXIX .

Unter allen geradstehenden Parallelepipedis , deren

Inhalt dem Würfel der gegebenen geraden Linie c gleich

ist , und welche eine Seitenlinie = der gegebenen geraden

Linie a haben , dasjenige zu bestimmen , dessen Oberfläche

ausgezeichnet ist .

A u flösun g .

Ist die zweite Seitenlinie = x , also die dritte

C3

ax
*

so ist die Oberfläche = 2
c 3

ax -H2 —
x

also die halbe Oberfläche ! = ax -

v >

C 3 C3
- H —
x a

folglich

Damit y einen aus

dy c 3

dx ~~ 3 x 3

gezeichneten Wer th erhalle , muss
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folglich x 2 = —a

A 3 \

somit x * 2 J .

demnech — = ■+ ■
ax ~

■ - ( 7 )

V ( ? ) . .

Ferner ist d 3.y 2 c 3
dx 3

2 c J

= * © ’

= * * f — c

~ l - Cf ) J
-

Also ist y ein Minimum für e ;

ximum für x = Und

ein Ma -

y = - *• aU -

es ist

r*3

< £ )

c 3
H-

a

— — ^ ( ac 3) + . i/ ( ac 3J + -

“ “iai ' Cac 3 )
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A ;nmcrkung i .

f c ^ \

Der Werth x = + v7 ( — J beantwortet die Frage in

dem Sinne der Aussage , und bestimmt die Dimensionen

des Parallelepipcdums , dessen Oberfläche ein Minimum
y C 3 \

ist . Für den Werth x = — J werden die von x

abhängigen Seitenflächen negativ , und es bestimmt der¬

selbe die Dimensionen desjenigen Parallelepipedums , in

welchem der Ueberschuss der einen Seitenfläche über die

von x abhängigen ein Maximum wird . Gleichwie die Al¬

gebra immer die positiven und negativen Wcrthe von x

bestimmt , welche einer Gleichung Genüge leisten , so

fasst sie in einer einzigen Gleichung die Beantwortung der

Fragen zusammen , unter welchen Umständen die Summe

dreyer Seitenflächen eines Parallelepipedums , oder der Ue -

berschuss einer derselben über die übrigen einen ausge¬
zeichneten Werth erhalte .

Anmerkung 2 .

Das andere Parallelepipedum fällt in den Vertical -

winkel desjenigen , in welchen das erste fällt . Da aber

der Inhalt beider = c 3 , so unterscheidet die Algebra

zwey in dieser Weise gelegene einander gleiche Parallele -

pipeda nicht durch die Zeichen H- .

Aufgabe XXX .

Wenn g den freien Fallraum eines Körper « in der

ersten Secuude bezeichnet , zu finden , naeh wie viel Se -
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cunden er sich am Ende einer verticalen Linie von S

Fuss befinden werde .

A uflösun g .

Es ist , wenn t die gesuchte Anzahl der Secunden

bezeichnet , S = gl 3

also t 3 - = -—
g

s
folglich t — — .

g

Z n s a l z .

Fragt man : vor wie viel Secunden befand sich ein

Körper beim freien Fall an dem Ende einer verticalen

Höhe von S Fuss #? und bezeichnet man die gesuchte Zahl

von Secunden durch t , so ist

s = gt 2

also t 3
S

s
s

mithin ist — der Ausdruck für das Quadrat sowohl der
g

einen , als der anderen Zahl von Secunden , und die Al¬

gebra giebt desshalb die beiden Werthe an , indem sie sagt ,

es sey t = i \/ wodurch sie die zukünftige Zeit durch
g

die vergangene durch — bezeichnet , oder umgekehrt .

Aufgabe XXXI . ( Fig . 29 . )

Eine Glasröhre CALN , deren Länge — 60 Fuss ,

und welche unten verschlossen , oben ollen ist , sey bis
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zu der Höhe AB = 54 ® Fuss mit Queksilber , in dem

Raum BN mit athmosphärischer Luft gefüllt . Sie werde

umgedreht , und berühre mit der unteren Ocfifnung die Ober¬

fläche PQ eines mit Quecksilber gefüllten Gefässes . Man

fragt , bis zu welcher Fntfernung von dem Punkte F

das Quecksilber in der umgekehrten Röhre sinken werde .

Pas Quecksilber wird bis zu einem Punkte E sinken ,

dass der Druck der in der Röhre FEGA eingcschlossenen

Luft , welche früher in dem Raume CBMN sich befand ,

und der Druck des Quecksilbers in der Röhre DG dem

Drucke der athmospbärischen Luft , welcher dem Druck

einer Quecksilbersäule von 28 Zoll gleich gesetzt werde ,

gleich ist . Nach dem Mariottischen Gesetze findet man ,

da die Luft in dem Raume CBMN durch die atlnnosphä -

, rische Luft mit einer Kraft , welche dem Drucke einer

Quecksilbersäule von 28 Zoll gleich kam , gedrückt wurde ,

die Länge u der Quecksilbersäule , welche dem Drucke der

in der Säule FEGA , deren Länge = z gesetzt werde , be¬

findlichen Luft das Gleichgewicht hält , durch die Pro¬

portion

A u f 1 ö s u u g .

also u = ■— -
z

>44
z

mithin ist + 60 — z
z

folglich 144 + 60 z — z 2 = 28 z
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somit »44 = z a -*- ( 28 - (io ) z
= z 2 — 52 Z

demnach 144 1 i = ( z —
' i44 + a56V

4 °° '

also + 20 = z — 16

folglich z = 2o -i- 16

Zusatz .

Der erste Werth von z beantwortet die Frage , wie

lang die Luftröhre FE werde , damit der Druck derselben

mit dem Drucke der Quecksilberröhre DE zusammengenom¬

men dem Druck einer Quecksilberröhre von 28 Zoll das

Gleichgewicht halte . Die Algebra giebt in jeder

Gleichung , wie obige , auch die negativen Werthe der

unbekannten Grösse an , welche der Gleichung Genüge

leisten . Sie antwortet desshalb zugleich auf die Frage ,

wie lang die Luftröhre werde , damit der Ueberschuss des

Druckes der Quecksilberröhre über den Druck der Luftröh¬

re dem Druck einer Quecksilberröhre von 28 " das Gleich¬

gewicht halte . Und sie setzt die Länge der llöhre DE = 64 ,

der Luftröhre = 4 *

Aufgabe XXXII . ( Fig . öo . )

Ein Dreieck zu beschreiben , dessen Grundlinie , Höhe

und Schenkelsummc den gegebenen geraden Linien g , h ,

S , gleich seyerf .
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Geometrische B e h a n d 1 n n g .

A n a I y s i s .

Es sey BAC das gesuchte Dreieck , so liegt , wenn

BC als der Lage nach gegeben angenommen wird , die

Spitze A auf der , in einer Entfernung = h mit BC parallel

gezogenen , geraden Linie AG . Beschreibt man aus A als

Mittelpunkt einen Kreis mit einem Radius = AC , und ver¬

längert BA bis zum Durchschnitte mit demselben in D ,
so ist BA + AD ) = BA + AC

BD J = S , also liegt D auf

dem Umfange eines gegebenen , von dem Kreise , dessen

Mittelgunkt in A ist , in D berührten Kreises . Legt man

in den Kreis , dessen Mittelpunkt in A ist , die auf AG

perpendikuläre Sehne CF , so ist der Funkt F gegeben .

Da nun dieser Kreis durch die gegebenen Punkte C , F

lauft , und den anderen Kreis berührt , so lässt sich sein

Mittelpunkt A finden . Mithin ist die Spitze A des ge¬

suchten Dreieckes , somit das ganze Dreieck gegeben .

Construction .

Man mache BC = g , BCG = R , CG = h , GA ^ BC ,

FG = GC , beschreibe durch F , C einen Kreis , welcher

einen , aus B als Mittelpunkte mit einem Radius = S beschrie¬

benen , Kreis berühre , und verbinde den auf der Linie

AG liegenden Mittelpunkt desselben mit den Punkten B ,

C durch die geraden Linien BA , AC zusamen , so ist

BAC das gesuchte Dreieck .

Determination .

Damit durch F , C ein , den Kreis , dessen Mittelpunkt

m B liegt , berührender , Kreis gelegt werden könne ,

darf , da der Punkt C innerhalb desselben liegt , der Punkt
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F nicht ausserhalb desselben liegen

FG

Aufgabe XXXII .
also muss

GH seyn , wenn II den Durch¬

schnitt der Linie CF mit

dem grossen Kreise be¬

zeichnet ;

folglich FC = CII

mithin FC 2 + CB 2 ) fHC 2 + CB 2

4h 2 + g 2 P ) Bll 2

{ S * .

Beweis ,

Es ist 4 h 2 -

FC 2 -f - CB s

HC 2 + CB 2

demnach FC HC :< ’

mithin hegt , F innerhalb des grossen Kreises . Es lässt

sich also ein Kreis durch die Funkte F , C legen , wel¬

cher den grossen Kreis berührt . Da der Mittelpunkt des¬

selben auf der geraden Linie BD und auf der , die Sehne

FC perpendikulär halbirendeu , geraden Linie AG , also in

A liegt , so ist DA = AC

lolglich BA -t - AC = BA -t - AD

= S .

Da auch BC = g , GC = h ist , so hat ABC die

gegebenen Eigenschaften .

Zusatz .

Es erhellet von selbst , dass es , je nachdem FG ~ GH

ist , einen einzigen Kreis , oder zwey Kreise mit der Ei -
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genschaft giebt , durch die Punkte F , C zu laufen , und
den grossen Kreis zu berühren . dass man also auch ein
Dreieck , oder zwey Dreiecke mit den gegebenen Eigen¬
schaften erhält .

Algebraische Auflösung .

Setzt man BA = x , also AC = S — x , so ist
BA + A C -t- CB

S -t- g BA -t- AC — CB S - g CB -t- BA — AC g -t- zx - S
— 2 2 2 2 2 !
AC + CB — BA S -j- g — 2x

also A -ABC } — vQ
' S -h f

S -eg S - g 2X + g - S S + g - 2X \

folglich
g 3 h 2 S 2 — g 3 2 x ( S -t- g ) — 4x s -t- g 2 — S 3 — 2 x (g - S )

4 g 2 1i *

mithin ^ — — = 2 xCS + g - g + S ) - 4 x 2 + g 3 — S 3

somit 4x 2 — 4S .x = g 2 — S 2 -
4g 2 h a
S 't - gl

demnach x 3 — Sx -*- JS 2
g 2 — S 3 g 2 h 3

1 S ‘ + b- b-

=— 4 0

4
g 2 h2

ija - gi

S 2- g 3
£S 2 - ? g 2 h 2 >

- s ’CtST ')
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also x = | S

=

Der Wertli von x ist mithin ein doppelter , nämlich

* -

Zusatz .

Da S 4 — g 4 — 4h 1 < S J — gl , so ist

S * - g 4 - 4 h *

S 3 - g *
< 1

< 1

somit
it gi / ( '

■S» - g * — 4h *

S 3 — gl*
') < *

Nun ist S > g , also ist auch S > gi / ^ ?

mithin sind beide Werlhe von x positiv . Da sie nichts an¬

deres bezeichnen können , als die Linien BA , BA ' , so un¬

terscheidet also die Algebra zwischen den Linien BA , BA '

nicht durch die Zeichen + — , sondern sie versieht beide

mit einerley Zeichen , und beide unterscheiden sich nur

durch die absolute Grösse .

Zusatz 1 .

Mit dem Vorstehenden stimmt das Resultat der Rech -

nung genau überein , wenn man BC in K halbirt , und

KE = y setzt .

Alsdann ist BA 4 = BE J + EA 3 , AC J = CE » -t- EA J

= \ äS + y ) J + h2 = ( jg — y ) a + h *
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also hat man die Gleichung

s = ^ ( ( | g + y ) 2 -*- h ’ ) + v/ C( | g — y )’ + h 4 )

folglich S - v/ ( (§g — y ) 3 + lv9 = \/ ( ( 5 g -*- y )5 + h 2)

mithin S 3— 2Si / ( ( | g - y ) 2 ) - l- h 2 ) -H | g — y ) 2 = ( | g -*- y ) 2 - t- h 2

somit — 2S (( §g — y ) 3 + h 2 ) = 2 gy — S 2

demnach 4S 3( ( Jg - y ) 2 -t ' h 2 ) l = 4 g 2 y 2 — 4 gyS 2 + S 4

4S 1 (fe 1— gy + y 2 + h 3 ) l

also y J ( 4S 2 — 4g 2 ) l - JS 4 — S 3g s — 4S 2 h s

4y 2 ( S J — g 2 ) J ls 3 ( S 2 - g 2 _ 4h a )

folglich y 2
s 3 (s a - g a — 4h 2 )

4 (S J — g 2 )

mithin y
f S |/ S 2 — g 2 — 4 h 2

S 2 - g 2

Durch welche Werthe nichts anderes , als die beiden

einander gleichen , aber in entgegengesetzter Richtung lie¬

genden , durch die , von den Spitzen ., A ’ auf die Grundli¬

nie gefällten , Perpendikel bestimmten Segmente ER , E ' K

der Grundlinie , vom Halbirungspunkte an , bezeichnet seyn

können , und wodurch also wiederum auf die Linien BA

BA ’ hingewiesen wird .

Aufgabe XXXIII . ( Fig . 3i . )

Ein rechtwinkeliges Dreieck zu beschreiben , dessen

Hypotenuse und Flächenraum gegeben seyen , jene = der

gegebenen geraden Linie S , dieser = dem Quadrate der

gegebenen geraden Linie a .

9
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Con struction .

Man mache BC = S , FC = a , errichte in C auf BC

ein Perpendikel , nehme GC = CF , ziehe FH ^ EG ,

HA BC , und verknüpfe den Durchschnitt A der Linie

HA und des über BC beschriebenen Halbkreises mit den

Punkten B , C durch die geraden Linien BA , AC , so ist

ABC das verlangte Dreieck .

wie aus der Determination hervorgeht , folglich erreicht
HA den Halbkreis in einem Punkte A .

Determination .

Damit HA dem Umfange begegne , muss

HC = | BC seyn ,

also FC .- CH

EC : CG

§ BC : a

folglich \ BC 3

, wenn CK den Punkt

C mit dem Endpunkte

des in E auf BC per¬

pendikulären Halbmes¬

sers verbindet ;

mithin KC a .
>

Beweis .

Es ist KC “ a ( Det . )

also HC = EK ,
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Nun ist EC : CG = » FC : CII

also EC . CII 1= CG 2
AABC ! = a 2 .

Zusatz ,

Im Fall der Berührung des Kreises - durch die Linie
HA giebt es ein einziges , im Fall des Durchschnittes ein
zweites Dreieck ABC mit den gegebenen Eigenschaften ,
wie von seihst erhellet .

Algebraische Auflösung .

Bezeichnet man die Höhe AD des Dreieckes mit y ,
so muss y so bestimmt werden , dass ,

fS .y = a 2

also y

Zusatz .

| S
werde . 1

Die Algebra giebt nur Einen Werth für die Höhe ,
weil beide Dreiecke , welche da $ Verlangte leisten , diesel¬
be Höhe AD = AD haben .

Bezeichnet man aber CA mit x , also BA mit *
x

so ist x 2 -t- —— =s S 2
x 2

folglich x 4 -t- 4a 4 = S ä x 2

mithin x 4 — S 2 x 2 + | S 4 = JS 4 — 4 a 4

somit x 2 = | S 2 + V (4S 4 - 4a 4 )

demnach x = ;± (/ ( | S 2 iV 2fS 4 — 4 a *
Der Werth von x ist also ein vierfacher , welche , je zwey u . zwey
einander gleich , mit entgegengesetzten Zeichen versehen sind .
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Es ist nämlich x = ■+ ■ V ( J S 2 + v/ (JS 4 — 4 a 4) )

x = — V ( 1 S 3 -4- »/ ( | : S 4 ~ 4a 4))

x = + V CäS * — i/ (JS 4 —-4a * ) )

x = — ✓ C5 S * — S -*— 4 a ^J)

Die Wcrtlie von BA sind =

2 a 2

~L V Q S 2 + »/ (£S 4 ^ 4))

_ ( 1S 2 T y (jS ^ - 4 'i 4))

_ V (4 ;*4 J

= ± V/ ( lS 2 Ti / ^ S4 _ 4a4 ) ) .

Der Werth vonBA ist also auch ein vierfacher , welche

Werthe je zwey und zwey einander gleich , aber mit ent¬

gegengesetzten Zeichen versehen sind . Es ist nämlich

BA = -+- »/ ( f S 2 — i/ (JS 4 — 4 a 4) )

BA = — >/ ( | S 9 — ^ (J S 4 _ 4a4 ) )

BA = - t- l/ ( jS 2 -+- v/ fiS4 _ 4a4 ) )

BA = — i/ (| S 2 + l / ( rS4 _ 4 a 4)))

welche Werthe den Wertlien von x je zwey und zwey

gleich sind .

Die geometrische Construction giebt an die Hand ,

dass die positiven Werthe von x die Linien CA , CA ' ,

die correspondirenden negativen die Linien CA " , CA " ' ,

und dass die positiven Werthe von BA die Linie BA ,

BA ' , die correspondirenden negativen die Linien B "A " ,

B ' A " bezeichnen . Bezeichnet man nämlich die , der Linie

CB gleiche und entgegengesetzt liegende , Linie B ' ' C durch

( — S ) , und die Kathete CA ' des rechtwinkligen Drei¬

eckes A ' B " C von dem Flächenraume = a 2 durch x , so

findet sich x 2 = | ( — S ) 2 * j/ ( | ( _ S ) 4 — 4a 4 )= ä ss i »/ cis 4 — 4 a 4 ) -
Derselbe Ausdruck involvirt also sowohl die Werthe von

CA 2 , als von CA 2 , uud die Quadratwurzel aus demsel¬

ben hat sowohl den Werth von CA , als den von CA
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anzugeben , welches die Algebra wegen der Entgegenge¬

setztheit der Lage der Linien durch die Zeichen - i-

thut . Uebrigens unterscheidet die Algebra wiederum die

von den Punkten B , B auf verschiedenen Seiten einander

parallel laufenden Linien BA , BA” , oder BA ' , B "A " ' durch
die Zeichen + — .

Diese Nachweisung der Bedeutung der Zeichen erhält

ihre Bestätigung durch den algebraischen Ausdruck der

Hohe des Dreieckes für den Fall der negativ gesetzten

Hypotenuse . Alsdann nämlich ist die Höhe

a *

Beziehung auf DA
iibercinstimmt .

§Sj

entgegengesetzt

S

, welches mit der in

liegenden Linie A”D ’

Aufgabe XXXIV . ( Fig . 3a . )

Ein Dreieck zu finden , in welchem die Grundlinie .

Höhe und eine Seite den gegebenen geraden Linien g ,

h , b gleich seyeli .

Construction .

Man nehme eine gerade Linie BC = g , errichte auf

derselben das Perpendikel BG = h , lege GA ’^ j: BC , be¬

schreibe aus C als Mittelpunkt einen Kreis mit einem Ra -

dius = b , welcher die Linie GA ’ in A ' erreiche , und ziehe

AB , so ist A ’BC das gesuchte Dreieck .

Determin ation .

Damit der Kreis die Linie A ' G erreiche , muss
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b “ j CK seyn , ( weim CKA ’~ R ) .
•> i h

Beweis .

Es ist b ~ f h
> ICK ,

also berührt , oder schneidet der Kreis die Linie GA ' .
Geschieht es in A , so ist BC = g , A ' II = BG = h , wenn A HIWR ,
CA ’ = b , also hat das Dreieck die gegebenen Eigenschaften .

Zusatz .

Es erhellet von selbst , dass es im Fall der Berührung
ein einziges , iin Fall des Durchschnittes ein zweites Drei¬
eck A " B C mit den gegebenen Eigenschaften giebt .

Berechnung .

Setzt man BA ' = x , so ist x 2 = A ' H 2 + HB 2
= h 2 + ( g — CH ) *
= h * + rg - ( 2 . j/ (bi - If >)) l *
— W + gt + igy / (b ’ - h 2) + FMi ’

=*= g 2 + b 2 ~ 2 gVtb s — h 2 )

also x = ( g 2 + b ^ 2 gi / (b 5- h 2) ) .

Es hat mithin x vier je zwey und zwey einander
gleiche , aber mit entgegengesetzten Zeichen versehene
Werthe , nämlich x = •+■y ( g 2 -t- b 2 - 2gi / (b a - h 2))

x = -t- y/ ( g 2 -t- b 2 + 2gt -/ (b 2 - h 2 ))
x = — y/ fg 2 -t- b 2 - 2 gl/ (b 2 —h 2) )
x = — t/ ( g , + b '!.;.2gv/ ( b 2 - h 2 ) ) .

Die positiven Werthe sind offenbar dieselbigen , wel¬
che die geometrische Construction gegeben hat , nämlich
BA , BA , die negativen diejenigen , welche die geometrische
Construction gegeben haben würde , wenn man BC '= g , BG ’= h
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gemacht , und aus C ' als Mittelpunkt einen Kreis mit ei¬
nem Radius = b bis zum Durchschnitte mit der Linie

G ' A '" ( # BC ) beschrieben hätte . Es ändern sich auch die

Werthe von x nicht , wenn in derselben — g statt + g ,

_ h statt + b , — li statt - t- h gesetzt wird . Weil aber

die dazu gehörigen Werthe von x die Linien BA " " , BA '"

bezeichnen müssen , so belegt sie die Algebra mit dem

Zeichen — .

Ein rechtwinkeliges Dreieck zu beschreiben , in wel¬

chem die Hypotenuse BC der gegebenen geraden Linie g ,

die Differenz der Katheten der gegebenen geraden Linie

d gleich sey .

Geometrische Behandlung .
Analysis .

Es sey BAG das gesuchte ^ Dreieck , so ist

J] •= 4 : 1 ( Euklids Data von

folglich 2 g : g + d = g — d : h ;

mithin ist h , somit das Dreieck gegeben .

Construction .

Man nehme BG = d , mache CB = C”B = g , richte

in G auf GC ein Perpendikel GE auf , mache dasselbe

= 2 0 , beschreibe durch die Punkte C , C” , E einen das

Aufgabe XXXV . ( Fig . 33 . )

Wurm , Satz 67 . Zus .)

wenn die Höhe All

— h gesetzt wird ;

also g 2 — d 2

Cg + d Xg — 1
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Perpendikel GE in D schneidenden Kreis , lege durch D
die Linie DA der Linie BC parallel , und beschreibe über
BC einen die Linie AD in A erreichenden Halbkreis , so
ist , wenn die geraden Liuien BA , AC gezogen werden ,
ABC das gesuchte Dreieck .

; ist g * - d ,̂ < ( g 2
( S + djfg — d ) l hg . * g

CG . GC " \

EG ) . GDI

ag ) J

also GD < § g ;
folglich erreicht die Linie DA den Kreis . Geschieht es
in A , so ist

BC 2 1 — ( BA — AC ) 2 : A ABC = 4 : i

_ gM _

mithin g 3— ( BA — AC ) 2 : j 2 AABC 1= 4 : 2
1 g . DG ) == 2 : 1

= hg . DGl : g .DG

Für den zweiten Durchschnitt A ' ist
BC 2 ) — ( CA ' - A ' ß ) 2 : -

fi 3 i

Beweis .

-cI3 \ < ( e '

■hg • DGl
Ieg . gdI

j CG . GC
( g 2 _ d 2 /

somit BA — AC = d .

Zusatz i

folglich CA' — A ' B = d .
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Zusatz 2 .

Macht man auch E ' G = 2 g , und beschreibt einen
Kreis durch die Punkte C , E ' , C " , welcher GE in D ’
schneide , legt die Linie D ' A" der Linie BC parallel , be¬
schreibt über BC '’ einen die Linie A”D in den Punkten
A " , A” erreichenden Kreis , und zieht die Linien BA” ,
C”A” , BA’" , G”A ’" , so sind , wie von selbst erhellet , auch
die Dreiecke , B A ’C“ , B A’”C " von der gegebenen Ei¬
genschaft .

Algebr . Auflösung .

Man halbire BC in O , fälle auf BC das Perpendi¬
kel AH , und setze OH = y , so ist

BH = f g + y , CH = | g — y

also B A 2 = g ( £g -+- y ) , CA 2 = grfg - y )

folglich BA = ± V/ ( g ( £g + y ) ) , CA = ± V Cg ( | g — y ) )

mithin BA — AC ( =
d

^ Cg ( | g + y ^ (gCi g — y ) )

somit Cd± ^ ( g ( | g — y ) ) ) a ( - )g ( J g + y )
dJ ±2d / (g ( | g - y ) ) + | g ’ - gyi ' Jg * fgy

demnach t^ 2 d 1/ ( g (| g — y ) ) = 2gy — d 2

also 4 d2 ( ig 3 - gy ) i =: 4g 2 y 2 — 4 gd a y -<- d *
2d a g 2 — 4 d 2 yf

folglich ( 2 g 2 — d 2 ) d 2

4g2 —
y 2

Es hat also ,
sehen Construction

mithin y — ^ — t/ ( 2g 2 — d 2 ) .
J 2 g

in Uebereinstimmung mit der geometri -
, y zwey einander gleiche , durch die
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Zeichen H- sieli unterscheidende Wei 'the , welche die
Geometrie in entgegengesetzter Richtung construirt .

Bestimmt man aus y dieWerthe von BA , CA , so ist
d d

BA * = g ( ! g :r - ^ ( 2 g * - d * ) ) , CA2 = g ( ! g - — t/ ( 2g 3- d 3) ).
2 S

= Ig 2 ±l d t/ ( 2 8 2 - d3 ) = S 8

2 8
2 ~ Jdt / (2g 3 - d 2) .

also BA = + i/ ( ig 2 _l: idi / ( 2 gJ — d 3)) ,
CA = g 3 + id / ( 2g »— d 2 ) ) .

V ( 2 g 3 — d 3 i d )oder BA =

CA = +■
t/ ( 2g 2 — d 3 + d )

Es haben also die Linien BA , CA vier Wertlie ,

nämlich BA = ■+■ V (\ g 2 + Jdt / ( 2 g 3 — d 2 ' )
BA = + SQ g 2 - | dt / ( 2g 3 _ d 3) )
BA = — l/ ' ( §g * + | di / ( 2 g 3 — d 3) )
BA = — l/ ( Jg 3 — | dt / ( ag 3 — d 3) )

CA = + i/ ( ig 3 _ i <H/ (2g 3 — d 3 .)
CA = ■+• V g 3 -+- | dt / ( 2 g 3 — d 3 ) )
CA = — V ( \ g 3 — | dt / ( ag 3 — d 3 ) )
CA = — t/ ( | g '- + | dt / (2g 3 — d 3 l ) .

Oder BA — + k ' fag 3 — d 2 ) + d
CA = + l/ ( 2 g 2 — d 2 ) - d

BA =

BA = -

V ( 2 g 3 — d 3 )— d
2

t/ ( 2g 3 — d 3 ) + d )

CA = + l/ ( 2g 2— d 2 ) -*- d

CA = - t/ ( 2 g 2 — d 2 — d )

BA = - t^ ( 2g 2 — d 2 ) — d
CA = - l/ ( 2 g 3 — d 3 + d )
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Die positiven Werthe von BA , AC , wozu die ersten

Paare gehören , beziehen sich offenbar auf die Linien BA ,

BA ’, CA , CA ' , die negativen auf die oben dargelegten

Linien BA " , BA " ’, C " A " , C " A ' " . Es bestätigt sich also

hier wieder , dass die Geometrie in entgegengesetzter La¬

ge die Linien construirt , welche die Algebra durch die

Zeichen H- unterscheidet , und dass eine Linie , wie

C '' A " , oder C”A " ’ in Beziehung auf die ihr parallelen AC ,
oder A ’C mit dem Zeichen — versehen wird .

Anmerkung i .

Setzt man BA = x , AC = y , und x — v = d , x 2 -t - y 2 = g 2 ,

also x — d — y

so ist x 2 + ( x— d ) 2 ] = g 2
2 x 2 — 2 dx -t- d 2 »

s 2 — d *
also x 2— dx = - 2

d a g 2 — d 2
folglich ( x - ) = - -t- Jd 2

° 2 2

mithin x —= — + ft / (2g 2 — d 3 )

d ^ lt / (2 g 2 — d 2 )
2

— d + p (2 g 2 — d 2 )
somit y = - - •J 2

Man erhält also für x , y nur zwey Werthe , welche

oben mit dem ersten und letzten von BA , CA überein -

stimmcu , und die Werthe von BA , BA " ' für x , von
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CA und C ' ' A ' ” fiir y andeuten . Dass in diesem Falle nur

zwey Wertlic fiir x , y gefunden werden , rührt daher ,

dass die Aufgabe in einem beschränkteren Sinne gefasst

wurde , als sie gegeben war , und die Geometrie sie be¬

handelt . Bey der eisten Berechnungsart nämlich kann x

sowohl kleiner , als grösser als y , also x — y sowohl = + d

als = — <1 seyn , so wie in der geometrischen Fassung BA

die grössere , oder die kleinere Kathete seyn kann , der

Unterschied beider aber = d bleibt . In der zweiten Rech¬

nung wird x als das grössere bezeichnet ; und dann zeigt

die Algebra von den vier Werthen , welche für x mög¬

lich sind , nur den ersten und letzten an , wovon jener

der grössere positive , dieser der kleinere negative , oder

mit dem positiven verglichen , der grössere ist . Dadurch

dass der zweite dieser Werthe von x negativ ist , zeigt

die Algebra an , dass er einem der vier möglichen Wer¬

the von x , welche die Aufgabe in ihrer Allgemeinheit

auflösen , entgegengesetzt liegt , wie BA '*' der Linie BA '

entgegengesetzt ist , nicht aber , dass sie gerade dem er¬

sten dieser Werthe entgegengesetzt sey .

Anmerkung 2 .

Bezeichnet man den Werth von BA durch x , von

AC durch x — d , und setzt

x 2 -+- ( x — d ) 2 i = g 2

x 2 + x 2 — 2 dx + d 2 |

so ist x 2 — dx
g ’ — d 2

2

also x s — dx + Jd 2 = Jg a — £d *

2g 2 - d 2
~ 4



j4ufga .be XXXV . i /f i

folglich x = | d .+ * U ( 2g 2 — d 2 )

mithin x — d = — §d + §i / (2 g 3— d 3) .

Es könnte überraschen , dass also BA , AG nur zwey

Wert he erhalten , wovon überdies der eine positiv , der
andere negativ ist . Und man konnte versucht werden ,

dafür zu halten , dass der positive Werth von f x l
l x — d j

die Linie J B A I , der negative die Linie
l CA i

! BA' | bezeichne . Aber man würde darin irren .CA 1

Durch jene Gleichung x 2 + ( x — d ) 2 = g 2 wird die Be¬
dingung ausgedrückt , dass die von B auslaufende Linie
des gesuchten rechtwinkligen Dreieckes um d grösser sey ,
als die andere , während durch die in Anmerkung i . ge¬
gebene Auflösung die allgemeinere Aufgabe behandelt
wird , ein rechtwinkeliges Dreieck zu beschreiben , in
welchem der Unterschied der Katheten = d sey . Diese
Aufgabe lässt die oben angegebenen vier Wcrthe für die
Katheten zu , die beschränktere nur zwey , und die darin
bezeichneten Werthe sind nicht BA , BA ’, und CA , CA ’,
sondern BA , BA ' " , und CA , C " A " ' . Es ist nämlich

+ | dU ( 2 g 2 - d 3) » + ädi / ( agl - d »)* • ■- - ■■ ■— 1 ""

also J g * + § d 1/ ( a g 3- d 3) = ( ^ d 2 + 1 d / ( 2 g 3- d 3) + l \ g 3 - 1 d *
; U ( 2 g a - d 2 )

( ( | d± | UOg 2 — d 2 )) 2

folglich + U ( | g 2 + | d | ' ( 2g 2 - d 2 ) ) = + | d + | t/ (2 g 2 - d 2 ) .

Eben so ist — JdU ( 2 g 2 — d 2 ) = — §d (/ ( 2g 2 — d )
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also l g * - J (1 1/ ( 2 g 2 - d 2) =*=i d 2 - § d (/ (2g 2 - d 2 ) + u g 2 - $ d »

= ( § <l - T- (/ ( 2 g 2 - d 2 ) ) 2

folglich — i ' ( | g 2 — \ di / ( 2g 2 — d 2 ) ) = * d - x i/ ( 2 g 2 — d 2) .

Da nämlich links die negative Wurzel genommen
wird , muss sie auch rechts genommen werden , und die
ist l d — \ (/ ( 2 g 2 — d 2 ) .

Sollte die Aufgabe auf dem hier angegebenen Wege
in der Allgemeinheit , wie in Anmerk . i . , aufgelöset wer¬
den , so müsste man setzen

x 2 + ( x ^ d ) 2 = g 2

also 2x 2 J 2dx + d 2 = g 2

folglich x 2 ip dx — h.- 1

mithin x 2 + dx + id 2 = — — i . d 2
2

_ 2 g 2 — d 1

_ 4 ~

somit x = _± | d ± | (/ ( 2 g 2 — d 2 ).

Es würde demnach x vier Werthe erhalten ,

x = -f- ^ d + J (/ ( 2g 2 — d 2 )
x = -H * d — 2 (/ ( 2g 2 — d 2 )

# x = — | d + | (/ ( 2 g 2 — d 2 )
x = — l d - | t / ( 2g 2 — d 2 ) ,

welche mit den in Anmerkung i . erhaltenen genau über¬
einstimmen .

Anmerkung 3 .

Dieselbe Bewandtniss hat es mit der Aufgabe : ein
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rechtwinkliges Dreieck zu linden , dessen Hypotenuse und
Kathetensumme gegeben seyen .

Aufgabe XXXVI . ( Fig . 54 . )

Ein reclitwinkeligcs Dreieck zu finden , dessen Hy¬
potenuse der gegebenen geraden Linie g , und Flächen -
raum der Hälfte des Quadrates der gegebenen geraden
Linie f gleich sey .

Algebraische Auflösung .

Bezeichnet man die Katheten mit x , y , so muss
seyn xy = f 2 , x J -hy 2 = g 1

also v := —
J x

folglich x a -j— - = g 2

mithin x 4 -t- f 4 == g 7 x 3

somit x 4 — g 3 x 2 = — f 4

demnach x 4 — g 2 x 2 + | g 4 = * g4 _ f4

also x ^ = i g 1 »/ ( £ g 4 - f 4 )

w . x = + t/ qg ^ ^ q g 4 - f 4 )j , y '} - gt - itf - t/ qg 4 - f 4 )

mithin y = + V Ci g 3 + V (4 g 4 — f 4 ) J . ,

Zusatz 1 .

Es ergeben sich also vier Werthe sowohl für x ,
als für y . Es ist nämlich
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x = + V ( | g 2 -*- v (I g 4 - *’4 )) - ■+• v ( ig 2 + f ;J ) + V (I g a - f 3) ;

x = + ^ ( ig 9 - ^ {fs 4 - f 4 )J = + ^ (ig s + f a ) - »/ ßg 2 - f J)
x = — »/ ( ! g 2 + i/ v| g 4 - f 4 )) = — vßg 2 + f 2 ) - ^ (ig 2 - f 3)
x = — v (£g 2 — v' fJs 4 - f4 )) - — ^ (ig s + f a ) + ^ (ig a - f J)

y - (I g 2 + v (4 g 4 - f 4 ) ) = + v ( | g a + f 2 ) + 1/ ß g 2 - f J)

y = - V/ (I g 2 - 1/ ( i g 4 - f ■*) ) = ~ V (| g 2 + { '* ) + ✓ (J g 2 - f J )

y = “ t / ( | g a + V/ ( | g 4 - f 4 ) ) = - | / ( | g 2 + f 2 ) - ✓ ( 4g 2 - f 2 ) .

i Zusatz 2 .

Damit die Werthe von x , y reell werden , muss

I e 4 = * f4

also J g 2 ^ f 2

folglich g 2 2 f 2 seyn .

Zusatz 3 .

Von den Werthen von x und von y sind die beiden
ersten positiv , die beiden letzten negativ . Die ersten
Werthe von x , y sind den dritten , die zweiten Werthe
den vierten derselben Grössen , dem absoluten Werthe
nach , gleich . Der

zweite

vierte
zweiten von
ersten
vierten
dritten

Werth von x ist dem
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Geometrische Behänd lang .

A nalysis .

Es sey AABC das gesuchte , so ist

BC . ADI = f * AB . CD7

g . AD » g . CDi
* " c — - —

also gif = f : CD ;

folglich ist CD der Grösse nach gegeben . Ist nun BC

auch der Lage nach gegeben , so liegt der Punkt C auf

einer , in gegebener Entfernung der geraden Linie AB pa¬

rallel laufenden , Linie . Da er auch auf dem Umfange

des über AB beschriebenen Halbkreises liegt , so ist er

gegeben , somit AABC gegeben .

Construction .

Von einer gegebenen , oder willkührlich angenomme¬

nen , geraden Linie schneide man AB =ig ab , beschreibe

über AB einen Halbkreis , richte in A auf AB ein Per¬

pendikel auf , beschreibe aus A als Mittelpunkte mit ei¬

nem Radius ~ f einen Kreis , welcher die Linie AB unä

jenes Perpendikel in H , K schneide , ziehe die gerade

Linie BK , lege derselben die gerade Linie IIE , Welche

dem Perpendikel in E begegne , parallel , ziehe durch den

■Punkt E die Linie EC parallel mit AB , und verbinde

den Punkt G , in w relchem die Linie EC dein Umfange

jenes Halbkreises begegnet , mit den Punkten A , B durch

die geraden Linien AC , CB , so ist AABC das verlangte .

Determination .

< , Damit EC dem Umfange des Halbkreises begegne ,

1 ■ muss AE ” ' / ü AB
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> also HA : AE ( = HA : 3 AB

BA .-AK * >

folglich ’/ i BA * = ( HA . AK
> l f 3

mithin BA * I 2 f 3 seyn .
< - f >

Beweis .

Es ist g 3 ~ 2 f s

also AE '/ 2AB , wie aus der De¬

termination hervorgehet ; mithin erreicht die Linie EC den

Halbreis in einem Punkte C , und es ist AB = g ,

ACB = R , und AB . CD *= AB . CE , wenn CDA = R ,

= HA . AK

= f 3 ;

also hat AABC ^ die gegebenen Eigenschaften .

Zusatz 1 .

Man erhält ein Dreieck , oder zwey Dreiecke mit den

gegebenen Eigenschaften , je nachdem g s “ 2 f 3 , also je

nachdem die Linie EC den Halbkreis berührt , oder

schneidet .

Zusatz 2 .

Da AB auf der einen und auf der anderen

Seite des Punktes A *= g genommen werden kann , so

giebt es zwey , oder vier Dreiecke mit der gegebenen

Eigenschaft .
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Zusatz 5 .

> 47

Die Liniert AG ’ und AC " , AC” ' und AC ' " ' sind ein¬
ander gleich und liegen in einer geraden Linie . Die Li¬
nien BC ' und BC " , BC'" und BC 1'" sind einander gleich,
und parallel .

Zusatz 4 .

Die Algebra sieht das Quadrat von g als gegeben
an , und nimmt also die gegebene Hypotenuse als positiv ,
oder negativ in Rechnung . Sie statuirt auch negative
Werthe von x , y , weil nur die Quadrate dieser Werthe
und ihr Produkt in den Gleichungen Vorkommen , wel¬
che sich nicht änderen , wenn x und y negativ gesetzt
werden , wie fern es nur von beiden zugleich geschieht .

Zusatz 5 .

Die positiven Werthe von x deuten auf die Linien
AC ' , AC " ', die negativen auf AC " , AC ' ' " , die positiven
Werthe vony aufBC ' , BC ’" , die negativen auf B ' C” , B ' C ' " ’ hin ,

Zu s atz 6 .

Liniert , welche , wie BC ' , B ’C " , oder wie BC " ,
BC " ” einander gleich und parallel auf verschiedenen Sei¬
ten einer geraden Linie liegen , werden durch die Zei¬
chen ■+■ — Unterschieden .

Zusatz 7 .

Dreiecke , wie ABC ' , AB' C” , welche einander con -
gruent sind , und um zwey Verticalwinkel , wie BAC ' ,
B AC " liegen , werden nicht durch die Zeichen + —
Unterschieden .
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Aufgabe XXXVII . ( Fig . 35 . )

Ein Dreieck zu beschreiben , dessen Winkel der Spit¬

ze dem gegebenen Winkel a , Umfang der gegebenen Li¬

nie S , und Flächenraum dem Quadrate der gegebenen

Linie a gleich sey .

Es sey ABC das gesuchte Dreieck , so ist , wenn auf

der Verlängerung von BA die Linie AL = AC gemacht ,

die gerade Linie CL gezogen , und das Perpendikel AE

auf dieselbe gefällt wird , (vermöge Eucl . Data von Wurm .

Satz 67 . ) ( BA + AC ) 2 — BC 2 I : ( AABC = 4LE : EA

( BA + AC + CBXBA -t - AC — CB ) i l a 2

also ist BA + AC — CB gegeben . Da auch BA + AC + CB

= S gegeben ist , so ist sowohl BA + AC , alsBC gegeben ,

die Aufgabe also auf die Construction eines Dreieckes re -

ducirt , dessen Grundlinie , Schenkelsumme und Winkel

der Spitze gegeben sind .

Man bestimme p durch die Proportion S .*a = j a : p ,
BA + AC - CB durch die Proportion AE : 4LE =ärp : BA + AC - CB ,
leite daraus und ausdemWerthe von BA + AC - CB = S die

Werthe von BA + AC , CB her , beschreibe über BC

A ti a 1 ys is .

BA + AC — CB :
BÄ + AC + CB

P wenn S : a

= a : p ;

Construction .
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einen Kreisabschnitt , welcher einen Winkel — a fasst ,

richte in dem Halbirungspunkte F von BC ein Perpendi¬

kel FG auf , welches den Umfang in G schneide , und be¬

schreibe aus G als Mittelpunkt einen Kreis mit einem Ra -

dius = GB , und aus B als Mittelpunkt einen anderen Kreis

mit einem Radius = BA + AC , welcher den zuletzt be¬

schriebenen Umfang in L erreiche , so ist , wenn die , den

Kreisbogen BGC in A schneidende , gerade Linie BL gezo¬

gen , und der Punkt A mit dem Punkte C durch die ge¬

rade Linie BC verknüpft wird , ABC das gesuchte Dreieck ,

Determi nation ;

Damit der aus B als Mittelpunkte beschriebene Kreis

den aus G als Mittelpunkte beschriebenen erreiche , muss

BA + AC “ BH seyn , wenn BH = 2 BG ist ,

a s
Es ist BA -t - AC — CB ; — = 4 EE : EA

= 4 : tan . § «

also BA -t- AC — CB =

Auch ist BA -t- AC + CB

4 a 3

S . tan . | a ,

folglich BA -t - AC = */ 2S -t-
S . tan . t / j «

1/ 2 S 2 tan . ' / j « -t- 2 a 3

Stan , l/ 2 «

S 3 tan . xjia + 4 a3

aStan . ' / j «

, BC = ‘/ aS
a a 3

S . tan .*/ 2«»

' / ‘iSftan . '/ ja - aa ^

Stan . '/ 2 «

S tand / 2 u - 4 a 3

S . tan , Go a .

Ferner ist CBUBII = sin . 1/ ? « ! *

S 3 tan . */ 2 « - 4- a 3 >

S . tan . V2 . « )
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mithin BH
S 4 tan . J « —4 a*
Stan . I « . sin . | a ’

demnach muss seyn
S * tan . | a + 4 a3

2 S tan . J u

= * S 4 tan . §a — 4 a *
2 S . tan . § « .sin . § «

somit S 4 tan . | « . sin . | a + 4 aS sio * | « "^ S * tan . | « — 4 a *

also 4a 4 ( i + sin . | « ) ~ S 4 tan . §a ( i — sin . J « )

folglich 4a 4 : S 2 tan . | « “ i — sin . | « : ( i — sin . § « )

mithin 4 a * iS 4 = tan . | a : f i + sin . | u
/ i — sin .

( ( tan . (45° + f «)) * ,

Der Beweis ergiebt sich von selbst ,

Z u s a t z .

Auch erhellet leicht , dass es im Fall der Berührung
der Kreise , welche B und G zu Mittelpunkten haben , ein
einziges , im Fall des Durchschneidens ein zweites Drei -,
eck A ' BC mit den gegebenen Eigenschaften giebt.

Anmerkung i .

Um den Winkel ABC = ß zu berechnen , hat mau
CB : BL = sin .BLCcsin .BCL

=*= sin . | « : sin . ( | « + B )

= sin . £ « : sin . J « . cos . B -»- cos , | « . sin ,B

= i : cos . B -t- oot . §a . sin . B

=■ i : V ( i — sin ß 2 ) + cot . | « . sin .B
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also / ( i — sin . B * ) -t- cot . §a .sin . B =
BL

BC

i 5 i

folglich j/ ( i — sin . B 3 )

BL

BC
— cot . sin . B

BL * BL

=BG * “ 2 BC cmithin i — sin . B '’ o = -jj ^ q — 2 — cot . | a . sin . B + cot . | a 3 . sin . B *

BL * ( - s - s ) BLsomit 1— -ft7T, = Ism . ß ( H - cot . Ja ) J — 2 — cot . | a . sin .B
BC * '

( sin . B . cosec . Ja

( sin . B ) *

(sin . § « ) *

demnach

BL * BL■ 1• ~2 JJJU - 2 . ' ' " WZ OtJ ,
iin . fa — jöp Äsin . Jcc = sm . B — 2 — sin . Ja . cos . f a . siü .B

also
BL * - BL * -

siö -* “ ' BC * sin ^ “ " + BC '* sin

BL * BL *r ■ T ^
sin . Jaj

. | « i .cos . | a s l = ^ sin . B —

( • sin ' f“ - cos -l C4)

) )
-T — - 2C BL * ^ - - — A
äin . | « sin . f « )

folglich

• T-. BL
sin . B — - —sin . * « cos

BC a

= sin

C BL * - ft\
1— ßö * s»n 4 « )

( BL f ^ BL * - — V

. I « v 5 n c °s . | « i ^ ^ I - ^ s , n . | « JJ
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■ i / ' S * tan . | ß + 4 a4 r wl y ' S 2 tan . J « + 'Ja a ■ ,c; sin . ? ß ( —-- -— rcos . | ß± v j ~ ( _ 2 ^ , - ; n rL ] 1
S tan . jß 4“ V S 2 tan . | a - 4 « a % ) '

, . Die Möglichkeit der Auflösung hangt davon ab , dass
= S 2 tan . fß -*- 4 a 3 ■

t - -- ».
> S 2 tan . | a —r4 a *

■sin . \ a

mithin i : sin , | « _̂ S 2 tan . Ja + 4a 2 : S 2 tan , | ß - 4a a

somit l + sin « : i -— sin , J « ~ S 2 tan . 2 « : 4a * ,

welches mit der oben gefundenen Determination über-
einstimmt . i ;

l

Da auch S 2 tan .fa + 4 aS > S 2 tan . | ß — 4 a *

so ist S 2 tan . | « -t- 4 i
S 2 tan , § « — 4 a *

> i

/'jS 2 tan . | a + 4a 2 ,\ 2 -
aIso f cos ^ « ' + si » •£- O > *

folglich *

r-S 1 tan . § a + 4a® !
. — cos . i «

- 4 a
V /) > l ~ \

S 2 tan . | a + 4 a * .-- , - ;— sin .
S 2 tan . | a — 4 a 2 ■) '

mithin
S 2 tan . | « + 4a a
S 2 tan , § a —- 4 a ’

;CQS; | « > \/ H
S 2 tan , | ßH- 4 a4 .
S 2 tan . | « - 4a ’;sin . | ß ^ ^

somit

S 2 tan . | ß + 4 a 2 %/ f S 2 tan . fß -t- 4 a 2
b 2 tau .J « - 4a * COS-ia ' \ S ^ n . ä « - 4a5 sin ‘

> d

demnach sin , B > o .
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Die Werlbc von sin . B sind also beide positiv ; und

es werden ohne , Zweifel dadurch zunächst die spitzen

Winkel ABC , A ' BC angedeutet .

Uebrigcns erhellet daraus , wie wichtig es ist , bey

solchen Iteehnungen nicht den einen Werth der gesuchten

Grösse ausser Acht zu lassen .

Anmerkung 2 .

Bekanntlich aber gehören zu jedem Sinus zwey Win¬

kel , welche einander zu 2 R ergänzen . Es liegen also

in den beiden Werthen von sin . B eigentlich die Andeu¬

tungen von vier Winkeln , nämlich von den genannten

spitzen Winkeln ABC , A ’B C , und von ihren Supple¬

menten RBC , MBC , wodurch zwey den Dreiecken ABC ,

A ’BC congruente Dreiecke A " B C , A " B C angedeutet

werden , welche man geometrisch auch findet , wenn die

Construction in der gehörigen Allgemeinheit gefasst , und

sowohl auf der einen , als der anderen Seite von BC

Kreisabschnitte beschrieben werden , welche des Winkels

« fähig sind .

Aufgabe XXXVIII . ( Fig . 36 . )

Ein Dreieck zu beschreiben , dessen Seiten den ge¬

gebenen geraden Linien a , b , c gleich sind , wovon

je zwey zusammen genommen grösser sind , als die dritte .-

Auflösung .

Man beschreibe aus den Endpunkten B , C der Linie

AB , welche der einen , z . E . der Linie a , gleich sey ,

Preise mit Radien , welche den Linien b , c gleich sind ,

und verbinde den Durchschnittspunkt A derselben mit
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den Punkten B , C . dureh die geraden Linien AB , AC ,

so ist , wie von selbst erhellet , ABC das gesuchte Dreieck .

Z us atz .

Da die Kreise einander zweimal schneiden , so giebt

es ein /.weites Dreieck A ’B C mit deu gegebenen Eigen¬
schaften .

Anmerkung i .

Drückt man den Inhalt des Dreieckes aus den Seiten ,

a , b , c durch Rechnung aus , so ist , wenn a -t- b -i - c = S

gesetzt wird , A ABC = + . \ ' ( § S ( | S — a )( * S — b ) ( £ S — c ) ) .

Da der doppelte Werth des Flächeninhaltes nichts ande¬

res , als die , auf geometrischem Wege gefundenen , Drei¬

ecke ABC , A ' BC andeuten kann , so bezeichnet also die

Algebra von zwey einander gleichen , in der Art , wie

A ABC , und A A ' B C , entgegengesetzt liegenden Drei¬

ecken das eine durch — , wenn das andere durch + be¬

zeichnet wird .

Dasselbe stimmt mit dem überein , was die Berech¬

nung der Höhe an die Hand giebt . Es ist nämlich die

Höhe des Dreieckes , dessen Seiten durch a , b , c

l - i , — a X ! S — bX ’/ sS — c ) )
bezeichnet werden , = + ■— — — - - - Ai - U ,1h a
welcher doppelte Werth nur die Höhen AD , A ' D be¬

zeichnen kann , und ein Dreieck , welches durch das ne¬

gative Zeichen von dem Dreieck ABC unterschieden wird ,

erscheint io Beziehung auf dieses in einer Lage , wie das
Dreieck ABC .

Anmerkung 2,.

Es ist der Ausdruck für sin . ACB = •+ ■ — A -ABC .
ab

Da durch deu doppelten Werth desselben nichts anderes
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angedeutet werden kann , als die Winkel ACB , A' CB , so
unterscheidet also die Algebra die Sinus der gleichen
Winkel , welche eine entgegengesetzte Lage haben , wie
ACB , A ' C 13 , durch die Zeichen -+. — .

Was die stumpfen Winkel betrifft , welchen dieselben
Sinus , wie den spitzen Winkeln zukommen , so sind sie
ohne Zweifel die Winkel BCE , BCE ’, welche die Win¬
kel BCA , BCA zu sR ergänzen ., und welche zu zwey
anderen Dreiecken BCE , BCE ’ fuhren , deren an BC
liegende Seiten CE , CE gleich b genommen werden .

Da nämlich BCE | = sR —BCA ,
aR — MCEl

so ist MCE = BCA , also das Perpendikel EM = AD ,

mithin BCE = A BCA

also auch sin . BCE = — AABC .ab ■»
2

Es ist also ~r A ABC sowohl der Sinus des Win -ab
kels BCE , als des Winkels BCA . Und das deutet die
Rechnung dadurch an , dass sie zwey einander zu 2 R
ergänzende Winkel als diejenigen anweiset , welche dem¬
selben Sinus zugehören . Eben so ist es mit sin . BCE .

Die Algebra antwortet mithin durch den Ausdruck

sin .ABC = + — A ABC in erschöpfender Allgemeinheit

auf die Frage , wie gross der Sinus des von zwey ,
der Grösse nach gegebenen , Seiten eines Dreieckes , des¬
sen Inhalt gegeben ist , eingeschlossenen , der dritten Seite
gegenüberliegenden Winkels sey , und sie weiset durch das
doppelte Zeichen , und die Doppelheit der Winkel , wel¬
che demselben Sinus zugehören , die vier Winkel BCA ,
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BCA ' , BCE , BCE ’, welche durch die gegebenen Seiten

a , b , e bestimmt werden , und die vier Dreiecke ABC ,

A ' BC , ECB , ECB an .

Anmerkung 3 . ’

Eine Bestätigung davon liegt in dem Ausdrucke für

die Hälfte des Winkels , dessen Sinus = ^ — A ABC ist .
ab

Für irgend einen Winkel C ist nämlich

sin . C = 2 . sin . § C . cos . | C

also - 11 ’ = sin . ^ C2cos . | C

mithin sin , § C =
sin . C

i ; 2 i/ ( i - sin . £ C * )

4sin . §C * ( i - sin . JC 4 W = sin . C *

4siu . jC 2 ~ 4sin . | C )

ich sin . §C 4 - sin . JC * = — ^ sin . C *

1 " — VT * -■— 77 ^ T ' — sin . C *
ilso sin . | C - sin . JC + £ = - - -

cos . C
ra

_ 4

folglich sin . VaC * = - t- JÜcos . C

i Itlcos . C

mithin sin . | C =
" cos . C

Es hat demnach sin . J ACB folgende vier Werthc
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r r . . l -t- COS.C

Sill . | L = + 1/ --

15 *7

sin . §C = = — V

sin . | C =ss + y '

l + cos . G
2

t — cos . G

sin . | C = — V
i — cos .G •

2

Da die analytische Trigonometrie lehrt , dasssin . | ACB =
, i — cos .ACB . . . . . . .

+ V -- , so sind die beiden letzteren jener Wer -

the die Sinus von den Winkeln ACB , A ’C B . Und da

. . , i — cos .ECB , ^
sm . | ECB = + i/ - - - , aber cos . ECB - cos . ACB ,

so ist sin . §ECB = + U — ^ , mithin deuten die

beiden ersteren jener Werthe die Sinus der Winkel ECB ,

E ' CB an .

Aufgabe .XXXIX . ( Fig . 37 . )

Durch den innerhalb des gegebenen Winkels ABC

gegebenen Punkt D eine gerade Linie zwischen die Schen¬

kel AB , BC zu legen , welche ein Dreieck ABC von aus¬

gezeichnetem Werthe bestimme .

Au flösu ng .

Es sey ABC das gesuchte Dreieck , so ist , wenn DG

der AB parallel gezogen ist , und die Perpendikel AF ,

HE auf BC gefällt werden ,
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BC : CG ) r = AC : CD

x : x — a * wenn ßC = x , BG

A T „E I= a gesetzt wird ;

l b ' wenn man DE =

b setzt ;

= | AF .BCj : b . x , wenn man

A ABC = y

setzt ;

bx
— a

also y
J/ 2 bx s
x — a

folglich dy „
dx ( x — a ) s

mithin bx (x — a )— ' / 2bx 2 '

bx ( x — a — ’/ 2 x ) J
bx ( ’/ j x — a )

demnach x

Für x = o ist y

Für x = 2 a ist y

Ferner ist
dx

o , oder ' / 2 x — a = o

somit x = * 2 a . «

o

a }
— ° .

2 ba 5

a

2 ab .

’/ 2 bx 5 — abx

( x — a ) 5
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d 2 . y ( x - a )2(bx - ab )- ( l/ jbx 2- abx ) a (x - a )
(dx )2 ( x— aJ + j

b ( x — a ) 2— 2 ( ’/ j bx 2—abx )
( x — a ) 3

__ bä 2
(x - a ) 3

folglich d 2. y
(d 7)'2

ba 2 b . ..—- - lur x =
- a 3 a

ba 2 b
- 5- = — lur x
a 3 a 2 a .

Es ist mithin der Werth von y ein ] grösster ( für
1 kleinster i

k = 1 o r .U 1
Die Bedeutung des letzteren ist für sich klar .

Was . den ersteren betrifft , so ist , wenn man

x = -t- o , i . a , oder x = — 0 , 1.a setzt ,

' / 2 b . o ,or .a aJ / 2 b . o . oi . a 5y t . --
0 , 1 . a — a

0 , 01 . ab

y =

IS
1 o

■iis ab

_ 11 »
I 9 *a

o , or . ab
w ~

— — äaö a b *

Es ist also y wirklich ein grösstes , wenn x = o
gesetzt wird .

Zusatz 1 .

Hieraus erhellet wieder , dass man nicht einen Werth
der Wurzel einer Gleichung als bedeutungslos wegzu¬
werfen hat .
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Zusatz 2 .

Ein Dreieck A ' BC ' , welches in dem Nebenwinkel

des " Winkels ABC liegt , heisst in Beziehung auf das Drei¬

eck ABC ein negatives .

Aufgabe XL . “ ( Fig . 38 .)

Die dritte Seite AC eines Dreieckes ABC ans den

beiden übrigen Seiten und dem eingeschlossenen Winkel
auszudrücken .

A u f 1 ö s u n g .

Es ist AC 2 = AB 2 -t - BC 2 — 2 AB .BC .cos ABC

also AC = + v/ ( AB 2 -t - BC 2 — AB . BC . cos . ABC )

Zusatz .

Es hat die dritte Seite zwey gleiche , durch die Zei¬

chen - t- von einander unterschiedene , Wertlie . Nimmt

man auf den Verlängerungen von CB , AB über B hinaus

die Linien C ' B , A ' B den Linien CB , AB gleich , welche

Linien in Beziehung auf BC , BA durch — BC , — BA

ausgedrückt werden , und zieht man A ' C ’ , so ist

A ' C ' 2 = A ' B 2 - hBC ' 2 — 2 A ' B . BC ' . cos . A ' CB

= {— AB )2 -K - BC ) 2 - 2 ( - ABX * BC )cos . A ' CB

= AB 2 + BC 2 — 2AB .BC . c0s . ACB ,

also ist AB 2 + BC 2 — 2 AB . BC . cos .ACB sowohl dem Qua¬

drate von AC , als dem Quadrate xon A ' C ' gleich , und

die Quadratwurzel jenes Ausdruckes sowohl die Bezeich¬

nung für AC , als für A ’C ' , und die Verschiedenheit der

Zeichen deutet die Verschiedenheit der Lage dieser Li¬
nien an .
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Aufgabe XLI . ( Fig * 38 . )

Auf einer gegebenen geraden Linie BC = b , als Grundli¬

nie , ein Dreieck BAC zu beschreiben , dessen Schenkel BA , AC

in dem gegebenen Verhältnisse p : q stehen , und dessen

Winkel der Spitze einem gegebenen "Winkel « gleich sey *

Auflösung *

Settt man BA == x , alsoAC = — x , well BA : lACf =P ü
J> : fj , so muss b 2 s = X2 -f- — x 2 — 2 — * 2cös . a seyn ,-

P 7 P

_ P 7 + <I7 — zpqcoSi « ,

P 7 ~ *

n ?
also X2 SB —;- *- 1>2

p ‘J + q 2- apq cos . «

folglich x = ■ — - P - b *\
V + q ’ - 2pq cos « '

Anmerkung *

Nimmt rtian fiC ’= -*- b , ' und berechnet ein Dreieck ,

welches BC ' zur Grundlinie , ein Sclienkelvefhältniss

~ p : q , den Winkel der Spitze = a habe , und setzt mart

BA ' = x , also A ' C ' = — x , so ist

P 2

( - b ) * l = x ’ + Ä J - 2 lx = cos . rt

b * I P * P

x 5 (p 2 + q * - 2 pq coS .a )33 - ■■■■

P 2
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Da
p

also x s = - !- b * .
p a - t - q a - 2pqcos . a

b a sowohl dem Quadrate von
p 2 + q a - 2 pq cos . a

BA , als dem von BA ' gleich ist , und beide entgegenge¬

setzte Lage haben , so giebt die Algebra beide an , indem

f *f Den Mittelpunkt und den Radius des Kreises zu bestim¬

men , welcher die Seiten eines Dreieckes berühre , dessen

Seiten den gegebenen Linien a , b , c gleich seyen .

Man lialbire die an einer Seite , z . E . BC , liegenden

Winkel ABC , ACB , durch die geraden Linien DB , DC ,
und falle aus dem Durchschnitte D derselben das Per¬

pendikel DE auf BC , so ist D der Mittelpunkt , und DE

der Radius des Kreises , welcher die gegebene Eigenschaft
hat .

Der Beweis ergiebt sich von selbst .

Da die Geometrie zwey Dreiecke ABC , A B C con -

struirt , deren Seiten den gegebenen Linien a , b , c gleich

sind , so liegt in obiger Construction auch die Anweisung ,

den zweiten Radius D E zu finden , welcher die Seiten
des Dreieckes A ’ BC berührt .

p a - t- q 2pqcos . «
b 2 ) . Man ver¬

gleiche Carnot Geom . de Position , pag . 4 ° .

Aufgabe XLII . ( Fig . 39 .) .

Auflösung .

Zusatz .
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Anmcrkun g .

63

Zur algebraischen Bestimmung des Radius aus den

Seiten des Dreieckes , dessen Seiten den Linien a , 1> , e

gleich , sind , dient die Gleichung , a A ABC = ( BC -+-

CA + ABjDE , oder , wenn der Radius mit r , und der Um¬

fang mit S bezeichnet werden ,

wodurch nichts weiter angcdcutct werden kann , als die ,

beiden entgegengesetzt liegenden , einander gleichen Radien

DE , DE .

Den Mittelpunkt und den Radius des Kreises zu bestim¬

men , welcher eine Seite eines Dreieckes , dessen Seiten den

gegebenen Linien a , b , c gleich sind , und die Verlän¬

gerungen der beiden anderen Seiten berühre .

Man halbirc die Nebenwinkel der Winkel , welche an

einer Seite , z . E . BC , liegen , durch die geraden Linien

EB , FC , und fälle aus dem Durchschnitte derselben

ein Perpendikel FG auf BC , so ist F der Mittelpunkt ,

und FG der Radius des gesuchten Kreises ; wie von selbst
erhellet .

Zur algebraischen Bestimmung des Radius R dienet

+ 2 ^ ( iS ( | S — a )( tS - b ) ! ( S - c ) = S . r

also r A 3 t-/ ( gS ( | S — a )( | S — b ) (| S — cj ) ^

Aufgabe XL1II . ( Fig . 4o . )

Auflösung ,

Anmcrkun g .

die Gleichung ,
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i A ABC1 = C(BA - t - AC — BC ) FG

oder ia | / ( | Sl | S - nXäS - b ) ( iS - c )) l ( ( BA -4- AC - BC ) R

, „ * 2 »/ (iSaS - » )(äS - b ) ( äS - c ) )
also 1t = _ “ — ■\ - - — *

c + b — a

wodurch , neben dem , durcli das Zeichen + behafteten Rn *

diusFG , der , durch das Zeichen — angedeutele , Radius F ' G

bezeichnet wird , welcher die Seite BC des Dreieckes A ' BC

und die Verlängerungen der Seiten AB , AC berührt . •

Aufgabe XUIV . (Fig . 4 * -)

Um das gegebene Dreieck ABC einen Kreis zu be¬
schreiben .

A u flösun g .

Man lialbire zwey Seiten , z . E . BA , AC , und richte

in den Halbirungspunkten E , F Perpendikel ED , DF

auf diesen Linien auf . Der Durchschnittspunkt D dersel¬

ben ist der Mittelpunkt , und dessen Entfernung von ei¬

nem Winkelpunkte , z . E . DA , der Radius des gesuchten

Kreises , wie von selbst erhellet .

Anmerkung i .

Zur algebraischen Bestimmung dienet die Gleichung ,

BA . AC = 1 2 DA . AH , wenn die Höhe durch AH

/ vorgestellt wird ;

c . b J 2 r . l1 , wenn BA = c , AC = b , AD = »

' ' r , AH = h gesetzt wird ;
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also ist r =
b . c

Es ist aber , wenn man BC mit a , den Umfang mit

S Kzeich « . , b - -t ^ iS - . XSS - bKjS - c ) )

folglich r = it

abc

4 | S — aj ( | S — bj ( | S - cj )
Beschreibt man das Dreieck A ' B C , dessen Seiten

auch gleich a , b , c sind , so ist der Radius des , um

dasselbe beschriebenen , Kreises zwar der Grösse nach mit

AD einerley , aber nicht der Lage nach entgegengesetzt ,

mithin dürfte nicht der es seyn , welcher durch den ne¬

gativen Werth von r bezeichnet wird .

Macht man C ’A = AC , B ’A = AB , zieht BC ’, und

bezeichnet diese Linien , weil sie eine den Linien CA , AB ,

BC des Dreieckes ABC entgegengesetzte Lage haben ,

durch — b , — c , — a , und sucht den Radius D ' A des ,

um das Dreieck A B ' C ' beschriebenen , Kreises , wie er sich

aus den Linien a , b , c ausdrücken lässt , so wird man

zu setzen haben

ATV _ + _ ( — a ) ( b ) ( — c ) _
AU ~ ~ 4 ^ ( - V2S ( - | S + a ) (- IS + b ) (- iS + c )

_ abc

= 4 ✓ l * S ( | S - a )"(p "- bj ( | S — c ) ) '

Es schliesst sonach derselbe Ausdruck die Werthe

von AD und von AD ’ in sich , und es wird ohne Zweifel

durch jenen negativen Werth von r nichts anderes , als

AD , angedeutet , welche Linie , wie aus der geometrischen

Betrachtung erhellet , der Linie AD nicht nur gleich ist ,

sondern auch eine entgegengesetzte Lage hat . Zugleich

erhellet daraus , dass dieses Beispiel Carnot in seiner
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Geometrie de Position psg . 07 . nicht dienen kann , um

zu beweisen , dass die negativen Wurzeln einer Gleichung
oft nichts bedeuteten .

Uebrigens ist der Inhalt des Dreickes A B ’C ' ein po¬

sitiver , weil derselbe durch - — — - - ausgedrückt wird ,

wenn man die Höhe AII des Dreieckes ABC durch h

bezeichnet . Ein Dreieck also , welches in Beziehung auf

das Dreieck ABC eine Lage hat , wie das Dreieck A ß ’C ’,

heisst nicht ein negatives , wenn jenes positiv gesetzt

wird .

Anmerkung 2 .

Da der Inhalt des Dreieckes AB C ’= ^ ^ ^2

bc . sin . B ' A C ’

so ist sin . B AC ’ positiv . Die Sinus zweyer Scheitelwin¬

kel haben also cinerley Vorzeichen .

Aufgabe XLV . ( Fig . 42 .) .

Ein rechtwinkeliges Dreieck BAC zu beschreiben , des¬

sen Hypotenuse BC der gegebenen geraden Linie a , und
dessen Summe der Kathetensumme BA - t- AC und des Per¬

pendikels AK , von der Spitze des rechten Winkels auf die

Hypotenuse gefällt , der gegebenen geraden Linie b gleich sey .

A n a ly s i s .

Es sey ABC das verlangte Dreieck , AK = x , so ist
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BA + AC = b — k , also ( Dat . 67 .)

( b — x ) a — a a : = 4 : 1

167

also ( b — x ) a — a a ) = 2ax .
( b + a — x ) (b — a — x ) 1

Macht man DC = b , CB — CE = a , setzt man auch

DG = x , so ist b + a — x = EG , b — a — x = BG

also EC . GB = EB .DG

folglich DG : GE = GB : BE

mithin DG + GE1 ; GE = 1GB + BE1 : BE

demnach ist EG , also DG , mithin A ABC gegeben .

Man mache DC = b , BC — CE = a , beschreibe über
DE einen Halbkreis , errichte auf DE das Perpendikel
BF , verknüpfe den Durchschnitt F desselben mit dem
Kreisumfange durch die gerade Linie EF mit dem Punkte
E , und beschreibe aus E als Mittelpunkt einen Kreis mit
einem Radius = EF , welcher der Linie DB in G begegne ,
errichte auf DE das Perpendikel Dil = DG , lege durch
H die Linie HA der Linie DE parallel , beschreibe über
BC einen Halbkreis , welcher der Linie HA in A begegne ,
und ziehe die geraden Linien BA , AC , so ist ABC das
gesuchte Dreieck .

Damit der Halbkreis über BC der Linie AII be -

DE

somit EG2 = DE . EB ;

Construction

"Determination .
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gegne , muss DH

DGj
DE - EF

DE - »/ ( DE . EB )

b + a — \/ ( 3 a { a + b ) ) '

' / 2 BC seju .
a

2

folglich b + l/ aa = ( 3 a ( a + b ) )

mithin b a + ab + J a 3 2ab + 2a®

somit b * — ab + | a a

demnach b — l/ aa

also b

21 ^ 2 + 1

2 , 828 + 1
a --

2

a . 1 , 914 .

Beweis .

Es ist b ~ li , 9i4 . a

< la ( »/ 2 + >/ a )

also b — l/ aa = av / 3

folglich b * — ab + * a s = 2 a 4
<

mithin b * -t - ab + 4 a 3 < ( 2a s + 2ab

( 2 a (a -*- b )
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somit b -j- ' / aa ~ j/ ( 2 a ( a + b ) )

lß (j

demnach b + a — / ( 2a ( a + b) ) ' / 2 a
' / jBC

folglich erreicht der Kreis die Linie AH in einem Punkte
A , so dass

( I)A + AC ) * ~ BC 3 : A ABC = 4 : i

also ( BA -i- AC )1 — a * =» 2 a . AK
= EB . DG .

Da EG * =±= DE .EB

so ist DE :EG = GE : Eß

folglich DG :GE = GB .-BE

mithin EB .DG = EG . GB

somit (BA + AC ) * — a 3 = EG .GB

Es giebt , je nachdem b + a - l/ faafa -t- b ) ) .̂ x/ ‘i a ein

einziges , oder ein zweites Dreieck mit den gegebenen Ei¬

genschaften , Avie von selbst erhellet .

= ( DC + CE - DG ) (DC - CE - DG )
= CG 3 —

demnach BA -t- AC = CG

also BA + AC -*- AK == CG + IHD
( DG

= CD
= b .

Zusatz 1
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Zusatz 2 .

Nimmt man auch den zweiten Durchschnitt G ' des

Ki •ciscs , welcher E zum Mittelpunkte hat , mit der ver¬

längerten BE , nnd errichtet ein Perpendikel DH ' = DG '

auf DE , zieht auch eine gerade Linie durch 11' der

Linie BE parallel , so kann dieselbe dem über BC be¬

schriebenen Halbkreise nicht begegnen , weil DH ' (= DG )

> DE , also noch viel mehr DH > ' / 2 BC , folglich lässt sich

kein Dreieck mit den gegebenen Eigenschaften , dessen

Höhe = DG ’ , finden .

Algebraische Auflösung .

Aus der , in der Analysis enthaltenen , Gleichung , wel¬

che sagt , dass (b — x) 2 — a 2 = 2 ax sey , folgt , dass

b 2 — 2bx -t- x 2 — aax = a 2

also x 2 — 2 ( a -+- b ) x ) — a 2 — b 2

folglich ( x — ( a + b _)) 2 = a 2 — b 2 -t - a 2 + 2 ab + b 2

= aa J + 2 ab

= 2a ( a -pb )

mithin x = a -t - hii / ( 2a ( a + b ) ) sey ,

wodurch offenbar die Linien DG , DG ' angedeutet werden .

Zusatz ,

Es hat x zwey reelle Werthe . Damit das Dreieck

aber wirklich construirt werden könne , muss für den un¬
teren Werth

a -t- b — 1/ ( 2 afa -t- b ) ) ~ i / ia seyn ,

also b + */ i a K ( sa ( a + b ) )
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folglich b a + ab + i a 3 = ?. a J + 2 ab

mithin b 3 — ab + Fa 3 = 2 a 3
* <

somit b ~ ( 1/ 2a + ai / 2

li , gi4 . a .

Für den obcra müsste seyn

a + b + i/ ( 2a ( a + b ) ) ^ ’ / 2a

also '/ 2a + b4 - v/ ( 2 a ( a -+- b ) ) “ o ,

welches niemals statt findet .

Beide Werlhe von x sind zwar unter allen Umstän¬

den reell , der untere bestimmt aber nur unter der Bedin¬

gung ein Dreieck , dass b “ 1 , 914 . 0 sey . Der obere be¬

stimmt gar kein Dreieck . Sind also gleich die Hohen

dieser Dreiecke angeblich , so sind doch die Dreiecke

imaginär .
Anmerkung .

Carnöt führt in seiner Geometrie de Position p . 61 .

diese Aufgabe als ein Beispiel an , dass die Algebra zu¬

weilen eine reelle positive Wurzel liefere , welche eine falsche

Auflösung gewähre . Dazu berechtiget aber dieselbe kei -

neswcgcs . Der Werth der Höhe ist kein falscher . Die

Höhe ist eine wirkliche angebliche , das Dreieck

aber kann ungeachtet der reellen Grundlinie und der

reellen Höhe nicht construirt werden , weil zur Construc -

tion auch noch die Katheten gehören . und diese in dem

vorliegenden Falle durch imaginäre Ausdrücke dargestellt

werden , wovon man sich leicht überzeugen kann . Und es
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ist der obere Werth von x ebenso wenig ein falscher , als

der untere es ist , wenn b > i , gr4 . a gesetzt wird .

Diese Ansicht findet in Folgendem ihre Bestätigung .

Sind A , B die Mittelpunkte zweyer gegebenen Kreise ,

deren Radien durch R , r bezeichnet werden mögen , so

sind , wenn AB die Abscissenlinie und A der Anfangs¬

punkt der Abscissen ist , die Gleichungen der Kreise fol¬

gende , x * + y 2 = II 3 , (x — « ) 2 - t- y 2 = r 2 . In einemPunkte ,

welchen sie gemeinschaftlich haben , sind die Coordinaten

der Kreise einander gleich . Also darf man , wenn beide

Gleichungen verbunden werden , die mit gleichen Coef -

ficienten versehenen Werthe von x , y in einen Ausdruck

vereinigen . Zieht man beide Gleichungen von einander

ab , so erhält man 2 ax — = 5 R 2 — r 2 , also für die
X\ * —

Abscisse x des gemeinschaftlichen Punktes ist x = -- ■ + 1 « .a « 2

Ein Ausdruck , welcher für joden beliebigen Werth der

Grössen R , r , « reell ist , und gefunden werden kann .

Man würde aber sehr in en , wenn man glauben wollte ,

dass also zwey Kreise unter allen Umständen einen Punkt

gemeinschaltlich hätten . Es kommt nämlich auch noch

darauf an , dass die Ordinate unter allen Umständen durch

einen reellen Ausdruck dargesellt werde . Es ist aber

y s = R 2 — x 2
/ R 3 — r 2 -t- « 2 3

= R 2 - f - - — J

4 a 2 R 2 — ( R 2 — r 3 - *- « 2 ) 3

“ 4 <* 2

(2 <zR + Ri — r J -gc »a) ( 2 aR — R * + r 2 — a 3 )
“ Ja 2

- ( CR -*- « ) 2 — »•* ) (>•* - ( R - « ) * )
4 « 2
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(R -i- « + r ) ( R + « — r ~) ( r + R -— » Ur — R + cQ

4 « a

Ist R > r , so sind die ersten Factoren des Zählers

positiv . Wenn nun aber R + r < ft , so ist der dritte

Factor negativ . Und weil ebenfalls R — r < a , so ist

der vierte Factor positiv , also der Werth von y imaginär .

Eben so ist a — r > R , wenn R + r < « ist ;

also « a — 2ar + r 2 > R a

folglich a a — 2 « r > R a — r *

mithin 2 a a — 2 « r > R a — r a + « a

somit a — r >

demnach fällt der Endpunkt von x zwischen die Punkte ,
in welchen die Kreise die Abscissenlinie schneiden .

Wäre r + « < R , so ist der vierte Factor negativ . Da

aber nun auch a < R - *- r , so ist der dritte Factor po¬

sitiv , mithin wieder der Werth von y imaginär . Zeigt

also gleich die Algebra eine reelle Abscisse des Durcli -

schnittspunktes , so ist dadurch noch nicht angezeigt , dass

es einen wirklichen Durchschnitt gebe . Es ist jene Ab -

Aucli ist r < ce— R , wenn R -+ -r < « ist ;

also r a < l ( a - R ) a
! « * • —2 « R + R a
{

folglich 2 « R < R a — r a + « a

r 2 + «
mithin R <
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scissc die reelle Abscisse eines imaginären Durchschnittes ,

gleichwie jene Höhe die reelle Höhe eines imaginären
Dreieckes war .

Ganz ähnliches findet sich in den beiden folgenden

Aufgaben .

Ein rechtwinkeliges Dreieck zu beschreiben , dessen

raum dem Quadrate der gegebenen geraden Linie F gleich

sey .

Bezeichnet man die Hypotenuse mit z , so ist , zufolge

Eucl . Data . Salz 67 . ,

mithin hat z einen einzigen reellen , und , so lange U 2 > 4F J,

oder U > aF ist , positiven Werth .

Bezeichnet man die Katheten mit x , y , so ist

mithin ( x + y ) = z 2 -;- 4 F 2 , ( x - y ) * = z 2 — 4 F 3 .

Damit die Wcrthe von x , y nicht imaginär werden ,

Aufgabe LXVf .

Umfang der gegebenen geraden Linie U , und Fliichen -

Algebraisclie Auflösung .

( U - z ) 2 — z 3 ) = 4 F »
U 2 — 2 Uz i •

also U 2 — 4F 2 ~ 2 Uz

folglich - r-r — = z ;

TT 2 _ /, F

2 u

x 2 -i- y 3 = z 2 , xy = 2 F 3

also 2 xy = 4 F *

muss z 2 4F 3 seyn ,
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folglil 2 F
U 2 - >

somit U 2 — 4 F 2

demnach U 2— 4UF -»- 4F 2 = 8F 2
>

also U = / äF + 2F . Fa

j2F ( l/ 2 + l )
< 2F ( 1 , 4i4 -I- i )
I 2 F ( 2j4 I 4 )
' 4 ,Ö28 . F .

So lange nun U > 2 F , aber U 4 )^ 28 F wird

zwar die Hypotenuse reell und positiv , aber die Katheten

W'crden imaginär , das Dreieck also wird imaginär . Gleichwie

die Geometrie die Hypotenuse ^wirklich construirt , die

Katheten aber auch nur unter der Bedingung construiren

kann , dass U ^ jF ( i / 2 + i ) , so weiset die Algebra

eine wirkliche Hypotenuse an , verlangt aber zur Berech¬

nung der Katheten noch als weitere Bedingung , dass

E > 2 F ( (/ 2 + 1) .

Aufgabe ' XLVII .

Ein rechtwinkeliges Dreieck zu bestimmen , dessen
Einfang und Perpendikel , von ^ [der Spitze des rechten
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Winkels auf die Hypotenuse gefüllt , den gegebenen geraden

Linien U , li gleich seyen .

Algebraische Auflösung .

bezeichnet man die Hypotenuse mit z , so muss

( vermöge Hat . 67 . )

( U — z ) 2 — z 2 | = 2 liz werden ,

Ls ist also z an keine Bedingung geknüpft , und es

kann der Werth der Hypotenuse unter allen Umständen

gefunden werden . Abei ' daraus folgt noch ni ,clit , dass
das Dreieck construirt werden könne . Bezeichnet man

nämlich die Katheten mit x , y , so muss seyn

x 2 -t - y 2 = Z 2 , xy = li . Z

folglich x 2 + 2 xy + y? = z^ + 2hz , x l— 2 Sy + y 4 = z 2 — a I1Z

mithin x -t- y = jtt / ( Z4 + 2hz ) , x — y = (z s — zhzjv

Damit die Wertlie von x , y reell werden ,

U 2 — 2 Uz

also U 2 = 2 (U + li )z

folglich Z
2 ( U + h )

also 2 xy = 2 hz

muss z s 2 hz seyn ,

2 (. U -t- h )

also z ] = 2 h

folglich U 2 ~

l4Uh + 4h *
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mithin U 2 —4FU + 4h 2 l ~ 8 h 2
( U - ah ) 2 ^

somit U — 2h ~ 2hi / 2

demnach U = 2h ( (/ 2 + i )

> 2hC2 , 4t4 >

= 4 , 8 2 8 . h .

Wäre also TJ < 4 ^828 . h , so hört zwar die Hypo¬

tenuse nicht auf , einen reellen Werth zu haben , aber

die Katheten werden imaginär , und das Dreieck kann
nicht construii ’t werden ;

Aufgabe XLVI 1I . ( Fig . 43 . a . b .)

Durch einen gegebenen Winkelpunkt A eines gege¬

benen Quadrates ABCD eine gerade Linie zwischen die

Schenkel des gegenüberliegenden Winkels Zu legen , wel¬

che der gegebenen geraden Linie b gleich sey .

Geometrische Behandlung .

Analysis .

Es sey E ' F ' die gesuchte Linie , so ist , wenn über

FE ' , als Durchmessern , ein Kreis beschrieben wird ,

.welcher durch C lauft , und die Verlängerung der Diagonale

CA in R schneide , RF ' A = RCE ' , wenn die gerade

Linie RF ' gezogen

w01 den ist ;

13
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B» RCF

also CR : RF = FR : RA

folglich CR . RA = RF 3 .

Da Bogen E ' R = Bogen RE ' , so ist RF die

Chorde eines Quadranten in dem Kreise , dessen Diameter

E ’F ’= b ist , ist also gegeben ; mithin lässt sich der Punkt

R , und mit ihm der Punkt F finden .

Constructi on .

*

Man mache AN = b , beschreibe über AN einen

Halbkreis , errichte in dem Mittelpunkte M desselben auf

AN einen perpendikulären Radius , ziehe die gerade Linie

AO , errichte in A auf AC ein Perpendikel AP = AO ,

halbire AC in Q , ziehe die gerade Linie OP , beschreibe

aus Q , als Mittelpunkt , einen Kreis mit einem Radius =s

QP , welcher der verlängerten CA in R begegne , lege

durch P , R die Linien PS , RS den Linien AR , AP

parallel , beschreibe aus R , als Mittelpunkt , einen Kreis

mit einem Radius = RS , welcher der verlängerten CB

in F begegne , und ziehe durch A die , die verlängerte Li¬

nie CD in E ’ schneidende , gerade Linie FE ' , so ist E 'F '

die gesuchte Linie .

Determin ation .

Damit der Kreis , Avelcher in R seinen Mittelpunkt

hat , die Linie CB erreiche , muss , wenn das Perpendikel

RU auf CB gefällt wird ,

RS “ RU seyn ,
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also RS 9 ) ~ IRu 2
AP 9 / > i | CR s
AO * J
§b 9 J

*79

folglich b 2 CR 2

mithin b ICR
> ( RQ + QC

somit b 9 — 2b . QC + QC * ~ ( RQ 2
> QP2

( PA 2 + QA 9

demnach b 2 —b . AC ~ | PA 2
> l | b *

also b — AC = I b
•*k a

folglich | b AC

mithin b ( 2 AC
> IVX , wenn CAV = CAX

= R ist .

Beweis ,

Es ist b “ VX ( Det .)

somit RS — RU , wie aus der Determi¬
nation erhellet ;

ftiifhin erreicht der Kreis die Linie CB in einem Punkte
F > so dass RF ’2 = CR . RA
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mithin CR : RF ' = F ' R : RA

demnach RF ' A = RCF ’

= RCE ' ; also liegen die Punkte

R , E ’ , C , F ’ auf dem Umfange eines Kreises , welcher

über EF ’, als Durchmessern , beschrieben wird , und es ist

arc .E ' R — arc . RF ' , also RF ' die Chorde eines Quadranten .

Da RF ’ = AO , und AO die Chorde des über AN = b

beschriebenen Halbkreises ist , so ist E ' F ' = b .

Zusatz i .

Es erhellet von selbst , dass es , wenn der Kreis ,

Welcher R zum Mittelpunkte hat , die Linie CB berührt ,

eine einzige , wenn er sie schneidet , eine zweite Linie

mit der gegebenen Eigenschaft giebt .

Zusatz 2 .

Nimmt man auch den Durchschnitt R ' des Kreises ,

welcher Q zum Mittelpunkte hat , mit der verlängerten

CA , verlängert SP bis zum Durchschnitte mit dem , inR '

auf CR * errichteten , Perpendikel R 'S ’, und beschreibt einen

Kreis aus R ’, als Mittelpunkte , mit einem Radius = RS ’,

so schneidet derselbe die Linie BC in F , CD in L ,

weil fb + AC > o

also ^ b * 4 - 2b . QC > o

folglich b 3 + 2 b . QC > ( | b 8

lPA *

mithin b 3 + 2b .QC4 - CQ 3 >
PA 3 + AQ *

QP 3

RQ 3

somit b + QC > RQ
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demnach b > IRQ — QG

( CR

also §b * | > I ^ CR *
AQ * I l RU 5,

AP * |
RS a '

folglich SR > RU .;

und nun ist , wenn die geraden Linien AF , AL gezogen

werden , welche die Verlängerung von DC , BC in E ,

H schneiden , CR : R ' F = FR ' : R ' A

also AFR ' = FCR '

= ACE

folglich C R ' F = CEF ;

demnach liegen F , C , R ' , E auf dem Umfange des Krei¬

ses , welcher FE zum Diameter hat , so dass

R 'FE = aR — j AFR '
Ifcr '

= FER '

mithin arc . ER ’ = arc .FR ;

«dsa ist FR ’ J die Cliorde eines Quadranten AQ des übet

R ' S ' f
AO )

F5 beschriebenen Kreises , somit FE = AN
= b .

Eben so ist CR ’: R ’L = LR : R A

also ALR ’ , = LCR '
= ACH
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folglich CR ' L = LHC

demnach liegen II , L , C , R ' auf einem Kreisumfange ,

welcher LU zum Durchmesser hat , so dass

folglich ist LR ’ die Chorde eines Quadranten AO

d ^ s , über HL beschriebenen , Kreises , somit HL = AN

= b .

Zusatz 3 .

Beschreibt man über der Linie B ’A = AB , welche

. auf der Verlängerung von BA über A hinaus genommen

ist , auf der anderen Seite von BB ' , als da , wo ABCD

liegt , ein Quadrat A B ’C ’D ’, so lösen die Linien AE , AL

AE , AL ’ obige Aufgabe zugleich in Beziehung aul das

Quadrat von AB ' auf , und bestimmen namentlich die Linien

FE , H ' L” , F "' E ’” , * H " ' L ’” zwischen den Schenkeln des ,

dem Winkel B ' AD ’ gegenüberliegenden , Winkels von

einer Länge = b .

Algebraische Auflösung .

Setzt man zur algebraischen Bestimmung die Linie

BF = x , BA = a

HLR ' = aR — IALR '

ILCR '

= LDR ’

{

also arc . HR ' = » arc . R ' L

so ist CF = a — x , AF 1 = a * + x *

Nun ist AF * : FB 2 = EF 2 : FC 3

also a * -+- x 3 : x * = b 2 :

2ax + x 3
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folglich b 2x a = a 4 + a 2x a -—a a 3 x — aax , + a *x * 4 - x 4

mithin x 4 — aax 3 — ( b 2— aa 2) x 2 — üa ’ i + a 4 ■= o

d . i . ( x 3 + ( t/ ( a 2+ b 2) - a ) x * a » ) ( x »- ( | / (a »+ b 5) + a ) x + a a) = o

demnach entweder x 2 -t - ( j/ ( a 2 + b a ) — a ) x + a 9 = o

oder x 2— ( ^ ( a a + b a ) 4 - a ) x + a a Q

f V (a a 4 - b a )— a \ a f i/ (a * - »- b a )— a \ a

also entw .^ xH — ' — ~ — J = ^ - — - — !■— J _ a a
a * + b a - 2 a V ( a a + b a ) + a 2~4a 2

b a — 3 a a — 2ai / ( a a + b a )

folglich x = l / ( a 2 + b 2) — a ^ v/ (b a - aa 2- aai / (a 2 + b 2)),
2 a

a — j/ ( a 2 - t- h 2 ) ,+ \f ( b 2— 3 a 2— 3av / (a 2+ h 2) )
2

{ i/ (a 2 -*- b 2) + a \ a ( / ( » ’ + bD + a ' v

öder ^ x - - - - J - - - - J
— a »

a a -j.b a + 2 a j/ (a 2+ b 2) + a 2- 4 a 2

b a — 2 a a -+- 2a |/ (a a -*- b a )

4 - ^ (a 2+ b 2) + a + V ( b * — 2 a a -t- aav / (a J+ b 2))

folglich x = s - >- a — «

Die vier Werthe von x sind also

, — ^ (a a + b 2 ) + a + 1/ (b a ~ 2 a a — a , a t/ ( ag -4- b a ) >
x 3

„ — ^ (a ^ b ^ ita - v {b ~ — aa a — 2at / ( a a + h a ) >
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+ v/ (a 3 + b 2 ) + a + t / ( b 2 — 2 a * + 2a ^ ( a 2 ■►b5 ) )
* „ - - - - -

+ V (a 3 + b 2) -t - a — V ( b 2 — 2 a 2 + 2 aj / ( a 2 -f- b ? ) )X =- s - -- -- .2

Da ( / ( a 3 -t- b 2 ) — a ) 2 > f ( v/ ( a 2 + b 2 ) — a ) 2 — 4 a l

tb 2 — 2 a 2 — 2ai / (a 2 -t - b 2 )

so ist i / (a 2 + b 2 ) — a > i/ (b 2 — 2 a 2 — 2 ai / (a 2 + b 3))

folglich j/ ( a 2 + b 2 ) > a + v/ (b 2 - 2a 2 - 2ai / (a 2 + b 2 )) ;

mithin ist der erste , und noch viel mehr der zweite jener

Werthe von x negativ , dagegen sind die beiden letzteren

positiv , übereinstimmend mit der geometrischen Construc -

tion , welche BH ' , BF ’ in die , den Linien Bll , BF ent¬

gegengesetzte , Lage bringt . Es ist also

x = BH '

x " = BF '

x ’" = BH

x " " = BF .

Uebrigens sind die beiden ersten Werthe nur möglich ,

wenn b 2 = 2 a 2 + 2 ai / (a 3 + b 2 )

also b 2 — 2a 2 2a / ( a 2 -t - b 2 )

folglich b 4 — 4 aI b 3 + 4 a 4 ~ 4 a 4 - t- 4 a 2 b 2

mithin b 4 8 a 2 b 2
>

somit b 3 8 a 2 .
>
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Macht man CAT = CAU = R , so ist
TU * = TC * + UC *

= 2TC * = 2 . 4 CD *
= 8 . CD *
= 8 . a *

also muss b “ TU seyn .

Anmerkung 1 .

Verwandelt man , um diese Werthe von x in dieje¬
nigen umzuändern , " welche dem Quadrate AB ’CD ' an¬
gehören , den Werth von a in — a , so wird

, — Uta * + b * ) - a 4- v/ ( b * — 2 a * + 2 ai / ( a * + b 2 ) )
2

„ — V ( a * -t- b * ) — a — t/ Cb *— 2 a * -t- 2 at/ fa ’ + b *) )
x = - 2

-t- V Ca * + b * )— an- V (b * — 2 a * — 2 a t/ (a * ■+• b * ) )

X = • 1/ (a * + b * ) — a — V Cb * — 2 a * — 2at / ( a * -t- b * ) )

Der [ erste dieser Werthe ist der entgegengesetzte
zweite
dritte
vierte /

des I vierten ] dev obigen , und ihm , absolut ge -
dritten
zweiten
ersten

nomnien , gleich .

Die Construction stellt sie in dev Ordnung dar durch
?T ' , B ' H " , B' F " , BTT " .
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Anmerkung 2 .

Es ist AF : FB = = EF : FC . Setzt man AF

— y , so ist y : 1/ (y 9 — a 3 ) = b : a — \ ' ( y * — a 3 )

also ay — yi / ( y a — a 9 ) = b ^ ( y 9 — a 9 )

folglich ay = ( b -t- y ) i/ ( y 3 — a 9 )

mithin a 9 y 9 = ( b s -t- 2 by + y 9 ) ( y 9 — a a )

— b 9 y 3 - »- 2 by 9 -+- y 4 — a 3 b 9 — 2a a by — a 2y®

somit a J b a = y 4 -4- 2 by 3 -t - ( b 3 — aa 9 ) y a — 2a 9 by

demnach a 4 + a 3 b 3 = y 4 + 2 by 3 -4- ( b a — 2a a )y 9 — aa 5by + a 4

= (y 3 + by — a 3 ) 3

also rt i/ ( a 4 + a 9 b a ) = y 9 + by — a 9

folglich a a - l- | b 9 l : t / (a 4 -i - a 9 b 3 ) = ( y -*- | b ) 9

demnach y = — % b± ^ (a a + | b 3 + i/ ( a * -t- b 3 ) ) .

Die vier Werthe von y sind also folgende :

y =£= — Jb + v/ ( a 3 + | b 9 - i- ai / (a 3 + b 3 ) )

y " = — | b — v/ (a a -+- ^ b 3 + ai / ( a 3 4 - b 9 ) )

y = — | b + \ / ( a a + J b a - ap ( a 9 + b 3 ) )

y = — | b — v/ ( a a - t- ^ b 3 — ai / ( a 9 + b 3 ) ) .

Um zu erkennen , welche Linien durch diese Werthe

angedcutet sind , setze man AO = z , wenn O der Hal -

birungspunkt von FE ist , also AE = z + Jb , AF = z - | h .

Da nun AE a : ED a FA a : AB 3 ,

so ist (z -* §b ) 3 : ( z -t - 3 b ) 3 - a a = ( z — | b ) a : a 3
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also a 3 ( z + | b ) 2 = ( z -J- | b ) 2 (z — \ 1>) 2 — a 2 ( z — Jb ) 2

187

folglich a 2 (( z + | b) 2 -+- (z - Jb ) 2 ) } = [ (z 2 — | b 2) 2
a 2 ( 2 z 2 -t- | b 2 ) z 4 — | b 2 z 3 + jr5 b 4
aa 2 z 2 + ja 2 b 2 )

mithin | a 2 b 3 — / 5 b 4 = z 4 — ( | b 2 + 2 a 2 ) z *
= z 4 — aCjb 2 + a 2 ) z 2

somit \ a 2 b 2 — ^ b 4 + ( a 2 + | b 2 ) 2 1= (z »- ( Jb J + a 2 )) 1

Es hat mithin z vier Werthe , wovon je zwey cinan ■
der gleich , und entgegengesetzt sind , welche sind

z' = •+• V ( a 2 + J b 2 -+- aj / (a 2 + b 2 ))

. z" = — v/ (a 2 + §b 2 + a ^ ( a 2 4 - b 2 ) )

z " = -t - ^ ( a 2 + | b 2 — ai / (a 2 + b 2 ) )

■ z" " = — v/ (a 2 -f- fb 2 — a / ( a * + b 2 ) ) .

Bezeichnet demnach z den Werth von AO , so be¬
zeichnet z” den von AO ’. Deutet z " den Werth von AO
an , so bezeichnet z " den Werth von AO .

Obige Werthe von y werden aber aus diesen Wer -
then von z erhalten , wenn mit jedem derselben - § b
verbunden wird , so dass y den Werth von AF , y den
Werth von AE " , y " den von AE ’, y””den von AF be -

§a 2b 2 - / 6 b 4 + a 4 -t- Ja 2 b 2 -t- / ^ b 4
a 4 + a 2 b 2

a 2 (a 2 + b 2 )

demnach z 2 — ( | b 2 + a 2 ) = ^ aj / (a -*- b 2 J )

also z = ^ i/ (a 2 -»- Jb 2 ± .ai/ (a 2+ b 2 )) .



188 Aufgabe XLIX.

zeichnet . Die Werl he von AQ , AQ " , und von AQ ' ,

AQ” , wenn Q , Q” , Q , Q” die Halbirungspunkte der

Linien Lil , I / fl” , LH ' , L ’" iJ " bezeichnen , werden nicht

besonders angegeben , weil sie der Lage und Grösse nach

dieselbigcn sind , wie die von AO , AO ’, AO” , AO '” . Weil

AO = AQ , und keine der anderen entgegengesetzt ist ,

so giebt die Algebra auf die Frage , in welcher Entfer¬

nung von A der Halbirungspunkt der in dem Nebenwin¬

kel des Winkels I ! CD liegenden , der Linie b gleichen , Li¬

nie liege , nur eine einzige Antwort , weil es nur eine einr

zige Entfernung giebt , man mag sie in dem einen , oder

dem anderen Nebenwinkel suchen , und deutet sie

durch - I- F ( a 2 -*- g;b 2 -t- a v/ ( a 2 -t- b 2 ) ) u , s . w . an . Es be¬

zeichnen desshalb auch obige Werthe von y , welche

durch y , y " , y " , y” " angedeutet werden , nicht , wie es

anfangs scheinen konnte , die Linie AF , All , AF ' , AH ’,

sondern die Linien AF , AE” , AE ' , AF” ' . Und die Al¬

gebra ist hier nicht , wie man glaubt , in dem Falle , die

Linien AH , AH ' für negative auszugeben , wenn sie AF ,

AO” als positive bezeichnet .

Aufgabe XLIX . ( Fig . 44 ' ) *

Den Sinus der Hälfte eines gegebenen Winkels
ACB = a zu finden .

Auflösung .

Es ist cos -ij a + § b ) = cos . | a . cos . f b - sin . Ja . sin . J b .

Setzt mau a = b , so ist cos . a = cos . Ja 2 — sin . Ja 2 .

= l — 2 ( sin . ’/ aa )2
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Anmerkung ;

Da der Sinus der 11 äIlle des Winkels a aus dem

Cosinus dieses Winkels ausgedriickt wird , der Cosinus

CD des Winkels a aber auch der Cosinus anderer Winkel

ist , so hat die Algebra den Sinus der Hälfte aller der

Winkel auszudriicken , welche CD zum Cosinus haben .

Das geschieht durch die Zeichen + — . Die i inie CD

ist z . E . auch der Cosinus des erhabenen Winkels ACB ' ,
so wie des hohlen Winkels ACB ' . Der Sinus der Hälfte

jenes Winkels ist E " F” , dieses E ' F . Der Ausdruck

für sin . */ 2 a muss also sowohl den Werth von EF ,

wenn ACE = ^ 2 ACB ist , als den von E ' F ' ' lind von E ' F

anzeigen , und alles dieses leistet sie durch das doppelte
Zeichen .

" Aufgabe L . ( Fig . 44 - )

Deh Cosinus der Hälfte eines gegebenen Winkels

ACB = a zu finden .

Auflösung .

Es ist cos . a = ( cos . 1/ 2 al 2 — (sin . ’/ a a ) s

= ( 2 cos l/ 2a ) 2 — 1

1 -t- cos .a
folglich cos . ' / ja = iE - “ - '

Anmerkung .

Ha der Cosinus der Hälfte des Winkels a aus dem

Cosinus dieses Winkels ausgedriickt wird , der Cosinus
CD des Winkels a aber auch der Cosinus anderer

Winkel ist , z . Ei des erhabenen Winkels ACB ,



des hohlen Winkels ACB ' u . s . w . , so muss die

Algebra den Cosinus der Hälfte aller der Winkel an¬

geben , welche CD zum Cosinus haben . Und das geschieht
durch die Zeichen + — . Der Cosinus der Hälfte des

Winkels a ist CF , der Hälfte des erhabenen Winkels

ACE ' ist CF " , der Hälfte des hohlen Winkels ACB ’ ist
K ^ COS • 3

CF , welche Linien alle durch tt V - —- ausge¬

drückt sind .

Aufgabe LI . ( Fig . 44 * )

Die Secante der Hälfte des gegebenen Winkels ACB

t = a zu finden .

Au fl ösu ng .

i I
Es ist sec . */ 2a =

cos . 1/ 2 a
± V

1 + cos .a

±
1 - t- cos . a

Anmerkung .

Die Secanten müssen , wenn der Gegensatz der Lage

sich vollkommen darstellen soll , u . man nicht in unüberwind¬

liche Schwierigkeiten gerathen will , wie alle übrigen trigono -

meteischen Linien , auf einer einzigen geraden Linie , na¬

mentlich auf einem einzigen Diametcr und seiner Verlän¬

gerung , dargelegt werden . Das geschieht , wenn man sie

als denjenigen Theil eines durch den Anfangspunkt des

Bogens gezogenen iind verlängerten Diameters definirt ,

welcher zwischen dem Mittelpunkte und dem Durchschnitts -'

punkte der durch den Endpunkt des Bogens an den Kreis
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gelegten Tangente enthalten ist . Da nun aber die
Secante der Hälfte des Winkels a durch den Co¬

sinus CD dieses Winkels ausgedrückt wird , die Li¬

nie CD aber auch der Cosinus anderer Winkel , wie ,

z . E . des erhabenen Winkels ACB ' , des hohlen

Winkels ACB ' u . s . w . ist , so hat die Algebra zugleich

die Secanten der Hälften aller jener Winkel , welche CD

zum Cosinus haben , anzugeben . Das thut sie durch die

Zeichen h - . Nämlich dieSecante von */ a ACBist = CH ,

von der Hälfte des erhabenen Winkels ACB ' ist - s CH ' ,

der Hälfte des hohlen Winkels ACB ' = CH etc . , Linien ,

welche einander gleich , und der Lage nach einerley ,

oder einander entgegengesetzt , also alle in dem Ausdrucke
i

+ 1/ - enthalten sind .
~ i + cos . a

Die Cosecante der Hälfte des gegebenen Winkels

ACB = a zu finden .

A uflösun g .

Wenn der Gegensatz der Lage der Cosecanten der

verschiedenen Winkel gehörig dargelegt werden soll , und

man nicht in unüberwindliche Schwierigkeiten , wie sie

die gewöhnliche Behandlung dieser Linie nach sich zieht ,

Aufgabe LII . ( Fig . 44 *)

Es ist cosec . */ 2 a =

t

sin . ’/ a j — cos . a

2

t — cos . a

Anmerkung .
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sich verwickeln will , so müssen alle Cosecanten , wie es

bey allen übrigen trigonometrischen Linien gesehiehet ,

oder doch geschehen kann , auf einen einzigen Diameter

und seine Verlängerung gelegt werden . Das geschieht ,

wenn man sie als denjenigen Theil eines , durch den End¬

punkt des Quadranten , welcher mit dem Bogeu cinerley

Anfangspunkt hat , gelegten , Durchmessers betrachtet ,

yvelcher zwischen dem Mittelpunkte und dem Durch¬

schnittspunkte der , durch den Endpunkt des Bogens geleg¬

ten , Kreistangente enthalten ist . Da nun die Cosccante

der Hälfte des Winkels a aus dem Cosinus desselben

ausgedrückt wird , so ist dieser Ausdruck auch der Aus¬

druck für die Cosecanten der Hälften aller anderen Win¬

kel , welche denselben Cosinus haben . Derselbe Cosinus

gehört aber auch unter anderen dem erhabenen Win¬

kel ACB ' , und dem hohlen Winkel ACB ' zu , also muss

der Ausdruck für cosec . ' / 2 a auch die Wertlie von cosec .

Y 2 ACB ' enthalten , mag man unter ACB ' den erhabenen ,

oder den hohlen Winkel verstehen . Das alles geschieht durch

. 2
die Bestimmung , dass cosec . '/ 2 a = y ' - 1— sey .1 " * cos .a

Der Winkel >/ 2 ACB hat zur Coseeante CL , der Winkel

' / 2 ACB ' , wenn ACB ' ( erhaben 1 ist , ( CLJ , und die

\ hohl 3 tcL ' l

eine Linie ist der anderen gleich , der Lage nach aber

entgegengesetzt .

Aufgabe LIII . ( Fig . ^ 5 . ) ;

Den Sinus der Summe eines Winkels von 45° und des

gegebenen Winkels ACB = a zu finden .
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A uflüsung .

Es ist cos
R — 2 <

cos . ( 45 ^ — a )

sih . ( 45° + a )

= 1 /
i + cos . (R — 2 a )

= ± V ■

1 -4- sin . 2 a

Anmerkung .

Da der Sinus von (45° + a ) aus dem Sinus des Dop¬

pelten des Winkels a ausgedrückt wird , so muss der

Ausdruck von sin . (45° + a ) den Werth von den Sinus al¬

ler Winkel enthalten , welche aus 45° und den Winkeln

bestehen , deren Doppeltes einen Sinus = GII hat , wenn

arc .AG = 2 . arc . AB ist . Nun hat , z . E . , der Winkel ACK ,

wenn GK ^ AF ist , einen Sinus KL = GII , der Winkel ,

Welcher vom Bogen AKQG gemessen wird , hat GH

selbst zum Sinus . Also muss sin . ( 45° + a ) neben dem

Werthe von DE , auch , wenn BD = 45° genommen

wird , den Werth von sin . - 45 c

2R + a

225° + a

u . s . w

i35° — a

enthalten .

und von

ist aber

i 55 0- a - r 45 0 -4- a = i 8 o ö , also ist sin . ( io5° - a ) = sitt . (45 c + a ) .

Es ist 220 ° + ä — 45° — a = i 8 o° , alo ist sin ( 225 ° + a ) ~

— sin . (45° + a ) u . s . tv . Mithin drückt die Algebra alles

Vollständig durch dl V —

• sm . 2 a
aus , wie es der geometri -
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sehen Construction gemäss ist , welche OP = DE als

sin ( i35° — a ) , und PQ = OP = DE als sin ( 225° -f- a )

construirt , aber PQ mit OP in die entgegengesetzte Rich¬

tung legt .

Den Cosinus des Winkels = 45° - *' fACBJ zu finden .

Da cos . ( 45° + a ) aus dem Sinus des Doppelten des

Winkels a ausgedrückt wird , so muss der Ausdruck von

cos . ( 45° - *- a ) den Werth von den Cosinus aller Winkel

enthalten , welche aus 45° und den Winkeln bestehen ,

deren Doppeltes einen Sinus = GH hat . Nun hat z . E .

der Winkel ACK , wenn GK ^ AB gelegt wird , einen

Sinus KL = GII , der Winkel , welcher vom Bogen

AKQG gemessen wird , hat GH selbst zum Sinus u . s . w .

Also muss cos . (45° -t - a ) neben dem Werthe von CE ,

wenn BD = 45° genommen wird , auch den Cosinus des

Aufgabe LIV . ( Fig . 45 .) .

a

Auflösung .

R — 2 a I I — cos (R — 2 a )
Es ist sin .sin . - 1 = 4 - ^

2 2

sin . (45° — a ) /
I "4 - 1/

cos . (45° -*- a ) l —

i — sin . 2 a

2

Anmerkung .

Winkels von ( 45° +
J ACK J | und des Winkels von

2R — 2a ( /
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1 45° + ( 4 R -*- aa
) ( sR + a
\ 225° + a

t55 0 - a -*- 45° -Ha = 180 6 , also istcos . ( i35° - a ) = - cos . (45° + a ).

Es ist 225° -Ha — ( 45° + a ) = i8o° , also ist cos . ( 225 ö -Ha ) =

— cos . ( 45° -t- a ) . Mithin drückt die Algebra alles voll -
, i + sin , 2 a

ständig durch _± j/ - -- aus , wie es der geometri¬

schen Darstellung gemäss ist , welche PC = cos . ( i35° - a ) =

cos ( 225° -Ha ) == CE macht , und in die entgegengesetzte

Richtung legti

s . w . enthalten . Es ist aber

Aufgabe L V .

Den Sinus des Uebersclnisses eines gegebenen Win¬
kels von a“ über einen Winkel von 45° zu finden .

Es ist sin .

Auflösung ,

aa — R )

sin . ( a — 45° )
= _ V ■

= *

1 — cos . ( 2 a — R )
2

i — sin . ( 2 R — 2 ä )
2

j -Hsin . 2 a
2

An ftl erkun g .

£s gelten hier dieselben Betrachtungen , Wie bey den

Vorhergehenden A u fgaben .
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Aufgabe LVI .

Den Cosinus der Differenz der Winkel von a° und
45 ° zn finden .

A uflösung .

Es ist C0 . . 22 L + 1 + cos . ( 2a — R )
2 > — 2

cos . ( a— 45 °) '

«* t . y'

= ± ✓

1 4- sin . (2 R — 2 a )
2

1 4- sin . 2 a

Anmerkung 1.

Hier gelten dieselben Betrachtungen , wie bey den
vorhergehenden Aufgaben .

Anmerkung 2 .

Eben so ist sin . ( 45 a) = sin .
. R — 2 a

— ■+ • y' 1 — C0S - ( R — 2 a )

. 1 — sm . 2a
= ± v — . — ;

und cos . ( 45 ° — a) = cos .

2
R — 2 a

__ + ^ n - cos . (R — 2 a )

= +

2
1 4- sin . 2 a

2
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Anmerkung 3 .

* 97

Zu ganz ähnlichen Betrachtungen führen die For¬

meln für

sec . (45° + a ) — - 7 7zä ~.- cosec . (45° + a ) = — — - ,™ cos ( 45° + a ) ’ ^ ' sin . ( 45° + a )

— 1/ i — sin . a a V -i - ■sin . 2a

V' -
I — sin . 2 a

+ V' -

1
2

sec . (a — 45° ) ^
cos .fa — 45° )

i
, cosec . (a — ^ 5° ) = —

i + sin . aa
i

i v
= ±v -

sec .(45° — a ) =

i - t- sin . 2 a

2

2

I ■+ • sin . 2 a
I

sin , ( a — 45° )i
I - sin . aa; i/ -

2

■■±V -

cos . ( 45 ° — a )
l

, cosec . ( 45 a — a ) = - r

i - sin . 2 a
i

sin . ( 45° — a )i

Z. V

-- tv -

n - sin . a a i - sin . 2 a

i - h sm . 2 a

% v -
. 2

~ ±v - -i - sin .2 a

Aufgabe LVII . ( Fig . 4 ^ - ) *

Den Sinus eines Winkels a aus dem Cosinus zu be¬

stimmen .
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Auflösung .

( sin . a ) 1 = i ^ - ( cos .a ) *

198

also sin . a = + / ( i — ( cos . a ) 1 ) .

Anmerkung .

Da der Sinus aus dem Cosinus ausgedrückt wird ,

so ent hält der Ausdruck von sin . a den Sinus aller Winkel ,

welche denselben Cosinus haben . Nun haben z . E . der

erhabene Winkel ACD , der hohle Winkel AGD u , s . w .

denselben Cosinus CE , wie der Winkel ACB ■= ■ a . Da

nun DE der Sinus der letztgenannten Winkel ist , so

giebt der Ausdruck von sin . a sowohl den einen , als den

anderen an , indem die Algebra sin .a = ± ’ V ( 1— ( cos .aj 1 )
setzt .

Aufgabe LVJII . (Fig . 46 .) .

Den Cosinus des Winkels a aus dem Sinus ans -

zudrücken .

Auflösung ,

Es ist cos . a = ^ t/ ( i — ( sin . a ) 1 ) ,

Anmerkung ,

Da der Cosinus aus dem Sinus ausgedrückt wird ,
so giebt der Ausdruck von cos . a die Cosinus aller Win¬

kel an , welche einen Sinus =* BE haben . Nun ist

sin . ACG = GH

= BE , wenn BGij ^ AC ist , Es ist der Sinus des

Winkels , welcher vom Bogen AGDB gemessen wird ,

= BE u , s . w . und der Cosinus jenes Winkels ist = CH ,

dieses — CE . Desshalb setzt die Algebra cos . a —
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jr / ( i — (sin .a ) * ) , in welchem Ausdruck alle jene Linien

enthalten sind .

Aufgabe LIX . ( Fig . 46 . ) .

Die Tangente
zudrücken ,

eines Winkels a aus dem Sinus aus -

Auflosung .

Es ist tan . a
sin . a

cos . a

^ sm . a

t ' ( i — ( sin . a )2)

Anmerkung 1 .

Da die Tangente aus dem Sinus ausgedrückt wird ,

so muss der Ausdruck für tan . a die Tangenten aller Win¬

kel angeben , welche denselben Sinus haben . Nun haben

z . E . der Winkel ACB , und der Winkel ACG densel¬

ben Sinus , also muss tan . a sowohl die Tangente von ACB ,

als von ACG angeben , und das geschieht durch tan . a =c

-t- sin . a .
- , während die Geometrie die Tangenten
( ' ( i - (sin .a ) 2)

KA , AL der zu jenen Winkeln gehörigen Bogen einan¬

der gleich , aber in gerade entgegengesetzter Richtung

darlegt .
Anmerkung 2 .

In ganz ähnlicher Art verhält es sich mit den Aus¬

drücken der Tangente aus dem Cosinus , der Cotangente

aus dem Sinus , oder dem Cosinus u . s . w .

Aufgabe LX . ( Fig . 4 ^ . ) •

Den Cosinus eines Winkels a aus der .Tangente ausattr

diückcn .
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Au flö su ng ,
i

Es ist cos . a = - :—
sec . a

^ i

~ — ^ ( i + Ctan .a ) 1)

Anmerkung .

Zu jeder Tangente , sie sey positiv , oder negativ ,

geliert also ein doppelter Cosinus . Nämlich AK ist so¬

wohl die Tangente von arc . AB , als z . E . vonarc . AGM ,

wenn BM ein Durchmesser ist . Jener Bogen hat CE , dieser

CH zum Cosinus , wovon dieser jenem gleich ist , aber

entgegengesetzt liegt . AL ist die Tangente des Bogens

AB und z . E . zugleich des Bogens AGD , wovon jener CH ,

dieser CE zum Cosinus hat , und jener diesem gleich ist ,
aber entgegengesetzt liegt ,

Aufgabe LXI ,

Die Anzahl der Glieder einer arithmetischen Reihe

zu suchen , deren erstes Glied = i , Differenz = r , und

Summe der Glieder = io sey .

Auflösung ,

Aus bekannten Gründen muss , wenn x die Anzahl

der Glieder bezeichnet , die Gleichung statt linden
x ( x -t- 1)



demnach hat x die Werthe i — | + § =
) _ X _ 9 _1 — 2 2 “

Es weiset also die Algebra auf zwey Reihen hin , wo¬

von die eine aus 4 , die andere aus — 5 Gliedern beste¬

het , in deren einer das letzte Glied also auch = + 4 »

der anderen =t= — 5 ist .

Aufgabe LXI .

mithin x =

Anmerkung i .

Setzt man das erste Glied der Reihe == o , die Dif¬

ferenz = . i , die Summe = io , und sucht die Anzahl x

der Glieder , so hat man die Gleichung

x ( x — i )- = IO
2

also x 2 — x = 20

folglich x 2 — x + § = 20 £

mithin x = § + V V

demnach entweder x = -4- 5

oder x = — 4 -

Sucht man das letzte Glied U dieser Reihe , unab¬

hängig von dieser Rechnung , so hat man die Gleichung

M±l ? = xo2

also U 3 + U = 20
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folglich U 2 + U + J = 20 ^
_ 8_r4.

mithin U = — 4 ± V 8*
= x ■+ ■ 9 ■
— 1 — a >

demnach entweder U = + 4

oder U = — 5 .

Anmerkung 2 .

Die Algebra hat es in allen diesen Aufgaben mit der

folgenden Reihe zu thun :

— 5 — 4 — 3 — 2 — 101234

und sie giebt auf die in der Aufgabe ihr vorgelegte Frage ,

wie gross die Anzahl x der Glieder dieser Reihe sey ,

wenn 1 das erste Glied genannt , und die Hälfte des

Produktes aus der Anzahl der Glieder und der Summe

des ersten und letzten Gliedes = 10 gesetzt wird , die

doppelte Antwort , es sey x = - t- 4 , oder = — 5 . Soll

die Reihe mit o anfangen , so antwortet sie in Anmer¬

kung 1 auf die Frage , wie gross die Anzahl der Glieder

dieser Reihe sey , wenn die Hälfte des Produktes aus der

Anzahl der Glieder und der Summe des ersten und letz¬

ten Gliedes ■= 10 gesetzt wird , auf die doppelte Wei¬

se , es sey x = - t- 5 oder x = — 4 - Oder sie sagt ,

wenn nach dem letzten Gliede U gefragt wird , es sey

U = + 4 , oder U = — 5 . Beide Reihen o 1 2 3 4 >

und -— 5 — 4 — 3 — 2 — 1 o leisten das Verlangte .

Und so dient auch dies zu einem Beispiel , wie die

Algebra niemals eine doppelte Antwort gieht , wenn
pur eiup einfache statt linden kann .
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Aufgabe LXII .

Eine Gesellschaft tritt zu einem gemeinschaftlichen

llandlungsgeschäfte zusammen . Jedes Glied legt doppelt
so viel Thaler ein , als die Zahl der Glieder der Gesell¬

schaft anzcigt . Aul ioo des Kassenbestandes werden so

viel Thaler gewonnen , als die Einlage eines Gliedes be¬

trägt . Der Totalgewinn ist der doppelten Einlage eines

Jeden gleich . Aus wie viel Gliedern bestand die Ge¬
sellschaft ?

Auflösung .

Es sey die Anzahl der Glieder = x

so ist die Einlage eines jeden = 2 x ;

also die Gesammt - Einlage = 2x 3 ;

mithin verhält sich ioo : 2x J = 2 x : Totalgewinn .

4x3
Folglich ist der Totalgewinn = - . Demnach ist

u 100

100

x 1
somit - = x

100

also x J == 100

mithin x = + 10 .

Anmerkung .

Der negative Werth von x enthält die Auflösung

folgender Aufgabe :

Eine Gesellschaft löset ein gemeinschaftliches Iland -

hingsgeschäft auf . Jedes Glied erhält doppelt so viel

Thaler , als die Zahl der Glieder der Gesellschaft beträgt .
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Auf ioo des Kassenbestandes werden so viel Thaler ver¬
loren , als der A n t h e i 1 eines Gliedes anzeigt . Der
Total Verlust ist dem doppelten Antheil eines Jeden
gleich . Aus wie viel Gliedern bestand die Gesellschaft ?

Es leiht Jemand zwey Capitalien aus , deren Summe
= 13ooo , und von welchen er gleich viel Zinsen zu ver¬
schiedenem Zinsfusse bezieht . Wäre das erste Capital zu
dem Zinsfusse des zweiten , das zweite zu dem Zinsfusse
des ersten ausgeliehen , so würde er von jenem 36o Tha¬
ler , von diesem 49° Thaler Zinsen erhalten . Welches
waren die Capitalien -, und welches war der Zinsfuss eines
Jeden ?

Das eine Capital sey = S , so ist das andere = i3ooo - S .
Ist der Zinsfuss des ersten = x , des zweiten = y , so ist

Aufgabe LXIII .

Auflösung .

S ioooo — S i3ooo — S
x = 49°

IOO IOO IOO

alsoSx = ( i3ooo — S ) y , Sy = 56ooo , ( i3ooo - S ) x = 49 000

folglich
36ooo

i3ooo —S 1 3ooo — S

mithin - ;—- = -
1 5ooo -S S

Sx 36ooo

somit x = 36ooo ( i3ooo — S )
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36000 ( 13 ooo — S ) 40000demnach - ^ - - „
S J i 3 ooo — S

also 06 ( 10000 —S ) a s = 49 »S a

folglich 6 ( i 3 ooo— S ) = + nS

mithin 6 , i 3 ooo =*= (6 + 7 ) S

6 . 10000somit S ss

6 . 10000
demnach ist entweder S

10
= 6000 ;

6 . 10000
oder S

SS — 78000 ;

somit das andere Capital entweder = 10000 - 6000

= 7000 ;

oder = i 3 ooo— ( — 78000 )
Ä 91000

= 6 ;

36000oder =
— 78000

Der Werth von y ist entweder = —- -J 6000

BSS - 1IS -

# 49 °°°
Der Werth von x ist entweder =* —-

7000

75
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oder = 12222
91000

Anmerkung .

Die ersten Werthe von S , x , y losen die Aufgabe

in dem Sinne der Aussage auf . Die zweiten Wcrthe be¬

antworten folgende Frage :

Jemand verschuldet zwey Capitalien , deren Differenz

= i3ooo , und von welchen er gleich viel Zinsen zu un¬

gleichem Zinsfusse bezahlt . Verzinscte er das erste Capital

zu dem Zinsfusse des zweiten , das zweite zu dem Zins¬

fusse des ersten , so würde er von jenem 3 (io , von diesem

490 bezahlen . Welches waren die Capitalien , und wel¬
ches war der Zinsfuss derselben ?

Aufgabe LXIV .

Die Nachlassenschaft eines Mannes wird unter seine

Kinder vertheilt . Jedes erhält so vielmal 1000 Thaler ,

als Kinder sind . Von jedem 100 der Nachlassenschaft

werden dreymal so viel Thaler , als Kinder sind , an eine

wolilthätige Kasse abgegeben . Es ist dieser Abgabe

der Zahl der Kinder gleich . Wie viel Kinder sind es ?

Auflösung ,

Es sey die Anzahl der Kinder = x ,

so ist der Antlieil eines Jeden = 1000 x

folglich die ganze Nachlassenschaft = 1000 x 3
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mithin roo : iooox a * 3 x : Abgabe

somit die Abgabe = 5ox 3 ;

demnach 7 | 5 3o x 3 x

also J 5 x a = i

folglich x s se ^ 5

somit x — + 5 .

Anmerkung .

Der negative Werth von x enthält die Auflösung
der folgenden Aufgabe :

Die Nachlassenschaft eines Mannes wird durch seine
Kinder zusammengebracht . Jedes bezahlt so vielmal iooo
Thaler , als Kinder sind . Zu jedem iooo der Nacldassen -
schaft werden dreymal so viel Thaler , als Kinder sind ,
aus einer wohlthätigen Kasse zugeschossen . Es ist
dieses Zuschusses der Anzahl der Kinder gleich . Wie¬
viel Kinder sind es ?

Jemand kaufte einen Garten für x Thaler , und ver¬
kauft: ihn wieder zu i44 Thaler . Statt ioo des Ein¬
kaufspreises bekommt er x + ioo zurück . Wie gross ist

Aufgabe LXV .

der Einkaufspreis ?
Auflösung .

Es ist ioo : x = x + ioo : i44

also x ( x + ioo )
x 2 -«- ioox



208 Aufgabe tXVl .
folglich (x + 5o ) s = i44°o + 25oo

= 16900

mithin x = — 5o± i3o

Anmerkung .

Der negative Werth von x enthält die Auflösung der

folgenden Aufgabe :

Es verkauft Jemand einen Garten fiif x Thaler , und

hat ihn für 1 44 Thaler angekauft . Statt 100 des Ver¬

kaufspreises hatte er x — 100 bezahlt . Wie gross ist der

Verkaufspreis ?

Jemand kauft einige Ries Papier für io Thaler .
Hätte er für dasselbe Geld 5 Ries mehr erhalten , so

hätte jedes 5 Thaler weniger gekostet . Wie viel Ries
taufte er ?

Es sey die Anzahl der Ries = x , so kostet ein Ries

Aufgabe LXVI .

ittejtdi!
rerkifo1

Auflösung .

jedes Ries - 5 Thaler gekostet , also ist
x ■+• <5

— Thaler . Wären der Ries 3 mehr gewesen , so hätte

io io
— = - = -f- a
X x -t - a

folglich io ( x + 3
iox + 5o

IOXH - 3 x ( x + 3 )

3x a -t- 9X
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{mithin 3 o = 3 x 3 + gx

somit 10 = x 3 + 3x

demnach 10 -+- |
V ■

io + £t = ( x + f ) 3

also x = — l -i - l

Anmerkung ,

Der negative Werth von x beantwortet folgende
Frage :

Jemand verkauft einige Ries Papier für 10 Thaler .
Hätte er für dasselbe Geld 3 Ries weniger verkauft , so
hätte jedes Ries 3 Thalei mehr gekostet . Wie viel Ries
verkaufte er ?

Aufgabe LXVII . ( Fig . 47 -) *

Die Polargleichung der Parabel zu finden , wenn der
Brennpunkt der Pol ist .

Bezeichnet man den Radius Veetor FM durch 2 , den
Winkel AFM durch q> , das Von dem Punkte M auf die
Achse gefällte Perpendikel MP durch y , die dazu gehö¬
rige Abscisse AP durch x , so ist

Auflösung .

2 . sin . MFPz .cos . MFP
2 . sin « <pz . cos . 9

also x = Jp — z .cos. qp

* 4
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folglich pxl = Jp * — pzeos . y

y *
z 2sin . qPl

z 2 ( i — ( cos . y ) 3 ) j

mithin z 2 =s £p 2 — pz .cos .<jD-t- z 2 ( cos . qp) 2

somit z = ( ' fl p — z .cos . <jp)

demnach z ( i icos . ip ) = _±. ' / 2 p .
Es hat also z zwey Werthe , welche sind

’ / 2 p ' Ap
I -+■cos . <p

’/ J p
I — cos . (p

' h p
3 (C0S . ' / Kf ') *

p

2 (sin . '/ 2 (fi)1
P

( 2 cos . '/ 2 <p ) 2 (_2 sin . l/ i

von welchen Werthen der eine positiv , der andere nega¬
tiv ist , der eine die Linie FM , der andere die ihr ent¬
gegengesetzt liegende Linie FN bezeichnet .

Anmerkung i .

Wollte man diese Aufgabe dadurch auflösen , dass
man FM 1 = £p -t- x setzte , wie es in den meisten Lehr-

z *

büchern geschiehet , so würde man erhalten
z = Jp -t' ^ P— z . cos . <p

— V 2 p — Z.COS.(jp

also z ( i -t- cos , ijp) = 1/ 2 p

folglich z 1/ 2 p
H - COS. <jD

( 2 COS , ’/ j y ) 2

si

1«

i
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Es würde mithin nur der eine Werth von z , welcher

dem Winkel <jP zugehört , gefunden , welches mangel¬

haft wäre . Setzt man aber , wie allein richtig ist ,

z = ^ ( Jp + x ) , weil z 3 = y * + ( x — Jp ) 3

= px + x 3 — 'Apx - H ^ p 3

= X 3 + l/ 2pX - t- sVp 3

= ( x + ip ) 3

also z = ^ ( x -t- Jp ) ;

so erhält man z = ; £ .(! : p - *- Jp — zcos .qo)

= ± ( Va P — z -cos . 9 )

= i . V 2 P + z . cos . qj

mithin zfi ^ . cos . y ) = j£ ' / l p

P P
( 2 cos . , / 2 <jp)J ( 2 sm , 72 ff ) 3

Und daraus erhellet die Nothwendigkeit , die negative «

Ausdrücke nicht zu verwerfen .

[Anmerkung 2 .

Macht man auf der Verlängerung von AF die Lime

FA ' = AF , und construirt eine Parabel , deren Ach¬

se AF , und Brennpunkt F ist , nimmt man auch FP =

PP , und construirt die zu A P gehörige Ordinate * P M i

so ist , wenn die gerade Linie FM gezogen wird ,

FM ' 3 = FP ' 3 + P ’M ' *

_ FP 3 - hPM 3 1
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tm ( AP — AFj 3 + PM *

— ( * — ip ) 3 -t - y a

= X3 — 1/ apx -»- I 1yP S + P *

= x 9 + Vspx + Ap 3 ;

mithin ist sowohl FM ' 3 , als FM 3 = (x + J p ) 3 . Die Al¬

gebra hat also in der Quadratwurzel von x 3 -t- ’ / j px + j ^ p *

sowohl den Werth von FM , als den von FM ’ auszudrü¬

cken , und das thut sie dadurch , dass sie die Quadratwur¬

zel aus x 3 + , / ipx + 1Iy p 3 sas + . ( x + Jp ) setzt , gleichwie

die Linien FM , FM ' einander gleich sind , und einander

entgegengesetzt liegen . Es antwortet mithin die Algebra

in der Gleichung z = i (x + Ip ) erschöpfend auf die Fra .

ge : welches ist der Werth des zu einer gegebenen Ab -

scisse gehörigen Radius Vectors einer Parabel , deren

Brennpunkt in F liegt , und Parameter = p ist ? Da es

in der Frage unentschieden bleibt , ob der Scheitel in A ,

oder A ' liegt , da auch die von A , oder A ’ genommenen

Abscissen nicht einander entgegengesetzt liegen , also jede

mit dem Zeichen ■+ • zu versehen ist , so ertheilt sie

die dadurch bestimmte doppelte Antwort .

Aufgabe LXVI 1I . ( Fig . 48 . ).

Die Polargleichung der Hyperbel zu finden , wenn ein

Brennpunkt der Pol ist .

Auflösung .

Es sey HF die Hauptachse , F ein Brennpunkt , C

der Mittelpunkt , M ein Punkt der Hyperbel , MP eine
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Ordinate der Achse , FM « z , AFM « q> , die Haupt¬

achse st » a , die Nebenachse =» h , so ist

MP = z .sin . ip , FP = iz . cos . y , CF « »/ ( fa ’ -t - Jb *)

also MP * = z 3 (sin . g >) 3 , CP = ^ (| a * + | b * )— z .cos . y

folglich

z * (sin . y >) 9 ) = ^ « V (fa 3 + S b 3 ) - z .eos . y ) 3 — J a 3 )

( b »
z^ i ^ cos .y ) 3) ) = — (fa 2+ | h 3- 2 zeos .qp V (| a 2 ^ | b 2)+ z 3(cos . q9) 5- | a 5 )

mithin

b 3 nl
z5 s= — ( Jb 3 — 2 zcos . g>. v/ (Ja a -*- | b * ) H- z 3 (cos . gD) 3( s -+- — ))

b *
b 3 .= — ( J b 3— 2 zcos . <jp t/ (Ja * + J b 3 ) -t- z 3 ( cos . rJp ) * 5— — )

. b / */ 2 b — z cos . (5p. v^ ( { a * + Jb 3 ) \somit z = ■+ ■ — ( - ; ;- )
— a V ' / 2 h -/

denrach , ( 1 ± L ^ £4 Ji£iÜl ’ ) = ± vs

b »

a

. / b *
’ / s -r

also z ss
I, 4 - cos . y . j/ (J a 2 -t- jb 3 )

' / 2 a

_ V» b a
— a _̂ cos . (y . 1/ (a* + b * ),’

' / ab *

folglich entweder z = -f ; + cos . y . | / ( a ,a ^ >
V » h a

oder z s= —
a — cos . y . 1/ ( a 3 -** h * >
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Zusatz .

i ) Ist <f = o . so ist

der erste Werth von z = + »/ ib *
a + j/ (a 3 + b » )

| b *

la - Hl / da ^ + Jb *

CF 3 — Ja 3

der zweite Werth von z *= —

CF -t- ' / aa

CF _ i/ 2 a ;

‘ / 2 b *
a — (/ (a 3 -i- b 3 )

| b 2
la - KdaS -t - lb 2 )

CF 3 — Ja 2
Vaa — CF

CF 3 —ia 3
CF - l/ 2 a

= CF + '/ 2 a ,

2 .) Ist gp < R , so ist cos . 9 positiv , also der erste

Werth von z positiv , der zweite f negativ \ , je nach -
f unendlich !

f positiv J

dem a = cos . gc. p/ ( a 2 + b 3 )

also
a 3 H- b 3 >

= ( cos . y ) 3

1

tiffittS

liite
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folglich a 3 + b a

a 3 > { ( cos • 9 ) *
( ( sec . q>y*

. . • a a -t- b a <

mithin - - - 1 j _ l ( sec . qc) 3 — 1

b 3
l > ( ( tan . y ) 5

(tan . a ) 3 ' wenn o den halben Asymp-
totenwinkel bezeichnet ;

somit tnn .a = tan . ^p
>

demnach u — cp .
>

3 .) Ist q> l > III , so ist cos . ijp negativ , also der zwei-
l < 2lll

te Werth von z negativ , der erste dagegen ( positiv ) ,
unendlich >

negativ f

je nachd . a + cos
y . t'/ (a 3-f b 3) j = j
V ( a 3 -*- !-)3 ) ^ j

also • cos . <p

folgUch _ _ — Vcos * <jp} ^

mithin ^ \ < l
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somit — i jf ^ Mfsec . y ) 2 — i

HÄ l

( tan . « ) ®1

( tan . ( 2R *— es) ) 3 '

demnach tan . ( 2R — « ) | = | tan . 9

also 2R - 13

folglich 2R 13 “ + i"
Anmerkung 1 .

Nach dem Grundsätze , dass der grösseren , oder klei¬

neren Quadratzahl die grössere , oder kleinere Wurzel zu¬

gehöre , wird hier aus der Bedingung , dass ( tan , ( 2R - a ))s =

<

(tan . gp) 3 sey , hergeleitet , es müsse auch tan . (2R - « ) = tan . y>

seyn .

Es ist 1 : tan . ( 2 R — a ) = tan ( 2R — « ) : ( tan . ( 2R — a ) ) 3 ,

und i : tan . y > == tan . qp: ( tan . y ) 3 .<

Wenn (tan . ( 2R — a ) ) 3 = ( tan . <p ) 2 gesetzt wird , so
>

ist die positive Einheit als das Maass beider Grössen ge¬

dacht . Es ist aber tan .( 2R — a ) sowohl , als tan . p̂ negativ ,
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weil aR — « und <p stumpfe Winkel sind . Werden die Glie¬

der der zweiten Verhältnisse in beiden Proportionen ,

nämlich (tan .( 2R — a ) )2 und tan . faR — « ) , ( tan . <jp) 3 und tan . ip

durch die positive Einheit gemessert , so ist in beiden Ver¬

hältnissen das zweite Glied grösser , als das erste , also

auch in den ersten Verhältnissen jener Proportionen das

zweite Glied grösser , als das erste , d . h . sowohl tan . ( 2R - a )

> i , als tan . qD> i . Das findet aber , weil tan . (2 R - a ) und

tan . f negative Zahlen sind , nur statt , wenn die Glieder

durch die negative Einheit gemessen werden ; mithin ist

<

auch , wenn tan .( 2 ~R — « ) = tan . gp gesetzt wird , die ne¬

gative Einheit das Maass beider Glieder . Demnach gehört

der in diesem Sinne kleineren , oder grösseren Tangente

der grössere , oder kleinere Winkel zu . Folglich ist die
>

Folgerung richtig , dass 2 R — u = <p sey , wie es aus ei -<

ner rein geometrischen Betrachtung gleichfalls hervorgeht .

Zur Bestimmung des ersten Weithes von z für deu

Fall , dass q> ist , hätte auch folgendermaassen ge¬

schlossen werden können . Es sey dieser Werth von

>

Anmerkung 2 .

positiv \

unendlich \ ’ lu

negativ 1

<

nachdem a + cos . y . v/ ( a 2 + b 3 ) = o
>
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> aalso cos . » - -
< ✓ (a 2 -*- b 2 )

^ a 2
folglich ( cos . ijd) 2 = a 2 ~+- b 2

mithin ( sec . y ) 2
< a 2 -t- b 2

< ib 2
sonnt (tan . y ) 2 = ) —

[ ( tan . ( aR — « ) ) a

demnach tan . ip = tan . ( 2 R — « )

also <p = a 11— a
>

folglich a + y = 2 R .

Ist nämlich a -j- cos . <jp. |/ (a 2 -*- b 2 ) = o , so ist die po -
<

sitive Einheit das Maass beider Grössen , also auch der

Grössen cos . <p und
V (a 2 H- b 3 ) *

Nun ist i : cos . <p

cos . rp : ( cos ,f/ ) 2 , i : -
V (a 2 -j- b 2 ) >/ (a 2 -*- b 2 ) a 2 + b 2 ’

Werden die negativen Glieder cos . ® , - - - . der
t/ (a 2 + b 2)

ersten Verhältnisse beider Proportionen durch die positive
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Einheit gemessen , so ist das erste Glied 1 in beiden Ver -

ha ' tnissen grösser , als das zweite , also auch iu beiden

Proportionen das dritte Glied grösser , als das vierte , d . h .
a

COS.l/ ) > (cos . </ )) 2 , , „ , > - Ist aber die
V (a 2 + b 2 ) a 2 -t- b 2

negative Grösse cos . </ ) grösser , als die positive ( cos . '/ )) 2 ,
, a a 2

und - — — - > — — — , so ist die negative Einheit
V/ (a 2 - *- b 2 ) a 2 - t- b 2 0

das Maass beider Gi 'ossen , mithin auch sowohl von ( cos .y ) 2 ,
a 2

als von ■a ; demnach auch von ( tan . ijp) 2 und (tan .( aR - a ))1.

Es ist aber i : tan <p = tan . i/ ): ( tan . </ >) 2 , i : tan . ( 2R — a ) =

ten . ( 2R — « ) : ( tan . ( 2R — a ) )2 . Also ist die negative Ein¬

heit das Maass der Verhältnisse tan . i/ >: tan . </ >2 , tan .( 2 R - a ) :

( tan .(2 R - a )) 3 , und weil tan . ijp , tan .( 2 R - a ) negativ sind ,

sowohl tan .( 2R — a ) > {tan . ( 2R — a ) ) s , als tan . '/ i > (tan . '/ )) 2 ,

folglich in beiden Proportionen das erste Glied grösser ,

als das zweite , d . h . 1 > tau . '/ ) , i > tan .( 2R — a ) , mithin

die positive Einheit das Maass beider Verhältnisse , somit auch
<r

von tan . i/ i , tan . (2R - a ) . E ' nd da tan .(p = ( tan . ( 2R — a ) ,
>

so gehört der kleineren , oder grösseren Tangen¬

te der kleinere , oder grössere stumpfe Winkel zu ,

< <

d . h . es ist <p = 2R — a , folglich u + cp = 2R , über -
> >

einstimmend mit dem vorhergehenden .

Anmerkung 0 .

Carnot stellt auf den Vorgang von d Alembert dem

Satze , dass die negativen Grössen < o seycu , die Pro¬

portion entgegen , es sey -+- 1 ■" — 1 = — 1 : + • 1 . ( A ) , Setzt
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man nun , sagt er , ■— i < o , also noch vielmehr — K + i ,

so ist in dieser Proportion das erste Glied grösser , als das

zweite , folglich ist auch das dritte grösser , als das vierte ,

d . h . — i > + i , welches der Annahme widerspricht .

Er hätte eben so eine andere Proportion , wie -t - 4 : — a

ca — 3 : + 2 (B . ) nehmen , und sagen können : setzt man

— 3 < o , also noch mehr — 2 < -4- 3 , so ist das erste

Glied grösser , als das zweite , also auch das dritte grösser ,

als das vierte , d . h . — 3 > + 2 , welches jener Annah¬

me widerspricht .

Der Ehrfurcht , welche die Mathematik einflösst , an¬

gemessener dürfte es seyn , wenn Carnot in jener Pro¬

portion folgendermaassen geschlossen hätte : » Da - t- i : — i =

» — i : + i ist , so muss , wenn - t- i > — i , also das erste

» Glied grösser , als das zweite gesetzt wird , auch das

» dritte Glied grösser , als das vierte , d . h . — i > - «- 1 seyn ; «

oder in dieser also : » da -+- 3 : — a = — 3 : -4- 2 ist ,

» so ist , wenn -t - 3 > — 2 , also das erste Glied grösser ,

» als das zweite gesetzt wird , auch das dritte grösser , als

» das vierte , d . h . — 3 > -4- 2 . «

Eben so hätte er in der Proportion + 2 : + 3 =

— 2 : — 5 ( C . ) folgenden Schluss machen können : Da

■4- 2 < + 3 , also das erste Glied kleiner , als das zweite

ist , so ist auch das dritte kleiner , als das vierte , d . h .

■— 2 < — 3 ; oder in der Proportion -4- 3 : -4- 2 = — 3 : — 2

( D . ) folgenden : Es ist -t - 5 > - »- 2 , -also das erste Glied

grösser , als das zweite , folglich ist das dritte grösser ,

als das vierte , d . h . — 3 > — 2 .

Und des Mathematikers Aufgabe ist es , da an der

Wahrheit dieser Sätze , weil aus wahren Sätzen nichts

Falsches gefolgert werden kann , nicht zu zweifeln ist ,

diese Wahrheit zit erkennen sich zu bemühen , wenn si©

auch einander geradezu zu widersprechen scheinen .
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Zwey Grössen können nur dann mit einander ver¬

glichen werden , wenn sie sich auf einerley Einheit be¬

ziehen . Von zwey gleichartigen Grössen heisst die eine

grösser , als die andere , wenn in jener die Einheit öfter
wiederhohlt ist , als in der anderen . In der Reihe der

natürlichen Zahlen i 2 3 4 5 6 7 etc . wird da¬

rum die nachfolgende grösser genannt , als die vorherge¬

hende , weil die positive Einheit in jener öfter vorkommt ,
als in dieser . Setzt man die Reihe über dar erste Glied

hinaus fort , dass sie wird

— 7 — 6 — 5 — 4 — 3 — 2 — 1 + 0 + 1 + 2 -4- 3 -t - 4 + 5 -1- 6 + 7 etc >

so herrscht auf der anderen Seite der Nulle dasselbe Ge¬

setz , wie auf der einen , und es muss darum — 5 eben

so gewiss kleiner als — 4 genannt werden , als + 4 klei¬

ner , als + 5 gesetzt wird . In so fern also die positive

Einheit als das Maass einer negativen Grösse und einer po¬

sitiven angesehen wird , ist die negative kleiner , als die

positive .

Die Reibe — 1 — 2 — 3 — 4 — 5 — 6 etc . kann auch

geschrieben werden

i ( — 1) 2 (— 1) 3 (— 1) 4 (— 0 5 (— 1) 6 ( — 1) etc .

In dem nachfolgenden Gliede ist die negative Einheit

öfter enthalten , als in dem vorhergehenden . Also darf

das nachfolgende grösser gesetzt werden , als das vorher¬

gehende . Setzt man die Reihe über das erste Glied hinaus

fort , dase sie wird

etc . + 6 + 5 + 4 + 3 -*- 2 + i + 0 — 1 — 2 — 3 — 4 — 5 — 6 etc .

so herrscht links von der Nulle dasselbe Gesetz , wie

rechts von derselben ; es muss desslialb -f 3 eben so ge¬

wiss kleiner , als - t - 2 gesetzt werden , als — 2 kleiner , als
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— 3 gesetzt wurde . In so lern also die negative Einlieit

als das Maass einer negativen und einer positiven Grosse

betrachtet wird , ist die negative grösser , als die positive .

Um mithin von zwey gleichartigen Grössen über¬

haupt , sie seyen beide negativ , oder beide positiv , oder

es seydie eine negativ , die andere positiv , beurtheilen zu kön¬

nen , welche die grössere sey , muss vorher bestimmt wer

den , ob die positive , oder die negative Einheit zum Maas -

se genommen werden solle . Ohne dies bestimmt zu ha¬

ben , lässt sich eben so richtig sagen , es sey + 5 > — 3 ,

als es sey -t- 5 <^ — 3 , es sey — 5 > — 3 , als es sey — 5 < — 3 ,

es sey •+ ■5 > -r ä , als es sey ■+■5 < + 3 ; gleichwie auf die Frage ,

» wer hat am meisten von zwey Personen , wovon die eine

» 3ooo TlialerVermögen , die andere 2000 Thaler Schulden

» hat ? « nicht eher geantwortet werden kann , als bis fest¬

gesetzt ist , ob dieFrage heisst : » wer hat am meisten Ver¬

um ö gen ? « , oder : » wer hat am meisten Schulden ? «

In jenem Falle hat die eine , in fiesem die andere am
meisten .

Wenn , in der Proportion A , - 1- 1 < — 1 gesetzt wird ,

so ist die positive Einheit , also das erste Glied das Maass

für beide Glieder des ersten Verhältnisses , folglich muss

das dritte Glied , d . h . die negative Einheit , das Maass für

die Gieder des letzten Verhältnisses seyn . Misst man aber

— 1 und - t- 1 durch — 1 , wer wirds läugnen , dass als¬

dann — 1 > 4 - 1 sey ?

Eben so verhält es sich mit der Proportion B . Setzt

man das erste Glied grösser , als das zweite , d . h . -t - 3 > .
— 2 , so ist dieses in so fern wahr , als die positive Ein¬

heit zum Maasse für beide Glieder genommen wird ; und

nun muss das dritte Glied grösser seyn , als das vierte ,

d . h . — 3 > + 2 , welches wahr ist , sobald man die ne¬

gative Einheit als das Maass beider Zahlen annimmU
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Es liegt , mithin in den Proportionen A , B nichts wi¬

dersprechendes , und Carnot kann daraus nichts gegen

die Annahme herleiten , dass das negative kleiner , als o ,

und , kleiner , als jede positive Grösse sey .

Nimmt man , in den Proportionen C , D , -t - 3 > + 2 ,

so ist auch — 3 > — i , weil , wenn das ( zweite I Glied

i erste ’

grösser , als das I erste ) gesetzt wird , auch das i vierte I

l zweitel l dritte I

grösser , als das ( dritte 1 gesetzt
l vierte *

werden muss . Es ist

aber auch — S > — 2 , wenn man die negative Einheit

als das Maass für beide Glieder ansicht . Ist aber — 3 >

— 2 , so ist auch — 1 > 0 . Ebenso kann — 7 > — 3 an¬

gesehen werden , also auch — 4 - > 0 > mithin auch — 3

> + 1 u . s . w .

Diese Ansichten überheben auch den Mathematiker ,

Ausnahmen von den Grundsätzen gelten zu lassen , wie

in den " Capiteln über die Ungleichheiten in mathe¬

matischen Lehrbüchern , französischen und deutschen , an¬

getroffen werden . Wer wird z . E . die Grundsätze auf¬

geben wollen , zwey ungleiche Grössen mit gleichem mul -

tiplicirt , oder durch gleiches dividirt , giebt ungleiches ,

und zwar die Multiplication , oder Division des grösseren

giebt das grössere , oder , das grössere mit dem grösseren

multiplicirt giebt das grössere , das grössere durch das

kleinere dividirt giebt das grössere .

Doch findet man bey vielen Schriftstellern , z . E . bey

Cauchy in der Analyse aigebrique , Behauptungen , wie

folgende
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Es ist 8 ;> 7 , 8 > • 7 , a > b , a > b

— 3 = •— 3 , — 3 = — 3 , — m = — m , — m = - m

a b
und doch — 24 < — 21 , — 8 < — f , — am < — bm , — < _ _m m

Dagegen ist folgendes zu erinnern . Es kann ge¬
setzt werden + 1 : + 8 = — 3 : — 24 , + 1 : 4 - 7 = — 3 : — 2 t .
Setzt man die positive Einheit als das Maass für die Glie¬
der der ersten Verhältnisse in beiden Proportionen , so ist
sowohl -t- i < + 8 , als + 1 < + 7 , folglich sowohl in
der ersten Proportion — 3 < — 24 , als in der zweiten

— 3 < — 2r , also ist die negative Einheit das Maass der
Glieder beider Verhältnisse , folglich auch von — 24 und
— 21 , mithin ist — 24 3> — 21 . ' Demnach muss , wenn
8 > 7 , — 3 = — 3 ist , auch ( + 8 ) (— 3) > ( + 7 ) ( — 3 )
gesetzt werden .

Es ist — 3 : i = 8 : — § , — 3 : t = 7 : — § . Setzt man die
positive Einheit als Maass für die Glieder der ersten Ver¬
hältnisse in beiden Proportionen , so ist — 3 < + 1 , al¬
so sowohl -*- 8 < — I , als 4- 7 •< — J , mithin die ne¬
gative Einheit das Maass für die Glieder beider Verhält¬
nisse , folglich auch für — f , — J , also ist — § > — J
u . s . w .

Eben so findet man die Behauptung , dass , wenn

— 3 < + 2 gesetzt würde , doch ( — 3 ) * > ( + 2 ) 3 seyn
müsse . — Dagegen ist folgendes zu erinnern . Es ist 4 - 1:
— 3 = — 3 : + g . Wird nun — 3 < + 2 gesetzt , so ist
+ 1 das Maass für beideZahlen , also ist auch + 1 > — 3 ,
mithin das dritte Glied > das vierte , d . h . — 3 > + 9 ,
folglich — 1 das Maass für — 3 , + 9 . Ist aber — I das
Maass für 4- 9 und + 4 , so ist + 9 / <C 1 + 4

t ( + 2 ) 2 -
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Aufgabe LXIX . ( Fig . 4 <j . a . l >. ) .

Durch zwey gegebene concentriscbe Kreise , von ei¬

nem ausserhalb desselben gegebenen Punkte A aus , eine

gerade Linie AG zu legen , deren Segmente AG , GF ,

welche durch den zweiten Durchschnitt G mit dem grös¬
seren Kreise und einen der Durchschnitte F mit dem klei¬

neren gebildet werden , in dem Verhältnisse der gegebenen

geraden Linien p , q stehen , wobey p > q ist .

Analysis .

Es sey AG die gesuchte Linie , so ist , -wenn der Mit¬

telpunkt O mit dem Punkte F durch die gerade Linie

OF verbunden , und GII der Linie OF parallel gezogen ,

auch bis zum Durchschnitte mit der , wo nöthig , verlän¬

gerten AE verlängert wird , AILHO = AG : GF = p : q ,

mithin AH , somit der Punkt II gegeben . Da auch

GA : AF ) = p : p — q , so ist GII , somit der Punkt G

GH : OFJ

gegeben .
Construction .

Man lege durch A , O die geraden Linien AP , OQ ,

auf einerley Seite von AO , einander parallel , mache

AP = • p , OQ = q , ziehe die gerade Linie PQ , ver¬

längere dieselbe bis zum Durchschnitte II mit der , wo nö -

verlängerten AE , richte in O auf AO den Radius

OU perpendikulär auf , ziehe demselben die Linie HW pa¬

rallel , welche von der durch A , U gezogenen geraden

Linie in W geschnitten werde , beschreibe aus II , als Mit¬

telpunkte , mit IIW , als Radius , einen Kreis , welcher dem

grösseren Kreise in G begegne , und ziehe die , den klei¬

neren Kreis in F schneidende , gerade Linie AG , so ist

dieselbe die verlangte . i5
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Determination .

Wenn der Punkt F auf dem Bogen CK gesucht

wird ( K sey der Berührungspunkt der von A an den

kleineren Kreis gezogenen Tangente ) , so ist

AG < AE , AF > AC

also GA .-AF < EA .- AC

folglich AG : GF > AE . EC ;

also muss das Verhältniss p : q C ^alsdasVcrhiiltnissAE : EC

seyn .

Wenn der Punkt F auf dem Bogen DK liegen soll ,

so ist AG < AE , GF ;> ED

also AG : GF < ; AE .-ED

mithin muss p : q AE : ED seyn .

Beweis .

Es ist AL < AE , AK > AC , LK > ED

also LA : AK < EA :AC , und AL . LK < AE : ED .

folglich AL : LK > AE : EC .

Da p : q AE : FC , p : q ^ AE .-ED ist ;

so kann p : q S = / AL -.LK genommen werden ;

AH : HO ) < ( AM : MO

>
also AO . OII = AO : OM<

<
folglich OII = OM>
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mithin kann H zwischen O und M , in M , auf die Ver¬

längerung von OM fallen . Ist AO : OII < - AO . OM , so

kann AO : OII AO : OE werden ,

folglich OII ^ OE ;

mithin kann der Punkt II in E und auf die Verlängerung
von OE fallen .

Da p ; q ^ AE :EC ist

so ist p : p — q ^ EA .- AC

folglich AE -Cf —— AG

- JP — <1

< JL _ ( AO - OC )
j p — ■q
( _L_ AO — — oc .

p — q p - q

Da AH : IIO = p : q ist

so ist fIA : AO = p : p — q

somit HA = —- — AO .
p - q

Da OA ) : AII \ = CUOI : HW ist ,

Qr ( I lOCl wenn QRij ^ AOf

RP : PA j
p - q : p )

so ist IIW = — OC
p — q

folglich AE v , AH — IIW
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mithin HW CT ) IIA — AE
l HE .

Auch ist p : q “ AE : ED

also p :p — q EA : AD

folglich AE A ■ AD
p - q

I '_ ( AO + OD )P — q

— ^ — ACM — — OD
p - q p — q

JIA + HW

mithin EA — AII ^ ^ 11W
IIE J

Ferner ist AL : LK < AE : ED , AL .-LK > AE . EC ,

somit p : q = AL : LK
<

also p : p — q = LA : AK
>

folglich LA

< p — q

AK

mithin für das obere Zeichen AL — —- — AK > a
p — q

somit ( AL - J— AK ) 2 j .> ö
p — q
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für das untere Zeichen o < Jl - AK — AL

33Q

p - q

somit o < C — — AK— AL
Vp - q

demnach in allen Fällen o “ f P AK — AL
< ^ p — q

p 2 (AQi - OK a ) t L i3 ap . AO LA . AK

folglich erreicht der aus II , als Mittelpunkte , beschriebene
Kreis den Bosren EL .O

Endlich ist HA : AO = WH : OU

also AH : HW = AO . lOU

lOF

folglich AG : GF = AH : HO

= p : q .

Da LA = - ü — - AK ist , so kann auch geschlossen wer -

somit o
’p * AK 1

LA .AK

< ) (p — q ) l

( p - q ) 2
p — q AÖ

p 2 . OK 2 2 p . AOmithin
( p - qFCp - q ) 2 p — q

AH 3 -*- LA 2 — 2 HA . AV

also GH = HL ;
<

Anmerkung .
>

den , wie folgt ; es sey o =
= _ P— AK — LA

< p — q
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> r 2

folglich o = { JL - AK 3 + LA 3 — ^ ILla . ak
- <! ) '•» p — <1

) p 2 ( A Q 3 — OK 3 ) 3p AO LA . AK

( p — q ) * i ' - q
p . A (

P (I

AO

. ’ ±A2va

. . . p 3 . OK ^ fpKAO 3 , 2 p ,
mithin - - / = U - - -+ - LA 3 - L_ OA . AV

( p - q ) > < ! ( p - q ) a < ] >— q

GH 3 ) j AH 3 + LA 3 — 1 1IA . AV
I IIL 3 .

Aber man darf nicht daraus herleiten wollen , es sey
>

somit GH = HL . Ist nämlich LA > — ^ — AK , und< P — h

leitet man daraus her , es sey o > A — AK — LA , so
p — q

ist das richtig , wenn die positive Einheit zum JMaasse

beider Glieder genommen wird . Setzt man nun zur Ab¬

kürzung — — AK .— LA = — m , so ist i : — m = — mi + m 1.
p - q

Ist die positive Einheit das Maass der Glieder des ersten

Verhältnisses , so ist t > — m , d . h . das erste Glied der

Proportion grösser , als das zweite , folglich ist auch das

dritte grösser , als das vierte , d . h . — m > + m 3 , Das

ist aber nur richtig , wenn die negative Einheit das Maass

von — m , + m 3 . Ist aber die negative Einheit das

Maass von -t - m 3 , oder von — - AK 3 - hAL 3 - — —
( p - q ) 3 p — q

LA . AK , so ist auch die negative Einheit das Maass von

GH 3 und IIL - , wovou jenes grösser ist , als dieses , mit -
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Aufgabe LXX . ( Fig . 5 o . ) .

Die Länge der von dem Brennpunkte F einer gege¬

benen Ellipse zu einem Punkte derselben gezogenen gera¬

den Linie FM ( Radius Vector genannt ) zu linden .

A u flü s u n g .

Bezeichnet man die grosse Achse AB mit a , die klei¬

ne DE mitb , den Mittelpunkt der Ellipse mit C , die Ab -

scisse CP mit u , so ist aus bekannten Gründen

FP ( = FC — CP ) = t/ ( Ja 2 - Jb 2 ) - u

also FP 2 = Ja 2 — Jb 2 — u ^ ( a 2 — b 'O + u 2

folglich FP 2 -t- PM 2 ^ = Ja 2 - Jb 3- u y ' (a 3- b 3) + u 3 (Ja 3- u 2 )
FM 2 i a 3

, b 2
+ Jb 2 - - u 2

— Ja 2 — u [/ (a 2 — b 2) -
a 2 — b 2

mithin FM = ^ ^ 1/ 2 a — — V (a 2 — b 2 ) ^ •

Anmerkung r .

Die Algebra antwortet in Vorstehendem in höch¬

ster Allgemeinheit auf die Frage , wie gross die Ent¬

fernung des gegebenen Brennpunktes F einer Ellipse , de¬

ren grosse und kleine Achse = a und b gesetzt werden ,

von einem Punkte , dessen Abscisse ( vom Mittelpunkte

gerechnet ) = u gesetzt wird , sey . Indem es unentschie¬

den bleibt j ob AB , oder A ’B ’ , wenn A ' F = FA , A ’ß ' =

AB genommen wird , die Lage der grossen Achse sey , er -

theilt sic die Antwort für beide Fälle durch Bestimmung

der Länge der Linien FM und FM ' , wovon jene durch
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das positive Zeichen , diese durch das negative jenes dop¬

pelten Werth es angegeben wird .

Sucht man den Werth von GM , so findet man in

ganz ähnlicher Weise den doppelten Ausdruck GM =

+ . (| a -t - — Ufa 2 — b 2 )) , wovon der obere die I . inie GM ,a

der untere die ihr absolut gleiche , ihr parallel laufende ,

Linie M ' G ' bezeichnet , Linien , welche che Algebra

durch die Zeichen -t - — zu unterscheiden pflegt .

Sucht man dieWerthc von FM + MG , so findet man

FM -t- MG = ^ .a , d . h . die beiden positiven Linien FM

und MG bilden eine Summe = -+- a , die ihnen entgegen¬

gesetzt liegenden FM ' und M ' G ’ eine Summe = — a .

Dass dies Alles keine müssige Unterscheidung sey ,

erhellet aus folgender Aufgabe .

Aufgabe LXXI . (Fig . 5o .) .

Die Polargleichung der Ellipse zu finden , wenn ein

Brennpunkt der Pol ist .

Bezeichnet mau FM durch z , AFM durch ip , so ist

Anmerkung 2 .

Anmerkung 3 .

Anmerkung 4 *

Auflösung .

PF = — z . cos . rp , MP = z . sin . tp

also CP
b 2 ) 4 - z . cos . rp

folglich MP b a ) -t- z . cOS . r/ j) 2 )

z 2 ( i - (cos fjP)3) (cos . tp )‘))Jb 2 - z .cos . <p V (a 2 - b 2 )
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mithin z 2 = — iL>2 —r zcos . rJp / (a 2 - b I ) [ + z 2 (cos . (/ i) 2 ^ t
a 2 a a ! \ a 2 J

f -H z 2 (COS . ? ) 2 '

± fbb V (a 2 - b 2 )
somit z = i ( - z . cos jp —-— '

V- a 2 a 0
demnach z f t + cos . ? ^ i ^—!!_ ! '') = + —^ a J aa

also ist z — ~t-

i + cos . y
V (a 3- b 2)

Vs l »2
a + cos . ? V (a 2 — b 2 )

Es hat mithin z zwey verschiedene Werlhe . Es ist
’/ 2b 2 , V2 b 2entvv . z — - .- , oder z -= - ,

a -f- cos . if i/ (a 2- b 2) a - cos , <p (a 2 - b 'J)

durch welche Werthe die Linien FM , FN angedeutet werden .

Anmerkung i .

Dieselbe Aufgabe kann auf folgende Art aufgelöset
werden .

Es ist FM '| = ± ( | a — — ^ (aMj 2) , u = V (J a 2 - £b 2 ) + z .cos . rp
. f

also z = ± ( */ a a — - — ( v ( Ja 2 — J b 2 ) + z . cos . ? ))a
2 a a ~ ib a F ( a 2 - b 2 ) ,

± (} / i a - — rjA - z . cos . ? )w '/ ‘i a a
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f , V ( a 2 - b 2 )iolghch z ( i + - cos . <pn =

a ^ l/ ( a 2 — b 2 ) .cosiy /

y 2 b 2
a

mithin z = " *" ■ ' / 2 b 2

ajy / ( a 2 — b 2 _) . ■'/>

Wer sich also erlaubt , nur z = + ( ] a - |/ (a , - b , ))
cl

zu setzen , und den Werth z = — ( '/ 2 a — — (a 2 — b 2 ))

i vernachlässigen , der lauft Gefahr , die Polargleichung

nur zur Hälfte anzugeben , nämlich nur zu finden z =
1/ 2 b 2 ‘

— , während der vollständige Werth
a -t- cos , ip v ( a 2 -t- h 2 )

' / 2 b 2von z =
”a ^ cos . (/ i . y ' (a 2 — b 2)

— gesetzt weiden muss .

Anmerkung 2 .

Bezeichnet man die einem Winkel rp zugehörigen
Werthe von z mit z , z ' , so ist

' 2 b 2

a + cos . rp V ta 2 — b 2 )
i b 2 ■

’/ 2 b 2

ja ^ cos . ijp. (/ ( | a 2 - ^ b ~)

a — cos .rpy ( a 2 — b 2)

. _ Vf _ _
l 'd - cos . (f . v (| u 2- | b 2 )

Soll die Polargleichung , statt des Winkels AFAI = cp ,
den W inkel BF Al = ß enthalten , so hat man in den
Werlhen von z nur — cos . ß = cos . rp zu setzen . Es
wird also

ib 2

—m—rne ff 1/ 11 r»2 _ T

* 1>3
| a + eos . j9 . i / (Aa 2 - tb 2 )
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Wird der Winkel ß um 2 R vergrüssert , und be¬

zeichnet man die dadurch bestimmten Werthe von z durch

Ist z ' die Bezeichnung von FM , z" von FN , so ist

z " die Bezeichnung von FN , z " von FM . Und z ' , z " ,

so wie z " , z " liegen einander entgegengesetzt , gleichwie

sie mit entgegengesetzten Zeichen versehen sind . Bei Ver¬

gleichung von z , z ' ist z = FM die positive , z” = FN

die negative Linie . Bey Vergleichung von z " , z " ist z " ' =

FN die positive , z " " = FM die negative Linie .

D ’Alembert giebt , in seinen Opuscules mathematiques

Tom . VIII . in dem C.apitel sur les quantites negatives , als
i b 2

die Polargleichung der Ellipse an , z ~ ~i— - - 4-

welches nur die eine Hälfte derselben ist , findet obige

Weithe von z und z , und behauptet , weil beide mit

dem Zeichen ■+ ■ behaftet sind , dass zuweilen zwey mit

dem Zeichen - t- behaftete Linien von einem Punkte aus

in gerade entgegengesetzter Richtung lägen . Hätte er die

andere Hälfte der Polargleichung gleichfalls gekannt , so

würde er , wenn er z und z " " gesucht hätte , mit dem¬

selben Rechte haben behaupten können , dass zwey mit

dem Zeichen — behaftete Linien von einem Punkte

aus zuweilen in gerade entgegengesetzter Richtung lägen ,

und dass , wenn er 7! und z " , z und z verglichen hätte ,

zwey Linien , welche mit entgegengesetzten Zeichen verse¬

hen sind , von einem Punkte aus in cinerley Richtung

liegen könnten .

, so ist
Jb *

z

- - cos . (2R 4 /?) v/ (Ja ^- Jb 2)1
Ja +cos . (2R +/Ü; (- (Ja ^-Jb 2)

ia + cos ./3 i/ (Ja 2 - Jb 2 ) Ja - cos . ß U (Ja 2 - Jb 2 )
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Aus dem oben Angeführten erhellet , dass der Grund¬

fehler bey D ’Alembcrt in der unvollkommenen Angabe

der Polargleichung , lind der daran geknüpften Verglei¬

chung derjenigen Werthe von z liegt , welche verschiede¬

nen Winkeln zugehören , während die Algebra nur dieje¬

nigen in Vergleichung zu bringen erlaubt , welche durch

denselben Winkel bestimmt werden . Sie leihet z — FN y
das Zeichen — ■ , W' eil sie z ' = FM das Zeichen ■+ .

vorsetzt . Sie versieht z " " = FM mit dem Zeichen — ,
weil sie z " == FN das Zeichen -+ - vorsetzt .

Und so kann dasjenige , was DAlembert in jenem fck WH

Capitel zum Beweise seiner Behauptungen von der Polar - juiXi

gleicliung der Ellipse , und eben so von der der Hyperbel her - .ijimta 1

nimmt , nur zur Bestätigung der den seinigen gerade ent - jfeelbei

gegengesetzten Behauptungen dienen .

; s wird,

Aufgabe LXXII . ( Fig . 51 . )- *. ÖS( = 0 .

Den analytischen Ausdruck für das von einem gege¬

benen Punkte O auf die gegebene gerade Linie BQ ge¬

lallte Perpendikel OQ zu finden .

Auflösnn g .

Es sey die Gleichung für die Linie BQ , wenn man

die Abscissen von A an auf der geraden Linie AP , die

Ordinaten rechtwinkelig nimmt , und den Winkel QI !P = /j

setzt , y = x . tan . ß + b

= ax + b , wenn tan . j? = a genommen wird ;

so ist , w ' enn man OP durch y bezeichnet ,

OM = y ' — y

= y ' — ax — b
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also OM . cos . ß \ rrz ( y — ax — b ) cos . /?

OQ I

= v ' — ax — b

folglich OQ 2 =

SCC ./j

- t- y '— ax — 1)

— V/ ( i + a 2 )

( y ' _ ax — b ) 2 _
i + a 2

207

Zusatz .

Macht man NO = OM , so ist MN = 2 (y ' — ax — b ) .

Zieht man NC BQ , so ist die Gleichung für CN , wenn

die Ordinaten mit y ' bezeichnet werden , und die Ab -

scissen dieselben bleiben , wie vorhin ,
y " = ax -Lh -t^ Cy ’— ax — h )

= 2 v — ax — b ;

und es wird , wenn man das Perpendikel OR auf CN

fallt , OR ( = ON . cos . N ) = ( ay — ax — b — y ')cos ./S

= y ' — ax — b
sec .ß

_ ■+ ■ y - ax - b
~ ^ ( M - a 2 )

folglich OR 2 =
( y ' — ax - b ) 2

1 - 1- a 2

Der Ausdruck — - i- — enthält also sowohl den
1 - t- a 2

Werth von OQ 2 , als den von OR 2 . Die Quadratwur¬

zel aus demselben muss demnach sowohl den Werth von

OQ , als den von OR ausdriieken . Das geschieht durch

die Zeichen + , gleichwie die Geometrie diese Linien

einander in entgegengesetzte Richtung legt .
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Aufgabe LXXIII .

Die Gleichung a 2n -t- x 2n in einfache Factoren von
der Form x = pfcos . y + sin . ^ . ^ — i ) zu verwandeln .

Auflösung .

Es sey x = p (cos , cp + sin , tp — i ) , so ist sowohl
a 2n ■+■ p2n ( cos . (p -4- sin . <p . j/ — i ) 2n = o , als
a 2n + p 2n ( cos . (f — sin . qD . i/ — i ) — o

also a 2n -+- p 2n (cos . 2 ny + sin . 2 ntp . (/ — 1) = o ,
und a 2n + p 2n ( cos . 2 nrp — sin . 2 nrp . — 1) = o

folglich 2 a 21, + 2 p 2u cos . 2 nrp = o ,
und 2p 2”sin . 2nrJpi/ (— 1) = o

mithin sin . 2 nrp = o , weil p 2n = o gesetzt ,
auch a 2n = o , also a = o
geben würde , welches
gegen die Voraussetzung
ist ;

demnach cos . 2n <jD = ^ 1

somit a 2n + p 2n = o

also a 2n = nTp 3“

folglich a 2a = i ' pv/ '+ r .

Für a 2n = + {) (/ - 1 würde a 2n imaginär , welches gegen
die Voraussetzung ist , mithin ist a 2n = ^Hp |/ H- i ,

somit a = + p , und cos . 2 nrp = — 1

demnach p = + a und 211 rp ( 2111-4- 1 ) 71

2in + 1
also (p sb -- 7t ,2n
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A . ) Es sey p = — a , so ist der allgemeine Ausdruck

eines Paares von Wurzeln x == - a (cos . ^ -̂ 7i ^ sin . ^ ti .7ri/ - i )
2 n 2 n ”

und die allgemeine Form eines quadratischen Factors =
2m + 1 . 2m + 1 2in + i

( x + acos . - 71+ asm .- n . — i ) (x + acos , - n —
2 n 2 n

. 2m + 1
a .sin . - n . v — 1)

2n

2 . „ „ 2m + r 2m + i 2m + i
= x 2 + 2 axcos - jr - t- a 3 (cos7rP + a 2 (sin . — — nP

2 n 2 n 2 ' n '

„ 2 m + 1
= x®4 - 2 axcos . -- 7i + a 2 .

2 n

Mithin enthält a 2n + x 2n die Factoren
1 5 5

(x 2 * 2axcos . — 7r4.a 3 ) (x 2 + 2axcos . — zr * a2i (x 2 4 .2axcos .~ 7r+ a 3 ) . . .
2n 211 2n211

/ o . 211- 1 2D4 . M1 + I
( x 2 + 2axcos - 71+ a 2 ) . . . . ( x 2 + 2axcos . - 71+ a 2)

2 n 2 n
_ , 2n + 2m + 1 2111+ 1
Es ist aber cos . - n = cos . ( 7i + _ 71)

, 2m + r .
= cos . ( n - n )2 n

2n — ( 2m + il= cos . - - -- n

. , ira + i . 2n - (2m + i ) .
rlemn . x 2 + 2axcos . - 7i + a 2 = x 2 - 2axcos . —+ - 71+ a 2 .

2 n 2 n
2 n — 1

Es sind also die auf den Factor x 2 + 2 axcos . - n

4 a 2 folgenden Factoren mit diesem , oder den vorhergehenden
identisch , und die von einander Verschiedenen Factoren
stellen sich durch das Produkt

t 3 5
( x 2 -|- 2 axcos . — 7i + a 2 ) ( x 2 + 2 axcos . — 7r + a 2 ) ( x 2 + 2 axcos — n2n 211 2n

2n — 1
+ a 2 ) . (x 2 + 2axcos . - 71+ a 2 )

2 n
d r , in -welchem die Anzahl der Factoren = n , die An -

16

/



2 ^ 0 Aufgabe LXX11I .

zahl der zum Grunde liegenden einfachen Factoren aber

Iran ist , so dass a2n + x 2° = ( x * + 2axcos . — 7H- a 2 ) ( x 2 -f-
2n

3 5 2n - i
saxcos . — 7r -4- a 2 )(x 2 *Haxcos . — zr - h a 2 ) . . . . ( x 2 + aaxcos . — rc+ a 2 )

2 n 2 n 2 n
st .

Zusatz .

Die einfachen Factoren des letzten Factors sind x =
, an — i . . an — i , . .

— afcos . - rcZIsin . - n . V — 0 * Nun ists 2 n 2 n
a n — i , i .

cos . ■ 7t as COS . ( 71- 71)2n 211

= — cos . — 7i ;
2n

. 2n — i . . i
sin . —... — = SU) . (ff - 71

2 Q 211
I= sin .— 7i ;

2n

i / 2n *1 . • 2n - i . , i . . r
also - a (cos . — rc + sin . - 71 1/ - 1) = - a (- cos — 7? "*~sin . — 7it / - i )

2n 211 211 2n

/ 1 . 1
= a (cos . — 71 iJTsin «— 7T. V - i ) *211 211

Die einfachen Factoren des ersten Factors x 2 -4- 2 ax

cos . — 7z -t - a 2 sind x = — a ( cos . « tt j ^ sin . — 7E . — 1 ) ,2n 2n 2n

folglich sind die einfachen Factoren des letzten Factors

den einfachen Factoren des ersten mit entgegengesetzten

Zeichen gleich .

Allgemein sind die Factoren des Factors x 2 + 2ax

cds . — — m ^ " ^ 71+ a 2 in folgendem Ausdrucke enthalten ,211

# 2n - ( 2m + i ) . . 2n — ( 2m + r ) .
x = — a (cos . - 7t ^ sin . - n *\/ — ij .

2m + i

Die Factoren des Factors x 2 - H2axcos . - 71+ a 2 sind211



Aufgabe LXX11I . 241

, 2 m -*- 1 . 2 m + 1x = — afcos . - 71+ sin , - n . y/ — \ ) .
2n 2 n

„ . . , 2n — (2m + i ) , 2 m + 1
Es ist aber cos - -- - n = cos . ( 7t- •n )

2 n 211

2 m + 1
= — cos n ;2 n

2 n — ( 2 m 1 ) . 2111+ 1
sin - - n — sin . fTT— - 71)

2n 2n

2 m + 1
= sin . — — n ;

2n

. . . . , 2n — ( 2m + 1) , . 2n — ( 2m + i )
mithin — afcos .- 713 ;sin . .- -2 n 2 n

, 2 m + 1 . . 2 m + r
-= — a (_— cos7i + sin . - n . v — 1

71. V7 - i )

)

„ 2 m + 1 , 2 m + 1
= a ( cos - 7i X sin . - — 7r . 1/ — 1) ;

2n 2Q

demnach sind die einfachen Factoren zweyer Factoren ,

welche vom ersten und letzten gleich weit abstehen , ein¬

ander absolut gleich , aber mit entgegengesetzten Zeichen
versehen .

Ist die Anzahl der quadratischen Factoren ungerade ,

so ist der mittlere = a 3*** + 2axcos _ w + x *2U

= 3 a , + 2axcos . 1/ 2 ?i + x 2

= a * + x J ;

mithin sind die einfachen Factoren desselben einander ab¬

solut gleich und mit entgegengesetzten Zeichen versehen .
Man braucht also nnr die einfachen Factoren der ersten ,

oder der zweiten Hälfte zu suchen , und dieselben mit

entgegengesetzten Zeichen zu versehen , um sie alle zu
erhalten .

B . Es sey p = + a . Der allgemeine Ausdruck ei¬

nes Paares einfacher Factoren ist
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. jm + t . . am -t - i

x = a ( cos - - n jl sin . - n . y — i )
211 an

und eines quadratischen Factors

„ 2 ra + lx 3 — a ax cos . -- - Ti + a
2 n 3 , und

a 2n -+- xan = (x 3 — 2 axcos . —• 7r + a 3 ) ( x 3 — 2 ax . cos . — rt + a , l2n 2n
5 an — i

( x 3 — 2axcos . — 7i + a 2 ) . . . . (x a — aaxcos . —-- 7r -t- a 3 ) .2n 2n
211 — ( 2m + i ) am4 - r

Fs ist aber cos . - 7i = (cos .7r — -- n )
2 n 2 n

ara + r= — cos .- n

i • . >i sn - ( im + i ) jm + ialso ist x J - 2axcos .- ;- 7r + a 3 = x s 4- 2axcos . - -n + vp ■
2 n 2 n

mithin erhält man für den Fall p = + a dieselben Fac -
toren , wie oben , wenn p = — a gesetzt wird .

Aufgabe LXXIV . ( Fig . 52 . ) .

Den Krümmungshalbmesser einer krummen Linie ,
deren Gleichung y = Fx gegeben ist , in einem gegebenen
Punkte ( x , y ) zu finden .

Auflösung .
Die Gleichung des Krümmungskreiscs sey

( y — /*) * + ( * — «) a = r 2 ,

so ist 2 ( y —jS) ^ - + 2 ( x — « ) = odx

folglich ( / — / ?) ~ + x — a r= odx

-Hl =s» . . hi » o *
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Da der Kreis durch den Punkt ( x , y ) gehen soll ,

und die ersten und zweiten Differentialquotienten des

Krümmungskreises und der Curve einander gleich werden

sollen , so ist

+ , = 0 ’ (y ~Kl ^ a = ° ’ (H , ) , -K x - | 0 , = s >',

somit y — ß = a — x

demnach a — x =

1 +

d ? y dx

( dxj *

) ) ' e >

folglich y
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Zusatz i .

Es hat der Krümmungshalbmesser zwey einander ab¬

solut gleiche , mit entgegengesetzten Zeichen versehene ,

Werthe .

Zusatz 2 .

Die allgemeine Gleichung für die Kegelschnitte ist

y 3 = px — P x 2
2 a

also 2ydy = pdx — - — xdx
a

P P

folglich —dx

V
a

^ 2 y

mithin i +

n® n2

4 y 2 + p s — 2 — x + i - x 2a a 2

4y *

4 y a + p 3 — 2 — ( px — — x 2 )a 2 a

4 ?

y * + r p 4 _ . P ya

y a

«»

da

kdieGld

hd
m

läii®u

*sb a ,

t*i
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p , p . dy
- 2 — y — 2 ( p x ) —

nnd d ? y = a a dx
( dx )» 4y 2

aa -iy

2 ~ y a + ( p — ~ x ) sa

4y 3

2 — (px - — X2) + p J - 2 — X-t- L x 1a u 2a 1 a a 2
^ 4y 3
= _ Pl .

4y 3 ’ 3
( y4 ( 1 _ r a ;) + jl ) 2 ) l

demnach ist y — ^ - --
— 4P

(y2 ( l _ P ) + T p2 /_ 2 a
= •+ ■ •

4 p
Ist die Gleichung eines anderen Kegelschnittes y ' 2 =

p ' u - 14- u 2 , und bezeichnet y den Krümmungshalbmesser
2 a

(y ' 2 ( i - ^ ) + 4p ' s ) 3
für den Punkt u' , y ' , so ist r ' 2 = •- -———- -

(ip 2 ) 2
Ist nun u = — x , p' = — p , a' = — a , so ist

y ' 2 = ( - p ) C— x ) - — (— x ) a
— 2 a

P 2sts px — — x 2 ;
2 a

also ist y = y , und y 2 = px — — x 2 zugleich die Glei¬

chung des zweiten Kegelschnittes . Auch ist
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7 2
(y2 ( r - Ü , ) + T (_ p ) 2 ) 3

““2tl

( T^ p ) 2' ) 5

( y ’ ü - ^ mp 3 ) 3
23

mithin ist der Ausdruck für y 3 identisch mit dem für y ’2.

Werden durch obige Gleichungen Ellipsen bezeichnet , so

ist , weil die Geometrie die von der Algebra mit dem

Zeichen — versehenen Linien durch den Gegensatz der

Lage unterscheidet , die Gleichung y ' 3 = p ' u — — , u 3 die

Gleichung für die über AB ' als Hauptachse beschriebene

Ellipse , wenn die Gleichung y 2 r = px — £x 3 die Gleichung2 cl

für die über AB beschriebene ist . Die Krümmungs¬

halbmesser MR = y , M ' R ' = y , welche zu den Punkten M ,

M ' gehören , deren Coordinaten x , y und u , y ' einander

gleich sind , gehören , liegen auf verschiedenen Seiten der

geraden Linie MM ' , und sind einander parallel , und wer¬

den desshalb algebraisch durch die Zeichen + — un¬
terschieden .

Zusatz 3 .

In derselben Weise lässt sich zeigen , dass jede Glei¬

chung für eine Curve die Gleichung für eine zweite je¬

ner congruente Curve ist , deren Abscissen eine den Abscis -

sen der ersten entgegengegetzte Lage haben , und deren

Gleichung aus der Gleichung für jene erhalten wird ,

wenn alle Coefficienten solche Zeichenänderung erleiden ,

dass die Zeichen aller Glieder der Gleichung unverändert
bleiben .

Mit 3 Steintalein .
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