TRIGONOMETRIE.

APPENDICE

Contenant la résolution de divers cas particuliers

de la Trigonomeétrie.

XQVI. E;.\ résolution des triangles , telle qu'on vient de
Iexposer , ne laisse rien a desirer du coté de la généralité
11 est néanmoins quelques circonstances ot 'on peut, avee
avantage , substituer des solutions particulieres aux solu-

tions générales, soit pour abréger les calculs, soit pour en
rendre les résultats plus exacts et plus indépendants de
I'erreur des tables. Nous allons résoudre quelques-uns de
ces cas particuliers, en choisissant ceux qui sont de 'usage
le plus fréquent, ou qui conduisent aux formules les plus
remarquables.

Nous continuerons de désigner par A , B, C, les angles
du triangle proposé , rectiligne ou sphérique, etpara, b, ¢,

les cOtés qui leur sont respectivement opposés. Nous sup-
poserons de plus lerayon des tables—1 , ce qui n’altere
pas la généralité des résultats. Les angles A, B, C, sont
exprimés dans le caleul, soit par les degrés, soit par les
longueurs absolues des arcs qui les mesurent, ces arcs étant
pris dans le cercle dont le rayon est 1. Si un angle ou un

arc @ est tres-petit, on pourra mettre, au lieu de siz z et

e 2o
cos &, leurs valeurs en séries ; savoir: sina=mr — 3 -I- etc.
T.2.3
'?.:.
cos t=—1— — -} etc.; mais alors x doit étre exprimé en
1.2 :

parties du rayon. Un arc étant trouvé en parties du rayon,
pour avoir sa valeur eit minutes , il fsut le multiplier

1

}Zli‘.:i i€ rayon; ce

par le nombre de minutes comprises t

20000 e i 2
= 6356.1977237 , et sonlogarithme

1
nombre est

3 803880122q7.
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§. I. Des triangles rectilignes dont deux angles soni

trés —pr‘!e‘t‘\ v

xcvir. Supposons que les angles A et B soient tres |n-ri
et par suite C tres. obtus, on pourra faire stn A—A — > A
sin B=B—:B?, et sin (. =sin(A4B)—A4B—: Lr\*l—“_.
Si donc on connait le coté ¢ avee les angles adjacents A et
B, on trouvera les deux autres cHtés par les formules o —

¢ sin A c stn B
_— =
sin (A+B)’ sin (A-+DB)
waleurs précédentes et réduisant , deviennent

cA 2 A B B’)
a—= ——— i —_—_——
A +l‘.< 6

» lesquelles , en substituant les

; c B +J\J-+ZAH)
=t 4 .
A+ B 6
et de la résulte a4-b— c—=2 ¢ AB. Ces valeurs sont exactes,

aux termes prés qui contiennent guatre dimensions en A
ct B.

Xeviir. Supposons en second lien qu’on donne les deux
cotés a et b, avee'angle compris C—=m —{, f§ étant tres
petit. Onaura d’abord e*=a’+-b4-2ab cos = a*4-b*a2al
(1—*9*)= (a4 8)*—ab (*; done

abp?

C—a—b— <. ,;T__{ :

o . 5 . Z .
Ensuite 'angle A se trouvera par Péquation sz A —= s Q-
7

@ 2 £
-sin f), d'ots Pon ure, en substituant la valeur de ¢ et celle
7

de sin ), sin A = i 64-%. —'L—[i— 0*—zp° ) L
) a-b (a—4-6)* a1
ab—ag*—p* r,’\‘
(s )
: y & af mf"u—-fr) )
Done A—sin A4 sin* A— — g De la

a-4-b U;—{-() fl
on déduirait la valeur de B en permutant entre elles les
lettres @ et &; mais A éiant connu, on a immédiatement
B=f—A.Si (J est donné en minutes , pour avoir A exprimé

Douz. ed. 27
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aussi en minutes , il faudra , dans les formules précédentes,

y ; . A f :
substituer, au lien de A et §j, les rapports TR’ R étant le

nombre de minutes comprises dans le rayon. On aura ainsi

1 <a b f \*
re—g - — — | —
¢ ) a-4-b (R)
afh [ b ((z —_ f/
A= Ak
@ + b 6 f: (l—i— f)
xcrx. Pour donner un exemple de ces formulcs , Soita—
C—=x 99“32' ou (}:GS’, on aura a-4-b—c—=

10007, b=2400™,

; 68
1200000 (J ) —0.037806, d’olt ¢=3399™, g62194. En-

J!'|U(;

suileon a par une premiere approximation A =
— A — 185 :nuis la formule entiere donne A— 20"

2400 X If‘,lm 2
— ) = 19'.99988946, et par suite
6( 5;00

B=1/8'. ooo11054 , valeurs qui doivent éire exactes jusque

dans la derniere décimale.

§. II. Résolution du troisteme cas des triangles rectidgnes

par la voie des sérws.

¢. Etant donnés les deux cotés a et b et Pangle compris C,
pour trouver I'angle B, ona la proportion &: a :: sin B :
sin (B—C), laquelle donne a sir B="5 (s B cos C -}
T R B L e cos B™ a—bcosC

cette équation on met a la place des sinus et cosinus leurs

. 51 dans

valeurs en exponentielles imaginaires*, on aura
aBVimtos By —1 b{:("(ﬂ\/-‘]‘_ﬁe—-—'cv-—d}

r“"/*'—{-:f”"l"‘/'“’ 2 a—b (_ec\/_]-[— e ‘U/”‘) %

d’ou l'on tire
_ V=1
- bhe—™
',\/-vl il 144 2
gal =

a—Db A

Prenant les logarithmes de chaque membre et développant
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le second en série d’aprés la formule connue L ( a—a )=

x et 2’
La— —-—— — — _‘,__(,l('., o1 aura
ai—=hiq- s
b =3 b2 bh?
2Bl /—i- eVt —— g ar ——{'J( “I4-cte.
[ 2 a’ 3>
0? ¢ f‘;" T ol e
T ——a 0V — —30V ' —1
___(‘ \/ 3 { s g -3

iy t—ecte.
a 2a da’
Donc en divisant par 2\/— 1 , ¢t observant que P,

e MOV—T — 2\/—1 szt e O, on aura

b b* b3 b
'I‘.. . . 1 - 4 ]
i——sinCHp-——sin2 C4——sin 3 C——ygin[ C-cte.
a 2'a° ] L a*t

4

Cestla valeur de Pang

e B, exprimée en parties du rayon
par une suite dont la lm est trés-simple , et qui sera d’au-
tant plus convergente que & sera plus pelit par rapport 4 a

8 | I { i I .

La valeur qu'on vient de trouver doit satisfaire aussi a

B, s : a-=b g .
Péquation tang (B4 1 C)—- tang: C, qui est la méme
a F ) _Z) o 32
a—=0

que tangs (A —B)= cot =G, et qui ne differe que par

a6

L = O s b sin C
la forme, de Péquation ——
cos B~ a—Dbcos G

. L’angle B étunt connu, on awra le troisieme angle

J\_:.'_).nr) '—B—C. Quant au tr(:isir’lm' coté ¢, il dépend de
Péquation ¢*=a’—2ab cos C-}-

, laguelle donne parl'ex
traction de la racine,

- G 2gppascty b’ p
c—=a—b cos C4 stn® C—4-——sir® C cos C —ete.
2 2a°

Mais cette sérien’a pasune marcheréguliere , et ne peut pas
5 > I I

étre continuée 4 volonté. Aun contraire, on

]1l‘II|' trouver une

série fort simple pour la valeur du logarithme hyperbolique
de c. En effet, il est facile de voir que la quantité a*—oab
cos (lJr—b::((z—bc("'"/_"\' (e—=hz=CY = 1); car le produit
développé de ces denx facteurs donne

a*—ab Lc"‘,""'-iq’—"v_'qf b*,ou e’

—aabcosC-

Ty _\-
On adoncc*=(a—¥é eOV—1) (g—be—CY—1);

prenant les logarithmes de chaque membre, il viendra

0
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6? B
5 QEER L RAT TR, e T T
2 5-‘!
bt b* , 6!
— e 20V — -
+La—e "Y' ——e e — Sie—ate,
4] 2a 3 i1

Done en réduisant de nouveau a l'aide de la formule

omCv'—1 , —mCv——1 v
‘ J-e "—acos e C, on aura
- E’J N f": ! b:;
Le=La—-cos C— —— cos2C— ——cos 3 C—etc.
@ 2a’ 3

série non moins ¢légante que celle qui donne la valenr de
B; il faudra multiplier les termes algebriques par le module
043429448, sion veut que les logarithmes soient ceux des

iables ordinaires.

§. ITL. Resolution du troisieme cas des triangles spheriques

par la vore des sertes.

en. On a fait voir dans le paragraphe précédent que la

m—{-n

valeur de & tirée de I'équation tang x — ——— lang; Gy
m—n
peut s’exprimer par celte série
ke e n; 3
-4+ —stin C4+ —— sin2 CH -sin 3 C—-cte.
m 2 m* d s

Or d
edlés @ et & et Pangle compris €, on a par les analogies de

ns un triangle sphérique ou l'on connait les deux

*LXXXVI Nl"'l]l'l' e

sin(La-t-+b)

=

tang

2 sin(ta—3b)
:

sin—~acos— b--cos asin &

sintacos~b—costasuih

2
A+DB  cos{
ot ——— == ——

2 cOy

COS+ @ COS +

- ——— tang- C
acostbt-sintasintb

oS-
Done, en vertu de la formule précédente et snpposant

toujonurs b>> @, on aura
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A—-DB g !
— — 100" —iC— sina C
2 tangs.a alang’ a
tang® L b
— = —— sin 5 C— ete
3tang’ * a
A+4+DB 4 : f{”i” b =iy tang’ LI
= 100" — +C—4- —-f— oin @ — ————— s 2C
9 ot C o .-'uf'—'. a

sin 3 € — ete.

Suites dontla loi est trés-simple, et qui seront d’autant plus
convergentes que & sera plus petit. La premiere est tou-
jours convergente , puisqu’on suppose b< a; la seconde le
sera aussi, si on a fang * b< cot+ a, ou a-}-b< 200°. Elle
serait divergente et fausse si on avait @+4-b>200°, mais ce
cas peut toujours s'éviter ; car la résolution du triangle
BCA. dans lequel on aurait CA 4 CB>200°, se réduit tou- fig. 1.
jours 4 celle du triangle A'C B’ dans lequel on a G AL
CB'<200°% Au reste, la seconde série est dans sa plus
grande convergence , lorsque a et b sont tous deux tres-
]wllls alors Lr. |IOISI("IT](‘ coté ¢ est 1‘cs—pf‘tlt :Ulibl 'plllb—
qu’on doit avoir c<a -+ b, et le triangle sphf,rlquo differe
trés-pen d’un triangle plan ; dans ce cas P'excés dela somme
des troie angles sul’ denx .mulgb droits, s upnm(' ainsi :
A+-B-C—200"=%tangt a tang 5 bsinG—7 tang” 5 @ tang® L bsin2C
+-stang’ za mng Lbhsin 3 (j — ete.

crir. Pour trouver le troisieme ¢dté ¢ du triangle propos¢,
on a l'équation cos c—cos a cos b —+ sin a sin b cos C, de
laquelle il est aisé de déduire les deux suivantes :

o ™ o et g Sy | e % iy el .
S SLr T(“ (e} I b-—-ﬂ.\tﬂ;dr.f’}.\—‘-(} €05~ .sz,’z—)—b(.t}.\ L_.+, (9%}

cos*Le=cos*ta cos tbta.costacosibsinsasinzb cos C-y-sir*ta sin® 0.

Par la forme de ces valeurs on voit que sw : ¢ pent étre
regardé comme le troisieme coté d'un triangle rectiligne
dans lequel on aurait les deux cOlés connus sin - a cos: by
cos a sin * b et angle compris C ; de méme cos > ¢ est le
{roisieme (l‘l t¢ d’un triangle rectiligne , dont deux (-l‘m'-'i
seraient cos = @ cos > b , sin = a St thetl angle compr is 200"
— C. Donc on a par la formule trouvee pour les triangles

Teetilignes ™.
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tang®; o
—— o5 2C — ete.

2tang’ra

VA

'—{L

tang b

. ¥ —
logsintc=loo(sins Sacosth)— cosC—

ey tang~b {ang’
futf;{.o.!'}-r.:[y‘r’ cosya costb) -} ——cosC————2__
col < a 2 cot

cos 2C - ete.

Il est a remarquer ultérieurement que comme chacun des
triangles rectilignes dent nous venons de parler peut se
résoudre par le moyen dun triangle T(‘(‘!I]I"]‘IL rectangle
on peut directement réduire la résolution dn Lriangle sphu-
rique proposé & celle d’un tri: ngle rectiligne rectangle.

On trouve par cex neyen que siz; ¢ est Phypoténuse d’un
tri: mg‘]c rectangle dont les cotés som sins (a+0) sintC et
Si7e - (u——t’; cos - C. De méme cos * ¢ est I’ hypoténuse d’un

8]

1

lu‘mglv :‘er.l.nwlc dont les cotés seraient cos2 (a—b) cos 2
et cos 5 (a-}-8) sz - C.

De plus, sion appelle M I’ angle qui dans le premier trian-
I B gLl I I

gle est oppasé au coté sint

N P'angle opposé au ¢oté cus

analogies de Néper qu’on aura

A-+B

2

=200°—N ; savoir:

( (a—b) cos =
J a

=N si a4 b<200°, et

; C, et dans le second,

3 (a—0b) cos 1 C, il résulte des
A—B

A-B
ax —=Nion

=M, et

A+4-B

2

—200°—Nsiatb> - Donc dans tou triangle spld-
rique ot 'on connait deux obié s a et / ctl'angle compris C,
on peut trouver directement chacune des quantités 2 ek

> 200°

A--B A—B ) i : i 1L
———, —, par la résolution d'un triangle rectiligne
2 2

rectangle ol 'on connait les denx edtés de I'angle droit,

Il résulte aussi de la qu'apres avoir trouvé Fangle M ou

A—B

Sy i
sin — (a—b)

a--b)
troisieme cdté par la fermule w7 2 ¢ =

011

par la formule tang M — cot =+ C,

iy 3
9 sz —

peut caleuler le
s (a

s (u = f’z) cos = C -4~ r',} sir 23

J'."".‘ ‘2 ; cos }‘3

Vi 8. s'appliqueront

alsement i

trou

reésolution du s sphériques,

ci peut se rapporter propriété du
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§. IV Rdsolution d’un triangle sphérique dont deux: adies

sont peu différents de 100°

c1v. Soient a et b les deux cétés donnés pen différents
de 100°, on propose de déterminer 'angle C par le moyen
des trois cotés @, b, c-

Si les cotés @ et b étaient exactement dgaux & 100°, ON
aurait C=c¢ ; donc a et b différant trés-peu de 100, I'angle
C anra pour mesure un arc trés-peun différent de ¢. Soit @ =
100°+#, 6 —100°4-€, C=—=c-}- ; si on substitue ces va-
leurs dans I'équation cos C = mﬂ, on aura

sin a sin b
CcOs C—SIN o SIN €

cos (c+=x) = . Mais puisque « et € sont

COR o, €OS €
supposés trés-petits , on peut en négligeant seulement les
termes ol ¢ et & montent au quatrieme degré, faire

3 a

. @& .
sin @ stn 6= a6, €08 g €05 =1 —— ——, CC qUI donnera
a2 A

cos (e4-=x) = :(1_|_.:_m“+—;—€"jco.vc—a6

Or, en négligeant le quarré de x, on a cos (c+az)=cos ¢ —
x sin ¢; donc
ab—= (a.“+€’) cos ¢

sin ¢

T =

Et puisque « est du second ordre par rapport dget€,on
voit qu'il n’y a de négligées dans cette valeur que les quan-
tités du quatrieme ordre. Soit % («—€) = p,3 {(«—€)=1q,
ou a—=p+q,6=p—q, on aura sous une forme plus simple

1—cos ¢ L-cose
== —-q* —p’tang s c—q’ cots c.
'ff/?t— sin ¢

Cette valeur est exprimée en parties du rayon ; mais comme
dans la pratique p et g sont données en secondes, sil'on
veut que 2 soiL c.\c])rim(- aussi en secondes , il faudra faire

? aq?

tang 5 ¢— }— cot=0,
R

% '_R

R ¢tant le nombre de secondes contenues dans le rayon,
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rembre dont le logarithme

— 5.8038801. Connaissant &,
on aura 'angle cherché ¢ —¢ 4.

La formule que nous venons de trouver est utile dans les
opérations géodésiques pour rédaire a I'horizon les angles
observés dans des plans inclinés ; elle est plus expéditive et

demande des tables moins étendues que la formule du cas

premier des triangles svlicriques , dont nous avons donné
un exemple (n° 93 ). Cependant, si Jes élévations ou dé-
pressions o et g éizient de plus de 2 ou 3 degrés

, 1l serait
Ph]s sur de se servir de la méthode géné[‘ﬂle.

§. V. Hesolution des triangles sphériques dont les c8tés sont

Ini.r—[}cu'n' par rapport au rayon de la A])/I(’.."f_'.

¢v. Lorsque les cotes a, b, ¢, sont trés-petits par rap-
port au rayon de la sphere , le triangle proposé est pen
différent d’un triangle rectiligne ; et, en le considérant
comme tel, an peut en avoir une premiere solution appro-
chée , mais on néglige de cette maniere I'exces de Ia somme
des angles sur 200°, Pour avoir une solution plus appro
chée, il faut tenir compte de cet exces, et c'est ce qu’on
peut faire trés-aisément | au moyen d'un principe général
que nous allong démontrer.

Soit rle rayon de la sphere sur laquelle est situé le trian-
gle proposé, si on imagine un triangle semblable tracé sur
Ta sphere dont le rayon est » les cOtés de ce triangle seront
a b c
5 COS — = pos ~ COS—

> o r

>
=yelon‘anrawoy A== — ===

; Mais puisque
S ’ = H
Sin—-sin —

r r

r est fort grand par rapport a @, b, ¢, on aura d’une

i ! ) a a at
maniere ires - approchée * cos — —
=

T— — o —
27 2.3.40"

G
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valeurs dans I'équation précédente, et négligeant les termes
de plus de quatre dimensions en « , b, ¢, on aura

b 4-e*—a* a’

2

b c(
= ] —
”

Multipliant les deux termes de cette fraction pary - "~

cos A=

et réduisant, on aura
*Fcr—a*  a*--bid-cl=aa*bi—agicP—ab’c?

2be 2 ber?

cos A —

Seit maintenant A’ angle opposé au ¢6té a, dans le trian-
gle rectiligne dont les cOtés seraient égaux en longueur aux
b*4-c*—a*

2be
—=2a*b*+ta2a*c* 4 2b* c’—at— b*— ¢4, Done

arcs e, b, ¢; on aura cos A'—

et f biesin* A

b
cos A— cos Al — -b—c; sin* A,

st ngedll Bt : 5
Soit A— A'+4 2, un aura en rejetant le quarré de

S r a3 . ]) (4
cos A—cos A'— x sin A', d’0tx Van voit quu ——c sin A"
7
; P £ R e
et puisque x est du second ordre par rapport a — et —, il
3 o

s’ensuit que ce résultat est exact aux quantités preés du
quatrieme ordre. On aura done

el be
6

X
r

sin A,

Mais ; bc sin A’ est 'aire du triangle rectiligne dont @, &, ¢
sont les trois cotés , laquelle ne differe pas sensiblement de
celle du triangle sphérique proposé. Done, si 'une ou autre

o

3 ; ]
aire est appelée @, onaura A—A'- —, on A'—A—.
T

On aurait semblablement .W:B—{(—_ s C'—= C — ki el

e : 37
o

il en résulte A'~-B'+ C' on 200" =A+4B4C— —. On

5%
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6 o z X
peut dona considérer — comme étant Uexcés de la somme
o

des trois angles du triangle sphérique proposé sur deux
angles droits. Cels posé, on a ce théoréme remarquable qui
réduit la résolution des triangles sphériques trés-petits, a
celle des triangles rectilignes.

Etant proposé un trigngle sphérique dont les cdtés sont
tréspetils par rapport aw rayon de la sphere , si de chacun
de ses angles on retranche le tiers de Uexcés de la somme des
trots angles sur deuwx drotts , les angles ainsi diminués pour-
ront étre pris pour les angles d’un triangle rectiligne , dont
les cOtés sont égaux en longueur < ceux du triangle sphe-
rique proposé , ou en d’autres termes :

Le trangle sphérique trés-peu courbe dont les angles
sort A, B, C, et les cdtés opposés a, b, ¢, répond toujours
a un trangle rectiligne qui a les cotés de méme longueur
a, b, c, et dont les angles opposés sont A— €, B—3 &,
C— %6, & dlant lexcés de la somme des angles du triangle
sphérique propose sur deux angles drots.

cvi. L'exces € ou ;“Tv qui est proportiounel a Paire du
triangle , peut toujours se caleuler @ prior: par les données
dn +ciangle sphérique considéré comme rectiligne. $i denx
obtés &, ¢, sont donnés avec I'angle compris A , on aura
Paire ==& ¢ szn A ; si on donne un cété @ et les deux
st B sin C

sin (B4-C)

- o »
Ensuite on aura ¢ —— R, R étant le nombre de secondes
-

angles adjacents B , C, on aura l'aire a =% a

comprises dans le rayon, et de cette maniere € sera exprimé
en secondes.

Pour appliquer ces formules aux triangles tracés sur la
surface de la terre, considérée comme sphérique (1), il

(1) Dans les opérations géodésiques les triangles sont le plus son-
vent formés entre trois stations inégalement éloignées du centre de
la terre; mais, par des réductions counvenables , on substitue aux
triangles observes les triangles qmi résultent de la projection des sta-
tions sur une méme surface sphérique perpendicalaire a la direction

de la pesanteur.
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faudra supposer que les cbtés @, &, ¢, ainsi que le rayon de
la terre 7 sont exprimés en metres. Or, puisque le quart
du méridien 2 7 7 est égal 2 10000000 metres , on en conclut
log r— 6. 8038801 ; d'un autre e6té le rayon R exprimé en
secondes , a pour logarithme 5,8038801. Done si au loga-
prithme de aire o <}:-;primé:r en melres r]llzn'ru."a ., O1 ajoute
le logarithme constant 2.1g6119 , et qu'on retranche dix
unités de la somme, on aura le logarithme de I'excés ¢
exprimdé en secondes.

Connaissant & on retranchera ou on supposera retranché
+ & de chaque angle du triangle sphérique proposé, et alors
dans le triangle reetiligne formé par les cotés @, b, ¢, etles
angles A'—A'—ze, B=B—3¢e¢,C'=C— ;¢, on aura
les données nécessaires pour en déterminer toutes les par-
ties. Ainsi on connaitra en méme temps celles du triangle
sphérique proposé.
cvir. Exemple. Soient donnés I'angle C et les deux cdtés
@ et b, savoir ;
C=123" 19’ 99" . 23
ing a— 1 H8qg1bo3
log b —14.5219271
la quantité + a b sin C qui représente Vaire du triangle ,
aura pour logarithme 8.78055 , a quoi ajoutant ».x5610,
on aura loge=0.97667, partant e =g". 48 et + e =3". 16.
Cela posé, il faut résoudre le triangle rectiligne dans lequel
on a les deux cotés @ et & comme ci-dessus , et I'angle

compris C'=—123" 19/ g6”. 07. Pour cet effet, nous sui-

vrons la méthode du n’ 56,

a..... 4.58g1503 tang (9 —50") ... .. 8.8878392
I P g P cot= Gl . 88 TN B 9.8381110

tang 9. .. o0.0672232 A'—B' o
&Y 4 tang——————< ... ... .- 8.7259502

—— r l,r” r 1
S & =0 Tetssune
100°5C'=61 bg g8 .03 > 0 Rk e O
:C'=138 4o "1 97 N e
————=— 38 40 1 .97
o

A =43 78 f1 24
Bie—=1585 1 62 70
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Il reste a déterminer le troisieme coté ¢, ce qui se fera par

Ié : a sin Q'
équation ¢ — ———
1 ez A'
Tl et 4-58g1503

sin A’--+  9+7854893

différence 4:8036610  +:-een-. 4-8036610
sin G- 5+ g-g705008 sinB'+ . 9.7182661
loge=—.. f.n741618 logb — 4-B219271

Donc dans e triangle sphérique proposé, les éléments qu'il
faliait trouver sont :
A=/41°78" 44" - fo
Br—=idhe iy i667 86
log ¢ = f-7741618, ou c=5gi51™ 256.

\

N. B. La méthode donnée dans ce paragraphe peut servir aussi i

resoudre les triangles dans lesquels deux cétés seraient trés-peun diffe-
rents de 200° et le troisieme trés-petit. Car en prolongeant les grands
cotés A'C, A'B, on aura un triangle sphérique BCA , dont les trois

cOtes seront trés - petits.

§. VI. Des triangles sphériques dont deux angles sont
trés-aigus.

evit. Soit ABC le triangle sphérique proposé dans lequel
A et B sont deux angles trés-aigus , soit LMN son triangle
polaire, de sorte qu’on ait MN = 200" — A et LN=200"—B.
Si on prolonge les ares NM , NL , jusqu'a leur rencontre en
K., il est clair qu'on aura KM=—=A , et KL—=R, le triangle
LKM aura done ses ¢dtés trés-petits, et il sera dans le cas
d’étre résolu par la méthode du paragraphe précédent.
Soient A', B/, C', les trois angles et a', &', ¢ les trois cotés
du triangle LKM, on aura

A=K =i o = KM= A
Bli==TMK == & pli="lke—1
C'=1LEM = 200%— ¢ ¢ =TM — 200" —C.

Done trois ¢léments connus dans le triangle ABC en don-
nerent trois dans le triangle LKM , et par conséquent trois

aussi dans le triangle rectiligne auquel le triangle LKM
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peut ¢tre ramené : or celui-ci étant résolu, on aura la
solution du triangle LKM , et de la celle du triangle pro-
posé ABC.

crx. Soit par exemple, A—3°, B—=2° et le cHLé adjacent
e=150°, les données de triangle LKM, ou plutdt A'B'C/,
seront @' =3°%, ' —2?, et l'angle compris C' —50°. Par
le moyen de ces données, on trouve L'excés sphérique €
' O sin C'
—— T —333".21, etle tiers de € étant retranché

de C', le reste sera 49° 98’ 88".93. Il faut done résoudre

un triangle rectiligne dans lequel on a les deux edtés o/ —
30000", b'—=2.0000", ctI'angle compris C"—49° 98’ 88 g3s
On trouvera les deux autres angles A"—103° 64’ 86".33,
B"—=46° 36" 254" .75 , etle troisieme cOté ¢/ —o1244".36;
ajoutant donc4¢ aux angles A" et B” du triangle rectiligne,
afin d’avoirlesangles A’, B/ du triangle sphérique, on aura
pour la solution cherchée

Al —a = 103%65'g7". 4o
St =i () ?)7 35 .82
€= 200°— c'= 197 87 55 .64

§- VIL. Du polygone régueio- de diz-sepe cdites,

cx. Nous terminerons ces applications du caleul trigono
métrique en donnant, d’apres Uexcellent ouvrage de Gauss
cité page 112, la maniere d'inscrirele polygone régulier de
17 cotés par la simple résolution des équations du second
degré.

0

200

Soit arc — @, jedis d’abord qu’on aura I'équation

4

cos P+-cos 3P4-cos 5P--cosy P4-cos P—4-cos 1 1 P+-cos 13P+-cos 15
Car si on appelle le premier membre P, et qu’on multiplie
tous ses termes par 2 cos P; qu’ensuite on change chaque
produit de deux cosinus en cosinus d’arcs simples d’aprés
la formule :

2 cos A cosB— (.'m'(: A-4-B )—l— cOs [ A—B )
on aura

2 P cos =142 cos 2942 cos 4 @42 cos 69....

t2co514P4-cos1ha




développement dans 'ouvrage méme de Gauss, ou dans
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Or pnisr[m‘ 7 $=200°, on a cos 2 P =— cos (200"— 15¢) —
—cos 15 P, cos 4 9 = cos (200" — 13 @)= —cos13 ¢ , et
ainsi llL‘ sum‘ jusqu’a cos 16 P=—=— cos P. Done

2P cos Q=1—2 cos 15P—2 cos 13 P—a cos 11 P...—=2 cos 3 P—cos P
ouaPeosP=1-+cos¢—2P,ou2P (1+cos {P) = 1 cos §.
Donec P=2.

Cela posé, je partage la somme des termes qui composent

P en deux parties, savoir:

@=¢05 3 QP—4cos b P4 cos7P-}-cos 119

y = cos 9—-cos 9@ - cos 13 9 -} cos 15 P.
FPaurai done d’abord z-f-y—21; je multiplie ensuite les
quaire termes de @ par les quatre termes de y, et chan-
geant les produits de cosinus en cosinus d’ares simples ,
j'obtiens , toutes réductions faites ,

Ty = {f:a,s‘ 2 9Q+4-cos b P+cos b6 P...4 cos 16 %)
ouT iy =—=r—n (1“0.5' 15 @ 4-cos 139 4-cos11 P ...+ cos )
ou enfin & y —— 1.

Au moyen de ces dqnz‘;r"ios.‘-s on trouve

z=345V 17 y=1s—3WV 19,
Maintenant si 1011 partage de nounyen= 1€5 sommes @ et y
chacune en deux parties, o«vOIT:

p— Yy=u-s

s —=cos3P-+cosbP u—cosP-4cosi3 QP

t =cos7 P+cos 119 z=cos9P-tcosxbhQ,
on trouvera semblablement

st—=—=*= Uz=—~—I
De sorte qu’on pourra déterminer les quatre nombres s, ¢,
u,z, alaide de deux nouvelles équations du second degré.
Enfin connaissant cos @ +cos 13 Q= u et cos 9 cos 13 9

= = "’{,O) 12Pt-cos 14 Q)= —= [(:().\‘3 © -cosbh ?) =15

on oblmnd ra, pdl une quatrieme équation du second degré

2
la valeur de cos 9, et de la celle du coié du polygone pro-

posé , laquelle est 2 siz @ ou 21/ (1— cos” @).

Quant a la méthode qui a dirigé le partage de ces di-
verses équations , elle tient a une théorie trés - délicate |

fondée sur P'analyse indéterminée, et dont il faut voir le
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I’ Essai sur la théorie des nombres, deuxitme ¢dition. On y
trouvera la démonstration complete de ce théoréme trés-
beau et trés-général :
« Si le nombre 7 est premier , et que 72— 1 résulte du
« produit. des facteurs premiers 2% 36 5V , ete. la division
« du cercle en 7 parties égales pourra toujours se réduire
« & la résolution de o équations du deuxieme degré , € du
« troisieme , y du cinquicme , et ainsi de suite ».

FIN.

DE I/IMPRIMERIE DE FIRMIN DIDOT,
RUE JACOB, N° 24.
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