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TRIGONOMETRIE.

I_m Trigonométrie a pour objet de résoudre les tri-
angles , cest-a-dire, de déterminer leurs angles et
leurs cOtés par le moyen d'un nombre de données
suffisant.

Dans les triangles rectilignes il suffit de connaitre
trois des six parties qui les composent, pourviL que
parmi ces parties il y ait un coté. Car si on ne donnait
que les trois angles, il est visible que tous les triangles
semblables satisferaient & la question.

Dans les triangles sphériques trois données quel-
conques , angles ou cOtés, suffisent toujours pour de-
terminer le triangle, parce que dans ces sortes de tri-
angles on ne considere pas la grandeur absolue des
c6tés, mais seulement leur rapport avec le quadrant
ou le nombre de degrés qu'ils contiennent.

Dans les problémes annexés au livre I, on a déja
vu comment les triangles rectilignes se construisent
au moyen de trois parties données ; les proposi-
tions XXIV et XXV du livre V donnent également
une idée des construetions par lesquelles on pourrail
résoudre les cas analogues des triangles sphériques.
Mais ces constructions , qui sont exactes en théorie,
ne donneraient qu'une médiocre approximation dans
la pratique (1), a cause de ’imperfection des instru-

(1) 1l faut (listi::gll(tl‘ en effet les figures l'lll‘l ne servent qu’i
dii'rg{'r le raisonnement ]mur]u démonstration d’un théordme ou
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336 TRIGONOMETRIE.

ments dont elles exigent Pemploi : on les appelle des

méthodes graphiques. Les méthodes trigonométriques,

an contraire, indépendantes de toute opération mé-

canique, donnent les solutions avec tout le degré

d‘ex;mliiudu {iiiqtlll P[.‘Ill (1{.‘."‘-il‘i.'|.'i ("”{.‘}.'- sont f‘i_)l'l(!l
1618 w2 |1ones anneleées $irims 81 3
sur ]{.‘."- 1)]'!_:!}1'1[!1{'5 (}L.‘« ]!i_;]l[,n d'i'!i.(_l[ €5 SIS § COSLILILS ,

tangentes, etc., au moyen desquelles on est parvenu

A exprimer d’une maniere tres-simple les relations qui
existent entre les edtés et les :mg]t:ﬁ des !'1'2;111:‘_{1('5.
Nous allons d’abord exposer les propriétés de ces
lignes et les principales formules qui en résultent;
formules qui sont d'un grand usage dans toutes les
parties des mathématiques, et qui fournissent meéme
a lanalyse algébrique des moyens de perfection-
nement. Nous les appliquerons ensuite a la résolu-
tion des triangles rectilignes et a celle des triangles

sphérigues.

Division de la Circonférence.

Tis .irilr.r]u’:‘l es derniers temps les géometres 5'étaient
accordés A diviser la circonférence en 3060 parties
égales appelées degrés, le degré en Go minutes, la
minute en 6o secondes, etc. Ce mode présentait
quelques facilités dans la pratique , a cause du grand
nombre de diviseurs de 6o et de 360 : mais il était
réellement sujet a Vinconvénient des nombres com-
plexes, et il nuisait souvent a la rapidité du caleul.
Les savants, & qui on doit 'invention du nouveau
systéme des poids et mesures, ont pensé qu’il y aurait
un grand avantage a introduire la division décimale

dans la mesure des illl%’l(‘!:@ En conséquence ils ont

la solution d’un probléme , des figures que I'on construit pour
connaitre :im:h[m'n—mu's de leurs dimensions. Les premieres sont
toujours supposées exactes ; les secondes , si elles ne sont pas

tracées exactement , donneront des resultats fautifs.
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segardé comme unité principale le quart de circon-

férence ou le quadrant, mesure de 'angle droit, et
i1s ont divisé cette unité en 1oo parties égales appe-~
lées deerés , le degré en 100 minutes , et Ja minute en
100 secondes.

Nous emploierons désormais la nouvelle division
ou la division décimale de la circonférence; ce-
pendant comme les tables U igonomeétriques, calculées
suivant cette division, ne sont pas encore assez gé-
néralement répandues, nous aurons soin d’ajouter
dans les exemples, les résultats que donnent les cal-
cule faits suivant Vancienne division, ou la division
sexagésimale de la circonférence. La différence ne
tombe jamais sur la valeur des edtés, mais seulement
sur la valeur ou p‘u_ﬂ‘&i sur I'expression en (](!gs'ﬁs des
angles et des arcs.

I

és, minutes et secondes se désig

1. Les deg

respectivement par les caracteres ©, ', " : ainsi

pression 16° 6' 75", représente un arc ou un angle de

16 degrés 6 minutes ';:1 secondes. 81 on rapportait ce
méme arc au guadrant pris pous unité , il s’expri-
merait par o, 160675. On voit en méme temps que
'angle mesuré par cet arc, est a Vangle dvoit ::
1(30()‘?:’; : 1000000, Tapport quon ne déduirait pas
aussi facilement des expressions données par l'an-
cienne division de la circonférence.

Les arcs et les angles sont ex yrimés indistine-
tement dans le calcul par des nombres de degrés,
minutes et secondes. Ainsi rous désignerons Pangle
droit ou le guadrant par 100°, deux angles droits
ou la demi - circonférence par 200°, quatre angles
droits ou la circonférence entiere par 400°; ainsi de
suite.

mr. Le complément d’un angle ou d’un arc est ce
qui reste en retranchant cet angle ou cet arc de 100°.

o

Alnsi un :mgic de 25° 4o' a pour vmnph;lmm!.

nn
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74° 6o'; un angle de 12° 4’ 62" a pour complément,
87095" 38",

En général, A étant un angle ou un arc quelcon-
que, 100° — A cst le complément de cet angle ou de
cet arc. D’ot1 'on voit que, si 'angle ou 'arc dont il
s’agit est plus grand que 100°, son complément sera
négatif. C'est ainsi que le complément de 160° 84’ 10"
est — Go° 84' 10". Dans ce cas, le complément, pris
positivernent , serait la quantité qu'il faudrait retran-
cher de l'angle ou de I'arc donné, pour que le reste
ft égal a 1o0°.

Les deux angles aigus d’un triangle rectangle valent
ensemble un angle droit : ils sont donc compléments
'un de autre.

wv. Le supplément d'un angle ou d'un arc est ce
qui reste en Gtant cet angle ou cet arc de 2009, valeur
de deux angles droits ou d'une demi-circonférence.
Ainsi A étant un angle ou un arc quelconque ,
200° — A est son supplément.

Dans tout triangle, un angle est le supplément de
la somme des deux autres, puisque les trois ensemble
font 2000,

Les angles des triangles, tant rectilignes que sphé-
riques , et les cotés de ces derniers, ont toujours leurs
suppléments positifs ; car ils sont toujours moindres
que 200°.

Notions générales sur les sinus, cosinus,
tangentes, etc.

v. Le sinus de 'arc AM, ou de l'angle ACM, est
la perpendiculaire MP abaissée d’une extrémité de
Pare sur le diametre qui passe par l'autre extrémité.

Si a lextrémité du rayon CA on mene la perpen-
diculaire AT jusqu’a la rencontre du rayon GM pro-
longé, la ligne AT, ainsi terminée, sappelle la tan-
gente, et GT la sécante de Pare AM ou de’angle ACM.
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Ces trois lignes MP, AT, CT, dépendantes de
Pare AM, et toujours déterminées par l'arc AM et
le rayon, se désignent ainsi : MP = sin AM, ou
sin AGM, AT — tang AM, ou tang ACMTC, =
séc AM, ou séc ACM.

vi. Ayant pris I'arc AD égal & un quadrant, si
des points M et D on mene les lignes MQ, DS
perpendiculaires au rayon CD, I'une terminéde i ce
ayon , autre terminée au rayon CM prolongé; les
lignes MQ, DS et CS seront pareillement les sinus,
tangente et sécante de l'arc MD, complément de
AM. On les appelle, pour abréger , les cosinus , cotan-~
gente et cosécante de Varc AM, et on les désigne
ainsi : MQ=cos AM, ou cos ACM , DS —=cor AM,
ou cot AGM , GS = coséc AM , ou coséc ACM. En
général, A étant un arc ou un angle quelconque, on a
cos A=sin (100°— A, cot A— tang (100°—A),
coséc A — séc (100°—A).

Le triangle MQG est, par construction, égal au
triangle CPM, ainsi on a CP=MQ ; donc dans le
triangle rectangle CMP, dont 'hypoténuse est égale
au rayon, les deux cotés MP, CP sont le sinus et le
cosinus de 'arc AM. Quant aux triangles CAT, GDS,
ils sont semblables aux triangles égaux GPM, CQM,
et ainsi ils sont semblables entre eux. De la nous
déduirons bientot les différents rapports qui existent
entre les lignes que nous venons de définir ; mais au-
paravant il faut voir quelle est la marche progressive

de ces mémes lignes , lorsque 'arc auquel elles se
rapportent augmente depuis zéro jusqu’a 200°.

vir. Supposons quune extrémité de I'arc demeure
fixe en A , et que l'autre extrémité, marquée M, par-
coure successivement toute l'édtendue de la demi-
circonférence depuis A jusqu’en B dans le sens ADB.

Lorsque le point M est réuni en A, ou lorsque
Parc AM est zéro, les trois points T, M, P, se con-

fig. 1.
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fondent avec le point A ; d’oit 'on voit que le sinus
et la tangente d'un arc zéro sont zéro, et que le
cosinus de ce méme arc est égal au rayon, ainsi que
sa sécante. Donc en désignant par R le rayon du
cercle, on aura

it 0=—0, tang 0=—0, COS 0=— R.séeco=—R.

virr. A mesure que le point M savance vers D,
le sinus augmente, ainsi que la tangente et la sé-
cante; mais le cosinus, la cotangente et la cosécante
diminuent.

Lorsque le point M se trouve au milieu de AD,
ou lorsque I'arc AM est de 509, ainsi que son com=
plément MD, le sinus MP est égal au cosinus MQ
ou GP, et le triangle CMP, des
la proportion MP:CM :: 1: 17 2,0u sin. Hoe: R::

renu isoscele , donne

— o R z
1:1 2. Done sin ho®=—cos H50°— -/—::-‘,- R 1 2. Dans
v a

ce méme cas le triangle CAT devient isoscele et égal

au triangle CDS; d’ott 'on voit que la tangente de

500 et sa cotangente sont toutes deux {';;‘:1[(:5. au rayon,
et qu’ainsi on a lang bo®—cot Ho*=1R.

1x. L’arc AM continuant d'avgmenter, le sinus
augmente jusqu’a ce que le point M soit parvenu en
D : alors le sinus est égal au rayon, et le cosinus est
zéro. On a done sirn 100° =R et cos 100°=—=0 ;et I'on
peut remarquer gue ces valeurs sont une suite de
celles que nous avons trouvées pour les sinus et
cosinus de l'arc zéro ; car le complément de 100°
étant zéro, on a sin 1002 — cos 0°— R et cos 100° =
L2 0 =—10,

Quant A la tangente, elle augmente d’une maniere
trés-rapide 4 mesure que le point M s'approche de
D; et enfin lorsqu’il est parvenu en D, il n’existe
}J'll:.ﬁ proprement de tangente , parce que les ]iglli.‘-‘l
AT, GD, étant paralleles , ne peuvent se rencontrer.
(Vest ce qu'on exprime en disani que la tangente de

infinie, et on écrii lang 100" —=x® .
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Le complément de 100° étant z€ro , On a taitg 0 —
col 100° et col o —=lang ro0°., Donc cot o =—w €t
col 1007 —20.

x. Le point M continuant & avancer de D vers B,

gmentent. Ainsi

les sinus diminuent et les cosinus 2
on voit que lare AM' a pour sinus M'P', et pour
cosinus M'0Q) ou GP'. Mais are M'B est supplément
de AM', puisque AM'- M'B est égal & une demi-
circonférence ; d’ailleurs si 'on mene M'M parallele
i AB, il est clair que les arcs AM, BM', compris
entre paralleles, seront égaux, ainsi que les perpen-
diculaires ou sinus MP, M'P’. Donc le sinus d’un arc
o d’un angle est égal au sinus du supplément de
cel: arc ou de cet angle.

L’arc ou l'angle A a pour supplément 200°— A:
ainsi on a en général

sin A =sin ( 200°— A).

La méme propriété s”uxprilueraif. aussi par I"équation
siz { 100° - B ) =sin ( 100°— B), B étant Varc DM
ou son égal DM

<1. Les mémes arcs AM', AM qui sont supple-
ments Van de Vautre, et qui ont des sinus égaux,
ont aussi les cosinus égaux CP’, CP ; mais 1l faut
observer que ces cosinus sont dirigés dans des sens
différents. Cette différence de situation s’exprime
dans le caleul par Popposition des signes : de sorte

que si on regarde comme positifs, ou affectés du

e -}-, les cosinus des arcs moindres que 100°, |
faudra regarder comme négatifs ou affectés du signe
,les cosinus des arcs plus grands que 100°. On aura
done en général
cos A =—— cos (200°—A ),

ou cos (10004 B ) =—cos ( 1000—B ) ; ¢'est-a-dire,
que le cosinus d'un arc ou d’un angle plus grand que
100° est égal aw cosinis de son supplément, pris

négativement,
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Le complément d’un arc plus grand que 100°
étant négatif *, il n’est pas étonnant que le sinus de
ce complément soit négatif ; mais pour rendre cette
vérité encore plus palpable, cherchons I'expression
de la distance du point A 4 la perpendiculaire MP.
Si on fait Parc AM—2, on aura CP —=cos z, et la
distance cherchée AP — R — cos 2. La méme for-
mule doit exprimer la distance du point A i la
droite MP, quelle que soit la grandeur de I'arc AM,
dont l'orvigine est au point A. Supposons donc que le
point M vienne en M', en sorte que 2 désigne I'are
AM’, on aura encore en ce point AP —=R — cos x ;
done cos x =R — AP'—=AGC—AP'——CP’; ce qui
fait voir que cos x est alors négatif; et parce que
CP' = CP = cos ( 200° ==z, on a cos ' — —cos
( 200°— & ), comme on I'a déja trouve.

On voit par-la quun angle obtus a le méme sinus
et le méme cosinus que Pangle aigu qui lui sert de
supplément, avec cette seule différence que le cosinus
de l'angle obtus doit étre affecté du signe —. Ainsi
on a sin 150°=sin Hho*=—= Ry 2, et cos 150°—=—
¢os 509 ——~LR | 3.

Quant a4 Parc ADB égal a la demi- circonférence,
son sinus est zéro, et son cosinus est égal au rayon
pris négativement ; on a done sin 200°=0, et cos 200°
——R. Cest aussi ce que donneraient les formules
sin A =sin (200°—A), et cos A=~ cos (200°—A),
en y faisant A — 200°.

xmr. Examinons maintenant ce que devient la
tangente d’un arc AM' plus grand que 100°. Suivant
la définition , elle doit étre déterminée par le con-
cours des lignes AT, CM'. Ces lignes ne se rencon-
trent point dans le sens AT, mais elles se rencontrent
dans le sens opposé AV; d'on 'on voit que la tan-
gente d'un arc plus grand que roo° est négative.
D'ailleurs, si on observe que AV est la tangente de
lare AN supplément de AM' ( puisque NAM' est une
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demi-circonférence ), on en conclura que la tangente
Lun arc ou d’un angle plus grand que 100° est éoale
i celle de son supplément, prise négativement , de
sorte qu’on a

tang A —=—tang (200°— A)

Il en est de méme de la cotangente représentée
par DS’ laquelle est égale, et en sens contraire a
DS cotangente de AM. On a donc aussi

cot A =—=—cot (200°—A. ).
Les tangentes et les cotangentes sont done négatives,
ainsi que les cosinus, depuis 100° jusqu’a 200°. Et,
dans cette derniere limite , on a tang 200° = 0 €t cot
2000 =—-—COLO——%0 .

xir. Dans la trigonométrie il n’y a pas lieu de consi-
dérer les sinus, cosinus, etc., des arcs ou des angles plus

grands que 200°; car c’est toujours entre o et 200” que sont
compris les angles des triangles tant rectilignes que sphé-
riques, et les cotés de ces derniers. Mais dans diverses
applications de la géométrie , il n’est pas rare de considérer
des arcs plus grands que la demi-circonférence, et méme
des arcs comprenant plusieurs circonférences. 11 est done
nécessaire de trouver I'expression des sinus et cosinus de
ces arcs, quelle que soit leur grandeur.

Observons ‘d’abord que deux arcs dgaux et de signes
contraires AM , AN, ont des sinus égaux et de signes
contraires MP, PN, tandis que le cosinus CP est le méme
pour l'un et pour l'autre. On a done en général

sin(—a)=—sinx

cos (—a)=cosx,
formules qui serviront a exprimer les sinus et cosinus des
arcs négatifs.

Depuis o° jusqu’a 200° les sinus sont toujours positifs,
parce qu'ils sont situés d'un méme coté du diametre AB;
depuis 200° jusqu’a 400° les sinus sont négatifs, parce qu ils
sont situés de 'autre coté de ce diametre. Soit ABN' ==
nu arc plus grand que 200°, son sinus P/N' est égal a PM
sinus del’arc AM — 2:—200°; donc on a en général

Lo e
sin @ —=—sin (x—200").
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Cette formule donnerait les sinus entre 200° et 400® au
moyen des sinus entre 0 et 200°; elle donne en particulier
sin 400" ==—sin 200°=o0; il est évident en effet que si
un are est égal a la circonférence entiere, les deux extré-
mités se confondent en un méme point , et le sinus se réduit
a zéro.

Il n'est pas moins évident que, sid un are quelconque
AM on ajoute une ou plusieurs circonférences, on retom-
bera exactement sur le point M, et arc ainsi augmenté
aura le méme sinus que I'are AM; donc si C désigne une
circonférence entiere ou 400° . on aura
—sin(2Cta)=sirn(3 CHa)etc.

La méme chose aurait lieu pour les cosinus , tangente , etc.

5

sin.x=sin (C--:

Maintenant, quel que soit 'arc proposé x, il est facile de
voir que son sinus pourra toujours s’exprimer, avec un
."\iglle? (':_‘lil\'t’l](\])l:!, par le sinus d’un are moindre que 100°.
Car d’abord on peut retrancher de 'arc = autant de fois
400° qu’ils peuvent y éitre contenus; soit le reste ¥, on
aura sin x—ser: y. Ensuite si y est plus grand que 200", on
fera y—200° -}-z, et on aura siny —— sinz. Tous les cas
sont done réduits a celui ot Pare proposé est moindre
que 200°, et comme d'ailleurs on a swe (100°+4-a) =
sire (100%—2) il est elair qu’ils se réduisent ultérienrement
au cas ou 'are proposé est entre zéro et 100°.

x1v. Les cosinus se réduisent toujours aux sinus en vertu
de la formule cos A — sin (100° —A), ou, si 'on veul 5
de la formule cos A ==sérn (100"}~ A); ainsi, sachant éva-

luer Jes sinus ds

s tous les cas possibles , on saura de méme

évaluer les cosinus. Au reste, on voit directement par Ia

figure que les cosinus né; sont séparés des cosinus po-

sitifs par le diametre DE, en sorte que tous les arcs dont
extrémité¢ tombe a gauche de DE ont un cosinus Im_-‘.;til',

tandis que ceux dont Pextrémité tombe 3 droite ont un

cosinus négatif.
P 5 i i < g i
Ainside 0”4 100 les cosinus sont positifs,de 100° 4 300°

ils sont négatifs, de 300% & f00° ils redeviennent positifs;

el apres une révolution entiere, ils prennent les mémes

valeurs que dans la révolution pr

cédente , car on ‘a ausst
COs |::' _'|n[\n -
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’apres ces explications , il est ais¢ de voir que les sinus
ot cosinus des arcs multiples du guadrant, ont les valeurs
suivantes :

sin  o°=olsin100° =R ~r.‘(}~' 0°—NR jeos 100°=—0

. - " 1 b (4}
sin 200°—o0|sin 300° —=— Blecos 2000 =—R|cos 300" =0

sin oo®=olsin 500" = R 1('05 Loo® =R |cos hoo'=—o

sin 600°=—nolsin noo? —=—1R|cos Boo®——R|cos 700° =0

sin 800°=_o|sin goo® =R  |cos 800°—=R |cos goo’—o0
elc. ete. i efc. ete.

En gl*nﬁr:ll % désignantun nombre entier quelconque, on
aura :
sin 2k. 100° = 0, cos (2k+1)- 100°—¢0
sin (44 —4-1)- ro0’ = R cos 4 F. 100° =R
4k —1). 1002 =—NR |[cos (!;A——i—-zj.mo":-—ﬂ

sin (
des sinus et cosinus nous dis-

Ce que nous venons de dire
ail pnrlicnlim‘ sur les tangen-

pense d’entrer dans aucun dét
car les

tes, cotangentes, etc., des arcs 1\1115 gr':i'm'is que ').ou";
valeurs de ces quantités et leurs signes sont toujours faciies
i déduire de celles des sinus et cosinus des mémes arcs, ainsi

qu’on le verra par les formules que nous allons exposer.

Théorémes et formules concernant les sinus,

cosinus, tangentes, etc.
xv. Le sinus d’un arc est la moitié de la corde
qui sous-tend un arc double.

Car le rayon CA, 'pv!'pendimﬂnire a
en deux parties égales la corde MN et Yare sous-
tendu MAN ; donc MP, sinus de Tarc MA , est la
MN qui sous-tend larc MAN,

T iR
N , divise

moitié de la corde

double de MA.
La corde qui sous-tend la sixieme pariie de la
4oo?

circonférence est égale au rayom ; donc stz ———
E & ) &

o 5772 39

33°:—=:R, cest-a-dire que le sinus du tiers
de 'angle droit est égal a la moiti¢ du rayon.

xvi. Le quarré dusinus d’un arc plus le quarré
de son cosinus est égal au quarré du rayon, de
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sorte gu'on a en généralsin* A + cos’ A—R " (1).

Cette propriété résulte immédiatement du triangle
rectangle CMP, ou l'on a MP—|—(‘P:: CM.‘

Il sensuit qu’étant donné le sinus d'un arc on
trouvera son cosinus, et vice wversd , au moyen des
formules cos A==t v (R*—sin*A), sin A==
v (R*—cos* A). Le double signe de ces formules
vient de ce que le méme sinus MP répond a deux
arcs AM, AM’, dont les cosinus GP, CP’ sont égaux
et de signes contraires , comme lc méme cosinus
CP 1 pund a deux arcs AM, AN, dont les sinus
MP, PN sont pareillement égaux et de signes con-
iraires.

Ainsi, par exemple, ayant trouve sin 33°L—=:<R,
on en déduira cos 33°% ou sin 66°2 =1~ (R*— x R’)._.
VIR EEER A

xvit. FEtant donnés les sinus et cosinus de
larc A, on peut trouver les tangente , sécante,
cotangente et cosécante du méme arc au moyen
des formules suivantes :

FR R sin A LA R A R cos A
A= ——, ¢ A—=—— . ot A ——
cos A" [ cus A’ X sin A ?

R?

cosde A= vt

i sine A

En effet les triangles semblables CPM, CAT, CDS
donnent les proportions:

CP:PM :: CA: ATou cos A:sinA :: R:rang A= 4
cos

CP:CM::CA:CToucosA:R: R:sée A.:W-I-R‘—:A

PM:CP:. CD:DS ou sin Azcos A :: R:cor A— o2 A
sin A
; e . . R*
PM:CM:: CD:CSousinA:R:: R:coséc A—— X
stn i
(1) On désigne ici par sin® A le quarré de sin A , et semblable-
ment par cos® A le quarré de cos A.
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d’oit T'on tire les qualre formules dont il s’agit. On
peut observer au reste que les deux dernieres for-
mules se déduiraient des deux premieres en mettant
simplement 100°—A au lieu de A.

Ces formules donneront les valeurs et les signes
propres des tangentes , sécantes, etc. pour tout arc
dont on connaitra le sinus et le cosinus; et comme
la loi progressive des sinus et cosinus , selon les diffé-
rents arcs auxquels ils se rapportent, a été suffisam-
ment développée dans le chapitre précédent, il ne
reste rien A desirer sur la loi que suivent semblable-
ment les tangentes , sécantes, etc.

On peut confirmer aussi par leur moyen plusieurs résul-
tats qui ont ¢té déja obtenus relativement aux langentes ;
par exemple, si l'on fait A— 100°, on aura sin A—R, et
cos A—o, donc tang zoo"zi(:, expression qui désigne
une quantité infinie; car R* divisé par une quantité tres-
petite,, donnerait un quotient tres-grand ; donc R* divisé
par zéro donne un quotient plus grand que toute quantité
finie. Et parce que zéro peut étre pris avec le signe—{-ou
avec le signe —, on aura la valenr ambigué tang 100° =
&+ co.

Soit encore A—200°—B, on aura sin A—sin B, et
R sin B
cos A —=—cos B; done tang (200"—B) =———=—

—cos B
R sin B
cos B
xviri. Les formules de larticle précédent, com-
binées entre elles et avec I'équation sin* A -}-cos” A
—R?, en fournissent quelques autres qui méritent

==— tang B, ce qui s’accorde avec I'art. x11.

attention.
. Rsin® A
On a dabord R* 4+ tang® A=1R" | —-—‘{?——
cos® A
__R* (sin* A4-cos* A) B

i donc R* 4 tang® A

cos® A cos® .

—séc” A, formule qui se déduirait immédiatement
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du triangle rectangle GA'T; on aurait de méme,
par les formules ou par le triangle rectangle GDS,
B2 eot™ A =coséc™ A.
Enfin , si on multiplie entre elles les formules
R sin A R cos A

tans A —— = . cot A————, on aura tang A
8 - cos A sin A =]

s felong 3 R2
% cot A—R"*, formule qui donne cot A————-,
tang A

B>
et tang A = :)l:— On aurait de méme cot B =

B* ) g
GariT Done cor A :cot B :: tang B: tang A5 c'est-a-
dire, que les cotangentes de dewx arcs sont en raison
inperse de leurs tangentes.

Cette formule cor A X tang A—R" se déduirait
immédiatement de la comparaison des triangles sem-
blables CAT, CDS, lesquels donnent AT:GA ::
CD:DS, outang A:R :: R:cot A.

xix. Htant donnés les sinus et costnuts de deux
arcs a etb, on peut déterminer les sinus et co-
sinus de la somme ou de la différence de ces
arcs, au moyen des formules suivantes:

. 7\ sin a cos b-sin b cos a
sin(a4-b) —=——

R
4 y sir e cos b—sin b cos a
Siize (la— b)) = -
\ J o
i 7N cOs a cof f} = .\fif a2 sin f’
pos a0 =—— R —_—
Z L

= : cos a cos b—-sin asin b
cos (a—b)—=—— - -
1 R
Soit le rayon AC =R, T'arc AB=—ua, 'arc BD=0,
et par conséquent ABD—a + 4. Des points B et D
abaissez BE , DF perpendiculaires sur AC; du point
e sur BCG, enfin du point I

D menez DI Pt‘['l)@ll(“t:lli.‘i
menez [K pe:-pcndil:t|l:1ir(: et IL p:n‘:allele a AC.

Les triangles semblables BCE, ICK donnent les

proport 1015
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sin e cos b

Cl::BE:IK ouR:cos b::sina: K= e

08 a

CB:CI:: CE:CK ou R:cos b::cos a:CK —

Les triangles DIL, CBE, qui ont les cotés perpendi-

(u!unm chacun A chacun , sont semblables et donneént

les 1;1‘01)01-1.10115

CR:DI::CE:DLouR:sinb::cosa: DL:(-wf\l—”“"'mT 0
-DI::BE.IL ou R:sin b::sina: IL::"-I{-H a.[;'ua 6

Mais on a

IK 4-DL—DF—=sin (a-+0b), et CK —

cos (a+0). Done

— (O =

sin a cos b -} sue b cos a
sin (a4b) =—— o
E

cos a cos b—sin @ sin b

cos (lapb)y————— —  ———.
oS | 1 ) m

I1 serait facile de déduire de ces deux formules les
valeurs de sin (a—b&) et t de cos ((2—/:\ ; mais on
peut les trouver directement par la méme figure. En
effet, si on prolonge le sinus DI jusqu’a ce qu 1l ren=
contre la circonférence en M, on aura BM—=BD—24,
et MI=ID —sin b. Par le point M menez MP perpen-
diculaire et MN paraliele & AG; puisque MI=DI, on
aura MN —IL. et IN—DL. Mais on a JK —IN=
MP —sin (ﬁr.— Z:) , et CK - MN=—=CP—cos (a— b )5
ilull(:

M X stn @ cos b —sin b cos a
sin (a—b)=————————

1@ sine b

CO8 @ Cos 11
cos (a—b) =—

i

Ce sont les formules qu’il s'agissait de démontrer.

On pourrait craindre que la démonstration précédente
ne fiit pas assez générale, parce que la figure qu’on a suivie

suppose les ares a et &, et méme a -+ b plus petits que
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100°. Mais d’abord la démonstration s’étend sans peine au
eas ou @ et b étant plus petits que roo? leur somme a6
est > 100". Alors le point F tomberait sur le prolongement
de AC, et le seul changement a faire dans la démonstration,
seraitde prendre cos (@& ) =— CF; mais comme on aurait
en méme temps CF—1IL — CK, il en résulte toujours
cos (a—4-b) = CK —IL, ou R cos (a}-b) = cosacos b
— sin a sin b,
Supposons maintenant que les formules
Rsin(at-b)=sinacos b+ sinb cos a
R cos(a b)) = cosa cos b—sin a sin b
soient reconnues exactes pour toutes les valeurs de a et
de &, moindres que les limites A et B, je dis qu’elles auront
encore lieu lorsque ces limites seront 100® - A et B.
En effet, on a généralement, qael que soit I'arc 2,
sin (100° 4 x) =cos x
cos ( 100° 4+ ) = — sin .
Ces équations sont manifestes lorsque = est < 100°, et on
s'assure aisément qu’elles ont lien pour toutes les valeurs
de 2, au moyen de la fig. 18, ou MM et M'M" sont
deux diamétres perpendiculaires entre eux, et ou l'on peut
prendre successivement pour x les valeurs AM, ADM’,
ADEBM", ADBEM", ou ces valeurs augmentées de tant de
circonférences qu’on voudra.
Cela posé , soit z —=m-{-b, on aura
sin ( 100° 4 m—+-b)=cos (m—-b)
cos (100° + m—4-b)=—sin (m ).
Mais , snivant 'hypothese, on connait les wvaleurs des se-
conds membres, tant que 72 et & n’excedent pas les limites
A et B; done dans cette méme hypothese on aura :
R sin (100° 4 m - 0) = cos m cos b — sin m sin b.
R cos (100° 4 m 4 b) —= — sin m cos b — cos m. sin b.
Soit 100° 4 =a, puisqu’on a sir (100° ~}-m ) = cos m
et cos (100° 4 m —— sin m, il en vésultera cos m—sina

et sin m — — cas a; donc en faisant cette substitution
dans les équations précédentes, on aura :

R sin (a4 b)=sin a cos b-cos a sin b

R cos (a+b) = cos a cos b—sin a sin b.
D’ou l'on voit gue ces formules, qui n’étaient démontrées
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d’abord que daxs les limites @ < A, & < B,le sont mainte-
nant dans les Imites plus étendues @ < 100° A, & <B.
Mais , par la méme raison , la limite de & pourra étre re-
culée de 100°, ensuite celle de @, ce qui peut se continuer
indéfinimert; donc les formules dont il s’agit ont lieu,
gnelle qug soit la grandeur des arcs a et b.

I, are aftant composé de la somme des deux arcs a — b
¢l b, on mra, d’apres les formules précédentes ,
R sina = sir (@ — b) cos b 4 cos (a—0b) sin b
Rcoa— cos (a— b) cos b — sin (a— &) sin b.
Et de celes-ci on tire :
R sin ((:—— /r} — stna cos b—ysin b cos a
R cos (a—b) = cos a cos bt-sinasinb,
formuks qui auront encore lien pour toutes valeurs de @
et deb.
<x. Si dans les formules de l'article précédent on
fait b==a , la premiere et la troisieme donneront
5 9 §in @ cos @ cos® a—sin’ a
SN2 G— —— "]i_—_’ cos 2 Aa— - 1'1- — s
Celles-ci serviront & trouver le sinus et le cosinus
d’un arc double, lorsqu’on connait le sinus et le
cosinus de I'arc simple. C'est le probléme de la du-

sation d'un arc.

Réciproquement pour diviser un arc donné @ en
deux parties égales , mettons dans les mémes for-
mules * z 4 la place de a, nous aurons

¢ 2 §In+ @ COS5 A co
Sin G—=

—T~'—, cOS @ — ——— TR
Or, puisqu’on a tout-i-la-fois cos” 5 a+- sin® ta=R"
et cos” L a—sin® L a=R cos a, il en résulte
cos*ta—iR*4LReosaetsin®; a—R*— Rcosa,
done

sinta—

s

( tR*—<PR cos a :L
(+R* 43R cos @).

_5\;]1,\1j en faisant a=— [{‘I()", ou cos§ &—0, On a

cos ; a=—

sin 50°=—cos 5o0=1"~R*=R V/ +; ensuite si 'on

Douz, ed. 23
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fait a=—50¢°, ce ([lli donne cos a—R /L. on aura

sin sho—=R\" /%), et cos 25°=—h /(2

xx1. On peut aussi avoir les valeurs de sint a et cost a
exprimées par le moyen de siz a, ce qui sera utile dans
beaucoup d’ocecasions ; ces valeurs sont :

sinta=—=+,/(R*+Rsina)—=2|

— Esir a)

cosz;a—= (R* 4 Rsina)451/ (R*—DRsin a).

En effet, si on éleve la premiere au quarre, on aua sin’ < a

- Rsina)+-4 (R°—R sina)— 11/ (R*—R* sn’ @)

—+ R*— R cos @; on aurait de méme cos*

a—zR*4--R
cos a, ce qui s'accorde avec les valeurs précédmtes de

sins a et cos~ a. 1l faut cependant observer que,si cos @

€tait négatif, le radical |/ (R*—R siz a ) devrait éve pris

£
avee un signe contraire dans les valeurs de stn+ @ et coit a,
ce qui changerait I'une dans l'autre.

xx11. Au meyen de ces formules, il est facile de déter-
miner les sinus et cosinus de tous les dixiemes du qua-
drant.

la[ l],&!ll")]'il S01t sin L?.()‘._._‘?' 2. sera la corde d e 4o’ ou
3 §N 0y
1

au plus grand segment du rayon divisé en moyenne et

le coté du décagone régulier inscrit; or ce coté est é

extréme raison *; done si on fait le rayon égal= 1, on aura

s2x: 2z 1—a2x. Dela ontire fr* —1-—ax, oux* 4 Lto—=;

5

done (2 —— = donc a+-3:=2 75, et enfin
zousin 20" =5(—1417h).

g ST ‘ y o b6—op7b

Cette valeur, élevée au quarré, donne sin® 20°— -

T

y : . ro4apsh
done »—sin*20°, oucos® 20" ———

16
h4-4175 14175

16 . T

. Mais cos*a—sin'a

—=cos 2a, donc cos 0" ou sin 60°—

Maintenant, sidans les formules dun® xx1 on fait R—=1,

a=—20", et sin @ —==(

—1-}+175), on en déduira

s ror=517{3-1175]
cos 10" =31/ (3417 5)+

Si ensunite on fait dans les mémes formules e =60, et

1+ 5), on aura
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T e B
sin 30'—=< /(24 V' ) —+ 3— 17 b)
cos 30°=+1" (b+V 5) 4317 (3— 5).
Avec ces valeurs et celles qu'on connait déja de siz 5o,
et de sin 100", on peut former le tableau suivant :
sin 0’ =—c0s5 100 —0.

Si. 10 =cos Q0=

sir 20" —cos S0°
stn 30°—cos 7o’

§tns o= cos 60—

stn Ho°—cos bo =

sin Gof=rcos Lo'=

st 30" —-

sin 20°—2x/ (10+2175)

sin =2/ (345 4517 (¢
SIRI00 —cos 0 —1I.

Ces valeurs peuvent se simplifier encore, puisquon a
V(B D=1 10+2 1 26t (3 B) =5 10—5 1 2;
d’oti 'on voit gqu’en regardant comme connues | 2, |/ h et

y
%

a faire pour avoir les valeurs des sinus et cosinus de tous

10, il ne reste que quatre extractions de racines quarrees

les arcs multiples de 10°.
xx1ir. Nous tirerons de ces formules deux conséquences
remarquables. 1° Puisque 252 40° est la corde de 80°, oule

cbté du pentagone régulier inserit, ce coté==;17(10—21.75),

10—2)75 CE el Canch
= . Le coté du décagone régulier
i :
—asin20°=2=(—1-)75), son quarré=1+(6—21-5); or

0N quarre

L (ro—ay/b)—=1-+4+(6—2/b). Doncla somme faite du
quarré du rayon et du quarré du coté du décagone, est égale
au quarré du pentagone régulier inscrit.

22 Entre les sinus des divisions décimales impaires du
quadrant, on a cette relation

str 90° —-stn 30" ~-sin 10" —=sin bo’—|-sin j0°,

et les divisions paires donuent semblablement s 60°—
sin 20° -4+, Mais ces formules ne sont que des cas particu-
liers, et on peut démontrer que x étant un are d'un nombre

quelconque de degrés , on a

ein(100°—2)}-sin(20°-2{-4-sin in(60°-
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En effet, laformule sin (a b))} sin(a—b)—2a sina cos b
) ¢ e { ) )

donne

stn (20°+a) 4-sin( 20—z ) =2 sin 20" cos a:

sin (60° )+ sin (60" —a) =2 sin 60° cos .
Donc, puisquion a sin 60° — sin 20°— L, et cos »—

sin (100°—ax), ces deux équations retranchées 'une de
I’autre, donneront

) ~tsen(60°—z)—sin(20°-2)—sin (20— )—sin(100"—z).
Formule d’oii 'on tire I'équation des divisions impaires en
faisant 2=—10°, et qui en général peut servir i la vérifica-
tion des tables de sinus.

xx1v. S1 dans les formules premiere et troisieme
de l'article x1x, on fait b—2 @, on aura

sinaacosa—--cosaasina

A COS 2 @ €OS @ — Sin 2 Sina
ST o = — - 24

“
= 9 COS DT — - e

R ? REE
Substituant dans celles-ci, au lieu de sin2a et
cos 2a, les valeurs trouvées dans larticle xx, et
simplifiant les résultats au moyen de Péquation
sina -4 cos® a—R> , On aura

SORE: 2 4 sin® a
St Sl — o sir a——--F

4 cos® a

oS 3 a— e e 3 cos a.

Ces formules qui servent a la triplication des aves,
peuvent servir aussi a opérer leur trisection ou
division en trois parties égales. En effet, si on fait
sin 3 a=—c et sin a=2, on aura pour déterminer
Péquation ¢ R*—=3 R* 2—4 «*. D’on 'on voit gue le
;_Jl‘ohlt"me de la trisection de ]';mgle, considéré analy-
tiquement, est du troisieme degré,

Si dans les mémes formules de Particle XIX, on

fait successivement b—3 arbc="a, ete., on aura
les sinus et cosinus des arcs 4 a, 5 a, etc. ; ¢’est-a-dire,
en général, les sinus et cosinus des multiples de a.
Réciproquement les formules qui servent a la multi-
plication des arcs, donneront les équations a résou-
dre pour diviser un arc donné en parties égales;
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cest-a-dive, pour déterminer sin a ou cos a, lors-
guon connalt §in2 72 a et cos n. a.

xxv. Développons encore les valeurs desinbaelcos Sa,
et pour cela prenons les formules

sin 3 a cos 2 a-1-cos Jasinaa

sin(3at2a)= = =
cos 3 a cos sa—sin dasin 2 a
cos (3at-2a = m .

Si on y substitue les valeurs déja trouvées art. xx et xx1v,

on awra, apreés les réductions,

sosin®a 16 sin®a

sinba—>5sina— ‘ = —
R R*
2 X 20 cos® a 16 cos® a
cosda=—>cosa— - .
R R*

D’oi 'on voit que le probleme de la quintiséction de 'angle

serait du cinquieme degré, et ainsi des autres divisions par

les nombres premiers 7, 11, 13, ete.

xxv1. Soit proposé pour exemple de trouver la valeur
de sin 1° approchée jusqu’d quinze décimales, ce qui peut
éire utile pour la construction des tables de sinus. L’ex-
pression de sir 10°, trouvée n® xxu, élant réduite en déei-
males dans la :mppnsﬂinn de R—1, donne sir 10 =—oO.
15643 44650 402313 deld on tire, par la formule dun® xxi,
sin h°=—o0.07845 gogby 27845.

Soit maintenant sin 1°—a, il faudra, pour avoir a,
résoudre I'équation

3

16 7% —20 2° b = o0.0784b goghy 27845.

Si, pour abréger, on fait le second membre—c¢, on aura

-'_ o 9.3 = * P S by . e Sy RS I e 3 - i
a-peu-pres b x—aox' —=c¢, et x=5c 4(%¢)3. Or 1=
0.01h6g 18191 et 4 (:¢)’=o0.00¢ 5456; done on : :
g 18191 et 4 (Lc)’=o0.00001 5456; done ona, pour
Premiere approximation, #==0.01570 7275, valeur qui
n’est en erreur que dans la huitieme décimale. Pour en
avoir une plus exacte, soit m—o.01b70 73-}-, on aura,
en substituant dans I'équation proposée , et négligeant le
3 :
quarré et les autres puissances de y,
0.0784b50006hk2 ka2 -h.0852017y —0.078 4bgoc LKronSht
78459009424927-+4.9852017y =0.0784590957278455

d’ol1 'on tire y = 0.0000000173 118207, €t
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« ou sin 1"=—o0.01b50 73173 118207,

Du sinus de 1° ou 100’, on déduirait semblablement les
sinus de 50’, de 10, de 5', et enfin celui de 1.

xxvir. Les formules de Varticle xrx fournissent
un grand nombre de conséquences, entre lesquelles
il suffira de rapporter celles qui sont de Pusage le
plus fréquent. On en tire d’abord les quatre sui-
rantes :

sin a cos b==XRsin (a+4b) 4+~ R sin (a—b)

sin b cosa—=*Rsin (a+ b) — L Rsin (a—0b)
cos acos b —=LR cos [zzm—b) + LR cos {ferb)
sire asin b—=LR cos (a—b) — LR cos (a+0)

lesquelles servent & changer un produit de plusieurs
sinus ou cosinus, en sinus et eosinus linéaires ou
multipliés seulement par des constantes.

xxvrir. Si dans ces formules on fait a+t+b—p,

5 P 7 — (]
«—b=gq, ce qui donne (z—_—%—f-, b=1 = ", on

en déduira

$in p—t-sin g = —-EC sting (p+q) cos=(p—q)

- A AN \
SR P — $in = 8 sink(p—q) cos:(p-tq)
L8

2 3 1
cos p—+-cos q = T 008 T(ptq)cos = (p—q)
nC ki AL v ( 3
9989 —Cosp===sin3(p-q) 3 (p —q),
Nouvelles formules qu'on emploie souvent dans les
calculs trigonomérriques pour réduire deux termes a
un seul.

xx1x. Enfin, de ces dernieres on tire encore par
Lo ot ; : sin a tang a
la division, et ayant égard a ce que ————2.—
=] cos @ R
R

——, celles qui suivent :
eol -




sin np -4 st
sin e sin q f'r)._._ [
sin p - sin 3.d w'n

cos p ,| cos rf COSs =

sin p —{7 sin q _cas

cos f] —'COS8 J,)

5
\ff’ "} e \’1’{ (] )
cos p ! cos §  cos f\ )

sin p — st q __ €os 3 (p+q) cots (p+4q)
cos q— cosp  Sin i (p+4q) R

:r}!f P ! q

cos p—-cos g cos3 (ptq) coss(

cos g — €OS p sins (p+q) s (

mnn— {J—-rj,r

sin (p+4q) ),vm—UJ {-q ) cos?
st [3——\— sin ¢ q 2 §ins (.p—|—q ) cos5 ( /, q)
sin (p+q) 2 ‘m--l - rp = f{ .__ : s(p+1)

t(p+4q) sinx(p—q)

sin p—singq 9.5 ( p-—q'\ cos

Formules qui sont 1’("{111"(;5.-‘.]17111 daurant de théorémes.
De la premiere e il résulte que s Ia somme des sinuws de
deuwx arcs est a la différence de ces mémes Sinus,
comme la tangente de la demi-somme des arcs est a
la tangente de leur demi-difference.

xxx. 51 on fait b=« ou g=0 dans les formules
des trois articles précédents , on aura les résultats
qui suivent :

cos® @——

: R cos 2 a
sin* a— 4+ R* — 1 1

cos 2 &

2 cos* = p

R -} cos p —-

|
x2 12
2 5in o /.
N —cosp :_-.--—-—)r
l)
d
2 s 7 COS = f7
SHp = {--- 4
R
(71 s 3
S Mlang S p H

i'n | r‘f‘;.\‘{: = ]l. = col
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s p cot + p R

[{ ] ;‘r’_\'}; 1 ['\

tang - p
P R®

Rt-cosp  cot:
R— f‘r)_\‘_j-) i B {ui.f;{" P

xxx1. Pour dévc[opper aussi quelques formules
relatives aux tangentes , considérons 'expression
Rsn(a--0)

tang (a4 b)) — : ——+, dans laquelle la subs-
P ) cos (a4-b) 1 4

titution des valeurs de sin (@ b) et cos (e+2)
donnera

]

R ( 5 @ cos b - — s b cos a
tang ((54—6)— S i : i )

cos a cos b—sin b sin a

('rJl' an tang a

- . cas b tang b
Or on asing — = 2

= ‘ebisi b = e
R R
substituant ces valeurs et divisant ensuite tous les

térmes par cos a cos &, on aura

B> (tang a - tane b))
ng () == Byl )
€est la valeur de la tangente de la somme de deux
arcs, exprimée par les tangenies de chacun de ces
arcs ; on trouverait de méme pour Ia tangente de leur
différence

R (tang a— tang b )

bangs: (b= b i e S ol Y :

5\ ) R+ tang a tang b

Soit b—a, on aura pour la duplication des ares
la formule
2 R° tang a
{(J:‘?g s L 4 e R S a3

: —tangta
J’ont résulterait

R R*
cot2aa— e —————
tangasa 2 tang a

—zlanga—=lcota—3i tang a.

Soit b =2 @, on aurait pour leur triplication la
formule :

’ R’ (tang a 4 tanso a)

fanasi g — — ool LAs R )

= R —tanga tang 2 a
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dans laquelle si on substitue la valeur de tang 2@,
on aura

3R tang a— tang * a

LOns) S — : G
2 R* — 3 tang® a

xxxi1. Le développement des formules trigonométri—
ques , considéré dans toute sa généralité, forme une bran-
che importante de 'analyse, sur laquelle on peut consulter
Vexcellent ouvrage d’Euler , intitulé : Introductio in anal.
Inf., ou sa traduction par M. Labey. Nous croyons ce-
pendant devoir démontrer encore les formules qui servent
4 exprimer le sinus et le cosinus en fonctions de l'arc,
formules dont la connaissance est supposée dans la note v
et qui d’ailleurs sont nécessaires pour la construction des
tables.

it d’abord, supposant lerayon —1, cequi n’altere pasla

généralité des résultats, on a la formule cos® A 4-si* A—1,
dont le premier membre peut étre regardé comme le pro-
duit des deux facteurs imaginaires cos A |/ — 1 sin A et
cos A—\/— 1 sin A. Si on multiplie ensemble denx fac-
teurs semblables cos A}/ —1 sin A, cos B4/ —1 :2n1,
le produit sera cos A cos B— sin A sin B~ (sin A cos B -
sin B eos A)/—1, etil se réduit par conséguent a la forme
cos (A+B) + |/ — 1 sin (A-4-B), laquelle est semblable &
chacun des facteurs. On a done en général

(cosAA-y/—1stnA) (cosB-{-/—1sinB)—=cos(A~-B)+1|/—15in(A4-B i

et il est remarquable que la multiplication de ces sortes ue
quantités s’exécute en ajoutant seulement les ares, ce qui
est une propriété analogue a celle des logarithmes. On en
conclura successivement

(cos A4\ —1stn A) (cos A\ —1sin Ad—cos2 A4\ —151n2 A
(cos A4 —1strA) {cos2 A\ /—1stn2 A)—cos 3 A/ —1s5tn 3 A
(cos A4y —1 sin A) (cos3 A~/ —15tr3 A)=cos [ A}/ —1 sinf A

ete.
Te premier produit est égal a (cos A -\ — 1 sin 3\?_:", le
second est égal a (cos A /— 1 sin A)°; et ainsi de suite.
Donc en général, n étant un nombre entier quelconque
on aura

{ - ;
(cos A V—t1 st A =—=cosn A4 —1 sin n A




362 TRIGONOMETRIE.
{
De 14 résulte, en changeant le signe de |/—1,
(eos A—y—1 sin A)*—cos n A—)/—1 sinn A,
et de ces deux équations qui sont une suite 'une de autre,
on déduira les valenrs séparées de sin 72 A et cos n A, savoir:

'k cos e A=—="(cos A=)/ —1 sin A)'-%(cos A—)/ —1sin A e

I

. 1 .
(cos A - —1sinA)* — —(cos A=y —1 sin A)"
2\/ X ’ AV g f

xxx11. Si on veut exprimer les mémes quantités en

i sinnh —
| =%

séries , il faudra développer par la formule du binome
(cos A+ /—1 sin A)", ce qui donnera
n.n—1

7 A
. cos” A 4 —cos™ ' A xin Ay -1 — —
I 1

cos"—* A sin*A

= i < n.M~—1.n—2.n—3
TAsin Ay -1 — 3. C0s
-4

fe—4

Asint A-ele.
1

Et cette quantité étant la valeur de cos n A —1 sin nA,
on égalera s¢parément la partie réelle a cos # A , et la partie
imaginaire a |/—: sin n A. On aura done

n.n—I

n
€05 nA =cos"A———cos™* Asin *A--
1.3

e R —L.i—2 -
sin nA —=ncos™ A sin A——_" ——cos" A sin *A - ete,
e |

séries dont la loi est facile & saisir, et au moyen desquelles
on trouve le sinus et le cosinus d’un arc multiple de A,
d’une maniere beaucoup plus prompte que par les opéra-
tions indiquées art. xx1v.

xxx1v. Puisqu'on a stz A=—cos A tang A, ces séries
peuvent se mettre sous la forme

nn.n—1 n.n—1.n—2.n—3 \

" ; "
cos n\.=cos ;’L(z— —tang’ A - tang A—cte. |
I.2 Lis XD ‘(I /

| L 7. R—1. 72—
sin nA=cos"A\ —tang A ———
1

1.2.3

tang® A -}~ etc.

o .
Soit R:I' on aura, en substituanl cette valeur

conservant cependant le facteur cos™ A
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z.a—A tang* A x.ao—A.x—2A x=3A tangtA
n o o
cosr—cos" Al 1—m—— ———4-— —
T2 AP e A At
b elRitang A z.x—A.ax—2 A_mn;{’ A :
sina—cos"A( —*— —_————— — -+ etc.
1 A 1.2.3 A

Dans ces formules on peut prendre A a volonté ; supposons

: % tang A 3 Tors NEOT
A tres-petit, alors sera trés-peu différent de l'unité,

parce que la tangente d’un arc trés—petit est presqu’égale
4 l'arc. Cependant, tant que l'arc n’est pas nul, on a

tang A

tang A>A ( l) on——>>1I; On a en méme temps
A
; tang A tang A tang A I
A>sinA(2); donc——~ £ You D . De
A sine A A cos A

tang A

la on voit que le rapport — est toujours compris entre

les limites 1 et . Soit A—o, onaura cos A=—1; done

cos |
: tang A : 1 Y i
puisque ——— est compris entre I et —— ,il fandra qu’on
A cos A

7 tang A -
ait exactement -T: 1. Donc en faisant A—o ,onaura

73 4 6

ol 5 i i

€os :1.‘:(:(."\‘”1\( I— 4 f-cte.
Y.%  Ta203.4  T2:34000

]

3
L an
sin x=cos™ A ( a——71 -"—_——‘-—Pt(t.>
I B

Il reste & voir ce que devient cos” A, lorsque A diminue

de plus en plus, et devient enfin zéro. Or on a—
cos

sée* A—=1-}-tang’ A ; donc cos A={1-}tang*> A) ° ,donc

i ¥ e L n n.n—4-2 "
cos"A—(1-+tang*A) *=1——tang* A+———tang A—etc.
2 7 2.4

(1) AT est plus :_;rand que AM, parce que le triangle ATC est au sec- fig. 1.

tenr ACM :: A'X : AC : AMX : AC:: AT : AM.
(2) AM est plus grand que MP, parce que larc MAN est plus grand

que sa corde MN.

————clc. |

/
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’ ] r
Substiluant au lieu de n sa vu]curT, on aura
LA

. 3 i targ® A x.x—-a2 A tangt A
| GRS Ty e AT e = o ene s e etes
| 2 A 2.4 At

! y Si l'on imagine maintenant que A diminue de plus en plus,
|

« restant la méme , la valeur de cos™ A approchera de plus

oLl Sy . tang
en plus de l'unité; enfin, si L'on fait A—o e

—_—1,

A
on aura exactement cos™ A—1. Donc on a les formules
.3'6
COSr—171 — ———————— _L_etle.
P o s T oY
H)
: z’
Sinae=— e o S — 7
T ol ot SR,
par lesquelles on pourra caleuler le sinus et le cosinus d’un
it are dont la longueur est donnée en parties du rayon pris
| pour unité,
. A s )
: xxxv. Ces mémes valeurs peuvent étre exprimées d’une
il 2 . %
i maniere suceincte, par le moyen des exponentielles. Pour
cela, il faut se rappeler que e étant le nombre dont le loga-
rithme hyperbolique est 1, on a
¥ ~a =3 =4
n Zoe z z
e —1-f - — el | A
I 1.2 I.2.3 I.2eOul)
i Si, dans cette formule , on fait z— '\ —1, il en résultera
I
: : B e e B LS
1 1.2 1.2.3 " 12304 1.2.3.4.5
| . De la on tire
' | LV —1 &V — I o 4
|: { [: —+-¢ 1 (
e — =l ——] - — — glc.
2 G I
.
i } / L 3 b
———— —p-  — ————— 0}
21/ —1 Toavd & as3chdh

sdries dont les seconds membres sont les valeurs trouvées

pour cos & et sen . Donc on a
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e B TR b A

COS T = ——————————————— JStir— — —_——
)

2 2\ —1
o Ve
.. gesy it st
d'o lontire—M —————————/—1.———\/—1tang x,

prad _"‘_|_(f xy—1 Jos X ]

formule dont on a fait usage , note 1v.

Les mémes formules donnent ¢*V—1==cos» }-\/—1 sinr,
oL : 1k :

e~V —1—cos & —\/—1sir x; donc, en divisant une
yzV—y _ COF & + v —1sin x

par l'autre , on aura e’ — T
cos @& vV — 1 sin &

1-}-\/—=1 tangx

, ou en prenant les logarithmes de chaque
11—\ —1 tangx

14 \'—1tang x . iy
membre, 22y —1 —log.| ————— ) Maison

1— \/—1langx

& | 2y 2l
sait que log. - )= z+}-2’ | -z" -}-etc. ; mettant
1I—3 3 5

donc \/ — 1 fang x au lieu de z , et divisant de part et

d’autre par 2 / — 1", ‘on aura

x=—tang x —+ tang’ x+43 frmg" x—=tang” x-1- ete.

Formule trés—simple qui sert a caleuler P'are par sa tan-

gente, lorsque celle-ci est plus petite que I'unité.

xxxvi, Pour appliquer les formules précédentes a la
détermination du sinus et du cosinus d'un arc donné en
degrés et parties de degré, il faut avoir la longueur de cet
arc exprimée en parties du rayon, ou, ce qui revient au
mdéme , il faut aveir le rapport de cet arc an rayon. Or, le
rayon étant 1, la demi-circonférence ou I'arc de 200°

=3. 14169 26535 897932. Soit ce nombre—r=, la lon-

R e P s N e e e AT e eTon i tdaas]e
gueur de lar¢c —. 100 sera—-.—;00NCS10N aitdansles
mn n 2

: ey, m W =
formules précédentes # — —.— , qu'ensuile on remetle
n 2

la valeur de , et qu'on calcule les coéfficients jusqu’a seize

décimales, on aura les formules suivantes:
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- It (4] i (1]
stn | —- 100° |= cos[ — +100” \=
n n
m
. ghn s
1.57079 63267 948966 % | 1:00000 00000 000000

o e N e - h o DE
—0.64596 £0975 062463 ——1.23370 05501 361698—
P v fﬂ-‘ (¥ .‘f:
» \ f”" 4 o P 5 !121
—-0.07969 26262 (61670 — ~+-0.25366 ghong 010!,607
‘) [ AEN_Q m’ - - ”[6
—0.00468 17541 355187——|—0.02086 34807 633530—
o G
= ) n? 3 "
~+}-0.00016 ofi 411 847674 = ~t-0.00091 92602 748394—
I
e L < SRR
—0.00000 35988 432352——1—0.00002 52020 42373 1—
s 7 7 ki
o T m*?
—}-0.00000 UL)Jl'Jg 217202 i3 —}-0.00000 04710 87!,';797:
] S 5 R . m*t
—0.00000 00006 658035——|—0.00000 00063 86603 1——
7 n't
S oA S Pm.“‘
-0.00000 00000 06066¢g——|-4-0.00600 00000 656596 ——

9~ 9h ==

2 7
e m:3
—0.00000 00000 000438——|—0.00000 00000 00b2G4—:

7 7
s S B
-}-0.00000 00000 D0O0O003 ~}-0.00000 DOOOO ounc».%{-—]:

7

Les sinus et cosinus des arcs depuis zéro jusqu’a 5o°,

comprennent les sinus et cosinus des arcs dt']mis 50" jusqu’a
el 3 R T (T ey Wy AL e R oy T O S PR S M SR e N
100" car on a §iz (.!(l ~}z)—cos (bo --) et cos {Jn _|_1,.}__

sin ( bo—z). Done, dans les formules qui donnent les
o : i . ;
valeurs de sin — 100° et cos — 100°, on pourra toujours
I it

mn
supposer — < 3 de sorte que les séries seront tellement
n

convergentes , qu’'il n’en faudra jamais calculer qu'un petit

nombre de termes , sur-tout si on n’a pas besoin de beau-
coup de décimales.
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/
5
% Sal : m X 4 ]
S1 on fait successivement ———, —yr=rry O
n 10 10° 10

trouvera les résultats suivants :

sirt = cos 9o° = o. 15643 44650 L0231
sin — cos 80° = o. 30901 69943 74947
sire === €0S$ 7(50 = o. 45399 04997 39547
sin — cos 60° 0. 58778 habaa 92473

i K@
stz bo® = cos 5o® = o.70710 67811 86543

; 3 ; . o
SIn bG5S == d0s .ﬁ{\“ 0. hl!{}‘dj 6943 ';’."”n";"

o

3h241 88368

stn 80° — cos 20° == 0. 9b1ob 65162 9b154

a0 o] -
Sin 7(1‘\ — CcO0§ 90 — 0. h”'ll“l

st oS == G935 I0R 0. 95768 83405 95138

[l

st 100° = cas ©O 1. 00000 00000 00000
; T e ok
lesquels s’accordent avec les formules algébriques du n° 22.
10 m 1 '
On trouvera parcillement, en faisant — — — , laméme
r 10O

valeur de séz 1°, qu'on a trouvée n® 26; etla grande facilité
avec laquelle on parvient & ces résultats , est une preuve de
I'excellence de la méthode.

De lu construction des tables de sinus.

xxxvir. Les savants utiles & qui on doitla premiere con-
struction des tables de sinus, ont fondéleurs calculs sur des
méthodes ingénienses , mais dont Papplication était fort
pénible. I ’analyse a fourni depuis des méthodes beaucoup
plus expéditives pour remplir cet objet ; mais les calculs
étant déja faits , ces méthodes seraient restées sans appli-
cation , si Pétablissement du systéme métrique n’efit fourni
Voceasion de calculer de nouvelles tables conformes a la
division décimale du cercle.

Pour donner une idée des méthodes qu'on peut suivre
dans la construction des tables, supposons qu’il s’agisse de

calculer ies sinus de tous les arcs de minute en minute,

depuis 1 minute jusqu’a 10000 minutes ou 100 degrés; nous
ferons le rayon—1, I'arc d'une minute—«, et d’abord il
faudra trouver le sinus et le cosinus de I'arc @ avec un
grand degré d’approximation.

[ie rayon étant 1, on sait que la demi-circonférence ou

Pare de 200°=03.14159 26535 897932; divisant ce nombre
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valeur exacte jusque dans la vinglieme décimale. Quand un
arc est trés-pelit, son sinus est sensiblement égal a l'arc,
ainsi on a a trés-peu prés sin a=—o.oo01b 70;;5)0' 32679
45966. Mais cette valeur est déja en erreur a la treizieme
décimale, laquelle n’est que le dixieme chiffre significatif.
Pour en avoir une plus exacte, le moyen le plus simple est
de recourir aux formules de I’art

par20000,0onal’arcde 1’ oua—o.00015 70796 3267948966,

36, dans lesquelles , si on
m I

fait—=— -, on aura immédiatement , par les deux ou
2 10000

trois premiers termes de chaque série,

sin a=0.00015 70796 32033 525563

€05 @=10.99999 99576 62994 52400 5253
valeurs exactes jusqu’a la vingtieme décimale pour le sirus ,
et jusqu’a la vingt-quatrieme pour le cosueus.

xxxvir. Connaissant le sinus et le cosinus de are d’une

minute désigné par @, pour en déduire successivement les
sinus de tous les ares multiples de @, on fera dans les for-
mules delart. 22, p—a—+a, g=

r—a. La premiere‘et la
troisieme donneront par cette substitution , et en faisant
toujours R—=1,

sin (x~a) =2 cos a sin x — sin (z— a)

cos (z-a) =2 cos a cos x — cos (z—a )
Il résulte de ces formules que si on a une suite d’arcs en
progression arithmétique, dont la différence soit a, leurs
sinus formeront une suite récurrente dont échelle de
relation est 2 cosa, — 1, c’est-a-dire, que deux sinus
consécutifs A et B étant caleulés, on trouvera le snivant C,
en multipliant B par 2 cos @, A par — 1, el ajoutant les
deux produits, ce qui donnera C=—2B cos & — A. Les co-

sinus des mémes arcs formeront également une suite récur-

rente dont I'échelle de relation est 2 cos @, — 1 : on aura
done successivement ,

§sth 0=0 COS 0=—1

sin a=—sina cos a—cosa

SUL 2@ == COS & §(NQ COS 2A==12 €OS @ ¢OS A— T

§tn 3a=—2 cos a sinz2a—sin alcos3a=—2 cos a cos DaA—COS

st ha=—19. cos a sin 3a —stn 2a|cos ha =12 cos & ¢0s 3a—cosaa

sin ba=2 cos a sin ha—sin 3alcos 5a—2 cos a cos ha—cosla

ete.
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xxx1x. Il ne s'agit plus que d’exécuter les operations in-
diquées, en substituant les valeurs de sirz @ et cos a. Si on
veut construire des tables de sinus avec 10 décimales, il
suffira de prendre les valeurs de sir @ et cos @ approchées
jusqu’a 16 décimales , savoir:

sin a—o0.00015 70796 320335
cos a==0.99999 99876 629945

mais comme cos @ differe trés-pen de I'unité, il y aun moyen
&’abréviation dontil faut profiter. Soit =2 ( 1 —cos —
0.00000 00246 740110, 0n aura 2 cos a—=2 — 4, ce qui
donnera ,

sin (@ a)— sin @ =sin x— sin (z—a)—Fksinx

cos(z=+a )— cos » = cos & — ¢Os§ (x—a)—Fkcosa.
Pour avoir le terme sin (- a) il suffit d’ajouter au terme
précédent sin z la différence sin (- a)—snx, laquelle
sera toujours trés-petite : or cetfe différence est, suivant
la formule, égale a une différence semblable déja calculée
sip a2 — sin (2 —a)moins le produit de sin .« par le nombre
constant 4. Cette multiplication est donc la seule opération
un peu longue qu'on ait a faire pour déduire un sinus des
deux précédents ; mais il faut observer 1° que I'on n’a be-
soin de connaitre le produit que jusqu’a la seizieme déci-
male , ce qui donnera fort peu de chiffres a calculer; 29 que
ces multiplications penvent éire abrégées beaucoup en for-
mant d’avance les produits du nombre constant 246740110
par 1, 2, 3 jusqu’a g; car, par ce moyen, on aura imme-
diatement les produils particls qui résultent des différents
chiffres du multiplicateur sin , el il ne restera plas qu’a
faire I'addition de ces produits, en se bornant toujours a
la seizieme décimale.

Les mémes procédés devront étre suivis dans le caleul des |
cosinus; et, lorsqu’on aura prolongé Pune et l'autre série

jusqu’a 50°, la table sera complete.

xt. Tl est nécessaire, nous le répétons, de calculer les
sinus avec 16 décimales, ¢’est-d-dire avee cing ou six dé-
cimales de plus quon n’en veut avoir réellement , afin
d’dtre assuré que les erreurs, qui peuvent se multiplier
dans le cours de Booo opérations, n’influeront cependant
Douz. ed. 24
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pas sur la dixieme décimale des derniers résultats. Le ealeul

inchera les décimales superflues et on ne con-

faii, on re
servera dansla table que dix décimales.

Au reste, quand il s’agit d’exécuter tant de calculs, on
doit chercher a vérifier les résultats aussi souvent qu’il est

possible. Dans P'exemple que nous avons apporté d'une
table calculée de minute en minute , il serait nécessaire de
calculer préalablement les sinus et cosinus de degré en de-
gré, ce qui fera, de 100 termes en 100 termes, une veérifi-
cation trés-utile. Or, pour calculer les sinus de degré en
degré, on a les formules et les valeurs qui suivent :

sin (z—1" ) — sin x=§in x—stn (r—1 :1—- fe sine
cos (x—~4-1°) — cos = cos x — ¢os (z—1")—hcosx
sin 1°=0.01570 73173 11820 676
cos 1°—0.99987 66324 81660 bgg
h—2(1—cos 1°)—0.00024 67350 36678 So2

Les sinus calculés de degré en degré se vérifieront eux-
mémes de dix en dix par les valeurs déja connues de sir 107,
sin 20°, ete. Enfin lorsque la table entiere est construite,
on peut encore la vérifier de tant de manieres qu'on voudra

par 'équation

sin(100°—a)+-stn(2.0°—x)+-sin (20°+x)=sw(6 0°—x)+-stn(60°+-x).
\ / 4 N 45 J N /

x1.1. Les sinus, tels qu'ils résultent des calculs que nous
venons d’indiquer, sont exprimés en parties du rayon, et
on les appelle sinus naturels ; mais on a reconnu dans la
pratique, qu'il y a heaucoup d’avantage & se servir des loga-
rithmes des sinus, au lien des sinus eux-mémes ; en conseé-
quence la plupart des tables ne contiennent point les sinus
naturels, mais seulement leurs logarithmes. On concoit que
les sinus étant caleuléds , il a é1é facile d’en trouver les i()‘ﬂ'(l—
rithmes ; mais comme la supposition du rayon—1 rendrait
négatifs tous les logarithmes des sinus, on a préféré de
prendrele rayon=— 10000000000, ¢’est-d-dire, qu'on a mul-
tiplié par 10000000000 tous les sinus trouvés dans la sup
position du rayon=— 1. Par ce moyen le rayon ou sinus de
100°, qui se rencontre fréquemment dans les ealeuls, a

writhme 1o unités, et il fandrait que les angles

pour log
fussent beaucoup plus petits gu'en ne les rencontre dans la
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pratique, pour gue leurs sinus eussent des logarithmes
négatifs.

Les logarithmes des sinus étant trouvés, on en déduil

tres—aisément les logarithmes des tangentes par de simples

W
. Lstina o
soustractions; car, puisqu on a fang &=———-— il s'ensurt
cos 7w

log. tang x=—10 - log. sin @ —{log. cos x. Quant aux loga-
rithmes des sécantes, ils se trouveraient d'une maniere

g s = X R
encore plus simple, a I'aide de I'équation sec. === .

Cos X

- : : A L o
C’est parce qu'on peut y suppléer si facilement qgu'on n'in-
sere dans les tables que les logarithmes des sinus et ceux des
tangenltles.

11 resterait & expliquer espece d’interpolation dont on
se sert, soit pour trouver les I:r;;n‘iihmn-n des sinus et tan-
gentes des arcs qui contiennent des fractions de minute,
soit pour trouver l'arc qui répond 4 un logarithme donné
de sinus ou de tangente , lorsque ce logarithme tombe entre
deux logarithmes des tables. Mais pour ces détails on ne
peut mieux faire que de consulter Pexplication dont les

tables sont toujours accompagnees.

Principes pour la résolution des triangles

rectilignes.
:

xti1. Dans tout triangle rectangle le rayon
est au sinus d’un des angles aigus, comme Uly-
poténuse est au cOté opposé a cet angle.

Soit ABC le triangle proposé rectangle en A; du
point G, comme centre, et du rayon CD, égal au
rayon des tables, déerivez I'arc DE qui sera la me-
sure de angle C ; abaissez sur CD la perpendiculaire
EF qui sera le sinus de I'angle G. Les triangles GBA
CEF sont semblables et donnent la proportion GI .
EF::CB : BA; donc

R:sinC::BC
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fig. 5.
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xuut. Dans tout triangle rectangle le rayon
est a la tangente d’un des angles aigus, comme
le coté adjacent a cet angle est au coté opposé.
Ayant décrit 'arc DE, comme dans l'article pré-
cédent , élevez sur CD la perpendiculaire DG qui
sera la tangente de P'angle C. Par les triangles sem-
blables CDG, CAB, on aura la proportion CD : DG

::CA: AB; done

R:eang CG:: CA : AB.

x1iv. Dans un triangle rectiligne quelconque
les sinus des angles sont comme les cétés opposes.

Soit ABG le triangle proposé, AD la perpendicu-
laire abaissée du sommet A sur le coté opposé BC,
il pourra arriver deux cas :

1 Si la perpendiculaire tombe au - dedans du
triangle ABC , les triangles rectangles ABD, ACD
donneront , suivant l'art. xriz,

R:sinB:: AB: AD
R:sinC:: AC: AD.
Dans ces deux proportions , les extrémes étant
égaux , on pourra, avec les moyens, faire la pro-
portion
sin C:sinB :: AB: AC.

2° Si la perpendiculaire tombe hors du triangle
ABC, les triangles rectangles ABD, ACD donne-
ront encore les proportions

R :sin ABD :: AB: AD
R:sin C:: AG: AD:
d’'oit Pon déduit siz C:sin ABD :: AB: AC. Mais
l'angle ABD est supplément de ABG ou B; done
sin ABD=—sin B; donc on a encore
sin C:sin B :: AB: AC.

xLv. Dans tout triangle rectiligne le cosinus
d’un angle est au rayon, comme la somme des
quarrés des cités qui comprennent cet (mg{e
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rnoins le quarré du troisieme coté,
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est au double

- I ] ' Lt
rectangle des deux premiers cOlés; ¢ est-a-dire

qu’un it

cos B:R :: —\Eq— BT]-—— .1\—(]!: 2 AB x BC, ou cos B=

ABLLBC—AC!

Rk = merc

Soit encore abaissée du sommet Ala pc]-pl:udi-
culaire AD sur le coté BC:
1° Si cette perpendicu laire tombe au-dedans du trian-

gle, on aura® AG— AB+ BG— 2BC x BD; donc BD

AB} BC—AC
>BC

.Mais dans le triangle rectangle ABD,

on a R:sin BAD :: AB : BD; dailleurs l':mgle BAD

étant complément de B, on a sin BAD —cos B; done

R X BD

cos B = _—AR—

cos B=R x

ABLL-BC—AC

2 AB X BC

, ou en substituant la valeur de BD,

2° Si la perpendiculaire tombe au-dehors du trian-

gle, on aura A C—AB4 BG4 2BCxBD*doncBD

el BB
2 BC ;

Mais dans le triangle rectangle

: 3 R X BD
BAD), on a toujours siz BAD, ou cos ABD :—-—%g—--— ;
¥

et l'angle ABD, étant supplément de ABG ou B, on

a¥* cos B— — cos ABD — —

R x BD
AB

stituant la valeur de BD, on aura encore

605.B— K%

AB4+BC—AC
2ABXBC

5 donc en sub-

xrvi. Soient A, B, C, les trois angles d'un triangle
quelconque; @, b, ¢, les coles qui leur sont respec-

tivement opposes ,

an

aura , suivant celte

derniere

fig. 4.

-

w

fig. 5.

3.
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et Cr=a

proposition c¢os B =R,

. Le méme principe
2 4 c

étant appliqué a chacun des deux autres angles , don-

4+ c¢* —a*® :
nera semblablement cos A —= R, ——— — cos €
2 b¢
a* 46" — ¢’
2ab

Ces trois formules suffisent seules pour résoudre tous
les probléemes de la trigonométrie rectiligne ; car étant
données trois des six quantités A, B, C, @, &, ¢, ona par
ces formules les équations nécessairves pour déterminer les
trois autres. Il faut par conséquent que les principes déja
exposés , el ceux qu'on pourrait leur ajouter, ne soient
¢u’une conséquence de ces trois formules principales.

En effet, la valeur de cos B donne.

ha*e*—(a*+-c*—b*)? Hos

vt B—R*—cos* B—R.2>. — —
ha'e hac?

(26 b H4-2a c* 428" ¢’ —a'—b'—c'); donc

sin B R

e A B W i i ST Bl S W e et b, SRS Y, S |
2 abcV (24 b*+t2a c*2b6% a ] ct).

Le second membre étant une fonction de a, b, ¢, dans

laquelle ees trois lettres entrent toutes également, il est

clair qu’on peut faire la permutation de deux de ces lettres

; TR stnB  sinA  sinC :

i volonté, et gu’ainsi on aura — —. 5 ce qui
: b a ¢

est le principe du n® xriv. Et de celui-ci se déduiraient
facilement les principes des nos xuir et xrim.

xuvii. Dans tout triangle rectiligne la somme
de deux cotés est a leur différence, comme la
tangente de la demi-somine des angles opposés
a ces ¢otés, est a la tangente de la demi-diffé-

ence (/E" ces meémes Clﬂg'{f‘,\'.

Gar de la proportion AB:AC :: sin C: sin B, on
tirc AC4-AB: AC—AB :: 5sin B4 5inC : sin B—sin G
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Mais, d’apres les formules de Uart. xxix, on a

B4-C B
sin BY-sin C : sin B—sin Cilang—— tang ——j
2 >
done
B-4-C R—C

AC4AB: AC—AB i tang ———: tang :
2 2

ce qui est le principe énonce.
Avec ce petit nombre de principes , on est en

état de résoudre tous les cas de la Il'igouométric

rectiligne.
Résolution des H'z.'(m_z;'fes rf.'c{;a.ngt’c’.f.

xevi. Soit A Pangle droit d'un triangle rectan-
B et C les deux autres angles; soit @

gle proposé,
¢ le

Phypoténuse, & le cbté opposé a langle B, et
cOté 01)1)(_).\‘('. a langle C. [1 faudra se rappeler que
les deux angles B et G sont compléments 'un de
Vautre , et qu'ainsi, suivant les différents cas, on
peut prendre sin C=cos B, sin B—cos G, et pareil-
lement tang B=—cot C, tang G=cot B. Cela posé»
les différents 1n"(_1hlr§rn1{3.~‘. qu’on peut avoir a résoudre

sur les triangles rectangles se réduiront toujours aux

quatre cas suivants.
PREMIER CAS.

xt1x. Etant donnés Uhypoténuse 2 et un coté
b, trouver le troisieme coté et les deux angles
aigus. .

Pour déterminer l'angle B, on a la proportion *
a:b:: R:sin B. Connaissant I'angle B, on connaitra
en méme temps son complément 100° L i B o) ]
pourrait aussi avoir G directement par la proportion
a bR qoosiGh

Quant au troisieme cOté ¢, il peut se trouver de

¥

XLIX.
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deux manieres. Aprés avoir trouvé l':mgle B, on
peut faire la proportion* R :cot B :: b : ¢, qui don-
nera la valeur de ¢; ou bien on peut tirer directe-
ment la valeur de ¢, de I'équation ¢’ —=a*—&" qui
donne c=\" (a*—5"), et par conséquent

log c=13 log (a+b) + % log (a—0).

DEUXIEME CAS.

L. Etant donnés les deux cotés b et ¢ de ‘angle
droit, trouver I'hypoténuse a et les angles.

On aura l'angle B par la proportion * ¢ : b :: R :
tang B. Ensuite on aura C=100"—DB. On trouve-
rait aussi C directement par la proportion & :¢ ::
R : tang C.

Connaissant I'angle B, on trouvera I'hypoténuse
par la proportion sin B: R :: 4 :a; ou bien on peut
avoir @ directement par l'équation a=V (b’+ec*);
mais cette expression, dans laquelle 4”-}-¢* ne peut
se décomposer en facteurs, est peu commode pour le
caleul logarithmique.

TROISIEME CAS.

Li. Btant donnés Uhypoténuse a et un angle
B, trouver les deux autres cdtés b et c.

On fera les proportions R : sin B::a: b, R:cos B::
a:c, lesquelles donneront les valeurs de 2 et . Quant
a l'angle G, il est égal au complément de B.

QUATRIEME CAS.

Lil. Btant donné un coté b de Cangle droit,
avec l'un des angles aigus , trouver U’ hypoténuse
L 4
et Cautre coté.
Connaissant I'un des angles aigus on connaitra
bautre, ainsi on peut supposer connus le coté &, et
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I’angle opposé B. Ensuite, pour déterminer @ etc, on
aura les proportions
sinB:R::b:a,RicotB:: b:e.

Résolution des triangles rectilignes en
=i o
général.
| &

Soient A, B, C, les trois angles d’un triangle reetiligne
proposé, et soienta, &, ¢, les cdtés qui leur sont res-
pectivement OpPpOsEs : les différents problémes qui
peuvent avoir lieu pour déterminer trois de ces quan-
tités par le moyen des trois autres, se réduiront tou-
jours aux quatre cas suivants.

PREMIER CAS.

vt Etant donnés le coté a et deux des angles
du triangle, trouver les deux aulres cotés b et c.
Les deux angles connus feront connaitre le troi-
sieme , ensuite on trouvera les deux cotés b et ¢ par
les proportiuns';
sin A sin'B i a b,
sinA sinG i @

DEUXIEME CAS.

Liv. Etant donnés les deux cdtés a et b, avec
Pangle A opposé a lun de ces cotés, trouver le
troisieme coté ¢ et les deux autres angles B et C.

On trouvera d’abord l'angle B par la proportion

a:bd i sinA:sin B.
b sin A

Soit M l'angle aign dont le simls:—a , on

pourra, d’aprés la valeur de sin B, prendre ou B=M
ou B—200°— M. Mais ces deux solutions n’auront
lieu qu'autant qu'on aura a la fois I'angle A aigu et
b>a. Si Pangle A est obtus, B ne saurait Pétre ,

* x117,




® xLvII.

378 TRIGONOMETR1E

ainsi il n’y aura qu'une solution; et si A étant aigu
b < a, il n’y aura non plus qu’une solution,

parce qu'alors on a M < A, et qu'en faisant B —

200° — M, on aurait A+ B > 200°, ce qui ne peut

avoir lieu.

Connaissant les angles A et B, on en conclura le
troisieme G. Ensuite on aura le troisieme coté ¢ par
la proportion

sevlAZismn G a6

i cos A
On peut aussi déduire ¢ directement del't_"rllmllml-T
L8
brfci—a? id beosa 1 AbAinTAl
= Jquidonnec— V(e — .
2be¢ & Rig e R-

Mais cette valeur ne peut se calculer par logarithmes qu’an
moyen d'un angle auxiliaire M ou B, ce qui rentre dans

la solution précédente.
TROISIEME CAS.,

Lv. Btant donnés deux cotés a etb avec Uangle
compris G, trouver les deux autres angles A et
3 et le troisieme colé c,

Connaissant I'angle G, on connaitra la somme des
deux autres angles A 4 B=—200°— C et leur demi-
somme-: (A - B) =100°—%C. Ensuite on calculera
la demi-différence de ces mémes angles par la pro-
portion ™
a+b:a—"b::tang:(A+B) oucor:C : tangt (A—B)
oit 'on suppose @ > & et par conséquent A > B.

Ayant trouvé la demi-différence % (A—B), si on
ajoute a la demi-somme + (A 4 B), on aura le plus
grand angle A ; si au contraire on retranche la demi-
différence de la demi-s somme, on aura le plus petit
angle B. Car, A et B étant deux quantités quelcon-
ques, on a toujours
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Les angles A et B étant connus, pour avoir le troi-
sieme coté ¢, on fera la proportion
sin A:sin G a:c

rv1. Il arrive souvent dans les calculs trigonométriques
que deux cotés a et b sont connus par leurs logarithmes ;
alors pour ne pas étre obligé de chercher les deux nombres
correspondants , on cherchera sculement Iangle @ par la
proportion & : a it R : tang g L’angle @ sera plus grand que
5o°, puisqu’on suppose @>6; retranchant done 50° de @,
on fera la proportion R : tang (\Q——Sn"'\, 2t cot: G tang

3 f

A—B), d’onl'on déterminera comme ci-dessus la valeur

de ( A—B), et ensuite celles des deux angles A et B.

03

Cette solution est fondée sur ce que lang [r‘b——ﬂo Je=

. "
R* tango—R* tang Ho" a i e !
— — 3 oriangQ—— etiang o0 — Iy,
R -} tang @ tang 50° b
; ; R [H-——(‘fl
donc tang [\’?——5!’.‘!tj Y=—— Z5donca-b:a—b: R
a4-b

tang (0—50°) 11 cot 5 Citang 3 (A—B).

Quant au troisieme coté ¢, il peut se trouver direcle~
cos C ar-bi—c?

ment par égqnation ——————=—" 739 qui donne ¢=
I 9 ab
5 ~ 2abeosC o 5
\/ a* - b*——— ). Mais cette valeur’est pas com-
R

mode 4 calculer par logarithmes , a moins que les nombres
qui représentent @, b, et cos C . ne soient trés-simples.
Il est & remarquer que lavaleur de ¢ peut aussi se metire
sous ces deux formes : e—
1 sue*LC I 2 sin*2C cos®
IR T e e 4 ( 23— (eb)i—
\/ (a—b)*+ Lab 5 ___\/ (a+-0) e -} (a—b) e
ce qui se vérifieaisément au moyen des formules sin®; C=
LR*—1LR cos C, cos*+( —= R '—_,R cos C. Ces valeurs

seront particulierement utiles, lorsque 'angle C étant tres-

petit, ainsi que a—>b, on voudra calculer ¢ avec beancoup
de précision. La derniere fait voir que ¢ serait ’hypoténuse

) . ] ; RERhRAT . sint C
d’un triangle rectangle formé sur les coteés (a-t- by ———

R




380 TRIGONOMETRIE

et (a—0b) (—'o—)ﬂ’—ﬂ et c'est ce qu'on peut aussi trouver par
une construction fort simple.

Soit CAB le triangle proposé dans lequel on connait les
deux eb1és CB—a, CA=0, et I’angle compris C. Du point
C comme centre et du rayon CB égal au plus grand des deux
cotés donnés , décrivez une circonférence qui rencontre en
D et E le coté CA prolongé; joignez BD, BE, et menez AF
perpendiculaire 4 BD. L’angle DBE inscrit dans la demi-
circonférence sera un angle droit, ainsi les lignes AF , BE,
seront paralleles, et on aura la proportion BF ;: AE :: DF:
AD:icos D:R. On aura aussi dans le triangle rectangle
DAF, AF : DA :: sin D: R. Substituant donec les valeurs
DA=DC+CA=a+b, AE=CE—CA—a—b,D=1C,

On aura

AR =—

R R
Donc en effet le troisieme c6té¢ AB du iriangle proposé
est I'hypoténuse du triangle rectangle ABF , dont les cotés

sintC cosC | {
“— et (a—0b)————. Si dans ce méme
R R

_({I + b) sin<C  BF— (a—b)cos+C

sont (a—4-b)

triangle on cherche I'angle ABF opposé au cété AF, et
qu'on en retranche I'angle CBD=2C, on aura l'angle B
du triangle ABC. De-la on voit que la résolution du trian-
gle ABC, dans lequel on connait les deux cdtés a et b et
I'angle compris C, se réduit immédiatement 4 celle du
triangle rectangle ABF, dans lequel on connait les deux
sin= C

R

cOtés de l'angle droit, savoir : AF= (a-|-0) et

i cos = C Py :
BF=(a—2b) T Ainsi, par cette construction, on

pourrait se passer de la proposition du n° 47.
QUATRIEME CAS.

vvir. Etant donnés les trois cotés a, b, ¢, troy-
ver les trois angles A, B, C.

I’angle A, opposé au cdté a, se trouve par la for-
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b2yt
mule cos A_:I)l.-’- ARG

, et on déterminera sem-
2 bce

blablement les deux autres angles. Mais on peut ré-
soudre ce méme cas par une formule plus commode
pour le calcul loguritilmique.

Si on se rappelle la formule R* — R cos A =
2 sin® + A, et quon y substitue la valeur de

a2 2 a2
Gl a*—b'—c' s be
cos A, on aura 2 sin® s A=R"'+— =

2 be
Rj.“:-_-_{h__(_,)a:R,-(a—]— b—c) (a—b—;—c). Pore
2 bc 2 be
S (at+b—c) (a—b4c)\ ¢ .
sin -,—A:R\/ T ) Soit, pour

abréger, = (@ +b-+c)=p,oua+ b-t+c=2p,on
aura a-+-b—c=2p—2¢,a—b-+c=2 p—2 b;donc

sin L A=R \/ (CL_TM):_L) y

be
Formule qui donne aussi la proportion
be:(p—b)(p—c)uRsin® ;A

et qui est facile a calculer par logarithmes. Con-
naissant le logarithme de sin £ A, on connaitra ; A
dont le double sera I'angle cherché A. On paurra
faire de méme par rapport a chacun des deux autres
angles B et C,

1l y a d’autres formules également propres a résou-
dre la question. Et d’abord la formule R* 4 R cos A —

b 4c*+2bc—a*

2 cos*+ A donne cos® LA—=R*.——M = R".
3 4L be
b c)—a’ l; e 1) (b 2
Epa—at L, Bibe—a) e tat) ing,,
h be 4 be

faisant toujours a{-b-4-c=2p, ona b+tfec—a—2p—2a;

donc
p—a ) P
cos~A=R " ((_}__f-__)!> 5
,C
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Cette valeur étant ensuite combinée avee celle de sin 2 A

Rosint A

TRIGONOMETRILE.

donnera mnne autre formule , car ayant tang + A —

3 coy % A

on en tire

—b.p—c
tang2 A =R 1/(/_-—~—-—-——-) AT )
J)‘/]-—(:’

Exemples de la résolution des triangles
rectil 1gnes.

rvir. Exemple 1. Supposons quon veuille avoir
6g-7- la hauteur d’un édifice AB, dont le pied est ac-
cessible.

Ayant mesuré sur le terrain, supposé a-peu-prés
de niveau, une base AD qui ne soit ni tres-grande ni
trés-petite par rapport a la hauteur AB, on placera
en D le pied du cercle ou de l'instrument quelconque
avec lequel on doit mesurer 'angle BGE formé par
la ligne horizontale CE parallele a AD, et par le
rayon visuel GB dirigé au sommet de I'édifice. Sup-
posons qu’on ait trouvé AD ou CE= 67 . 84 metres
et I'angle BCE=45° 64'; pour avoir BE, il faudra
résoudre le triangle rectangle BCE dans lequel on
connait l'angle C et le coté adjacent E(G. Ainsi,
rl’nprésle cas 1v, on fera la proportion R : tang 45° 64'
o 57 .84 : BE.

s I.’HJ‘_,;’,-‘]!}" Bl ey 5_}4}1&0")')_{53'--
L. 67 .84 1.8314858

Somme —log R—= . ... 1.7718121

Ce logarithme répond a 59 . 130 ,-ainsi on a BE—=
bgm. 13. Ajoutant & BE la hauteur de l'instrument
CD ou AE que je suppose ™. 12, on aura la hau-
teur cherchée AB— Gom. 25.

51 dans le méme triangle BEC on veut connaitre
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I’hypoténuse BC, on fera la proportion ¢os 4 5% 164"
:R :: 67.84:BC
T, Bt 6l B banevive 288374858
Liwicosihib% B4 i nsn: 9.8772784

Différence 1.9b42074 = L. BC.
Done BC=28g™. 993.

. B. Si Ton ne vovait que le sommet B de I’édifice on

du lien quelconque dont on veut connaitre la hauteur, on
déterminerait la distance BC comme il sera dit dans
I'exemple suivant : cette distance et Iangle connu BCE
suffisent pour résoudre le triangle rectangle BCE, dont le
coté BE augmenté de la hauteur de l'instrument, sera la

hauteur demandée.

rix. Exemple 11. Pour avoir sur le terrain la dis-
tance du point A 4 un objet inaccessible B , on me-
surera une base AD et les deux angles adjacents
BAD , ADB. Supposons quon ait trouvé AD —
588m, 45, BAD—115° 48’ et BDA — 40° 8', on en
conclura le troisieme angle ABD=—44" 44" ; et pour
avoir AB, on fera la proportion sin ABD : sin ADB
:: AD : AB.
LAV T e e lir Bgrog
L. stn ADB. . . . : - - '9.7699689
ShmmeT . T R S 52 b 6
Tio st A B D o e e s 920080314

? [l Nl Bl RS 2.7316471
Done la distance cherchée AB=— 53gm. o7
Si, pour un autre objet inaccessible G, on a
trouvé les angles CAD =3g° 17, ADG=1 320 83",
5
s

on en conclura de méme la distance AG=—=1202™. 52,

Lx. fizemple 111. Pour trouver la distance entre
deux objets inaccessibles B et G, on déterminera AB
et AG, comme dans I'exemple précédent, et on aura

en méme temps l'angle compris BA C—=—BAD-

fig
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DAC (1). Supposons qu’on ait trouvé AB="53gm. oy,
AC=1202™. 32, et langle BAC=176° 31'; pour
avoir BC , il faudra résoudre le triangle BAC dans
lequel on connait deux coOtés, et I'angle compris.
Or, d’apres le troisieme cas, on a la proportion

AC -+ AB: AC—AB :: rang 1—142;5 : tang

, OU

2

1741.39 : 663.25 :: tang 61°84" + : mugn_

L. 663 .25 oo siuie o2 8216703

L.tang61°84' 5. . . . . 10.1654748
Somme’, o iR 12.9871521
Elagiys gl s 3.2408g60
B
L. tang Caods 9.7462561
2
B—C
Donec. + . s . S P = Satar a8
2
B+4-C
Maisona. ... .. 3 il 61° 84, 5
2
Donc:. chress S aB oh 23753
e iy o Ca— 29° 46°. 7

Maintenant, pour avoir la distance BC, on fera la
proportion sin B :sin A :: AC:BC, ou
sin 94°22'. 3 : sin 76° 31" :: 1202™. 32 : BC
IS RT2025530 Sl e 3.0800200
L.stin g6° 31" . L. ... g.969g2099

DOMNITIE A ] At 153 0492299
L sire gl o S8 G 9.9982096
T BEis e el aT 3.0b10203

onc la distance cherchée BC=1124™. 66.
Done la distance cherchée B(C A

(1) 11 pourrait arriver que les quatre points A , B, C, D, ne fussent
pas dans un méme plan ; alors 'angle BAC ne serait plus la différence
entre BAD et DAC, et il faudrait aveir, par une mesure directe, la

valeur de cet angle : 4 cela prés, 'opération serait la méme.
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wx1. Exemple IV. Trois points A, B, G, étant fig.g.

Jdonngs sur la carte d’'un pays, on propose de déter-
miner la positiond'un quatrieme point M, d’oir on au-
rait mesuré les angles AMB, AMG; les quatre points

¢tant supposés (Lnn le méme plan.

Sur AB décrivez un segment AMDB, capable de
Pangle donné BMA ; sur AG, décrivez pareillement un
segment AMC capable de I'angle donné AMC; les
deux arcs se ('_‘(}ll])(’l‘i)lil; en A et M, et le point M sera
le point requis. Car les lltllllib de 'arc AMDB sont les
seuls d’otr Pon puisse voir AB sous un angle égal &
AMB; ceux de 'arc AMC sont les seuls d’oitl'on puisse
voir AC sous un angle égal 2 AMC; donc le pointM,
intersection de ces deux arcs, est aussi le seul d’ou
Pon puisse voir a la fois AB et AG sous les angles
AMB, AMC. It s’agit maintenant de calculer trigono-
métriquement la position du point M, d’apres cette
construction.

Soient les données AB—2500™, AG=7000™"
BC = gooom, AMB —30° 80', AMC=121° 40"
Dans le triangle ABGC, oit l'on connait les trois
cOtés, on déterminera Pangle BAC* par la formule

3750.2250

sin* S A=NR".

_; d'oti l'on tive 2 log sin+ A—
2500.7000

10.9384483, log sint A=9.9692241 , ; A—76°31".5,
et enfin A—r1bH2° 63'. Tirez le diametre AD et joi-
gnez DB ; dans le triangle BAD rectangle en B,
on aura le c6té BA—0n500, et I'angle oppose BDA
— BMA —30° 80’; d’ot résulte 'hypoténuse AD

]‘ AXR K
5;"" 6. Tirant de méme le diametre
~ sin ]-1)\
AE et joignant CE, on aura un triangle rectangle
1 A A » ‘:- £
CAE dans lequel on connait le coté AC = 7ooo0; et

Douz, edit, 25

*ivin
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Pangle adjacent CAE—=AMC— roo®=121°40"; d'ou

’ ? R S¢rAG
I’on conclura AE— :
cos CA

Maintenant si 'on tire MD et ME | les deax angles
AMD, AME, étant droits, la ligne DME sera
droite. Il reste done a résoudre le triangle DAE dans
lequel la ligne AM, dont il faut déterminer la gran-
deur et la position, est perpendiculaire 2 DE. Or,
dans ce triangle on a les cOtés donnés AD="5374.6,
, et Vangle compris DAE=BAC 4 CAE
-—l.);.\?‘x:-:‘u),i”&'\:}'.- De-1d on conelura 'angle ADE—

AR —mATh
o & 8l 1 219
4

aura AM—/4rgom. 83. Gette distance et 'angle BAM
—112° 27’ déterminent entiérement la position du
I}Uillt M.

Nota. Si on veut calculer les mémes exemples an moyen
des tables construites suivant 'ancienne division du cercle,
il faudra changer comme il suit Pexpression des angles
donnés ou c‘;aif_'uh"s_; du reste toutes les valeurs fﬂg:ll‘ith-

mii]ilej‘ﬁ et celles des coOlés resteront les mémes.,

2 AR e L .
=414t 337, 6, on sum-

Exemple 1. Angle donné B C ]

0,10
i}

plement BCE—=}1 30", car dans ces sortes d’opérations,
quelques secondes de plis .ou de moins dans les angles,
r’'influent pas sensiblement snr les distances gu’on veut

déterminer.

Ex.11. Angles donnés BAD —103°55"55". 2, BDA=
Ghrglens ABD=—=30% bgl A5/'_ 6, € AR)—35% 1A' poils B
AR —a1g% 32l Jot o

fx. 111. Angle donné B/
e 1
Angle conelu % (
Angles calculés !
a

B—84° 48" a'/. !

Ez. 1v. Angles donnés AMB=—127° 43’ 12'', AMC =103’
5’ 36'", Angles calculés A—137" 22" 1"". 2, DAE =94’

PRI — ro1Sia 31 R




SPHERIQUE

Principes pour la résolution des triangles
sphériques rectangles.
vx11. Dans tout triangle sphérigue rectangle,
le rayon est au .\'!m;.« de Uhypoténuse, comme
le sinus d’un des angles obligues est au sinus du
cote “[’/"“-‘""

Soit ABC le triangle sphérique proposé, A som
angle ¢ h.n' B et C les deux autres angles gue nous

:1p|1(-li:-r|.l|.- r’}‘;"r"‘_“:'r s obligques , et quu (:‘1'::']1!1(1‘.!5 pour

raient dire droits I'un ou l'autre, ou tous les deux; je
dis qu’on aura la proportien R :5inBG :: sinB : sin AC.

Du centre O de la sphere, menez les rayons OA,
OB, OC; prenez ensuite OF
et du point F menez FD perpendiculaire sur OA ;

al au rayon des tables,

ligne FD sera perpendiculaire an plan OAB, puisque,

par hypothese, I'angle A est droit, et quainsi les deux
:

i‘l;ma OAB, OAC sont ‘H“a‘;'i“]]ij]i'ii[alil‘f_“é enire eux. D

L

imml 1) menez DI perpendiculaire sur OB, et joignez
' gera aussi |}L.‘!'Il-l‘.‘-l{tli_'l-I:L[t't‘ sur OB,

et ainsi ]‘;m\-__h‘ DEF mesurera I'inclinaison des deunx
plans OBA , €
ABC. Cela posé dans le triar
onal:sin DEF :: EF: DF; o0

puisr_!u:'f) —R, ona EF—=sin EOF:

B ¥ . ATy £ ~ I 1 7 1
bl, et sera e sle U du triangle
Hi |u1.111~1(':n D

‘angle DE

sin AC. Donec R :sin B :: sin BC : sin AG, ou

R : sine BC :: sin B : sin AC.
Sianappelle al’hypoténuse oule cdré opposéilangle
droit A, & le coté opposé a 'angle B, ¢ le cdté oppose
alangle G, on aura done
R:stna::sinB:sinb ::sinC:sinc,
ce qui fournit déja deux €quations entre les parties du
triangle sphérique rectangle.
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vxiit, Dans tout triangle sphérigue rectangle
le rayon est au cosinus d'un angle obligue,
comme la tangente de Uhypoténuse est a la
tangente du coté adjacent a cet angle.

(@ L=

Soit toujours ABG le triangle proposé rectan-
gle en A, je dis qu'on aura R:cos B :: tang BC .
tang AB.

Car en faisant la méme construction que ci-dessus,
le triangle rectangle DEF donne la proportion
R : cos DEF :: EF : ED. Or on a DEF =B, EF =
sin BG, OE=cos BC, et dans le triangle OED

__OEtaengDOE

rectangle en E, on a DE = e e

cos BC tang AB . 3
2 .._'--1—{”?“_.-— ; done R : cos B :: sin BG:
cos BC tang A B v R sin BC
R 42 cos BC
R :cosB :: tang BC : tang AB.
Si on fait comme ci-dessus BC=a et AB—¢

: tang AB, ou enfin

on aura R : cos B :: tang a : tang ¢, ou cos B=
Reang ¢ tangccot a g N S :
e - Le méme principe appli-
lang a R

A % R tange b
qué A langle G, donnera cos G— —~ .
tang a

tang b cot a

T
wxiv. Dans tout triangle sphérique rectangle
le rayon est au cosinus d’un coté de langle
droit, comme le cosinus de 'Uautre coté est au
cosinus de [hypoténuse.

Soit ABC le triangle proposé rectangle en A, je
dis qu'on aura R : cos ADB :: cos AC : cos BC.

Car la construction étant la méme que dans les
deux propositions précédentes , le triangle oDr
rectangle en D, ot P'on a I'hypoténuse OF =83
donnera OD —cos DOF —cos AC; ensuite le
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triangle O D E rectangle en I, donnera O E —
U 01': 0¥ f\(_‘, Cos .J\_“ A 3

ODcos DO~ o0 71 COF o\ Mals. dans le: trian-

R R

gle rectangle OEF , on a OE — cos BC ; done

cos A C cos AB

cos BC= — e rnOlnge qui revient au

méme ,
R : cos AG :: cos AB : cos BG.

(le troisieme pl-il:cipc s’exprime par I'équation
R cos a—-cos b cos c; il n’est pas susceptible d'en
fournir une seconde, comme les deux précédents
parce que la pcz-mu!ﬂtiorl faite entre & et ¢ n'apporte
aucun changement a 'équation.

rxv. Au moyen de ces trois principes généraux ,
on en peut trouver trois auires nécessaires pour la
résolution des triangles sphériques rectangles. Ces
derniers principes pourraient se démontrer direc-
tement , chactin par une construction particuliere;
mais il est In'(':{'él'ﬂble de les déduire des trois premiers
par voie d’analyse , ainsi qu'on va le faire.

. . g B sin & R tang b
Les équations sin B—=—, cos (= L
§in a tang a
Tl cos C tang b sin a
:](JImBnt []El]' ]elll' leISJOI) — T ———— | ——————
sin B sin b tang a
cos a . ah LAAL cos ¢
: — (suivant le troisieme principe) ——. On
cos b R

a done ce quatrieme principe

sin B : cos G :: B cose,
duquel résulte aussi par la permutaticn des letires
sin C:cos B :: R:cosb.

Le premier et le second prin(:ipc donnent

. R sin b R tangc
SipB = e e SR 2. de 12 on déduit
Sin a tang a
sin B tang B sin b tang a B sin b
cos B R = G isin atans ¢ — cos a lang 21T

e h g0 e Rsn b
(en vertu du troisieme principe) -————————°
‘ cos b cos e tang
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tangc b ' . v L5 y
———. Donc on a pour cinquieme principe I'dqua-
sin e

; : R tang b . .
tion tane B ———=— oul analogie
X it G 3 =

1]

R :tang B :: sin c: tang b

d’otr résulte aussi par la permutation des lettres:

R : tang C :: sin b ; tang c.

Enfin ces deux formules donnent tang B tang C:

R® tang b teng ¢ R ;i !
e e = e e a1 4 DR Y du troi-
&ere & s ¢ cos b cos ¢
23
L " & & 5 b na p 3 v
sieme prineipe) v Done R*=—cos a tang B tang G,
ou cot B cot C=1R cos @ . ou

tane B : cot G ¢ R : cos a.

C'est le sixieme et dernier principe : il n’est pas
susceptible de fournir une autre é

la permutation entre C et B n’y produit aucun chan-

lation , parce que

gement.

Voici la récapitulation de ces six principes dont

quatre donnent chacun deux équations :
L. R sin b =sin a sin B, R sin e =ysin a sin €
II. Rtangb—tang acosC, Ritangc—=tangacosB
|’! i . ¥‘\ COS d — ¢cos |',! cos ¢,
IV. B cos B=usin C cos b, R cos C=sinB cos e
V. Rrangb—=sinc tangB, Ritangc—=sin b tang C
Vi.. B ¢os @ == cot B wot %

[l en résulte dix équations contenant toutes les rela-
iions qui peuvent exister entre trois des cing éléments
B, G, a, b, c; de sorte que deux de ces quantités

¢tant connues avec 'ang

e droit, on connaitra immé-

diatenient la troisieme par son sinus, son cosinus,

4 tangentie ou sa c‘nhii!;;&'li:'.
xvi. Il est a remarquer que lm'sl[u un eiement
sera terminé par son sinus seulement, il y aura

deux valeurs de cet élément , €t par conséquent deux

qui satisferont a la question. le Car méme

=
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SInUs (uiconvientaun angle oua un are, convient aussi
a son supplément. Il n’en est pas de méme lorsque
Pélément inconnu sera déterminé par son cosinus, sa
tangente ou sa cotangente. Alors on pourra décider,
par le signe de cette valeur , si Vélément dont il
s'agit est plus orand ou plus petit que roo°; I'élément
sera l-.hlc. ;u-.!':l: que 1009, s1 son cosinus , sa tangente

ou sa cotangente a le signe -} ; 1l sera plus orand que

100 , sil'une de ces lignes a le

iene —. On |;Ull[‘1':l'||1'

aussl établir sur ce sujet des préceptes g

- I3 e r .
ne seraient {]Hn_‘. des consequences des six t'.(]n;lll()liri

néraux qui

démontrées.

Par exemple, il résulte de I'équation Recosia==
cos b cos ¢, que les trois cotés d'un triangle sphérique
rectangle sont tous moindres que 100°, ou que des
trols cotés deux sont E1lu:a orands que 100", et le troi-
sieme meindre. Aucune autre combiuaison re peut
rendre le signe de cos b cos ¢ pareil a celul de cos a,
comme cette équation exige.

De méme Véquation R tang ¢ =sin b tang G , ou
sin. b est toujours positif, prouve que lang G a tou-

jours le méme signe que tang ¢. Donc dans tout

triangle .s{u/;:';'f.-;m: rectanale un angle rn/»."r'r/mr et le

¢ qui lui est opposé , sont toujours de la méme
espece ; c’esi--dire , sont tous deux plus grands ou

tous deux plus /H.’N}'.\' que 100°.

Résolution des triangles sphériques rectangles

Lxvir. Un H‘i.‘:rr;lc s:phc':riliiii_'. peut avoir trois ;:n;_;h:n‘

sont de 100°; il peut
;

e
1t, alors les eotes op-

] : A ’
droits, et alors ses trois cote:

P |l ] o
LS (1r'ol1ls seuieln

SOt

s deux de 100°, et 1l reste un angi

avec

€ oppose qui sont mesu Ner in et I'autre pas le

3 = 1k
1!1‘.11" s0Ttes ae i

méme nombre de désrés. G angles

¢ peuvent, conime on voit, donner lieu & avcun pro-

1
[:1-..'1;;(»’: on peut done faire abstraction de 5 cas parti-
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culiers, pour ne considérer que les triangles qui ont
un angle droit seulement.

Soit A I'angle droit, B et C les deux autres angles
quon appelle angles obliques, soit « Ihypoténuse
opposée a 'angle A, b et ¢ les c¢dtés Opposés aux
angles B et C. Etant données deux des cing quantités
B, C,a, b, c, la résolution du triangle se réduira
toujours a I'un des six cas suivants.

PREMIER CAS,.
LxvIIl. Ftant donnés Chypoténuse a et un
coté b, on trouvera les deux angles B et C et
le troisieme coté ¢ par les équations

i Rsind : tang b cot a R cos a
Stronh e M COSICi=— = S CoSIe = el
R @ R cos b

L’angle C ne peut laisser aucune incertitude, non plus
que le coté ¢; quant i Pangle B, il doit étre de méme
espece que le c6té donné 5.

DEUXIEME CAS.
LxIx. Htant donnés les deux cétés de la ngle

droit b et c, on trouvera 1 "hypoténuse a et les
angles B et C par les équations

cos b cos ¢ R tang b R tang ¢
£ :

cosa— ———, tang B———° | tang C—=——
> - > oz
R St ¢ sin b

Il n’y a dans ce cas aucune a_llll)iguité.
TROISIEME CAS.

LXX. Ltant donnés 'hypoténuse a et un angle
B, on aura les deux cdtés b et ¢ et Pautre angle
C par les équations

sen a sinl tanga cosB . cosatangB
Fieacs tange=— TeotG—

sinb—

R R

Les éléments ¢ et C sont déterminés sans ambiguité
par ces formules ; quant an coté &, il sera de méme
espece que 'angle B,
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QUATRIEME CAS.
vxx1. Etant donné le coté de Uangle droit b
avec l'angle opposéB, on trouvera les trois autres
éléments a , c et C par les formules
Bisin bt tang b cot B Y cos B

NSInC— e Ge=

sin a4 — —— —_—
sin B L% cos b

Dans ce cas, les trois éléments inconnus sent déter-
minés par des sinus, ainsi la questiou est susceptible
de deux solutions. Il est évident en effet que le trian-
gle ABC et le triangle AB’C sont tous deux rectan-
gles en A, ont tous deux le méme coté AG=120 et le
méme angle opposé B=DB'. Au reste, les valeurs
doubles doivent se combiner de maniere que ¢ et
C soient de la méme espece; ensuite Pespece de ¢ et
b détermine celle de a par I'inspection de la formule
cos b cos c=R cos a, mais la valeur de @ se déier-
e Rsinb

sin B

minera directement par I'équation sin

CINQUIEME CAS.

Lxxi1. Etant donné un cété de Pangle droit b
avec l'angle adjacent C, on trouvera les trots
autres éléments a, ¢, B, par les formules

cot b cos C sin btangC cos b sin C
R tang c— —— , CO§ B:—T .
Dans ce cas il ne peut rester aucune incertitude sur

cota—

Pespece des éléments inconnus.
SIXIEME CAS.

vxxir. Etant donnés les angles obliques B et
C, on trouvera les trois cotés a, b, c, par les

Jormules
cot B cot C A cos B R cos C

0§ @ ——————— , 0§ b =————, c0s = e
R stn C sin B

Tt dans ce cas il ne reste encore aucune incertitude.

52
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REMAR QO UE.

rxxiv. Le triangle sphérique dont A, B, C, sont
les angles, et @, b, ¢ les couds 0pposés , répond tou-
jours & un triangle polaire dont les angles sont sup-
pléments des cotés a, b, ¢, et les cdtés suppléments
des angles A, B, C; de sorte que si on appelle

AVSB. G es angles du triangle polaire, et a’, bicly

les cOtés OPPOSES a ces ar
j|!

@' =200°—A, b' —12300°—B, ¢/ — s00°— (.

gles, on aura

200°—a , B'=—=200°—b, O'— 200°—¢
Cela posé, si un triangle sphérique a un cété a égal
au quadrant, il est visible que l'angle correspondant
A’

A" du triangle polaire sera droit, et gu’ainsi ce trian-

gle sera rectangle. Donc les deux données qu’on doit

|
avoir, outre le c6té de 1000, pour résoudre le triangle
proposé, serviront a trouver la solution du triangle
polaire, et par suite celle du triangle proposé. On
pourrait tirer de la des formules semblables aux pre-
cédentes pour résoudre directement les Irl:lnglvs
:‘iljlt_‘:'iij'llr.__'.-; (};;} ont un a“)i'i" (];.' L0009,

Un wriangle isoscele se partage en deux triangles
b 8 {

rectangles egaux dans toutes leurs parties, ainsi la

o3 IF
résolution des triangles sphériques isosceles dépend
encere de celle des triangles sphériques rectangles.
Soit ABC un triangle sphérique , tel que les deux
3, BC soient suppléments 'un de autre ; si

» les cotés AB. AC jusqu’a leur rencontre

en D, il est clair que BC et BD seront égaux comme

étant suppléments d’'un méme cdté AB: dailleurs il

?

est visible que les parties du triangle BCD étant con-

nues, on connait celles du triangle ABG qui est le

reste du fuseau AD, et vice versd. Done la résolution

3C , dans L'(Jill'i deux cotés font en-

semble 200°, se réduit a4 celle du triangle isoscele

J, ou a celle du triangle rectansle BDE

qui est la
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Lorsque les deux cotés AB, BC, sont suppléments
I'un de Pautre, il faut que les angles opposés AGB,
BAC, soient aussi suppléments 'un de lautre; car
BCD est supplément de BCA ; or BCD=D:=A. Donc
on ne peut AVOIr @ ¢=—=200°, sans avoir en meéme
temps A 4 C=200°, ce qui est réciproque.

De la on voit que la résolution des triangles sphé-
riques rectangles comprend , 1° celle des triangles
sphériques qui ont un coté égal au quadrant ; 2° celle
des triangles sphériques isosceles; 3 celle des trian-
gles sphériques dans lesquels la somme de deux cOtés

est de 2007, ainsi que celle des deux angles opposés.
Principes pour la résolution des triangles
;RO A 5 il ‘- 7
sphériques en géncral.

vxxv. Dans tout triangle sphérique les stnits
des angles sont comme les sinus des cotés opposés.

Soit ABG un triangle sphérique quelconque, je dis fig. 13

qu'on aura siz B : sinn G :: sin AG : sin AB.

Du sommet A abaissez 'arc AD perpendiculaire
sur le ¢bté opposé BC, les triangles rectangles ABD
ACD donneront les proportions

sinB:R :: sin AD : sin AB

R :sinC:: sin AG : sin AD.
Multipliant ces deux proportions par ordre et omet-
tant les facteurs communs, on aura

sin B : sin G 2 sin AC : sin AB.

Si la p-;'l'lms_zndir.:\;li:'v AD tombait au dehors du trian-
gle ABG, on aurait les deux memes In'u|mj‘1ic_ms
dans l'une desquelles sin. G désignerait sin ACD;
ACD et lﬁill':_;'

. P s i ;
pléments I'un de l'autre, leurs “sinus sont €gaux ;

mais comme ang

e ACB sont sup-

ainsi on aurait toujours sz B:sin G stre AG: sin

AB.
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Soient @, &, ¢, les cotés Opposés aux angles A BYC;
chacun & chacun, on aura, suivant cette proposition,
sin. A :sin a:: sin B:sin b sin C: sin ¢; ce qui
donne la double équation :

sin A sin B sin C

sina  sin b sin ¢
LXXVI. Dans tout triangle sphé que le cosinus
d’un angle est égal au quarré du rayon multi-
plié par le cosinus du cété Opposé , moins le
produit du rayon par les cosinus des cdtés adja-
cents, le tout divisé par le produit des sinus de
ces mémes cotés : ¢’ est-a-dire gu'on a pour lan-
o < R* cosc—P cosacosb

gle G, parexemple, cos C =~ °¥°—tcosac
; : st a sine b

On aurait semblablement pour les deux autres

R? cosa— R cos b cos ¢ -
angles, cos A = ——, et cos B —

sere b sin e
R? cos & — R cos a cos ¢

sina sun e

Soit ABG le triangle proposé dans lequel on fait
BC=a, AC=10, AB—c¢. Du point O, centre de
la sphere, tirez les droites indéfinies OA, 0B, 0C;
prenez OD i volonté, et par le point D, menez DE
dans le plan OCA et DF dans le plan OCB, toutes
deux perpendiculaires 3 OD, lesquelles rencontrent
en E et F les rayons OA, OB, prolongés ; enfin
joignez ET.

L’angle D du triangle EDF est par construction
la mesure de l'angle que font entre eux les plans
OCA, OCB, ainsi langle EDT est égal a l'angle G
du triangle sphérique ACB : or dans les triangles
DEF, OEF, on a*

cos EDF __ DE-DF—EF
TR, v ADEIDE
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cos EOF __ OB~ OF—EF
e

Prenant dans la seconde la valeur de EF, et la

substituant dans la premiere, on aura

% i Sl cos EOF
cos EDE. DFE-}-DE—OE— OF+4 20E.OF in“‘"

R s vars L DEIDE

Or OE — DE — 0D et OF —DF — (3]7),, on a donc

s OFE.OF.cos I‘l('l'lf__):""'
oy e o SOl
DE.DE

I1 ne s’agit plus que de substituer dans cette équation
les valeurs relatives au triangle sphérique : or on a

Lt : e OFE R
EDF = C.EOF —m AB —=¢, — —m———
G, EOF AR ¢ DE — 5z DOE
R OF R R OD _ cos DOE

s5in b’ DF~ sin DOF  sin a’ DE~ sz DOE
cosb OD _ cos D OF  cosa

sin > DF ~ sin DOF ~_ sin a

. Done

i’ R* cos ¢ — R cos a cos b
cos Gi= - = "
st e stn b

Ce principe, qui, étant appliqué successivement
aux trois angles, fournit trois équations , suffit pour
la résolution de tous les problémes de la trigono-
métrie sphérique : il a, par rapport aux triangles
phériques, la méme généralité que le principe de

5
I'art. xnv, par rapport aux triangles plans. En effet,
puisqu’ml a toujours trois éléments donnés par le
moyen desquels 1l faut déterminer les trois autres,
il est clair que ce principe donne les équations né-
cessaires pour résoudre le probléme; équations qu’il
;1p|);1rtivm. a l’;mnlyﬁe de développer ultérieurement,
pour en tirer , suivant les différents cas, les formules
le plus simples et les mieux adaptées au calcul loga-

rithmique.




sinlG=
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txxvir. Puisque le principe dont nous parlons est
absolument général , il doit renfermer tous les autres
principes relatifs aux triangles sphériques, et notam-
ment le principe du n° nxxv. (est ce qu’il est facile
devérifier.

- r : - R* cos ¢ — R cos a cos b
En effet I'équation cos G — - ——

S st D
donne R2 — cos: G ou sin2 G —

R*sin*a sin*b—R>cos* @ cos* b 2R cosa cos b cose—R *cos ¢

serce sent b

Or sin* a sin* b — ( R® — cos k R:= COS2 ) —
R*—R> cos* a—R>* cos® b - cos® a cos® b. Done en

substituant et extravant la racine, on aura
R

(R a 2 2 A : S
— ’L\P\'—R’rnr a—R*cos*b—R>cos* c4oBcosacos b cose )

Soit pour abréger 7 —

- ' ; 3 - n > J PR
—R*cos*a—R*cos* b— R* cos ¢ 2Reosacoshcose),

on aura donc
RZ RZ

stre @ sin b sin ¢

sin C—

st a sin b’

Les valeurs de cos A <t de cos B donneraient sen-

blablement
sin A RZ sin B R Z
St @ stnasinbsine® sinb™ sing sind o

car la quantité Z ne change pas, lorsqu’on fait la

permulation entre deux des quantités @, b, ¢ done

sin A 7 B sire G 3 T
onad = /= —— on Ly € gqum est le principe du
SN a s b S ¢

n? rxxv.

Lxxvirr. Les valeurs que nous venons de trouver

pour cos G et sin C, peuvent servir a trouver les
angles d'un triangle sphérique dont on connait les
trois cOtés ; mais il existe d’autres formules plus com-
modes pour le calcul I:-g;arir'lnl.iql_w.

En effet, si dans la formule R* — R cos € =
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o sin*:G, on substitue la valeur de cos G, on aura

9 sin*5 C cos C cos a cos b-4-sin a sin b—R cos ¢

o —1—-— — A

3ia YA sena st b
Le numérateur de cette expression se reduit
R cos (a— b)—R cos ¢; or, daprés la formule
I cos g—N cos p—2 sint (p-+q) sin; ‘-.’,”"-"f/ )it on
trouve R cos (a—b)—R cosc—=2 sint (e—b+a)

r

L 1
sint (c—a-+0); done

- c-1- b—a
S =
sin? £ G 9,

[ E=r

B
¢ . ct+b—a ecta—b)y
aip ey y ; s"’” ——— S LI} {
ou sin- CG=R " | 9, 2
{ stn @ sin b k’

Il est évident (fu'cm aurait des formules semblables

pour exprimer st~ A et sin B, par le moyen des

trois cotés a s f), C.

rxxix. Le probléme général de la trigonomeétrie
sphérique consiste , comme nous lavons déja dit,
a déterminer trois des six quantitds A, B, G,
a, b G par le moyen des trois autres. 1l est ne-
cessaire, pour cet objet, d’avoir des équations entre
quatre de ces f[il;:nlin'-s., lH'EHI"-\ de toutes les manierce
possibles ; or, six guantités combinées quatre a
: , 6.5 ¢ _

quatre ou deux a deux, donnent — ou 15 combi-

naisons, ainsi i y aura quinze L"rjunlif'nls a {?n‘rm_zr;
mais si on ne considere que les combinaisons essen-
tiellement différentes, ces quinze équations se rédui-
sent a quatre.

En effet, on a, 1° la combinaison @ b¢ A, quj
C(Jl]]lli‘(_':['l(i.., par la ])(‘I‘mu[':t!inn des |clll'l_.'.‘%, @ fn"f\_,
abeB, abeC;

29 La combinaison a» A B, d’oli résultent e b A B,
beBC, acAC;

*XXVI
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3o La combinaison a b A G, qui comprend les six
abAC, abBC, acAB, acBC, bcA B, bcAC;
4° Enfin, Ia combinaison 2ABC, qui comprend
les trois ¢ABG, bABC, ¢cABC.
[1 y a donc en tout quinze combinaisons, mais
il n'y en a que quatre essentiellement différentes.
R* cosa— R cos b cos ¢

Lxxx. L'équation cos A — - : -
sin b sin e 3

represente déja la premiere combinaison abcA et
celles qui en dépendent.

Pour former I'équation qui répond a la combi-
naison ¢bAB, il faut éliminer ¢ des deux formules
qui donnent les valeurs de cos & et cos B ; mais 1'éli-
mination a déja été faite (rxxvix), et le résultat est
sin A sin B

La troisieme combinaison se forme de la relation
entre @, b, A, C; pour cela ayant les deux équa-
tions

cos A sin b sin c=—=1" cos a—R cos b cos ¢,
cos G sin hsin a=R* cos ¢ — R cos b cos a,

on er ¢limimera d’abord cos ¢, ce qui donnera R cos A
sin ¢ + cos C sin a cos b= R cos a sin. b : mettant
k : i s a sin C
ensuite dans celle-ci la valeur sin ¢ — - <2 —, on

aura pour la troisieme combinaison

cot A sin. G <4 cos C cos b —cot a sin b. (1)

(1) Pour retenir aisément cette formule et la retronver an besoin ,
voici une régle de Muémonique :

1°. Avec un cété @ et l'angle opposé A,
Avec un autre coté b et langle adjacent €,
formez 1'équation fictive eora cotA —cor b cot C, en observant de
mettre les petites lettres avant les grandes,

0

2" Multipliez de part et d’antre par sinb 5iz C, en snpposant

le rayon R = 1, vous aurez
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Enfin, pour avoir la relation enire A, B ;
jobserve que dans I'équitation précédente le terine

sir B s
;(u\ a—— 5 donc
sin A’ %

cot a sin b—NR cos a.

sin @

en mllllmlmnt cette t‘qml‘luon par st A, on aura
Y cos A sin G=R cos a sin B—sin A cos C cos b.
Si dans cette équitation on permute entre elles les let-
tres A et B, ainsi que @ et b, on aura
R cos B sin C=—Rcos bsin A —sin B cos C cos a.
Tt de ces deux-ci on tire, en chassantcos b,
R*cos A sin G3-R cos Bsin G cos C=cos asin Bsin* C.

Donc enfin

R* cos A -; R cos n('}\(
) e ey
sin B st ©

Clest la relation cherchée entre A, B, G, @, ou la
quatrieme des équitations nécessaires pour la résolu-

tion des triangles sphériques.

rxxxi. Cette derniere équitation entre A !‘.\, C,a,
otfre une an:llugu, rl.]{;]).llllL avec la premiere entre
a, b, c, A:et on peut rendre raison de celte ana-
logie par la propri€té des triangles polaires ou sup-
ple_mem.m . En effct, on sait que le triangle dont
les ;mgl(_u sont, A 1;, U, et les cOtés op p{)h(_‘b a,b 2, C,
répond toujours a un triangle polaire, dont les cOtés
sont 200°— A, 200°— B, 2000 — C, el les angles
opposés 200° — @, 200° —1b, 200" —c. Or le prin-
cipe de larticle nxxvI étant appliqué a ce dernier
triangle, il en résulte

cot « sin b cot A sin C—cos b cos G
3° Dans le premier membre , séparez les petites leitres des grandes

en mettant a celles-ci le signe — vous- anrez I'équitation vraie

col e sin b — cot A sin C—=cosbcosC,

Jagnelle étant homogéne aura lieu, méme sans sopposer R i

Dousz. ed. a6
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R*cos(200 '——\\m Leos(200 —B\]('m )nr) )

£0s(200°%—a)=
str (200° -»Ir' sin (200°—C)

ce qui se réduit a

R* cos A 4 R cos B cos C
cosa———
sin B sin C

|
. - 5 3 ’ -
ains1 EIH(‘ nous 1 avons trouve par une autre voie.

Cette formule résout immdéd

ement le cas ou
'on veut déterminer un cdte par le moyen de trois
angles ; mais, pour avoir une f:nn.nh- plus com-

l'IITH{t' l'l(rl‘ll le ('i!(lll jl)"‘llllh'lil”lle on .'\llliliLIlIll'l'.‘!

3 - - CoOy @
la valeur de cos @ dans 1 équation 1 — =
R
2 8t 1a sin*La
——, ce qui donnera — 2~ — s .
RS 1 R
sin B \ma i—cos B cos { - 5. cos »\ _ —Reos(B4-C) =R cosA
o sin Bsin C s 2 stn B sin C
: : e o
Kt parce qu'on a en general * R cos p 4 R cos g =
1 ' N = o B = = o
2 £os — P - q ) cos - [/J ] ,.w 5 CelLte cqtm!mn se

reduit a

sin® s (A3 B4 C ) cos 4 (B4 C— A)

sin B sén C )

ot 1l faut observer que le second membre quoi-

que sous une forme négative, est néanmoins tou-

jours positif. Gar on a en général sin (2 — 100° ) =
.".")’7 £ COS T‘:_“‘“ — CO5S T SIn 1 t‘?(}“
~ e o —_— . C0S (il'_]]li‘
R
; ~\ . +B-C
—cosL (A4 B4 C) =sin ( ———_100°
2\ . 5

quantité qui est toujours positive, parce que A -~ B
~+ C étant toujours compris entre 200° ¢t 60o°, l'an-
gle 1 (A 4+ B4 C)—100° est compris entre zéro et
(B C
sitif, parce que B-C

200°: d'ailleurs cos =~ ALY est toujours po-
200 3 d aileurs cos = 44 ) oL L l..l‘ 1r's {r{_,l

A ne peut pas surpasser
200" ; en effet dans le triangle polaire le cté 200°

A est plns petit que la somme des deux autres
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200° — B, 200°-—C; donc on a 200°—A < f00°—B
— G, ou B4 C— A < 200°.

Etant ainsi assuré que le résultat sera toujours
positif , on aura, pour déterminer un coté par le
moyen des angles, la formule

At Babilpe BB O 2)

- '% —_— 08— - 08
sint:a =R \/ 3 2

3 ;
sin B sizn C T \

rxxxir. Avant d’aller plus loin, nous remarquerons
que de ces formules oénérales, on peut déduire celles
qui concernent les triangles sphériques rectangles.
Pour cet effet, on fera A=—100°, tant dans les quatre
formules principales que dans celles qui en dérivent
par la permutation des letires. Bt d’abord Uéquation
cos A sin'b sin c— R* cos a— R cos b cosc, donnera
par cette substitution

R cos a=coas b cas ¢. (1)

Les dérivées de i’équation générale ne contiennent

point A, et ainsi ne donnent aucune relation nou-

velle dans le cas de A =—=100°.

= x sin A sine B
Iéquation ———"——, donne dans le cas de
sin «a sire b7
A — 100°%,
R sin B
Bl ] ] 2)
sine a sire b .
AT sin C i
Ft la dérivée —— — ———, donnerait également
SLrE T s o \
R sin G . e - s eder
_ e mais celle-ci est elle-méme une dérivée

sna  sinc’
de Péguation (2).

L’équzltion cot A sirn. G+ cos G cosb—=cotasind,
donne dans le cas de A = 100°, cos G cos b—=cat a

sin b, ou

cos C tang a=—=R tang b. (3)
La dévivée cot G sin A - cos A cos b—cot c sin b,
donne dans le méme cas, R cot C=cor ¢ sin b, ou

R tang ¢ —=sin b tang C. (4)

26.
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Enfin la quatrieme équation prineipale sin B sin G
cos a=—R"cos A+ R cos B cos C, et sa dérivée sin A
sin G cos b=R" cos B4R cos A cos C, donnent dans
le cas de A —100°, sin B sin C cos a=Recos B cos C

et sinn C cosb—=R cos B, ou
i)
[}

cot Becot Q=R cos a .

sin G cos b —R cos B.
Ce sont les six ¢quations sur lesquelles la résolution

des triangles 1‘(::_‘.t::mgl(‘5 est fondée.

LXXXITI. INOWS terminerons ces Principes par la
démonstration des Analogies de Néper, qui servent
a simplifier plusieurs cas de la résolution des triangles
sphériques.

Par la combinaison des valemis de cos A et cos G
exprimées en a, b, ¢, nous avons déja obtenu
Iéquation *

R cos A sinec—R cos a sin b— cos C sin a cos b.
Celle-ci donne par une simple permutation :
R cos B sin e=R eos b sin a — cos C sin b cos a.
Doxnc en ajoutant ces deux équations, et réduisants

OIl aura

sin ¢ (cos A 4-cos B) = (R —cos C) sin (a + b).
Mai 2 stn sire a sin b

lais puisque —— =- —— on a

At 1 sire C st A stn B’ y

sin ¢ (sin A sin B)=sin C (sin a-}-sin b)
et sin c (sin A—sin B)=sin G (sin a—sin b).
Divisant successivement ces deux équations par la

précédente, on aura

sin A -}-sin B sin C sin a-{-sin b
cos A 4-cos B R—cos C sin(a--0)
st A—sin B s G SN @ —Sin

cos A-}cosBT R—cosC’ sin (a 4-6)
Et en réduisant celles-ci par les formules des arti-

cles xx1x et xxx, il viendra
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: .
4 L cof =l @—ilr)

tang s (A + Bi=tar-C =
LB / 2 " goss(a—+-b)

1

sin~(a—2b)

tang (

A—B)=cot;C.

ST+ {(a &)
Done étant donnds les deux ¢btés @ et b avec Vangle
compris C, on trouvera les deux autres angles A et B
par les analogies
K o] ?
cos: (a—+b):cos- (@a—b):cottCitang~ (A + B)
sint(a-b).sins(@a—2b)::cot;C:tang s (A— B).
Si on applique ces mémnes analogies au triangle po-
laire du triangle ABG, il faudra mettre 200°— A,
> (i} 1 ) 0 ~0 ) ~ O v A l‘ | 9
200°—B, 200° — a, 200° — &, 200° —¢, a la place
de @, b, A, B, G, respectivement, et on aura pour
résultat ces deux analogies

cos: (A4 B):cos: (A—B) :: tang s eitang e+ b)

o

+-B) :sint (A—B) :: tang Lc:tang ; (@ — by,
au moyen desquelles, étant donnés un coté ¢ et les
deux angles adjacents A et B, on pourra trouver les
deux autres cOtés @ et b. Ces quatre proportions sont
connues sous le nom d’ Analogies de INéper.

Résolution des triangles sphériques en
général.

La résolution des triangles sphériques somprend
six cas généraux, (ue nous allons développer suc-

cessivement.
PREMIER CAS.

Lxxxiv. Ftant donnés les trois cétés a, b, ¢,
on trouvera wun angle quelconque, par exemple,
Pangle A opposé au cité a, par la formule :

\ = a -+ b—1¢ £ a—-c— b '

= & = S e

sint A—R \V/ ! o) 2 l
l ~ smbsinc |
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DEUXIEME GAS.

Lxxxv. Etant donnés deux cdtés a et b avee
Pangle A opposé a lun de ces ¢dtés, trouver le
irotsieme coté c et les deux autres angles B et C.

1° L’angle B se trouvera par 'équation sin B —
sin A sin b

20 Pour avoir angle C, il faut résoudre I'équation

cot A sin G - cos G ecos b— cot @ sin b.
Soit pris pour cet effet un angle auxiliaire ¢ de ma-

. 4 i cos b tans A
niere quon ait fang ¢ — — R ! 5 Ot ¢cof A'——=
cos b cos @ : T,
rCRa cette valeur de cof A étant substitude dans
§FEre
v . . ; cos b
1equation a résoudre, donne —
Ry 4

" (cos @ sin G 4
sin @ cos C)=cot a sin &, d’ou 'on tire
Sin |'\'i_] -+- (f) — {_az?_r;-’ifef_?
% tang a
Par cet artifice, on voit que les deux termes inconnus
dans Péquation proposée se réduisent a un seul, d’on
1l est facile de tirer Pangle C.
3o Le coté ¢ se trouvera par I'équation

st @ s C

SUT ¢ — -
sin A

On peut aussi le déterminer directement par la ré-
solution de I'équation :
R cos b €os§ ¢ - cos A sin b sin c—'Rcos a.

R cos b sin@

Pour cet effet, soit cos A sin b — s
; cos @

cos A tang b
R

tang @ — , On aura
Ny f’)

e - - 3

— (cos ¢ cos 9+ sin ¢ sin ) =R cos a. Donc, en

cos ¢

cherchant d'abord Pauxiliaire ¢ par I'équation tang ¢
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cos A h&H,‘{'fJ Aot bk 3
__l‘ —, On aura le cOte ¢ par | (:cln.ll,lun
\

cos (4 €of (‘J
cos (c—9 =t

cos O
Ce second cas peut avoir deux solutions, amsi que

le cas ;m:lloguu des triangles rectilignes.
TROISIEME CAS.
7 : 0 et ] A5 ? |
rxxxvIl. Btant donnés deux cites a et b avee
I angle compris C, trouver les deux autres angles

A et B et le troisieme coté c.
1° Les angles A et B se trouvent par ces deux
équations
cot a sin b— cos C cos b
col A — ———— —
sin C

\ cot b sin a— cos (3 cos a
cot B— T s

?

dans lesquelles les seconds membres ponrraient étre
réduits & un seul terme, au moyen d’'un auxiliaire;
mais il est plus simple, dans ce cas, de se servir des
analogies de Néper, qui donnent

A—B e R
tang ——— ==eobs G. —
: 3 >
.-\.—}—_I‘; = ('U\'%( a— b
tang —— —cot G. — A o)
: 2 : cost(a--b)

2P Connaissant les elnglcs A et B, on pourra cal-
culer le troisieme c¢bté ¢ par I'équation D —
3 sin G : : ‘ .
St @ . ———; mais pour déterminer ¢ directement, on
FEr A
i 3
a I'équation

R* cos ¢ — sin @ sin b cos C - R cos a cos b.

Soit pris lauxiliaire @, de maniere qu'on ait sin b
: 3 cos C tang b
cos C=—=cos b tanz ¢, ou tang 9= — --E-‘——-‘--— , on
- L
aura
cos b
COoS C ——

_cos (a— Q).
cos © * t)
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QUATRIEME CAS,
LXxxvil. Htant donnés dewux angles A et B
ec le cdté adjacent ¢, trouver les deux autres
cotés a et b, et le troisieme angle C.

(4]

1? Les deux cétés @ et & sont donnés par les for-
mules

cot A sin B cos B cos ¢
p

col @ —————

stn ¢

cot B sin A - cos A cos ¢
7 T
CoObivie—=

= ?
Sin ¢

mais on peut les caleuler plus facilement par les
analogies de Nc?p(fi‘ savolr :

-B . A—B :

;
. 2 — )
Sty ——— s —,  lilang;citang ==
A-|-B A—B : a4 b
COS§ — €08 —m 0 lang —¢: tang ———,
2 2 A ® 2
(4]

2? Connaissant @ et &, on trouvera C par 'équa-

A ey s ¢ st A
tron st O —

= - j mais on peut aussi trouver
S
G (Ilu,('t{,ment par 'équation
B cos C=—cos ¢ sin A sin B— R cos A cos B.

Soit pris Panxiliaire ¢, de maniere qu’on ait

cos ¢ tang b

cos ¢ sin B=—cos B cot 9, ou cot ¢: = =
!

on aura
3 stn (A — Q)
cos C—cos B. ——lf———'-_)

.\wQ
Ce cas et le précédent ne laissent aucune indéter-
mination.

CINQUIEME (AS.

vxxxvi. Btant donnés deux angles A et B
avec le cdté a opposé a l'un de ces angles, trou-
ver les deux autres cotés b, ¢, et le troisieme

angle (
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1° Le cOté b se trouvera par l’éclu;ul(_m stubi=—

2® Le coté ¢ dépend de I'équation
cot a sin ¢c—cos B cos ¢ =cot A sin B.

{4 3 -

Q.- cos ¢ cos B tang a
Soit cot a—cos B $ Al
; It 3

-ou tang Q@ ——

cos B ; : : { o
( sin ¢ cos @—-cos ¢ sin @ )=cot A sin B

sin @

donec

dlra

x 2 tang B sin P.
sit (c— %) L
tang A
3o L’angle C se trouvera par la résolution de
Yéquation
cos a sin B sin C— B cos B cos C=R" cos A.

R cos Beos @

Soit pour cet effet cos @ sin B— ———F—, oOu
sin ¢

g cos a tang B cos B 2 L

cot Q= —x — —» On aura = (sin G cos ¢ —

sin ¢
cos G sin @) = R cos A ; donc
0 A i ©
cos 4 ‘”L&;

cos B
Ce cinquieme cas est, comme le second, susceptible
de deux solutions, ainsi que cela a lieu dans le cas

sin (C—9) =

analogue des triangles rectilignes.
SIXIEME CAS.
rxxxix. Etant donnés les trois angles A, B,
C, on trouvera un cité quelconque, par exem-
ple, le cité opposé a Uangle A, par la formule
2 (A B—4-C)cos +(BHC—A)

sin B sin G

On peut remarquer que de ces six cas généraux
les trois derniers pourraient se dédnire des trois pre-
miers, par la propriété des triangles polaires : de

sorle qu'a proprement parler , il n'y a que trois cas
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différents dans la résolution générale des triangles
sphériques. Le premier cas se résout par une seule
analogie, comme les triangles rectangles ; le troisieme
se résout d'une maniere presque aussi simple, au
moyen des analogies de Néper. Quant au Sm:(_md,
1l exigc deux :u:alo;ir's; et d’ailleurs, il admet quel-
quefois deux solutions, tandis que le premier et le
troisieme n’en admettent jamais qu'une.

xc. Pour distinguer dans le second cas si, pour des
valeurs particulieres données de A, «, b, il v a deux
triangles qui satisfont & la question ou seulement un;
A < 100°, et soient pro-

AB jusqu’a ce qu’ils se

i ;
supposons d’abord 'angle !

longés les denx cotés AC,
rencontrent de nouveau en A'. 5i on prend 'are AG
< 100° et qu'on abaisse CD perpendiculaire sur AB,
les cotés AD, CD du triangle rectangle ACD, seront
tous deux plus petits que roo®, la ligne CD sera la
distance la plus courte du point G & Parc AB, et en
prenant DB'==DB, les ohliques CB', GB seront égales
et d’autant plus longues qu’elles s’écarteront plus de
la perpendiculaire. Soit AC=254, CB=—a, on voit
done qu'un triangle dans lequel on a A < ro0°, &<
100°, et @< b, a nécessairement deux solutions ACB,
AGB'; mais si, en supposant toujours A et & plus
petits que 100°, on a a> b, alors le point B’ passerait
au-deld du point A, et il n’y aurait qu’une solution
représentée par ABC.

Soit ensuite AC’ > 1009, si on ahaisse la perpendi-
culaire G'D’ sur ABA', onaurade mémeC’'D’' < A'C/,
et I'are C'B'" mené entre D' et A', sera >C'D" et
>G'A'; done sion fait AG’ =05, C'B" = C'B" =@,
on voit que la supposition A < 100° et 6> 100° don-
nera deux solutions si @ |- & < 200°, et n'en donnera
gquune si a- &> 200°, parce qu’alors le point B £
passerait au-dela de A’. Discutant de la méme maniere

le cas ot angle A est > r00°, on pourra établir ainsi
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les symptomes qui déterminent si, dans le cas 115 la
question admet deux solutions ou n'en admet qu'une.

& JNa>b une solution.
- } - A 4 .
A < 100°%,b< 100 {a< b deux solutions.

B o fatb> 200 une solution.
A <100%6>100 | a-+-b < 200" deux solutions.

3 o 7 o | at-b> 200° deux solutions.
A > 1807,6< 100 E at-b< 2002 une solution.
a>b deux solutions.

i oy o /
A>1007,0>100" 4 4 < p nne seule solution.

) 2 : L
IL n y aura qu'une solotion si on a A — 1007, soit a—b,

50it @ - b= 200’. Il y en aura deux si on a & = 100°

xar. Ces mémes résultats peuvent g'appliquer au
cas cinquieme par la voie du triangle polaire , et on
en tirera les symptomes suivants, qui feront connaitre
si pour des valeurs donnédes de A, B, @, il y a deux
triangles qui satisfont a la question , ou s’il n’y en a
qu'un.
o -V A<B une solution.
a>100",B 3 :
2 D100, YASSR denx solutions.

. A-}-B<200° unesolution.
a>100°%, B< 100° .
S A—-B > 200°deux solutions.

{ A-}-B < 200°deux solutions.

0 O
a< 100", B>100" ! :
’ | A~}-B > 200° une solution.

A<B deux solutions.
A>B unesolution.

Iln'y aura qu'une solution si l'une des égalités snivantes a lien a—100°%;
A=B, A—+4B—=200% Il y en aura deux si B=100°-

a< 100”,B< 100’ ;

xcir.f Dans tous les cas, pour écarter les solutions
inutiles ou fausses, il faut se rappeler, 1° que tout
angle ou tout coté doit étre plus petit que 200°;

50 Que les plus grands angles sont Opposés aux
plus grands cétés, en sorte que si on a A> B, il faut
qu’on ait aussi @ > b, et vice versa.

Exemples de la résolution des triangles
sphériques.
xcrr. Exemple 1. Soient 0, M, N trois points fig. 15
situés dans un plan incliné a T'horizon ; si de ces
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trois points on abaisse les perpendiculaires OD , M 7z,
N 7, sur le plan horizontal DEF | les objets situés en
O, M, N devront étre représentéds sur le plan hori-
zontal par leurs projections D,m, 7, et 'angle MON
par 2 D n. Cela posé, étant donné I'angle MON , et
les inclinaisons de ses deux cdtés OM » ON sur Ia
verticale 0D, 1l s’agit de trouver Pangle de projec-
tion 7z D n.

Du point O comme centre et d’un rayon — 1,
décrivez une surface sphérique qui rencontre en
A, B, C, les cbtés OM, ON et la verticale OD, vous
aurez un triangle sphérique ABC , dont les trois cotés
sont connus ; on pourra done déterminer Pangle G
égal i D n par la formule du premier cas.

Soit par exemple, Pangle MON=—AB=—64° 44’ Go";

I'angle DOM — AC—=g8° 12", et I'angle DON—BC=
105° 42, on aura par la formule citée

szn 28° 57° 30" szm 35° 857 307
s’ - C=R=. - s

sin 98° 12! stn 105° 42!

Valeur que I'on calculera ainsi :
L. sin 28° 57' 30"...9.6373956 L. stng8° 12'...9.9998106

et : S S e T 2
L. str 35° 89" 30"...9.7276562 L.stn10b%42 --+9.9984242

somme - 2 LR. 39.3650518 19.9982348
19.9982348

2 Liosaer Gl 19.3668170
. S G=3a2 nol K
e 9.6834085 § * :
i = & 9 1909 J E=5% g 41
Donc P'angle 64° 44’ 60", mesuré dans un plan in-
cliné & Phorizon, se réduit a 64° 9" 41", lorsqu’il est
projeté sur le plan de I'horizon.

Ce probléme est utile dans U'art de lever les plans,
lorsque les points qu'on veut déterminer sont situés
a des hauteurs sensiblement différentes au-dessus d'un
méme plan horizontal.
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xcrv. Eaxemple 1. Connaissant les latitudes de deux
';f'l(}lilli.'-" du globe, et leur différence en longitude,

trouver leur plus courte distance.

On imaginera un triangle sphérique A CB formé
par le pole boréal C, et les deux lieux A et B dont il
sagit; dans ce triangle on connaitra Tangle au pole
ACB, qui est la différence en longitude des deux
points A et B, et les deux cOtés compris AC, CB,
qui sont les: compléments des latitudes des points A
et B. On déterminera donc le troisieme c¢oté AB par
les formules du cas 1ir.

Soient, par exemple, A et B les observatoires de
Paris et de Pekin ; la latitude boréale de l'un de ces
lieux est de 54° 26’ 36", celle de Pautre est de 44°
33" 73", et leur différence en longitude est de 126°
80’ 56". Ainsi on aura

a=— 45°73'64"
b —055 66 a0
C=—126 8o 56.
D’aprés ces donmées on aura pour déterminer ¢,

. cos C tang b
les formules tang ¢ = ——F——, cos c=

cos b cos (a—Q) e
— -\ i/ dont voici le calcul
cos l’{)

TivicosiCle = = . Q:GIX4352

L. tangb. . . . 10.0776707

L.zang Q. . . . 9.68g1059
L’angle ¢ que donnent les tables par le moyen de ce
logarithme - tangente est 28° 94’ 23". Mais il faut
observer que cos G est négatif, et qu'ainsi tang ¢
étant négatif, on doit prendre ¢ — — 282 94’ 23", ce
qui donnera a — ¢ = 74° 67' 87". Cela posé, en ob-
servant que cos (—@)=cos ¢, on achevera ainsi le

caleul




14 IRIGONOMETRIE

L.cos (a—9) . . 9.5b880938

Lircagibintsets s 9.31)71953

19.3952891

Lo P = als 5){)55&8)%

L. cogie. - T 9lhr8068

Donec la distance cherchée ¢ =— 82° 16’ 0b". Cette
méme distance peut s'exprimer en myriametres par
821.605 ; car un myriametre est la longueur d’un
are de dix minutes, et un metre est ceile d’'un are
d'un dixieme de seconde.

xcv. FEaxemple 111. Pour donner un exemple du
cas cinquieme , proposons-nous de résoudre le trian-
gle sphérique dans lequel on connait les deux angles
A =78° bo’, B=54° o', et le cOté opposé i Pun
d'eux @==99° 20’ 17". Au moyen de ces données,
on trouve d’apres le tableau de T'art. xcr, qu’il ne
doit y avoir gu'une solution , parce qu'on a tout
la fois @ < 100°%, B < 100° et A > B. Voici le calcul de
cette solution.

1° Le cbté & se trouvera par la formule sin & —

: sin B
S a I'”_R A;-
L.stn@. - . ... ... 9.9999659
Losr B2 o0 o oL o g.8755256
10— I SRR o . doseababnh

Bismeh i 4 9.9003.".{}0
Ce qui donne 6=>58" 50’ 14" ou son supplément
141° 49" 86" ; mais puisque angle B est < A, il faut
que le cbté b soit < @, ainsi la premiere valeur est la
seule qui puisse avoir lieu.

20 Pour avoir le cité ¢ on doit faire tang © —
cos B tang «

—, Sin (c—9) :
R

tang B cot A sin ©

B E
i




~ = - -
SPHERIQTUE. 415
[iseriPainoiiy 9-9999220
L.cosB. .-. U.""-;l.l!f'}nfi 7, U A5 tang B—1L R u.(r.";.ﬁj 193
L. tang a—LR 1.9016731 L.cot A...... 9.5455236

L. tang®. . .. 11.7220794 L: sin (e—9). . 9.6001649
O— g8t maieaf o a0 =0/l el T
Ici on a encore le choix de prendre pour ¢— ¢ la

G P Sl el . % Fet. O e P
valeur 26° 7' 70". 5, ou sonsupplément 173° g2’ 29". 5
mais en prenant cette seconde valeur , on aurait
¢ > 200° ainsi il faut sen tenir i la premiere, (Iui
donne c=124° 81’ gg". 3.
3° Enfin, pour salculer directement 'angle G
; | cos a tang B
nous prendrons les formules cof Y =—

R
e 1y 08 A sin d
st ( 1—) =

I'"I"J.!" I;
L.sind. ... .. 9:9999563
e FCOS: ET aets 8.0982928 T.cos A..... g.5202711
L.tang B—TLR o0.0547193 L. R—L cos B. 0.1795937
{Gicarda e 8.15630121 L. sin (C — ¢) 9.69g8a1r
$=99° 9 45".5 € — § =33° 4o’ 54".5
. 99 9 45.5

G—=a3a - Ho. . 6:..0

On n’a pas pu prendre pour C — ¢ le supplément
de 33° 4o' 54". 5, parce qu’il aurait donné pour C
une valeur plus grande que 200°. Ainsi on voit qu’en
effet le probléme proposé n’est susceptible que d’'une
solution.

Nota. Si on fait usage de lancienme division du cercle
pour le caleul de ces exemples, les angles donnés ou cal-
culés seront exprimés comme il suit

Fxemple I. Angles donnés. MON — 58 o’ §''.

DOM — 88° 18/ 28'',8, DON =

e Pl e ey e R
culé C =570 41" 4" .9,

94" ba' 40'",8. Angle cal-

Ea. II. Angles et cotés donnéds. e=— §1°9' 46",
025l gq", C

Ez . ILL. Angles et co

I ‘I.-’|” 77! 3o!''. Coté conclu. (':’;"'1“’;{\".‘]9” "

é¢sdonnés. A=r0°39g’, B=48"36/,

a— Bgr 16Lb3 '3

s P : - :
,5. Angleset cotés calculés. 65— 52"39'4"'5,

= rTas 2016756, G rrgiabliol
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