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LIVRE VIL

LA SPHERE

DPEFINITIONS.

I ]_JJ\ sphere est un solide termine par une surface
courbe, dont tous les points sont également distants
d’'un point intérieur quon appelle centre.

On peut imaginer que la sphere est produite par
ia révolution du demi-cercle DAE autour du diametre
DE - car la surface décrite dans ce mouvement par la
conrbe DAE aura tous ses points a égales distances
du centre C.

II. Le rayon de la sphere est une ligne droite me-
née du centre a un point de la surface ; le diametre
ou axe est une ligne passant par le centre, et termi-
née de part et d’autre a la surface.

Tous les rayons de la sphere sont égaux ; tous les
diametres sont égaux et doubles du rzyon.

[II. 11 sera démontré* que toute section de la
sphere, faite par un plan, est un cercle : cela posé,
on appelle grand cercle la section qui passe par le
centre , petit cercle celle qui n'y passe pas.

IV. Un plan est tangent a la sphere lorsqu’il n'a
qu'un point commun avec sa surface.

V. Le pole d’'un cercle de la sphere est un point
de la surface également éleigné de tous les points de
la circonférence de ce cercle. On fera voir * que tout
cercle, grand ou petit, a toujours deux poles.

VI. Triangle sphérique est une pariie de la surface
de la sphere comprise par trois arcs de grands cercles.
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Ces arcs, qui sappellent les cdzes du triangle, sont
toujours supposés plus petits que la demi-circonfé-
rence. Les angles que leurs plans font entre eux sont
les angles du triangle.

VII. Un triangle sphérique prend le nom de rec-
tangle, isoscele , équilaréral, dans les mémes cas quun
triangle rectiligne.

VIII. Polygone .~;_pﬁ.¢ff‘z.'_.yzu.* est une partie de la sur-
face de Ia sphere terminée par plusieurs arcs de grands
cercles.

IX. Fuseau est la partie de la surface de la sphere
comprise entre deux demi-grands cercles qui se ter-
minent 4 un diametre commun.

X. Jappellerai cozr ou onglet spherigue la partie du
solide de la sphere comprise entre les mémes demi-
grands cercles, et a laquelle e fuseau sert de base.

XL Pyramide sphérique est la partie du solide de
la sphere comprise entre les plans d’un angle solide
dont le sommet est au centre. La base de la pyramide
est le polygone sphérique intercepté par les mémes
I)filll‘:\.

XII. On appelle zone la partie de la surface de la
sphere comprise entre deux plans paralleles qui en
sont les dases. L'un de ces plans peut étre tangent a la
sphere, alors la zone n’a quune base.

XIII. Segment sphérigue est la portion du solide
de la sphere comprise entre deux plans paralleles qui
en sont les bases.

L’'un de ces plans peut étre tangent a la sphere,
alors le segment .s:])lu_’*riqn(: n'a qu'une base.

XIV. La hauteur d’une zone ou d’un segment est
la distanee des deux plans paralleles qui sount les
bases de la zone ou du segment.

XV. Tandis que le demi-cercle DAE tournant. au-
tour du diametre DE décrit la sphere , tout secteur
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circulaire, comme DCF ou FCH, déerit un solide
quon appelle seczewr sphérigque.

PROPOSITION PREMIERE.
TH % OREDME.

Toute section de la spf'?.cre,ﬁu'h? par un pfa.rz,
est un cercle.

Soit AMB la section faite par un plan dans la sphere
dont le centre est C. Du point G menez la l.u::-pemli-
culaire CO sur le plan AMB, et différentes lignes GM,
CM, a différents points de la courbe AMB qui termine
ka section.

Les obliques CM, CM, GB, sont égales, puisqu'elles
sont des rayons de la sphere , elles sont donc égale-
ment éloignées de la perpendiculaire CO*; done toutes
les lignes OM, OM, OB, sont égales; done la section
AMB est un cercle dont le 1_10'113!: O est le centre.

Corollaire 1. Si la section passe par le centre de la
sphere, son rayon sera le rayon de la sphere; donc
tous les gr;nuls cercles sont égaux entre eux.

II. Deux gr:m(ls cercles se coupent roujours en deux
parties égales ; car leur intersection communeg, pas-
sant par le centre, est un diametre.

[II. Tout grand cercle divise la sphere et sa surface
en deux parties ¢gales; car si, aprés avoir séparé les
deux hémispheres, on les applique sur la base com-
mune en tournant leur convexité du méme coté, les
deux surfaces coincideront l'une avec I'autre , sans
quoi il y au rait des points plus prés du centre les uns
que les autres.

IV. Le centre d'un petit cercle et celui de la sphere
sont sur une méme droite perpenrliuzl:;ire au plan du
p(-‘t]t cercle.

V. Les petits cercles sont d'autant plus petits liu‘ils
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sont plus eloignés du centre de la sphere ; car plus Ia

‘ distance CO est grande, plus est petite la corde AB,
il diametre du petit cercle AMB.

‘, VL. Par deux points dommés sur la surface d’une
i sphere, on peut faire passer un arc de grand cercle;
car les deux pmnrs donnés et le centre de la sphere
sont trois points qui déterminent la position d'un plan.
i Si cepe endant les deux points donnés étaient avx ex-
il trémités d'un diametre, alors ces deux points et le
l centre seraient en Ligne droite, et il y aurait une in-
'-,. finité de grands u-nh,s qui polum;uit passer par les
[l deux points donnés.

PROPOSITION IL
I THEOREME.
|

G, Dans tout triangle sphériqgue ABC , un coté

quw&r_mgue c_u!j;/us petit que la somme des deusx
aulres.

i Soit O le centre de la sphcrc, et soient menés les
i rayons OA, OB, OC. Si on imagine les plans AOB ,

! AOC, L()b ces plans imm{,mnt au point O un .muh,
-.n]uh_, et 1(4'-» angles AOB, AOG, COB, auront pour
mesure les cotés AB, AC, BC,

du triangle sphérique
ABC. Or, chacun les trois .m'1|ck plans qui composent
ldurflc ﬁ()lld[*, est moindre que la somme des deux
va, 5 Autres®; donc un coté quelconque du triangle ABC
"7 est moindre que la somme des deux autres.

1 PROPOSITION IIL
tl TEEORE ME,

: Le plus court chemin d’un point @ un autre, '
' sur la surface de la sphére, est Uarc de grand
cercle qui joint les deux points donnés.

i s So1t ANB lare de grand cercle qui joint les points
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A et B, et soit hors de cet arc, s'il est possible, M un
t de la ligne la plus courte entre Acct B. Parie

poin
de grands cercles MA, MB,

point M menez les arcs
et prenez BN —=MB.
Suivant le théoréme 1}1'134'&:h\.11t l'arc
e AM - MB; retranchant de |
il restera AN < AM. Or, la distance de B
avec Larc BM, ou

ANB est plus

court :’Il: )art et [Pi'l[ll.i‘(-‘,

BN —BM,
en M, soit quelle se confonde
ligne, est égale & ka distance de

quelle soit toute autre
plan du gr;m[l cercle

B et N ; car en faisant tourner le
BM autour du diametre qui passe i
ner le point M sur le point N, et alors la ligne la plus
courte de M en B, quelle quelle soit, se confondra
avec celle de N en Bj donc les deux chemins de A en
B, l'an en passant par M, V'autre en passant par N,
ale de M en B et de N en B. Le pre-
hypothese, le plus court; donc

par B, on peut ame

ont une partie €g
mier chemin est, par
la distznce de A en M est plus courte que la distance
de A en N, ce qui serait absurde, puisque Iarc AM
¢ AN ; donc aucun point de la ligne

est phlh’ grand qu
A et B ne peut &tre hors de 'are

8
la plus courte entre

ANB ; donc cet arc est lni-méme la ligne la plus courte
entre ses extrémites.
PROPOSITION IV.
THEORIME.

La somme des trois ctés d'un triangle sphé-
rique  est moindre que la circonférence dun
{;rmz([ cercle.

Soit ABG un triangle sphérique quelconque ; pro-
AB, AC, jusqua ce quils se rencon-
trent de nouveai en D. Les arcs ABD, AGD, seront
ences, puisque deux grands cercles

longez les cOLeés

des demi-circonféer

se coupent toujours en deux parties ¢gales™; mais dans

e triangle BCD on a le cOté 3G < BD 4- CD™; ajoutant
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de part et d’autre AB - AG, on aura AB 4 AC~ BC
< ABD+ ACD, c'est-a-dire, plus petit qu’une circon-
férence.

PROPOSITION V.

THEOREME.

La somme des cités de tout polygone sphé-
rique est moindre que la circonférence d’un
grand cercle.

Soit, par exemple, le pentagone ABCDE : prolon-
gez les cotés AB, DG, jusqu'a leur rencontre en | O
puisque BC est plus petit que BF + CF, le contour du
pentagone ABCDE est plus petit que celui du quadri-
latere AEDF, Prolongez de nouveau les cbtés AE,
FD, jusqu’a leur rencontre en G, on aura ED < EG
~+GD ; done le contour du quadrilatere AEDF est
plus petit que celui du triangle AFG ; celui-ci est plus
petit que la circonférence d'un grand cercle ; done
a _fortiori le contour du polygone ABCDE est moindre
que cette méme circonférence.

Scholie. Cette proposition est au fond la méme que
la xx11° du livre v ; car, si O est le centre de la sphere,
on peut mmaginer au point O un angle solide formé
par les angles plans AOB, BOC, COD, etc., et Ia
somme de ces angles doit éire plus petite que quatre
angles droits, ce qui ne differe pas de la proposition
présente. La démonstration que nous venons de don-
ner est différente de celle du livre v; Pune et lautre

supposent que le polygone ABCDE est convexe, ou
quaucun coté prolongé ne coupe la figure.

PROPOSITION VI.
THEOREM E.

S on mene le diametre DE perpendiculaire
aw plan du grand cercle AMB, les extrémités
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D et ¥ de ce diametre seront les poles du cercle
AMB , et de tous les petits cercles , comme FNG,
qui lui sont paralleles.

Car DG, étant [‘H’l'pt:h(h(‘.ll]ili]‘(} au plan AMB, est
pm‘pcnr_licuiu'n'e 3 toutes les droites CA, CM, CB, etc.,
meneées par son pied dans ce plan ; donc tous les arcs
DA, DM, DB, etc., sont des quarts de circonférence ;
i1 en est de méme des arcs EA, EM, EB, etc. ; donc
les points D et E sont chacun ¢galement éloignés de
tous les points de la circonférence AMB ; donc ils sont
Jes poles de cette circonférence .

En second lieu, le rayon DC, pm-_pe1uliu1h1i1‘e au
plan AMB, est perpendiculaire a son paralicle FNG;
donc il passe par le centre O du cercle FNG * ; donc
si on tire les obliques DF , DN, DG , ces obligues s'¢-
carteront également dela 1‘;erpem1icul:\ire DO et seront
égales. Mais les cordes étant égales, les arcs sont
éganx ; donc tous les ares DF, DN, DG, etc., sont égaux
entre eux ; donc le point D est le pole du petit cercle
FNG, et par Ja méme raison le point T est autre pole.

Corollaire 1. Tout arc DM mené dun point de lare
de grand cercle AMB 4 son pole est un quart de cir-
conférence, que nous appellerons pour abiéger un
quadrans, ou un quadrant, et ce quadrant fait en
méme temps un angle droit avee ’arc AM. Carla ligne
DC erant pe!‘p(-mdil_-lll:rirv_ an plan A MC, tout plan
DMC qui passe par la ligne DG est ptz]'pcmliculuin- an
plan AMC * ; done langle de ces plans, ou suivant la
déf, vi, Pangle AMD , est un angle droit.

II. Pour trouver le pole d’un arc donné AM, menez
Varc indéfini MD purpemliculnire 3 AM, prenez MD
égal @ un quadrant, et le point D sera un des poles
de l'are MD ; ou bien menez aux deux points A et M
les arcs AD et MD perpendiculaires 2 AM, le point de
concours D de ces deux ares sera le pole demandé,

*. def, 5

*18, 6.
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III. Réciproquement, si la distance du point D a
chacun des points A et M est égale 4 un quadrant, je
dis que le”point D sera le péle de I'arc AM, et qu'en
méme temps les angles DAM, A MD, seront droits.

Car soit C le centre de la sphere, et soient menés les
rayons CA, GD, CM: puisque les angles ACD, MCD,
sont droits, la ligne CD est perpendiculaire aux deux
droites GA, CM ; donc elle est perpendiculaire a leur
plan ; done Ie point D est le pole de 'are AM ; et par
suite les angles DAM, AMD, sont droits.

Scholie. Les propriétés des poles permettent de tra-
cer sur la surface de la sphere des arcs de cercle avec
la méme facilité que sur une surface plane. On voit,
par exemple, quen faisant tourner I'arc DF ou toute
autre ligne de méme intervalle autour du point D,
Iextrémité F déerira le petit cercle FNG; et si on fait
tourner le quadrant DFA auntour du poini D, I'ex-

trémité A décrira l'arc de grand cercle AM.

S’il faut prolonger I'arc AM, ou si on ne donne que
les points A et M par lesquels cet are doit passer, on
déterminera d’abord le pole D par intersection de
deux arcs décrits des points A et M comme centres
avec un intervalle égal an quadrant. Le pole D étant
trouvé, on décrira du point 1, comme centre et avee
le méme intervalle, I'arc AM et son prolongement.

Enfin, ¢l faut du point donné P abaisser un arc
perpendiculaire sur I'arc donné AM, on prolongera
celui-ci en S jusqua ce que Vintervalle PS soit égal &
un quadrant ; ensuite du pole S et du méme intervalle
on décrira I'arc PM, qui sera I'arc perpendiculaire de-
mandé.
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PROPOSITION VIIL

THEOREME.

Tout plan pPJ})P.r.'.(ffr_.-u[a.t'm a Uextrémité d'un
rayon est tangent a la sphere.

Soit FAG un plan pt_‘.rpemliculnirv. 3 lextrémité du fig. 226.
rayon OA ; si on prend un point quelconque M sur
ce plan, et qu’on joigne OM et AM, l'angle OAM sers
droit, et ainsi l2 distance OM sera plus grande que
OA. Le point M est donc hors de la sphere;et, comme
il en est de méme de tout autre point du plan FAG,
il s’ensuit que ce plan na que le seul point A com-
mun avec la surface de la sphere ; donc 1l est tangent
A cette surface *

Scholie. On peut prouver de méme que deux spheres
n'ont quun point commun, et sont par conséquent
tangentes 'une a Pautre : lorsque la distance de leurs
centres est égale a Ja somme ou a la différence de
leurs rayons, alors les centres et le point de contact

sont en ligne droite.
PROPOSITION VIIL

THEQORLEME.

L’angle BAC que font entre eux deux arcs de $g. 226.
grands cercles AB, AG, est égal a Uangle FAG
formé par les tangentes de ces arcs au point A :

il a aussi pour mesure L'arc DE, décrit du point
A comumne péle entre les cotés AB, AC, prolongés
d s'il est nécessaire.
% Car la tangente AT, menée dans le Ipl:m de Varc
AB, est perpendiculaire au rayon AO; la tangente
AG, menée dans le plan de P'ave AC, est perpendi-
culaire au méme rayon AO. Donc Pangle I"AG est

’

Donz. ed. 14




*6,
cor. 3,

250 GEOMETRIE.
égal 4 angle des plans OAB, OAC™, qui est celui des
arcs AB, AC, et qui se désigne par BAC.

Pareillement, si 'arc AD} est égal & un quadrant,
ainsi que AE, les lignes 0D, Ok, seront perpendicu-
laires a AO, et I'angle DOK sera encore égal a I';mgle
des plans AOD, AOE ; danc lare DE est la mesure de
Pangle de ces plans, ou la mesure de l'angle GAB.

Corollaire. Les angles des triangles sphériques peu-
vent se comparer entre eux par les ares de gl‘:mds cer-
cles déerits de leurs sommets comme pobles et compris
entre leurs cdtés : ainsi il est facile de faire un angle
¢gal a un angle donné.

Scholie. Les angles opposés au sommet, tels que
ACO et BCN sont égaux ; car I'un ou lautre est tou-
jours langle formé par les deux p]ans ACB, OCN.

On voit aussi que dans la rencontre de deux arcs
ACB, OCN, les deux angles adjacents ACO, OCB,

pris ensemble, valent toujours deux angles droits.

PROPOSITION IX.
THEOREME.

Etant donné le triangle ABC, st des points
A, B, C, comme pdles, on décrit les arcs EF,
FD, DE, gui forment le triangle DEF ; récipro-
quement les trois points D, E, F . seront les
poles des cotes BG, AC, AB.

Car le point A étant le pole de larc EX, la distance
AE est un quadrant; le point G étant le pole de Farc
DE, la distance CE est pareillement un quadrant;
donc le point E est éloigné d'un quadrant de chacun
des points A et C; donc il est le pole de 'arc AC *.
On démontrera de méme que D est le pole de Tarc
BC, et F celui de T'are AB.

Coroilaire. Donc le triangle ABG peut étre déerit
par le moyen de DEF, comme DEF par le moyen de
ABC.

-

o



triangles ABU,
cr{rr,‘mgfc- rence

srrmmolo
nzcmD{r_.

AC, jusqu’a la rencontre de I
le pnmr A est le pdle de Tarc GH, Fangle A aura pour
mesure Darc GH. Mais larc _1'! est un quadrant
ainsi que GF, puisqu
pole de AG ; donc El
férence. Or EH - GF est la méme chose que EF -}

PROPOSITION X.
PHEOREME.

Fes mémes choses élant ‘,"{J.H‘-:;f’.\ que dans le

théoréme ;;;r'u(f’wu! chaque 'u,“-':’v de lun des

DEF, aura pour mesure la demi- 1
moins le coté opposé dans autre

Soient m'()lunﬂ'('~‘-. gl est neécessaive, les cotés AD,

EF en G et H ; puisque
; |

ue E est le pole de AH, et F le

I-+ GF vaut une demi-circon-

GH ; donc Vare GH qui mesure Vangle A est égal a
ane demi-civconférence moins le ¢oté EF ; de méme
I'angle B aura pour mesure L cire.— DF, et I'angle (

* cire.— DE.

Cette {T’)plli ‘té doit étre réciproque entre les deux

lt1'mo|vn pur-{.w ils se déerivent de la méme maniere

I'un par le moyen de Tautre. Ainsi on trouvera que

les angles D, s F,; du triangle DEF, ont pour me-
r

L cire. — BG, & eire.— AG, 5 cile.

sures re ~.]}1 ctivemen

AB. En effet ang 'ln' D, par exemple, a pour me-
sure larc MI ; or TS!i +- BC=MC - Bl —=x circ. =
done l'are '\” mesure de Pangle D, = 5 cire, — BG,
ot ainsi des autr{_!?-.

Seholdie. 11 faut remarquer quoutre le triangle DEF
Oon en 11(;[:1*1'1“1 tormer trois autres par ||I|1:l~.t='.,‘|-.;
des trois arcs DE, EF, DF. Mais la proposition ac-
suelle n'a lien c [m- ]!i)lll‘ le triangle gentral , qui est

|jstmnuv des trois autres en ce que les deux dl!"]ln A

D

ot D sont situds d’un méme coté de BC, les deux B
17ps

f

fig.
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et B d’un méme coté de AG, et les deux G et F' d’un
méme coté de AB.

On donne différents noms aux deux Il‘inng]uq ABC,
DEF ; nous les appellerons ¢riangles polaires.

PROPOSITION XI.
LEMME.

Etant donné le triangle ABC, si du péle A et
de Uintervalle AC on décrit Uarc de petit cercle
DEC ; si du pdle B et de Uintervalle BC on décrit
pareillement Carc DFC, et que du pointD , ot
les arcs DECG, DFC, se coupent, on mene le
arcs de grands cercles AD, DB je dis que le
triangle ADB ainsi formé aura ses parties égales
a celles du triangle ACB.

Car par construction le coté AD—=AC, DB=BC,
AB est COmmui ; done ces deux LL‘i;\Tlgies ont les cotés
éoaux chacun a chacun. Je dis maintenant que les

o
angles opposés aux cités égaux sont égaux.
En effet, si le centre de la sphere est supposé en
0, on peut concevoir un angle solide formé au point
O par les trois angles plans AOB, AGC, BOG;

3 on

peut concevoir de méme un second angle solide formé
par les trois angles plans AGB, AOD, BOD. Et puis-
que les cotés du triangle ABG sont égaux a ceux du
triangle ADB, il sensuit que les angles plans qui
forment un de ces angles solides sont égaux aux angles
plans qui forment l'autre angle solide , chacun a
chacun : mais dans ce cas il a été démontré * que les
plans dans lesquels sont les angles égaux sont égale-
ment inclinés entre eux ; donc les angles du triangle
sphérique DAB sont égaux a ceux du triangle CAB,
savoir DAB—BAC, DBA=—ABC, et ADB—ACB;

done les edtés et les :IIIB]['S du triangle ADB sont égaux

aux coOtés et aux ;l!l:_{]t*s‘ du triangle ACGB.
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Seholie. L"('-;;ulil'(" de ces triangles n’est 4:rpumi;ml_
pas une é;_;‘;\lil-(" absolue ou de Sli}_w-rp()slliun , car il
serait impossible de les appliquer fun sur lautre
exactement, A moins quils ne fussent isosceles L/éga-
lité dont il sagit est ce que nous avons déja appele
une égalite par symmeétrie, et par cette Taison nous
appellerons les triangles ACB, ADB, (riangles synt-
metrigues.

PROPOSITION XI Il
THEOREME.

Deux triangles situés sur la méme sphere, ou
sur des spheres égales , sont égaux dans toutes
leurs parties, lorsqu’ils ont un angle égal com-
pris entre cotés égaux chacun a chacun.

Soit le coté AB—EF , le coté AC—EG, et langle
BAC—FEG, le triangle EFG pourra éire placé sur
le triangle ABC ou sur son ﬁ}'mmt':t.r'lquu ABD, de la
méme maniere (uon superpose deux triangles recti-
lignes qui ont un angle égal compris enfre cOtés
¢gaux. Donc toutes les parties du triangle EFG seront
('gule.s a celles du tri:mg]u ABC, clest-a-dire quoutre
les trois parties qui sont supposées égales, on aura le
coté BCG=FG, langle ABG —TEFG, et l'angle AGB
— EGF.

PROPOSITION XIIL

THEOREME.

Deux triangles situés sur la. méme sphere , ou
sur des spheres éga les, sont égaux dans toutes
leurs parties, lorsqu’ils ont un coté égal adje-
cent & deux angles égaux chacun a chacun.

Car Pun de ces triangles peut étre |Jl;1c‘.é sur lautre
ou sur son symmeétrique, comme on le fait dans le cas

parei} des triangles rectilignes. ¥ oyez prop. FIi, liv. 1.

iz, 230
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2OSITION X1V.

THEOREM E.
St deux triangles situés sur la méme s/)f{._',?(
ou sur des spheres ¢ ‘gales, sont équilatéraux
entre eux, ils seront awssi L’(/H!(H{“/t s, el les (mo{'; 2§
é saiux seront r»p/)mm aux cotés c” L.

Cela est manifeste par la pr'opeqnmn X1, ou l'on a
vu quavec trois cotds donnds AB, AG, BC, on ne
peut faire que deux triangles :\.(.b, ABD ., différents
quant a la position des parties, mais égaux quant a
la grandeur de ces mémes parties. Donc deux triangles
équilatéraux entre eux sont ou absolument égaux, ou
all Moins €gaux par symmétrie ; dans lun cE lautre
cas ils sont équiangles , et les angles égaux sont oppo-
Ses aux cotés égaux.

PROPOSITION XV.
THEORE ME.
Dans tout triangle sphérique isoscele les angles
L& -
Opposes aux cotés égaux sont egaux ; el récipro-

quement, si deux rmv/u d’un fufm"e’v sphér rigue
sont égauzx, le triangle sera isoscele.

1% Soit le coté AB=AC ; je dis qu'on aura Pangle

G=D: car si du sommet A au point D, milien de la
base, on mene larc AD, les deux triangles ABD,
ADG, auront les trois cotés égaux chacun a chacun;
savoir, AD commun , BD=DC, et AB=—AG : done,
par le théoréme précédent, ces triangles auront les
angles égaux, et on aura B=C,

2” Soit I'angle B=—=C ; je dis qu'on aura ;?.(,':AE‘I
car si le elté ABn’est pas egal'a AC, soit AB phi

LR AN
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_qnmcl des deux, prenez BO — AG, et joignez OC.
aux deux AC, BG;

Les deux cotés BO, BC , sont égaux
I’angle compris par les ]ll'i'lllil'i‘r‘\ OBC est égal & Vangle
compris par les seconds AGB. Donc les deux triangles
BOC, AGB, ont les autres parties égales *, et on
langle OGB= ABC : mais 'angle ABC, par hypothese,
— ACB; donc on aurait OCB=— ACB, ce qui est 1m-
donc on ne peut supposer AD différent de

'|\()Ssihlu o
AB, AC, opposes aux angles égaux

AG; donc les cOtés £
B et C, sont égaux.

Scholie. La méme Jdémonstration prouve que I'angle
BAD—=DAGC , et que langle BDA —=ADC. Donec ces
deux derniers sont droits ; donc Dare mené dw som-
met d’un triangle s(n/eé.r'f:gm: isoscele
base ; er diise Pangle du

aw miliew de sa base

est ‘;w}m-nrff’c':t?'f;.z'r-‘.z & cette

sommet en deux [Jr'u'tf._-s egales.
PROPOSITION X VI

THEOC R EME.

Dans un triangle sphérigue ARG, st langle A

gte st ] ? 5
o i b T paré BC 5
{‘Jx’ {J'/r’m ra;u..ru[ que ! angle B , le coté BC oppose
a Uangle A sera plus ;;',*'mu! que le coté AC op-
: }
POSE @ Langle B; réciproquement, St le coté BC
e . = b 72 2 i e ]
est plus gr.an.,r,fgz.{c{.;\. ,Pangle A sera plus grand
que [angle B.

1o Soit Pangle A > DB, faites Lan
aurez AD=—DB* : mais AD 4 DG est plus grand que
AG 5 & la place de AD mettant DB, on aura DB +4-DC
ou BC> ACG.

2° Si on suppose BC > AG, je dis que 1

e BAD=Db, vous

‘angle BAC
sera plus grand que ARG : car, si BAG était €gal a
ABC, on aurait BG=—= AG ; et st on avait BAG < ABC,
il s'ensuivrait, par ce qui vient détre démontré, gu'on
a BG < AC; ce guu est conire la huppnf.iliml. Donc

Pangle BAC est plus grand que ABC.

AT
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PROPOSITION XVII.

THEOREME.

St les  deuz cités AB, AC, du triangle sphé-
rigue ABC sont égaux aux deuxr cétés DE . 1D
du triangle DEF tracé sur une sphere égale , «i
en méme temps langle A est plus grand que
Cangle D, je dis que le troisieme coté BC du pre-
mier triangle sera plus grand que le troisieine

L o
EF du second.

La démonstration est absolument semblable a celle

de la prop. x, livre 1,

PROPOS

TION XVIII.
THEOREME.

St deux triangles tracés sur la méme sphere
ow sur des spheres égales sont équiangles entre
ewx , ils seront aussi équilatéranx.

Soient Aet B les deux triangles donnés, P et Q leurs
triangles polaires. Puisque les angles sont égaux dans
les triangles A et B, los cotés seront égaux dans les po-
laives P et Q “: mais de ce que les triangles P et Q sont
équilatéraux entre eux, il se

suit quils sont aussi
équiangles *5 enfin , de ce que les angles sont égaux
dans les triangles P et Q, il s'ensuit * que les c¢dtés sont
égaux dans leurs polaires A et B. Done les triangles
équiangles A et B sont en méme temps équilatéraux
entre eux.

Onpeutencore démontrer la méme proposition sans
le secours des triangles polaires de la maniere suivante.

Soient ABC , DEF, deux triangles équiangles entre
eux , de sorte qu'on ait A=—D, B—F C

_— 1‘1 7 o

—F; jeidis
quon aura le cét¢ AB=DE, AC—=DF, BC— EF.

g 4
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Sur le prolongement de

'2!7

s cotés AB, AC, prenez AG

—DE, et AH=DF; joignez GH et prolongez les arcs

BC, GH, jusqu’a ce quiils se rencontren
Les deux cotés AG, AH, sont par
; Pangle compris GAH—=BAG

égaux aux deux DF, DE

—EDF; donc * les triangles AGH,
dans toutes leurs parties, donc

—ABC, et langle AHG —DFE

Dans les triangles IBG, KBG
mun, langle IGB —GB
égal & deux droits, ains
égaux *,

Pareilleme

conclura que

adjacent a deux angles égaux; donc

done IH=—CK , et HK=IC.

ten I et K,

construction

DEF , sont égaux * 12,

Pangle AGH=DEF
— ACB.
le coté BG est com-

7)

K ; et puisque IGB-+ BGK est
i que GBK 4 IBG, il s'ensuit
que BGK—=IBG. Donc les triangles 1BG, GBK , sont
done IG =BK, et IB—=GK.

nt, de ce que Pangle AHG=ACB, on
les triangles ICH , HCK , ont un cOté égal

» ils sont égaux;

Maintenant, si des égales BK, IG , on retranche leg
H, seront égaux. D’ail-

égales CK, IH, les restes BC, G
leurs langle BCA=AHG, et

Dong les triangles ABG, AHG,
jacent & deux angles égaux; donc ils sont égaux :
mais le triangle DEF est égal dans toutes ses luu-t.ies
au triangle AHG ; donc il est égal aussi au triangle

ABC, et on aura AB=—DE

2

Pangle ABC=AGH.

ont un coté égal ad-

AG=—DF, BC=EF;

donce, si deux triangles sphériques sont f?(lui:mf_;les

entre eux, les cotés f)pposés anx angles égaux seront

égaux.

Scholie. Cette 1‘):'(_1pnrsiti(m n’a pas lien dans les
triangles vectilignes , ot de Iégalité des angles on ne
peut conclure que la pl‘(l[a()l't';nrllullil‘(': des cOtés. Mais
il est aisé de rendre compte de la différence qui se
trouve a cet t}g:il'tl entre les triangles rectilignes et

1 - - - . . ’
les triangles sphériques. Dans la proposition presente,

ainsi que dans les prop. XIT, XIIL, XIV et xXvir, ou

il sagit de la t'mnp:lrulsmn ¢

les

triar

igles, il est dit
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expressément que ces triangles sont tracés sur la
méme sphere ou sur des spheres égales. Or les ares
semblables sont proportionnels aux rayons; done,
sur des spheres égales, deux triangles ne peuvent
étre semblahles sans étre égaux. Il n'est done pas
surprenant que I'égalité des angles entraine I'égalité
des ¢dtés.

Il en serait autrement si les IZl'i:nglﬂS étaient traces
sur des spheres inégales; alors les angles dtant égaux,
les triangles seraient semblables, et les cotés homo-
logues seraient entre eux comme les rayons des
spheres.

PROPOSITION XIX.
THEOREM E.

La somme des angles de tout triangle sphe-
rique esi motndre que six et pfzm grande que
deuzx angles droits.

Gar 1° chaque angle d’'un triangle sphérique est
moindre que deux angles droits (voyes le scholic ci-
apres) s done la somme des trois angles est moindre
que six angles dvoits.

2° La mesure de chaque angle d'un triangle sphé-
rique est égale 4 la demi-cireonférence moins le coté
correspondant du triangle polaire®; done la somme
des trois ;111:_}‘]05 a pour mesure trois demi-circonfé-
rences moins la somme des c6tés du triangle polaire.
Or cette derniere somme est plus petite qu'une cir-
conférence *; donc, en la retranchant de trois demi-
circonférences, le reste sera plus grand qu'une demi-
¢irconférence, qui est la mesure de deux angles
droits; done 2% la somme des trois angles d'un triangle
sphérique est plus grande que denx angles droits.

Corolfaire I, La somme des angles d'un triangle

sphérique n'est pas constante comme celle des mi-




e

i2 it

le troisieme.

LIVRE VI

anoles rectilignes ; elle varie de
o D ?

jusqu'a six , sans pouvoir étre ¢

limite. Ainsi deux ;1[1:_;](15 donnés ne

Corollaire 11.

deux ou trois angl

obtus.

Si le triangle ABC est &

¢l a deux angles droits B ¢
s et les cOtés AB, AG, seront des

]u":le de la b:

gquadrants.

Si en outre l'angle A est droit,
tri-rectangle , ses angles seront tous ¢

des quadrants. Le triangle tri-rectangle ¢
huit fois dans la surface de la sphere 3
236 , en supposant l'arc MN égal a un

voit par la fig.
qumlr:lnl‘..

Scholie. N

cede, et conformément a la défimt.

es

BC™

214
puis deux angles droits
soale a I'une ni a Vantre

font pas connaitre

Un triangle sphériqut: peut avoir
5

droits, deux ou trois angles

j-rectangle, cest-a= dire
t C, le sommet A sera le

le triangle ABC sera
Iroits et ses cOtés
3t contenu

cest ce que l'on

ous avons :supposé dans tout ce qui pnﬂu

vi, que les trian-

gles sphériques ont leurs cOtés toujours plus p(etits

que la demi - circonférence ; alors il s’
angles sont toujours plus petits que deux ar

ensuit que les

1gles droits:

car, si le cOté AB est moindre que la demi-circonfé-

rence, ainsi que AG, ces arcs doivent é

tous deux pour se rencontrer en D. Orles deux angles

tre prnh m;,;‘(-'!s

ABC, CBD, pris ensemble, valent deux angles droits;
done langle ABGC tout seul est moindre que deux

angles droits.

Nous observerons cependant qu'“;l existe des trian-

gles spha_‘riqnvs

que la demi-circonférence , €t
angles droits. Car, si on prolonge

f__r‘r:mds que deux

1 I e .
e cote AL en une cireon

1 . A ’
dont certainsg cotes sont plns ‘_"‘n'a!lllﬁ

.t certains angles plus

férence entiere ACE, ce qui

reste, en retranchant de la demi -sphere le triangle

ABC , est un nouveau triangle,
Aussi par ABG, et dont les cOtés sont AB, BG, |

f[ll‘f]il peut désigner

DC.

fig. 237
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On voit done que le coté AEDCG est plus grand que la
demi-circonférence AED ; mais en méme temps ’an-
gle opposé en B surpasse deux angles droits de la
quantité CBD.

An reste si on a exclu de la définition les triangles
dont les cotés et les angles sont si grands, c’est que
leur résolution ou la détermination de leurs parties
se réduit toujours a celle des triangles renfermés dans
la définition. En effet on voit aisément que si on
conuait les angles et les cotés du triangle ABC, on
connaitra immédiatement les angles et les cotés du
triangle de méme nom qui est le reste de lzulemi-spll(ﬂ‘c.

PROPOSITION XX.
THEOREME,

Le fiseau AMBNA est a lasurface de la sphere
comne U'angle MAN de ce fuseau est & quatre
angles droits, ou comme U'arc MN qui mesure
cet angle est a la circonférence.

Supposons d’abord que 'arc MN soit 4 la circon-
férence MNPQ dans un rapport rationnel, par exem-
ple, comme 5 est a 48. On divisera la circonférence
MNPQ en 48 parties égales, dont MN contiendra 5;
joignant ensuite le péle A et les points de division
par autant de quarts de circonférence, on aura 48 tri-
angles dans la demi-sphere AMNPQ, lesquels seront
tous €gaux entre eux, puisquils auront toutes leurs
parties égales. La sphere entiere contiendra done g6
de ces triangles partiels, et le fuseau AMBNA en con-
tiendra 10 ; done le fuseau est i la sphere comme 10
est a 96, ou comme 5 est 4 48, cest-i-dire comme
l'arc MN est a la circonférence.

Si lare MN n'est pas commensurable avec la cir-
conférence , on prouvera par le méme raisonnement
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beaucoup d’exemples, que le fuseaun
are MN est a la cir-

dont on a deja Vi
est toujours a la sphere comme
conférence.

Corollaire 1. Deux fuseaux sont entre eux comme

leurs angles respectifs.
Corollaire 11. On a dé]
gale A huit triangles tri-rectangles ™ ;

de la sphere est ég
si laire dun de ces triangles est pri.‘i(-. pour

la surface de la sphere ser
la surface du fuseau dont L'angle est A sera
(si toutefois langle A est évalué
;jcaron a 2 A:8

a vu que la surface entiere

donc,
o o ar bdamrda sy 8
Punité, a représentée par S.
Cela posé,
exprimée par oA
en prenant Fangle droit pour unité )
.vA:4. 11y adone ici deux unités différentes
pour les angles, cest langle droit ; lautre pour les
le triangle sphérique tui-rectangle, ou
! 81
sont droits, et les cotés des

; P'une

surfaces, c'est
celui dont tous les angles
quarts de circonférence.
Scholie. L'ougicl; sphériq_uc compris par
AMB, ANB, est au olide entier de la sphere comme
Car les fuseaux

les plans

Pangle A est a quatre angles droits.
les onglets sphn':riqt.urs seront pelmilh:-

étant €gaux,
es sont entre

ment égaux : done deux m'lglets sphcrlr[u

eux comme les angles formés par les plans qui les

1'-011]1;)[‘(3[1 nent.

PROPOSITION XXI.
THEOREME,

Deux triangles sphériques symmétriques sont
égaux en surjace.

Soient ABC, DEF deux triangles symmétriques
Cest-a-dire. deux triangles qui ont les cotés égaux, A B
—DE, AC=DF, CB= EF, et qui cependant ne
pourraient dtre SUpErposes ; je dis que la surface ABCG

est égale a la surface DEF

¥ 19.

fig. 237.
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Soit P le péle du petit cercle qui passerait par le

trois Imima‘ A,B,C (1); de ce pt)int soient menés les

*6. arcs égaux * l’\ PB I-)(x ; au point F faites langle

’)
DFQ=ACP, larc FQ=CP, et joignez DQ, EQ.
Les cotés DF, FQ, sont égaux aux cbtés AC, CP,
Fangle DFQ=ACP ; donc les deux triangles DFQ,

12. AGP, sont égaux dans toutes leurs parties * ; done ie

cOté DQ—AP, et 'angle DQF — APC,
Dans les triangles proposés DFE, ABG, les angles
DFE, ACB, opposés aux cotés égaux DE, AB, étant

. égaux *, si on en retranche les angles DFQ, ACP,

égaux par construction, il restera i"'m:_;l{' QFE égal a
PCB. Dailleurs les cotés QF , FE, sont égaux aux
cotés PC, CB ; donc les deux triangles FQE, GPB,
sont égaux dans toutes leurs parties ; done le coié
QE=—=PB, et 'angle FQE—CPB.

Si on observe maintenant que les triangles DFQ,
ACP, qui ont les ¢Otés égaux chacun a chacun, sont
en méme temps isosceles, on verra qu’ils peuvent s’ap-
pliquer T'un sur lautre ; car, ayant placé PA sur son
égal QF, le coté PC tombera sur son ¢gal QD, et
ainsi les deux triangles seront confondus en un seul :
donc ils sont égaux, donc la surface DQF—=APC,
Par une raison semblable la surface FQE—=CPB, et
la surface DOE—=APB ; donc on a JJ()I"—{- FOQE —
DQE—APC 4-CPB—APB; ou DFE—=ABC ; done
les deux triangles symmétriques ABG, DEF, sont
i’fgﬂll_‘(_ en Sl.ll‘f:l(‘(].

Scholic. Les poles P et () pourraient étre situés au-
dedans des triangles ABC, DEF ; alors il faudrait
ajouter les trois tu.u'f-lf:s DQF, ¥FQE, DQE, pour

(x) Le cercle qui passe par les trois points A, B, G, ou t[ul
est circonscrit au triangle ABGC, ne peut étre qu'un petit cercle
de la :i)lxu:. ; car, si ¢'était un .gr.lm] cercle , les trois cotés AB
BC, AC, seraient situés dans un méme plan , et le triangle ABC
se réduirait 4 un de ses cdtés.
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or le triangle DEF, et pareillement il fau-
drait ajouter les grois triangles APC, CPB, A PB, pour
le triangle ABC: d’ailleurs la démonstra=

aient toujours les mémes.

€Tl l‘(ll“]}['-."‘

en ('l}ln]':(\h‘l'i‘
tion et la conclusion ser

PROPOSITIO NOX RT L
THEOREME.

wwles AOB, COD, se coupent fig. 238,
comme on ns Chémisphere AOGCBD,
la somme des tria ug/m' np;m.\‘::‘.v AQC, BOD, sera
égale au fuseau dont langle est BOD.

Car, en prolongeant les arcs OB, OD, dans 'autre
% leur rencontre en N, OBN sera
une demi-circonférence, ainsi que AOB ; retranchant
de part et dautre OB, on aura BN — AO. Par une
raison semblable on a DN —(CO, et BD=AG; done
eux triangles A( )C., BDN, ontles trois cOLEs egaux:
est telle quils sont symmétri-

St deux gr(rmi’s cer
voudra da

hémisphere jusqu’

les d
d’ailleurs lenr position
ques I'un de Iautre; done ils sont égaux en surface ¥,
et la somme des triangles AQG, BOD, est équivalente
au fuseau OBNDO dont I'angle est BOD.

Scholie. L est clair aussi que les deux pyramides
sphériques qui ont pour bases les triangles AOC,
BOD , prises ensemble , équivalent a 'onglet sphé-
rique dont I’angle est BOD.
PROPOSITION XXII I.

THEORE M E.

La surface d'un triangle sphérique quelconque

3 ? : y .
a pour mesure Pexces de la somme de ses lrois

angles sur devx angles drotts

Soit ABG le triangle proposeé ; prolongez ses cOlés
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jusqua ce qu’ils rencontrent le grand cercle DEFG,
mené comme on voudra hors du triangle. En vertn du
théoréme précédent, les deux triangles ADE, AGH ,
pris ensemble ; équivalent au fuseau dont langle est
A, et qui a pour mesure 2A* : ainsi on aura ADE -
AGH=2A; par une raison semblable BGF -{- BID
— 2B, CIH -}- CFE — 2C. Mais la somme de ces six
triangles excede la demi-sphere de deux fois le tri-
angle- ABG, dailleurs la demi-sphere est représentée
par 4; donc le double du trfangle ABC est €gal a sA
+ 2B+ 2C— 4, et par conséquent ABG— A 4+ B
+C-—2; donc tout triangle sphérique a pour mesure
la somme de ses angles moins deux angles droits.

Corollaire 1. Autant il y aura d’angles droits dans
cette mesure, autant le triangle proposé contiendra
de triangles tri-rectangles ou de huitiemes de sphere
qui sont I'unité de surface®. Par exemple, si les angles
sont égaux chacun aux £ d'un angle droit, alors les
trois angles vaudront 4 angles droits, et le triangle
proposé sera représenté par 4 —o ou 2; donc il sera
égal a deux triangles tri-rectangles ou au quart de la
surface de la sphere.

Corollaire 11. Le triangle sphérique ABC est équi-

A+4B-C

valent au fuseau dont Pangle est —1; de

méme la pyramide sphérique, dont la base est
ABC, équivaut a I'onglet sphérique dont l’:mg]c est
A+4-B4-C
—

=l

Scholie. En méine temps qu'on compare le triangle
sphérique ABC au triangle tri-rectangle, la pyra-
mide sphérique qui a pour base ABC se compare avec
la pyramide triﬂ‘t'ct.kunghz, et 1l en résulte la méme
proportion. Langle solide au sommet de la pyramide
se compare de méme avec i’;‘mglfr solide au sommet
de la pyramide tri-]‘uc[nngie: en effet la comparai-
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son sétablit par la coincidence des parties. Or, si
les bases des pyramides coincident, il est évident que
les. pyramides elles-mémes coincideront, ainsi que
les angles solides a leur sommet. De la résultent piu-
sieurs conséquences.

1° Deux pyramides triangulaives sphériques sont
entre elles comme leurs bases; et, puisquune pyra-
mide polygonale peut se partager en plusieurs pyra-
mides triangulaires , il s'ensuit que deux pyramides
sphériques quelconques sont entre elles comme les
polygones qui leur servent de bases.
mides sont également dans la proportion des bases ;

donc. pour comparer deux angles solides quelcon-
b | I 8 {

2° Leg angles solides au sommet des mémes pyra-

ques , il faut placer leurs sommets au centre de devx
spheres égales, et ces angles solides seront entre eux
comme les polygones sphériques interceptés entre
leurs plans ou faces.

L’angle au sommet de la pyramide tri-rectangle est
formé par trois plans p(_-.r]:-\:ndi('ulni|'cs entre eux : cet
angle, qu'on peut appeler angle solide droif, est trés-
propre a servir dunité de mesure aux antres angles
solides. Cela posé, le méme nombre Gui donne I'aire
d’un polygone sphérique donnera la mesure de l'angle
solide correspondant. Par exemple, si l'aire du poly-
gone sphérique est 2, clest-a-dire, sil est les 7 du
triangle tri-rectangle, langle solide correspondant

sera aussi les > de 'angle solide droit.

PROPOSITION XXIV.
THEOREME.

La surface d’un polygone sphérigue a pour

maesiire ./(.". SOfRIe f'{(,‘ Ses ({H,“[F".\'.. N"(‘H‘H.T [rf pro-
o ? i

Douz. edit. 10
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duit de deux (!’1’}5_;[/<:5. droits par le nombre des

cotes du polygone moins deux.

D'un méme sommet A soient menées & tous les
autres sommets les diagonales AG, AD; le polygone

ABCGDE sera part: en autant de triangles moins
deux qu’il a de c6tés. Mais la surface de chaque tri-
angle a pour mesure la somme de ses angles moins
deux angles droits, et il est clair que la somme de tous

les angles des triangles est éoale & la somme des anoles
o] o =) =

du polygone : donc la surface du polygone est égale a
la somme de ses angles diminuée d’autant de fois deux
angles droits qu'il a de ¢Otés moins deux.

Scholie. Soit s la somme des angles d’un polygone
sphérique , n le nombre de ses cdtés; I'angle droit
¢rant supposé unité , la surface du polygone aura

pour mesure s— 2 {!1--— :)_;1 ow §— 21—+ 4.
PROPOSITION XXV.
THEORE ME.

Soit S le nombre des angles solides d'un polyedre , i le
rombre de ses faces , A le nombre de ses arétes ; je dis qu’on
aura toujours S 4 H—A -} 2.

Prenez au-dedans du polyedre un point d’oti vous mene-

z des lignes droites aux sommels de tous ses angles ; ima-
ginez ensuile que dn méme point comme centre en déerive
une surface sphérique qui soit renc

lignes en autant de points; joignez ces points par des arcs
.
1

e par toutes ces

de grands cercles , de maniere a former sur la surface de la
sphere des polygones correspondants el en méme nombre
avee les faces du polyédre. Soit ABCDE un de ces polygones

el soit 72 le nombre de ses cOtés 3 sa surface sera s —an ~4,

¢ etant la somme des angles A, B, C, D, E. Si on évalue

sembl

ihlement la surface de chacun des autres polygones
sphériques , et qu’on les ajoute toutes ensemble . on en con

clura que leur sonime, on la surface de la sphere représent e

pan 8, est égal a somme de tous les angles des polygones,
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moins deux fois le nombre de leurs ¢dtés , plus /4 pris auntant
de fois .qwil y a de faces. Or, comme tous les angles qui
s’ajustenit autour d'un méme point A valent quatre angles
droits . la somme de tous les angles des polygones cst ¢gale
A 4 pris autant de fois quil y a d’angles solides ; elle est
done égale ¢ 3
BC . CD, etc. est égal au quadruple du nombre des arétes
ouz

4S. Ensuite le double du nombre des cOtés A

]

— A, puisque la méme aréte seri de ¢O1é & denx faces :
donc on-aurh 8=— 48— /iA1= 4H; ou ; en'prenant le quart
5 —A-Hsdone S H=e=A-4-2.

Corollaire. 11 suit de la que fa somumne des angles plans
| {24

de chaque membre , 2

qui forment les angles solides dCun polyédre est égale @ au-

tant de fois quatre angles droits qu'ily a d'unités dans 5—2

S deunt le nombre des angles solides du polyedre.

Car, si on considere une face dont le nombre de cOtes
est 72, Ja somme des angles de celte face sera on—/ angles
droits

/is la semmie de tous les 272, oule double du nem
bre des cotis de toutes les faces,=4fA , el ] pris autant de
fois qu'il y a de faces =/4H; done Ja somme des angles de
toutes les faces = 4A —4H. Or, parle théoréme quon vienl
de démontrer, on a A —H=5-—2, et par conséquent 4A

-4H =4 (

Done la sommne des angles plans ; etc.
. . L = e
PROPOSITION XXVL
THEOREME.,
De tous les triangles sphériques formes avec denw cotes

donnes CB , CA., et un trousieme a volonie le plus grand
AL

L est celud dans lequel Langle C, compris par les cOtés
donnés , cst égal a la somme des dewa autres angles A et B.

L 1 e . A 2 3, 3 b

Prolongez les denx cotés AC, AB. jusqu’a leur rencontre
en D, vous aurez un triangle sphérique BCD , dans lequetl

I'angle DBC sera anssi égal a4 la somme des deux auvtres

angles BDC , BCD : car BCD BCA étant égal 4 deux
angles droits, ainsi que CBA --CBD , on a BCD - BCA =
CBA - CBD ; ajoutant de part et d’antre BDC 3AC , on
aura BED 4-BCA -} BDC == CBA - CBD +- BAC. Qr, par
hypothase, BCA—=CBA 4-BAC; done CBD=BCD 4-BDC-

o
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Menez BI qui fasse 'angle CRI=BCD , et par suite IBD
— BDC; les deuy triangles IBC , IBD , serontisosceles , et on
aura IC=1IB =1ID. Donc le point I, milieu de DC, est a
dgale distance des trois points B, C, D : par une raison sem-
blable le point O, milien de AB, sera également distant
des trois points A, B, C.

Soit maintenant CA' —=CA et'angle BCA'>BCA ; sil'on
joint A'B, et qu'on prolonge les ares A'C, A'B, jusqu’a

leurrencontre en D', Parc D'CA’ seraune demi-circonférence

ainsi que DCA ; donc puisqu’on a CA'=CA , on aura aussi
CD'=CD. Mais dans lz triangle CID', on a CI - ID' > CD/;
done [D'>CD —CI, ou ID' >1ID.

1
en deux également par I'arc EIF qui sera perpendiculaire
sur le milien de BC. Si on prend un point L entre I et E, la

distance BIL

ans le triangle isoscele CIB divisons I'angle du sommet I

gale a 1.C, sera moindre que BI ; car on peut
démontrer, comme dans la prop. 1x, liv. 1, qu’on a BL-}-
LE < BI--1C; done en prenantles moitiés de part et d’autre,
on aura BL < BI. Mais dans le triangle D'LC on a 'L >D'C
— CL, et a plus forte raison D'L >DC—CI, ou D'L>DI,
ou D'L >BI; done D'L > BL. Done si on cherche sur are
EIF un point également distant des trois points B, C, 1)/,
ce point ne saurait se trouver que sur le prolongement de
LI vers T'. Soit 1’ le point cherché , en sorte qu'on ait D' I’

on aura les angles égaux 'BC=T'CB , I'BD'=I'D'B, I'CDr
= 1I'D'C. Mais les angles D'BC-{-CBA’ valent deux angles
droits , ainsi que D'CB --BCA’ ; done

DVBI' 4+ I'BC -} CBA'=— 2,

BCI'— I'CD! 4~ BCAY=— 5.

Ajoutant les deux sommes et observant qu’on a 'BC—=BCI’
et D'BI'—I'CDH'=BD/I'—1'D'C = CD'B—CA'B , 0N aura
2" BC+ CA'B 4 CBA'-BCA'— 4
Done CA'B - CBA'4=BCA!

2 (mesure de Paire du trian-
gle A'BC) =2 —al'BC; de sorte quon a aire A'BC =1 —

tacTel

; semblablement dans le triangle ABC, on au-

2. — 2 angle IBC. Or, on a démontré que

grand que IBC ; done PPaire A'RC est
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et la méme conelusion auraient

TLa méme d {monstration
CGAl=GAon faisailt

liew , si, en prenant toujours l'are
Pangle BCA' < BCA; done ABC est le triangle le plus grand

enlre tous ceux qui ont deux cdtés donnds et le troisieme a

volonté.

Scholie 1. Le triangle ABC, le plus ;,{1‘:11n1 entre tous cenx
qui ont deux cotés donnés CA., CB, peut Stre inserit dans
un demi-cercle dont la corde du troisieme coté AD sera le
diametre; car O étant le milien de AB, on a vu que les dis
tances OC, OB, sont ulgah"_\; done la circonférence de petit
cercle déerite du point O comme pole et de Iintervalle OB
passera par les Lrois points AL B C.Deplus la ligne droite
BA est un diametre de ce petit cercle; car le centre qui doil
se trouver A la fois dans le plan du petit cercle et dans le
and cercle* BOA , se trouvera nécessai- Pt

plan de larc de
rement dans lintersection de ces deux plans qui est la droite
BA , et ainsi BA sera un diametre.

II. Dans le triangle / BC, Pangle C étant ¢gal a la somme
des deux autres A et B, il s’ensuit que la somme des trois
angles est double de I'angle C. Mais cetle somme est tou-

jours plus grande que deux angles droits* 3 done l'angle G *uy

and go'un droit.

esl illt!ﬁ
i I'on prolonge les cotés CB, CA, jurfl’.\':": leur re

IIL. ¢
contre en &, le triangle B/
de la sphere. Car I'angle E=C=ABC- CAB; done les

e BAE (‘(lni\‘nlcnl aux quatre AR

AT sera égal au quart dela surface

1
5

trois angles du triang
ABE, CAB , BAE dont 1. somme est ¢
le

qui est le quart de la surface de la sphere.

LV. Tl n%y

cotés donnés

le & quatre angles

eas VJI 2

droits ; donc la surface du triar

¢ aurait pas lien A maximum , silasomme des denx

CA, CB, dtait égale ou plus grande que la’

demi-circonférence d'un grand cercle. Car puisque le trian-
gle ABC doit étre ‘nscrit dans un demi-cercle de la sphere ,
la somme des denx cotés CA, CB. sera moindre que la
demi-circonférence BCA* , et par consequent moindre que la ;.
demi-circonférence d’un grand cercle.

La raison pourquoi il n’y a pas de maximun., lorsque la

somme des denx cotés donnds est plus grande que la demi-

ety . . x =
eirconférence d’un grand cercle, cest qu alors le tri
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I augmente de plus en plus & mesure que P'angle compris par
,il les ¢6tés donnds est plus grand; enfin , lorsque cet anglesera
égal & deux droits, les trois cotds seront dans un méme

( plan, et formeront une ecirconférence entiere ; le triangle
f sphérique deviendra donc égal a la demi- sphere , mais il
’ I cessera alors d’étre triangle.
.
l 1

J PROPOSITION X XVIL.

THEOREM E.

i
: i De tous les triangles spheriques formés avec un coté donne
‘! el un périmetre -donné , le plus grand est celui dans lequel
| | les deux cOtcs non déterminds sont egaue.
I hg. 249. Soit AB le ¢6ié¢ donné commun anx deux triangles ACB,

ADB, et soit AC}-CB—AD 4 DB ; je dis que le triangle
I isoscele ACB , dans lequel

AC=CB, est plus grand que le
non-isoscele ADB.

|
|. Car ces 1:'i.'m;;lc:-; ayant la partie commune AOB , il suffi
§, ! de faire yoir que le triangle EOD est plus petit que AOC.

L’angle CBA égal 4 CAB, est plas grand que OAB ; ainsi
i 0 le coté AQ est plus grand que OB* ; prenez Ol —=0B, faites
! OK=0D, ct joignez KI; le triangle OKI sera égal 2 DOB”.
81 on nie maintenant que le triangle DOB ou son ¢gal KOT '

soit plus petit que OAC, il faudra qu’il soit égal ou plus

grand ; dans 'un el 'autre cas , puisque le point I est entre
I fes points A et O, il faudra que le point K soit sur OC pro-
longé , sans quoi le triangle OKT serait contenu dans le
{ triangle CAQ , et par conséquent plus petit. Cela posé, ie
plus court chemin de C en A étant CA > on a CK K1

IA > CA. Mais CK = 0D —CO, AI—AO —OBR , KI—=BDj;

doncOD—CO--AO0—OB +-BD > CA, et en réduisant AD
L i —CB4-BD>CA, ou AD-|-BD'> AC -+ CB. Or cette iné-
|! galité est contraire a I'hypothese AD +BD —ACH-CB,

! donc le point K ne peut tomber sur le prolongement de OC;

donc il tombe entre O ¢t C, ot par conséquent le triang
ral ODB , est plus petit que ACO ; done le
ACE est plus grand quele non-isoscele ADB

do méme base et de méme périmetre.

le
1 |

KOI , ou son

triangle isoscel

Schiolie. Ces deux dernies

'S propositions sonl analogues
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aux prmmsi?inn&-‘. 1 et rix de l‘a]':pvm:li:‘c au liv. 1v; ainsi on
peut en tirer , par rapport aux polygones sphériques , les
conséquences qui ont lieu pour les polygones rectilignes.

Voici les principales :

1° De tous les polygones ‘\]:/u'rﬁ'(fm‘.v isopérimetres et d’un
méme nombre de cités , le plus grand est un polygone équi-
latéral.

Méme démonstration que pour la prop. I1 de i’;tpp(_-mlii_:e:
au livre IV.

22 De tous les polygones .\_‘];/;:31‘:'r[.ru'.-.'_f§:r;m".\' avec des coles
donnés et un dernier a volonté , le plus grand est celui qu’on
peut inserive dans un demi-cercle dont la corde du colé non

déterminé sera le diametre.

La démonstration se déduit de la prop. VI, comme
on I’a vu dans la prop. IV de Pappendice cité; il faut pour
Pexistence du maximum , que la somme des cotés donnes
soit moindre que la demi-circonférence d’un grand cercle.

3% Le plus grand des polygones spheriques formes avec
des cdtés donnés , est celut qu’'on peut inserire dans un cercl
de la sphere.

Méme démonstration que pour la prop. VI de ]';lppl-ndie:«
au livre IV.

4° Le plus grand des polygones spheriques qui ont le
méme périmetre et le méme nombre de cdtés , est celut gui
a ses .r.wlg_‘-fr‘.v cgaux et ses cotes egaur.

(est ce qui résulte des corollaires 1 et 3 qui précédent.

Nota. Toules les !ur'np:)ailhn:s de maximum concernant
les polygomes sphériques s’appliquent aux angles solides

dont ces polygones sont la mesure.
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APPENDICE AUX 1.1 VRES VI gx VII.
LES POLYEDRES RE

GULIERS.

PROPOSITION PREM IERE,
THEOREM E.

L ne peut y avoir que cing polyédres reguliers.

Car on a défini polyédres réguliers cenx dont toutes les
faces sont des polygones réguliers égaux , et dont tous les
angles solides sont égaux entre eux. Ces conditions ne peu-
vent avoir lien que dans un petit nombre de cas.

1° Si les faces sont des triangles

équilatéraux , on peut
former chaque angle selide du polyedre

avec trois angles
de ces triangles ,

ou avec quatre, onavee cing : de 14 naissent
trois corps réguliers , qui sont le tétracdre, Poctaédre , et
un plus grand nombre

six angles de ces tri-
quatre angles droits, et ne peuvent former

Picosaédre, On n’en peut pas former
avee des triangles équilatéraux , ecar
angles valent

*21,5. d’angle solide*.

2° Si les faces sont des quarrés , on peut assembler leurs

s et de Ia résulte ’hexaddre ou cube.,
Quatre angles de quarrés valent quatre angle
ne peuvent former d’angle solide,

angles trois 4 troi
s droits , et
3* Enfin , si les faces sont des pentagones ré

pourra encore assembler leurs angles trois
résultera le dodéeaddre régulier.

guliers , on
a trois, et il en

On ne peut aller plus loin 3 car trois angles d’hexagones

réguliers valent quatre angles droits
g 1 B

» et trois d’heptagones
encore plus.

Done il ne peut y avoir que cing polye

dres réguliers ,
trois formés avee des triangles equilatér,

aux , un avee des
quarrés , et un avec des pentagones.
Scholie. On va prouver dans la proposition suivante que
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ces einq polyédres existent réellement, et qu'on peut en

déterminer toutes les dimensions lorsqu’on connait une de
leurs faces.
PROPOSITIO Iy ool i3 X

PROELRME.

Ftant donnde Uune des faces d’urn polyedie régulier , ou

seulement sor coié, construtre le polyedre.

Ce probléme en présente cing qui vont étre résolus suc-
cessivement.
Construction du tétraédre.
Soit ABC le triangle équilatéral qui doit étre une des faces fig
du tétraédre ; au point O, centre de ce triangle élevez OS
terminez cetle perpendiculaire

serpendiculaire au plan ABC;
per] ; _
ABj; joignez SB, 5C, et ia

au point S, de sorte que AS=
amide SABC sera le téiraedre requis.

Car, 4 cause des distances égales OA , OB, OC, les obli-
ques SA , 8B, 5C, g’¢cartent également de la perpendicu-
laire SO et sont égales. L'une d’elles SA. — AB; donc les
quatre faces dela pyramide SABC sont des triangles ¢gaux
au triangle donné¢ ABC. D’ailleurs les angles solides de cette
wils sont formés cha-

Py

pyramide sont égaux entre eux, puisq

iraux ; donce celte pyramide est
£ J

cun avec trois angles plans

un tétraddre régulier.

Construction de Chexacdre.

Soit ABCD un quarré donné: sur la base ABCD construi-
sez uti prisme droit dont la hauteur AT soit égale au coté
AB. Il est clair que les faces de ce prisme sont des quarres
égaux , et que ses angles solides sont égaux entre eux comme
étant formés chacun avec trois angles droits 3 done ce prisme

est nn hexaédre régulier ou cube.
Construction de Uoctaédre.

Soit AMB un triangle équilaiéral donné : sur le coté AB
déerivez le quarré ABCD ; au point O, centre de ce quarré,
terminée de part

¢levez sur son plan la pi-rp«‘m’.icul:iim- S
— AQs

et dlautre en T et S, de maniere que 0T —= O\




2
joignez ensuite SA . 8B, TA , ete.

SABCDT | composé de deux pyramides quadrangulaires
SABCD, TABCD, adossées par leur 1
ce solide sera 'octaéd:

GEOMETRIE,

» Yous aurez un solide

ase commune ABCD |
‘e régulier demandé.

En effet, le r.r-inn;;l'c AOS estrectangle en O, ainsi que le
triangle AOD ; les cotés AO, OS, OD, sont égaux ; done
ces triangles sont égaux, donc AS = AD. On démontrera
de méme que tous les autres triangles rectangles AOT, BOS
COT, ete. , sont égaux au triangle AOD ; done tous les
cotés AB, AS, AT, etc. sont égaux entre eux , et par con-
séquent le solide

SABCDT est compris sous huil triangles
égaux an triangle équilatéral donné ABM. Je dis de plus que
les angles solides du polyédre sont égaux entre eux : par
exemple , I'angle S est égal 4 I’angle B.

Car il est visible que le triangle SAC est égal au triangle
DAC , et qulainsi Pangle ASC est droit; done la ficure
SATC est un quarré ¢

al an quarré ABCD. Mais si on com.-
pare la pyramide BASCT & la pyramide SABCD , la base
ASCT de la premiere peut se placer sur la base ABCD de la
seconde ; alors le point O étant un centre commun, la hau-
tenr OB de la premiere coincidera avee Ia hauteur OS de la
seconde, et les denx pyramides se confondront en une seule;
donc I'angle solide S est égal a Pangle solide B ; done le so-
lide SABCDT est un octaédre régulier.
Scholie. Si trois droites égales , AC; BD, ST, sont per-
pendiculaires entre elles et se coupent dans leur milieu , les
extrémités de ces droites seront les sommets d’un octacdre
régulier.
Construction du dodécaddre.

Soit ABCDE un pentagone régilier donné ; soient ABP,

CBP , deux angles plans égaux 4 I'a ngle ABC : avec ces angles
plans formez 'angle solide B, et déterminez par la propo-
sition xx1v, livre v, inclinaison mutuelle de denx de ces
plans , inclinaison que jappelle K. Formez semblablement
aux points C, D, E, A, des angles solides égaux & I'angle
solide B, et situés de la méme maniere - le plan CBP. sera le
meéme avee le plan BCG puisqu’ils sont inclinés lun el
l'autre de la méme quantité K sur le plan ABCP. On i

[ W Rt =)l
Hone gans ie

plan ,PBCG décrirve le pentagone BCGFP
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ABCDE. Si on fait de méme dans chacun des

an pentagone
antres plans CDI, DEL , etc., on aura une surfaee
PFGH , ete. composee de six pentagones l‘t'-gn]in‘rs ¢ganx el
adjacent de la méme quantité K.
4 PFGH , ete. , je

> gonvexe

inclinés chacun sur son
Soit pfgh , etc. une seconde surface égale
peuvent étre réunies de mardere a

En effel

dis que ces deux surfaces
ne former qu'une seule surface convexe continue,
I’angle opf’, par exemple
OPB, BPF , pour faire un angle solide P

, peut se joindre aux deux angles
e B; el

4 Pinclinaison des
BPO , puisque cetle inclinaison est telle qu’il L
) | 1
“angle solide. Mais en méme temps

dans cette jonction il ne sera rien changé
plans BPF ,
faut pour la formation del
que Pangle solide P’ se forme, le ¢Oté pfs’appliquera sur son
égal PF, et au point F se trouveront réunis trois angles
plans PFG, pfe, ¢ 2, qui formeront un angle solide égal a
cette jonetion se fera sans

chacun des angles déja formés ;
rien changer ni a l'¢tat de I'angle P, ni 3 celut de la surface
efgh , etc. 5 car les plans PFG, efp , deéja réunis en P . onl
entre eux Dinclinaison convenable [, ainsi que les plans
efg 5 efp. Continuant ainsi de proche en proche, on voil
que les deux surfaces s’ajusteront mutuellement I'une avec
autre, pour ne former qu'une seule surface continue el ren
e d'un dodé-

'@ SE€Tra (“1'1

trante sur elle-méme : cette sur

A S A e ;
caddre régulier , puisqu’elle est composce de douze penta
gones réguliers égaux , et que tous Ses angles solides son!

11X entre eux.

Construction de Ulicosaédre.
Soit ABC une de ses faces; il faut d’abord former un
angle solide avee cing plans égaux au plan ABC et égale-
ment inclinés chacan sur son adjacent. Pour cela , sur le

coté B'C/, égal a BC, faites le pentagone régulier B'CHTD'

ill'l'lli‘l\{“

an centre de ce penlagone élevez sur son plan une
N —

culaire , que vous terminerez en A’ de maniere que I
B'C’; joignez A'C', A'H', AT, A'D', et I'angle solide A’

3.4
formé par les cing plans BA'C!H, C'A/H!, ete. , sera Pangle
, A/C', etec. sont ¢

‘]!'_\,.

solide requis. Car les obliques A’
ot Pune d’elles A'B’ est égale au coteé B .C';
ralix entre eux el au

done tous les

I’ , ete. sont s

triangles B'A'CY, C

triangle donne At
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Il est visible d’aillenrs que les plans B'A'C’, ¢'A'H', etec,
sont également inclinés chacun sur son adjacent

3 car’ les
angles solides B',

C', ete. sont égaux entre eux , puisqu’ils
sont formés chacun avee deux angles de triangles équilaté
entagone régulier, Appelons K Pinclin:
des deux plans ou sont les angles éganx, inclinaison qu’on
peut déterminer par la proposition xxrv, liv. v; Pangle K
sera en méme temps linclinaison de

raux et un de |

S011

chacun des plans qui
composent Iangle solide A’ sur son adjacent.

Cela posé, sion fait aux points A, 3, C, des angles solides
egaux chacun & I'angle A', on aura une surface convexe
DEFG , etc. composée de dix triangles équilatéranx , dont
chacun sera incliné sur son adjacent de la quantit

615 et les
angles D, E, F, etc. de son contour réuniront alternative-
ment trois et deux angles de triangles équilatéraux. Imagi-

nez une seconde surface égale a la surface DEFG , ete.; ces
denx surfaces pourront s’adapter mutuellement , en joignant
chaque angle triple de Pune 4 un angle double ‘de lautre ;
,» comme les plans de ces angles ont déja entre eux l'incli-
naison K néeessaire pour former un angle solide

égal 4 langle A

el

quintuple
_, il ne sera rien changé dans cette jonction 4
’état de chaque surface en particulier, et les deux ensemble
formeront une seule surface continue » composée de vingt
triangles ¢quilatéraux, Cette surface sera celle de Iicosaedre
régulier , puisque d'ailleurs tous les angle

es solides somt
¢oaux enlre eux.

PROPOSITION III.
PROBLEME.

Trouver Uinclinaison e deux faces adjacentes d’un Jo-
lyédre régulier.

Cette inclinaison se déduit immédiatement de la construc-
tion qui vient d’étre donnée des cing

[ pelyedres réguliers 5 a
quoi il faut ajouter I:

! proposition xxiv, liv. v, par laguelle
ctant donnés les trois angles plans qui forment un a gle
solide , on détermine Pangle que deux de ces plans font

entre eux.

Dans le tétraédre. Chaque angle solide est formé de trois




]
2.7
/

LIVRE VIIL.
il faut done chercher par

les de triangles ¢quilatéranx :
I’angle que deux ¢

ang
le probléme cité
angle sera Pinclinaison de

le ces plans font entre

eux , cet deux faces adjacentes

du tétracdre.

Dans Uhexaédre. L'angle de deux faces adjacentes est un
angle droit.

Dans Uoctaédre. Formez un angle solide avec deux an-
gles de triangles éruilatéraux et un angle droit; Pinclinai-
son des deux plans ou sont les angles des triangles sera
celle de deux faces adjacentes de l'octacdre.

Dans le dodécaédre. Chaque angle solide est formé avec

pentagones régulicrs; ainsi Pinclinaison des

trois angles de
les sera celle de deux faces adja-

plans de deux de ces ang
centes du dodécaedre.

Dans Uicosaedre. Formez
aux et un angle de pentagone ri-
les des

un angle solide avee deux an.

gles de Ltriangles équilatér
des denx plans ol sont les ang

gulier, 'inclinaison
acentes de Picosaedre.

triangles sera celle de deux faces ad]
PROPOSITION IV.

PROBELEME,

Fitant donné le coté d'un polyédre régulier , trouver le
rayon de la sphere inscrite et celur de la sphere circon-
scrite au pr}{r-’*d’;‘t.’.

Il faut d’abord démontrer que tout polycdre 1
peut lui étre irconscrit.

faces adjacentes ; soient

foulier peut

&tre inscrit dans Ia sphere, et qu’il

§pit AB le eoté commun a denx
C et T les centres deé ces deux faces
culaires abaissées de ces centres sur
lesquelles tomberont au point D,
prrlst-ntl'u:n]zlir
il 4 Pinclina

qui est
minée par le [n‘()]ﬂ{emv précede
perpendiculaire % AD. on mene sur CD et ED les perpendi
culaires indéfinies CO el
dis que le point O sera le cenire
sphere ci rconscrite

eelui de la
la seconde OA.

étant OC , et celui de

,et CD,ED, les perpendi-
le coté commun AD,
milien de ce cOté. Les deux
es CD , DL, font entre elles un angle connu,
ison de deux faces adjacentes, déter-
wnt. Or si, dans le plan CDE,

EO, qui se rencontrent en 0, je
de la sphere inscrite et

: le rayon de la premicre

fig.
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iln effel, puisque les apothémes CB , DE, sont ¢gales, et
Ihypoténuse DO commune » le triangle 1 ctangle CDO est

gal au triangle rectangle ODE * et ]a perpendiculaire OC
est égale a la perpendiculaire OF, M

culaire au plan CDE ,

s AB étant perpendi-
le plan ABC est perpendiculaire a
CDE", ou CDE a ABC; d’ailleurs CO » dauns le plan CDE,
est perpendiculaire 4 CD., intersection commune des plans
CDE , ABC; done €O * est perpendiculaire au plan ABC.
Par la méme raison EQ est perpendiculaire au plan ABE ;
done les deux perpendiculaires CO » 10, mendes aux plans
de deux faces adjacentes par les centres de ces faces , se
rencontrent en un méme point O et sont ¢égales. Supposons
maintenant que ABC et ABE représentent deus autres faces
adjacentes quelconques , Papothéme CD restera toujours de
la méme grandeur , ainsi que Pangle CDO, moitié de GDE;
donc le triangle rectangle CDO et son coté CO seront égaux
pour toutes les faces du polyédre ; done, si du point O
comme centre et du rayon OC on déerit une sphere , cette
sphere touchera toutes les faces du polyedre dans leurs
centres (car les plans ABG, ABE , seront perpendiculaires
a Pextrémité d’un rayon ), et la sphere sera inscrite dans le
polyédre , ou le polyédre circonserit 4 la sphere.

Joignez OA , OB; a cause de CA — CB, les deux obliques
OA , OB, s’écartant également dela perpendiculaire, seront
dégales ; il en sera de méme de deux autres lignes quelcon-
ques menées du centre O aux extrémités d'un méme cdté;
done toutes ces lignes sont ¢gales entre elles; done si du
point O comme centre et du rayon OA on déerit une sur-
face sphérique , cette surface passera par les sommets de
tous les angles solides du polyédre, et la sphere sera cir-
canserite an polyedre ou le polyedre inscrit dans la sphere.

Cela posé, la solution du probléme proposé w’a plus au-
cune difficulté, et peut s’effectner ainsi

Etant donné le coté d'une face du polyedre , décrives
cette face, et soit CD son apothéme. Cherchez par le pro-
bléme précédent Pinclinaison de denx faces adjacentes du
polyédre , et faites I'angle CDE égal a4 celte inclinaison.
Prenez DE égale 2 CD, menez CO et EO perpendiculaires
a CD et ED; ces denx perpendiculaires se rencontreront
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en un point O, et CO sera le rayon de la sphere inscrite
dans le polycdre

Sur le prolongement de DC prenez CA le au rayon
du cercle circonscrit & une face du polyedre, et OA sera
le rayon de la sphere cireonserite & ce méme [m!}‘i‘:lrv.

Car les triangles rectangles CDO, CAO, de la fig. 249,
sont éeaux aux triangles de méme nom dans la figure 248 :
ainsi, tandis que CD et CA sont les rayons des cercles in-
serit et circonserit a une face du polyédre, GC et OA sont
les rayons des sphéres inserite et circonscrite au méme Po-
Fyedre.

Scholie. On peut tirer des propositions précédentes plu-
leurs consequences.

12 Tout polyedre régulier peul dtre partagé en autant de
pyramides rég licres que le polyedre a de faces : le sommel
commun de ces pyramides sera le cenlre du polyedre, qui
cst en méme temps celui des spheres inscrite et circonserite.

20 La solidité d’un polyedre régulier est égale a sa surface
multipli¢e par le tiers du rayon de la sphere inscrite.

39 Denx ]n:l_\j:"drt_'e, réguliers de méme nom sont deux so-
ides semblables , et leurs dimensions homologues sont pro-
;ml'!nlanz.v]h-:,; done les rayons des spheres inscrites on cir-

conserites sont enire eux comme les cotés de ces pn]\‘i:h‘vs.

4° Si on ingerit un polyédre régulier dans une sphere,

les plans menés dn centre le long des différents cotés par-
tageront la surface de la sphere en autant de polygones

sphériques égaux el semblables que le polyédre a de faces.




	[Seite]
	Seite 202
	Seite 203
	Seite 204
	Seite 205
	Seite 206
	Seite 207
	Seite 208
	Seite 209
	Seite 210
	Seite 211
	Seite 212
	Seite 213
	Seite 214
	Seite 215
	Seite 216
	Seite 217
	Seite 218
	Seite 219
	Seite 220
	Seite 221
	Seite 222
	Seite 223
	Seite 224
	Seite 225
	Seite 226
	Seite 227
	Seite 228
	Seite 229
	Seite 230
	Seite 231
	Seite 232
	Seite 233
	Seite 234
	Seite 235
	Seite 236
	Seite 237
	Seite 238
	Seite 239

