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LIVRE VI.

LES POLYEDRES.

DERINITIONS.

I (_}N appelle solide polyedre , ou simplement po-
lyedre, tout solide terminé par des plans ou des faces
planes. (Ces plans sont nécessairement terminés eux-
mémes par des lignes droites.) On appelle en parti-
culier zétravdre le solide qui a quatre faces ; hexaedre
celui qui en a six; octacdre celui qui en a huit; do-
décavdre celui qui en a douze; icosaedre celul qui en
a vingt, ete.

Le tétraédre est le plus simple des polyedres; car
il faut au moins trois plans pour former un angle so-
lide, et ces trois plans laissent un vide qui, pour étre
fermé , exige au moins un quatrieme plan.

II. L’intersection commune de deux faces adjacentes
d'un polyédre s'appelle cote ou aréte du polyedre.

I1I. On appelle polyedre régulier celui dont toutes
les faces sont des polygones réguliers égaux, et dont
ioaux entre eux. Ces po-

tous les angles solides sont ¢g
lyedres sont au nombre de ('im[. Voyez Z'rg;j;umh}‘w
aun livres VI et VII.

LV. Le prisme est un solide compris sous plusieurs
plans parallélogrammes, terminés de part et dautre
par deux plans polygones égaux et paralleles.

Pour construire ce solide, soit ABCDE un poly-
gone quelconque; si dans un plan parallele a .f\!‘;(_'l,

on mene les licnes G, GH, HI, etc., égales et pa-

ralleles aux cotés AB, BC, CD, etc., ce qui formera
;

Douz. ed. 11
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le polygone FGHIK dgal & ABCDE; si ensuite on
joint d’un plan a lautre les sommets des angles ho- -

mologues par les droites AY, BG, CH, ete., les faces
Ié

i
. i | 3 ;
ABGE, BCHG, etc., seront des paral

élogrammes , et

le solide ainsi formé ABCDEFGHIK sera un prisme.
V. Les polygones égaux et paralleles ABCDE,
FGHIK, sappellent les bases du prisme; les autres

plans parallélogrammes pris ensemble constituent la

:!H’f{l:’f'r,’ fu’{'t.:f'(;'/t: ou cornvexe r/u 'H,".“‘\'H.Jr'. :E..L‘S (h'uin_z.:.
sales AF, BG, GH , etc., s’appellent les eozés du

¢
o

¢
prisme.

VI. La Lauteur d'un prisme est la distance de ses
deux bases, ou la perpendiculaire abaissée d'un point
de la base supérieure sur le plan de la base infé-
rieure.

VIIL. Un prisme est droit lorsque les cotés AF,

BG, etc., sont perpendiculaires aux plans des bases :

alors chacun deux est.égal a la ‘hauteur du prisme. ,
Dans tout autre cas le prisme est obligue, et la hau-
teur est plus petite que le cdté.
VIIL. Un prisme est triangulaire ; quadrangu-
£ pentagonal, hexagonal, ete. , selon que la base
est un triangle, un quadrilatere, un pentagone , un
hexazone, ete.
fig. 20l IX. Le prisme quia pour base tin parallélogramme,
a toutes ses faces parallélogrammiques; il s'appelle
P '."r.'-"’t'f-'.-f;:,'u_}r,r."']{'. 1
Le paraliclipipede est rectangle lorsque toutes ses
faces sont des rec tangles.
X. Parmi les parallélipipedes rectangles on dis-
tingue le eube ou hexaédre régulier COMPris SOus six
éoaux. |
Gz 106 XTI, {,.;1.;51'1',!,1;!'({1.‘ est le solide formé lorsque plu- |
eurs plans triangulaires partent d'un ménze point S,
t terminés aux différents cdtés d'un méme plan |
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Le polygone ABCGDE sappelle la base de la pyra-

mide, le point S en est le sommet, et I'ensemble des

rriangles ASB , BSC, etc., forme la surface convexe
ou latérale de la pyramide.

XII. La hauteur de la pyramide est la perpendicu-

laire abaissée du sommet sur le plan de la base , pro-

longé sil est né ssaire.

XIII. La pyramide est triangulaire, quadrangu-

latre, ete., selon que la base est un triangle, un qua-

drilatere, ete.

XIV. Une pyramide est réguliere, lorsque la base
est un polygone régulier, et quen méme temps la
]'urrpemiic‘u!n’n't’ abaissée du sommet sur le plan de la
base passe par le centre de cette base : cette ligne
sappelle alors Vaxe de la lw_\-'r;nnid:n

XV. Diagonale {'un polyedre estla droite qui joint
les sommets de deux angles solides non eu]ja(‘t'uls.

XVI. Jappellerai polyedres symeétriques  deux
polyédres qui, ayant une base commune, sont cons-
truits semblablement, I'un au-dessus du plan de cette
base, lautre au-dessous, avec cette condition que les
sommets des angles solides homologues soient situés
i égales distances du plan de Ia base, sur une méme
droite perpendiculaire a ce plan.

Par exemple, si la droite ST est perpendiculaire
au plan ABC, et qu'au point O, ou elle rencontre ce

plan, elle soit divisée en deux parties é ales , les deux

aniides SABC, TABC, qui ont la base commune
C, seront deux polyedres symétriques.

BL,
XVIIL Deux

bles, lorsqu’elles ont deux faces semblables chacune

pyramides triangula.es sont sembla-

a chacune, semblablement placées et également incli-

nées entre elles.

A
1T

31, €1 r'.{lir' 058
—FEDF 3 ABS =DE I".‘

-'“l‘.‘]i\-l‘JH (i!‘."- i‘i:!ll.‘\

i — DEF, BAG

' si en outre I'in-

éoale a celle de
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leurs homolocues DTE, DEF . les pyramides SABC,
8 > ) P} ;
TDEF, seront semblables.
bl

XVIII. Ayvant formé un triangle avec les sommets

XVIIL. Ayant f t gl ec | t

de trois angles pris sur une méme face ou base d'un
yolyedre, on peut imaginer que les sommets des dif-
polyédre, on peut g que 1 ts des dif
férents angles solides du polyédre, sitnés hors du
plan de cette base, soient ceux d’autant de pyramides
triangulaires qui ont pour base commune le triangle
désigné, et chacune de ces pyramides déterminera la
position de chaque angle solide du polyédre par rap-
port a la base. Cela posé :

Deux polyedres sont semblables lorsquayant des
bases semblables, les sommets des angles solides ho-
mologues, hors de ces bases, sont déterminés par des
pyramides triangulaires semblables chacune a chacune.

XIX. Fappellerai sonemets d'un polyedre les points
situés aux sommets de ses différents angles solides.

N. B. Tous les polytdres que nous considérons sont des polyédres
i angles saillants ou polyedres convexes. Nous appelons ainsi eeux

dont la su € ne peut étre rencontrée par une lignﬂ droite en piur.

de deux points, Dans ces sortes de polyédres le plan prolongé d'une
face ne peut couper le solide; il est done impossible que le polyedre
soit en partie au-dessus do plan d'une face, en partie au-dessous; i
est tout entier d'un méme cdté de ce plan.

PROPOSITION PREMIERE.
THEOREM E.

Deux po{g-"é'cfm.c ne peuvent avoir les mémes
sommets et en méme nombre sans coincider Lurn
avec [ autre.

Car supposons lun de polyédres déja construit,
si on veut en construire un autre qui ait les mémes
sommets et en méme nombre, il faudra que les plans

de celui-ci ne passent pas tous par les mémes points

-
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que dans le ln‘(*miel‘, sans (uoi ils ne différeraient
pas lTun de Pautre : mais alors il est clair que quel-
ques-uns des nouveaux plans couperaient le premier
polyedre; il y aurait des sommets au-dessus de ces
plans, et des sommets au-dessous , ce qui ne peut con=
venir & un polyédre convexe : done, si deux polyedres
ont les mémes sommets et en méme nombre, ils
doivent nécessairement coincider I'un avec l'autre.

Scholie. Etant donnés de position les points A, B,
¢, K,

lyédre, il est facile de décrire le '|1t_!l§'{w]rl'..

etc. , qui doivent servir de sommets 4 un po=

J-u

Choisissez d'abord trois points voisins D, E, H, fis
tels que le plan DEH passe, sil y a lieu, par de nou-
veaux points K, G, mais laisse tous les autres d'un
méme coOté, tous au - dessus du plan ou tous au-
dessous; le plan DEH ou DEHKC, ainsi déterminé ,
sera une face du solide. Suivant un de ses corés EH
conduisez un plan que vous ferez tourner jusgqu’a ce
qu'il rencontre un nouveau sommet F, ou plusieurs
a-la-fois I, I; vous aurez une seconde face qui sera
FEH ou FEHI. Continuez ainsi en faisanst passer des
plans par les cOtés trouvés jusqu’a ce que le solide
soit terminé de toutes parts: ce solide sera le po]_\,-'{.-:.fr(:
demandé , car il n’y en a pas deux qui puissent avoir

les meémes sommets,
PROPOSITION IL
THEOREME.

Dans deux polyédres symétriques les faces

y homologues sont (f'ga.]c,s chacune a chacune, el
A Cinclinaison de dewr faces adjacentes, dans un
de ces solides , est égale a Cinclinaison des faces
homologues dans Uaulire.

Soit ABGCDE la base commune aux deux polyédres, fig: 203




166 GEOMETR LX.

soient M et N les sommets de deuy angles solides
M’ et N' les som-
s de l'autre polyédre; il faudra, sui-
vant la définition, que les droites M M', NN', soient
perpendiculaires au Inu’l ABG, etquielles soient divi-
sées en deux pariies €

-‘lhl‘l(fl_lrlijllts de 1'un des polyedres

mets homoloot

les aux p ints m et n ot elles
I"“n’(il:']\hi ce pim Cela posé, je dis que la distance
MN est égale & M'N’.

Uar si on fait tourner le trapeze m M/N'z autour
de mn jusqua ce que son plan s’applique sur le plan

I Nn: i cause (lL‘. angles droits en m et en n, le
" tombera sur son égal mM, et nN’ sur nN

deux li':iiu-'/.nfr‘- (unul::‘z‘(mt, et on aura

Soit 1 un troisieme sommet du polyedre sulu rieur,
et P’ son homologue dans l'autre, on aura de méme
MP—=M'P’ et N “ =N'P’; donc le triangle MNP |
rHH ;ru}a/ 1rois sommets qi {b[{uﬂf/{t:\ due /m/}r'f/w Stt=
perieur , est egal au triangle NUN'P! quei joink les trois
sommets homologues de Lautre polyedre.

Si parmi ces triangles on considere seulement ceux
qui sont formés A la surface des polyedres, on peut
déja conclure que les surfaces des deux polyédres
sOnt trumi:m( es dun méme nombre de triangles égaux
chacun’a chacun.

Je dis maintenant que si des triangles sont dans un
méme plan sur une surface et forment une méme face
polygone, les tri iangles lmnm[cwuew seront dans un
mém pl.m sur 'autre surface et formeront une face
}:{;E};;cm:: égale.

En effet, soient MPN, NPQ, deux triangles adja-
‘ents qu'on suppose dans un méme plan, et soient
7\%'}"\’, N'P'Q, leurs fl(_)[!l.?l()“_\ll{,h. On a i;urgie
MNP—M'N'P’, l'angle PNQ—= P'N'Q"; et si on
i -:'J':nii VIO et .;\‘!"L]i..].(_‘ t"ll!'f'le V\n[) serait (::_;nf a

'N'{Y, ainsi en  aurait lun-?_;ll' M \I\I:I\TI_*J‘_‘\"QZ
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Mais puisque MPNQ est un seul pl:m , on a l'angle
MNQ—MNP - PNQj; donc on aura 1 M

M/NP' - P'N'Q.. Or, si les trois plans M'IX

PN'Q, MN'Q', n'éu
. > = 2oy [t

seul , ces trois plans formerarent un angle solide , et

on aurait * langle M'N'Q'< MNP PN QY5 -

1 L x 2 R lida Aoy
|{l|“.(' > i‘lili.‘if“ll’ cette i'.l!ll{il-wl'lll na i)il.‘; l.li‘ll 5 165 aeux

1

ient pas confondus en un

triangl

o)

w

MNP, P’N'Q/, sont dans un méme plan.
Il suit de l& que chaque face, soit triangulaire, soit
e : < z yisdy
Pﬂl‘.“_\"l,llti', dans un polyeédre, lr;.w,;ml 4 une face egaie
: 2 Tpli: 1 S
dans U'antre, et qu ams: les deux polyedres sont com-
pris sous un méme nombre de plans égaux , chacun 2
('lli!{"]”.
[l reste & pronver que linclinaison de deax ace:

adjacentes (uelconques dans lun des polyédres est

éoale & Linelinaison des deux faces homologue

| Pautre.
Soient MPN, NPQ, deux triangles formés sur
Paréte commune NP dans les plans des deux faces
N'P'Q’, leurs homolo-
gues; on pent concevoir en N un angle solide formé

par les trois angles plans MNQ, MNP, PNQ, et en

1 * rRET
adjacentes; soient M'P'IN

N’ un angle solide formé par les trois M N“Q,

M'N'P’, P'N'Q'. Or, on a déja prouvé que ces an rles

plans sont égaux chacun a chacun; donc linelir

des deux plans , PNQ, est égale & celle de
homologues M'N'P’, P/N'Q" ™. * 92

Donc, dans les polyedres symétriques, les faces
sont égales chacune a chacune, et les plans de deux
faces quelconques adjzcentes d’un des solides , ont
entre eux la méme inclinaison que les plans des deux

q

‘ taces homologues de Tautre schide

Schofie. On peut remarquer que /e angles solides
d’un ,nu/_:'r'{f'n_' sont’ les .u'}‘;rh'ff'h/h‘.‘.i aes (c’,-.f:,‘".’:'n' solides

1

de Pautre polyedre; car si I'a Jde solide N est formé

par les plans MNP, PNQ, ¢

i e : i
NR, ete., son

\ T
)
~
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gue N’ est formé par les plans M'N'P’, P'N'Q/,
Q'N'R', etc. Ceux-ci paraissent disposés dans le
meéme ordre que les autres; mais comme les deux
angles solides sont dans une situation inverse 'un par
rapport & l'autre, il s'ensuit que la disposition réelle
des plans qui forment I'angle solide N’ est Vinverse
de celle qui a lieu dans Pangle homologue N. D’ail-
leurs les inclinaisnns des plans consécutifs sont égales
dans I'un et dans Pautre angle solide; donc ces angles
solides sont symétriques l'un de lautre. Poyez le
scholie de la prop. X XIII, lip. V.

Gette remarque prouve quun polyedre quelconque
ne peut avoir qu'un seul polyedre symetrigue, Car si on
construisait sur une autre base un nouveau polyédre
symétrique au polycdre donné, les angles solides
de celui-ci seraient toujours symétriques des angles
du polyedre donné; donc ils seraient égaux a ceux
du polyedre symeétrique construit sur la premiere
base. D’ailleurs les faces homologues seraient toujours
€gales; done ces deux polyedres symétriques cons-
truits sur une base cu sur une autre auraient les faces
égales et les angles solides égaux ; donc ils coincide-
raient par la superposition , et ne feraient qu'un seul
et méme polyédre.

PROPOSITION IIL
THEOREME.

Deux prismes sont égauzx lorsqu’ils ont un
angle solide compris entre trois plans égaux
chacun a chacun et semblablement placés.

Soit la base ABCDE ¢gale a la base abede, le pa-
rallélogramme ABCT égal au parallélogramme abgf,
et le parallélogramme BCHG égal au parallélogramme
f;«;ﬂ;_; 7 je dis que le prisme ABCI sera égal au prisme
abct.
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Car soit posée la base ABGDE sur son égale abede,
ces deux bases coincideront : mais les trois angles
plans qui forment I'angle solide B sont égaux aux
trois angles plans qui forment l'angle solide &, cha-
cun A chacun , sayoir, ABG — abe, ABG=uabg, et
GBC=gbc; de plus ces angles sont semblablement
placés : donc les angles solides B et 4 sont égaux, et
par conséquent le coté BG tombera sur son égal bg.
On voit aussi qu'a cause des parallélogrammes dgaux
ABGF, abgf, le coté GF tombera sur son égal gf,
et semblablement GH sur gh; donc la base supé-
rieure FGHIK coincidera entiérement avec son égale
Sfahik , et les deux solides seront confondus en un
seul, puisqu’ils auront les mémes sommets *.
Corollaire. Deux prismes droits qui ont des bases
égales et des hauteurs égades sont égauzx. Car ayant
le coté AB égal & ab, et la hauteur BG égale a bg, le
rectangle ABGE sera égal au rectangle abgf; il en
sera de méme des rectangles BGHG, bghe; ainsi les
trois plans qui forment Pangle solide B soni égaux
aux trois qui forment angle solide 4. Donc les deux
prismes sont égaus.

PROPOSITION IV.
THEOREME.

Dans tout ;mraf:"f‘fr'}u'p(’r&’ les plans opposés
sont égaux et paralleles.

Suivant la définition de ce solide, les bases ABCD
EFGH, sont des parallélogrammes égaux , et leurs
cbtés sont paralleles : 1l reste donc 2 démontrer que
loux faces latérales oppo-
sées , telles que AEHD, BFGC. Or, AD est égale et
parallele a BC, puisgue la figure ABCD est un paral-

la méme chose a lieu pour ¢
!

o

206,
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lélogramme ; par une raison semblable AR est égale

et parallele & BF : done Fangle DAFE est égal a I’ :nnlv

GBI, et le plan DAE pa: allele CBF; dénic aussi le

iul!'i!“tll!;,‘.i‘tlllll}{‘ DAEH est égal au P
: :

rallél
dralleld

mmne

«

S

CBFG. On démontrera de méme que les paraliélo-
grammes opposés ABIE, DOGH, sont égaux et pa-
ralleles.

Corollaire. Puisque le p-u';lli\'li]:ipu]“ est un solide
compris sous six pl‘m\ dont les Opposés sont égaux et

paralleles, il s’ensuit quune face quelce ongue. et son
Opposée peuvent étre prises pour les hases da paral

lélipipede.

Scholie. Btant données trois droites, AB, AE, AD,
passant par un méme point A, et faisant entre elles
des ;nng_i.!r-' elem?.L 00l peut sur ces trois droites cons-
truire un ;1'1"'1”{-"1] vipede; 1l faut pour cela mener
par lextrémité de chaque droite un [Lm parallele

au plan des deux autres; savoir, par le point B un

l""" varvallele a DAR , par le I::)mL D un p an paral-

lele &8 BAE, et par le point F un plan parallele & BAD.

Les rencontres mutuelles de ces plans formeront le

[:.-u-;:m‘]|p;i1:-=[{' demandé.
PROPOSITION V.
’ A
THEOREM E.

Dans tout IH(Jf'({//.‘:ffkﬂly)(’(&‘ les angles solides
opposes sont symétriques Cun de Pautre; et
les diagonales menées par les sommets de ces
angles se coupent mutwellement en deusr pariies
éga les.

Con 1|1nn.1~, par uu"n.‘:[a:, langle solide
opposé G ; Pangle EAB & 3, est aussi égal &
HGC, .(m'»l:‘ I)\i' —= -H:I”I? — GGF, et Fangle DAR

s
= DOB—=HGF ; donc les trois angl
; ;

A A son

plans qui for-
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ment l':ul:;‘li-.sul‘uk A sont éoaux aux I;‘(f:squi forment

Fangle solide G, chacun a chacun ; dailleurs il est

facile de voir que leur :Hsimsl{}.ml est différente dans
I'un et dans Pautre; donc 1° les deux angles solides A
et G gont .‘w‘_\'l\i("ll“ll’i!i{‘r% I'un de Pautre ~.

En second lieu, imaginons denx (!i;‘.::‘::ll:l‘lt'ﬁ EG,
AG, mences I'une et lautre par des sommmers f:;:t'f:*‘t"n g

sque . ATl est égale et -l‘.mll.\lt aCG, la figure AEGC

pu 1
les di: !m;ll.m sEC,AG,

esk un par allélogramme; - done

se coupe ront mnlm lement en (!nl\ p.muw
C et une

l.';'u!t_‘.-;.
5
On démontrera de méme que la diagonale

sa couperont aussi en deux [:;u-lit‘a' doales;

autre DI
mutuel-

done 2° les quatre (ii::_f_;‘s:n.:!t--s se couperon
lement en deux p:u‘:'iv.q égales , dans un méme point
quon peut l'cei_;';u'th-v comme le centre du paralléli-
Elil)l'(!\'.

PROPOSITION VL

THEOREME.

Le plan BD HF, qui passe par dewx arétes
/Jrur;f{'u s opposées BE DH, divise le paral-
lélipipede AG en (fr'nr prismes triai ngulaires
ABDHEF, GHFBCD, symétriques DPun de
L autre.

Dlabord ces deux solides sont des prismes; car les
triangles ABD, EFH, ayant leurs cotés égaux et paral-
lele s, sont l"‘xlli\ , et en méeme temps les faces laté ‘rales
ADF l‘., -H)s”,1 BDHF , sont des parallélogrammes;
done le solide ABDHEF est un prisme : 1l
Je dis maintenant que ces

en est de

méme du solide GHFBCD.
5 sont s"lln’-l'l‘i![mm Yun de Vautre.

deux E""
BD faites le prisme AB ﬂi H" qui

Sur la
soit le
ce qui a €te démontré ¥, le plan A 3

du prisme ABDEI Suivant

2079
g 207+
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ABFE, et le plan ADH'E’ est égal 4 ADHE; mais
s1 on compare le prisme GHFBCD au prisme
ABDH'E'¥’, la base GHF est égale 4 ABD; le pa-
rallélogramme GHDC, qui est égal 4 ABFE, est aussi

g
égal a ABF'E/, et le parallélogramme GIFBG, qui
est €gal & ADHE, est aussi égal 4 ADH'E'; done

les trois plans qui forment I'angle solide G dans le
prisme GIIFBCD, sont égaux aux trois plans qui for-
ment Pangle solide A dans le prisme ABDH'E'F’,
chacun & chacun, dailleurs ils sont disposés sem-
blablement; donc ces deux prismes sont égaux ¥,
et pourraient étre superposés. Mais l'un  deux
ABDH'E'F" est symétrique du prisme ABDHETF;
donc Tautre, GHFBCD, est aussi le symétrique de

ABDHEF,
PROPOSITION VII.
L EMME.

Dans tout prisme ABCI, les sections NOPQR
STVXY, faites par des plans paralleles, sont
des polygones égaux.

Car les cOtés NO, ST, sont paralleles, comme érant
les intersections de deux plans paralleles par un troi-
sieme plan ABGF; ces mémes coiés NO, ST, sont
compris entre les paralleles NS, OT, qui sont cotés
du prisme; donc NO est égal & ST. Par une semblable
raison les cdtés OP, PQ, QR, etc., de la section
NOPQR, sont égaux respectivement aux cotés TV,
VX, XY, etc., de la section STVXY. Dailleurs les

cOtés éganx étant en méme temps paralieles, il s'en-
i .

suit que les angles NOP, OPQ, etc. de la premiere

section , sont égaux respectivement aux angles STV,

TVX, ete., de la seconde. Done les deux sections

NOPQR, STVXY, sont des polygones égaux.
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Corollaire. 'Toute section faite dans un prisme pa=

rallelement & sa base , est égale a cette base.
PROPOSITION VIIL
THEOREME.

Les deux ;}r'f.s'mos trianguaires S) metrigues
ABDHLEF, BCDFGH, dans lesquels se décompose
le prrf'u/h?f.fpr)uwfr“ AG, sont équivalents entre
eud.

Par les sommets B et F menez perpendiculairement
au coté BF, les plans Bade, Fehg , qui rencontreront,
dune part en @, d, ¢, de l'autre en e, &, g . les trois
autres cotés AE, DH, CG, du méme pur:llléli;\iln:du;
les sections Bade, Behg , seront des lmr:ill('zlugrummc-..e.
égaux. Ces sections sontégales, parce quellessont faites
par des plans p(‘rpel|(1ivlll;l'n'us ) une méme droite €t
par conséquent paralleles *; elles sont des parallélo-
grammes, parce que deux codtés opposés d’'une meéme
section @B, de, sont les intersections de deux plans
paralleles ABFE, DCGH, par un méme plan.

Dar une raison semblable, la figure BaeF est un
parallélogramme , ainsi que les autres faces latérales
BFgc, edhg, adhe, du solide BadcFehg ; done ce so-
lide est un prisme *; et ce prisme est droit, puisque
le coté BF est perpendiculaire au plan de la base.

Cela posé, si par le plan BFHD on divise le prisme
droit B4 en deux prismes triangulaires droits aBdeFh,
3dcFhg; je dis que le prisme triangulaire oblique
ABDEFH, sera équivalent au prisme triangulaire
droit aBdelh.

En effet ces deux prismes ayant une partie com-
mune ABDAE, il suffira de prouver que les parties
restantes, savoir, les solides BaADd, FeEH/A sont
¢quivalents entre eux.

fig. 201k

* dék. k.
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Or, A cause des parallélogrammes ABFE, aBFe, les
cotés AL, ae, égaux & leur parallele BF, sont dgaux
entre eux; ainsi, en oOtant la partie commune Ae, il
restera Aa — Ee. On prouvera de méme que Dd=—H#.

Maintenant , pour opérer la superposition des deux
solides BaADd, FeEHA, placons la base Fe/z sur son
¢gale Bad ; alors le pointe tombant en a, et le point
hen d, les cOtés eE, il , tomberont sur leurs égaux
aA, dD, puisqu’ils sont perpendiculaires an méme
plan Bad. Donc les denx solides dont il s’agit coinci-
deront entiérement 'un avec Pautre; done le prisme
oblique BADTEH est ¢quivalent an prisme droit
Badleh.

On dén

ontrera semblablement que le prisme obii-
que BDCFIG est équivalent au prisme droil BdeFhg.
Mais les deux prismes droits BadFefh , BdcFhg sont
égaux entre eux, puisqu'ils ont méme hauteur BEF,
et que leurs bases Bad, Bde sont moitiés d'un méme
parallélogramme *. Donc les deux prismes triangu-
laires BADFEH, BDCFHG, ¢quivalents a des prismes
€gaux , sont équivalents entre eux.

Corollaire. Tout prisme triangulaire ABDHEF est
la moiti¢ du parallélipipede AG , construit sur le
méme angle solide A, avec les mémes ardtes AB,

AD AE.
PROPOSITION IX.
THEOREME,

St deux /:(f:w.f(r?/(;')e'/;f*('r*.v AG, AL, ont une

5

base commune A

ot

D, et que leurs bases supeé-

reeures EEGH , IKLM | solent comprises dans un

méme plan et entre les mémes paralleles ERK.
HY., ces deux /Jmn/r’; /a}u'/)w(.'m Serornt ‘3'r/fu'i-'_rr~
tents enire eux.
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[L peut arriver trois cas, selon que EL est plus
grand , plus petit o éoal A EI ; mais la démonstration

est la méme pour tous : et d’abord je dis quele prisme

triangulaire AEIDHM est égal au prisme triangulaire
BFRKCGL.

fn effet, puisque AL est parallele a BF et HE a
GF, langle A EI— BFK  HEI=GYEK, et HEA =
GI'B. De ces six angles les {rois premiers forment
‘angle solide i, les trois autres forment 'angle solide
F; donc, puisque les angles plans sont égaux chacun
a chacun, et semblablement disposés, il s'ensuit que
les angles solides E et F sont éoaux. Maintenant, si
on pose le prisme AEM sur le prisme BFL, et d’abord
la base AEI sur la base BFK, ces deux bases étant
éoales coincideront ; et puisque Pangle solide E est
sal 4 Pangle solide F, le coté BH tombera sur son

il FG ¢l n'en faut pas davantage pour prouver que

les deux prismes coincideront dans toute leur éten-
due: car la base AElL et l'aréte EH déterminent le
prisme AEM, comme la base BFK et I'aréte FG dé~
terminent le prisme BFL * : donc ces prismes sont
égaux.

Mais si du solide AL on retranche le prisme A EM,
il restera le i:.'n'u“z'-lipli‘.:-{lu AlL; et si du méme so-
lide AL on retrauche le prisme BFL, il restera le
parallélipipede AEG; donc les deux parallélipipedes
AIL, AEG, sont équivaients entre eux.

PROPOSITION X.
THEOREME.

Deux JI)(U'({.j/(izf{'/)f‘i.”:‘(ff’\' de méme base er de
méme hauteur sornd équivalents entre eulx.

Soit ABGD la base commune awx deux parali¢li-

pipedes AG, AL; puisqu’ils ont menie hauteur, leurs

1 > 4 A4 P ¥ T . @
bases supérieures EFGH, TKLM, seront sur le méme

fi

o
B

210.
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fig. 210,

fig, 211,

176 GEOMETRIE.

plan. De plus les cotés EF et AB sont égaux et paral-
leles, il en est de méme de 1K et AB; donc EF est egal
et paralléle a IK : par une raison semblable GF est
égal et paralicle 3 LK. Soient prolongés les cotés EF,
HG, ainsi que LK, IM, jusqu’a ce que les uns et les
autres forment par leurs intersections le parallélo-
gramme NOPQ, il est clair que ce parallélogramme
sera égal a chacune des bases EFGH, IKLM. Or si
on imagine un troisieme parallélipipede qui, avec la
méme base inférieure ABCD |, ait pour base supérieure
NOPQ, ce troisieme parallélipipede serait équivalent
au parallélipipede AG*, puisqu’ayant méme base infé-
vieure, les bases supérieures sont comprises dans un
méme plan et entre les paralleles GQ, FN. Parla méme
raison ce troisieme parallélipipede serait équivalent
au parallélipipede AL; done les deux parallélipipedes
AG, AL, qui ont méme base et méme hauteur, sont
équivalents entre eux.

PROPOSITION XI.

THFEOREME.

Tout pmn//r'fs;,_ru'p(’(f(’ peut étre changé en un
parallélipipede rectangle équivalent qui aura
méme hauteur et une base équivalente.

Soit AG le parallélipipede pl‘dp(}ﬁli; des points A ,
B, G, D, menez AL, BK, CL, DM, perpendiculaires
au plan de la base, vous formerez ainsi le pm‘él“éli]}i—
pede AL équivalent au parallélipipe de AG, et dontles
faces latérales AK , BL, eic., seront des rectangles. Si
done la base ABCD est un rectangle, AL sera le paral-
lélipipede rectangle équivalentau parallélipipede pro-
pose¢ AG. Mais si ABCD n’est pasun rectangle , menez
AO et BN perpendiculaires sur CD, ensuite OQ et
NP perpendiculaires sur la base, vous aurez le solide
ABNOIKPQ qui sera un parallélipipede rectangle :




o
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en effet, par construction, la base ABNO et son op-
posée IKPQ sont des rectangles; les faces latérales en
sont aussi, puisque les arétes AL, OQ, ete., sont per-
pendiculaires au plan de la base; done le solide AP
est un parallélipipede rectangle. Mais les deux paral-
lélipipedes AP, AL, peuvent étre censés avoir méme
hase ABKI et méme hauteur AO : done ils sont équi-
valents; donc le parallélipipede AG, qu'on avait d’a- g4 .10
bord changé en un parallélipipede équivalent AL, se '™
trouve de nouveau changé en un parallélipipede rec-

tangle équivalent AP, qui a la méme hauteur Al, et

dont la base ABNO est équivalente a la base ABCD.

PROPOSITION XII
THEOREME.

Deux parallélipipedes rectangles AG, AL,
ryu.f ont la méme base ABCD, sont enire eux
comme leurs hauteurs AE, AL

Supposorns d’abord que les hauteurs AE, Al, soient
entre elles comme deux nombres entiers, par exemple,
comme 15 esta 8. On divisera AE en 15 parties égales,
dont Al contiendra 8, et par les points de division z,
¥, %, €tc., On menera des planus paralleles & la base.
Ces plans partageront le solide AG en 15 parallélipi-
pedes partiels qui seront tous égaux entre eux, comme
ayant des bases égales et des hauteurs égales ; des bases
égales, parce que toute section comme MIKL, faite
dans un prisme parallélement a sa base ABGT}, est égale

: ¥ )
a cette base*; des hauteurs égales, parce que ces hau-

teurs sont les divisions mémes Az, 2y, @z, etc. Or
. ?

3

de ces 15 parallélipipedes égaux, huit sont contenus
dans AL j; donc le solide AG est au solide AL comme
15 est 48, ouen général comme la hauteur AE est 3
ia hauteur AT
Douz. ed.
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En second lieu, si le rapport de AE a Al ne peuat
s'exprimer en nombres, je dis quon n’en aura pas
moins solid. AG : solid. AL :: AE : AL Car, si cette
proportion n'a pas lien, supposons qu'on ait sol. AG :
sol. AL :: AL : AO. Divisez AE en parties égales dont
chacune soit plus petite que OI, il y aura au moins
un point de division 7 entre Q et L. Soit P le paral-
lélepipede qui a pour base ABCD et pour hauteur
Arm ; puisque les hauteurs AE, Am sont entre elles
comme deux nombres entiers, on aura sol. AG : P ::
AE : Am. Mais on a, par hypothese, sol. AG : sol. AL ::
AE ; AQ; de la résulte sol. AL : P:: AO : Am. Mais AO
est plus grand que Am; done il faudrait, pour que la
proportion etit lieu, que le solide AL fiut plus grand
que P. Or au contraire il est plus petit : done il est
impossible que le quatrieme terme de la proportion
sol. AG: sol. AL :: AE : &, soit une ligne plus grande
que Al Par un raisonnement semblable on démon-
trerait que le quatrieme terme ne peut étre plus petit
que Al; donc il est égala Al; done les parallélepipedes
rectangles de méme base sont entre eux comme leurs
hauteurs.

PROPOSITION XIII
THEOREME.

Deux parallélepipedes rectangles AG, AK,
qui ont méme hauteur AE, sont entre eux comme
leurs bases ABCD, AMNO.

Ayant placé les deux solides I'un a coté de lautre,
comme la figure les représente, prolongez le plan
ONKL. jusqu’a ce qu'il rencontre le plan DCGH sui-

7] I
vant PQ, vous aurez un troisieme parallélepipede AQ,
qu'on pourra comparer a chacun des parallélepipedes
AG, AK. Les deux solides AG, AQ, ayant méme base




-
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AEHD, sont entre eux comme leurs hauteurs AG, AB;
pareillement les deux solides AQ, AK, ayant méme
bhase AOLE, sont entre eux comme leurs hauteurs
AD, AM. Ainsi on aura les deux proportions,

sol. AG :s0l. AQ :: AB: AO,

sol. AQ :sol. AK :: AD: AM.
Multipliant ces deux proportions par ordre , et omet-
tant, dans le résultat, le multiplicatenr commun sol.
AQ, on aura,

sol. AG : s0l. AK :: AB x AD: AO x AM.

Mais AB x AD représente la base ABCD, et AO x AM .

NO ; donc deux parallélepi-
pedes rectangles de méme hauteur sont entre eux

représente la base AN
comme leurs bases.
PROPOSITION XIV.
THEOREME.

Deux pmnﬂé le pip edes rf’c!wzg/c.s‘ quelconques
sont entre eux comme les produits de leurs bases
par leurs hauteurs , ou comme les produits de
leurs trois dimensions.

Car ayant placé les deux solides AG, AZ, de ma~-
nierc que leurs surfaces aient l'angle commun BAE,
prolongez les plans nécessaires pour former le troi-
sieme parallélepipede AK de méme hauteur avec le
parallélepipede AG. On aura, par la proposition pré-
cédente,

sol. AG :sol. AK :: ABCD : AMNO.
Mais les deux parallélepipedes AK, AZ, qui ont méme
hase AMNO, sont entre eux comme leurs hauteurs
AE, AX ; ainsi on a,
sol. AK :sol. AZ ;: AE : AX.
Multipliant ces denx proportions par ordre, et omet-

12.

fig. 213,
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tant, dans le résultat, le multiplicateur commun soZ.

AK, on aura

sol. AG : sol. A7 :: ABCDx AR : AMNO x AX.
A la place des bases ABCD et AMNO, on peut mettre
ABXAD et AOX AM, ce qui donnera,

s0l. AG : sol. A7 :: ABX AD X AE : A”X AM x AX.

Donc deux pa allélipipedes rectangles quelconques
sont entre eux, ete.

Scholie. 1l suit de la qu'on peut prendre pour me-
sure dun parallélipipede rectangle le produit de sa
base par sa hauteur, ou le produit de ses trois dimen-
sions. C'est sur ce principe que nous ¢valuerons tous
les autres solides.

Pour l'intelligence de cette mesure il faut se rap-
peler quion ontcml par ]er'ml de deux ou de plu-
sieurs lignes, le produit des nombres qui u-pu'u.onlenr
ces lignes, et ces nombres dépendent de 'unité linéaire
qu'on peut prendre i volonté : cela pmé le produit
des trois dimensions dun para Ll(-hplpz de est un nom-
bre qui ne signifie rien en lui- méme, et qui serait
différent si on avait p“; une autre unité lrnwm‘v Mais
si on multiplie de méme les trois dimensions d’un autre
parallélipipede, en les évaluant d'aprés la méme unité
linéaire, les deux produits seront entre eux comme
les solides, et donneront I'idée de leur grandeur re-
lative.

La grandeur d’un solide, son volume ou son éten-
due constituent ce qu'on appelle sa solidité, et le mot
de solidite est employé particuliérement pour désigner
la mesure d'un solide : ainsi on dit que la solidité c[’un
parallélipipede rec tangle est égale au produit de sa
base par sa hauteur, ou au prodmt de ses trois di-
mensions.

Les trois dimensions du cube étant égales entre
elles, si le cOté est 1, la solidité sera 1X 1 X 1 S OnY e
st le coté est 2, la solidité sera 2 x4 X2, ou 8; sile

-
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coté est 3, la solidité sera 3 X 3 X 3, ou a7, et ainsi de
suite; ainsi les ¢Otés des cubes élantcomme les nombres
1, 2, 3, etc., les cubes eux-mémes ou leurs solidités
sont comme les nombres 1, 8, 27, €tC. De la vient qu'on
appelle en arithmétigque cude d'un nombre le 1:rmluil
qui résulte. de trois facteurs égaux 4 ce nombre.

Si on proposait de faire un cube double dun cube
donné, il faudrait que le coté du cube cherché fiivau
edté du cube donné comme la racine cube de 2 est &
Tunité. Or on trouve facilement, par une construc-
tion géométrique, la racine quarrée de 2; mais on ne
peut pas trouver de méme sa racine cube, du moins
par les simples Upérnlions de la géumél.ric élémen-
taire , lesqnullv.-; consistent A u’cmp'lo}’cr que des
lignes, droites dont on connait deux points, et des
cercles dont les centres et les rayons sont détermines-

A raison de cette difficulté le probléme de la
duplication du cube a été célebre lmt'mi les anciens
géometres, comme celul de la trsection de langle,
qui est A-peu-pres du méme ordre. Mais on connait
depuis long-temps les solutions dont ces soites de
problémes sont susceptibles , lesquelles , quoique
moins simples que les constructions de la g‘d(mu'zlriu
dlémentaire, ne sont cependant ni moins exactes,

ni moins rigoureuses.
PROPOSITION XV.
THYOREME.

La solidité d’'un j)af'rdeFir';np{:(.la', et en gé-
néral la solidité d’un prisme quelcongue, est
égale au produit de sa base par sa hauteur.

Car 1° un pamﬂéiipipmlc quelconque est équiva-
lent a un p:u;;lllc}lipipn(io rectangle de méme hauteur
et de hase équivalente *. Or la solidité de celui-ci est
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égale a sa base multipliée par sa hauteur; donc la
solidité du premier est pareillement égale au produit
de sa base par sa hauteur.

(8]

2" Tout prisme triangulaire est la moitié du paral-

|
‘ | Iélepipede construit de maniere quil ait la méme hau-
‘ teur et une base double ™, Or la solidité de celui-cj est

‘i égale & sa base multiplide par sa hauteur ; donc celle
" du prisme triangulaire est égale au produit de sa base,
|! moiti¢ de celle du parallélepipede , multipliée par sa
iy hauteur,
l‘,' 3° Un prisme quelconque peut étre partagé en au-
1’, tant de prismes triangulaires de méme hauteur gquon
:1 peut former de triangles dans le polygone qui lui sert
de base. Mais la solidité de chaque prisme triangulaire
est ¢gale & sa base multipliée par sa hauteur; et puis-
| que la hauteur est la méme pour tous, il s'ensnit que
i la somme de tous les prismes partiels sera égale 4 la
i somme de tous les triangles qui leur servent de bases,
multipliée par la hauteur commune. Done la solidité
d’un prisme polygonal quelconque est égale au pro-
duit de sa base par sa hauteur.
Corollaire. St on compare deux prismes qui ont
Il méme hauteur, les produits des bases par les hau-
' teurs seront comme les bases; done deua prismes de
méme hauteur sont entre euzx comme leurs bases; par

une raison semblable , deux prismes de méme base sont
. entre eux comune leurs hauteurs.

PROPOSITION XVI.
' [ LEMME.

| fir, 514

4 St une pyramide SABCDE est coupeée par un
plan abd parallele a sa base,
1" Les cotés SA, SB, SC,.... et la hauteur S0, se-
il ront divisés proportionnellementen a, b, (O
2° La section abede sera un polygone sembla-
ble a la base ABCDE,
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Car 1° les plans ABG, abe, érant pm‘;\llcle:i, leurs
intersections AB, ab, par un troisieme plan SAB,
seront pal‘;lllel(*s*; donec les triangles SAB, Sab, s(_:mt
semblables, et on a la pl‘(}porl‘iuu SA:Sa::5B: Sb;
on aurait de méme SB : S#:: 86« Se., et ainei de
suite. Donc tous les cbtés SA, SB, SG, etc., sont
coupes propt_n'rimme'llument en a, b, c, et L.'.\ hau-
teur SO est coupée dans la méme proportion au
point o; car BO et o sont paralleles, et ainsi on a
SO : So :: SB : 5.

oo Puisque ab est parallele a AB, bc a BG, ed a
CD, etc., Vangle abe — ABG, Yangle bed =BCD, et
ainsi de suite. De plus, a cause des triangles sembla-
bles SAB, Sab, on a AB: ab =+ SB - Sbj et a cause des
triangles semblables SBC, Sbe, on a SB:Sb::BC:be;
donc AB : ab:: BG: be; on a arait de méme BG : bc ::
CD : cd, et ainsi de suite. Donc les polygones ABCDE,
abede, ont les angles égaux chacun A chacun et les
edués homologues proportionnels; donc ils sont sem-

blables.

Corollaire. Soient SABCDE, SXYZ, deux pyra-
mides dont le sommet est commun, €t qui ont méme
haateur, ou dont les bases sont situées dans un meéme
plan; si on coupe ces pyramides par un méme plan
parallele au plan des bases, et quil en résulte les
sections abede, xyz; je dis que les sections abede,
Xyz, seront entre olles comme les bases ABGDE, XYZ.

Car les polygones A BCDE, abcde, étant semblables
leurs surfaces sont comme les quarrés des cotés ho-
mologues AB, ab; mais AB : ab :: SA t Sa; donc

ABCDE : abede : :SA: Sz, Par la méme raison, XYZ:
xyz 21 SX ¢ Sa. Mais puisque abexyz n'est quun
méme plan, on a aussi SA : Sa :: SX : Sz; donc
ABCDE : abede :: XYZ 1 ayz ; done les sections abede,
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)%, sont entre elles comme les

Done si les bases A BCDE, XYZ sont équivalentes, les
sections faites & égale hauteur sont pareillement

équivalentes

bases ABCDE, XYZ.

PROPOSITION X VIL

Deux pyramides riangulaires qui ont de.
ses équivalentes et des hauteurs égales,
cquivalenies.

méme plan, sont éc

teur TA ;

Soient SA B(
bases ABC, abe, que

' A
THLEOREME

4 /fu -
sont

, sabe les deux pyramides dont les
nous supposons placées sur un
Juivalentes et qui ont méme hau-
si ces pyramides ne sont pas equivalentes ,

soitsabe la plus petite et soit Az la hauteur d’un prisme

qui €tant construit sur la base ABC, serait égal a

leur différence.

Divisez 1:

1hauteur commune
petites que Az, et soit 4 une de ces
points de division de la hautenr
plans paralleles au plan des bases; |
par chacun de ces plans dans lesdeux 1

AT en parties ¢gales plus

parties; par les

, faites passer des
es sections faites
yyramides, seront

équivalentes ™, telles que DEF et def, GHI et ght, ete.

cela posé, sur les triangles ABC, DEF, GHI etc., pris
pour bases, construises des prismes extérieurs qul
aient pour arétes les parties AD, DG, GK

cote S

des prismes intérieurs qui
correspondantes «

Le

auront p(‘-‘ll_l‘ }l:lil!’l_‘[l[' commune :';'.

La somme des prismes extérieurs de 1

SABC, est plus grande que cette pyramide, la somme

, ete. du

5A 3 de méme sur les triangles def, ohi, kim , etc.,
pris pour bases , construisez dans la seconde pyramide
aient pour arétes les parties
u cOté sa ;3 tous ces prismes partiels

a pyramide
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des prismes intérieurs de la 1)}'1‘mnidc sabe est plus
petite que cetie Py amide; doncepar ces deux raisons
la différence entre les deux somies de prismes devra
dtre plus g!‘:mdu que la différence entre les deux
Py amides.

Or a partir des bases ABC, abc, le second prisme
extérienr DEFG  est équivalcnt an prcmicr prisme
intérieur defa, puisque leurs bases DEF , def, sont
équivalentes et quils ont une méme hauteur k£ ; sont
(E([uiv;ilens par la méme raison le troisiéme prisme
extérieur GHIK et le second intérieur ghid , le qua-
trieme. extérieur et le troisicme intérieur, aimnsi de
suite jusgu’au dernier des uns et des autres. Donc
tous les prismes extérieurs de la yyramide SABC, a
I'exception du premier ABCD, ont leurs équivalens
dans les prismes intérieurs de la pyr;\midu sabe, Donc
le prisme ABGD est la différence entre la somme des
prismes extérieurs de la pyr:nnidc SABC et la somme
des prismes intérieurs de la pyl‘;uni(ie sabe ; mais la
différence de ces denx sommes est plus gmndc que
la différence des deux pyramides; donc il faudrait
que leprisme ABCD fut plus grand que le prisme
ABCX; or au contraire il est plus pett, puisqu’ils
ont une méme base ABG, et que la hauteur £ du
premier est moindre que la hauteur Az du second.
Donc 'hypothese d'our 'on est parti ne saurait avoir
. licu ; done les deux pyramides SABC, sabc, de bases

équivalentes et de hauteurs égales , sont équivalentes.
PROPOSITION X VLT
PHEOREM E.
Touie m-'mmr'c?(’ iriangulaire est le tiers du
prisme triangulaire de méme base et de méme
hauteur.

a Soit SABC une pyramide triangulaire, ABCDES un fig. 216.
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prisme triangulaire de méme base et demé

me hauteur,
je dis que la pyramide est le tie

rs du prisme.
Retranchez du prisme la pyramide SABC

, il restera
le solide

SACDE qu’on peut considérer comme
pyramide quadrangulaire dont le sommet est S
a pour base le parallélogramme ACDE ; tirez |
nale GE et conduisez le plan SCE qui partagera la py-
ramide quadrangulaire en deux pyramides triangulaires
SACE, SDCGE. Ces deux pyramides ont pour hauteur
commune la perpendiculaire abaissée du sommet S
sur le plau ACDE ; elles ont des bases égales, puisque
les triangles ACE, DCE, sont les deux moitiés du méme
parallélogramme; done les deux pyramides SACE ,
SDCE, sont équivalentes entre elles ; mais la pyramide
SDGE etla pyramide SABC ont des bases égales ABC ,
DES; elles ont aussi méme hauteur ; car cette hauteur
est la distance des plans paralleles ABG, DES. Done
les deux pyramides SABC , SDCE, sont équivalentes ;
mais on a démontré que la pyramide SDCE est équi-
valente i la pyramide SACE ; donc les trois pyramides
SABC, SDCE, SACE, qui composent le prisme ABD
sont équivalentes entre elles. Donc la pyramide SABG

est le tiers du prisme ABD qui a méme base et
méme hauteur.

Corollaire. La solidité d’'une pyramide triangulaire
est égale au tiers du produit de sa base par sa hauteuy.
8 P

une
e qlli

1e
e (I]."I“_;‘O-

PROPOSITION XIX.
THEORE ME.

Toute pyramide SABCDE a pour mesure le
tiers du produit de sa base ABCDE par sa hau-
teur AO.

Car en faisant passer les plans SEB, SEG, par les

o
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on divisera la pymlmdu pnl}-'ga-
yramides trmngul:m-us

ur SO. Mais par le

diagonales B, EC,
nale SABCDE, en plusieurs p
qui auront toutes la méme haute
théoréme précédent chacune de ces pyr:unitlu.-; se
mesure en multipliant chacune des bases ABE , BCE,
CDE, par le ters de sa hauteur SO ; done la somme
angulaires , ou la 1}y1'amidc polygo-

des pyramidcs tri
ur mesure la somme des tri-

nale SABCDE, aura po
ABE, BCE, CDE, ou le polygone ABCDE,
S0 ; donc toute p}'r:lmidc a pour me-

multiplié par 5
sure le tiers du protluit de sa base par sa hauteur.

;mg]vs

Coroliaire 1. Toute pyramide est le tiers du prisme
de méme base et de méme hauteur.

Corollaire 1L Deux p}’rnmidcs de méme hauteur
sont entre elles comme leurs bases, et deux pyra-
mides de méme base sont entre elles comme leurs
hauteurs.

Scholie. On peut évaluer la solidité de
11{.}1}*(!(]1'0 en le décomposant en pymmitlcs?
dé('umlmsilim'I peut se faire de plusicurs manieres :
une des plus simples est de faire passer les plans de
méme angle solide ; alors

tout corps
et cette

division par le sommet dun

on aura autant de py ramides p:u‘ticllcs qu"il y a de

faces dans le polyedre, excepté celles qui forment
Pangle solide d’ol partent les plans de division.

PROPOSITION XX.

THEOREM E.
Deuzx polyédres symmétrigues sont équivalents
entre eux Ou €gAUX en solidité.

Car 1° deux pyr;nuides triangulail‘cs symmétriques,
telles que SABG, TABG, ont pour mesure commune

fig. 202,




]' L fig.
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le produis de la base ABG par le tiers de la hauteur
SO ou TO; donc ces pyramides sont équivalentes
entre elles,

2° 5i on partage d'une maniere queleonque 1'un des

polyédres symmeétriques en pyramides triangulaires,
On pourra partager de méme l'autre polyédre en Py-
ramides triangulaires symmétriques ; or les pyr

amides
triangulaires symmeétriques sont équivalentes chacune
a chacune; done les polyedres entiers seront équiva-
lents entre eux ou égaux en solidité.

Scholie. Cette proposition semblait résulter immé-
diatement de la proposition I, oii 'on a f

ait voir que
dans deux polyedres symmétriques, toute

s les parties
constituantes dun solide sont eégale
tituantes de |
cessaire (e |

IS AUX parties cons-
‘autre; mais il n'en était pas moins né-

a démontrer d’vne maniere J-Egou reuse.
PROPOSITION XY,
THEOREME.

St une pyramide est coupée par un plan pa-

rallele a sa base, le tronc qui reste en dtant la

petite pyramide, est égal a la somme de trois
prramides qui auraient pour hauteur commune
lo hauteur du lronc, et dont les bases seraient
la base inférieure du trone, sa base supérieure,
et une moyenne proportionnelle entre ces deyz
l’J(L.\\‘,’.S‘.

Soit ABCDE une pyramide coupée par le plan abd
parallele a la base; soit TFGH une pyramide trian

gu-
laire dont la base et

la hauteur soient égales ou équi-
valentes a celles de la pyramide SABCDE. On peut
supposer les deux bases situées sur un méme plan; et

alors le plan abd , prolongé, déterminera dans la py=



189

LIVRE VL
ramide miangulaire une section fok , situde a la méme

hauteur au-dessus du plan commun des bases : d’otn

il résulte gue la scetion /g ¢

la base FGH est a la base ABD*: et puisque les bases * 16.
SREEL

, les sections le seront aussi. Les py-

st & la section abd comme

sont équivalentes
ramides Sabede , Lfgl , sont donc équivalentes, puis-
s ont méme hauteur et des bases équivalentes.
Les pyramides enticres SABCDE, TFGH, sont équi-
valentes par la méme raison ; donc les troncs ABDdab,
FGHAfz, sont équivalents , et par conséquent il suf-
, pour le seul

quielle

fira de démontrer la l):‘opmi tion énoncee
eas du tronc de p}'l';imitlu priangulaire.

Soit FGH/%/g un tronc de p}'mmltle triangulaire
a bases paralleles : par les trois points ¥, g, H, con-
duisez le plan FgH, qui retranchera du tronc la py-
yamide triangulaire gFGH. Cette py -amide a pour base
la base inférieure FGH du tronc, elle a aussi pour
la hauteur du tronc, puisque le sommet &

fig. 2X8.

hauteur
est dans le plan de la base supérieure fgh.

Aprés avoir retranché cette pyramide, il restera la
pyramide quadrangulaire gfhHT, doni le sommet est
g et la base fRHF. Par les trois points f, g, H, con-
duisez le plan fgH, qui partagera la pyramide qua-
drangulaire en deux triangulaires gF/H, g/ hH. Cette
derniere a pour base la base supérieure gf A du tronc,
et pour hauteur la hauteur du ::rom',.]mlaqm: s0n
sommet H appartient a la base inférieure : ainsi nous
avons déja deux des trois py ramides qui doivent com-
poser le tronc.

Il reste & considérer la troisieme gFfH: or, s1 on
mene gK parallele a fF, et quon imagine une nou-
velle p:.-'r:nnl{'_cfl“ﬂ K , dont le sommet est K et la base
FfH, ces deux pyramides auront méme base FfH;
olles auront aussi méme hauteur , puisque les sommets

2 et K sont situés sur une ligne gk parallele & Ef, et

par conséquent parallele au plan de la base ; donc ces




fig. 2
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pyramides sont équivalentes. Mais la pyramide fFKH
peut €tre considérée comme ayant son sommet en £,
et ainsi elle aura méme hauteur que le trone ; quant
asa base FKH , je dis qu'elle est moyenne proportion-
nelle entre les bases FGH, fgh. En effet les triangles
FHK, fgh, ont un angle égal F =/ et un c6té {'”'ll.
I'h_g_/,, ; ona donc* T Hl\ Gh:: FH : fh. On a aussi
FHG: FHK :: FG : FK ou fg. Mais les triangles sem-
blables FGH, fg/, donnent FG _}‘.: 1‘1[._}‘!’;., done
FGH : FHK .: FHK : fz/; et ainsi la base FHK est
moyenne proportionnelle entre les deux bases FGH,
fff'r Done un trone de pyramide triangulaire, a bases
paralleles, équivaut a trois pyramides qui ont pour
hauteur commune la hauteur du trouce, et dont les
bases sont la base inférieure du tronc, sa base supé-
rieure, et une moyenne proportionnelle entre ces
deux bases.

PROPOSITION XXII
THEOREM E.

Si on coupe un prisme triangulaire dont ABC
est la base, par un j)fa’!. DES incliné a cetle
base, le solide ABCDLS, qui résulte de cette
section, sera égal a la somme de trois pyramides
dont les sommets sont D, E, 8, et la base com-
mune ABC.

Par les trois points 5, A, C, faites passer le plan
SAC, qui retranchera du prisme tronqué ABCDES la
pvmmldv triangulaire SABC : cette pyramide a pour
base ABC et pour sommet le point 5.

Aprés avoir retranché cette pyramide, il restera la
pyramide quadrangulaire SACDE, dont S est le som-
met et ACDE la base. Par les trois points S, E, G,
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menez encore un plan SEG, qui divisera la pyra-
mide ({11:1(11‘:1ngulaire en deux pyramides triangulaires
SAGE, SCDE.

La p}w'mni(h: SAEC, qui a pour base le triangle
AEC et pour sommet le point S, est équivalente a une
pyramide EABC, qui aurait pour base AEC et pour
sommet le point B. Gar ces deux pyramides ont méme
base ; elles ont aussi méme hauteur, puisque la ligne
BS, étant parallele a chacune des lignes AE, CD, est
parallele a leur plan ACE; donc la pyramide SAECG
est équivalente a la pyramide EABG, laquelle peut
&tre considérde comme ayant pour base ABC et pour
sommet le point E.

La troisieme pyramide SCDE peut étre changée
dabord en ASCD; car ces deux pyramides ont la
méme base SCD ; elles ont aussi la méme hauteur,
puisque AE est parallele au plan SCD; donc la pyra-
mide SCDE est équivalente a ASCD. Ensuite la py-
ramide ASCD peut étre changée en ABCD, car ces
deux pyramides ont la base commune ACD; elles ont
aussi la méme hauteur, puisque leurs sommets Set B
sont situés sur une parallele au plan de la base. Donc
la pyramide SCDE, équivalenie & ASCD, est aussi
équivalente a ABCD; or, celle-ci peut étre regardée
comme ayant pour base ABC et pour sommet le
point D.

Donc enfin le prisme tronqué A BCDES est égal a
la somme de trois pyramides qui ont pour base com-
mune ABC, et dont les sommets sont respectivement
les points D, E, S.

Corollaire. Si les arétes AE, BS, CD, sont perpen-
diculaires au plan de la base, elles seront en méme
temps les hauteurs des trois pyramides qui composent
le prisme tronqué; de sorte que la solidité du prisme
tronqué , sera exprimée par 2 ABG X AE-+4 :ABC x BS
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+ +ABGX CD, quantité quise réduitd ;ABC X (AE-4

BS + CD).
PROPOSITION XXIII:
THEOREM E.

Deux pyramides triangulaires semblables ont
les faces homologues semblables, et les angles

solides homologues égau.

Suivant la définition, les deux pyramides triangu-
laires SABG, TDEF , sont sembiables, si les deux tri-
angles SAB, ABC, sont semblables aux deux TDE,
DEF, et semblablement placés, ¢'est-d-dire, si I'on a
I'angle ABS=DET, BAS=EDT, ABC—=DEF, BAC
— EDF, et si en outre linclinaison des plans SAB,
ABC, est égale a celle des plans TDE , DEF : cela
posé, je dis que ces pyramides ont toutes les faces

semblables chacune a chacune, et les angles solides
homologues égaux.

Prenez BG=ED, BH—EF, BI=ET, et joignez
GH, GI, IH. La pyramide TDEF est égale a la pyra-
mide IGBH ; car ayant pris les cotés GB, BH, égaux
aux cotés DE, IF, et Pangle GBH étant, par lx-yp{)-
these, égal a langle DEF', le triangle GBH est égal
a DEF; donc, pour opérer la superposition des deux
pyramides, on peut dabord placer la base DEF sur
son égale GBH ; ensuite, puisque le plan DTE est in-
cliné sur DEF autant que le plan SAB sur ABC, il est
clair que le plan DET tombera indéfiniment sur le
=GBI,
done ET tombera sur son égale BI; et puisque les
T, coincident avec les quatre

plan ABS. Mais, par hypothese, Iangle DE'
quatre points D, E, F,
G, B, H, I, il s'ensuit * que la oyramide TDETF coin-
cide avec la pyramide IGBH.

——



Or, a canse des triangles égaux DEF, GBH, on a
Vangle BGH—=EDF = BAG ; donc GH est parallele
AC. Par une raison semblable GI est parallele a AS:
donc le plan IGH est parallele & SAC*. De la 1l suit
que le triangle IGH, ou son égal TDF , est semblable
a SAC*, et que le triangle 1 BH, ou son égal TEF, est
semblable 4 SBC; donc les deux pyramides triangu-
Jaires semblables SABC, TDEF, ont les quatre faces
semblables chacune i chacune : de plus elles ont les
angles solides homologues égaux.

Car on a déja placé l'angle solide E sur son homo-
Jogue B, et on pourrait faire de méme pour deux autres
angles solides homologues ; mais on voit immediate
ment que deux angles solides homologues sont égaux,
par exemple , les angles T et S, parce quils sont for-
més par trois angles plans égaux chacun a chacun ,
et semblablement placés.

Done, deux p}’riu‘uiclcs triangulaires semblables ont
les faces homologues semblables et les angles solides

homologues égaux.

Corcllaire I. Les triangles semblables dans les deux
]_:yl'a\mides fournissent les proportions A B:DE:: BC:
EF::AC:DF::AS:DT..SB:TE::8C:TF; donc,
dans les pyramides triangulaires semblables , les cotes
homologues sont pmpm'l‘ér?!};ic/c.

[I. Et puisque les angles solides homologues sont
dgaux, il Sensuit que linclinaison. de deux faces quel-
conques d’une !_3}’-"ru.i.?£'a‘.f<3 est égale a Dinelinaison des
deuz faces homologues de la pyramide semblable.

Il1I. Si on coupe la pyramide triangulaire SABG
par un plan GIH parallele a Pune des faces SAG, Ia
pyramide partielle BGIH sera semblable & la pyramide
enticre BASC : car les triangles BGI, BGH, sont sem:

blables aux triangles BAS, BAG, chacun a chacun
et semblablement placés ; Vinclinaison de leurs plans

Douz edit.
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est la méme de part et d'autre; donc les deux pyra-
mides sont semblables.

LV. En général, si on coupe une pyramide qiel-
congue SABCDE par un plan abede parallele a la
base, la pyramide }Jrn'e".f}'f/f! Sabede sera semblable &
la pyramide entiere SABCDE. Gar les bases ABCDE,
abede , sont semblables, et en joignant AC, ac, on
vient de prouver que la pyramide triangulaire SABC
est semblable & la pyramide Sabe ; done le point S est
déterminé par rapport a la base ABC comme le point
S T'est par rapport a la base abe*; donc les deux Py-
ramides SABCDE, Sabcde, sont semblables.

Scholie. Au lieu des cing données requises par la dé-
finition pour que deux pyramides triangulaires soient
semblables, on pourrait en substituer cing autres,
suivant différentes combinaisons , et il en résulterait
autant de théorémes, parmi lesquels on peut distin-
guer celui-ci : Dewa pyramides triangulaires sont sem-
blables lorsqw'elles ont les cotés homologues propor-
tionnels.

Car, si on a les proportions AB:DE :; BC:EF :: AC
:DF::AS:DT::SB: TE.:SC:TF, ce qui renferme
cing conditions, les triangles ABS , ABC, seront sem-
blables aux triangles DET, DEF, et semblablement
placés. On aura aussi le triangle SBG semblable a
TEF ; donc les trois angles plans qui forment l'angle
solide B, seront égaux aux angles plans qui forment
Pangle solide E, chacun a chacun; dou il suit que
Finciinaison des plans SAB, ABC, est égale 4 celle de
leurs homologues TDE , DEF , et qu'ainsi les deux
pyramides sont semblables.

PROPOSITION XXIV.
THEOREME.

Dewx polyedres semblables ont les faces ho-

mologues semblables, et les angles solides home-

logues éeauzx.




LIVRE VI igo

Soit ABCDE la base d’un polyedre ; soient M et N fig. 219

les sommets de deux angles solides, hors de cette base,
déterminés par les pyramides triangulaires MABG,
NABC, dont la base commune est ABC; soient dans
Pautre polyedre, abede 1a base homologue ou sem-
blable & ABGDE, m et n les sommets homologues a
M et N, déterminés par les pyramides mabe , nabe
semblables aux pyramides MABG, NABC; je dis
d’abord que les distances MN, mn, sont proportion-
nelles aux cdtés homologues AB, ab.

En effet, les pyramides MABC , mabe , étant sem-

|

a celle des plans mac, bac ; pareillement les pyramides

blables, I'inclinaison des plans MAC, BAG, est épale
NABC, nabe , étant semblables, I'inclinaison des plans
NAC, BAC, est égale a celle des plans rac , bac : donc,
i on retranche les premieres inclinaisons des der-
nieres , il restera I'in¢linaison des plans NAC, MAG,
égale a celle des plans nac, mac. Mais, a cause de la
similitude des mémes pyramides , le triangle MAC est
semblable & mac, et le triangle NAC est semblable a
nac : done les deux pyramides triangulaires MNAG,
mnac , ont deux faces semblables chacune a chacune,
semblablement placées et également inclinées entre
elles; done ces pyramides sont semblables *, et leurs
cdtés homologues donnent la p -oportion MN : mn ::
AM :am. Dailleurs AM:anm :: AB:ab ; donc MN:mn
: AB : ab.
Soient P et p deux autres sommets homologues des
mémes polyedres, et or aura semblablement PN:pn
AB:ab, PM:pm:: AB: ab. Donc MN : mn :: PN : pn
:: PM : pin. Done le iriangle PNM qui joint trois som-
mets quelcongues d’un polyesre est semblable aw tri-
angle pnm qui joint les trols somunets homologues de
Pautre polyedre.
Soient encore () et g deux sOmuiets hemologues, et
letriangle PQN sera semblable a pgn. Je dis de plus

13,
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que linclinaison des plans PQN, PMN, est égale &
celle des plans pgn, pmn.

Car si on joint QM et grnz, on aura toujours le tri-
angle QNM semblable a gniz, et par conséquent’angle
QNM égal a gnm. Concevez en N un angle solide for-
mé par les trois angles plans QNM, QNP, PNM, et
en 2 un angle solide formé par les trois angles plans
grin, gnp, pran : puisque ces angles plans sont égaux
chacun a chacun, il s'ensuit que les angles solides sont
égaux, Done l'nclinaison des deux plans PNQ, PNM ,
est égale a celle de leurs homologues png , prm; done,
si les deux triangles PNQ, PNM, étaient dans un
méme plan, auquel cas on auraii angle QNM—=0QNP
—+PNM, on aurait aussi langle gnm—qgnp—+-pnm, et
les deux triangles gnp, pnm, seraient aussi dans un
méme plan.

Tout ce qui vient d’étre démoniré a lieu, quels
que soient les angles M, N, P, Q, comparés a leurs

homol

€S M, Ny Py ge

Supposons maintenant que la surface de l'un des
polyedres soit partagée en triam;__;‘l(;s ABC, ACD,
MNP, NPQ, etc., on voit que la surface de l'autre

polye

Ire contiendra un pareil nombre de triangles
abe, acd , mnp, npg, etc., semblables et semblable-
ment placés ; et si plusieurs triangles , comme MPN,
NPQ, ete., appartiennent & une méme face et sont
dans un méme plan, leurs homologues mpn, npg, ete.,
seront p:l:‘{.’lllt::m’n[ dans un méme ;1'1;111. Donec toute
face polygone dans un polyedre répondra A une face

yolycone semblable dans 'autre polyédre : done les
pelys POl )

deux polyédres seront compris sous un méme nombre

de plans semblables et semblablement placés. Je dis de
plus que les angles solides homologues seront éeaux.
X 1 i a o

Car, si langle solide N, par exemple, est formé
pav les angles plans QNP, PNM, MNR, QNR, l'an-

ole solide homelogue 7z sera formé par les angles
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plans gnp, prm, mnr, gnr. Or, ces angles plans sont
;Eg:u.l.\: chacun & chacun, et Pinclinaison de deux plans
adjacents est égale 2 celle de leurs homologues ; donc
les deux angles solides sont égaux , comme pouvant
étre superpnsés.

Donc enfin deux ptﬂyi-(lrcs semblables ont les faces
homologues semblables et les angles solides homo-
logues égaux.

Corollaire. 11 suit de 1a démonstration pré('('.fh::ntc
que si, avec quatre sommets dun 1:01_\'?'<|1-{:: on forme
une p}'mmide triangulaire , et quon en forme une
seconde avec les quatre sommets homologues d'un
polyédre semblable, ces deux pyramides seront sem-
blables ; car elles auront les cOtés homologues pro-
p(n'lionm-.ls &

On voit en méme temps que deux G“;\l_;'ull:lk’.‘; ho-
mologues™, par exemple, AN, an, sont entre elles
comme deux cOtes homologues AB, @0.

PROPOSITION XXV.

THEOREDME,

Pe:
oer en un méme nombre de Jn;'f'cun{'c[t_‘.'.‘ riangu-

{2/

polyedres semblables peuvent se parta-
laires semblables chacune a chacune, et sem-
blablement placées.

Car on a déja vu que les surfaces de deux 1;{;!:.-'(3-
dres peuvent se partager en un méme nombre de
triangles semblables chacun & chacun, et semblable-
ment ])l;u‘.é.‘. Considérez tous les triangles dun po-
lyedre, excepté ceux qui forment I'angle solide A,
comme les bases d'autant de pyr;nnith-s triangnlaires
dont le sommet est en Aj; ces l:"\-'l".nuic|tf.-; ]_u']-s:-:a en-
semble composeront e pf:l}’f'.l:'t.’: partagez de méme

autre |'m'l_\f‘t"(h‘c= en 'il_\-’!':lmhil.'% (i aient pour sommet

*s1,sch,
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commun celui de 'angle « homologue a A ; il est clair
que la pyramide qui joint quatre sommets d’'un po-
lyédre sera semblable a la pyramide qui joint les qua=-
tre sommets homologues de l'autre polyédre. Done
deux polyédres semblables, ete.

PROPOSITION XXVI.
THEOREME.

Deux pyramides semblables sont entre elles
comme les cubes des cotés homologues.

Car deux pyramides étant semblables, la plus petite
pourra étre placée dans la plus grande, de maniere
qu’elles aient I'angle solide S commun. Alors les bases
ABCDE, abede, seront paralleles; car, puisque les
faces homologues sont semblables*, T'angle Sab est
égal a SAB, ainsi que Sbe & SBC; donc le plan abe
est parallele au plan ABC*. Cela posé, soit SO la
perpendiculaire abaissée du sommet S sur le plan
ABCG, et soit o le point ot cette perpendiculaire ren-
contre le plan abe ; on aura, suivant ce qui a été déja
démontré *, SO:So::SA:Sa:: AB.ab; et par consé-
quent,

250 : 250 :: AB : 4d,

Mais les bases ABCDE , abcde, étant des figures sem-
blables, on a,
ABCDE : abcde :: AB : ab.

Multipliant ces deux proportions terme a terme, il en
résultera la proportion ,

ABCDE X £SO : abcde % 2806 :: AB : ab ;

or, ABCDE X 50 est la solidité de la pyramide
SABCDE*, et abedex ;So est celle de la pyramide
Sabede ; done deux pyramides semblables sont entre

1 A »
elles comme les cubes de leurs cotés h(nmologufes.
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PROPOSITION X X Vil
THEOREDME.

dres semblables sont enire eux
es des cotés homologues.

Deux polye
comme les cub

Car deux polvc‘:drcs semblables peuvent étre par-
tagés en un méme nombre de p)':'nmldus 1'1'1;1|1g11lui1'es
.

. Or, les deux pyra-

semblables chacune 4 chacune™
sont entre elles

semblables APNM , apnm,
comme les cubes des cotés homologues AM, am, ou
s des cotés homologues AB, ab. Le
autres pyramides

mides

comme les cub
méme rapport aurd lieu entre deux
homologues que\c-.omlues

ent un polyedre, ou le po-

les pvmmi(l(m (lui compos
o
. e 2 !
lyédre lui-meme, est a lautre polyédre, comme le
lconque du prcmic!‘ est au cube

; done la somme de toutes

cube d'un coté que
A L4 x
du coté homologue du second.

Scholie g(‘néruf.

en termes algébriques, ¢est-a-

On peut ln'l':rit:llt(“i'
la récapitulation

dire, de la maniere la plus succincte,
des pt'im:ipn\cﬁ p:'oposii'iuns de ce livre concernant les
solidités des pr_ﬂyt‘:(lrt-s.
Soit B la base d'un prisme, H sa hauteur; la soli-
dité du prisme sera BxH ou BH.
Soit B la base d'une pyramide,
solidité de la m-"r:lmi(lc sera b
LB H.
Soit H la hauteur d'un trone de |3}-‘i'umi;ic
p:u’nllulcs, soient A et B ses bases; V AB
moyenne pmpm'l'mnm-ﬂc enire elles, et |

trone sera +H X (A B L “AB.

fig.

H sa hauteur; la
x+H, ou Hx3B, ou

a bases
sera la

a solidite du

214.
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Soit B la base d'un tronc de prisme triangulaire,
H, H’', H', les hauteurs de ses trois sommets supé-
rieurs, la solidité du prisme tronqué sera 3B x (H
H'+ H").

Soient enfin P et 2 les solidités de deux polyédres
semblables, A et a deux cdtés ou deux diagonales
hmnolngnes de ces polyédres, on aura P : AR a
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