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LIVRE V.

LES PLANS ET LES ANGLES SOLIDES

DEFINITIONS.

. l}\l ligne droite est I,mf?‘p('m/sl.‘r.-/m';'z‘ @ un plan,
lorsqu’elle est pcrpemlif:uluir(e 3 toutes les droites qui
passent par son ,.ru}rd dans le pl;m*.
le plan est pc-‘rpcmliculuir » 2 la ligne.
Le /::'wf de la pm'pc'-m.li('ul.lire est le po'mt on cette
ligne rencontre le plan.
II. Une ligne est para
ne peut le rencontrer a que
I'un et lautre. Ii_é(-i[n-raquemeni‘. le p!:m est

Uele & un plan, lorsquielle

Ique distance qu’on les

prnhmgu
parallele a la ligne.

III. Deux plans sont paralleles entre eux, lorsquiils
ne peuvent se rencontrer a quelque distance qu’on les
prolung__gc I'un et lautre.

[V. Il sera démontré* que I'intersection commune

de deux plans qni se rencontrent est une ligne droite :

Pangle ou Uinclinaison mutuelle de deux

cela posé,
e dont ils

plans est la f]uumi{'t_’-. plus ou moins .f_;mmi

; ¥ L : S
sont écartés Vun de lautre ; cette guantite s me-

sure * par
}l(,‘]l[“(‘-lil?lil'L"-‘n menées dans chacun de ces plans au
méme point de I'intersection commune.

Cet

e peut étre aigu, droit, ou obtus.
V. Sil est droit, les deux plans sont perpendicu-

laires enire eux.
V1. Angle solide est lespace angulaire compris
: £
entre plusieurs plans qui se réunissent en un meme

Pe yint.

Réciproqueinent « yr.4,

Pangle que font entre elles les deux per- « .

il




fig. 100.

fig 182
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Ainsi l'angle solide S est formé par la réunion des
plans ASB, BSC, CSB, DSA.

Il faut au moins trois pl;ms pour former un angle
solide.

PROPOSITION PREMIERE,

THEOREME.

Une ligne drotte ne peut étre en partie dans
un plan , en partie au dehors.

Car, suivant la définition du plan, des qu'une
ligne droite a deux points communs avec un plan
elle est tout entiere dans ce plan,

Y

Scholie. Pour reconnaltre si une surface est plane,
i) faut appliquer une ligne droite en différents sens
sur cette surface, et voir si elle touche la surface dans
toute son étendue.

PROPOSITION II.
THEOREME,

Deux lignes droites qui se coupent sont dans
un méme plan , et en déterminent la position.

Soient AB, AC, deux lignes droites qui se coupent
en A : on peut concevoir un plan ot se trouve la
ligne droite AB; si ensuite on fait touraer ce plan
autour de AB, jusqu’a ce quil passe par le point G,
alors la ligne AC, qui a deux de ses points A et C dans
ce plan, y sera toute entiere, done la position de ce
plan est déterminée par la seule condition de renfer-
mer les deux droites AB, AC.

Corollaire 1. Un triangle ABC, ou trois points
A, B, G, non en ligne droite, déterminent la position
d’un plan.

Corollaire 1I. Donc aussi deux paralleles AB, CD,

déterminent la posivion d'un plan; car si on mene la
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sécante EF, le plan des deux droites AL, EF, sera
celui des paralleles AB, CD.

PROPOSITION I i,
LI OREME.

Si deux plans s¢ coupent , leur intersection
commune sera une ligne droite.

Car, si dans les points communs aux deux plans
on en trouvait trois .qui ne fussent pas en ligre droite ,
les deux plans dont il s'agit, passant chacun par ces
trois points, ne feraient qu'un seul et méme plan™,
ce (ui est contre la snmn':hii'ion.

PROPOSI TION LV
THEOREME.

Si une ligne droite AP est p(*Jjrcn.r.’z'cu.fm'm a fig 183
deux autres PB, PC, qut sé croisent & son pied
dans le plan MN , elle sera pm’pemh'cu{.’(u'rc a
une droite quelcongue PQ menée par son pied
dans le méme plan, et ainsi elle sera ‘{)(.’!'!JL‘N.(JE:—
culaire au plan MN.

Par un point Q, pris & volonté sur PQ, tirez la
droite BC dans Tangle BPG, de maniere que BQ—

(‘)_C*} iUing{?’L r\ |‘l, ,‘\(21 -'\“ .i\ll)l:‘_"h
b i I A ~ A liv. 3.
1.2 base BC étant divisée en deux parties égales au

point Q, le triangle BPG donnera ™, * 14 3.

e et
Le triangle BAG donnera pareillement,
AC .4 AB—2AQ+2QC.

Retranchant la premiere égalité de la seconde, et

observant que les triancles APG, APB, tous deux
o vl 2

—3 —_—a —

rectangles en P, donnent AC-
PB—AP; on aura,

AP AP= )r\(\) —2 i’(')_.‘

Gl AB
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en prenant les moitiés de part et d'autre,

2

on a AP—AQ—PQ, ou AQ=—AP--PQ, dunc le
"13-3. triangle APQ est rectangle en P*; donc !

pendiculaire a PQ.

‘ ]

AP est per-

Scholie. On voit par Ia, non seulement qu'il est pos-
sible qu’une ligne droite soit perpendiculaire & toutes
celles qui passent par son pied dans un plan , mais
que cela arrive toutes les fois que cette ligne est per-
pendiculaire & deux droites mendes dans le plan; clest
ce qui démontre la légitimité de la définition I.

i Corollaire 1. La perpendiculaire AP est plus courte
quune oblique quelconque AQ ; donc elle mesure la
vraie distance du point A au plan PQ.

Corollaire 11. Par un point P donné sur un plan ,
on ne peut élever qu'une seule perpendiculaire A ce
plan ; car si on pouvait élever deux perpendiculaires
par le méme point P, conduisez, suivant ces denux
perpendiculaires , un plan dont 'intersection avec le
plan MN soit PQ; alors les deux perpendiculaires
dont il sagit seraient perpendiculaires a la ligne PQ),

au méme point et dans le méme plan, ce qui est im-

possible.

Il est pareillement impossible d’abaisser d’un point
donné hors dun plan deux perpendiculaires i ce
plan ; car soient AP, AQ, ces deux perpendiculaires,

i alors le triangle APQ aurait deux angles droits APQ,
t AQP, ce qui est impossible.

| PROPOSITION V.

THEOREME,

Les obliques également éloignées de la per-
pendiculaire sont égales; et, de deux obligues
inégalement éloignées de la perpendiculaire,

- e

celle qui s'en éloigne le plus est la plus longue.
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Car les angles APD, APC, APD étant droits, si on
suppose les distances PB, PC, PD, égales entre elles,
les triangles APB, APC, APD, auront un angle ¢ga-
compris entre cdtés égaux; donc ils seront égaux ;
donc les hypoténuses ou les obliques AB, AG, A D,
seront égales entre ellcs. Pareillement, si la distance
PE est plus I_;r;nniu que PD ou son égale PB, il est clair
que I'oblique AF sera pln.s ;_;'1’;111(5(' que A B
('\.g;:](-: AD.

, OU 5011

Corollaire. Toutes les obliques égales AB, AG,
AD, ete., aboutissent & la circonférence BCD, dé-
crite du piu(k de la i)('_'l‘pmlr_li('uhi1‘(-: P comme centre ;
done érant donné un point A hors d'un plan, 51 on
veut trouver sur ce plan le _puim: P ot tomberait la
puu‘}urmlirul;\irn abaissée de A, il faut marquer sur ce
plan trois points B, C, D, également ¢loignés du point
A, et chercher ensuite le cenire du cercle qui passe
par ces peints; ce centre sera le point cherché P.

Scholie. Langle ABP est ce quon appelle I'ineli-
naison de Uobligue AB sur le plan MN ; on voit que
cette inclinaison est égale pour toutes les obliques A B,
AC, AD, etc., qui s'écartent également de la perpen-
diculaire ; car tous les triangles ABP, ACP, ADP, etc ,
sont égaux entre eux.

PROPOSITION VL
THEOREME.

Soit AP une p:'r‘_;mn(Eic'ufaz'r'c au plan MN et
BC une ligne située dans ce plan; si du pied P
de la j)er])en.décu[n.ire on abaisse PD perpendi-
culaire sur BC , et gu on joigne AD, je dis que
AD sera /_J('J'[J{‘ndc’cu.fm'r'(’ a BC.

Prenez DB—DC, et joignez PB, PG, AB, AC:
puisque DB=— DC, Ioblique PB== PC; et par rap-
port a la [)(--rp(:nclicu]airv AP, puisque PB=PG,

he 184

fig. 185,




fig. 186,
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I'oblique AB—=AG"; donc la ligne AD a deux de ses
points A et D également distants des extrémités B et

C; done AD est perpendiculaire sur le milieu de BC.,

Corollaire. On voit en méme temps que BC est per-
pendiculaire au plan APD, puisque BC est perpendi-
culaire d-la-fois aux deux droites AD , PD.

Scholie. Les deux lignes AE, BG, offrent I'exemple
de deux lignes qui ne se rencontrent point, parce que
elles ne sont pas situées dans un méme plan. La plus
courte distance de ces lignes est la droite PD, qui est
a-la-fois perpendiculaire & la ligne AP et 4 la ligne
BC. La distance PD est la plus courte entre ces deux
lignes ; car si on joint deux autres points, comme A
et B, on aura AB> AD, AD > PD; donc, a plus forte
raison, AB > PD.

Les deux lignes AE, CB, quoique non situées dans
un méme plan, sont censées faire entre elles un angle
droit, parce que AD et la parallele menée par un de
ses points a la ligne BC feraient entre elles un angle
droit. De méme la ligne AB et la ligne PD, qui repré-
sentent deux droites quelconques non situées dans le
méme plan, sont censées faire entre elles le méme
angle que ferait avec AB la parailele 3 PD menée par
un des points de AB.

PROPOSITION VII.
THEOREME.

St la ligne AP est perpendiculaire au plan
MN , toute ligne DE parallele a AP sera perpen-
diculaire au méme plan.

Suivant les paralleles AP, DE, conduisez un plan
dont l'intersection avec le plan MN sera PD; dans le
plan MN menez BCG perpendiculaire a PD, et joi-
guez A,

e
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Suivant le corollaire du théoréme précédent, BG
est pel‘jmlul'u:nl:lh-e au plan APDE; donc 'angle BDE
est droit : mais I'angle EDP est droit aussi, puisque
AP est pcrp('nn‘iir’nlalw a PD, et que DE est parallele
4 AP; done la ligne DE est pt-?rllcndiuuluil'(z aux deux
droites DP, DB ; donc elle est perpcn(li(-ulz'-:i1-c. a leur
plan MN.

Corollaire 1. Réciproquement si les droiites AP,
DE sont perlu-:ml_imt}nit'(:s au méme plan MN, elles
seront paralleles; car si elles ne 'étaient pas, condui-
sez par le point D une parallele a AP, cette lj;lt';\li(-lc
sera }JL‘]‘pcu:1itrui:l'|1'e au plan MN; donc on pourrait,
par un méme point D, élever deux perpendi culaires
a un méme plan, ce qui est impnossible™

Corollaire II. Deux lignes A et B, paralleles a une
troisieme G, sont paralleles entre ¢lles ; car iniaginez
un plan perpendiculaire & la ligne G, les lignes A et B,
paralleles a cette perpendi(:ul;;il‘(:, seront pcrpcm]ic'u-
laires au méme plan; donc, par le corcllaive précé-
dent, elles seront paralleles entre elles.

11 est entendu que les trois lignes ne sont pas dans
le méme plan, sans quoi la proposition serait déja
connue .

PROPOSITION VIIL

THEORIME.

Si la ligne AB est _pa;r'u[ff’fe a une droite GD
menée dans le plan MN , elle sera parallele a ce
plan.

Car si la ligne AB, qui est dans le plan ABCD, ren-
contrait le plan MN, ce ne pourrait €tre qu'en quelque
point de la ligne CD, intersection commune des deux
plans : or, AB ne peut rencontrer CD, puisquelle lui
est parallele done elle ne rencontrera pas non plus
le plan MN; done elle est parallele a ce plan ™.

g

2.0, 1.

fiz 189.

* déf. 2.




fig. 189,

fig

fig. 188.

GEOMETRIE.
PROPOSITION IX,
THEOREME.

Deux plans MN , PQ , perpendiculaires a une
méme droite AB, sont paralleles entre eu.

Car s'ils se rencontraient quelque part, soit O un
de leursi points communs, et joignez OA, OB ; la ligne
AB, perpendiculaire au plan MN, est perpendiculaire
a la droite OA menée par son pied dans ce plan; par
la méme raison AB est perpendiculaire A BO ; done
OA et (OB seraient deux perpendiculaires abaissées du
méme point G sur la méme ligne droite, ce qui est
impossible ; done les plans MN, PQ, ne peuvent se
rencontrer ; done ils sont paralleles.

PROPOSITION X,

THEOREM E.

Les intersections EF , GH, de deux plans pa-
ralleles MN , PQ, par un troisieme plan FG,
sont paralleles.

Car si les lignes I'F, GH , situées dans un méme
plan , ne sont pas paralleles, prolongées elles se ren-
contreront ; donc les plans MN, PQ, dans lesquels
elles sont, se rencontreraient aussi; donc ils ne se-
raient pas paralleles.

PROPOSITION XI.
THEOREME.

La ligne AB, perpendiculaire aw plan MN ,
est perpendiculaire au plan PQ parallele a MN.
Ayant tiré a volonté la ligne BC dans le plan PQ,
suivant AB et BG, conduisez un plan ABC dont
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Vintersection avee le pi'm MN soit AD, Fintersection
AD sera parallele & BC* 5 mais la ligne AB perpendi-
culaire au plan MIN est 11('|'p{'n:]if-i|!"in- a la droite
AD ; done elle sera aussl i}(‘l‘]}tlln liculaive & sa paral-
lele Ii(“ et pm»( jue la ligne ! B est pcip(‘n-iu ulaire o
route ligne BC menée par son pw.l dans le plan PQ,
il s’ensuit qu’elle est pL.L'l'rt,miu.u.l.mC au plan PQ.

PROPOSIT

N "XIL.
THEOREDME,

Les pm'm’fe{f’.s EG, FH , comprises entre deux
plans paraileles MN , PQ , sont égales.

Par les pa wralleles l‘C, 1“!, faites passer le plan
EGHF , qui rencontrera les plans paralleles suivant
EF et GH. Les intersections EF, GH, sont paralleles
entre elles, ainsi que EG, FH; donc la figure EGHF
est un parallélogramme; dunr. EG—FH.

Corollaire. I\ suit de 1a que deux pluns paralleles
sont par-tout a égale distance ; car si BEG et 'H sont
perpendiculaires aux deux plans MN, PQ, elles seront
paralleles entre elles™; donc e lles sont égales.

ROPOSITION XIIL
FHEOREME.

St deux angles CAE, DBY, non situés dans le
méme plan , ont leurs cétés paralleles et dirigés
dans le méme sens, ces angles seront égaux el
leurs plans seront paralleles.

Prenez AC—BD, AE—BF, et joignez GE, DF,
AB, CD, EF. Puisque AC est égale et parallele & BD,
a ficure ABDG est un parallélogramme” ; donc €D
est égale et parallele a AB. Par une raison semblable

Douz. t:(t{. LO

* 10,

fig. 190
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i
un p11.11]¢-|:-n1"111mu et ainsi le cOté CE est égal
.t parallele a DF ; donc les triangles CAE, DBF,
| sont équilatéraux enire eux; donc langle CAE=
L DBF.
i En second lieu je dis que le plan ACE est parallele
au plan BDF ; car, supposons que le pl;m parallele &
i BDF, mené par le point A, rencontre les lignes CD
3 EF , en d'autres points que C et E, par exemple en
| G et H; alors, suivant la proposition xir, les trois
i lignes AlaJ GD, FH, seront égales : mais les trois AB,
CD, EF, le sont déja; donc on aurait CD=GD, et
FH —"i* F, ce qui est absurde; donc le plan ACE est
. parallele & !_:[)i .
it Corollaire. Si deux plans paralleles MN, PQ, sont
rencontrés par deux autres plans CABD, l'AB] les
= angles CAE, DBF, formés par les intersections des
_ ;aLnn paralleles, b“rout égaux ; car lintersection AG
, *iratikest }1.11‘111(,1(, a ‘B &L Iest a BF, donc l'angle
| CAE =DBbBF.

THEOREME.

ii PROPOSITION XIV.

FIEd fig. 190.

. } Si trois droites AB, CD, EF | non situées dans
; le méme plan, sont égales et paralleles, les
i triangles ACE, BDF , formés de part et d’autre

Y i AR ] 2 L .

Ui en joignant les extrémités de ces droites, seront

égaux , et leurs p!(ms seront Z)cz?'fr.ffi'c’/cs.

Car, puisque AB est égale et parallele & CD, la
figure ABDC est un parallélogramme ; done le coté
AG est égal et parallele a BD. Par une raison sem-
blable les cotés AE, BF, sont égaux et paralleles,

ainsi que CE, DF ; donc les deux triangles ACE,

EF est égale et paralicle & AB; donc aussi CD esg
égale et plmﬂ(- e a EI', la figure GEFD est done
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BDF, sont égaux : on prouvera dailleurs , comme
dans la proposition précédente , que leurs plans sont

paralleles.
PROPOSITION XV.
THEOREME.

Deuzx droites comprises entre trois plans pa-
ralleles, sont crmpcms en parties proportionnelles.

Supposons que la ligne AB rencontre les plans pa- fig. rg1.
ralleles MN, PQ, RS, en A, 1, B, et que la ligne
CD rencontre les m{",-mc.a pl:ms en G, F, D3 je <11.~»
qu'on aura AE : ED :: GE: ED.

Tirez AD qui renconire le plan PQ en G, et joi-
gnez AG, EG, GF, BD ; les intersections EG, BD,
des plans paralleles PQ , RS, par le plan ABD, sont
paralleles * ; donc AE:EB:: AG :GD; pal'(:'i]l(‘m('nt les * ro.
intersections AC, G, étant paralleles,on a AG:GD:
CF:FD ; donc, a cause du 1"1‘|-pm‘t commun, AG:
GD, on aura A]'. : BB :: CF : ¥D

PROPOSITION XVL
THEOREME.

Soit ABCD un quadrilatere queiconque situé ou non situé  fig. 192.
dans un méme plan; si on coupe les cOlés opposes propor-
tionnellement par deux droues EF , GH, de sorte qu'on att
AE:EB::DF:FC, et BG:GC:: AH:HD; je dus que les droites
EF, GH, se couperont en un point M, de mantere qu’on
aura HM:MG :: AE:EB, et EM:MF :: AH:HD,

Conduisez suivant AD un plan r|:|:~|rrmt[[|:r AéHcD qui ne
passe pas suivant GH; par les points £, B, C, I, menez a
GH les paralleles Ee, Bb, Ce, Ef, qui rencontrent ce plan
ene, b, c, f. A cause des paralleles B4, GH, Cc*, onaura +.5 3,
tH:He::BG:GC:: AH:HD ; donc* les triangles AHS, DHe,
tons semblables. On aura ensuite Aeieb:: AEIEB, et Df:

I0.

¥ap, 3.
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e DF:FC; done Aezeb:iDf: fe, ou, componendo , Ae:

Df:: Ab:Dc; mais, a canse des triangles semblables AHb,
DHe. on a Ab:De:: AH:HD; donc Ae:Df:: AH:HD : d’ail-
leurs les triangles AHB, cHD, étant semblables, Pangle HAe
—HDY; done les triangles Ale, DHY, sont .".(’l!i‘l][‘:l].llt_‘&i*,

‘angle AHe—DHF. Tl s’ensuit d’abord que el fest une

donc
ligne droite, et quainsi les trois paralleles Ee, GH, IFf,
sont situées dans un méme plan , lequel contiendra les deux
droites EF, GH; donec celles-ci doivent se couper en un
point M. Ensuite, & cause des paralleles Fe, MH , Ef, on
aura EM:MF::eH:Hf:: AHHD.

Par une construction semblable, rapportée an coté AB,
on démontrerait que HM:MG:: AE:EB.

PROPOSITION XVII.
THEOREME.

L’angle compris entre les deux plans MAN ,
MAR, peut étre mesuré , conformément a la dé-

Sfinition , par Pangle NAP que font entre elles

les deux perpendiculaires AN, AP, menées dans
chacun de ces plans a Uintersection commaune
AM.

Pour démontrer la 1(\5;{515;5:12;1 de cette mesure, 1l
faut prouver, 1° quelle est constante, ou qu’elle serait
la méme en quelque point de l'intersection commune
qu’on menét les deux perpendiculaires.

En effet, si on prend un autre point M, et qu'on
mene MC dans le plan MN, et MB dans le plan MP,
pur;:cmii:-ului:‘cs a Pintersection commune AM ; puis~
que MB et AP sont pcryel|dicul:{il'e5 4 une meme ligne
\M, elles sont paralieles entre elles. Par la meme
raison MC est p;u‘ailczic a AN ; donc I'angle BMC =
PA

diculaires an point M ou au point Aj Fangle compris

N * ; donc il est indifférent de mener les perpen-

sera tonjours le meme.

Iy

AN L P Sl e
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e LA e | ~lan
20 Il faut prouver que: si fanele des deunx plans
b i T

augmente ou diminue dans un rapport,
ancle PAN angmentera ou Jdiminuera dans le meme
o fel
|'.'|ppu|‘|.
.

: ;
Dans le plan PAN décrivez du cenire A et d'un

ravon A volonté Varc NDP, du centre M et dun rayon

éoal déerivez larc € . tirez AD 2 volonté ; les deux
plans PAN, BMC
dre ]
AD, ME, de ces deux plans par un troisieme AMD,
JME sera égal a PAD™.

Appelons pour un moment coin Vangle formé par
deux plans MP, MN ; cela posé , s1 angle DA P étaig
égal & DAN, 1l est clair que le coin DAMP serait

1, etant pn:l'p(-‘.nd'n'n’;;lii';'s 3 une meme
MA , seront paralleles™; lonc les intersections

seront paralleles; donc T'ang

égal an coin DAMN : car la base PAD se placerait
exactement sur son égale DAN, la hauteur ANM se-
rait toujours la méme; donc les deux coins coinci-
deraient 'un avec Pautre. On voit de méme que Sj
Vangle DAP était contenu un certain nombre de foig
juste dans angle PAN, le coin DAMP serait contenu
autant de fois dans le coin PAMN. D'ailieurs du rap-
port en nombre entier a un rapport q:.u-.'lc‘::r::l:u_- la
conclusion est légitime, et a éte démontrée dans une
circonstance tout-a-fait semblable * ; donc quel que
soit le rapport de l'angle DAP & langle PAN, le coin
DAMP sera dans ce méme rapport avec le coin PAMN
done Pangle NAP peut étre pris pour la mesure du
coin PAMN, ou de I'angle que font entre eux les deux
plans MAP, MAN.

Scholie. 11 en est des angles formés par deux plans
c¢omme des angles formés par deux droites. Ainsi lors-
que denx pl;llls se traversent mutue!lement y les an {_f".(&s'
opposés au sommet sont dgaux, et les angles adjacents
valent ensemble deux angles droits ; done si un plan
est Ilwi'!u:u:i'u‘:ll:lil'c- A un autre , celui-ci est pvr;-*‘.ui‘r--

culaire au premier. Paveillement dans la rencontre des
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plans paralleles par un troisieme plan, il existe les
mémes ¢galités et les mémes propriétés que dans la
rencontre de deunx lienes paralleles par une troisieme
ligne.

PROPOSITION XVIIL

THEORE M E.

La ligne AP étant perpendiculaire au plan
MN, tout plan APB, conduit suivant AP, sera
perpendiculaire au plan MN.

Soit BG l'intersection des plans AB, MN; si dans
le plan MN on mene DE perpendiculaire 4 BP, la ligne
AP, étant perpendiculaire au plan MN, sera perpen-
diculaire & chacune des deux droites BG , DE : mais
langle APD, formé par les deux perpendiculaires PA,
PD, i lintersection commune BP, mesure Fangle des
deux plars AB, MN; done, puisque cet angle est droit,
les deux plans sont perpendiculaires entre eux *,

Scholie. Lorsque trois droites, telles que AP, BP,
DP, sont perpendiculaires entre elles, chacune de ces
droites est perpendiculaire au plan des deux autres
et les trois plans sont perpendiculaires entre eux.

PR OB QSITTTON JX X

THEORZEME.

Sile plan AB est perpendiculaire aw plan MN ,
et gue dans le plan AB on mene la ligne PA per-
pendiculaire a intersection commune PB, je dis
que PA sera perpendiculaire au plan MN.

Car si dans le plan MN on mene PD perpendica-
laive & P8, l'angle APD sera droit, puisque les plans
sont perpendiculaires entre eux; donc la ligne AP
est perpendiculaire aux deux droites PB, PD; donc
elle est perpendiculaire a leur plan MN,

PEn L R
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Corollaire. Si le plan AB -est 111-!‘1n_'11<!i<:111uin: au

> plan MN, et que par un point P de ['intersection
commune on éleve une p{"rp;:m[ic:rilnirc au plan MN,

je dis que cette pm‘pcndiculnirl- sera dans le plan AB;

car, si elle n'y était pas, on pourrait mener dans le

plan AB une pel'pmldi{'u‘lnir(-. AP a lintersection com-

mune BP, laquelle serait en méme temps perpendi-

culaire au plan MN ; done au méme point P il y

aurait deux i;:_.-1‘pundi(:ul:lircs au plan MN; ce qui esl

impnssilr!c o8
PROPOSITION X X.
THEOREMNE,

St dewx pe"um' AB, AD, sont ,nr-r;wnrfu.'c{.{au'f:.s' fig. 194
a un troisieme MN , leur intersection Commne

-

AP sera ;u":}wer?n’.{(w/{: ire a ce troisieme plan.
Car si par le point P on é¢leve une pcl'lmn(iil-ul_niru

au plan MN , cette |n_-.1.'|w.n<.lirul;tin‘. doit se trouver a-

la-fois dans le plan AB et dans le plan AD*; donc elle *or.1g.

est leur intersection commune AP,

PROPOSITION XXI
THEORE ME.

Si un angle solide est formé par trois angles fig-795
£ : £

plans, la somme de deux quelcongues de ces

angles sera )(J[L{S grmzrlc que le troisieme.

Il n'ya lieu & démontrer la pl‘l’)]ll}:—}it-li}n que lorsque
langle plan qu'on compare 3 la somme des deux au-
tres est plus grand que chacun de ceux-ci. Soit donc

] gt |
1':|1'.;:_"|(-! solide S formé par trois angles plans ASB |
ASG, BSG, et supposons que langle ASBH soit le plus
2 grand des trois; je dis quon aura \SB < ASC -+ BSC.
Dans le plan ASB faites langle BSD — BSC, urez
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a volonté la droite ADDB ; et, ayant pris SC=8D,
joignez AC, BC.

Les deux cdtés BS, SD, sont égaux aux deux BS,
SC, Pangle ”hn—ﬁst ; done les d(,u\ triangles BSD,
_..vLJ sont égaux; donc BD=—=BC.' Mais on a AB<
AG~+-BG ; retranchant dun ebté BD, et de Vautre

son égale BC, il restera AD < AC. Les deux ¢dtés AS,
SD, sont égaux aux deux AS, SC, le troisieme AD
est p]us petit que le h oisieme AC; done® Pangle ASD

sC, on aura AS l) -+ BSD

X XoE L

La somme des angles plans qut forment un
angle solide, est toujours moindre que quatre
angles droits.

Coupez I':11'|glt-’ solide § par un plan quele onque
ABCDE; dun point O pris dans ce pl.m menez
tous les angles les lignes OA , OB, OC, OD, OE.

La somme des angles des triangles ASB, BSG, ete.,
formés autour du sommet S, équivaut a la somme
des angles dun pareil nombre de triangles AOB,
BOC, etc., formés autour du sommet O Mais au
point B les angles ABO, OBC, pris ensemble, font
l'angle ABC plus petit que la somme des angles ABS,
SBC*: de méme an point. G on a BCO +4- OCD <
BCS -+ SCD ; et ainsi a tous les angles du polygone
ABCDE. 1l suit de 1a ‘que dans les triangles dont le

a

sommet est en O, la somme des angles a la base est
plus petite que la somme des angles A la base daus
les triangles dont le sommet est en S; done, par com-

pensation, la somme des angles formés autour du

nomt O est i"]”‘"‘ e;r'umh‘ que ia somme des angles au-
tour du point 5. Mais la somme des angles autour
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du point O est égale a quatre angles droits*; donc la

somme des angles plans qui forment langle solide S
est moindre que quatre angles droits.

Scholie. Cette démonstration suppose que langle
solide est convexe, ou que le plan dune face prolon-
gée ne peut jamais couper I'angle soiide; sil en drait
autrement, la somme des angles plans n’aurait plus de
bornes et pourrait étre d'une ga'anduur quelconque.

PROPOSITION XXIIL

THEOREME.

Si deux angles solides sont composés de trois
angles plans égaux chacunr @ chacun, les plans
dans lesquels sont les angles égaux seront égale-
ment inclinés entre eux.

Soit l'angle ASC—=DTF, l'angle ASB=DTE, et
Fangle BSC=ETF ; je dis que les deux plans ASG,
ASB, auront entre eux une inclinaison égale a celle
des plans DTT, DTE.

Ayant pris SB a volonté , menez BO perpendicu-
laire au plan ASG; du point 0, on cette perpendicu-
laire rencontre le plan, menez OA, 0OC, perpendi-
culaires sur SA , SC; joignez AB, BG; prenez ensuite
TE—SB ; menez EP perpendiculaire sur le plan
DTF; du point P menez PD, PF, perpendiculaires
sur TD, TF ; enfin joignez DE, EF.

Le triangle SAB est rectangle en A, et le triangle
TDE en D*, et puisque l'angle ASB=DTE, eon a
aussi SBA—TED. Dailleurs SB—=TE; donc le
triangle SAB est égal au triangle TDE*; donc SA—
TD, et AB=DE. On démontrera semblablement
que SC=TF, et BC—=FEF. Cela posé, le quadri-
latere SAOC est égal an quadrilatere TDPF ; car
posant Pangle ASG sur son égal DTF , & cause de
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SA=TD et SC=TF, le point A tombera en D et le
point € en F. En méme temps AO, perpendiculaire
a 5A, tombera sur DP perpendiculaire a TD, et pa-
reillement OC sur PF; donc le point O tombera sur
le point P, et on aura AO=DP. Mais les triangles
AOB, DPE, sont rectangles en O et P, I'hypoténuse
AB=DE, et le c6ié AO=DP; donc ces triangles
sont égaux *; done l'angle OAB—PDE. L’'angle OAB

est

clinaison des deux plans ASB, ASC; langle
PDE est celle des deux plans DTE, DTF ; donc ces
deux inclinaisons sont égales entre elles.

I1 faut observer cependant que I'angle A du trian-
gle rectangle OAB n’est proprement l'inclinaison des
deux plans ASB, ASC, que lorsque la perpendi-
culaire BO tombe , par rapport a SA , du méme
cOté que SCj si elle tombait de Pautre coté, alors
Pangle des deux plans serait obtus, et, joint a l'an-
gle A du triangle OAB, il ferait deux angles droits.
Mais dans le méme cas I'angle des deux plans TDE,
TDF, serait pareillement obtus, et, joint a T'angle
D du triangle DPE
donc,, comme l'angle A serait toujours égal a D, on
conclurait de méme que l'inclinaison des deux plang
ASB, ASG, est égale a celle des deux plans TDE,
'TDF.

Scholie. Si deux angles solides sont composés de

" .

it ;]
trois angles plans égaux chacun a chacun, et quen

, il ferait deux angles droits ;

méme temps les angles égaux ou homglogues soient
disposes de la méme maniere dans les deux angles
solides, alors ces angles seront égaux , et posés l'un
sur l'autre ils coincideront. En effet on a déja vu
que le quadrilatere SAOC peut étre placé sur son
égal TDPF; ainsi en placant SA sur TD, SC tombe
sur TF, et le point O sur le point P. Mais, 4 cause
de T'égalité des triangles AOB, DPE, la perpendicu-
laire OB au plan ASC est égale & la perpendiculaire
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PE au plan TDF; de plus ces perpendiculaires sont
dirigées dans le méme sens; donc le point B tombera
sur le point E, la ligne SB sur TE, et les deux angles
solides coincideront entiérement I'un avec Pautre.

Cette coincidence cvp(--mlunt na lien quen sup-
posant que les angles plans égaux sont disposés de la
méme maniere dans les deux angles solides; car si
les angles plans égaux ¢taient fﬁ.\‘/‘)f_l.\‘(?\' dans un ordre
inverse, ou, ce qui revient att méme, si les perpen-
diculaires OB, PE, au lieu détre dirigées dans le
méme sens par rapport aux plans ASC, DTF, étaient
dirigées en sens contraires , alors il serait impossible
de faire coincider les deux angles solides I'un avec
Tautre. Il w'en serait cependant pas moins vrali, con-
formément au théoréme, que les plans dans lesquels
sont les angles égaux seraient également inclinés
entre eux ; de sorte que les deux angles solides se-
raient égaux dans toufes leurs p.’u‘l}cs constituantes ,
sans néanmoins pouvoir étre r‘,upc;'posés. Cette sorte
d’égalité , qui n’est pas ahsolue ou de superposition,
mérite d'étre distinguée par une dénomination parti-
culiere : nous l'appellerons égalite par symetrie.

Ainsi les deux angles solides dont il sagit, qui sont
formés par trois angles plans égaux chacun a chacun,
mais disposés dans un ordre inverse , s’appelleront
angles égaux par Symétric, ou simplement angles

A
symetrigues.

La méme remarque sapplique aux angles solides
formés de plus de trois angles plans : ainsi un :111;__{!(:
solide formé par les angles plans A, BRGL DR et
un autre angle solide foermé par les mémes angles
dans un ordre inverse A, E, D, C, B, peuvent étre
tels que les plans dans lesquels sont les angles égaux
soient également inclinés entre eux. Ces deux angles

Tk . . = ..
.~.4’}|111(‘.‘-, qui seraient (_",’_{:lll.‘( sans (IlJl‘. ]él jlll'lt.'l‘[}llﬁillll'[‘.
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fiut possible , sh}'np(r“(’i‘(;nr angles solides égaux par
symeétrie, ou angles solides symetriques.

Dans les figures planes il n’y a point proprement
d’égalité par syméirie, et toutes celles qu’on vou-
drait appeler ainsi seraient des él_;‘u]il'és absolues ou de
superposition : la raison en est qu'nn peut renverser
une figure plane, et prendre indifféremment le dessus
pour le dessous. Il en est autrement dans les solides
ou la troisieme dimension peut étre prise dans deux
sens différents.

PROPOSITION XXIV.

PROBLEME.

Etant donnés les trois argles plans qui forment
un angle solide, trouver par une construction
plane Uangle que deux de ces plans font entre
eu.

Soit S 'angle solide proposé , dans lequel on con-
nait les trois angles plans ASB, ASC, BSC; on de-
mande l'angle que font entre eux deux de ces plans,
par exemple les plans ASB, ASC.

fmaginons qu'on ait fait la méme construction que
dans le théoréme précédent, l'angle OAD serait 'angle
requis. Il s'agit donc de trouver le meéme angle par
une construction plane ou tracée sur un plan.

Pour cela faites sur un plan les angles B'SA; ASG,
3"SC, égaux aux angles BSA, ASC, BSC, dans la
figure solide ; prenez B'S et B'S égaux chacun a BS
de la figure solide; des points B’ et B" abaissez B'A
et B"C perpendiculaires sur SA et SG, lesquelles se
rencontreront en un point G. Du point A comme cen-
tre et du rayon AB' déerivez la demi-circonférence
B'OE; au point O élevez sur B'E la perpendiculaire

0, qui rencontre la & circonférence enzb, joigne Ab,
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et I'angle E \5 sera linclinaison cherchée des deux
-

plans ASC, ASB . dans Pangle solide.

v}

Tout se réduit A faire voir que le wriangle AOS de
la figure plane est égal au triangle AOB de la figure
solide. Or les deux triangles B'S A, BSA , sont rectan-
gles en A , les angles en S sont égaux ; donc les angles
en B et B’ sont pareillement €gaux. Mais 'hypoté-
niise SB’ est égale a Phypoténuse SB ; donc ces trian-
oles sont égaux; donc SA de la figure plane est égale
4 SA de la figure solide, et aussi AB', ou son égale

Ab dans la i

gure plane est égale a AB dans la figure
<olide. On démontrera de méme que SC est €gal de
part et danire; don il suit que le quadrilatere SAOC
est ¢gal dans Pune et dans I'autre figure , et qu’ainst
AO de la figure plane est égal a AO de la figure
solide; donc dans 'une et dans Tautre les triangles
rectangles A0S, AOB, ont I'hypoténuse égale et un

1; donc ils sont égaux, et langle EAS, trouvé
par la construction plane, est égal a I'inclinaison des
deux plans SAB, SAC, dans Pangle solide.

Lorsque le 'puinl, O tombe entre A et B’ dans Ia
figure plane, langle EAL devient obtus, et mesure
toujours la vraie inclinaison des plans : c'est pour
cela que lon a désigné par EAJ, et mon par 0As,
linclinaison demandée , afin que la méme solution
convienne a tous les cas sans excepticn.

Scholie. On peut demander si, en prenant trois
angles plans & volonté, on pourra former avec ces trois
angles plans un angle solide.

D'abord il faut que la somme des trois angles don-
nés soit plus petite que quatre angles droits, sans quoi
angle solide ne peut dtre formé*; il faur de plus
quapres avoir Ppris deux des angles a volonté B'SA .
ASC, le troisieme CSB" soit tel, que la perpendicu-
laire B'C au coté SC rencontre le diametre B'E entre
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ses extrémités B' et E. Ainsi les limites de la gran-
deur de I'angle CSB" sont celles qui font aboutir la
perpendiculaire B"C aux points B et E. De ces points
abaissez sur €S les perpendiculaires (530 0 06 qui
rencontrent en I et K la circonférence déerite du
rayon SB", et les limites de langle CSB" seront CSI
et CSK,

Mais dans le triangle isoscele B'SI, la ligne CS pro-
longée étant perpendiculaire & la base B'I, on a I'an-
gle CSI—CSB'—ASC-+ ASB'. Et dans le triangle
isoscele ESK , la ligne SC étant perpendiculaire a
EK, on a T'angle GSK — CSE. Diailleurs, 4 cause des
triangles égaux ASE, ASB', I'angle ASE—ASB';
done CSE ou CSK —=ASC— ASB'.

Il résulte de Ia que le probléme sera possible toutes
les fois que ke troisieme angle CSB" sera plus petit
que la somme des deux autres ASG, ASB', et plus
grand que leur différence : condition qui s’aceorde
avec le théoréme xx1; car, en vertu de ce théoréme ,
il faut quon ait CSB” < ASCH ASB’; il faut aussi
qu'on ait ASC < CSB"+4- ASB’, ou CGSB' > ASC—
ASB’.

PROPOSITION XXV.

PROBLEME.

Etant donnés deux des trois angles plans
qui forment un angle solide, avec Pangle que
leurs plans font entre eux , trouver le troisieme
angle plan.

Soient ASG, ASB’, les deux angles plans donnés,
el supposons pour un moment que CSB” soit le troi-
sieme angle que l'on cherche , alors, en faisant la
méme construction que dans le probléme précédent
langle compris entre les plans des deux premiers
serait EAS. Or, de méme quon détermine Vangle

-

F o

e

e
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FEAb par le moyen de CSB”, les deux autres etant
donnds ; de méme on peut déterminer CSB” par le
moyen de EAb, ce qui résoudra le probléme pro-
pos('-_

Ayant pris Sl

3’ 4 volonté, abaissez sur SA la per-
pendiculaire indéfinie B'E, faites l'angle EAb égal a
langle des deux plans donnés; dn point & ou le coOté
A% rencontre la circonférence déerite du centre A et
du rayon AB', abaissez sur AE la ]:m-p(_‘m|'umi;1im
30, et du point O abaissez sur SG la perpendiculaire
indéfinie OCB", que vous terminerez en B' de ma-
niere que SB"=—=SB'; langle CSB" sera le troisieme
angle plan demandé.

Car si on forme un angle solide avec les trois an-
gles plans B'SA, ASG, GSB", I'inclinaison des plans
ot sont les angles donnés ASB’, ASG, sera égale a
langle donné BEAD.

Scholie. Si un angle solide est quadruple, ou formé
par quatre angles plans ASB, BS5G, CSD, DSA, la
connaissance de ces angles ne suffit pas pour déter-
miner les inclinaisons mutuelles de leurs plans ; car
avee les mémes angles plans on pourrait former une
infinité dangles solides. Mais si on ajoute une condi-
tion, par exemple , si on donne linclinaison des deux
plans ASB, BSC, alors I'angle solide est entiérement
déterminé , et on pourra trouver Pinelinaison de
deux de ses plans quelcongues. En effet, imaginez
un angle solide triple formé par les angles plans ASB,
BSC, ASG; les deux premiers angles sont donnés _
ainsi que inclinaison de leurs plans; on pourra done
déterminer, par le probiéme quon vient de résoudre,
le troisieme angle ASC. Fnsuite, si on considere
s'angle solide triple formé par les angles plans ASG,
ASD, DSC, ces trois angles sont connus ; ainsi 'angle
lolide est entierement détermine. Mais l'angle solide
auadruple est formé par la réunion des deux angles

fig.190.
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solides triples dont on vient de parler ; donc, puisque
ces angles partiels sont connus et déterminés, langle
total sera pareillement connu et détermind.

L'angle des deux plans ASD, DSC, se trouverait
immeédiatement par le moyen du second angle solide
partiel. .Quant a langle des deux plans BSC, CSD, il
faudrait dans un angle solide partiel chercher Pangle
compris entre les deux plans ASC, DSC, et dans

lautre l'angle compris entre les denx plans ASG ,
BSC; la somme de ces deux angles serait Iangle com-
pris entre les plans BSU, DSC.

On trouvera de la méme maniere que, pour dé-
terrainer un angle solide quintuple, il faut connaitre
outre les cing angles plans qui le composert, deux
des inclinaisons mutuelles de leurs plans; il en fau-
drait trois dans l'angle solide sextuple, et ainsi de
suite.
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