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§. 3. Rectification Der Huvperbel.
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Gaift baber L (r + 1) — 1 r =—7—
f af
(i l[ e ) &3 ift baber:
r I (lr b 1 2
e F.L i [_1_1 Akl 1)52 Phoit :I!'I e ’I} v P _I__ (- 1)25° P
i n—+1 ° a 1 a” rL’ 3
a (n -+ 2)E% (n - 2)3E4 (n -}- 2)5k6
) = g Co e Sl s A
113—1 n--2 B a i w7 i 1 d ad 3
a , (m - 1)E (m -}~ 1)3&* (m - 1)3E6
y — - L Sl — - - P -+ . i
E:l T'II.—{ 1t a | 5 ad P | ad 2
TR L X 1 Xixi /e XE=x0
N — st s =i, . i s SR S £
= I 2 a 1 ¥ 4 ad I, LR a9 §

3 fann bie obige Fovmel Fu convergiven auffisven, wenn a << X ift. fFiic diefen Fall mup eing

o o a= . C avarhyiot .' : a v 1 i

newe Formel aud ¢ = @ 1) 4 £2) beredjnet werben, inbem man g jum erien @liecde bei der
T | [

Gutwidelung nad) bem Binomialtheorem madt. Jit a einigermafen grifer afs X, jo jdeint mir die

Sormel jur MNedmung bequenmer 3u fein, nlv bie ber Sntegralvedinung (Litbfen's ';’i,lﬁinit "Jh--;Iyl II 8. 55).

C = |/(a® 4+ X2) al ( ““'2 S 2}) — a2t x%) + a l‘. I{a.— -4 x2 ‘r}

§. 8. Diec Archimedifthe Spirale qu vectificiven, deven Gleichung r — =,
by 4
Figur 4. G5 feien rund r jwei auf einander folgenbe NRabien, die ben unenolid) Eleinen
n n+41
Ointel e einfdlicken. €3 ift:
BD — AB gin & =— r 8in «
n
DC— r — r COB &
n 41 n
Weil fedod « unendlidy fein ift, jo it DC = r — r, BD = re und bad Stiid der Curve:
n-+41 n 1
1/ T r)2 - (ra)®y
1' [’:'u <+ 1 n I I :I /
a a F
ﬂlbn‘ L= nee UMD = - n—+4+1) «
'7:.' TR '
a? \
1. Al TE. e
BO = ]{ {m2 ' 4n? = }
a e
RBi—= it w P11 - n2a?)
in derfelben TWeife ijt
2 :
; P ¢ (1 +— &}
e = 2 0 (I 2ee)=)
2 -—:'F! lll e
Ch=— L}u a (1 -+ n2%2)  TNadh dem binomijdhen Lehriae ijt:
1 _'T
a : : 4 f i
= e Pl e et 1 -|—3 i |
1§




="

a : 2 i =
e 61 +22P a2 4 24P ot 202, .. .|
a 2w 1 2 3

a I o T a ! 5 1
B i3 |] -+ n® P o o nd Pogd 4 nb Poab. ., A
n 2 1 @ .

Bringen wir den Factor e mit unter die Mammer wund fummiven bdie verticalen Meihen mit Wer:
nadldffiqung dev unendlich fleinen Ausdriicde i Mejultat, To erhalien wiv:
ndadp N P ne’P

1 3 °

x

'i'lrc-i - : e _I
¢ Y T ' i

pber ba ne = o
(DI w’ P w7l
. ,lEi- B 1 ] 0 3
Ut @ > 1, o hovt bie Gonvergeny auf; wie inbeffen aud) fiir diejen Fall eine convergente He
heftellig 3w moaden, ift johon feitber angegeben.

§. 9. Dic Grponentialfpivale 3u rvectificien, deven Gleichung r — e,

Fiqur 5. s jeien r = ene und r = e+ 1 ywel unmittelbar auf einanberfolgenbe Habien,
: 1l -1
bie ben unendlich Eleinen I0infel « einfdblieBen. Diefe bilben mit dem jwifden ibnen liegenden Stiid

ber Syirale, bad wic ald gerabe Linte anjehen fomnen e Drefed (/N ). Ein jweites Dreted (4) mbge von
r — eme ypd v = elm + o nebjt dem jugebdvigen Stild ber Spivale gebilbet werben. Offenbar ift

il m-=1
A\~ &, weil 2 Seiten proportionivt und ber eingejdlojfene 28infel bei beiben («) gleid) ift. 3 haben
it alle Radien biefelbe Neigung cegen die Spivale. BVerjudien wiv es, diefen Neigungwinfel Fu

i

beftinumen.

Der Winfel ACB — « fei unendlid) fletn, AL = e = 1,
BC — ez, ~ CAB — y. / ABC — x; baun verbilt fid)
AC: CB — sin x: Bin .
1: e — sin x: 8in ¥.
Da aber y = 1809 — x —  ijt und sin (1807 — x — &) = sin (x + «), jo ift:

1: e — sin x: sin (x - ).
gin (x - &) = e« sin x.
Bin x . e08 @ -} co8 X . 8in e — ex sin X,

sin « |/ (1 — (sin x)?) = e sin x — &in X . CO8 @
(sin )2 — (sin )2 , (sin x)2 = e2« (sin x)2 - (sin x)? (cos ) — 2e« (sin X)* . cos « .

: 5 (8in )=
(sin x)2 =

gda —+— (cos r{]2

|- (sin )2 — 2ex cos «

H i
. " (sin @)=
(gin x)% —

gle 4 | — e« cos a,
o &
A — 3 2
Bl & —— (£ == - . = PRI
LR ot B e [ R R )
Dot
(gim )2 — a2 - ——
Gl A — e s

Da aber « unendlic) flein ift, fo verjdwinben alle Glicber gegen dad evite Glied, weil fie, wenn
jened audy felbjt unendlich Eein ift, unendlich fleine ®rbfen bhoherer Drbnung fjind, und €8 ijt daber,
wi¢ fchon im Lorausd ju evmavken ftond:




(sin a)? = o
a :
1 (£= £
CO8 0 = .- e
DR D TR T
s
Pl ¥
Joit, o
1 —2it
3 i
= bl
ele — | | e | —
1.2 P
eZe | 1 — 2ee cos ¢ =— 2e® 4 o« . .. . Dber Do oP gegen «® verfdwinbel
e2a |- 1 — 2 ez cos & = 2u?
G (si o (sin o)* “* 1
S ar Em x)ys = P ==
GIIAL R ela 4+ 1 — 20 cos « Pt %
ginx = | 4
x — 450, Die Nabdien bilben mit ber Spivale fietd einen LWintel von 450,

PWetl Det Dem unendlic) Elei e« ber Bogen mit dem sinus gufammenfdlt, ift
AD — A€ sin ¢ = I s8in ¢ = 10

n n
AD — AB 8in x — ¢ gln X,
n
It
e = — =re|2 b ) dad unendlid) tleine Stild AB ber Spivale ijt |/2mal
n oF n

grifier alé ein entfprechendes Stildk eines mit AC gejogenen Sreifed.
r=gv=1

(1.4 (1 A
r—= e =1 - - gt
1 ) z 2
Qe *
e —i' T
r — e2a = 1 -+ 2 5 :
nea 1 | e
Pi=— gin = ne ——
n e
Ga ift baber:
| : i | l ;
e=[1-—1+ e+t = o/ 2
1
4=

e =[1 4+ 2a - e o
9 RS ]

. e e
(I_|1 - e - l .'.!""|ml-]
Gununiven wiv bie verticalen Meiben, indem wir wieder die unendlidh fleinen Grdfen vernadlifji:
gen, o evbalten wir fitv C von r = e bis r = e
Pk Dyl
¢ = [nae + _]1] -r':} o H;- & | 2
n*e® nded
CH+ 1 2=[14ne - o 2.3 " " o

C+ ) 2 =enr | 2, 00¢r D@ N = D
=2 1)

(@ —




o g e

Rird @ = — oo gefest, Jo erbalten wir ald Summe aller viidwirts legenben Windungen von +
w =0 bi§ @« = — oo Den Yusbrud — | 2. Dad negative Vorjeidien rilhri baher, baf wir bie
Gurve vorwirt3 berechneten unb zeigt nur ben Gegenfats ber Ridhtung an. E3 war:
C = (e»— 1} |} 2,
Abbiren wir baju bie von @ — 0 bi§ w — —oo legenden Winbungen = |/ 2, jo erhalten wit
al3 Yinge ber Curve von r = — o b r — ew
(== par e S A

§. 10. Die Linie 3u rvectificiven, deren Gleichungen
¥y —=ax* 4 b
z—=cx? | dx | e h

Allgemein ift das unendlidh fleine Stiid einer Curve von doppelter Kriimuuing, wenn x unh x,

v ¥, z und z bie entjprechenven unendlid) nabe auf einanber folgenden Drbinaten finb:

1| n-+1n n-41
e=[(x — 0+ . — »*+ (& — 2)*]
n n 41 n n+1 n n-+1 n
¥y — & (- 1)%6* - b ¥y — an®*t* 4 b
n-1 il
y—y =2 (2 4 1)
n+41 1
t—em4 1)¥*4+d@m- 1) &4 e z — en%E? 4 dnE | e
n-41 n
gt — g =¢ (20 - 1) &2 - &
n+4-1 n
x—x=1{n-}+ 1) &— nt =E G2 ift baber

n-1 n
¢ = |/ [a* (4n? 4~ 4n - 1)5% 4 ¢ (4n® - 4n - 1) E4 | d?E2 - 2 od (2n - 1)E3 |- £2]

¢ = |/ [(a2 4 ¢?) (4n? 4 4n 4 1).&* | 2ed (20 -} 1) £ + (42 + 1) E2]
n
Dber mit Vernadilaffigung der unendlich fleinen Grofien Ster unb 4ter Dvdnung gegen die ber 2ten:
¢ = [/[(d* + 1) &% - dedn £3 4 4 (a® 4 c?) n2Ed]
n
Mit Cnhwidelung nad) bem binomifden Lebriate ift:
| AodE? 4 (a2 - oNES | 160%0°5 4 320d (a*f-ch)EAH-16(a% - ¢)%D

B I (d2 4= 1)< |
1

1) i V(a2 -+ 1)8
16e2d?22E8 | 32ed(a?|-c?) 2851 |- 16(a% t-.*)"E'LE-"P
V@ 4 12 }

'.'..:.. r.'."J " 2'.{ 3

3
3 Pl
il ) s

"

e—|f@d? 1) &+ -

2edx? - E (a* - c?)x8

0 — x |f (de =L .
o = 1) - V@ -0 |
I‘:’ e?d*xd - Sed (a® | ¢?) xt + l_ﬁ (a? 4 ¢2)* x
¥ il g
TR B i
Jo(d® 4 1)8 ]

Das Gejels, wonad) bie Reibe fortjdreitet, ift aud ber Cntwidelung su exfeben. St d = 0, fo
veveinfadt fich bie Meihe

y e e : j ; i ; .
C=x+4 - (a* -+ ¢%) P x& - I_EJ (a2 | e2)® P x5 | bﬁl (a2 e AP il ey
Al 1 E g Pt 7 3




§. 11. Die Qnte ju vectificiven, deven Gleichung:
W
T =008 T,
G2 it allgemein

¢ = |/ [(sin nf — sin (n — 1) )* + (cos nE — cos (n — 1) £)2 -} £2]
n -
G 3 ndgd nogd
80 & = n: — =t : s
> |y ratem L P T R, £ D
! e (n — 1)38 (n 1)5&5
smn — 1})Ei=Mm—1)& —=- e )55 L
; : (R A e e T
. L = n*Ed nikd
gin nE — gin (n — 1) = & .
W : : ; TR T ?

wo bie unenolichen Heinen Grofen von der 2fen Ordnung an vernadlifiit find. Es ift aber

o n?Ed n4Es S n2ks nif 2 o B P
“'_i.z"'l,:i_:*..l"'—?[ 50 2 imn sl =& 08 Tis
&5 ijt baber sin n§ — sin (n — 1) & = & cos né.
St . : nikd nbks
Ebenfo ift cosnE =1 — - T R S T
Ja Sl (m — 1)%52 | (m — 1)4Ed n 1)686
SR Tt N e O T S Y o e Bty
e ] SaL g
o8 nE — cog n — 1) §E = — e e
r . . ndgs ; noEs &
08 nE — c08 (n 1} € = — & (nE — B RS T T e %)
cos nf — co8 (n — 1) & nk,
©3 ift daber ¢ = |/ [E® (cos nE)® 4 £ (gin nE)? | EZ
n
= 1 PEX Elj
n

LGir jeben alfo, die Hinge des Curventheildend iff von n unabhingig, 0. O. die Linie nimmt im
gevaden Berhalinif mit x su, unb wir echalten, ba nE = x,
Bt b

1670 b




III, Cubatur der Hevolutionshorper.

§. 1. Volumen des Kegels.

Denfen wiv un3 die Hobe eined Kegels in unendlid) viele unendlich feine Theile getheilt (n€ = h),
jo Fdunen wir, wenn wiv und burd) bie Theilungapunite pavallele Schnitte mit ber Grambdflide gelegt
benfen, bie einjelnen entftanvenen Rovperden wegen ber wnendlidien Nahe der einzelnen Sdinittfladen
als Gylinder anjehen.

Tun ift ber =

A e . - = e D P . i e r < :
JNabdius des oberjten forperdiens, wenn r ber Madbius ber Grunbiliiche it = —, ber bes
I

Py i

joeitenr — . f. .
Il

MNenen wiv ben Jnbalt ber eingelnen Cylinder v, v w. §. w., fo ijt
1" 3
r*x 222y L
r y —— T = —_— ..

n= A 3 n®
rizh ., . == = "

oo 0ie befannte Formel ber Steceometrie.

o

§. 2. Volumen der Sugel,

Die Dohe eined Rugelfegments (h) fei wie tm vovigen §. eingetheilt. Die Rabien bex entprechenben
Durchjchn ichent werben Tein:

r = |(r* — (r — n&)?) = |/(2rnf — n2E2)
1

= —— @ — DY = [ a—1) & — (n — 1)
=~ —@— 9= 20—~ s — @— 2%
[ = I.E]'-'I —(r— (n- ey = |,"|21' m —n)f—(@m— n)AEA — 0,
Ebenjo ijt:

— 2r (n 1) &%x — (n

=2rn 2) %2 — (n -

Zr(n —3) & — (@

r —=2r (o — n) &2 — (n

wh nEad
= rnkly —
3

> ; I3z
N ="rhiiy e e —
(1}




§. 3. Beredmung ded Volumend eined Koperd, dev duveh NRofation eined Kreidbogend um
feine Tangente entiteht.
Theilen wiv bie Hibe (h) ded Rovperd wieber wie oben in unendlid viele unendlich Fleine Theile

und legen burd) bie etngelnen Theilngdpuntte pavallele Flachen mit der Grunbflide, fo find die Nabdien
ber eingelnen Duvchjdnittsfladen:

r=r1 — |[(r? — &%
1
r—=r — [(r* — 4%
r=r — |[(r? — 9&?)
r—=r — |[{(r* — n%g?)
n
Die eingelnen Cylinber betvagen:
o= (@2rt —g* — I J(x2 — %)) mE
1
vo—= (2r* — 48 — 9r |(1* — 4£%)) @ &
2
v = (2r* — n%** — e [(x? n?)) ak

Die Summe ber evfien Berticalveibe betvdgh

¢ — MrnEr = 2rihn
1
g = — {88y — — 1 hda.

e man ferner bebentt, daf J(r®* — 5%), J(r® — 45%) 1w 7. w. bis [(r? — n2E?) bie freis-
Drbinaten bei gleichmafin madjenben Abjeiffen von x = 0 big x = h find, fo exbilf man
2 — E3) L /(2 — 452) L |/(r? — GET) : : :
|’-l:-l o o A S e — h =% r arc, sin h '+ & h [(r? — h?)
n St
(Beibe Seiten oper Gileidung driiden den von h, jwei auf ben Enopuniten von h erviditeten
Yothen undb dem entjprechenven Sreidbogen eingefhlofjenen Fladenvaunt aus.)

: T i e s Lone arpdsmih om0 "
Fee — &2 | Jix2—48%) . ...+ [[(x® —n2%E) = = b T h#)
mEr® arc sin | ey L
o B NS E]]lt gm h nafr /(¥ — h?) ober ba nE = h

&
g =— — 1% are sin h — rhz |{(x? %)
V = 2rthg — } hdz — r?z are sin h — 1zh |[(r2 — h?)

£

Jit b = r, fo ethalten wir ol8 ben Jnbalt bes Rovpers, ber burdy Drebung eined Hreidquadrans
fen wm feine LTangente entfieht

. : i rin 2
Vi= 2rby — °7 —
3 2
Y i romd . ] by
¥ = rém — — 1ig — '
3 7 b 2

§. 4. Volwmen ded Ellipfoids.

Denfen wiv und bie halbe grofie Achje, wm bie die Ellipfe votiven mdge, in unendlid) viele gleice
Theildjen eingetheilt, fo werben, wenn wir uns durd) alle Theilpuntte fenfredit fdhneidende Kreidfaden
binburdhgeleat benten, bie Madien derjelben fein:




|
h ; ] . - #
i — flat — &%) o= Fadi—As¥y L . I

i a i 0 a
€3 werben mithin die eingelnen Cylinderdhen, aus bdenen wir und bosd Gllipfoid beftehend benfen, '
betvageit ;

b2 4bhE2
v —|b? — i !I-'-' - ].’i":
1 1 ¢ i 34 2
Oh2
Vo= h* un. §. m
Dy obition finben wiv:
: o ndEih2 al?m
V = ‘h?u__- - s = - -
L= 5
. | i b : Jab2x
poer ben Jnbalt ded ganzen Ellipfoihd V= 5 L

=

Wollen wiv nur den Theil be3 Ellipfoids finderr, der fidh fenfredht fiber einer vom Mittelpuntt
gerecineten Abfciffe x befindet, jo folgt aud obiger Forntel:
x5h2 |
\ s 'I|.l'=’.\' — I,
i 347 |

§. 5. Volwmen des Varaboloida.

Wi theilen die vom Sdeitel aud gevedhnete Abfeiife = in wnenblich viele Lheile, und fehen ben
fenfred)t unt jedes Theildhen von x gelagerten Theil e Pavaboloids als Cylinder it Do i, weily = |/px

= r = |2p3 r = |/3ps u. |. w.
1 5 r
) v = 2pi*m Y — 3ptin
1 i : i
2 0
= n __ X*pw e o :
Vi—= 5 pEir — b pber da ¥y = px

xviz
="

§. 6. BVolumen ded Hyperboloids.

JNaddem bdie Theilung wie vorher vorgemontmen, Getragen die eingelnen TRabdien ber Grundfladen
oey Gylinder, wenn ng = a und mg = x ift
b e Ll ok 5
nE== [/(n%E2 — a?) et F(n - 1)%82 — a%)
1 H ; z a :

b i -
K ['{{n - — a= 1 =
3 i oy — 11 L
Die Eplinber find
g (m -+ 12237 —_
v Ehiy v == Sl e by
1 2
5r _ )
v Ehim v — Eh2n
a m—rum
& m3 n? |E8h2y (0%
V= | — — I >— — (m — n) &h%x
o ol =
(x% — a%) bixz :
1= — (x — a) b=

3a?




) 1
et o o At . 3 =y ! A e e 3 AP
§. 7. Dad Volumen ded Kovpers ju becechnen, der durdd LHmdrelung einer Cucloide um ibre
Achie entiteht.
X =1me —rED b x = r@+ 1)e— 1einnd-1)e
n n =1
feienn giei wnendlich wenig verfdhievene Abjeiffen, fo Finmen wiv bem Thel
Cycloide wn ihve Achje entjtandenen Kovpers, bdev fiber bder Diffevens diefer Abjciffen fenfredt fidh
befinbet, ol einen Cylinder anfehen, ber jum Mabius ber Grund ¢ ober bie anbere bey Deiden
sugehivigen Orbinaten und jur Hibe die Diffeveny jener Abjciifen hat. ijt baber

pes ourd) Mofation ber

lidje ein

@

v =1z sin ne — sin (0 - 1) «) 27 (1 — 2 cos ne - (cos ne)?)
I
v — 7 (¢ 4 sin ne — sin (n -~ 1) «) (1 — 2 eos ne - (cos ne)?)
n
i ; ntes no e
SHBer g3 o s v - ail |
ey s ne et T i
M = {3343 [ EaE
i ! JU A B 8
gin (u 4+ e = (n -+ 1)« i . = J :
2.3 B B o B
i i 1) e ke
gin nee gin (n et i T
Sty ) 1.2.3.4
2 . s [ n*ps ndod
Bl nee — sin (0 — 1) & = — e Jl — = X
| B IR |
. e : - !
gin nee — sin (m -+ 1) ¢ = — w cos N,
';f'-:; it -[i,'j_}T_ W Ifle-f — & 008 Nee) {| — 2 cos no —l— (eos “f\'-.J":)I.‘::.'F.
n
¥ = (& — 3 ¢08 e + 3e (cos ne)? — @ (cos nw)?) riz,
n
Ghenjo ift:
v = (¢ — 3Je 08 ¢ - 3e (co8 @) — & (cos @)?) iz
1
- f— (It — gt 08 2 —— Jou (cos Q2u)E — @ (cos j.\._‘:.'i] 3z
- \ J
v — (& — 3 cos 3z -} 3z (cos 3u)2 — e (cos )3} 19w
v = (& — 3z cos me + 3o (cos me)? — @ (cos me)¥) iz,
m
s fei me = w, fo ift:
tiss I:m”' — dme med cos (¢ b3 me) - 3me med [cos? (e bis me)]
—~ mez med [eos? (¢ Hig me) !J 13
T - |r o 13 . $0 Y | a9 1 = 2 5 LR -] " 3
M= L:’r) — S med cos [fi bid w) —— Jw med {r-u,-;— (0 s .:.”) — o med {I:llﬁ" (0 Bbis m;} 13

contf. L §. 13.
pie @ = 27 finoen wiv al3 Jnbalt ded ganzen forperd, bda das jweite und vievte Glied gan
wegfallen, mweil dle Cofinud in den verfdicdenen Quadranten Dbei entgegengejelten BVovseidhen fich Heben

V = 51852,

§. 8. Dad Volumen ded Kovperd gu bevechnen, dev duvch Umdrehung dee pavabolifhen Linie

um ihre Achfe entfieht, deven Sleichung:

¥y =3 — Ox* - 93%x~— 15,

@3 fei bie Abeiffenachfe durdy Ehenen, die in der Richtung der Untdrehung fenfrecht auf derfelben
ftefen, i wnendlich tleine Theile getheilt, fo wicd ju gleider Seit der Revolutionstorper in eine




— Uag

Reibe von fovpern duvd) biefelben serleqt werden, die 1wiv al3 Cylinder anjeben onnen. G8 it mun
allgemein:

v = ¥vx (x — x — (n3Ed — gp2k2 23nf — 15)%aE
n 1 n =1
¥y — (nSE7 180288 - 1270885 — 448 | 7090%% — 690nE2 4 2258) =
n
Ehenfo iit:
;.r = (§7 — 185 - 12785 — Jd44&t L 79983 — GO0LE - 2258 =
v = (2657 — 18.2586 - 127.24E5 — 444,238 | 799,225 — 690.2.£2 -} 225%)
2
v = (3657 — |18.35E06 L |27 . 3485 — 444, 3BE4 -}~ 799, 328% — {90, 32 -+ 2258) =
i |
L 10 ki e 1990 oy e
=( 7 n’E7 — 3nfEs |- z n3gs — 111 n*ér - 3 - 5% — 345 n2E? | ‘E?.SNE):T
e S 1250 o0 i
Y= (—_- x7 — 3x6 4 —— x5 — I{]xt - = x3 — 3F45x2 - 22.'}?{],-:
] ] ]
Fitr x = 1, wo bie Gurve die Ubjciffenadife sum erften Male fdneibet, finben wix
. 92
Ni—h =,
1 105
Fir x = 3, wo bie Abfciffenachie sum zweiten Male gefdmitten wird, ijt
_ N = 4 79
V=67 —=iith ¥ — V=19 - = T
2 35 2 1 105

Fiir x = 5 {dmeidet die Gurve die Abfciflenadhie sum britten TMale:

e = a - 79
Gt V=TT V— V=0 —
T 21 3 2 105

T,

€3 find alfo bie durd) Wmbrehung dex Curventheile BED undb DFH gebilbeten Kivper (fiehe Figqur
au L § 10 im vorjiabrigen Programm) agang qleid.

§. 9. Den Kovper gu bevechuen, bder durch Umbrehung der Linie entjieht, deven Gleichung:

€3 fei nf = x und mE = X, wo n und m unendlich grof, & wnendlidh fein ift; bamn ift

16& | G 16 167
=g Vi =5 1
& ng n n41 Tl 1 i m

J — ] = ! | 1 i 1
L=l n L n1 " a2 T g

Aber L § 10 im vovjibrigen Programm haben wir gefunden:

m | 1 |
]Ulf - o— —I- - R A . — e
22 TR T P T ] 1t
: m . me < {
v = 16z log — = 16m log - = 16x log
1 ng X
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§. 10. Den Korper 3u bevechnen, dev durch Umbdrehung der Curve mm ihre Adfe entitebt,
peren Gleidhung: y = a (sin x).

Wirh ber forper wie vorhin eingetheilt, fo ift

¥ = a2 (sin &) af v = a? (gin 25" =&
1 2
v — a? (sin 38)" =& v — a? (sin nd)* mk

V = anE med [sin (0 big nf)] = a?xm . med [sln *(0 bi x)]
- az evhalten wir, wenn wir r ald gang, alfe 2r al8 gerabe anjehen
I s S P i B e
T N S
¢f. I §. 13 i vorjibrigen Programnr.

e x

W=

§. 11. Das Volumen ded Korpers ju becechnen, der duvdh Umbdrehung der Gryonentinllinie
um ibre Achie entiiebt.

Gleidung: y = ex.

Die eingelnen Cylinberdher wevben betvagen:

v = felin, v — Ee228n, v = fad.din, v — telnig,
1 2 H 1
Iy AT E
- Eelsll - s)e — Fpes
AT i T
85 — 1
on == % (2n ‘):|-j Ed {J“ | "}I) =4
eal?n 2L E | ok 3 | = i~ F T 2 -
Epl2n 25 — k1 i Efe == ]____ = | =
- - 3}
Fodk — g oast 460 854
2 S s e

Mithin mit Vernadlifiigung der unendlid fleinen Grdfen yweiter Drbnung

A 2Ed Qpaks e EL
Eo(n + 2)§ — Ee2f — onk? AR e M
; 2 I R T T |
e R N
; S I e {93
on o An¥EB Sns&d 16niss
2052 - e i
v T ) 1523 s
T a——— ey =0T
28 (e . (28
TR A

Doer wenn man bie Divifion wivklidh onsfiihet, wobei tm Nenner nur dad evjie Glied ju beriid:

fidhtigen ift:

§ In2E2 AnBES 424
‘ b ||:E'_- S R L Bn ol ] o
R U U e i [ G

' 2ge aeg aged

l 74 e I - [ T ., A In‘*_ 1 fn] | 0 Sy 1 Gn4cs
‘ 23 7T il 2nE — 129 T q R LR T T T e T

' 2V = (e2nf — 1} o

' v (e2nE — 1) ": (o2 1)
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Fir x = e exbalten wiv als frpevliden Jnbolt des durd) Umbrebung des unendliden viid-
warts Tiegenven Mrmes dev Curve gebilbeten Korpers:

T
v — e

b
Die entfprediende Wmbrehungsfliiche haben wiv I §. 16 (vorjahr. Programm) als 1 gefunben.

§. 12, Das Bolumen ded Kovperd u finden, der duec Umbrebung der Rettenlinie um
ilice Achie entiteht,

Gifeichung: y

Die eingelnen Cylindberdien jinb:

TMeniten




Sepen wir i ¢ filt x, um ¢ ju finden — x ein, fo Daben wiv:
1 H

IV. Sevedymung dver Oberfladye ver Revolutionskorper.

§. 1. Oberflache der Kugel.

Senfer wir uns vom Pole einer Halbfugel aus einen Duabranten gesogen, der jenfredit auf ber bie
Halbtugel begringenden Gbene eined grofiten Sveifed jiehen wird, piefet Quabranten in unendlich viele
gleiche Theile getbeilt und buvdy bdie Theilungspuntte Fliden parallel mit per Begranungsebene ber
Dalbfugel gelegt, fo wird die Dberflade in Jonen eingetheilt, die wiv ber qgeringen Wreite wegen ohne
Febler al3 Eylinderoberfldchen anfehen tonnen. Multipliciren wir nun die mittlere inge dev parallelen
Durdiidnittsfreife mit dem Quabranten eined grifiten Kreifes, fo exhalten wir bie Dberfliache dber Halbiugel.

Wenit wit von dem Degriingenben grofien Kreife aus vedmen, fo ifi:

1 fter Sreis — 2vm sin 907

2 for frets — 2z sin (0 — 1)§

nter fretd = 2rx sin (0%)
Mittlever Hreid = 2ar sin med (0 s 9OY)

Mithin bie Oberflade dber Halbfugel 4r . o = 2réx

wib per ganzen Sugel 4ria.
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on verfelben Weife finden wir den Fladeninbalt einey Sone, beren begrinzende freife o unh oo
1

vom equator entfernt find:

gin @ — gin w
—(0 — o) med cos (o bi$ ©) 227, ober ba med cos (o big w) = I ift
1 1= i 1 o — m 4
1
0 = 2% (sin @ — sin o) und da v (sin @ — sin w) die Hohe der Jone ift, 0 ift O = 2rah.
; : ! !

§. 2. DOberflache eined Korpers, der duich Umbdrehung cines Bogens um feine
Tangente gebildet wird. I

Figur 6. Denfen wiv und den Bogen wieber wie vorher in wendlich viele gleidhe Theile getheilt,
und legen fenfredit auf bie Wmdrehungsachie parallele Fliden burd) bie Theilmagdpuntte, fo miiffen tix
Dag arithmetifdye Mittel Jammilicher fo ¢ gefundenen Sreije mit bem Bogen multipliciven, um die Dber-
fliche ju finden, RNuxn it vom Tangivungspunite qus aerechiet

Rreid | = 2em (1 — cos 0f)
fHreld 2 = 2w (1 — cos &)
freis n = 2rz (1 — cos nf)
mittlerer Hreid = 2rx (1 — med eos (0 big {s.‘l]} 11D Ll*’lﬁ[l 0 — 2rma (1 — med cos (0 bis w)).
- T = - i I i . . s
At 0= 5+ |0 finoen wir alé Dberfladie besd burd) bie Hmbrehung eined Quabratten um jeine Tan-
gente gebildeten Korpers, wo natiiclid) von ber auf ber einen Seite Dearingenven Sfreisebene abgefeben ift
=)
0 = rz2 ‘l — = 122 — 9p2gy
| b
Ebenfo wilvben wiv ol Snbalt einer Bone, beren Entfernung vom Tangivungspunfte o und
i) i : 1
betvdat, finben: = (0 — o) 2ra — cos med (o bid w )
betrigt, find 0= 2 [ 1 (o I )
1 1
sin o sin o
ober ba fiirr=1 cos med (o bij o) = :
1 =}
1
0= 27 (o — w) — 2r?z (sin @ — sin ©) = 2rn (w0 — w) — Zrah,
1 1 1

§. 3. Lberflache ded Pavaboloids

Begeidimet ¢ allgemein ein unenbdlich fleines Stitd einer Gurve und ift y bie dagu gebivige redht:
n
wintlige E,‘m.uu.c, jo ift offenbar bie Dberfliiche des Rbrpers, bdie durd) bas Theildjen o gebilbet wirh,
n

wenn dbie Curve fid) um ihre Abjciffenadje dreht ¢ = 2ync,

B n on

Jun fanden wiv fiiv bie Parabel bei gleidhmifig wadfenden Ordinaten

— 1"';'1,9 rilans = Ttgy

= : (] I ll:z J

Da aber y = ny, Jo it 0 = %npm 1(,
- bl

2 {2“ = 1_:Igr"|l|
| ]Jl‘f




Mach demt binomijdhen Lehrfate entwidelt ijt daber:

1: it ].1.. i
& ol B =
0 = 2 |1
; i ],g | !,_g_ I
P, 2 . 3%A 5l e L

i = 2= |2n2 : Ll
3 : pe p*

i Bio. Drgh R i

: 1 g

o = 2y 1352 4+
; e p* l pt l

Rady ber allgemeinen Summationsformel filv avithmelijde Meiben hiherer Ovdbmung erhalten wir:

ny? i B2t Sk 2808 1
) 2 e ~+ = - = i
V=g l 2 1p? ' Gpt ' gpt i
= P2z gk P 24y6 P 26y8
- Y 1 ; 4 3 5 g
0=9z 17 4 e ]
i i O 1p? T Gpt ' Bpt

-

Die o ebew aufgeftellte Fovnel untexliegt natitelich in Bejug auf Eonvergens denfelben Gefetien wie
bie Kapitel IL & 2 aufgeftellte.

§. 4 Dberflache des Ellipfoids.

il bas Bogentheildjen e Haben wiv Kapitel 11 §. 1 gefunden e = £ (1 — e (cos na)?)
; n
wo e bad Verhaltnif ber groBen Adife sur Cntfernung der beiben BVrennpuntie bebeutete.
p== ]f | — l:_. 'Ii M ift i b sinne =1b |/ (1 {cos ne)?)
Mithin 0 — nbé [f! (vos llef.}‘:’j pil — e? (cos ne)?)

0 = 2abE |/[(1 — (1 4 e?) (cos ne)® -4 e® cost no)
n
Nadh bem binomijchen Lebrfatie entwicdelt ift:
— ihh[.::’- - PE[—(1-Fe?)(cos )2 62 (cos a)t]-+ P& [(1--0?) (cos c)t—2e® (1-{-e?) rLunarcj"'---:--l:"(ut:saf'l-‘"|]
1 1 2

0 =—2zh [E--i—l’f[—(l- -62)(cos 20) -2 (cos D)t |-H-PE [ (1---22){cos 2e)t—2e2(1-e?}(cos 2u)P-1- ('h'vi:.‘«“jfe]-“]-l
1 a .

(1-+-¢)? (cosne)t—2e* (1{-e)*(cos ne)i~-et(cos ne)® ||

1 — Er‘rh[;--,-]‘;[-— {1-1-e2) (cosne)® 42 (cosn )4 [-PE
n 1 o

() = 2nbnt [ I+ P [— (1 4 e)2 med (cos? (0 bid ne)) 4 ¢ med (cos* (0 bi3 ne))]
1

-+ P [(1 + &) med (cos? (() bi3 ne)) — 262 (1 4 ¢2) med (eos® (0 bi8 nee)) - e® med (cos® (0 bid ne)) |
Fiir nf = are 180° erhalten wir als Dberflidie vesd gangen Elipjoibs, ba
cos imt erften und zweiten Tuadrvanten gleidh jind:

0= 2=%a%b [I L P [ — (1 - ¢2) med (cos? (0 Dig 90%) - ¢2 med (cos? (0 bis 90%)]
1

= P [(14-e%)2med (cos*(0Dbi3 00%)) —2e2 (1 - c?) med (cos® (05i590)) - e med (cos® (0 Dis 90Y))]. .. |

bie graben Potenzen ber
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§ 5.

Sepen i in die vorige Formel b =1, e = 0, jo erhalten wir als

e o~ e aE Ty
b —3 ] =shas

Dberfliiche der Kugel:

: SR L e . 3 ok e :
:_:;‘j.t'r*r —?’- hvElE E R B _]_:' gt [: . I ober da 0 = 4drim,
{ i 1 [, %5 '_. 1.- {. 3 5 1%v3-3 |
A l — - = : 3
S A5 A T e T '
)2 L{l . 3)® (1 ;..-'].'H
2_7[ l _('-3] :}L I) l J s ] uno oaber
.
i
Fli— 2
1 [ I'* lli .]" 1(‘! . N
9 3 { R e ) s
§. 6. Oberflache ded Korpers, der durch Umbdrehung einer Eyclotde wm ihre Achfe entfieht.
NAllgemein ift 0 = 2ync.
n n n
- . T
Wi Haben IL §. 4 gefundben ¢ = 2ar sin —
I 1 V2
2y = 2m (r — 1 co3 D) = Zar { sin - D )
B 4 1 = : k
0= Leezrr® [31'11 5 | |
3 i
Ebenfo it O ia-.r!- gin ) . (a — deeqr? ( Bin re}
- »Jp-' - e\
o=t Aeerrr? (\,m > j :l)_ Jeear ( gin 1; }
0 = 4namr? med ( gind ‘ 0 bis u]rc D
0 4mar® med ( sin? [U bis f'} })
Fiit o = 27 erbalten wir al3 Dberflide des gangen Korperd, ver durd) Umbrebung der Gycloide
um ihre :?Eum. entjteht: y i
2 2 32
0 = 8rr2 >< e
T 3 3
§. 7. Die Oberflache Ded Korperd u bevechnen, ver durch Umbrehung der Grponentiallinie
um ibve Adhfe eniftebt.
O. § 5 fanben wir: ¢ = | (82 | E2e2ud)
Qywr — Ymwend Daber: o — 2mfent || (1 -+ e208)
n n
1
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Wi wollen biefent Ansveud wieberum bdoppelt, Fir pojitive wund fiir negative Abjcifjen, enbwidely,

um auf alle Fdalle convergivenbe MReiben ju geminmen. Jm erften Falle werben wiv bet ber Entwide:
lung e2nf yum exften Gliede des Binoms maden.

ng Lk

[
L o
l- 1

0 — gkené | (1 -:— glnky
n
0 = 2xfelnt 15 | (1 4 el@n+2)5) = 2 [ ]
n+1
p Ep
2 Yy o “a
— Opfems + gimd) —= 27 Se2wi L P L - L L ....
,? afEa l [‘i 3 ) ['L’ : 1[ gdmg pdms }
Die Avbition der vertical
==
1

025 == _):
r“Ll )= _| I ;i CEHL L2 E
g2 — 1 2 2
e B
Ebenjo ift =i e

e glZm 4+ 2)£— p2nf ) - 1ol .
&3 ijt baher: ¢ =2 - wofiiv wir, ba (2m -+ 2)E unendlich wenig von 2ms
1 .
verfdieden it und m& = X, nf = x ijt, fepen fonnen
— ,;_L]L'K Er U‘_’x M L'Yl' — ;.-UJ

S

¢ = 27 (m n &P =22 (X —x) P
0 1 1
fallende geometrije Progreffionen, die wiv, wie §. 5 gejde-

Die iibrigen verticalen Meiben bilben

per, funumiven wollen:
QP

’ P P
2 ( e
el elng ;:ZJZIIIE) g
»- —_ ] 1 e2mE — af2m —2)E
'J::-
g2t
P daEP 2 :
T aily
27k il al wl
pIns pl2n—2)% : in& |, Bn2Ed " pInE — pix
o —d
Rt R L R

Mithin
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2=EP 2EP
O PSR 27EP 27EP
L gally edm ‘3 "3
T ] e ; — = p— =
i UL | — pdf pinf — p(dn—4)& pdms — pdm—4)E
2=EP 22EP Px
3 1 g
eInE — p(dn—4jE — 16né2 GAnZEs — Jadx
pang o = & bng 4n=g o]
'17 + = 1 + 1 g o

Dl P
3

Fhenfo 1fi 2 g
Lr‘”“ HE edmE — aldm — 4)F PpdX,

Ehenjo it ¢ = - Pm == e

r | Y }-': 1 T4 — 4

O=2=(¥Y2—y2} (X—x)P | e S e — P : il s
i ( r E S ‘l:"l_'u'z 3 4 Y"}"’ a ! [i] ‘IJG}'F' 4
il negative Abjeiffen werden wir den allgemeinen Nusbrud:
o 2xCens (1 + e20d) fo entwideln, baf wir | als das erjte Gilied bes Binoms
n
betvadbtenn.  Damn ijt:
0 = 2z (Senf - LedniP |- Eené P |- EeTé P . ., )
n 1 2 &

0 — 2= (Eeln+ 1)E |- Epdinf1)EP - fedn4-1) P -+

n+41 ! 2
0 = 27 (Sems | Fedmé P |- feimE P —+ EeTmE P | |,
m 1 & 3
nEens 2xEpmE
1 1 —ef 1 — et
. . , mnE2 n2kd nskd
YEent o [% L e 3
[ At :—él __'g;% -
i AT R T Y

2EZ BE
3 & n=E? i
— (— I — nE — = -

L AL DVzEpmE =
Ebenfo it sy ' o DapX

¢ — 2meX — Pmex 27 (Y — v)
1
2aP 27P
Ebenfo ift ¢ = (e3X —eix) = 1 (y3 — y3)

i 2 oo o 2w ; ;

¢ = — aP (ebX — pix) - P (¥ — %)

3 5] 2 h o

it P

0= 2r [ — 3y L L (Y8 — 8 -+ 2 (YD — ¥5)

] ; ] 5

Fiir X — @ witd Y = o und wir erhalten:

Di= Sgf—— v — ¥ — - yi —

:'E{__s?!h'-l-]_:.':' P .

)

_j

el SR




§. 8. Die Oberfladhe eined Kowpers u berechnen, der durc) Umbdrehung der Kettenlinie
um ibre Abjeiffenachie entftchi.
. T £l ng _ns
IWhix Fanben IL §. G. ¢ ol e
ng nsg
Dym - ﬂ:.‘!’il‘. L l']
: 2ng gy
i ot {
0 5 (u il 4 2 4 |
2E 2E 4
1 s i ant ‘ - S o l"l
Ebenjo it e L i PR
1 -
Ak [ 4= 15
0 il lea - 24 ¢ ) . f. W
42 . 28
imE e a S —pt !
fi—irg 25 I
e* —1 |
| I 4 242 On4-2Y 3
l & 20 -2 BT ( a ) ERiap { A ey I :E‘E-‘_ AR
. o) e = e (R0 L 1.2a
il g = 1ES qQEy = FroT
) 5 5
._riI 1 & 9% . o
4 e 0 g
i
| - 24| Gt _-ll! 5
awr e a i : }
A= R s S ;
- in=E sns
2r |, a'm (l B TR ) [
TR T R S DT T T Ay
aly l 2ng |] 2, ale
i p— 1 4 — 3 U_. —
Iy i 4
g — amin > AnX
@
Sl ;1.9.1_ et aly
1 q S
Ba— i (ae2x |- 4x — ae— *=).




Sditufwort diber das unendlidy Stleine.

So gewaltig und Stounen ecregend bie Jnfinitefimalvedinung nidt nur als Wiffenjdhaft, fonbern
nicht weniger in ifver praftijden Mmvenduitg gemworden ijt, eben fo viele Unftrengung habeir bie Mathe-
matifer der philofopbifdien Bearlindung ded unendlich fleinen jugewandt. Die Sdpwierigfeit liegt
befamntlich bavin, daf eine unendlid) fleine Grofe, bdle dem Gndliden gegenitber gleidh Mull ift, mit
einer wnenblichen Girdfe multiplicivt wieber endlid) wird, wilrend fie einer andevi wnenblich tleinen
Givdfe gegeniiber verfdyichen grofi, jo felbft wnendlich mal grifer als diejelbe fein fanu, wenn jene eine
unendlic) Heine Grofe einer hohern Drbnung iff. MNewton betracdhtet bie unendlid) fleinen Grifen als
witflid) cxiftivende Dinge, nidht etwa als Abfivactionen, und fiihet sur Ceflivung an, dsaf man fid) bas
unendlich Kleine nidht vor bem Lerjdwinben, aud) nidt nadbem fie verjdwunden find, fonbern im
Nugenblicd ves BVerfdwindensd denfen muf, Mebnlich Leibnit. Aber abgefeben davon, bafi Newton hiev
pifenbor nur bad daracteriftifdie Dreied im Auae Datte, Jeheinen miv burd diefe Anjdauung bie Wiber=
fpuiiche nidht aefoben. Gin Programm aud Hannover vom Jabre 1859 fagt gany rvedt, wenn das
Unendlide burdy einen Jablenausbrud gefaft werben fonute, jo fiele bajfelbe unter bie Safegorie bed
Gubliden. Wenn jedody fpdter in demjelbent dbad unendlicdh fileine ald , Erifteny im Nullpunft” bejeichnet
wird, o glaube idh, baf bamit ber evfte Stonbpunkt wieder vevlaffen ijt.

) meinesthei’s Dalte dad unendlid) Kletne, trohdem baf 2 ber Sdywerpunkt der Dhohern Mathe
matif geworben ift, ald mathematifde Grofe fiv Nidis als eine Fiction, dhnlid) wie ed aud) die
imagindven Grofen find, ungeaditet alley Beftvebungen, fie rdumlich su deuten.

Eingig und alfcvin bic formelle Logif ber mothemotifden Sprade, peftiipt ouf den Umftand,
baf, um cin enblides Mejultat ju erfhalten, der Sdritt, burd) ben wir jum Unendliden gelangten,
burdy bic entgegengejepte Operation cntweber ouf cinmal, ober in Zheilen, ober pollftindig,
suviidgemadit wivd, dos allein ift 5, dem wir ef 3u berbanfen Goben, wenn bie Nednung mit
etwas, bas feine @rofe ift, nidt in Widerfpriide fihet. Der Beweis bitvjte febr leidt zu fiihren
jein, bier fehlt ber Maum.

Dr. 2tofendall.

e ——
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