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Quadratur und Rectififation der ECurven

Bervedymung deg firperlidjen Jnfalts und der Oberflacie der Revolutions:
firper phue Jntegralrednung.

I Quadratur der Curven.

r

§. 1. Darftellung der Jabl IT durch unendliche Reiben.

aigur 1. AB fei ecin belicbiger Theil eines freidbogens mit dem Madbiug I, defjen Sinus BD
gegebent ift. Denfen wir und jebt diefen Sinus in eine wnendide Anzahl (n) gleidher Theile zerlent,
fo wird jeber viejer Theile felber (&) unendlidh fein fein, mit der unendlidien 3abl o multiplicict abex
eine beftimmte enbliche Grife, namlidy BD, Debeuten. Sm folgenden jind iiberhaupt £ und 4 unendlich
fleine Theile ber Goordinaten, n eine wiendlidh grofe Babl, n¥ bie JAbjcifle = und ny bie Orbinate y.
Berfudien wir e8 jekt, inbem wit BD als Abjciffenadiie und D ald ben njangspuntt der vedhwintligen

Goordinaten annebmen, die zu den Ybieiffen ; ==t . sugebdrigen Ordinaten ju beftimmen.

.

Nbjcifien: Drpinaten:

3 I (1—&) — DO

2E [ (1—452) — DO

13 ¥ (1—052) DC 1. f. wm. big
né |/ (1—n2E2)

LWenn wiv jest die Werthe unter dem TWurselzeichen nad) vem binomifchen Yehriage fiir bie Poten;
3 entwideln, fo ecbalten wiv fiiv die eingelnen Drdinaten folgende erthe:

y=—DC 41 — P2 Ps — pgé . ., .
_w.lf — Bk - I]'E'-’-."_-"f - P22k it pasgs:
.».- = — D0 4+ 1 — ll':F;‘-’ -i*.'t':' “t':'.‘"';»" I |, 1
& 1 2
und als letite Drdinate
y=—DC 1 — ll'u"-’§'3 R Fnfgs ., .
n )

G35 begeihen hiev P, Pt . w. bie Binontialeoefficienten aur Lotens &, mobet ju bertidfiditigen,
i ¢ i - il §: ik y o

baf bie geraben BiomialeoefficientenP, P, P u. . w. neqativ finb.



Wi mun bad avithmetifde Mittel biefer fimmiliden Drbinaten ju evhalten, wollen wir bie unter:
amal erhaltene Summe buvd) n bivibiren, wobei in bem

einanberfichenden Anusbriide abbiver und die jed
Refultat alle Ausbriide, n penent £ in einer hihern Poteny ald n vorfimmt, als verjdminoeno betrad):
tof werden Fommen, weil np £2 +4 = (sin ABP) 59 alfo eine enbliche Girdfe mit einer unendlic) flemen
multiplicict it (q natiielid) inomer gang unp pofitiv gebadyt.)

e e (D) .
Die erfie Meibe erqibt = — — DC
: : 3 n. 1
Die yweite Hetbe: =1

1
Fiir bie Summivung der Hbrigen Berticalveiben ift die folgende befannte Fovmel in Wnwendung ju
Glich einer Dihern avithmetijchen Steibe mit a, die Anfangsplicver vev

bringen: Beseidhnet man bad evjie e
Diffevenyzeidhen mit e, §, y ., dbad jummatorijdhe ®lied mit ¢ und die Anzahl ber Glicver mit n, fo if

n(n—1) Cnm—1)(n—2) , ;| nin—1)n—2)(n—3)
e iy & B -
ST Al AR ER oI E AT 1.2.3.4

b

3,

i &2 multiplicivten Mushrfice ift ju beriidfichtigen, daf die beiben exften
weil n i einer niebern Poteny voridmmt, ald &, wenmn man nimlich

Pei ber Sumiticy
Theile ber Formel we
bebentt, baf bie ganze Summe nod) durd) n getfeilt werden foll, um bas avithnietijde <Meittel 310 gebert;
dpiefem ¢, & . §. w. = O find. Gbenfo ift

alle Glicder nad) dem 3 ten fallen cbenfalls weg, weil bei
i Gitigen. Dad avith:

nten won & mur oad Sie GSlten 260 3t beriici

bei Der Swmmivung der Goejji
metifde Mittel Jammilicher Orbinaten gejtalten fich baber fett folgenbernafien:
n.{n—1{n—2) n-(n—1) (n—2 (n—3)(n—4) =

Writhm. Mitt. b, Orbin. — DO -1 — ) APER . , S
J L i P e e T L e L o3 SRR S SR ;
n(n—1)n—2)(n—3)(n—4)(n--3)(0 o e e
. T = . . U] ol p OE LEBIE
n i 1 2 i A 3 . 4 UL G L
Differensy der Quabdrate, § bie ver i rate, £ bie ber jec Totenzen der natiivlien  Fablenvethe
bedextten. : :
: n.(p—1)n —2) neo n= an 1+ 2 : S a1 Pt
Yher | gpEe — aPse. — Much hrer it So APE: aus
Bt o k ¢ . ! -’ ] L]
Wil e DS 1 iy ) 1 1 L v i) 1

em oben anaefithrten Gund gleid) Mull ju fepen, und wemn man jebt diejelbe Teranoerung mit oen

itbrigen (3l

1 ber Steibe vornimmt, fo ift:

nsPES

ithn. Mitt. ber Ordinaten = 1 — DU — e 1.2.8, Il.. 56 1. ). m,
Da aber g R R i (R e T i ) R s 5 . 6. fiberbaupt allgemein bie
lepte Differeny der mien Potens der natiivlichen ‘Rahlenveibe 1 . 2.3 . ... m ift, jo erhdlt man al@
arithmetijhes Mittel der Drbdinat

1 D ,]5 P22 L~ Pnift — ! Pobgs |
< 1 LA AL
9ber nE — sin AB und DC — cos AD
9. . b, 0. —= 1 — cos AB - ;‘,. P (sin AB)? - 1} P (sin AB)Y — f T

Wm nun per Theil bder Streigflicie DAB ju finben, braudit man biefe mitileven Drdinate nur mit

DB — sin AB 3u tipltctvent, unb man erbhalt:

DAB — &in AB — cos AB sin AB — : P (sin AB}® L P (sin ABP — . T
5, 2l ;
/\ DCB — - sin AB.cos AB.
= 4 . 1
gect ABC — sin AB Lo B Ginl AR L Pl (sin ABY 1 P (pin AR ——
= v 1

—




e I

Diviviven wiv diefen Ausorucd duvch -, 10 E_]r[iu‘]z wir offenbar, weil 1 ber Rabius ift, den Bogen AB

o8

arc AB — 2 sin AB — cos AB sin AB — f P (sin AB)3 2 P (sin AB)p — I g,
i 1 ak o [}
Sefit man in bie obige Meihe sin AB — 1, alfo AB = : , Jo erhilt man:
s N Sl IS ST e e (T
B v 3 2 5 8 AT T T
o 1 1 | 1 1 1 5
pR gl 5 8 g 9 FR2

Filr ole wirtlihe BVeredhmumg von = ift diefe Meibe jedoch viel zu unbequem. Dagegen erhilt man,

) . 1 - T, 5 oy
wennt mar sin AB = o, alfo AB = - feft, folgende Reibe:
ES e R A 9 FE0y ) el B 5 |
6 s 3 2 28 ] 8 20 7 |Gt ) 128 22
Jtwe foweit berechnet, wie wiv die Meibe aufgefchricben, gibt diefelbe bas Mefultat E = (,623599
= 1]

was vou oen walren Werthe : = 0,528598 . . . nur um 0,000001 abweicht. Natiiclid) fann bie
Heihe durd) Annahme eines fleineven TWerthed fiir are . AB und baburd) aud) fir sin AB bebeutend
convergenter gemadit werben.

Sebt man in die obige allgemeine Formel fiiv sin AB eos AB unb ebenjo sin AB fiiy cos AB ein,
fo nufs, wie die Anjhamng ber Figur unmittelbar evgibt, are AB in ben Bogen verdandert werden, der
AB ju eimem Vievtelfveije evghngt und rwiv echalten die MReibe:

LS : e, . 2 : |
g — ATe AL — 2 cos AB — cos AB | sin AB o P (cos AB)® - - P (cos AB)» — — 1¢.
01 i o a |

ober vergliden mit ber obigen Meibe fir
; 2 >
arc AB=—2—12 cos AB |- cos ABsin AB— - P[1 — (cos AB)?]
: .

o1

2
- .

T‘['I — (eos AB)®

§. 2. Berechuung ded Flaceninbaltd einer Curve, deren Gleidungy = a -+ b | (¢ — dx).

Figur 2. Wm bie in § 1 filv die Kreidflade aufgefiellte Neibe u verallgemeinern, wollen wir ben
anhalt einer Slade beredymen, bte von einer Gurve, beren f"‘f-Ji'-ifﬁ]tllﬁ oben gegeben fein fag, 3we
Drbinaten wnd einer Abjciffe eingejdlojien ift. Nehmen wiv C ald ben Anfangsmuntt der Goordinaten,
CD af5 bie Abfciffenadife, wnd theilen Ddiejelben wicber in ecine unenblide Mnzall aleicher Theile,
(CD — n&) beren jeder unendlidy tlein fein wivd, fo exhalten wiv ju den auf einanber folgenben AbTciffen
folgenbe Ordinaten

:
ya—a L hlic=—" G
}' — a -+ b | e — 1! . -2”;::“' !
y—=a-+b [f(c—d. 3% ) f w. und enbdlich

vy—a b }e— d pmgn )



— 4
Bunddft find wieder die unter ben Wuvselzeichen DLefindlichen Ausbritde nad) dem binomijden Lehr-

fabe 3u entiideln.

r = E dm a2 _‘t'.'u.

Voo—dtm)=feo— —— P + = P
f(ex=1) ! I (ex—1) 2

r E d Sm

e ADmEm ' = 3
e 2 mEy =—— 1y - l .

I (e
r r (|“1||_'::|'.|

fle—dn®E™—=}e— - - :
[fies==14) V(er=—1) * [ (et *
&3 bebenten bier ]|" J\‘, P 2c. pie Binomialcoefficienten jur Poteng ey unb  unter odiefen jnd
P, P w f. w. negativ. Aobivt man in verjelben TWeife wie im vovigen Paragraphen die unter einanber

d 4

ftebenben Musdriide und dividirt jebe Grdfe durd) n, jo erhilt man:
3 'il.l]:";::':' (l.‘”'.' ] 11':|'l:="'§ i -
¢ = c— £ P P = P,
N R a 1 o e W 2 { y H
(- L) =" (2o 1)) e™") (3m—-17) |/ (e Lyre

poer el = —",
dxm
Bl

% xim

(d3m—1) |{(e*r—=1)"

g == |e

(m 4 1) [ifer— 1)

®ie mittlere Drdinate aber ijt a 4 he
‘ r dxm 2 xdm 8 xitm
-a—+ b || (U P - P s P |
r i T = r +
(m—+-1)(e=") (2m -} Djie*= Y~ (3m - 1)Jie’ =1

uno der Flacheninbalt von ABDC

- 1 dxm 4+ 1 dix2m+1 A xim—+1
ax—+ b Ix e [ P - F r ]
A = 2

';. 1 ] 1, i 4 1
[{et=4) (2m - 1)jf(c=— 1) (3m - 1)}(e’ =)

§. 3. Duadratur der Ellipfe.

3. us jener allgemeinen Fovm [t ficdy bie Vevedpung bes Fladeninhalts der Ellipje leicht
Die Gleichung derfelben ift, wennt man den Mittelpuntt ald Anfangdpunt

digur

herleiten.

per woprbiaten

Iy =

ammimmt, ¥ = = | (a% x)
Silmon | i =Ty Dl h _
an jener allgemetnen Fovnel tjt dafer a 0, b I 2ol asd 1P —=—"x
H
i y b x3 x4 x7 1
jijegen. F— ax =Pl P P ]
a all 1 24% ¢ a2

il den Quadrvanten witd x = a, unb baber ift
ab P ab P abh P

ABC — ab L
-': 3 i
| | | 7
obet b 15— P Eeapie. D B - in
o ] 5 I 4
i abz ey
ABC = ‘ und fitv bie ganze Glipfe abm.




§. 4. Fladeninhalt der Parabel,

Figur 4. Die Gleidung der Pavabel, wenn der Seeitel Anfangspuntt der NOicifen und bie
o
¥¢ — px ober x — ‘ﬂ . Denfen wir

Ut (ny = CB), fo erhalten wir su den Drbinaten

Achie bie Ubjcifjentinie ift, ift fiir vechhwintlige Coorbinaten:

ungd jebt ¥ in o unendlidh fleine

Yy =1, ¥ = 2p. .. . ¥= nyp bie Abfciff
1 a n
e (2y)2 (32 (ng)2
= = S

Crriden  wir 3wijhen AC und BO ein Redted und jiehen burd) bie Spitien ber Drbinaten,
Pavallelen mit AC, big fie AD freffen, fo wird durd viefe Pavallelen b
gene Flacdenftiid ADB in Figuven eingetheilt, bie wir
flein gebacht wird.

ad aufierhald ber Bavabel gele
als e

echtecte anfeben fonnen, weil » verfdwindend

AN e S e
Sl delit R= x . 5= :
i 1 1 p

1y

e o :

g ] P

Oyl

B—= x= :

r } p

5 o

nps

B— i xpie= £

n n b.

Sumnticen wiv jeft jimmitliche Nechtede nach oev S. 1 angegebenen Fovnel, unter B

Beriidfidtigung,
oafi ny? und n2® unendlich flein ift, alfo wegfallen fann, fo evholten wiv:

ndps | nZp2 I %= |
ADE — e o ' ny = — " — XV.
ap 3 p 5 S T
Ta aber ABCD — xy, fo bleibt fiir ABC, fiir bie vom ben Goordinaten und bder PVarabel elitaes

9
ithlofene Flade, = xy nad.
]

§. 5. Berechnung von 1 4 y2 . ... 4+ Vn, wenm n febr qrof ift.

Denten wic s jeht in einer Povabel mit dvem Parameter | bie Abreiijenlinie wnenodlich viele
gleidie Theile ‘getheilt, fo erbalfen mwir s den Abjcifjen x =& x = 26 . . x = nf Ddie Ordinaten
1 2 n
VE IF25 . .. [/n& Die einzelnen pie Drbinaten und bdie Differenzen der Abfeiien gebilbeter
Biguren find jept als Tvapege betvad Jnbalt,
Bl R el ok, L p . Ja— 1 Et
1 — 2 a E— _} o % . . - 2 ]
= ey s el R O ) s 2 (n — 1) == |m)
‘.Enl'ﬂllt‘!;‘[t'li*._lt' = | - l = l —— t -
. : i 2 9 i
Aber Lavabelflide — == AR B0 — e L] i1
wr (1]
T o 21t 4+ 212 213 . 2 |/(n ] I'n
== HElE— ! | £ ' P2 EyE
(2} _}. : Z
2 o |/n /1 | ;
: L . - 2 [ I
3 2 I'




S
Dird) Subtvactionent |1 + |2 1+ |3 fn= s njn j3
ALLLRE AL RLLLLLRIE R < il L BEC ERUEE —:; 2 .
A . e [ 2 il
o 12 ..o fn i 1) ...+|m= 3 m | m -~ =
L i
erhilt man die neue Formel:
| | [T ) I I/ ot 2 i { M| ] I x
4 VoD 4 Jo4+2)...4 fm= 3 (m}m —mn |n) 4 5 (fm — |/n)

bie febr genaw ift, wenn fowohl m al$ n grofe Hablen jind.

g
§. 6. Berechnung der Flache dev parabolifchen Linie, deven Gleichung y» —px ift.
= gt AL sl huma aehdren 2 hen Divhinaten v — T R : R T
%n ber obigen Gleichung geboven ju den Lrdtnaten ) r‘. —i L Ix — ny die Abjciffen
i 125 (35)2
 — g —= ,\L'_."}
1 p 2 P 9 P
Wevechnen wir wicder bie etnzelnen auferhalbd ver Flide von ber BVerlangerung ver Vrdinaten, von
AD (Figur g §. 4) and ber pavabolijchen Linie gebifoeten Figuren, fo ecbalten wir:
P T (25" 1 P (ny)* %
1 p- 2 p n p.
Die Summe derfelben ¥, aibt nad unjerer in §. 1 aufgeftellten Summationsformel
P (gm)r+1 nfyt Xy
e — +  j Jm—
(r+1)p r+1)p -1 |
L s T : ; r
Rablen wiv bad ethaltene Rejultat von ABCD — xy ab, fo erbalien 1wir ABD = T 7 TWird
r = 2 gefet, fo vevwandelt fich bie Formel in vie §. 4 fike bie gewdhuliche Bavabel aufgefiellte.
v e X 4 r r
§ 7. Berechmung vont |1 + y2....+ | n
Turd) bie jo eben entwidelte Formel [t fich bev in §. 5 filr die Duabratwurzeln aud ben natiir-
lichen Aablen gegebene Nusbrud auf die ibrigen Wurgeln audvebuen. Sepen wic in der Gleidung
v* — px den Pavameter — 1, [afjen jept wicher n§ = x fein und bevedynen pie su ben eingelnen
Ibfciffen geborigen Ordinaten, fo haben wiv:
T T T r e b
y = Ve y = V2653 = 3&...y=|nE Tie eizelnen dure) bie Orbinaten und odie Diffe
1 A | 3 n ' i
vensen ber biciifen qebilbeten Abjdnitte laffen fidh jegt al8 Pavallelvapege anjehen und wir exhalten
r T r r ) =
; = .0 r g oo Lays ..., @+ 1)+ o =
bafer ald Sunmte derfelben s =& V' 8 l =) e, 5 l )
: r ] Do
Nber F mwar nach §. 6 = T né |/ng. G5 1)t oaber
1M
I. )’. r . r
SR 291+ 2y2...2Ym 4+ 1D+ Ko
ne | mg eilfs =
g 2
i
I r 1 ]l r ? r r
I i 15 L e {
T | n 3 == n




Ly

Durch Subtvaction echdlt man bdie fitr Hohe MWerthe von m und n febr genaue Fovmel:
e fr r | T 1 I r r

e (n e — mjm) 5 (Jn — fm)=|m— }J(m—+1). ... |n

Numerlumg: Die i § 5

1 geben e Tertly jemer flneie
r oo be

1 P YT A w Al g o
il Dody unn mithin gu gleider

D Bevednt

et |
ped Feblers an fiberfeben.

i ; _ : ol h?
§. 8. Swadvatur der Huyerbel aud der Gleichung y2—= . (2ax + x2).

as
P o i FAARSD 3
Figue 5 &3 ift R Yax -} x2
Il c
X = - rt:i[:tf——'
Bu ben Orbinaten y — #, y 2y n. §. w. gehbven bie Wbjeifjen:
[ Iy £
[ Aers Jii, |_J.I
x = — a4+ Fl2+ 27« a4 Ylaz-2
1 0= 1 r
f .
(] il (2 I'"-'I".--!‘Ilr Nialbb S A R S ; - :
e e L | i he i Bieht man durd) bie Spiken von ¥y , ¥ , ¥ 1 . w.
- s G SR

fer DBavallelen,
per Zinie AC und dem Hyperbelbogen gebilveten Mechtede, inbem man bdie Differenzen ber Drbinaten
mit der entiprechenden Abicifje multiplicivt:

Pavallelen mit DC, o findet man die auferbalb der Huyperbel von vev VWerlingerung dief

A 4aZy2
R=— ay + 7 l a1 al | — ]
: ]

; GaZy? .
R= ay -+ - ; ay =~ 7 ! ( a’

MWeun wiv oad voppelte
Duperbelflahe auf bevjelben

iden Dex tthtigt Lafjen, weil jo unjer Stid ber
e Abjciffenadife liegt, jo ift nad dem binomijden Lehrfase entwicdelt:

an an” an’
B —= — ay - ag -+ '.I | i S 'I'." | I g P
1 b= 1 b Pl (L
— e L b
fay 1 Gay® Bday?
R — — a5 + ay -+ e e — P — P
a ! (it 1 4 b
e | I S Gial
R= — ap -+ m St prin ek ot LT p
/i | L | ] | 4 ;! :
n- : L# | bt ] |36 2

Modirt geben biefe Bevticalveiben:

npda n¥ | 50 n7yla
ABQ — = AHe B . P - e L
b2 ¢ Al g The 4
: ays ay® ay’
ABC SR I Ly
e 3h2 ] 5bE Th6 :
Nber ABCD = =y
ayd ayd Ayt ;
BCD — xv > P — : P - e L | 1 T |
. 22 i :J]."'I : Thb ; W }. 1

Ratiivlid ift fowoldl P wie P, P u. . w. eine negative Grife.




§. 9.

Figur 6.
fo gehiven ju ben Ubfciffen

Sinabrafur der

it x wieder

2
Huperbel mittelit der Afymptoten-Gleidung y = 1

vort O an in avithoetifdher Progrejfion wm bie unenblich feine Grofe &

x =% x =25 x = 3F u. {. w. bie Drbinaten
1 . 4
a? a2 54 72
Ve e e e e e e
1 E4 Ly PE oy 3 = n&
Multipliciven wic dieje Drbinaten mit tem \,mu« bed Afymptotenmwinkels, fo exhalten wiv bie Hibe
' ber einzelnen burd) bie Drbinaten, die Diffevengen bev Abfeiffen und den Hyy \L‘lﬁt,l\ﬂgtt‘:l aebilbeten Fiauren,
pevent Grunblinie iiberall £ betrigt, und wiv exhalten baber ald Summe alley:

| | |
FF — a2 gin .. = )
AR T o e
3 : x% x# x4 : :
Da oaber 1 (1—x) = — = = i . DDEL, wenn manx = 1 jeit,
e ] -
! i 1 T S _
I =1 0 = WSS o e g Wl fo tjt I, az gin p . o,
0. B felbft pamn unendlich, wenn nE ober x eine Deftimmie enbliche Ghrofe ift.

Perfuchen wiv fest die swifden 2 Orbinaten BD und CE, bem Theil der Ibfciffenlinie BC und
pem Hyperpelbogen DE liegende Fliade ju bevecdhmen. EBjei AB =2 —=nf; AC =X = mf, wo
nound mounendlidy arof find, jo exbalten wiv in dbnlidher Weife wie vorher:

ol ! I | 1 |
F — a® sin g | | R
; 1. n+1"' n--2 " n-}3 m
- ) -3 -
@it 1 — x) =0 ;. : wfow
Es ift 1 ( A — l 5 2 PR
b baf 1[“ | e S S
1 DO fer X) — = g e e -
i b | i LRI
!
]
Sepen wir nun = = 1 ; halten i
1 1 | ! ] 14
1 - ="l ---—(I )——(I— } -{1 ]
| -1 1\ n \ n n n/
i n } 2 3 4
: 2 a0 Gkl I | A & o]
) [ n n2 n ° n¥ nd n ' n? nd nd
| lo=1 — — y - . i
_ o 2 . 3 1
{ A g _ " : : [ |
i Die Summe Dder erften von n unobbingigen Glicver betrdgt 1 + By TR =
ol (1)
Die Summe ber jwetten:
2 3 4 n
1 n n n n 1 i
—_ -_— _—— — _— = =
n 2 3 4 1 il n £




Die in 2 muttiplicivten Gilieper bilben folgenbe Meibe:
nZ
| el =3 4 1 B 1 10 i n.(n—1) 1
9n2 ' 3 n? S TN R R T B 1 .2 ‘n2
AW e SR S 2 n—1 1
2n2 T p2 T one i e R Fee T
Diefer Glicber bilben offenbar eine arithmetijhe Progrefjion mit der Dijfervens oy uno mwit erhal:
g n— 1 4+ | n |
ten al3 Summe: :, = an? J 3 p— I
Die in 8 mitltiplicicten Gilieder find
=
[ i (R 40 I —) (m—2) |
3 3 ! n 3 n¥ i} G e n#
== | { | |10 dscay _l_{tl — 1} .(m — 2}
nd | 3 ' [ ’
1 o S m— 1) (m — 2)
= — o (L 84 B 10000 ) ( )
4n® | : 2 |
Die in dev flammer befindlidje Meibe ift offenbar eine Reibe sweiter Drdbmung und wir evhalten nach

oer Summationsformel

00— b} o asin i 2) g

¢ = va 5 | l eoen woie =1, e =21 =1 i
e L S e o ; 1 ey o 1 {nB 1
wenn man beventt, baf die ganze Suwmme in — - multinliciet ift ¢« = — .°. (= ] —ire Bl
o in+ i 3nt\ 6 | 18
- e L 1 1 1 1 1 1
Ehenjo finoen wir ¢ = — + — g — — — —
St 4 1203 9% | 5 935, 600
g | |
o allpememn ¢ = ;
. 3 n yL K S| 1l
&3 it jeht
Iimze—=-1 = L ,I, Sl I E( =1 - ] I e e ,l e l }
2 3 i 4 5 96 G0 i e el BE RS
Ehenjo
| | 1 [ ! i I I
—sal e e et L 2 | - e s ! |
9 3 m 4 8 ' 05 G 1B B e ]
m 1 ; 1 | i | 1 1
| I m i —=—= AR ] x T T , I
i) n——1 " n-2 I n -1 1.2.3.(n-1) m.[1.2.3...m

Da aber bie Ausbritde der yweiten Neibe offenbar unendlid) feine Grifen einer jehr Hohen Drbnung
find, wibrend bdie ber erjten Heibe ber evften Drbnung angebiren, jo Fonmen {ie lepten gany vernad:
Laffiat werben und wir erhalten

m I : 1 1 1
Ilm —1n | = . | : - s +
n n -1 M=l n -+ 3 1
1 1 1 | .
@, v B — a2 sin o =i iz i 1. fo i
20 abey A% 8in 1 : it, 1o it
4 -1 'n -2 n -4 3 m
: m : mE 3
FP— aZ gin g 1 = gin g | 1= gin g |
. n né
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§. 10. Die pacabolifhe Linie gu quadriven, deven Oleidhung y — x3 — 0x* 4 23x — 15 obex
Y= L\, ” [x - ‘H f.‘\' :]}

(cf. iibjens Jntegral-Redumumng 12.)

Figur 7.  Bu ben Abfeiffen x — Eoqppe—0pn 0l oy —=ink
1 n

gehbren die Ordinaten:

y — E8 — 982 + 23: 15

;. — 93E3 9,(28)2 4 23.28 — 15
_;. — J8EE — 0§ 322 | 23 .3.E 15
3

y — nsE3 — On?E? | 23n.§ 15

n

Die eingelnen durd) die Orbinaten mit den Difjerenzen dev Ibjcifien gebilbeten Recdtede Dbefragen:

R — H — 9 L 232 1565

1

R 93 . 2E2 153
1

e 253 .38 — 16E
R — - '.:_’:_1'.“3_"’ - 16E
n

Die Summe aller Redtede betrigt mit Vernadliffigung der unendlich Fleinen Gropen nad) ver
Summationsformel fiir avithmetijche Heiben hoberer Droniung:

x4 gxd = 93x? x4

F= -+ i5x —= = — 3x¥ o4 111),x? 15x.
{ 3 9 s 4 ' :
Fiiv x = 1 erbalten wiv bie Grife vec Flade vom Ynfangspuntt der Coordinaten, bis bie Gurve
pie Nbfciffenadife sum erjten DViale fchneibet :
ABC = — 64, (]
3t x — 3, fo fdneidet die Linie die Abjeiffenadie jum jweiten Male und wiv erbalien:
ACB -+ BED = — 24, 0]
ABC — — 6,
BED — 1]
File x = 5 fdneivet die Linie bie Abjciffenadhie sunt dritten Male. s ift bann:
ACB 4 BED -4 DFH = — 6Y,(]
ACB -+ BED = — 23,
DEH:— — 40

1

§. 11, Die Rinie ju quadricen, deven Gleichung: y = s

(cf. Pilbjend Jnteqral=Rednung. 37.)

figur 8. G5 ift x = [i Sty unendlidh fein, fo ift = unendlid) groB, und jwar etne unenolt
2 1 ﬁ

grofe Grdfe yweiter Ordmung. €3 folgt bavaus, dap ber ladeninbalt filr y = 0 unendlid) ift.
Efei Y = BE = mnund y = FD — ny.
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Laffen wir nun bie Ordinaten von ny bis my gleidmifig jededmal um die unendlich Hleine Grife
wadhjen wid gichen durd) fammilide Bunfte der Curve Pavallelen mit CD, woburd) ABCD in (m —n)
Redtede zerlegt wirh, fo ift:

P 16 0 - 116G T 16 2 16
il I]el',"! n -1 (n . [‘:I—J .'|.2 R, (n | 2 EFI.? m ]:]"3:‘,"!
R dbn, oo 16y il
n  n¥? o g2 2

T L 16 ST 1
n - 1 \n e 1) "J:‘g i r,.z (t] e ]]2
m  m¥? - g m?

&3 ijt aber, wenn man bie Divifion audfihrt:
!{ : 1‘5]] I i |

n e n?
R 165 1 29 F3 o }

1+ 1 72 | n? nd 't 0o
A “'w[ I 5.0 3.9 1o

n+2 72 L n? TE LT e IR A ]

R 16g [ 1 2 (m n) : 3 (m — n)2 A (m n)?

T n? n . nd b ey ]

) e i Bl o)t ¢ @=—0p (m—m)t ]

LA S nd nt n? i

Die in dev Klammer befindliche Grdfe ift offenbar eine geometrifdye Progreffion mit dem Erponenten

mi==1 -t e ¢
= . 58 it baber:
I
‘. i n |
ABCD = 'ffj- | n® ]T IE‘:,- m — T,-'
= [l I mn |
\1 |
L il /
gher my = Y oy — y.
16 (Y —v)
ABRCD = J
: Yy.

Nehmen wiv Y unendlich, fo erhalten wir fiiv bie von CD, ber Orbinatenadife b bem wnenbliden
Bogen eingefdloffene Flide

S

v
aber CDFG — xy — “; g =19
¥ ¥

MWir Fommen fo auf ben mevbwiivdigen Eali, baf bas Redited aus einer beliebigen Drbi-
nate und dber jugehovigen Abfeifje tmmer gleid dber gangen Flade oberhald bes Redteds
nad ber Seite ber Vrdinaten ju ift. Fiiv die ganze, von der Orbinate DF, ber NAbjcifle GF, ber
Drdinatenadyje und dem jich ibr nibernden rm der Gurve eingejdlofjene Flide finben wir burd) Sum-
mivung jener Flichen:

e e
Fi— R 8)=.




. ; f1 4 g
§ 12. unabernde Bevechnung von y1 + Y - + } b ¥ =
S ber Figur 8 mige FG = x in ngleiche Theile, deven jede S ift, qetheilt fein. 3 gehbven dann
i : 1 4 4 w8 Lo o y
it den Abfciffen &, 28 . e Drbinaten V&, JaE ' ok Theilen wiv jebt die Fliache durc) Paval-
5 ety [t

lelen mit Der Drbinatenadife duvd) die Enbdpunfte vor x» x w. j. w. in Redede, fo ift
1 2

48
R =1 — 4JE It
1 Vs Vs |
0 S
R = ot = 4/ Vs
4E hee il
T e ], 3
) 15 ape 11
TL |n Vs ,’ 1
b g “ I & ' 1 _."‘l 1 4/ | 3/ 1
e ift e F= 2yt [0+ Vg + V5 - Vs
Da aber nE = x undb F = 8)x ift, fo ift
1 . | Sl 4/ 1
8 = ay5 ()1 + 2 i 3 o) n]

2n = J1 -+ l_l;: 3 l -]._ NEd, '!_.-’ =

St n nicht fehr grof, fo ift bie Formel verhaltnifmifig ungenau. Dyie Wrinde ift eine doppelte:
Grftens haben wir die eingelnen 2bjdnitte dev Fliche ald Nedjede angejeben; biefer Fehler, ber Dei ber
Berechmung der Flide muubfuh flein war, witd durd Divifion mit der unendlich fleinen @rife £ eine
enblide Giebhe. Gine zweite Wefadhe ift davin zu fudben, bafi fiiv x = 0 ¥ unendlich wich. Den lebten
Wmitand vermeibet mour, wenn durd) Subfraction ber ‘Ht'uuh

kLo 11 i :k'.' T :. von 1 + i; =1 :1=. ot =) o i

m
man bie newe Meibe entjtehen ["i”'
e 1 — 2 (|/'m /n)
ol (fm —

‘i n --|— 1 i}

Sieht man die eingelnen Abjduitte der Curve als Parallelivapese an, fo finbet man bie fite hobe
MWerthe von n und m jehr genaue Fornel:

/

YLVl o Vol Ve =am — gy — LY 4 1Y
T B T~ =

n n n - imn 2 m

§. 13. Berechnung ded avithmetifchen Mittels der Sinugd und Eofinus, fowie der Porengen
derfelben, wenn der Winfel innechald Deftimmier Grengen jedesmal um picfelbe unendlich
fleine Gudfe 3unimmt.

Das arvithmetifdhe Mittel der Sinug von 0—90° wollen wir med sin (0 His 90%), bad ber Duabrate
perfelben durd) med [sin® (0 bis 90°)], bahingegen das Duabdrat ded avithmetijden Mittels ber einfachen
Sinud: (med sin)2 (0 big 90°) bezeicdnen.




Tiip

S biefer Figur mige JFG — o und CFG — & jein. Die
nfe ujammenfallend Defvadtet werben Eénnen.

Figue 9. Bigen ABBC jollen
unendlid) flein gebadit werden, fo bafi fie als mit dex Tonge
@5 ift alsbann N BCE ~ CFH, A ABD ~ BFH u. . w. Daraus folgt, wenn wivr BC—=AB=E
jegen: CE = BC sin & = e RTI

B! — ABsmBFH = £ sin BEHL § m.
EL: — JE sinIFH — £ sn [FH
wir die jepesmalige Sunabme bes Winfeld @ und adbiven die oben evhaltenen Rejultate, fo

Teemmen
eraibt jich:
GH = & (sin « < sin (&« -+ @) + sin (e 4 2m) . . . . 4 sin @)
; . [ 8in & 4+ sgin (-} B) =80 (¢ +— 268) . ... 8in o
GH=—n¢ o b
n
GH — (o — «) gin med (¢ —w)
Cos it 08 o — med sin (@ bif @) ¥ (w — &)
. 2 c08 08
med sin (¢ — o) —
W — i
[ B¢ r.r f A - y L3 L
Bilr o = erhalten wiv, wemn « = 0 ijt:
. FEdr | 2 Sl
med sin (0 bid 90%) = = Ebenjo ift
Im T
med sin (0 big 180%)
i e ES=2E0 2
med sin (0 i3 2700) = . =
3T a3
2
- ol i
med sin (0 D@ 360%) = ]
2n
S unferver Figur it BE = & cos &, AD = & cos (& -+ 0O) JL = Ecos w. Die Summe der:
felben evqgibt:
JM — & (cos & -+ cos (& +— @) + cos (¢ 28) . ...+ cos w)
. ! e08 ¢ - eos (e -+ @) - eos (¢ - 20) . ... cos w
Bl i = 1 5 0

sin @ — Bin (0 — ) cos med (e bis w)

: 5 gin @ — sin «
med cos (e Dig o) =
A e o (L

erhalten wir

Wit & = 0 undb w =
’ 2
med cos (0 Di§ 90Y) L -
k! aT
2
D LI , (=)
med cos (D Bié 180%) — ==}
T
: is gEnG L
med cos (0 bid 2700) = — — —_
5 9
PR 1]
med cos (0 Did 360%) = ={.
: D

Deftimmen wir einfady burd

Das arithmetijhe Mittel der Votenzen ber Sinud und  Cofinus

Y.

folgenbe befannte frigonomet Tovmel | - cos &« = 2 (cos L ).

Wir wollen junddft med (cos? (« bi3 w)) beftinmmen.

L




e —

ift 1 4 cos 2 & = 2 (cos &)*

14

1 == cos [it"’ —!-- :_J,I'")'I — 2 cos I::f". —: [‘}}2
| - cos (2e 4 48) = 2 cos (& -+ 207

und fdlieflidh 1 - cos (2 4 2n8) — 2 cos (¢ -+ n@)2 poer 1 - cos (2w) == 2 (cos w)2,
bbiven wir Tammtlide untereinanberfiehendbe Meiben und dividiven fie fammtlid bdurdy n, fo

erhalten wir

1 4 med cos (2« Di3 20) — 2 med (cos (e Di& w))
: : o gin 2w — sin De . L.
NAber dba med cos (2 hiF 2w) = : . fo ift
Do 2
gin 2 @ — ain 2c :
S — 2 med [cos 2« b3
1 2 — Do | 5 m)l
1 gin 2m — sin 2o , .
— med [cos (e D3 w)
oy 4o — de [ vl )]
e . T &/
Filr & = 0 und @ = - TN Wiy
med [cos #(0 big 90%)] =
med [cos 2(0 bi3 1800)] = _ u. |. w.
Ghenfo finben wiv aud ber befanuten trigonometrijhen Formel 1 — cos w = 2 (sin } a)?
- 3 1 sin 20 — sin 2
med [sin 2(n bi§ w)] = -
; 2 loo — 4o

Der avithmetijhe Durdyjdmitt der hHohevn Potenzen [aft fich aus ben trigonometvifden Fovmeln:

C¢O0B
COE
CORB

o

cos (m -+ 1) b = 2 cos8 b cos nb — cos (n 1) b
gin (n 4~ 1) b = 2 sin nb cos b — gin (n — 1) b bevedmen, 3. B.
n fei 2. b unendlidy flein. (cos 2b = 2 (cos b)2 — 1)
C0B {.'H;} == 4 (cos VG 3 cos b
cos (3.2b) = 4 (cos 2b)® 3 cos 2b
cos (3.3h) = 4 (cos 3b)¥ — 3 cos 3b
o8 f,‘;,E}(iC‘} — 4 (eoz 9083 — 3 cos 909
med cos (0 Bi§ 270%) — 4 med [cos? (0 Bi3 907) ] 3 med cos (0 Di& 909)
::; = 4 med [cos 3(0 big 90%)] — 2
16
— 4 med [cos &0 — 90Y)
5 ned [eos 3( 0%
4 2 2 2 o - :
= = — = med [cos (0 — 909)] = med [cos 30 — 909)]
A 7 3 5] 3 X e
4b — 8 (cos b} — 8 (cos b)2 | 1
4.2b = 8 (cos 2b)* — 8 (cos 2b)2 |1
1.90% = § (cos G094 — 8 (cos 909)2 -1
med (0° big 360%) = 8 med [cos 4(0? b3 90°)] — 8 med [eos %0 bid 90)] 4 1.

3 1 3

6 3 :
med cos #[(00 big 900)] S ht med [eos #(0 — 90°)]




&s ift daber:

e 2 S |
med cos (0 Bi3 909 — = med [eos %(0 bis 909)] = 5
A 2 2 ; ! [ 1)
med [cos (0 bid 90%)] = i med [cos 4(0 big 909)] = =i
T T e
med [u”’ a(0 big 909)] = = 5 % = med {cos B0 big a0 _]| : 3 . A . 6
n. . w, u . w

3 brawdt fowm evwdlnt su werben, oaf fidh aus der obigen Formel in gleicher T8eife ber mittlere
7 r, { ] &

Durchfchnitt ber Pofenzen Ter Sinus und Cofinus bevednen K

0 und 90¢ find.

it, wenn bie Grengen andere al$

§ 14, Suadratur der Eycloide.

Fiqur 10. Wenn man in einer Cycloibe den Halbmeffer ved rollenven freifed mit r, den TWinkel,
pen bie urfpriingliche Michtung eines HNadbiug mit ber fpiteren Michtung madit, mit w bezeichnet und zum
Anfangspuntt der Coorbinaten den Duvchjchnittspuntt der gevaben Linie, auf welder dber RKreis fidh fort-
beweat, mit ber Eycloibe anninmmt, fo find die Gleidungen bdiefer Curve

T=="r {0 sinlin) == [l co8 w)

Der Winfel o moge von Nul an jededmal une den unendlich fleinen Theil « mwadjen. Erridiet
ntam nun auf der geradenm Yinie, auf ber fich ver Rreid fortbeweqgt, in den DurdicdmittSpuntten mit ber
Gycloide Lothe, yiebt mit jener gradenm inie ourd) ben Scheitel dev Gycloide eine Parvallele und falt von
pen verjdhicbenen Punften der Eycloibe Senfredite auf CA, bie die auferhald der Gurve gelegene Flade
in Streifen theilt, die wir als HRechtede anfehen Tonnen, jo echalten wiv

P E— ¥l x = 2 (& gin ) (cog 0 — coa w)

1 1 o1

= ¥) x = r¢ (20 — sin 2x) (cos &« — cos 2a)

1 2 1 2

B=ily —F) %= t2{w gin @) (cos (w — ) cos o)

n n n—1 n

B —r? (@ cos () — o cos ¢ — 8in « cos ) - sin @ co8 w)

1

R =12 (2 cos ¢ — e c08 2 — 80 2¢ . co8 & | gin 2e . cos 2e)
R — 1% (3¢ cos 2¢ — 3ee cos 3¢ — sin 3u . cos 2e¢ - sin 3a . cos Ba)
3

R =— r2 (ne cos (n—1) ¢ — nee cos ne — sin nee . cos (n—1) « - sin ne . cos nic)
E!

Tie beiden evjten Heiben geben wie [eidht evfichtlich bei gehi

iger Berveiniqung bad Rejultat

¢ + ¢ = 1% (cos 0 + cos & + o8 2 ., ... - co8 w) — nrlx cos w
1 2
— nr®z {cos med (0 bi3 w) — cos w)
= 12w (cos med (0 Dif w) — cos w)
ober ba cos med (0 D8 o) = 5-“:0 L
¢ + ¢ = 1% sin w — rlm cos w

1 2
Die Detben lesten verticalen Meiben geben
— 1% gin « (cos 0 — cos o)
— 12 gin e (cos w — co8 2e) W f. . und julest
— 1% ginw (cos (n—1) ¢ — cod w)
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21 der vbition biefer Ausbritde moge folgenve Speculation bienen.

Figur 11. Laffen wiv in dem Halbireife mit bem Rabiud | ben Centriwintel von 0 big o jebesmal
um bie wnendblich fleine Grofe « wadfen, jo find bie eingelnen Abfciffen cos 0, cos «, cos 2e u. f. w.,
bie Drbinaten sin @, sin 2e . . . . bi§ sin o. Berednen wiv jebt die durd) bie Differengen ber auf
einander folgenben Abjeifferr mit ben Drbinaten und ben jugehivigen HreiSbogen gebilbeten Fladen, bie

wit ebenfalld a3 Neditede anfehen Lonnen, Jo evbhalten wiv:
R=1y (x — x) = sin & (cos 0 — cos )
1 | u 1
4 ¥ (x — x) — sin 2¢ (co8 ¢ — cos 2e)
2 2 1 z

i =y (x — x) = sin 3z (co8 2e — cos Ja)

B=y(x—x) =58 nz ((cosn—1) ¢ — o8 a)
n 0 fn n=l
A - Ll (0D Bl @ . COB o _ = ;
Do aber bie Summe aller diefer Heditede gleich S . fein mufy, o erbalten wir
s : . : = £ m ¢ gin @ . CO8 @
al$ Summe jener beiben lebien Meiben offenbar — o - - :
Die auferhald der Gurve belegene Flide EFA ift mithin
s ol - r2a 12 Bin W coB w
= 1% gin rim co8 - |
2 2
Ea ift aber ARFG = xy = 12 (0 — 8in @ — @ c0s @ | Bin  cos )
eE 0 i . BN @ cOs 6 )
AEF = r? [ 5 T sin o m eos o | 5 I
i -_._ .. Je » TS0 @ . COS m =
ARG — 2 [ Y 280 : :

Filr o = 2z erhalten wiv als Jnhalt der gangen Eycloive € = 3=, gleid) bem dreffachen Jnbalt

0es erieunenben frei

§. 15. Duadratur dev Curve, deren Gleichung y = sin *x.

Der mittlere Durdyfchnitt der sin von 0 65 90° pher wvon O M3 1800 ift —, Das avithmetijde
7

; o | 5 2 2 . i =3 - 3
Mittel dev Quadrate derfelben -, bas ber Guben o —, bad ber Biquadrate o g U fom Wi
a H I 4 )| A
echalten baber ald mittleres avithmetifches Wittel der Otrbinaten von x 0 bi8 x — =, wemt r gerade ift,
. 1 35, o or—1 ; S oA B B e =1 2
med. ordin. =— : 00¢r 1enn r ungeraoe ift, . : = :
il O SEir : B R T AT A A g
uno mithin al® Snbalt ber gangen Curve von x — 0 big x — =,
i . 1.3 .5 ... [[@—1)
r it gerabe, H— : - ‘.
: R dia sy
= : 20 B B e (T—1)
r ift ungerabe, = P 2.
B e A e e
u i HRTS vt y o rfi ‘ ¥ N 4
gt =1 joif F =2 Tl r= 3 it B = 3
Itr=2M0 it F = = Gt r —d (L= 3.7 i f. 1
2 : 8 e

wermt x voit 00 bi8 180 widit.
Wiirve die Gleidung y = a sin "x, fo wire natiivlich bie gantge Flache nody mit a 3u multipliciven,
Uebrigens Fann man mit Hiilfe von §. 18 jeden beliebigen Theil ber Curvenflidie quabriven.




= .

§ 16. Qwadratur der Exponentiallinie, deren Gleichung: y —as.
(ef. Rilbjen's Integral-Redymumg. 38.)

3 fei qunidijt a = e, ver Grundzahl der nativlidien Logarithmen. Su x, x, x, x ., . X aehdren

pie Dubinaten ef, e2&, @3, elf | gnE  Die Ordinaten bilden mit bex @ (1

o

pen Differengen der Abjciffen
Hedtede,

Zpné

Diefe geometrifhe Meibe qibt Nwmmict

F Eeln+1)F — Epi
3 ek 1
= ] I
BEaletresi— 1= s 2 ; . ift, o it
: 1 | 2 B b T
e _n‘:'l 3l i ‘iu | § (ng A )2 " g2 G En-
1‘1 S bR 1 \ | e PR B ity = 1 1.2 B e | n
= F = 3 £l En
ml SiL i L 5
| a4 A B e E SR T T YO
hip o D% - 9ng8 | mdkt | gnisd | 3nu
] | = v ¥ »
i 1.2 I 2
= : k2 13 n
& = : —— - (o B AR Ly :
e R ) e RS N
Fithren wir die Divifion wirflidh aud unb lofjen bie unendlic) fleinen Glieber weg, fo evhalten wir
- ] n2k2 g3
P = nf - { 7
il e
n2Es naga
T e L nil Lz ek AL o
I i1 nt - ] Gt
Fa - 1)
y . n3E3
Mber ené — 1 - nk - . S
JEp e L
= puif —if — p= — 1

St die Gleidung y = a* gegeben, fo feen wir ¢ — a und bie Gileidyung beifit bamn y = esx,
Bu den etngelnen Abjciflen & 25, 35 w. §, w. werhen jefit bie Drbinaten ez, e2zf, edzf | . | enzé gehiren.
Der Werth ber eingelnen Nedytede i)t jent:
= :L,f—"_ R '_ﬁtjlf:, R =
: %

D FoaE il E g
F — fez& - tels -

4 Epnzk

Gntwideln wic wieber die Ausbritde in Netben, fo exhalten wir:

(m 4+ 1)zE2 = (n - 12 & %52 g2ks
141 LR e 12 G T
o L merane z3E
e e : =
1 2 o203 [ i
_IEHE'-J- L n%Pe I Anp8H
]_11 1 ' | 3
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Fithren wir die Divifion aud und lafjen wieder die unenolidh Eleinen Gilieder wen, Jo erhalten wir:
’ nh 7
néz2Es

E =l | 9 3
n3zaEs
Fe — nzs o e
. | ; ank z2n2E2 ZinBER
% = o I =l :
' 1 2 [ g
a1k = A1 z2n2E8 o E
Aber i i & — gZng
1 12
Fz -1 = e=né
) cENE 4 i, b
| — ooer pa nE — x und 2 = laijt
4
prn—— Y
i —
la.
Sepen wir in odie Deiden fitr F gefunoenen Fovmeln x negativ, 0. b. [affen wix die Abjciffe nach

per Seite bin liegen, wo die Curve jid) der Ajymptote ndbert, fo exhalten wiv die Formeln:

P —p= = — 1 und

T8ird jebt x unenblid) negativ, fo verfdnvinden in Deiden Formeln bie ecften usbriide und wiv
finben als Jnbalt ber gangen Fladie, welde swifden ver Eurve undb der Nfymptote nadh der convergen:
ten Seite liegt, wett y — e F = — 1 [T und menmn y — a~

=

x X
|
. 4 - L < i B g . i P ; il - i |
§. 17. Quadratur der Kettenlinie, deven Gleichung: y — a- S
©5 fei wieber n5 = x, fo geboven ju ben Abfeiffen x = & x — 2 x — 3E unb fo weiter bie
1 3
Drbinaten:
& & 2E ak
@i E a v o a -+ ¢ i
¥ o | 9 : {8 —;:
K= 3E ng ne
- —— @ s oA e .
k| = ¥ —
2 B 2 |

[nen durd) bie Diffevenzen bder auf einander folaenden Abfeifjen und

. Wrarhtadas
[oeten Rechtece:

P

pent jugebirigen Drbinaten qebi

= i3 :_i'i -_'Jh
an : |-.. 4 i L. i E
R s {-—==rn%
: 2 3 2
JE s ne nE
@ g B = it 1 i
I.;: = = ) ]l-. ac 5




gefuchte

&3 ift pie Summe aller, b. . bie
£ 2k
B 3 .i

T ac

e

eil unfers gefudhten Flacdeninbaltes

I|E| E S
ad ak ll e i
2
ion mit dent Erpo:

bilbet eine geometvijche Propovi

Der erjte Th
nenten e*, @8 ift
=1, E
e AP S e* Da aber
il et — Il
n -, I m 4 1.y 2 o4 1.48
EIE e B ) .
S ] Al E = 1 fo 14
e I | 9 T UL, 10 1t
r n’? MEEd. o BRIESE ns
nk at i BRI i
a ' 1 ' | F =B
Cie—s as
= f- a*
B e R T
Meibe wirtlid aus, wobei wic jebod

ichen
i ®rifie Ea multi

oie unendlich

ber wnter Der
fen vernadlifigen, meil fie in
nik tE
!I2;' ot i it :Ig
=t it —t-
1 l T G e I G| 9
9o nE*" k3
1 n& & a7
1 < =1 -} o —
L a e TEF
9 a
s ; nk X
it a2 — € B g
X
12a8 a2
=5 9

Sehen wir jeht fiic x, wm dbie 3weite

x ¢in, fo ift:

Metbe (c) su friegen, in pie fo eben gewonnene Formel
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§. 18. Quabdratur der [ogavithmifchen Linie, deven Gleidhung: y = a 1 x.

Die eingelnen Abfeiffen mogen wieber jein x = € x = 26, x = 3£ . . . x = n&. Die Orbi:
4 1 g 3 n
naten {ind jebt: ¥ AT By = LR A R e Al
1 2 3 n
Die Heditede betragen:
R aEl E
R=— af1l32E 1, {. m, ober dp n§ = x,
o o o n 1
R—atl[x—m—1) £ :!_:115:[] | ”
1 i L8
1) i 31 1 ke I ’ i _"ll
R=afl[x—(@0— 2 =a x |1 =
S ) 3 s L — n 3
B—asl[x — (n N e ee—=acl |x I ” oDer:
n i E L 1 1l
n 1)
1:_1:[s\;|||— ]l
1

]_{ == .-L_E[ 1 ¥ 4= 1 lfl s n”

Die Summe aller Hecdhiede it vaber

e e e R e R |

L
+ 1\ | 1 1 1 1
el B 00 e o L
\ n 1 n= I no, n'
i 5 22 24 2
ak |( 1 — — }_ — T ~ - -
=l 1 1 2n< Int i [
\ 2 ) 4 f
2 1 2 i il n n T
s :{ 1 - ||__ ak = s e e -
n | n Ins an 4n n.n

Beritdiidtigen wir, dbaf nf = x und eine unenolid) eine Givdfie ift, fo evhalten wiv burd
n i

Summiriig dev unter einander fiebenden Grdfen, weldie unendliche Reiben ver 1ften, 2ten, Jten wu. §. w.
Drbmung find, wenn wir in dey Summe die unendlich Heinen Grifen wealajjen:

§ N Y {¥of o
F —ax 1x— ax S L= : B - — l

)

1 |

o 5 dwel beliebige auj einanoer folgenbe Glieder i ber
2=

E3 jeten 00
Il

n |
R G - = 2ene= 2 i :
Rlammer, jo ifi ihre Suwmme offenbar i = Lte Swmme der bet:
ncn -1} (n — 2) 1 n - 2)
e . 1 : 1 1 AT o v 2 e
pen nadtrolgenoen =t . wird i gleicher detje - T e,
n 3 S (m == 2] (n == 4)

2 1+ n-+3 n-r4

A& Summe aller 4 exhalten i === ] Ebenfo ijt die Summe wvon 8 auf einander folgenden
=R ) :

(liebern




T

Dad evite Gilied ift pa—

i b : e
, Die Sunume ped 2 ten und 3 ten ifi 3 =
i ; ! !
Die Summe ved 4 ten bid 7 ten ift =
8. 4 8
By B rrnnto. hod B Ear fie AR b T !
Die Sumnte ded 8 ten bid 15ten ift — = <
16 .8 16
| iy Fner L = r |
| Die Summe bes rten bis (2r — 1) ften ift — ==
DT 2r

Dbige in ber Klommer ftebende Jeibe vevmwanbelt ficdh demnad) in folgenbe:
, T B D I L T (P S e

| LR S e e R i R

|

| Do aber bie Summe ber fo verdnverien Meibe wie leidt ecfichtlicdh = 1 ijt, fo it

! FF —ax ] x — ax.

. 4 ™ . e Ays 3 v i At el AT 1) ¥ o ol [
§. 19. Qwuadvatue der Avchimedifchen Sypivale. Gleichung v — :’ .
e in

| (cf. Litbfen'd Suteqral=Medunma 451.)

‘ Jebe ©pivale fonn man als eine wnendlidie Reibe an cinanber gelegter Kreisfectoven mit einem
; aleichen unenolid) tleinen Gentrimintel anfehen, beven MNabiug jedod) nach bem Gejeb der Gleihung ber

5 Ginie wiadft. Da nun aber alle jene Sveisfectoven dhnlid find, fo findet man offenbar bie Swmme

: s S A : : .. 0 T
| aller, wenn man bad avithmetijcdhe Mittel der Quabdrate fammilidher Rabien mit - multiplicict.
i afnd  cardads . alad a‘ngel

Iz2 ' 4m? 4m= 4z W

F= - ' e
n

wo ne = w gejept it

a2m [,._., ~+ 4g? b 9o - 16a2 , , - !,.:,3:]
1

[

B=
Bm 1

Nbbivt man die in der Hlammer Definbliche Steihe mit :]‘_'-pu,{qi[p_'_]u per unendlich tHetnen ®rofen,
fo erhalt man:

: a0 win? afmd 2 alwd
F = e — e heE el — 1t
o o 24 Sa?
i
e
n -
I|' b= Ja
|

i .l y et - 3 a= ey a0
it @ = 27 erhalten wiv als Mefultat ber eviten s vehitng = Fit o =4= it I = 2% a?z,
(3]

D indeflen bie durd) bie erfte Winbung Lefdhriebene Fladhe nod eimmal bet ber 2ten Trehung befdirie
. ben witd, fo ift die erjte davon abjuzdblen, und wir echalten F —= 24z,
o

! Ehenjo wiro befdhrieben . burdy bie mie Findbung
1 i L
] P ad (2mma)* 2% (Im 9 P8 I [0 4

| p— - = —= T — asm (mn* — M = l
| o P == : T




g

©oll endlid) ber Eheil per Fliche gefunven werden, bder jwifden ber mien und (m = 1) fien
Windbung liegt, fo echilt man:
F — I — 2ma’s.
m=1 1T}

§. 20. Quadratur der Linte, deven Gleichung r = a sin 2.
(ef. 2iibjen's Jntearal-Redmung. 450 1.)
Bei einer ganzen Wmbrebung dburdlaut o 8 vedte TWintel; e3 with alfo in derfelben r viermal
Jull werven. Do ferner oie Sinud int erjlen und jweiten, ovitten und vierten Twuadranten fidy gleid)
fitd, fo tjt le erfichtlich mit gebiviger Veritdfidhtigung der Lorzeiden von 1, dbaf bie Linde 4 gleid)-
mdfkig wm den Pol legende einander congruente auf beiden Seiten gleiche Schleifen bejdreiben wirb.

Eine jede joldhe Sdleife befteht ebenfalls aus unendlid) viclen Sectoven, deren Mabien von a sin 0 bis

a sin 90° fteigen unb damn in derjelben TWeife pon a sin 90° bis a sin 1802 fallen.
P w a* (gin 2e)® —+— a? (sin 4e)* - a? (sin 8e)? . . . . -+ a? (sin 20)?
2 I
R ma ol AN =
= ; med [sin® (0 hig 2m) |
ey 1 1 gin 20 ..
aber ba med [sin? (0 b8 dw)] = . — ift,
: 2 4
] was 1 8N 2w .\
e T R T
T ’ ! Lt : . b e asm <19 4 o) o
Sir @ = - erhalten wiv ald Fladeninhalt einer Sdleife F = e Alle vier Sdlerfen
1=
e

§. 21. Dic Hlache der Eardivide n finden, deren Gileichung:
e '2;'{_ {1 —i- Cos8 @) - 4a (cos I._ w2,
(ef. Ziibjen's Snteqral-Mechmumeg 45b.)

Seben wiv die ju bevedynende Fladie wieber ald eine Meihe von Sectoren an, jo erbalten wiy:

- S = e y 34
P w 16a2 (cos ) : 16a2 (cos 2a)* - 1622 (cos Bed® . .. . =+ ||J:|'{ Ccos {_f, j
= g 2.

II.

g ) I 4 ] Ly v v i 5 y 1} Fory Al x B el T

F'= Swa® med [cos? (0 hig 5 ©)], welcher Jusorud fueh) nad) 5. 18 leicht bevedinen lift. il
2z erhalten wiv ald Jubalt der gangen Flide:

: - o . | 3 :
F = [87a® med [cost (D big 1800)] = 16a%x - - - — 6a? =

§ 22, Quadvatur der Erponentialfpivale, deren Gleidhung: r — ew.

& it e frither:

e ,,.ll_-'_!r' —+ odo _ A ,.'_,-..?
n

2

i in der SKloamuter befindlichen us

=]

e fteben tn geometrifdier Progreffion

—_—




w [el2n 4 2)e 1 2¢
i 5 < = L‘.-'l‘ — |E.j I Da aber:
= e
1 . IR R
e e 4 2¢ | (200 - 2a)® i 20, (20 | ()
el s | j e i T TR S
b= 2 2ne n ., (2e)? :
i g
1 Diee An%e2 L Sna2 ' Snded qnZad - Fdned
S o G £ .9 i . %,3 ;
s e dne? Sned
e S B TR

Tiihren wiv die Divifion wivklid aug und vernad
echalten wir:

pie unendlidh) Eleinen Grofen, fo

- o [ 1 In®e?
i -_rl' I R e L S l

Do aber ne = w

F () :l Doy oo™ Ropd l
al! T1.2 7 1.2.3 .2.5 .4
I w o2 D 4t
L s, — -
| BRI 20 1 ey LS T SR
I \F | 1 Im | (2w)? (2o ) (2w )
| > 1 o A e e L D e e
| 2 Do (R j= Do)
Mher plo =1 = 4
Wher « 1 = : RGN 5 3
i]‘ _;_ | l!'_'r!J

=t = e )
. Ebenfo fiiv die nte Umbrehung }" = .]1 pli —djm (o dx 1)
, :
Die Flide, welche ywifdhen 2 Windbungen liegt, ijt:
PRy ¢ ERE _5__ el In — ?_:l..l:i:.r T 1 L_.|_I||_-—‘--_':_-.- I.-L‘-'I_'r 1)




2 o : ; i : | 3 h. : o
©eBen wir i die obige Sformel F = | ele — (5] — oo, jo erbalten wiv ald Sunume
oer unziablid) vielen viidwavtsliegenben Untorehumngen :
: 1 = 1 1 | l
HE— e — = =
1 4 de | |
Filv @0 = — 27 erhalten wic bie evfte viidwirtalieqende Wmbrehung, b. b bie ganze ritdwarts-

ltegenbe Flide:
1 1

g Ay = | "

Wegen Mangel an Raum hat der SHluf der Abbandlung bis jum nadijten Programm verfchoben

weren muifjen.

Dr. Rofendabl.
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