
w enn sich gleich, schon in den Schriften
des Archimedes und Aristoteles, Spu¬

ren von dem statischen Princip der virtuellen

Geschwindigkeiten vorfinden, so darf doch

Johann Bcrnoully als der Erfinder dieses

Grundsatzes angesehen werden, indem er der

Erste war, welcher denselben vollständig aus-

driickle; wie sich dieses aus der Mechanik

des Varignon entnehmen lässt. Indess

machten Bern o ul ly und seine Nachfolger

von diesem Grundsätze bei weitem die An¬

wendungen nicht, deren er fähig ist.

Erst einem de la Gr an ge ward es auf¬

behalten, das statische Princip der virtuellen

Geschwindigkeiten als den obersten Grund¬

satz der ganzen Statik aufzustellen, wie er

dieses in seiner analytischen Mechanik mit

so glücklichem Erfolge ausgeführt hat. Nur

schade, dass in diesem merkwürdigen Werke,
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so sehr, als in den altern Sclirifien der Me¬

chanik, der allgemeine Beweis dieses Lehr¬

satzes durchaus vermisst wird.

Seit dieser, für die mathematischen Wis¬

senschaften so bedeutenden Erscheinung, ent¬

stand die allgemeine Ueberzeugung für die

Wichtigkeit des statischen Prinzips der vir¬

tuellen Geschwindigkeiten, so wie zugleich

der Wunsch nach einem vollständigen Be¬

weise dieses Lehrsatzes.

Fossombroni in seinem Werke sul

principio clelle velocita virbuali und L a p 1 ac <t

in seinem Tratte de mecanicjue celeste, wa¬

ren die Ersten, welche diesem allgemeinen

Verlangen entsprachen. Kürzlich hat auch

Fourier, im Journale des Pariser polytechni¬

schen Instituts, einen sehr vollständigen Be¬

weis über diesen Grundsatz geliefert.

Der gegenwärtige Aufsatz enthält nicht

Mos eine neue Beweisart des eben erwähnten

statischen Prinzips, sondern es wird hier das

Gesetz der virtuellen Geschwindigkeiten all¬

gemein für jeden dynamischen Zu-
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stand zusammenhängender Punkte und Mas¬

sen analytisch bestimmt, woraus dann das

statische Prinzip der virtuellen Geschwindig¬

keiten, als eine blosse Anwendung des er¬

wähnten allgemeinen Gesetzes auf einen ein¬

zelnen Fall, von selbst folgt.

Diese Methode, das Gesetz der virtuellen

Geschwindigkeiten in einer so allgemei¬

nen Beziehung zu betrachten, gewährt den

Vortheil, dass sich die Sätze der Mechanik

unmittelbar aus einem einzigen Grundsätze

ableilen lassen, und dass jene der Statik nicht

eigends fiir sich abgehandelt werden müssen,

sondern dass sie, aus jenen der Mechanik,

durch blosse Substitutionen erhalten werden

können.

Ein solcher Vortrag der Mechanik und

Statik ist allerdings der Funktion des Den¬

kens angemessener, als jener, wo man die

Statik der Mechanik vorangehen lässt, und

nach den erwiesenen Lehren der Statik, folg¬

lich eines Theiles der Mechanik, letztere auf

die in ersterer aufgestcllte Sätze begründet.
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Ueberdiess glaube ich aber auch behaupten

zu dürfen, dass nicht leicht, nach irgend ei¬

ner Lehrmethode, die Dynamik überhaupt

mit jener Kürze dargestellt werden könne,

als nach der hier vox-getragenen analytischen

Bestimmung des Gesetzes der virtuellen Ge¬

schwindigkeiten.

Nebst der Deutlichkeit, Kürze und Evi¬

denz, in allen Behauptungen und Folgerun¬

gen , deren ich mich in dieser Schrift beflis¬

sen habe, darf ich selbiger auch noch das

Verdienst zugestehen, dass darin auf keinen

bekannten Grundsatz der Statik oder Mecha¬

nik gebaut wird, sondern dass die darin vor¬

getragene Lehre, unabhängig von allen frem¬

den dynamischen Grundsätzen, unmittelbar

aus sich selbst, erwiesen ist.

Die hier enthaltene analytische Bestim¬

mung des Gesetzes der virtuellen Geschwin¬

digkeiten in mechanischer und statischer

Hinsicht ist in 39 Paragraphen abgefasst,

worin aber nur die 16 ersten, und der Pa-



ragrapli 54 wesentlich sind. Der Vortrag

geschieht in folgender Ordnung.

Die Paragraphe 1 bis 16 enthalten die

eigentliche Bestimmung des Gesetzes der vir¬

tuellen Geschwindigkeiten für jeden dynami¬

schen Zustand eines von Kräften wie immer

ergriffenen festen Körpers, und zugleich,

als unmittelbare Folge, das statische Prinzip

der virtuellen Geschwindigkeiten bei jedem

festen Körper.

In den Paragraphen 17 bis 5i wird das

in den vorhergehenden Paragraphen erwiese¬

ne Gesetz, auf die Bewegung einer von Kräf¬

ten wie immer ergriffenen frei schwebenden

Masse, auf die Rotationsbewegung einer fe¬

sten Masse tun jede Axe, auf den Druck,

welchen jede solche Axe erleidet, angewen¬

det. Der Lehre der Centrifugalkräfle, der

freien Axen, und der drei Hauptaxen jedes

Körpers wird nur ganz kurz erwähnt.

Die Paragraphe 5i bis 54 handeln von

dem Gesetze der virtuellen Geschwindigkei¬

ten, nicht nur bei festen Körpern, sondern
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überhaupt bei jedem Systeme von

Punkten und Massen, welche derge¬

stalt Zusammenhängen, dass d i e B e-

wegungen, welchen sie zu gleicher

Zeit unterliegen können, nicht will-

k iili r 1 i ch, sondern an bestimmte Ge¬

setze gebunden sind; nebst dem ge¬

schieht in diesen Paragraphen eine Anwen¬

dung dieser Betrachtung auf die Theorie des

Krummzapfens, wobei zugleich gezeigt wird,

dass man dasselbe Resultat erhalte, wenn

man diese Aufgabe nach der Theorie des He¬

bels und den bekannten Fuudamentalformeln

der ungleichförmigen Bewegtfng behandelt.

Der Paragraph 54 enthält in Worten

und algebraisch ansgedrückt, den dynamischen

Lehrsatz der virtuellen Geschwindigkeiten,

welcher allgemein von jedem Systeme von

Punkten wahr ist, die ebenerwähntermassen

mit einander verbunden sind. Dieser Lehr¬

satz, selbst seine auszeichnende Anwendbar¬

keit bei Seile gesetzt, ist für den forschen¬

den Geist von einem hohen Interesse.



In den folgenden Paragraphen sind noch

einige Bemerkungen und Anwendungen des

dynamischen Lehrsatzes der virtuellen Ge¬

schwindigkeiten angeführt. Unter andern
enthält der §. 56. eine Belrachlung über die
bekannte F u 1ui am e n t a 1fo rm e 1 der ungleich-

Pförmigen Bewegung, dp = 2 g.— dt, wel¬

che, meines Wissens, neu ist. Eine interes¬

sante Anwendung des dynamischen Lehrsatzes
liefert endlich der §. 5p., worin untersucht
wird, wie tief ein Pfahl, welcher in den Bo¬

den eingerammt wird, durch jeden Schlag

des Rammklotzes, unter der Voraussetzung
der vollkommenen Elaslicilät beider sich bin¬

nen dem Slosse berührender Tlieilc der Ram¬

me und des Pfahls, eindringe.
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§• 1 .

Bewegt sicli ein Punkt:, von einem Stand¬

punkt a auslaufend, nach irgend einer gera¬

den Richtung ab um den Raum a, so hat

er sich einer durch die Gerade ab senkrecht

gelegten Ebene um den Abstand a genähert.

Gedenkt man nun 5 sich im Punkte a senk¬

recht schneidende Axen, ab', ab", ab"', und

auf selbigen 5 senkrechte Ebenen B', B", B"',

so hat sicli der erwähntermassen bewegte

Punkt den Ebenen B ', B", B'", zu gleicher

Zeit um die Räume a , a", a", genähert,

deren Werlhe man erhält, w renn man durch

den Endpunkt des Raumes a drei Ebenen

legt, welche die Axen ab', ab”, ab'" senk¬

recht schneiden. Hieraus ergiebt sicli, dass

mau die nach den Axen ab', ah", ab'" von

einem Punkte, welcher vorn Punkte a ausge¬

laufen ist, und den Raum a nach der Rich¬

tung ab beschrieben hat, durchlaufenen Räu¬

me folgendermassen linden könne: Man fälle

aus dem Endpunkte des Bewegungsraumes

et ... ■ einen Perpendikel auf die Axe ab',



eben su verfahre man mit jener ab", Und

mit jener ab'", so sind die solcliermassen er¬

haltenen Katheten,, welche von den Axen ab',

ab", ab'" abgeschniüen werden, die gesuchten

nach diesen Axen durchlaufenen Räume.

Das liier Gesagte gilt sowohl von der

wirklichen Bewegung eines Punkts, als auch

von dessen blosser Bestimmung zur Bewe¬

gung, daher von jedem'dynami sch en Be¬

streben eines Punktes, Denn ein solches

dynamisches Bestreben kann sich nur auf ei¬

ne bewegende Kraft oder auf eine Quan¬

tität der Bewegung beziehen. Im ersten

Falle besieht die der bewegenden Kraft pro¬

portionale Bestimmung, nach der Richtung ab

in einer gegebenen Zeit den Raum a zu be¬

schreiben, wodurch die Bestimmungen zu den

Räumen d, a", a'", nach den Axen ab', ab",

ab'" Statt linden, welchen Räumen abermals be¬

wegende Kräfte nach diesen Richtungen ent¬

sprechen müssen, die diesen Räumen propor¬

tional sind. Im zweiten Falle lässt sich das

dynamische Bestreben der Masse m nach der



Richtung ab durch die Länge ma ausdriik-

ken, also nach jener ab' durch die Länge

ma u. s. w. Nun ist aber ma:/naz=:a : d,

u. s. w.

S- 2.

Betrachtet man die Bewegung eines Sy¬

stems von Punkten, welche gegen einander

in unverschiebbarem Zusammenhänge stellen,

so dass also die Bewegung dieser Punkte nur

mehr im Raume, d. h. auf (ixe Punkte be¬

zogen, welche ausserhalb dieses Systems von

Punkten liegen, vor sich gehen kann, so lässt sich

jede solche Bewegung binnen jeder Zeit t , wäh¬

rend. welcher an den Ursachen der Beweauiw

nichts geändert wird, auf sechserlei abgeson¬

derte Bewegungen reduziren, nämlich: auf 5

rotatorische Bewegungen um 5 Axen, 21 , 58,

D, welche einander in einem gemeinschaftli¬

chen Punkte C schneiden, und welche Bewe¬

gungen sich dadurch angeben lassen, dass

inan die Bogen bestimmt, welche die End¬

punkte L, L + , Id, der auf besagte Axen ge¬

fällten Perpendikel von angenommener Lau-



ge, wofür man z. B. die Einheit wählt, be¬

schreiben; ferner auf 5 fortschreitende Be¬

wegungen des Punktes C noch drei auf ein¬

ander senkrechten Axen A, B, U. Was hier

von der wirklichen Bewegung eines Sy¬

stems von Punkten gesagl wurde, lässt sich

auf dieselbe Art von jenem dynamischen

Bestreben eines Systems von Punkten be¬

haupten, das aus den individuellen dynami¬

schen Bestrebungen der einzelnen Punkte des

Syslems entstellt, und das wir demnach das

kombinirte dynamische Bestreben

dieses Systems nennen wollen.

§ r*• o.

Denkt man sich mehrere Punkte a, a ",

die unter einander nicht Zusammenhängen,

und deren jeder ein dynamisches Bestreben

d', d", d!" .besitzt: so folgt jeder die¬

ser Punkte ungehindert seinem dynamischen

Bestreben. Sind hingegen diese dynamisch

aÜizirlen Punkte unter einander im unver¬

schiebbaren Zusammenhänge, so muss hier¬

aus ein kombinirtes dynamisches Bestreben
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für das ganze Sj'sLem von Punkten entstehen,"

und zugleich finden sich die einzelnen Punk¬

te genölhigt, ihre individuellen dynamischen

Bestrebungen nur mehr zum Theiie zu be¬

folgen , so dass, wenn das System diesem

kombinirlen Bestreben binnen einer Zeit t

(während welcher an den individuellen Be¬

strebungsursachen Nichts als verändert ange¬

nommen wird) in irgend einer der 6 Rück¬

sichten (§. 2 .) folgt, jeder Punkt seinem in¬

dividuellen Bestreben nur zum Theiie

nachgiebt.

§. 4 .

Bezeichnen wir nun durch T) das kom-

binirte dynamische Bestreben des festen Sy¬

stems, blos in einer der fierlei Rücksichten

(§. 2 .), B. in Rücksicht, des Bestrebens für

den Punkt C nach der Axe y/; nennen wir

ferner Ji den binnen der Zeit l vom Punkte

C (vermöge des Bestrebens 1)') nach der Axe

Jl durchlaufenen Raum, mul endlich r",

r,"’ .. die hiedurch (binnen derselben

Zeit i) von den Punkten d, a", a", . . .



nach den Richtungen der dynamischen Be¬

strebungen d, d', d", .beschriebenen

Räume, welche jene partialen Befolgun¬

gen der individuellen Bestrebungen

sind, die der gleichzeitigen Befolgung des

kombinirten dynamischen Bestrebens nach der

angenommenen Rücksicht entsprechen, so sieht

man aus §. 5. ein, dass D eine Funktion von

d, d!, dl', . . . ., von r, r, r", . . . und

von t seyn müsse.

L)^=:l 1\d, d', d", .. r, r, r", . . . . t).

§• 5 .

Schneidet man vom Punkte C aus, nach

der Axe A, eine beliebige Linie S ab, und

schneidet von den Punkten ci, d, u", . . .

aus, nach den Richtungen der individuellen

dynamischen Bestrebungen d, d', d", .... je¬

ne Sliicke s, s, s", .... ab, worum die An¬

griffspunkte ff, ff', ff", .... . der dynami¬

schen Bestrebungen nach besagten Richtungen

laufen möchten, wenn sie parallel zur Axe

A die Räume S, S, S, .... . beschrieben :

so ist.
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R : r — <S: ,9 , R : r'~ S: s', ., also

R s
also ist

D = F
R s R s' R s"IT’ HT’ ~s~' ')

in welcher Gleichung die Gruppen .7? und t

so verwebt seyn müssen, dass (in einem be¬

stimmten Falle) für jeden Werth von t, und

den diesem Werlhe entsprechenden von /?,

obige Funktion unverändert dieselbe Grösse

ausdrücken muss.

Bezeichnen wir für einen solchen be¬

stimmten Fall, die Zeit /, als eine Funktion

von R, durch f QR), so erhalten wir die

Gleichung

worin R gar nicht Vorkommen kann, da D

von R nicht abhängen darf. Wir haben also

die Gleichung

Rs Ra'

F(d,d',d'

oder jene

Rs R
d, ct, d' ■

/w)

D — fV (d, d, d S, 6', S



— 1 ?

woselbst S und s, s, s". blos geo-

m e Irische Linien sind, die vom djmami-

sclicn ZusLande des betrachteten Systems nicht

abhängen, wo ferner S beliebig und die Ver-

die Riclitungen (bezogen auf die Axe A)

der individuellen dynamischen Be-

Wir wollen nunmehr die Form der

hier angesetzten Funktion durch analytische

Schlüsse genau bestimmen.

gleicher Zeit verschwinden, so muss auch das

kombinirte dynamische Bestreben D zu Null

werden, Und eben so, wenn die Grössen s,

s, s", . , zu gleicher Zeit verschwinden,

so muss auch der Werth von D in densel¬

ben Fall kommen. Es muss demnach in obi¬

ger Funktion jedes Glied entweder cl, oder

O

liältnisse
S

durch
s

Strebungen cl, d', cl!',

sind.

, bestimmt

Wenn die Grössen d, cT, cl".
zu

Q



d', oder d ’ .. und zugleich entweder

s, oder /, oder s" . . . ., zum Faktor haben.

Hieraus folgt eine Gleichung von dieser

.Form:

JJ = ),Qd, d\ d", ., s, s, ,v",. S) d", «'"+

+ 7 c?y ci "y s y s 'y s "y - &) (l ‘y • - •

§• /•

Da für jenen Fall, wo d verschwindet,

der Werth von s auf jenen von I) keinen

Einfluss mein- haben darf, da sieh ganz das¬

selbe von den Werthen von </', d",. . riiek-

sichtlich jener von s, s",., und da auch

umgekehrt sich dasselbe von den Werthen

von s, s, .rück.sichllich der Werllie

von, d , d', .behaupten lässL: so kann

s nur in jenen Gliedern Vorkommen, wo d

em Faktor ist; eben so kann s nur in jenen

Gliedern Vorkommen, wo d! ein Faktor ist,

und umgekehrt. Also ist die Form unserer

Funktion folgende:

£>=?(</, s) d. s + v :(d\ a', s ). d '. s ‘+ 9 " fd",

s", S) . d"s" +.
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§• 8 .

Da ferner d und s, dann d' und s\ dann

d" und s" alle auf einerlei Art in obiger

Funktion verwebt seyn müssen, so folgt für

die Form dieser Funktion die Gleichung

D'=z<p (d, s, S) . d . s -j- (p \d', s, S). d '. s' +

+ <p (d", s", S) .d', s" +.

§• 9 -

Nimmt man nun ein für allemal für S

eine bestimmte Länge an, so lässt sich D fol¬

gendergestalt ausdriicken:

JJzzziji (</, s~) . d . s + ip (d\ . d. s +

-f \p ((/", s") . d ". s" +.

§• io.

Setzt man für jenen Fall, wo z. B. 5 in¬

dividuelle dynamische Bestrebungen d, d, d",

ein kombinirles dynamisches Bestreben blos

in Bezug des Punktes C nach der Axe yl, be¬

wirken, D=zip (d, s) . d. s + ty {d\ s').d !. s'+

+ (d", s") . d", s", so wird D = ip (d, s) .d.s,

wenn man setzt, es verschwinden d' und d'.

Wird nun in diesem Falle blos d geändert, z. B.

es wird d — rn d. so wird D — ip {md , s) md . s‘,



es ist aber dann dieser letzte Wertli von V

nothwemüg r«"’ al so gross als der vorletzte,

also ist

1J1 (in d, s) m d.s : t jj (d, s) d . s = ni : I, woraus

folgt ,ijj(md,s') md.s = ij)(d, s) nid.. s, also ist

die Grösse d in dem Ausdrucke 1/1 (d, s) als d°

enthalten. Daher lässt sich I) so ausdriieken:

D = TV(s) d.s-V TV(.h) . d' s + ir(s") d" s" +....

§ n. •

Besteht wieder nur ein individuelles dy¬

namisches Bestreben d, so ist das kombinirte

dynamische Bestreben I) = TV (s) d . s nacli

der Axe A. Nehmen wir die Axe yl einmal

in einer beliebigen Richtung an, und setzen

dann D — TV (s) d.s, einmal in der Rich¬

tung des Bestrebens d selbst, und setzen dann

(ff) fZ.fr; so folgt (§. 1.) D i S=Cosft: i,

also D —d. Cos ii. Ferner ist s ~ S Cos

und (7 = 5 , also ist

JVQSCos ft} .d. üCos ft~rp (S) d .S .Cos fi, da¬

her TV = (S Cos p) = ip (S): also TV ( 5 ) eine
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beständige Grösse. Daher lässt sieh I) so ans¬

drücken :

D — 11 . d .a + B. cl' . s' + C . d”. s" +.

§• 12 .

Hier ist das kombinirte dynamische Be¬

streben 1) des Punktes C nach der Axe A

durch die Summe der individuellen dynami¬

schen Bestrebungen, welche nach der Axe

A bestehen, ausgedriiekt.

Das individuelle Bestreben d giebt nach

A'= II- d.s, jenes d' nach A'=. B .d!. s jenes

d" nach A—C.d'.s" u. s. w. woraus leicht

cinzusehen ist, dass 77=7> = C= .... seyn

müssen. Es ist also

I) = H Qd. s + d'. a' + d' -)

§• iS-

Daher ist das kombinirte Bestreben in Be¬

zug des Punktes C nach der Axe“ A o, d. h.

es ist in dieser Rücksicht Gleichgewicht, wenn

d s -f- et s + d" s" . . . . . — o ist, und um¬

gekehrt.



§• 1 *.

Es wurde hier bewiesen, dass Air den Fall

des Gleichgewichtes des Punkts C nach der

Axe A allemal die Gleichung cZÄ-f-(/'s'-f-ü”>‘>' , +

+ =o Statt finden müsse, lind um¬

gekehrt, djiss wenn ds-\-ds ' +.= o ist,

eben erwähntes Gleicligewiclil, bestellen müsse.

Was hier vom Gleichgewichte des Punk¬

tes C nach der Axe A bewiesen wurde, lässt

sich eben so vom Gleichgewichte dieses "Punk¬

tes nach den Axen B und l) darthun. Es

lässt sich demnach das totale Gleichgewicht

der fortschreitenden Bewegung durch folgen¬

de 5 Gleichungen ausdriicken:

I. ds + d' ,s + ä" s" + ..

II. d.Sj r + d *' 4.+ (i s 4 + ..— o

in. <zs++<zv++ £r«"++.— o

§• * 5 -

Betrachtet man das kombinirte dynami¬

sche Bestreben des Systems in Bezug auf Ro¬

tation, nämlich jenes £) 1 iicksichllich des dy¬

namischen Bestrebens des Punktes Q. um die



Axe 21; eben so jenes riieksichtlich des

Bestrebens des Punktes um die Axe Sß;

endlich jenes ,T' + riicksielillicli des Bestrebens

ties Punktes <2+ um die Axe ©, nach densel¬

ben Grundsätzen, als eben das dreifache -Be¬

streben des Punkles C betrachtet wurde; so

überzeugt mau sich sehr leicht, dass das kom-

binirte dynamische Bestreben in Bezug der

Rotation um die Axe 21 durch folgende Glei¬

chung sich ausdriieken lasse:

© = Sp (d f + d f + d" f +.)

worin f, f, f', .... die von den Angriffs¬

punkten a, n’, ft",.nach den Richtun¬

gen ihrer individuellen dynamischen Bestre¬

bungen zu gleicher Zeit beschriebenen Räu¬

me darslellcn, welche jenen durch diese An¬

griffspunkte zu gleicher Zeit um die Axe 21

beschriebenen Bögen entsprechen, welche Bö¬

gen von diesen Punkten dann beschrieben

würden, wenn der Blinkt Ci um die Axe 2t

clen Bogen © beschreiben möchte.
. 0 ) 0 *

Hier hängen also die Verhältnisse —, -77 ,© 1.1

-|fTi.von den Richtungen der dy~
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namisehen Bestrebungen d, ä , d", und

vo 11 den Lage n d e r A n g r i ffs punkte

dieser dynamischen Bestrebungen ab.

Um die Wahrheit dieser Behauptung ein-

zusehen, darf man blos die Paragraphe 4 bis

i4: mit Beziehung auf Rotation durchgehen.

Nur das in §. n. Gesagte will ich für dio

Beziehung auf Rotation folgendermassen mo-

diliciron:

Bestelle nur ein individuelles dynamisches

Bestreben d, so ist das kombinirle dynami¬

sche Bestreben in Bezug der Rotation um die

Axe 2t, nämlich iD = w (f).cZ.f. Ist nun c

der Abstand des Angriffspunktes des dyna¬

mischen Bestrebens d von der Axe 9t: so

lässt sich allemal f durch c. ©. Cos l ausdriik-

keu. Erwäget man aber, dass mit diesem

Falle jener als gleichgeltend angenommen

werden darf, wo statt des dynamischen Be¬

strebens d an demselben Angriffspunkte die

drei dynamischen Bestrebungen d. Cosa,

d Cos ß, d Cos l, bestünden (§. i.), deren er-

stere zwo in der Ebene, und letzteres senk-



recht auf der Ebene wirken möchten, wel¬

che Ebene man sich durch die Axe 51 und

den Angriffspunkt gelegt vorslellen kann; er¬

wäget man ferner, dass in diesem Falle blos

letzteres dynamisches Bestreben auf die Ro¬

tation um die Axe 21 wirken könne, und

dass in diesem Falle die Grösse f den Werth

e.© habe, so ergiebt sich die Gleichung

© = w (c . ©) . d Cos X ■ c©, also ist

w(c . ©.Cos/1) d.c&Coslz=w (c. ©) d.Cos.l.c&>

daher w (c . © CosX~) — w (e.©), und folglich

ist in dem Ausdrucke w (f) die Grösse ( der¬

gestalt verwebet, dass sie darauf keinen Ein¬

fluss hat, also ist w (f) conslant, u. s. w.

Diesem gemäss lässt sich das totale Gleich¬

gewicht der rotatorischen Bewegung durch

folgende 5 Gleichungen ausdrücken:

iv, cZf-MT-f^r +..
v. df+ +t?f + +d'T++..
yi. rff++rf'f+d"f’++.=c

§• 16.

Wer den Geist des hier Gesagten wohl



gefasst hat, und den Sinn der Gleichungen

I, II, lil, IV, V, VI, wodurch das voll¬

kommene Gleichgewicht eines von Kräften

wie immer ergriffenen Systems von fest zu¬

sammenhängenden Punkten ausgedriickt wird,

wohl verstellt, ist im Stande folgendes stati¬

sche Prinzip der virtuellen Geschwindigkei¬

ten, dessen sich Herr de la Grange in sei¬

ner mechanique analytique mit so glücklichem

Erfolge hedient hat, zu fassen, und auf vor¬

kommende Fälle anzuwenden.

„Wenn mehrere unverschiebbare zusam¬

menhängende Punkte oder Körper a,a,a", ..

welche was immer für individuelle dynami¬

sche Bestrebungen d, d’, d", .haben,

so auf einander wirken, dass ein Gleichge¬

wicht erfolgt, so ergiebt sich folgendes Ge¬

setz: Man gedenke sich irgend eine Ursache,

welche dieses Gleichgewicht aufhebe, so muss

jeder Punkt oder Körper einen Raum durch¬

laufen, den wir seine virtuelle Geschwindig¬

keit (vitesse virtuelle) nennen wollen; hier¬

durch beschreiben die Punkte a, a, a”, .



bestimmte Räume s, a, n", .... nach den

IIicht.ungen ihrer individnellen dynamischen

Bestrebungen, welche sich nach (§. j.) linden

lassen. Man nmlliplizire diese Räume s, s,

durch die individuellen dynamischen Bestre¬

bungen d, et, cf, ., indem man diese

Räume s, s, s", .... bejaht oder verneint,

ninnnl, nachdem solche mit den individuel¬

len dynamischen Bestrebungen der Punkte

n, d, a", .in einerlei oder entge¬

gengesetzten Richtungen auslallen. Die

Summe aller so entstehenden Produkte muss

■= o seyn. “

Man bemerke, dass in diesem Lehrsätze

in Worten nur der Sinn einer der sechs

Gleichungen I, II, III, IV, \, VI, ausge-

ch'iickt ist.

Aus der Bedeutung, in der hier der Aus¬

druck dynamisches Bestreben genom¬

men wird, sieht man leicht ein, dass der

eben angeführte Lehrsatz ganz dasselbe sagt,

als folgender in der mechcmique analylique



tles Herrn de la Gräuge enthaltene stati¬
sche Grundsatz:

Si un systeme quelconque de laut de corps

ou poinls que l'on vent, tires chacun par des

puissances quelconques, est en equilibre, et

qu’o?i donne a ce Systeme un petit mouve-

me/it quelconqtte, en vertu, duquel chaque

point parcoure un espace inßuiment petit,

qui exprimcra sct vitesse virtuelle; la sommc

des puissances, multipliees chacune par Ve-

space, que le point ou eile est appliquee par-

c.ourl suivant la direction de celte meine

puissance, sera toujours egale a zero, en

regardant comme pos/tifs les pclits espaces

parcourus dans le sens des puissances, et

comme negatifs les espaces parcourus dans

un sens oppose.

§• 1 7 -

Nachdem ich in den vorhergehenden Pa¬

ragraphen das Gesetz der virtuellen Geschwin¬

digkeiten allgemein für jenen Fall bestimmt
habe, wo an einer und derselben festen Masse

an beliebigen Angriffspunkten nach willkiihr-



liehen Richtungen was immer für individuel¬

le dynamische Bestrebungen angebracht sind:

so will icli durch einige Beispiele zeigen, wie

schnell und leicht die hier vorgetragene ana¬

lytische Bestimmung des Gesetzes der vi) -

tuchen Geschwindigkeiten zu den wichtigsten

Sätzen der Mechanik zu führen vermag. Ich

mache zugleich den Anfang damit, den dy¬

namischen Zustand einer frei schwebenden,

von Kräften wie immer ergrilfenen Masse zu

bestimmen, da hiedurch sowohl einer der

höchsten Sätze der physischen Astronomie,

als auch einer der fruchtbarsten zur Auflö¬

sung anderer dynamischen Aulgaben begrün¬

det ist.

§* 18.

Denken wir uns eine feste Masse, •wobei

alle gleich grossen Massenlheilchen einerlei

individuelles dynamisches Bestreben erleiden,

und wobei alle diese individuellen dynami¬

schen Bestrebungen nach einerlei Richtung

laufen; so kann bei dieser Masse keine Ro¬

tation um irgend eine Axe Vorgehen, indem



alle einzelnen Tlieile derselben die Bestim¬

mung haben, nach einerlei Richtung in glei¬

chen Zeilen gleiche Räume eben so zu durch¬

laufen, als wären alle diese Tlieile ganz von

einander getrennte frei schwebende Körper-

eben. Nun ist leicht zu begreifen, dass es

eine mit den individuellen dynamischen Be¬

strebungen parallel laufende Axe geben müs¬

se , welche in irgend einem Punkte feslge-

lialLen, einen vollkommenen Stillstand aller

Theilchen der Masse bewirken muss, woraus

folat, dass eine nach dieser Axe wirkende

Kraft nie eine Rotation der Masse um irgend

eine Axe hervorzubringen im Staude sey. Es

lässt sich demnach durch jede Masse nach je¬

der beliebigen Richtung eine Axe ziehen,

in und nach welcher irgend eine wie immer

stark wirkende Kraft nie eine Rotalion her-

Vorbringen kann. Den Durchschniltspunkt

aller dieser Axen, nennt man den Schwer¬

punkt dieser Masse. Es ist also hier folgen¬

der Lehrsatz bewiesen: Eine im Schwerpunkt

einer Masse angebrachte Kraft kann nie auf



die Kolalion der Masse einen Einfluss ha¬

ben. (*).

S- 3 9-

Erleidet eine frei schwebende feste Masse

in beliebigen Pmikten was immer fiir indi¬

viduelle dynamische Bestrebungen, so lässt

sich nach Vorhergehendem folgendes behaup¬

ten : Das kombinirle dynamische Bestreben 35.

riicksichtlich der Rotation um die Axe 21, ist

gleich

jrpozf + d'f + d"f' +..
Denken wir uns nun durch den Schwer¬

punkt der Masse eine zur Axe 21 parallel ge¬

zogene Axe «, legen wir ferner durch den

Schwerpunkt der Masse eine Ebene, welche

durch die Axe 21 und a senkrecht gezogen

ist.; ziehen wir überdies von einem Durch-

(*) Anmerkung. Hierbei ist. jedoch zu bemerken,

dass dieser Satz nur in so ferne wahr bleibt, als durch

das im Schwerpunkte der Masse angebrachte dynamische

Bestreben an den übrigen individuellen dynamischen Be¬

strebungen nichts geändert wird. Dieses wird in 6. 24.

deutlicher werden.



schniltspuukle zwischen Axe und Ebene zum
andern, eine gerade Linie /, und nehme an,
es wirke nunmehr, nebst allen vorhin be¬

nannten individuellen dynamischen Bestre¬
bungen d, d', cf, . ... . . im Schwerpunkte
der Masse in der erwähnten Ebene senkrecht

auf der Linie y das individuelle dynamische
Bestreben d, wodurch (§. io.) die Lage der

Rolalionsaxe 21 nicht geändert wird: so ist
das in dem letzt erwähnten Ealle bestehende

kombiuirle dynamische Bestreben riieksieht-

lich der Rotation um die Axe 31 gleich

£ (ft’f -f d' f + cü" f' + . . . . + cL y .©);
da aber ( 0 . 18 .) durch das dynamische Bestre¬

ben ä obige Funktion denselben Werlh ha¬
ben muss als jene d? (d f + d! f+ d' f'' +.):
so folgt yz=o. Die Rotationsaxe 91 der frei
schwebenden Masse läuft also durch den

Schwerpunkt der Masse. Ganz dasselbe lässt
sich auch von den Rotalionsaxen 93 und .13
der frei schwebenden Masse beweisen.

§• 20 .

Hieraus ergiebt sich ein sehr inerkwiirdi-



•ler Lehrsatz der Mechanik: Wenn bei einer

frei schwebenden festen Masse, beliebige

Punkte was immer für individuelle dynami¬

sche Bestrebungen erleiden, so bezieht sich das

kombinirte dynamische Bestreben, rücksicht¬

lich der Rotation dieser Masse, allemal auf 5

Axen, 21, 23, .55, welche einander im Schwer¬

punkte dieser Masse senkrecht durch-

schneiden, und jedes solche kombinirte dyna¬

mische Bestreben um eine Axe 21, ist in allen

Fällen der Summe der Produkte aus den indi¬

viduellen dynamischen Bestrebungen in jene

Räume proportional, welche die Angriffspunk¬

te der individuellen dynamischen Bestrebun¬

gen nach den Richtungen ihrer individuellen

dynamischen Bestrebungen dann durchlaufen

möchten, wenn der Endpunkt Q des Halb¬

messers = i und die Axe 2f in allen Fällen

den unendlich kleinen Bogen © durchliefe.

Ferner bezieht sich bei der hier betrachteten

Masse, das kombinirte dynamische Bestreben,

rücksichtlich ihrer fortschreitenden Bewegung,

3



allemal auf den Schwerpunkt der Mas¬

se C, für welchen das kombinirtc dvnann-

sclie Bestreben, nach welch immer einer Axe

21, in allen Fällen der Summe der Produkte

aus den individuellen dynamischen Bestre¬

bungen in jene .Räume proportional ist, wel¬

che die Angriffspunkte der individuellen dy¬

namischen Bestrebungen nach den Richtun¬

gen dieser Bestrebungen dann beschreiben

möchten, wenn der Schwerpunkt C nach der

Axe 21 in allen Fällen den Raum S durch¬

liefe; es ist demnach die fortschreitende Be¬

wegung des Schwerpunkts der l'reischweben-

den Masse in dem betrachteten Falle ganz

dieselbe, als ob alle individuellen dynami¬

schen Bestrebungen ganz parallel zu sich

selbst im Schwerpunkte C angebracht wären.

§• 21 .

Aus dem vorhergehenden Paragraphe lässt

sich nun leicht bestimmen, welchen Beding¬

nissen eine frei schwebende Masse unterlie¬

gen müsse, damit selbige sich im vollkom¬

menen Ruhestande erhalle.



I) ie Methode, die fortschreitende Bewe¬

gung des Schwerpunkts der frei schwebenden

Masse im jedesmaligen Falle nach jeder Axe

zu bestimmen, ist zu leicht, als dass ich es

für nolhwendig erachtete, davon zu sprechen,

denn wem sind die Fundamentalformeln der

. 2 ,0' J 5
ungleich lärmigen Bewegung d p = ——— dt

und ds—pdl wohl noch unbekannt?

§. 20 .

Nicht so leicht ist es, das GeseLz der

Winkelgeschwindigkeit um jede durch den

Schwerpunkt der frei schwebenden Masse

laufende Axe 91 zu bestimmen, welches in

diesem Paragraphe geschehen soll.

Seyen die Entfernungen der unendlich

kleinen Massen in, ml, m", ., von der

llotalionsaxe 91 =: e, e, e, .; deren

Winkelgeschwindigkeiten um die Axe 91 am

Ende der Zeit / — re, so ist das kombinirle

dynamische Bestreben des Punktes (5 um die



56

Axe 21 (als quantitas motus betrachtet)

— a ( in. e w. e © + m . e . w. e © +.) =:

— N Qni.e 2-. w + m '. e' 2 w\-nie' z . w +.) j

folglich ist der Zuwachs N ( m e 2 + m! e' 2 -f

4•/« ,V' 2 +.) d iv dieses dynamischen

Bestrebens binnen dem Zeitelemente dt, wel¬

cher ganz dem kombinirlen dynamischen Be¬

streben des Punktes (5 um die Axe 21 (als

Druck betrachtet) £) = jj> [d )' + d’ f + d” f"-|-....)

zugeschrieben werden muss, ein Ausdruck,

welchem die Grösse £) proportional ist, so

wie zugleich der Ausdruck © dem Zeilele-

jnente dt verkehrt proportional seyn muss.

Wir haben demnach die Gleichung

ß d w d f + d! f + d" f' +.

dt tn .e z -\-in' .e" z -\- .

Bezeichnen wir durch r , r, r", .die

Abstande der Angriffspunkte der Kräfte d,

iC, d”, .von der Axe 21: so lässt sich

d) — d. r © Cos u, d! r © Cos [i .

setzen, woraus sich ergiebt

ß d w _ r.d Cos fi + r cT Cos t

© ’ dt m. e 2 + 7«'. e' 2 + nf'. e'' 2 .



oder wenn wir d Cos u — p , d' Cos p! p,
d" Cos /.t" =p", .nennen, wo p,p,
p", .die ganz auf Rotation uni die
Axe 21 verwendeten Kräfte sind: so folgt
ß di + t r i trittr p + r p -f
0 dt ni . e 2 + m . e' 2 + in'. e" 2 +.

Versdiwinden p, p",p'"> ., und in,
m", in", ., und ist e = r, so wird

JL
0

rd t _ P oder r d w _ © p
.£• dt,ß md t m

dann ist aber rdw das Inkrementum der En¬

desgeschwindigkeit; der Masse m, welche durch
die bewegende Kraft p bewirkt wird, also ist

/• d w = 2 g ■— d t ; ßworaus -0 folgt, also

ist d W — r P + r 'P + r "p" + .
2 g. dt e z m -f- e z ni + e" 2 //z"+.

worin rp + r'p>' + /"p"+.die Summe
der statischen Momente der Kräfte, und
e x m + e' z in -f-. die Summe der Träg¬
heitsmomente der Masse um die Axe 21 aus-
drücken.

§■ 24 -

Es ist zwar (§. iS.) bewiesen worden, dass



eine im Schwerpunkt einer Masse angebrach¬

te Kraft auf die Rotation dieser Masse keinen

Einfluss haben könne, insofernc durch diese

Kraft an den individuellen dynamischen Be¬

strebungen der übrigen Funkle der Masse

nichts gefindei't wird, welches hei einer frei¬

schwebenden Masse allemal der Fall ist. Denkt

man sicli hingegen eine nicht frei schweben¬

de Masse, sondern eine solche, welche nur

um eine bestimmte fixe Axe gedreht werden

kann, so vermag eine im Schwerpunkte der

Masse angebrachte Kraft gar wohl, eine Ver¬

änderung des Druckes an der fixen Axe zu

'bewirken, folglich die'Rolation der Masse an¬

ders zu bestimmen.

In einem solchen Falle lässt sicli, nach

einem ähnlichen Raisonnemenl als §. ua., er¬

weisen, dass, rücksichtlich der fixen Axe,

(11V
der Ausdruck --— der Summe der sLali-

‘2g clt

sehen Momente der Kräfte gelheilt durch die

Summe der Trägheitsmomente der Masse

gleich seyn müsse.



i’s ist übrigens bekannt, dass sich die

Summe dieser statischen Momente und jener

der Trägheitsmomente folgendermassen aus-

drücken lassen: [ + R + ....■) und

AwT+ s' 2 B +.1' 2 C+ .+ (A+ B + C +....)

'X<y 2 , worin P, Q, 1.1, die ganz auf Rotation

verwendeten Kräfte, [den Abstand des Schwer¬

punkts dieser an einerlei Hebelarme reduzir-

ien (folglich mit einander parallel wirkenden)

Kräfte P,Q,R, .von der fixen Axe,

/, B , C, alle um diese (ixe Ave sich bewe¬

genden Massen, s, s, s", ...... die Ab¬

stände dieser Massen von der fixen Axe, und

ii den Abstand der fixen Axe vom Schwer¬

punkte der Masse bedeuten.

§• s5.

Iis lässt sich aber auch der Ausdruck

(l /.{.*
—•—— rücksichtlich der fixen Axe dadurch

2 gilt.

bestimmen, dass man den Körper als frei-

schwebend betrachlet, und die fortschreitende

Bew egung des Schwerp unkts der Masse, sainiut

der hiedurch um den Scliwernunkl. der Mas-



4o —

se entstehenden Rotationsbewegung (binnen ei¬
nerlei Zeitelement dt) in Rechnung nimmt, wie
in folgendem Paragraphe gezeigt werden soll.

S- 26.

Es sey eine, von den Kräften d, d', d" __
wrie immer ergriffene Masse, nicht anders be¬
weglich, als um eine fixe Axe 91, so kann
sich der Schwerpunkt nur in einerlei auf der
Axe 91 senkrechten Ebene bewegen, und zu¬
gleich können alle Theilchen der Masse sich
um eine durch den Schwerpunkt der Masse
parallel zur Axe 91 gezogene Axe nicht an¬
ders bewegen, als in Kreisen, deren jeder in
einer auf letzt erwähnter Axe senkrechten
Ebene liegt.

Man sieht demnach ein, dass sich die hier
ganz und allein auf Fortschreitung des
Schwerpunkts, und auf Rotation der Masse
um den Schwerpunkt verwendeten Kräfte fol-
gendermassen ausdriicken lassen:

d Cos fi, d' Cos fi , d" Cos fl' ... .
ferner

dCosX, d’Cosl, d" Cos k", ....

» •



Nehmen wir nun (alles auf einerlei Zeitele¬

ment dt bezogen) folgende Bezeichnungen an :

il/21 Abstand des Schwerpunkts der Masse

von der Axe 21; ferner

r,
r, r", . . . dann e, e, e" .Ab¬

stände der Angriffspunkte der Kräfte

d, d’, d", ., dann der Massen

m, m, m", .von der durch den

Schwerpunkt mit der Axe 21 parallel gezoge¬

nen Axe; ferner x und y jene an der Axe 21

senkrecht wirkenden Drucke, welche auf das

Fortschreiten des Schwerpunkts und auf die

Rotation der Masse um den Schwerpunkt

ganz verwendet werden, welche demnach so¬

wohl auf der Axe 21, als auch auf der von

einer Axe zur andern gezogenen M 21 senk¬

recht wirken müssen; fel-ner v und w die

Endesgeschwindigkeit des Schwerpunkts der

Masse, und die Winkelgeschwindigkeit der

Masse sowohl um die Axe 21, als um die

durch den Schwerpunkt zu selbiger parallel

gezogene Axe M zu Ende der Zeit t-. so

sieht man folgendes leicht ein;



'— 4-2

Es ist

, -jg(d Cos fi + d'Cos //+ d"Cos .- et) dt
dv — -£- y-- —'—r.- -m + m + m -j-.

(nach <S. 22 .); ferner ° U , ==
v ^ ' -2g dt

_ r. dCos A +/•'. dCos d'Cos A"+.... + 30
/.y

e 2 m-j-e' z in -f ni -j-.

(nach § 25.) wobei zu bemerken kommt, dass

in der ersten Eieichung die Kräfte d Cos fi,

d 1 Cos fi , d" Cos t" .positiv oder nega¬

tiv zu nehmen sind, je nachdem sie den Zu¬

wachs der Geschwindigkeit dv befördern oder

hindern; feiner dass in der 2ten Gleichung

die statischen Momente r d Cos X, r d' Cos X',

....... positiv oder negativ zu nehmen

sind, je nachdem sie jene Rotation der Masse

um die Schwerpuuktsaxe befördern oder hin¬

dern; welche Rotation dadurch entsteht, dass

der Schwei punkt um die fixe Axe 21 sich nach

jener Richtung bewegt, nach welcher das In—

kremen tum an Geschwindigkeit d o als posi¬

tiv betrachtet wird.

Diese Bemerkung ist von äusserster Wich¬

tigkeit, und darf daher nie ausser Acht ge-



lassen werden. Man sieht leicht, ein, dass in

manchen hallen eine Krall, deren statisches

Moment auf die fixe Axe 21 bezogen wird,

die um diese A.\e 21 bestellende Rotation hin¬

dert, zu gleicher Zeit aber, wenn ihr stati¬

sches Moment auf die Schwerpmiklsaxe bezo¬

gen wird, die Rotation um selbige befördert.

Aus obigen Gleichungen ergiebt sich, wenn

man dv~%M .dtv subsliluirt,

(tl Cos ii
-r

d' Cos it +
d" Cos ji" +

....)

21 M. d tr
(m + 7ri + ??i' +

■) +

und

dn-' (e 2 7J7+e' 2 /7i' + e" 2 77i"-l-.)

M 21

(r d Cos l + r d! Cos P.' +■.)JiJi

Hieraus fliesst aber, da y = x seyn muss,

folgende Gleichung:





© die Summe dev statischen Momente um

die Schwerpuuktsaxe
M,

welche ganz und
allein auf jene Rotation der Masse um die

Schwei'punktsaxe il/ verwendet werden, wel¬
che darum Statt findet, weil der Schwer¬

punkt der Masse eine fortschreitende Be¬

wegung um die fixe Axe 51 nach jener
Richtung besitzt, nach welcher das In-

krementum
dp

positiv genommen wird
5

ferner

©' die Summe aller an der Masse senkrecht

auf jene Ebene @ wirkenden Kräfte, in
welcher Ebene die beiden Axen 51 und M

liegen.

M
das Gewicht der ganzen betrachteten Mas¬

se, in einem bestimmten Standpunkte an

der Oberfläche der Erde gewogen, in so
ferne

g
die Beschleunigung iler Schwere in

demselben Standpunkte an der Erdoberflä¬
che bedeutet; endlich

T
die Summe der Trägheitsmomente aller

unendlich kleinen Theilchen der ganzen

Masse auf die Schwerpunktsaxe
M

bezogen.



.1() —

Aus den

wir für die

§■ 27.

Paragraphen 2 t und 26 haben

auf die fixe Axe 21 bezogeneO

,, , . d rr
b unklion-—

■2g dt
dreierlei richtige Ausdrücke.

Was (§. 22 ) durch s z A -f- s'~ B +

durch yJ-j-JJ ~i~ C ~h . . . und durcli a be-

zeidmci. wurde, bedeuten (§. 26 ) die Buch¬

staben 7', tOi, und Jli 21.

Setzt nian die Summe der statischen Mo¬

mente um die Axe 21, gelheilt durch die

Summe der Trägheitsmomente um dieSchwer-

punklsaxe, plus der Masse, multiplizirt mit

dem Abstande der beiden Axen, dem für

(§• 2t *.) erhaltenen Ausdrucke gleich,

so ergiebt sich für die Summe tler statischen

Momente um die Axe 21 folgender Ausdruck:

©+©•213/. Kennt man daher in irgend

einem Systeme fest zusammenhängender Punk¬

te, die Summe der statischen Momente © um

irgend eine Axe AZ; zieht senkrecht auf die



Axe M eine Gerade M M', und durch einen

Punkt 21 der Geraden MM eine zur Axe M

parallele Axe 21; kennt man rei ner die Sum¬

me der aul.’ die durch diese Gerade und die

Axe 21 gelegte Dbeue, ausfallenden senkrech¬

ten Drucke : so ist das statische Moment,

um die erwähnte Axe 21 nach der eben er¬

wähnten Gleichung bekannt, womit; 2t.il/ den

Abstand der beiden Axen ausdrückt.

§• 2 9*

Befindet sich eine feste Masse in dem

Falle einer gezwungenen Rotation um eine

iixe Axe 21, wie dieses §. 26 . angenommen

wurde, so siebt man leicht ein, dass diese

Axe’21 einen Druck erleiden müsse, wel¬

cher blos allein den an dieser Masse

angebrachten Kräften d,d,d", .z li-

g e s c h r i e b e n w e r d e n d a r f. Di esen Druc k:

nach 5 auf einander senkrechten Ordinalen

Wollen wir in diesem Paragraphe bestimmen.

Man ziehe aus dem Schwerpunkte M der

Masse eine Senkrechte auf die Axe 21, nenne



diese letztere die Axe 55, und gedenke sich

durch den Schneidepunkt der Axen 21 und 55

eine Axe 35 gezogen, welche auf deu beiden

erstem senkrecht steht. Nun zersetze man

alle Kräfte
cl

,
d', d",

., nach solchen

Richtungen, welche zu den Axen 21, 55, 5D,

parallel laufen, und nenne die nach diesen

5 Axen ausfallenden Kräfte o, cf, et”,.
,

ferner b, b', b",.. ferner b, b', b”,. ..

so folgt: dass der Axendruck nach den Axen

21 und 58 =
a

+
a'

+ «” +., und

b + b* + b" +., seyn müsse, indem

nach diesen beiden Richtungen der Schwer¬

punkt der Masse binnen dem Zeitelemenle

dt,
gar keine Bewegung erhält, und anderer

Seits die fortschreitenden Bewegungen des

Schwerpunkts nach diesen beiden Richtun¬

gen dieselben sind, als oh alle dahin wirken¬

den Kräfte im Schwerpunkte selbst ange¬

bracht wären (§. 20 .)

Anders muss der Axendruck nach der

Richtung der Axe 35 bestimmt werden, da

nach dieser der Schwerpunkt der Masse bin-



nen dem Zeitelemenle. dl eine Bewegung er¬
halt. Dieses Drucks wurde schon (§.

26
.) er¬

wähnt, woselbst er durch x bezeichnet wurde.

Nun war aber

91 M .dw , ,
x=- 1 ' v n + m +ni) + (ilCos +

oder

A' = —9t;i/.

wir d <0
'2g dt

d ii>
Tg dt

@
" 'j\j 91

• + ©’ $ ferner erhielten

+ ©'

SJl.iUSI-
T

woraus sicli

M 91

die Gleichung ergiebt
_ e'.y—51 {./im.©

j
,. /

.v y >_j_gij. Al 9l 2 ’ ^ ieser klci-

chung bedeutet ©' die Summe der parallel
zur AxeiD bestehenden Kräfte b + b' + b" + ......

§. 5o.
Nebst dem im Paragraphe

29
untersuch¬

ten Drucke, erleidet die fixeAxe 91 noch ei¬
nen andern Druck, welcher nicht unmittel¬
bar den Kräften d, W, d", .... zuzuschrei-

4
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ben ist, sondern welcher von der blossen

'Rotationsbewegung der Masse, nämlich von

der beständigen Ablenkung aller Massentheil-

clien von jenen Rahnen, welche dieselben

dem Gesetze der Trägheit gemäss durchlau¬

fen möchten, wären sie nicht gezwungen,

sich um die Axe ül in Kreisen zu bewegen,

lierriihrt.

Dieser Druck Hesse sich zwar aus der in

diesem Aufsatze vorgetragenen analytischen

Bestimmung des* Gesetzes der virtuellen Ge¬

schwindigkeiten sehr richtig berechnen; ich

halle es indessen nicht der Mühe werth, die

hiebei anzuwendende Methode hier anzufüh¬

ren, da sie aus dem bisher Gesagten sehr

leicht gefunden werden kann. Daher über¬

gehe ich hier die Delire der Centrifugalkraft,

der freien Axe, und der 5 llauplaxen jeder

Masse gänzlich.

01.

Bisher haben wir das Gesetz der virtuel¬

len Geschwindigkeiten blos auf solche Fäll»
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Angewandt, wo die Kräfte an PunkLen von

einerlei festen Masse wirkend angenommen

wurden. Betrachten wir nun ein Sys Lein von

Punkten, wobei letztere zwar unter einander

nicht in einem festen, gegen einander unver-

schiebharen Zusammenhänge stehen, wobei

sie jedocli dergestalt mit einander verbunden

sind, dass durch die Bewegung eines dieser

Punkte nach einer angenommenen Richtung

um einen bestimmten Raum, alle übrigen

Punkte dieses Systems um bestimmte Räume

nach bestimmten Richtungen sich zu gleicher

Zeit bewegen müssen; so ist es leicht, sich

zu überzeugen, dass das in dem Paragraphen

4 bis i5 vom kombinirten dynamischen Be¬

streben eines Punktes einer festen Masse, Ge¬

sagte, auch von dem kombinirten dynami¬

schen Bestreben eines Punktes bei einem sol¬

chen Systeme von Punkten behauptet werden

könne, wo die Punkte erwähntermassen un¬

tereinander in Verbindung stehen. Bezeich¬

nen wir daher das in einem solchen Falle

Statt habende kombinirte Bestreben eines
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Punktes nach irgend einer .Richtung, welches

das Resultat sowohl der individuellen dyna¬

mischen Bestrebungen aller übrigen Punkte,

als der Art des Zusammenhanges aller die¬

ser Punkte unter einander ist, durch ; fer¬

ner die individuellen dynamischen Bestrebun¬

gen der einzelnen Punkte durch d, d', d”,,...;

endlich jene Räume, welche diese Punkte

nach den Richtungen ihrer individuellen dy¬

namischen Bestrebungen dann durchlaufen

müssen, wenn man ein für allemal annimmt,

es beschreibe der betrachtete Punkt nach der

Richtung jenes kombinirten dynamischen Be¬

strebens den Raum ©, durch f, )", f', . . . .

so findet abermals folgende Gleichung Statt:

) + d! f + d" f" -f-.),

worin 5} eine konstante Grösse ist.

§•

Es tvurde schon in a orhergehenden Pa¬

ragraphen durch Auflösung einiger der inter¬

essantesten Aufgaben der Mechanik, die

Wichtigkeit des bei jedem festen Körper Statt



findenden Gesetzes der virtuellen Geschwin¬

digkeiten erwiesen. Ich will nun auch liier

zeigen, mit welchem glücklichen Erfolge man

sich des Gesetzes der virtuellen Geschwindig¬

keiten in jenen Fällen bedienen könne, wo

nicht blos von einer festen Masse, sondern

von einem solchen Systeme von Punkten die

Rede ist, dessen im vorhergehenden Paragra-

phe Erwähnung geschah.

Man gedenke sich 5 Pumpen, deren Kol¬

ben durch unter einander parallele Kolben¬

stangen, welche an 5 Krummzapfeu um ei¬

nerlei Axe hängen, dergestalt verbunden sind,

dass, wenn in einer auf der Krummzapfen-

axe senkrechten Ebene, der Endpunkt (S des

Ualbmessers E um die Krummzapfenaxe den

Rogen © beschreibt, die Kolben zu gleicher

Zeit die Räume f, j", gegen die Richtun¬

gen ihrer dynamischen Bestrebungen d,ct,d"

durchlaufen müssen. Man setze ferner: dass

die mit den Kolben zu gleicher Zeit über die
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Räume f, f, f', zu bewegenden Massen
= AI, AI, Al", und die zu gleicher Zeit um
die Krurnnizapfenaxe in Kreisen zu bewe¬
genden Massen = m, ?ri, seyen, welche letz¬
tere von der Krurnnizapfenaxe in den bestän¬
digen Abständen e, e, angenommen werden.
Wirkt nun im Endpunkte (5, nach der Tan¬
gente des Kreises, welchen dieser Punkt um
die Krurnnizapfenaxe beschreibt, eine Krallt
P: so lässt sich das kombinirte dynamische
Bestreben © des Punktes G nach der Rich¬

tung der eben erwähnten Tangente am Ende
jeder Zeit t folgendermassen ausdriicken:
£)~S? (P©— d\ — rZ'f—wobei zu be¬
merken ist, dass dieses kombinirte dynami¬
sche Bestreben sich auf die Grösse eines
Druckes bezieht.

Finden am Ende derselben Zeit t, um die
Krurnnizapfenaxe die Winkelgeschwindigkeit
w, und an den Massen Al, Al', Al", die Ge¬
schwindigkeiten v, v, v", Statt, so sind, wenn
wir blos auf Quantität der Bewegung Rück¬
sicht nehmen, die individuellen dynamischen



Bestrebungen der einzelnen Punkte des be¬
trachte len Systems folgende:
m.ea>, m'.e'w, M.v, M'. v', iln"; ferner
sind die von diesen Punkten nach den Rich¬

tungen ihrer individuellen dynamischen Be¬
strebungen zu gleicher Zeit durchlaufene Räu-

me folgende: ~~, ^r-, U 1'? f> wenn der
Punkt (£ sich durch den Raum © bewegt.
Es lasst sich demnach das Bestreben des

Punktes G, als Quantität der Bewegung be¬
trachtet, nach der Tangente des Kreises, wel¬
chen der Punkt G um die Krummzapfenaxe
beschreibt, folgendermassen ansetzen:

£ = . f + iliV. f+üiV ,, @- ß i
-+• m e w. —gr +

+ in'. e. w ©.e'\

• E )
In diesem Ausdrucke sind

sowohl die Grössen v, v, v", w ; als jene |,f,
veränderlich, und von dem jedesmaligen Wer-
the der Zeit t abhängig. Man erhält daher
den binnen dem Zeitelemente dt sich erge¬
benden Zuwachs an kombiuirtem dynamischen
Bestreben des Punktes G, wenn man obigen
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.Ausdruck in Bezug aller darin verkommen¬

den siclx mit t ändernden Grössen dificrenzi-

ret. Um aber jenes lnkrcmcnlum zu erhal¬

ten, worum das kombinirle dynamische Be¬

streben des Punktes @, als Quantität der Be¬

wegung betrachtet, binnen der Zeit, dt darum

Wächst, weil binnen diesem Zeilelemenle der

kombinirle Druck im Punkte ($ sich wirk¬

sam äussert, muss man von obigem Aus¬

drucke blos das Parlialdillercnzial riicksicht-

lich der Grössen v, v\ v", «>, nehmen, in¬

dem die Veränderlichkeit blos dieser Grössen

der Wirkung des Bestrebens .33 zuzuschroi-

ben ist, weil die Veränderlichkeit der Grös¬

sen f, f, f", blos der veränderten Lage der

Punkte des Systems gegen einander zuzu¬

schreiben ist, welche Veränderung der Lage

binnen dem Zeilelemenle dt von der Wir¬

kung der Kraft 33 nicht abhängt, da (nach

den allerersten Grundsätzen der Mechanik)

der von jeder Masse binnen dem Zeitele¬

mente dt beschriebene Raum blos jener ist,

welchen die Masse, ihrer Trägheit gemäss,



durchläuft; und das zwar darum, weil jener

Raum, um ■welchen die Masse sich überdies

noch wegen der durch die Kraft bewirkten

Beschleunigung, bewegt, allemal ein unend¬

lich Kleines der zweiten Ordnung ist.

Wir haben daher für jenen Zuwachs des

kombinirlen dynamischen Bestrebens
X',

wel¬

cher binnen dein Zeilelemente dl blos als ei¬

ne W irkung der Kraft
X

anzusehen ist, fol¬

genden Ausdruck:

«(\l/1
dv

+
M'

f
dd

+
M"

f
dd'

+
m edw.~r\

•\-iri ,e .dw
A /

Da aber das kombinirle dynamische Bestre¬

ben
X

seiner unmittelbaren Wirkung gerade,

und der Zeit dt, binnen welcher es diese

Wirkung hervorbringt, verkehrt proportional

seyn muss: so ist an der Richtigkeit folgen¬

der Gleichung nicht zu zweifeln:

cp ■®-dj-d' r-d*
n

(m ).dv +

+
M

f
.dd + M"

f .
ä d'

+ —
y—

.
e d w +

ui’ 0 \

-j- j -,— . e d w J, worin 1 eine beständige
Grösse ist.
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Nehmen wir-für den betrachteten Fall an.;

dass die Grössen d, et, cT', 31, 31', M", ver¬

schwinden: so erhallen wir die Gleichung
l.dn> EP

dt e 2 /« + e 2
—, daher ist (§, 24.)

l = ~, und folglich PQ — d f — d' f — d" f'=
ö

=n—^j(3I\äv + 31'
f

dd
+

31" f dvl +

7ii © e 7 , in © e , , \
+ —-p— ed r<H- -ß— e dev ).

Was liier von 5 Kolben, und 2 um die

Kruinmzaplenaxe in Kreisen laufenden Mas¬
sen bewiesen wurde, gilt eben so von jedem
Falle, wo für diese Kolben und Massen was

immer für beliebige Anzahlen genommen
würden. 1

Ist der Krumnizapfen einarmig, die Län¬

ge des Arms = «, der Winkel, den dieser
am Ende der Zeit i mit der auf dem Hori¬

zonte Vertikalen bildet ~cp’, und darf mau

annehmen, dass der Pumpenkolben nach ver¬
tikaler Richtung allemal denselben Raum be¬

schreibt, als der Endpunkt des Armes «, so



ist a ©
~w

Sin (p ; ferner (wie man sich

leicht durch Aufzeiclmen der Figur über¬

zeug!) d v = a cl w . Sin q>; daher ist

„ ~ d.a<&
--— . S/.ntf-

folglich

E
du'

~ö

E. P-

Ma 2 ©

U'c/i A’

d . «»SV/; (p

Sirdp.dtv,

,11. a 2 C 2

Dieselbe Gleichung erhalt man aber auch,
wenn man die Aufgabe folgeudermasscn auf¬
löst. Der Druck P, welcher au dem He¬

belarme E wirkt, giebt für den Endpunkt
des Armes a, nach der auf den Horizont

(nicht auf den Arm a) senkrechten Richtung,
also nach einer Richtung, welche mit dem

Arme einen Winkel cp bildet, einen Druck
P.E

= ——jr:- (nach der Lehre des Hebels).
ci. S m cp

Der Kolben drückt aber an demselben Punkte

senkrecht herab mit einer Kraft z=zd, also
ist in diesem Punkte die Ueberwuclit hin¬

auf =^: P.E
a . Sin cp

— d. Diese wirkt ganz auf
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die Beschleunigung der Masse M, also ist die

beschleunigende Kraft dieser Masse

P.E

cl. Sin rp
d

M folglich

dv
f

P - E

—
jf L

—
Jäi, Nun ist aber

auch da. div . Sincp, daher

d u> P.E — d. a(E.cp ,ist
M . cP Sud cp

Erwäget man den eigenllirhen Sinn der

in diesem Aufsatze vorgeliagenen Sätze, und

den Gang der dabei angewandten Rechnung,

so ist es leicht , mit mathematischer Evidenz

folgenden allgemeinen dynamischen Lehrsatz

einzusehen: Wenn wie viel immer Punkte

und Massen unter einander dergestalt ver¬

bunden sind, dass durch die Bewegung ir¬

gend eines Punktes (ü nach einer angenom¬

menen Richtung um einem festgesetzten Raum

0, alle übrigen Punkte und Massen eines sol-
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clien Systems, zu gleicher Zeit, Räume-von

bestimmten Grössen, und nach bestimmten

Richtungen zu durchlaufen gezwungen sind,

so ihnlel binnen jedem Zeitelemenle dt fol¬

gendes Gesetz Statt:

Die Summe der Produkte aus den, in den

verschiedenen Punkten und Massen des Sy¬

stems, angebrachten Kräften (welche allemal

durch die Grösse ihres Drucks bestimmt wer¬

den) in jene Räume, welche die Angriffs¬

punkte dieser Kräfte zu gleicher Zeit zu durch¬

laufen dadurch gezwungen sind, dass der

Punkt Ci erwähnlermassen den Raum © be¬

schreibt, ist allemal gleich dem Produkte aus

dem Ouotienlen -—— in die Summe der
■2gilt

Produkte aus den Massen in jene Räume,

welche die Massen nach den Richtungen ih¬

rer Bewegung zu gleicher ZeiL zu durchlau¬

fen gezwungen sind, wenn der Punkt Ci er-

wähntermässen den Raum © beschreibt, und'

in die Differenzialien jener Geschwindigkei¬

ten, welche den Massen am Ende der Zeit t

entsprechen.
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Nennen wir daher p, p', p",., die

in den verschiedenen Punkten des Systems

angebrachten Kräfte, welche nach beliebigen

Pachtungen wirken mögen; ferner d f, <Zf,

df", . . . ., jene Räume, welche die Angriffs¬

punkte dieser Kräfte nach den Richtungen

ihrer Kräfte dann durchlaufen, wenn der

Punkt (£ den Raum © beschreibt; ferner m,

in, in', ni”, ., die im Systeme befind¬

lichen Massen; ferner v, v, v", v", .

deren Geschwindigkeiten am Ende der Zeit t

nach den Richtungen jener Bewegungen, wel¬

che diesen Massen am Ende der Zeit t zu-

kommen ; endlich ds, ds, ds", d s", ..

jene Räume, welche die Massen m, in, m”,

in”, ., nach den eben erwähnten

Richtungen ihrer Bewegungen dann durch¬

laufen , wenn der Punkt 6 den Raum © be¬

schreibt, so lässt sicli der- eben angeführte

Lehrsatz algebraisch folgendermassen an-

setzen, da ds durch vdt, ds durch v dl,

ds" durch v" dt, .. substituirt wer¬

den kann, p d [ + p' d’ f p" d" f' +.
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( 7U v d v + m v d v -{- /n" v" d i

+ m'" p'" dv"[ +.

S. 55.
Man muss gestehen, dass die Allgemein¬

heit, Bestimmtheit und Evidenz dieses Lehr¬
satzes; dass ferner die Leichtigkeit, welche er
gewähret, alle darnach behandelten Aufgaben
der Dynamik dem analytischen Kalkül zu un¬
terwerfen, demselben einen Vorzug einräu-
men, dessen sich wohl wenige Sätze der Dy¬
namik rühmen dürften.

Es müsste sich, auf diesen Lehrsatz (des¬
sen Richtigkeit sich sogleich nach dem §. 16.
erweisen Hesse) gestiilzet, ein vollständiges
Lehrgebäude der Mechanik, mit einer ganz
eigenen Kürze aufführen lassen, wobei es in
jeder dynamischen Aufgabe blos mehr dar¬
auf ankäme, selbige auf eine geschickte Wei¬
se dem Gebiete dieses Lehrsatzes zu unter¬

werfen, und wo dann der übrige Thcil der
Arbeit nur mehr in richtigen Substitutionen
bestehen könnte.
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§. 56.

Eine Bemerkung über die bekannte .Kim-\

damenlalformel der ungleichförmigen Bewe¬

gung J } —-— Och’, worin P die bewe-ö ö
:igelt

gende Kraft, Q das Gewicht der Masse, und

v die Geschwindigkeit, der Masse am Ende

der Zeit t bedeuten, muss ich liier anliihreu,

da diese Bemerkung auf meinen (in §. 5 i.)

ausgedruckten allgemeinen Lehrsatz riicksieht-

lich der Frage anzuwenden ist, in wie ferne

die Veränderlichkeit der Masse mit in Jlecli-

liung kommen müsse.

Geben wir dem Quotienten —^- 7— ein für^ ‘Jgdl

allemal denselben Werth, so ist leicht ein¬

zusehen, dass die binnen dem Zeilelemenle

d t wirkende Kraft P allemal dem Produkte

Qdv proportional seyn müsse, wenn Q be¬

ständig denselben Werth behält, da QJe die

durch die Kraft P binnen der Zeit dt be¬

wirkte Quantität der Bewegung ausdrückt.

Ist die Masse Q veränderlich, wächst deren

Werth daher binnen der Zeit dl um dQ: so



ist die binnen dieser Zeit durch die Kraft

P bewirkte Quantität der Bewegung —

= (Q + dQ) dv= Qäv, wenn der jedes¬

malige zugewachsene Massen tlieil

am Ende der Zeit l schon die Ge¬

schwindigkeit v besass. Unter dieser

Voraussetzung ist also auch P = —
X—r-Qdv,

°
2

g d t

worin Q das Massengewicht, das am Ende

der Zeit
t

Statt findet, ansdrückt. Ist hinge¬

gen der Fall von der Art, dass Q veränder¬

lich ist, und dass die binnen dem Zeit¬

elemente dt zuwachsende Masse am

Ende derZeit t noch keine Geschwin¬

digkeit hat: so ist die durch die Kraft P

binnen der Zeit dt ertheilte Menge der Be¬

wegung nicht {Q-\-dQ) dv, sondern Qdv - j-

-(- dQ{v-\-dv)'=Qdv\-pdQ, also ist in ei¬

nem solchen Falle die Gleichung P—— — ■ Qdv2gdt

nicht wahr, sondern dann ist P = —(Ode +■ugdt v

+ vdQ)- Hätte wohl gar die zuwachsende



Masse
dQ

eine negative Geschwindigkeit
—w

am Ende der Zeit t, so wäre

P—
~/7

(.Qdv+vdQ + wdQ).
■"o 1

Ist
Q

veränderlich, so ist
d(Q

o)z=Q dv-f-

+ i’dQ in jedem Falle das Inkrementnm an

Quantität der Bewegung, das dem Zeitele-

mcnte
dt

entspricht. Es ist aber dieser Zu¬

wachs der binnen der Zeit d\. wirkenden Kraft

P
nicht allemal ganz zuzuschreiben.

Ist binnen der Zeit
dt

die Masse
dQ

schon

mit der Geschwindigkeit
v

liinzugetrelen, so

kommt der Kraft
P

nur der Theil
Qdv,

also

d{Q
<’)

—v dQ
zu. Ist al>er die binnen der

Zeit
dt

liinzugekommene Masse
dQ

mit gar

keiner Geschwindigkeit verseilen gewesen, so

ist der Kraft
P

der Zuwachs
Qdv +v dQ

=r

= r/(Qi’) zuzuschreiben. Ist endlich die bin¬

nen derZeit
dt

zugetrelene Masse
dQ

schon

mit einer Geschwindigkeit +
iv

versehen ge¬

wesen, so ist der Kraft P der Zuwachs

Q
e + (< •'+

n
>)

dQ — d (Q
c ) IfT

w d Q
zuzu¬

schreiben,



Folgende zwei Anwendungen des (§. 54.)

ausgedruckton Lehrsatzes, mögen den gegen¬

wärtigen Aufsatz beschliesscn.

§• 58 .

Denken wir uns eine unbiegsame Stange

ohne blasse, an ■welcher kleine Kügelchen,

z. ß. ihrer zwei, auf und nieder geschoben

werden können, und deren Massen wir
m, in,

nennen; sev diese Stange an einem ihrer bei¬

den Enden an einer Axe dergestalt befestigt,

dass sich die Stange sanunt den zwei Kügel¬

chen um diese Axe bewegen könne, doch so,

dass die Stange beständig in einerlei durch

die Xb.xe senkrecht gelegter Ebene laufe; den¬

ken wir uns ferner, es besitze dieselbe Ebene

zwei Kerben oder Rinnen von der Breite der

Kügelchen, worin die Kügelchen sich bewe¬

gen, und es laufen diese Kerben nach krum¬

men Linien von beliebigen Gesetzen, so sieht

man ein, dass, wenn der Endpunkt des Ra¬

dius = 1 , unserer Stange einen Bogen © be¬

schreibt, hiedurch jener Punkt der Stange,



welcher von der Axc um die Länge l ent¬

fernt ist, und die beiden Kügelchen in ihren

krummlinigten Kerben bestimmte Räume nach

den Richtungen ihrer Endesgeschwindigkeiten

durchlaufen müssen. Bestehe nun ein'Druck

d, in der erwähnten Ebene am Endpunkte

der Länge 1, welcher beständig senkrecht auf

die Stange wirkt, so ergiebt sich folgendes aus

dem Lehrsätze (§. 54).

Sind v, v die Endesgeschwindigkeiten der

Massen m. m ; lerner r,r ihre Entfernungen

von der Axe am Ende der Zeit l-, ferner a, a

die Winkel, welche die Richtungen ihrer Be-

wegungen mit den auf der Stange durch ihre

jedesmaligen Standpunkte gezogenen Senkrech¬

ten bilden: so folgt aus (§. 54.) die Gleichung

d = ~~~77 0 n -r © C° s a • dv\-m. r'&Cos a.dd )
■2ßüt

oder d 1= —— (in i• Cos adv + in r Cos d. dv').
2
gdt

v '

Dieselbe Gleichung erhält man aber auch

auf folgende Art: Der Druck d beschleunigt

die Massen in, m'. Sey nun x jener Theil die¬

ses Druckes, welcher blos die Masse in be¬

schleunigt, und d-x jener Theil dieses Drucks,

welcher blos die Masse ui beschleunigt, so wirkt

(nach der Theorie des Hebels) unmittelbar auf



die Masse m die bewegende Kraft rr— > und° Cos cl

unmittelbar auf die Masse ni die bewegende

l(cl — x) , . j ‘2gelt,. Ix
Kraft --rj also ist cl v = — 2 —— -,

/• Cosa m. r Los a

2gelt . 1 . (cl — x)und clp'z es ist aber
m'. r . Cos ci

cl v . Cos a : cl v . Cos d — r : r , oder

Ix _ l(d—x)
mr in . r

m. r z d

in', r' 2, + in . r

d,P =

dd — 2g dl.1 { d

woraus

—, daher ist

, und

folgt

gdt.l.r. d

Cos ci (ni. r' z 4* in. r~)

(• in . r' z 4 ' m _/ • ii i z11■

ni r Cos ci!
; liieraus

p, ,
7

,,
2gd t.Ld.in.r 7-

lolgt aber m r cl p Cos a— > uncl
(ni r' 2 -3,- m r 2 )

«'= 2gllt. I . d( -;-f—/--
ö \m r 2 4- m r 2 J

woraus sicli ergiebt

m r d v Cos a 4* in r d r Cos d —

gdi.i.di , 7”v -—- + ,rv~ z- --)\in w 4* in r m r mr~ /

~2gclt.l.cl, und endlich ist. hieraus

in r cid Cos ci

l.dz
" Zgdt (in r d p Cos a-\- m r . dp' Cos ci).
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§• ->9 -

.Eine Anwendung unsers Lehrsatzes., wel¬

che einen wichtigen Gegenstand der Mechanik

betrifft, isl folgende, \Y ir wollen liier unter¬

suchen j wie tief ein Pfahl durch den Schlag

eines Rammklotzes, binnen der Dauer des Stos-

ses , in den Boden zu dringen gezwungen wer¬

de, wenn man voraussetzen darf, dass die

sich wahrend dem Slosse berührenden Thcile

vollkommen elastisch sind,

"Wir nennen zu diesem Ende das Gewicht

der Ramme und des Pfahls = M, G, die Ge¬

schwindigkeit, womit erslere zum Slosse ge¬

laugt =.c, den Widerstand, w elchen der Pfahl

gegen das Eindringen erleidet, und welchen

wir während jeder S.tosszeil als beständig an¬

nehmen, zzz A' } endlich v und tv die Ge¬

schwindigkeiten, so wie s und S die durchlau¬

fenen Räume für die Ramme und den Pfahl,

welche einer beliebigen Zeit i entsprechen.

Dieses vorausgeseszt, folgt aus unserin Lehr¬

sätze :

Mds-(A-G') dS zzz — (P/Wr+ Gwdw), also
2 g

Ms-(A-G)S-hC=~ (il/n 2 + Gw z ); nun



7i

ist für s = o, Szzzo, m = o, der Werth von

vz=zc, also ist Cz
Mt

-, daher

Ms-(A-G)S~ -j— (M (u 2 - c 2) + GfP a ).

Ist der Stoss zu Ende, d. h. haben die zu¬

sammengedrückten Tlieile ilire ursprüngliche

Gestalt wieder erhallen, so ist sz=S, daher

ist die binnen der Dauer des Stosses durch

den Pfahl in den Boden eiugedrungene Tiefe

„ M{A-c 2) + G,A .

4 g{M~yJ + G)

auf das Ende des Stosses beziehen. Dasselbe

Resultat lässt sich aber auch folgendennassen

erhalten:

Sey P die hinnen dem Zeilelemente da¬

zwischen dem Rammklotze und dem Pfahle

wirksame Kraft, welche eben so stark auf er-

slere hinauf, als auf letztere herabdi iickl; so

folgt aus den Fundamentalfo^rmein der un¬

gleichförmigen Bewegung für die Beschleuni¬

gung des Klotzes

P — M--

P+G—A

M . v d v

‘2 g ds ’

G .wd w

2g dS

und für jene des Pfahls

; daher ist

P da == Mds
M v d v

2
und



t-

G w d w-\-M <>dv
Fd (ß-s)

=
(A- G) dS

-
Aids

4

PdS=(A—G)dS
+-~~~, folglich

ö

Wird diese Gleichung integrirej, so erhält man

Iliex - drückt die Differenz
S

—s jene Tiefe

aus, worum die beiden Massen hinnen der

Zeit
t

in einander gedrungen sind. Nun ist

leicht einzusehen, dass
SPdQS

—
s)

eine

Funktion seyu müsse, welche verschwindet,

wenn S—s verschwindet. lleziehen wir dem¬

nach alle veränderlichen Grössen auf das En¬

de des Stosses, wodurch S=zs wird, so er¬

hallen wir die Gleichung
P — (A-G-3I) S-{-

auch für den Anfang des Stosses, wenn man

darein *S'= o, m=o,
v=zc

substituirt, daher

S P d
(S - a) =

(A
-

G) S
-

Ma
4

Gm 2 4-4/

ist o 4 C, oder C

Es ist demnach zu Ende des Stosses

o = Gw~ -J-4/ (

04
-/,

-, woraus
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