-Vv-eun sich gleich, schon in den Schriften
des Archimedes und Aristoteles, Spu-
ren von dem statischen Princip der virtuellen
Geschwindigkeiten vorfinden, so darf doch
Johann Bernoully als der Evfinder dieses
Grundsatzes angesehen werden, indem er der
Brste war, welcher denselben vollstindig aus-
drickte: wie sich dieses aus der Mechanik
des Varignon entnehmen lisst. Indess
machten Bernoully und seine Nachfolger
von diesemn Grundsatze bei weitem die An-
wendungen nicht, deren er fihig ist.

{ Erst einem de la Grange ward es auf-
behalten, das statische Princip der virtuellen
GPschwiJuligk('itcn als den obersten Grund-
salz der ganzen Statik aufzustellen, wie er

dieses in seiner analytischen Mechanik mit

so gliicklichem Erfolge ausgefiihrt hat. Nur

schade, dass in diesem merkwiirdigen VWerke,

N ——.




50 sehr, als in den &ltern Schriflen der Me-
chanik, der allgemeine Beweis dieses Lehr-
satzes durchaus vermisst wird.

Seit dieser, fur die mathematischen Wis-
senschaften so bedeutenden Ersclieinung, ent-
stand die allgemeine Ueberzengung fiir die
Wichtigkeit des statischen Prinzips der vir-
tuellen Geschwindigkeiten, so wie zugleich
der Wunsch nach einem wvollstindigen Be-
weise dieses L.elisalzes.

Fossombroni in seinem Werke sul
principio delle velocita virtuali und La place
in seinem Traité de mécanique céleste, wa-
ren die Yrsten, welche diesem allgemeinen
Verlangen entsprachen. Kirzlich hat auch
Fourier, im Journalé des Pariser polytechni-
schen Instituts, einen sehr vollstindigen Be-
weis uber diesen Grundsaiz geliefert.

Der gegenwirtige Aufsatz enthilt nicht
blos eine nene Beweisarl des ehen erwihnien
statischen Prinzips, sondern es wird hier das
Gesetz ter virtuellen Geschwindigkeiten all-

gemein fur jeden dynamischen Zua-




stand zusammenhingender Punkte und Mas-
sen analytisch bestimmt, woraus dann das
statische Prinzip der virtuellen Geschwindig-
keiten, als eine blosse Anwendung des er-
wihnten allgemeinen Gesetzes auf einen ein-
zelnen Fall, von selbst folgt,

Diese Mecthode, das Geselz der virtuellen
Geschwindigkeiten in einer so allgemei-
nen Bezichung zu belrachten, gewihrt den
Vortheil, dass sich die Sitze der Mechanik
unmittelbar aus einem einzigen Grundsalze
ableiten lassen, und dass jene der Statik nicht
e¢igends fiir sich abgehandelt werden miissen,
sondern dass sie, aus jenen der Mechanik, *
durch blosse Substitutionen erhalten werden
konnen.

Fin solcher Vortrag der Mechanik und
Statik ist allerdings der Funktion des Den-
kens angemessener, als jener, wo man die
Statik der Mechanik vorangehen lisst, und
nach den erwiesenen Lehren der Slatik, folg-
lich eines Theiles der Mechanik , lelzlere auf

die in evsterer aufgestellte Sitze begrundet.
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Ucberdiess glaube ich aber auch behaupten
za diicfen, dass nicht leicht, nach irgend ei-
ner Lehrmethode, die Dynamik iiberhaupt
mil ‘jener Kurze dargestellt werden kinne,
als nach der hier vorgetragenen analytischen
Bestimmung des Gesetzes der virtuellen Ge=

schwindigkeilen.

Nebst der Deuntlichkeit, Kiirze und Evi-
denz, in allen Behauptungen und Folgerun-
gen, deren ich mich in dieser Schrift beflis-
sen habe, darl ich selbiger auch noch das
Verdienst zugestechen, dass darin auf keinen
bekaunten Grundsatz der Statik oder Mecha-
nik gebaut wird, sondern dass die darin vor-
getragene Lehre, unabhingig von allen frem-
den dynamischen Grundsitzen, unmittelbar

aus sich selbst, erwiesen ist.

Die hier enthaltene analytische Bestim-
mung des Gesetzes der virtuellen Geschwin-
digkeiten in mechanischer und statischer
Hinsicht ist in 59 Paragraphen abgefasst,

worin aber nur die 16 ersten, und der Pa-




ragraph 54 wesentlich sind, Der Vorlrag
geschieht in folgender Ordnung,

Die Paragraphe 1 bis 16 enthalten die
cigentliche Bestimmung des Gesetzes der vir-
tuellen Geschwindigkeiten fiir jeden dynami-
schen Zustand eines von Kyiften wie immer
ergriffenen festen Korpers, und zugleich,
als unmittelbare Folge, das statische Prinzip
der virinellen Geschwindigkeiten bei jedem
festen Korper.

In den Paragraphen 17 bis 51 wird das
in den vorhergehenden Paragraphen erwiese-
ne Gesetz, auf die Bewegung einer von Kraf-
ten wie immer " ergriffenen frei schwebenden
Masse, auf die Rotationshewegung einer le-
sten Masse um jede Axe, auf den Drack,
welchen jede solche Axe erleidet, angewen-
det.  Der Lechre der Centrifugalkvifie, der
freien Axen, und der drei ITauptaxen jedes
Korpers wird nur ganz kurz erwahnt.

Die Paragraphe 31 bis 54 handeln von
dem Gesetze der virtuellen Geschwindigkel~

ten, micht nur bei festen Korpern, sondern
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uberhaupt bei jedem Systeme von
Punkten und Massen, welche derge-
stalt zusammenhingen, dass die Be-
wegungen, welchen sie zu gleicher
Zieit unterliegen kénnen, nicht will-
Kuhrlich, sondern an bestimmte Ge-
setze gebunden sind; nebst dem ge-
schieht in diesen Parvagraphen eine Anwen-
dung dieser Betrachtung auf die Theorie des
Krummzapfens, wobei zugleich gezeigt wird,
dass man dasselbe ' Resnllat erhalte, wenn
man diese Aufgabe nach der Theorie des Fle-
bels und den bekanuten Fundamentalformeln
der ungleichformigen Bewegung behandelt.
Der Paragraph 54 enthilt in Worten
und algebraisch ausgedriickt, den dynamischen
Lehrsatz der  virtuellen Geschwindigkeiten,
welcher allgemein von jedem Systeme von
Punkten wahr ist, die ebenerwihntermassen
mit einander verbunden sind. Dieser Lechr-
salz, selbst seine auszeichnende Anwendbar-
keit bei Seite gesetzt, ist fiir den forschen-

den Geist von einems hohen Interesse.




e e . e —— e e e — —

— —

In den folgenden Paragraphen sind noch
einige Bemerkungen und Anwendungen des
dynamischen Lchrsatzes der virtuellen Ge-
schwindigkeiten angefithrt.  Unter andern
enthalt der §. 56. eine Betrachtung uber die
bekanute Fundamentalformel der ungleich-

])
formigen Bewegung, (Zv:ﬂi’f.ﬁ dt, wel-
e
che, meines Wissens, nen ist. Iine interes-
sante Anwendung des dynamischen Lehrsatzes
liefert endlich der §. 539., worin untersucht
wird , wie tief ein Pfahl, welcher in den Bo-
den eingerammt wird, durch jeden Schlag
des Rammklotzes, unter der Voraussetzung
der vollkommenen Ilasticitdt beider sich bin-
nen dem Stosse bertihrender Theile der Ram-

me und des Pfahls, eindringe.




Bewegt sich ein Punkt, von einem Stand-
punkt @ auslaufend, nach irgend einer gera-
den Richtung @b um den Raum @, so hat
er sich einer durch die Gerade @b senkrecht
gelegten Ebene um den Abstand @ genihert,
Gedenkt man nun 3 sich im Punkte @ senk-
recht schneidende Axen, al, ab’, al’”, und
auf selbigen 5 senkrechte Ebenen B/, B”, B,
so hat sich der erwihntermassen bewegle
Punkt den Ebenen B', 5", B", zu gleicher
Zieit um die Rinme o, &', &, genihert,
deren Werthe man erhalt, wenn man durch
den Endpunkt des Raumes @ drei Bbenen
legt, welche die Axen ab', al’, alb” senk-
recht schneiden. Hieraus ergiebt sich, dass
man die nach den Axen «l', ab”, ab” von
einem Punkte, welcher vom Punkte « ausge-
laufen ist, und den Raum ¢ nach der Rich-
tung ab beschrieben hat, durchlaufenen Rian-
me folgendermassen finden kéune: Man Ffille
aus dem Dndpunkie des Bewegungsraumes

@ . ... einen Perpendikel auf die Axe ab,

vl




eben so verfahre man mit jener «b”, und
mit jener ad", so sind die solchermassen er-
haltenen Kalheiun, welche von den Axen al,
ab’,al” abgeschnitlen werden, die gesuchten
nach diesen Axen durchlaufenen Riume.
Das hier Gesagte gilt sowohl von der
wirklichen Bewegung eines Punkts, als auch
von dessen blosser Bestimmung zur Bewe-
gung, daher von jedem dynamischen Be-
streben eines Punktes. Denn ein solches
dynamisches Bestreben kann sich nur anf ei-
ne bewegende Kraft oder auf eine Quan-
titit der Bewegung bezichen. Im ersten
Falle besteht die der bewegenden Kraft pro-
portionale Bestimmung, nach der Richtung « b
in einer- gegebenen Zeit den Raum @ zu be-
schreiben, wodurch die Bestimmungen zu den
Riumen ', o'y «", nach den Axen al', al’,
ab" Statt finden, welchen Riumen abermals be-
wegende Kriftie nach diesen Richtungen ent-
sprechen mussen, die diesen Rdumen propor-
tional sind, Im zweiten Falle lisst sich das

dynamische Bestreben der Masse mn nach der




Richtung @b durch die Linge ma ausdriik-
ken, also nach jener @b’ durch die FLinge
ma u. s. w. Nun ist aber ma:md—a: o
0. S W
Yoo

Betrachtet man die Bewegung eines Sy-
stems von Punkten, welche gegen einander
in unverschichbarem Zusammenhange stehen,
so dass also die Bewegung dieser Punkte nur
mehr im Raume, d. h. auf fixe Punkte be-
zogen, welche ausserhalb dieses Systems von
Punktenliegen, vor sich gehen kann, so Lisst sich
jede solche Bewegnug binven jeder Zeit ¢, wih-
rend welcher an den Ursachen der Bewegung
nichts geindert wird, auf sechserlei abgeson-
derte Bewegungen reduziren, nimlich: auf 5
rotatorische Bewegungen uwm 3 Axen, 9, B,
D, welche einander in einem gemeinschaflli-
chen Punkte C schneiden, und welche Bewe-
gungen sich dadurch angeben lassen, dass
man die Bogen bestimmt, welche die End-
punkte L, L, I}, der auf hesagte Axen ge-

fillten Perpendikel von angenommener Lin-

e
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ge, wofiir man z, B. die Einheit wahlt, be-
schreibens ferner auf 5 fortschreilende Be-
wegungen des Punkles € noch drei auf ein-
ander senkrechten Axen 4, B, ). Was hier
von der wirklichen Bewegung eines Sy-
stems von Punkten gesagt wurde, lisst sich
auf dieselbe Art von jenem dynamischen
Bestreben eines Systems von Punkten be-
haupten, das aus den individuellen dynami-
schen Bestrebungen der einzelnen Punkte des
Systems entsteht, und das wir demmach das
kombinirte dynamische Bestreben
dieses Systems nennen wollen.

e 3

i

Denkt man sich mehrere Punkte o, o”, &,
die unter cinander nicht zusammenhingen,
und deren jeder ein dynamischies Bestreben
d, d’y d” .. ... besitzt: so folgt jeder die-
ser Punkte ungehindert seinem dynamischen
Bestreben.  Sind hingegen diese dynamisch
affizirten Punkte unter einander im unver-
schicbbaren Zusammenhange, so muss hier-

aus ein kombinirtes dynamisches Bestreben




fiir das ganze System von Punkten entstehen;
und zugleich finden sich die cinzelnen Punk-
te gendthigt, ilwe individuellen dynamischen
Bestrebungen nur mehr zum Theile zu he-
folgen, so dass, wenn das System  diesem
kombinirten Bestreben binnen einer Zeit #
(wihrend welcher an den individuellen Be-
strebungsursachen Nichts als verindert ange-
nommen wird) in irgend einer der 6 Riick-
sichten (§. 2.) folgt, jeder Pankt seinem in-
dividuellen Bestreben nur zum Theile

nachgiebt,

Bezeichnen wir nun durch D das kom-
binirte dynamische Bestreben des festen Sy-
stems, blos in einer der 6erlei Riicksichten
(§- 2:), 2. B. in Riicksicht des Besirebens fiir
den Punkt € nach der Axe A3 mennen wir
ferner 2 den binnen der Yeil ¢ vom Punkte
C (vermdge des Bestrebens 72) nach der Axe
A durchlaufenen Raum, und endlich 7, r,

Wi

75 =« o, die hiedurch (binnen derselben

Zeit ) von den Punkten o, L i Bt i

i
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nach den Richtungen der dynamischen Be-
strebungen d, &', d', . . . .. beschriebenen
Raume, welche jene partialen Befolgun-
gen der individuellen Bestrebungen
sind, die der gleichzeitigen Befolgung des
kombinirten dynamischen Beslrebens nach der
angenommenen Riucksicht entsprechen, so sieht
man aus §. 5. ein, dass ) eine Funktion von
@l dise CunShvonir 7Y stk and
yvon £ seyn miisse.
) (S R s S T T t).
Syt

Schneidet man vom Punkte € aus, nach
der Axe A, eine belichige Linie S ab, und
schueidet von den Punkten «, o, @, . . . .,
aus, nach den Richtungen der individuellen
dynamischen Bestrebungen d, &, d', .. .. je-
ne Stiicke s, &, s, .... ab, worum die An-
griflspunkte @, @, ", . . ... der dynami-
schen Bestrebungen nach besagten Richtungen
laufen méchien, wenn sie parallel zur Axe
A die Riume S, S, 8, ... .. beschrichen :

g0 ist




{ — =

Ricn=—=15-s RS s o leeiilch

fs y R s Eoin
P, P == —=—; s 4 ¢ s .y also ist
ST SE

s N Rs Rs Rs'
{ == (:/,(/,(1,.4..., st —S—,-...ﬁ),

in welcher Gleichung die Gruppen R und ¢

so verwebt seyn miissen, dass (in einem be-

stimmten Falle) fiir jeden Werth von ¢, und

| den diesem Werthe entsprechenden von R,

obige Funktion unveraudert' dieselbe Grosse

ausdricken muss,

Bezeichnen wir fiir einen solchen be-
stimmten Fall, die Zeit ¢, als eine Funktion
von R, durch f(R), so erhalten wir die

Gleichung

A s i
il ((x,(z,d,....T, i g/,))
oder jene

D=r(ad, d,.:.., % Z? 1;),

worin /2 gar nicht vorkommen kann, da D
von R nicht abhingen darf. Wir haben also
die Gleichung

¥ AR A A L S e N R
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AR

S

woselbst § und s, s, b.'”, B blos geo -
metrische Linien sind, die vom dynami-
schen Zustande des betrachteten Systems nicht

abhingen, wo ferner § beliebig und die Ver-

S, S S S
hiltnisse —=—y —=— i = ¢, o5, durch
& S S

die Richtungen (bezogen auf dic Axe A)
der individuellen dynamischen Be-
strebuangen d, d,d’ .4 ., bestimméE

sind,

§e 6
Wir wollen nunmehr die 'orm der
hier angesetzten Funktion durch analytische
tel

Schliisse genau bestimmen.

Wenn die Grossen d, d d’y « v« « « Z1
gleicher Zeit verschwinden, so muss auch das
kombinirte dynamische Bestreben ) zu Null
werden, und eben so, wenn die Grossen s,
s, 8" « v s ., zu gleicher Zeit verschwinden,
so muss auch der Werth von D in densel-
ben Fall kommen. Es muss demnach in obi-
ger Funktion jedes Glied entweder d, oder

9
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', oder d' . .. .., und zugleich entweder

s, oder s, oder s* . . ..y zum Faktor haben.

Hieraus folgt eine Gleichung von dieser

D=2 Cd disidin Sk atsys e o LS el st

i A A QAT A N R A L P
% i
e 7 7
Da fiir jenen Fall, wo d verschwindet, i
J )

der Werth von s aul jenen von D) keinen

Einflass mehr haben darf, da sich ganz das-

selbe von den Werthen von o, d’,. .., riick-

sichtlich jener von s, s”, ....., und da auch )

o
umgekehrt sich dasselbe von den Werthen :
vorr 8, &, . . . .. ricksichilich der Werthe

von d, d, .. ... behauplen lisst: so kann

s nar in jenen Gliedern vorkommen, wo d

ein Faktor ist; eben so kann s nur in jenen

Gliedern vorkommen, wo d ein Faktor ist,

und umgekehrt.  Also ist die Form unserer

Fuanktion folgende:

D=q¢(d, s, 8)d.s+q¢'(d,s, S).od' . s o (ds
Y R e

T cer T
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Da ferner d und s, dann d und s, dann
d” und s alle aul einerlei Art in obiger
["unktion verwebt seyn miissen, so folgt fur
die Form dieser Funktion die Gleichung
D=y (d,s;,8).d s+ ¢(d,s,8).d . s+
g (df $uN) dy siH il
§ 9
Nimmt man nan ein fiir allemal fur S
eine bestimmte Linge an, so lasst sich D fol-
gendergestalt ausdrucken :
D=vy(d,s).d.s+w(d,s).d.s+
(s d e s SN e e
SEe o
Setzt man fur jenen Fall, wo z. B. 5 in~
dividuelle dynamische Bestrebungen d, d, d,
ein kombinirtes dynamisches Bestreben blos
in Bezug des Punktes C nach der Axe A, be-
wirken, D= (d,s) . d.s4 v (d, s).d .5+
F(d’ s i dy s, so wird D = w (d, s).d. 3,
wenn man selzt, es verschwinden d' und d".
‘Wird nun n diesem Falle blos d geindert, z. B.

es wird d = md, so wird )= (md,s)md.s;
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es ist aber dann dieser letzte Werth von )
nothwendig 7™ so gross als der vorletzle,

also ist

W (md, s)ymd.s:p(dys)d,s=m: 1, woraus

folgt w(md, s) md.s=vy(d, s) md.s, also ist
die Grosse d in dem Ausdrucke o (d,s) als d°

enthalten. Daher lisst sich ) so ausdriicken:

D=V ()d.s+ IV (). ds + W (VA" &' +....

Sl

Besteht wieder nur ein individuelles dy-
namisches Bestreben d, so ist das kombinirte
d.\_'lléill’l‘l:{(‘[le Bestreben 1) — /¥ (s) d . s mach
der Axe 4. Nehmen wir die Axe 4 einmal
in einer beliebigen Richtung an, und setzen
dann D = /" (s) d . s, cinmal in der Rich-
tung des Bestrebens d selbst, und selzen dann
d=¢ (o) d.u;s s0 folgt (§. 1.) ,U:O’:(‘osﬂ: e
also 1) =0 Cos u. /| Ferner dst s =8 Cos .,

und o0 = §, also ist

IV (§Cosp).d.SCospu=0 (S)d.S.Cosp, da~
her MV =—(SCos Jrr) meznl ) S)_: also #7 (S’) eine




beskindige Grosse. Daher Lisst sich D) so aus-

dricken:

D—H.d.s+B.d R Gt

(et 20

Hier ist das kombinirte dynamische Be-
streben ) des Punktes € nach der Axe A
doreh die Summe der individuellen dynami-
schen Bestrebungen, welche nach der Axe
A bestehen, ausgedriickt,

Das individuelle Bestreben d giebt nach
A4—11.d.s, jenes d nach A= B.d.s jenes
d’ nach A=C.d'.s" u. s. W. weraus leicht
sinznsehen ists dass H—=B—C=. . .. seyn
miissen. I ist also

D—Hd.s+d.s +d .s"Foese . o)

815

Daher ist das kombinirte Bestreben in Be-
zug des Punktes C nach dex Axe A - o5 d. h.
es ist in dieser Riicksicht Gleichgewicht, weni
sl dlis - rdis e e =0 ist, und um-

gekehrt,



S
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s wurde hier bewiesen, dass fiir den Fall
des Gleichgewichtes des Punkts € nach der
Axe A allemal die Gleichung ds+-d's' 4 d" " 4-
4 ... .. =o0 Statt finden miisse, und um-
gekehrt, dass wenn ds+ds'=. .. .. = oaist,
eben erwihntes Gleichgewichit hestehen miisse.

Was hier vom Gleichgewichle des Punk-
tes C mach der Axe 4 bewiesen wurde, lisst

sich eben so vom Gleichgewichte dieses Punk-

tes mach den Axen B und D darthan. Ils
lasst sich demnach das totale Gleichgewicht
der fortschreitenden Bewegung durch folgen-
de 5 Gleichungen aunsdriicken;
Tt sibidlis - dl seainiai s o e s i
II. ds - Jr- u'd’_i_—}— d' s

UL dstHd st d' s

’;5—}"......._.;0
s I ST

Qo 010,

Betrachtet man das kombinirte dynami-
sche Bestreben des Systems in Bezug auf Ro-
tation, niamlich jenes ® riicksichllich des dy-

namischen Bestrebens des Punkles € um die
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Axe As eben so jenes D, riicksichilich des
Bestrebens des Punktes €, um die Axe %5;
endlich jenes DT riicksichtlich des Bestrebens
des Punktes G+ um die Axe D, nach densel-
ben Grundsitzen., als ehen das dreifache Be-
streben des Punktes C betrachtet wurdes; so
iiberzeugt man sich sehr leicht, dass das kom-
binirte dynamische Bestreben in Bezug der
Rotation um die Axe A durch folgende Glei-
chung sich ausdriicken lasse:
D=H (ifFd +d'§ +.e-s)

s

worin f, f', §» « - « . die von den Angrifls-
punkten @, @', @', . . . . . nach den Richtun-
gen ibrer individuellen dynamischen Bestre-
bungen zu gleicher Zeit beschrichenen Riu-
me darstellen, welche jenen durch diese An-
grillspunkte zu gleicher Zeit um die Axe A
beschriebenen Bogen entsprechen, welche Bo-
gen von diesen Punkien dann beschrieben
wiieden, wenn der Punkt € um die Axe A
den Bogen © beschreiben mdchte.

Hier hingen also die Verhiltnisse —, —,

)

G

=y «sssavon den Richtungen der dy-

—
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namischen Bestrebungen d, d, d’, und
| | von den Lagen der Angriffspunkte
dieser dynamischen Bestrebungen ab.
Um die Wahrheit dieser Behauptung ein-
zuschen, darf man blos die Paragraphe 4 bis
14 mit Beziehung auf Rotation durchgehen.
Nur das in § 11. Gesagte will ich fur die
Bezichung auf Rotation folgendermassen mo-
} A dificiven:

Bestehe nur ein individuelles dynamisches
Bestreben d, so ist das kombinirte dynami-
sche Bestreben in Bezug der Rotation um die
Axe %A, nimlich D—w ({).d.{. Ist nun ¢
der Abstand des Angriffspunktes des dyna-
) mischen Bestrebens d von der Axe 9: so
ldsst sich allemal § durch ¢.&. Cos 2 ausdriik-
ken. Frwiget man aber, dass mit diesem
Falle jener als gleichgeltend angenommen
werden darf, wo stall des dynamischen Be-
strehens d' an demselben Angriffspunkte die
drei dynamischen Bestrebungen d. Cos «,
d Cos 8, d Cos i, bestlinden (§. 1.), deren er -

stere zwo in der Ebeue, und lelzteres senk-

i

2t




lae

e

3
i

209 =

recht auf der Ebene wirken mochten, wel-

che Dbene man sich duvch die Axe W und
den Angriffspunkt gelegt vorstellen kann; er-
wiget an ferner, dass in diesem Falle blos
letzleres dynamisches Bestreben auf die Ro-
tation um die Axe 9 wirken kénne, und
dass in diesem I'alle die Grosse | den Werth
¢.S habe, so ergiebt sich die Gleichung
D—w (c.©),dCosk.cS, also ist
w(c.B.Cos2)d.c©Cosd—w(c.S)d.Cos.d.cE,
daher' w (c. S CosH)—w (¢.©), und lolglich
ist in dem Ausdrucke v (7)) die Grosse | der-
gestalt verwebet, dass sie darauf keinen Ein-
fluss hat, also ist w () conslant, u. s, w.
Diesem gemiiss lisst sich das totale Gleich-

gewicht der rotatorischen Bewegung durch

folesende 5 Gleichungen ausdriicken:
WV, di+df+d "+ ......... =0

V. Al F Ty e =0
I e N T b

§. 16.

Wer den Geist des hier Gesagten wohl
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cefasst hat, und den Sinn der Clei(‘hnnsf'n

| Lo T T, TV 2 VS VI swodurch tdasi voll-

kommene Gleichgewicht eines von Kurilten

’ wie immer ergriffenen Syslems von fest zu-
| sammenhingenden Punkten ausgedruekt wird,
{ .

| gl s : ! s
| wohl wersteht, ist im Stande folgendes stati-

sche Prinzip der virtuellen Geschwindigkei-

; ten, dessen sich Herr de la Grange in sei-
et s s e e it so e TRk liche
ner mechaniqué analylique mit so glucklichem !
]
Erfolee bedient hat, zu fassen, uud auf vor-
; i

kommende Fille anzuwenden.
. Wenn mehrere unverschiebbare zusani-
a2

menhingende Punkte oder Korper @, a'ia’ v,

welche was immer fur individuelle dynami-

sche Bestrebungen d, d, d', . . . . . haben, 8
so auf emmander wirken, dass ein Gleichge- ‘ﬁ
wicht erfolgt, so ergiebt sich folgendes-Ge- q
setzr Man gedenke sich irgend eine Ursache, ‘
welche dieses Gleichgewicht aufhebe, so muss *3
jeder Punkt oder Kdrper einen Raum duorch-
lanfen, den wir seine virtuelle Geschwindig- 3

keit {vitesse virtuelle) nennen wollens hier-

durch beschreiben die Puukle a, e, a”,
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bestimmie Riume s, s, &', . ... nach den
Richtungen ihver individuellen dynamischen
Bestrebungen, welche sich nach (§. 1.) finden
lassen. Man multiplizive diese Raume s, &, s”,....
duvch die individuellen dynamischen Bestre-
bungen d, d, d', . . . . ., indemn man diese
Riaume Sy 3', .u'”, SN e hL’j.’th oder verneint,
nimmt, nachdem solche mit den individuel-
len dynamischen Bestrebungen der Punkte
ay @y a’s’s Wy in einerlel pder, entge-
gengesetzten Richtungen ausfullen. Die
1

Summe aller so enlstechenden Produkte muss

— o seyn

Man bemerke, dass in diesemy Lehrsatze
in Worten nur der Sinn einer der sechs
Gleichungen I, H, I, IV, V, VI, ausge-

drtickt 1st.

Aus der Bedeutung, in der hier der Aus-
druck dynamisches Bestreben genom-
men wird, sieht man leicht ein, dass der
eben angefithrte Lehvsatz ganz dasselbe sagt,

als folgender in der mechanique analytique




(5]
P 2[) ——

des Herrn de la Grange enthaltene siati-
sche Grundsatz:

8i un systéme guelconque de tant de corps
ow points que Pon wveut, tirés chacun par des
putssances quelcongues, est en équilibre , et
quwon donne & ce systéme un petit mioupe-
ment quelconque, en pertu duquel chaque
point parcoure wun espace infiniment petit,
qui exprimera sa vilesse virtuelle; la somme
des puissances, nudtiplides chacune par le-
space, que le point ow elle est appliquée par-
court suitvant [a direction de celte méme
puissance, sera toujours caale a zéro, en
regardant comme  positifs les pelits espaces
parcourus dans le sens des puissances, et
comme négatifs les espaces parcourus dans
Un _sens oppose,

§. l;".

Nachdem ich in den vorhergehenden Pa-
ragraphen das Geselz der virtue“_cu Geschwin-
digkeilen allgemein fiiv jenen Fall bestimmt
habe, wo an einer und derselben festen Masse

an beliebigen Angrillspunkten nach willkiihr-

:
{
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lichen Richtungen was immer fir individuel-
le dynamische Bestrebungen angebracht sind:
so will ich durch einige Beispiele zeigen, wie
schnell und leicht die hier vorgetragene ana-
Iytische Bestimmung des Gesetzes der vii-
tuellen Geschwindigkeiten zu den wichtigsten
Satzen der Mechanik zu fithren vermag, Ich
mache zugleich den Anfang damit, den dy-
namischen Zustand einer frei schywebenden,
von Kriften wie immer ergriflenen Masse zu
bestimmen, da hiedurch sowohl einer der
hochsten Sitze der physischen Astronomie,
als auch einer der fruchtbarsten zur Auflo-
sung anderer dynamischen Aufgaben begriin-
det ist.
§ 18

Denken wir uns eine feste Masse, wobei
alle gleich grossen Massentheilchen eiuerlei
mdividuelles dynamisches Bestreben erleiden,
und wobei alle diese individuellen dynami-
schen Bestrebungen nach einerlei Richtung
laufen; so kann bei dieser Masse keine Ro-

tation um irgend eine Axe vorgehen, indem



Theile derselben die Bestim-

alle einzelnen
mang haben, nach einerlei Richtung in glei-
chen Zeilen gleiche Riume eben so zu darch-
laufen, als wiren alle diese 'I'leile ganz von
einander gelrennte frei schwebende Koérper-
chen. Nun ist leicht zu begreifen, - dass es
cine milt den individuellen dynamischen Be-
strebungen pavallel laufende Axe geben muis-
se, welche in irgend einem Punkte festge-
halten, einen vollkonimenen Stillstand aller
Fheilchen der Masse bewirken muss, woraus
folgt, dass eine nach dieser Axe wirkende
Kralt nie eine Rotation der Masse um irgend
eine Axe hervorzubringen im Stande sey. [ls
Lisst sich demmnach dovch jede Masse nach je-
der beliebigen Richtung eine Axe zichen,
in und nach welcher irgend eine wie immer
stark wirkende Kraft nie eine Rotalion her-
vorbringen kann. - Den Durchschnittspunkt
aller dicser Axen, nennt. man den Schwer-
punkt dieser Masse. Lis ist also hier folgen-
der Lehvsatz bewiesen: Line im Schwerpunkl

einer Masse angebrachte Krvaft kann nie auf

RF=
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Rotalion der Masse einen- Einfluss ha-

die

ben. (*).

§. 19

Erleidet eine frei schiwebende feste Masse

i beliebigen Pnnkten was innner fur indi-

viduelle dynamische Bestrebungen, so lisst

sich nach Vorhergehendem [olgendes behaup-

ten: Das kombinirte dvnamische Bestreben .

vucksichtlich der Rotation um die Axe 2, ist

BRI,

gleich
D@y dly gl e

Denken wir uns nun durch den Schwer-

s

punkt der Masse eine zur Axe U parvallel ge-

zogene Axe o, legen wir ferner durch den

Schwerpunkt der Nasse eine Ebene, welche

durch’ die Axe U und « seukrechl gezogen

FDEEAEE

ists ziehen wir uberdies von emnem Durch-

r: (*) Anmerkung. Hierbei ist jedoch zu bemerken,
~" dass dieser Satz nur in so {ferne wahr bleibt, als durch
‘E das im Schwerpunkte der Masse angebrachte :!.\n:lmisz‘im
’:{ Bestreben an den i\li.n'E;wn individuellen (|_\'|s:’.1ni.\*('l|('u Be-

strebungen nichts gedudert wird, Dieses wird in §. 24. ‘

i SR

deutlicher werden,




schniitspnukie zwischen Axe und Lbene Zm

andern, eine gerade Linie 7» und nehme an,
es wirke nunmehr, nehst allen vorhin he-
nannten individuellen dynamischen Bestre-
bungen-d, i, .o sl S Schwerpunkte
der Masse in der erwihnten Ebene senkrecht
auf der Linie y das individuelle dynamische
Bestreben ¢, wodurch (§. 18.) die Lage der
Rolationsaxe 9 mnicht gedndert wird: so ist
das in dem letzt erwihnien Falle bestehende
kombinirte dynamische Bestreben riicksicht-
lich der Rotation um die Axe 9 gleich
$H (rr"]-":—u'f: f’-!-(ﬂ” T S + E}'.;‘.&"_',:\.:
da aber (0. 18.) durch das dynamische Bestre-
ben J obige Fanktion denselben Werth ha-
ben muss als jene § (dj+d {+d"§f 4+ ... s
so folgt y=—o. Die Rolationsaxe % der frej
schwebenden Masse Linft also durch den
Schwerpunkt der Masse. Gangz dasselbe lasst
sich auch wvon den Rotalicnsaxen DB und D
der frei schwebenden Masse beweisen,
R 6l

Hieraus ergiebt sich ein sehr merkwiirdi




E e

ger Lehrsatz der Mechanik : VWenn bei einer
frei - schwebenden festen Masse, belichige
Punkte was immer fur individuaelle dynami-
sche Bestrebungeu erleiden, so bezieht sich das
kombinirte dynamische Bestreben, riicksichi-
lich der Rotation dieser Masse, allemal auf 5
Axen, 9, B, D, welche einander i Schwe -
punkte dieser Masse senkrecht durch-
schueiden, und jedes solche kombinirte dyna-
mische Bestreben um eine Axe 9, ist in allen
Fillen der Summe der Produkte aus den indj-
viduellen dynamischen Bestrebungen in jene
Riume proportional, welche die Angt‘iﬂfq)unk..

te der individuellen dynamischen Bestrebun-

gen nach den Richtungen ihrer individuellen
£

dynamischen Bestrebungen dann durchlaufen
mochten, wenn der Endpunkt € des Fall-
messers — 1 und die Axe U in allen Fillen
den unendlich kleinen Bogen & durchliefe.
Ferner bezicht sich bei der hier betrachteten
Masse, das kombinirte dynamische Bestreben,
riicksichilich ihrer fortschreitenden Bewegung,

/4
3
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allemal auf den Schwerpunkt der Mas-

se C, fir welchen das kombinirte dynami-
sche Bestreben, nach welch iimmer einer Axe
A, i allen Idllen der Summe der Produkte
aus den individuellen dynamischen Bestre-
bungen in jene Riume proportional isty wel-
che die Angriffspunkte der individuellen dy-
namischen Bestrebungen nach den Richtun-
gen dieser Bestrebungen dann beschreiben
mochlen, wenn der Schwerpunkt € nach der
Axe 9 in allen Fillen den Raum S durch-
liefe: es ist demnach die fortschreitende Be-
wegung des Schwerpunkts der freischweben~
den Masse in dem belrachteten alle 7gauz
dieselbe, als ob alle individuellen dynami-
schen Bestrebungen ganz parallel zu sich
selbst im Schwerpunkte € angebracht wiren.
BT

Aus dem vorhergehenden Paragraphe lisst
sich mun leicht bestimmen, welchen Beding-
nissen eine frei schwebende Masse unterlie-
gen miisse, damit selbige sich im vollkom-

menen Ruhestande erhalte.




§. a9,

Die Methode, die fortschreitende Bewe-
gung des Schwerpunkls der frei schwebenden
Masse im jedesmaligen Falle nach jeder Axe
zu bestimmen, isl zu leicht, als dass ich es
fiir nothwendig erachtete, davon zu sprechen,
denn wem sind die Fundamentalformeln der

Sl ‘ S
ungleich{6rmigen Bewegung d v =— -—“”—— di

und ds—vd ¢ wohl noch unbekaunt?

Nicht so leicht ist es, das Geselz der
Winkelgeschwindigkeit wm jede durch den
Schwerpunkt der frei schwebenden Masse
laufende Axe A zun bestimmen, welches in
diesem Paragraphe geschehen soll.

Seyen die Entfernungen der wunendlich

kleinen Massen m, m/, m/, . . von der

Rotationsaxe W =e, &, €', . ... .3 deren
Winkelgeschwindigkeiten um die Axe % am
Finde der Zeit ¢==, so ist das kombinirte

dynamische Bestreben des Punktes € um die




g

Axe N (als gquantitas motus betrachtet )
—a(m.ew.eStm.e.w. e SF.... =
=N (m.e®.wt+m . e2w+m'e2 wt.... )
folglich ist der Zuwachs N (m e? 4+ m' €2 +
e £ O sV ide ' diesés dynamischen
Bestrebens binnen dem Zeitelemente dt, wel-
cher ganz dem kombinirten dynamischen Be-
streben des Punktes € um die Axe U (als
Druck betrachtet) D=9 (dj+d {+d"{'+....)
zugeschrieben werden muss, ein Ausdruck,
welchem die Grosse ® proportional ist, so
wie zugleich der Ausdruck D dem Zeitele-
mente dt¢ verkehrt proportional seyn muss.
‘Wir haben demnach die Gleichung

gdmp di+df+d'{"+....,.

il R m.etfm . e2Fm e L.

Bezeiclmen wir durch 7, ', 7, .. ... dje

Abstinde der Angriffspunkte der Krifte d,

disrdls o lsiw o ivon ders Axe 9 50 Lisst sich
di = d.r& Cos fy Al o © oSS s

selzen, woraus sich ergiebt

B dw r.dCosu+rdCosp’+ .. ..

@R H.’..uz-{—m—'.e’z—km”.e';-’;-l-. ol




C A

oder wenn wir d Cos u = p, d Cosu — D

e WA : ;
d Cosy —p’, . ......mnennen, wo p, p,
Py« e...die ganz aul Rotation um die
Axe A verwendeten Krifte sind: so folgt

g dw rp+r"p’+‘r_‘"pr”+ QU R

& dt T om.ei4m S B e T S

T . r " riy '
IVetschwinden plgn's B, W s apd -,

e eSO b, 15t e = 10 ward
5 rdw 1) & p
-f~—. —_— :iﬂ, oder r d w ::——.—?—(Il,
& it 1) B m

dann ist aber rdw dasInkrementum der En-
desgeschwindigkeit der Masse m, welche durch

die bewegende Kraft p bewirkt wird, also ist

b) 8 I
rdw=—=28: L_g: 3 woraus — — folgt, also
mn S :

24

dwiy g rpErpr tpr R A S

sg. .t emtermidemh ., ..

worin rp+r'p' 4+ p"+ .. ... die Summe

1st

der statischen Momente < der Kuifte, und
e*m+e?>m'+ .. ... die Summe der Trag-
heitsmomente der Masse um die Axe 9 aus-
drucken.

§. 24

Es ist zwar (§, 18.) bewiesen worden, dass



eine im Schwerpunkt einer Masse angebrachi-
te Kraft auf die Rotation dieser Masse keinen

Einfluss haben konne, insoferne durch diese

Kraft an den individuellen dynamischen Be-

strebungen der tbrigen Puukie der Masse
nichts geindert wird, welches bei einer frei-
schwebenden Masse allemal der Fall ist. Denkt
man sich hingegen eine nicht frei schweben-
de Masse, sondern eine solche, welche nur
um eine bestimmlte fixe Axe gedreht werden
kann, so vermag eine im Schwerpunkte der
Masse angebrachte Kraft gar wobl, eine Ver-
anderung des Druckes an der fixen Axe %n
bewirken, folglich die Rotation der Masse an-
ders zu bestimmen.

In cinem solchen Falle lisst sich, mach
einem dhnlichen Raisonnement als §. 25., er-
weisen, dass, rucksichllich der fixen Axe,

0
der Ausdinck ———
2g0dt

der Summe, der stati-
schen Momente der Krifie getheilt durch die
Summe der Tragheitsmomenie der Masse

gleich seyn miisse.
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Yis ist iibrigens bekannt, dass sich die
Summe dieser statischen Momenie und jener
der Trigheitsmomente folgendermassen aus-
driicken lassen: § (P+O4+ AR+ . .. ) und
P A+ 2B CF et (AFHBHCH-.LL)
% 6%, worin P, Q, R, die ganz aul Rotation
verwendelen Kyifle, §den Abstand des Schwer-
punkts dieser an einerlei Tiebelarme reduzir-
ten (folglich mil einander »arallel wirkenden)
Krifte. P, Q, Ry » « + - v von der fixen Axe,

{,’B, C, alle um diese fixe Axe sich bewe-
senden Massen, s, &, 8’5 .« ¢ .o die Ab-
stinde dieser Massen von der fixen Axe, und
¢ den Abstand der fixen Axe vom Schwer-
punkte der Masse bedeuten.

§. 25

Iis lisst sich aber auch der Ausdruck

e viicksichilich der fixen Axe dadurch

bestimmen, dass man den Korper als frei-
schwebend hetrachtet, und die fortschreitende
Bewegung des Schwerpunkts der Masse, sammi

der hiedurch um den Schwerpunkt der Mas-
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se entstehenden Rotationsbewegung (binnen ei-

nerlei Zeitelement dt) in Rechnung nimmt, wie
in folgendem Paragraphe gezeigt werden soll.
)

Es sey eine, von den Kriften d, il A,
wie immer ergriffene Masse, nicht anders be-
weglich, als um eine fixe Axe A, so kann
sich der Schwerpunkt nur in einerlei auf der
Axe U senkrechten Ebene bewegen, und zn-
gleich konnen alle Theilchen der Masse sich
um eine durch den Schwerpunkt der Masse
parallel zur Axe 9 gezogene Axe nicht apn-
ders bewegen, als in Kreisen, deren jeder in
einer auf letzt erwihuter Axe senkrechlen
Ebene liegt.

Man sieht demnach ein, dass sich die hier
ganz und allein auf I‘ortschreimug des
Schwerpunkts, und anf Rotation der Masse
um den Schwerpunkt verwendeten Kvifte fol-
gendermassen ausdriicken lassen

dCosp, d Cosp', d' Cosyu . .. .
ferner

dCosi, d Cosi, d’Cosi"

3 % % ¢ & & ¢




7
E= 3 5

Nehmen wir nun (alles auf einerlei Zeitele~
ment ¢ bezogen) folgende Bezeichnungen an:
MA Abstand des Schwerpunkts der Masse
von der Axe UA; ferner
T ks dan i el e N e ST gl (T EATh
stinde der Angriffspunkte der Kurifte
dy il dl=e Loy dann “dert Massen
m, m, m',..... von der durch den
Schwerpunkt mit der Axe 9 parallel gezoge-
nen Axe; ferner » und y jene an der Axe U
senkrecht wirkenden Drucke, welche auf das
Fortschreiten des Schwerpunkts und anf die
Rotation der Masse um den Schwerpunkt
ganz verwendet werden, welche demnach so-
wohl auf der Axe 2, als auch auf der von
einer Axe zur andern gezogenen M9 senk-
vecht wirken mussens; ferner v und w die
Endesgeschwindigkeit des Schwerpunkts der
Masse, und die Winkelgeschwindigkeit der

Masse sowohl um die Axe A, als um die

durch den Schwerpunkt zu selbiger parallel

gezogene Axe M zu Ende der Zeit £: so

sieht man folgendes leicht ein:




m .

5 o 3 : ot
(nach §. 22.); ferner —— =
y ) 20 di

zi bemerken kommt, dass
in der ersten Gleichung die Kurifte d Cos i,
i di@osivs NadiClos e pia e positiv oder nega-
tiv zu nehmen sind, je nachdem sie den Zu-
wachs der Geschwindigkeit o ¢ befordern oder
hindern; ferner dass in der 2ten Gleichung
die statischen Momente rd Cos Ay ' d Cos 4,
. iw e. o, positiv oder megaliv zu nehmen
sind, je nmachdem sie jene Rotation der Masse
R um die Schwerpunktsaxe beltrdern oder hin-
dern; welche Rolation dadurch entsteht, dass
der Schwerpunktum die fixe Axe 3 sich nach
jener Richtung bewegt, nach welcher das In-
kremenium an Geschwindigkeit d ¢ als posi-
tiv _betrachtet wird.
! | Diese Bemerkung ist von iusserster Wicl-

‘ tigkeit, und darf daher nie ausser Achi ge-




s

lassen werden. Man sieht leicht ein, dass in
manchen Fillen eine Kralt, deren slatisches
Moment auf die fixe Axe U bezogen wird,
die num diese Axe N bestehende Rotation hin-
dert, zu gleicher Zeit aber, wenn ihr stati-
sches Moment auf die Schwerpunkisaxe bezo-

gen wird, die Rolalion um selbige befordert.

Aus obigen Gleichungen ergicbt sich, wenn

man dp=—9 M.d substiluirt,

) 11.1 o ' "
I ’f_ \m-{«!n—{—?h'-}-‘ “e e )"i"

+ (dCos u+4 d" Cos g’ +d' Cos p” Faien)

i (eha f( mate?m' +e2m4 L)
sodl M A

(rdCosi+v d Cosh .
M

Fieraus fliesst aber, da y—=x seyn muss,

Tolgende Gleichung:
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© die Summe - der statischen Momente um
die Schwerpunktsaxe M, welche ganz und
allein auf jene Rotation der Masse um die
Schwerpunkisaxe M verwendet werden, wel-
che darum Statt findet, weil der Schwer-
punkt der Masse eine fortschreilende Be-
wegung um die fixe Axe 9 nach jener
Richtung besitzt, mnach welcher das In-
krementum dp positiv genommen wird;
ferner

&' die Summe aller an der Masse senkrecht
auf jene Ebene ¢ wirkenden Kurifle, in
welcher Ebene die beiden Axen 9 und M
liegen.

M das Gewicht der ganzen betrachteten Mas-
se, in eimem bestimmien Standpunkie an
der Oberfliche der Erde gewogen, in so
ferne g die Beschleunigung der Schwere in
demselben Standpuuvkte an der Erdoberfli-
che bedeutet; endlich

1' die Summe der Trigheitsmomente aller

unendlich kleinen Theilchen der ganzen

Masse auf die Schwerpunktsaxe M hezogen.




B h i £
|“’.
Aus den Parvagraphen 24 und 26 haben ]

wir fur die aul die fixe Axe Y bezogene

: d e ! AR Y
['unktion S dreierlei richtige Ausdriicke.
=8d
VWas (§. 24) durch’ 252 B4 00 0s L

duvch A4+ B4+CH4 . .. ., und durch ¢ be-

zeichnet wurde, bedeuten (§. 26) die Buch-

N

staben 7% 9N, und M 9.

o

§. =28.

Selzt man die Summe der statischen Mo=

mente um die Axe 9, getheilt dorch die &

Summe der T'ragheitsmomente um die Schwer- "

punktsaxe, plus der Masse, multiplizirt mit !
. f dem Abstande der beiden Axen, dem fiir 1
vy o

— (§+ 26.) erhaltenen Ausdrucke gleich,

DO £
2.0 d !

so ergiebt sich fiir die Summe der statischen

Momenle um di¢ Axe 9 [olgender Ausdruck: o

S4+& .9 M. Kennt man daher in irgend
' eitiem Systeme fest zusammenhingender Punk-
l te, die Summe der statischen Momente & um

irgend eire Axe M; zieht senkrecht auf die




Axe M eine Gerade M M', und durch einen
Punkt A der Geraden M M’ eine zur Axe M
parallele Axe %: kennt man ferner die Sum-
me der auf die durch diese Gerade und die
Axe W gelegte bene, auslallenden senkirech-
ten Drucke &': so ist das statische Moment
um die erwilmte Axe N nach der eben er~
wihnten Gleichung hekannt, womit 9 M den

Abstand der beiden Axen ausdriickt.

§. 26

Befindet sich eine feste Masse in dem
Falle einer gezwungenen Rotation um eine
fixe Axe 9, wic dieses §. 26. angenommen
wurde, so sieht man leicht ein, dass diese
Axe® A einen Druck erleiden miisse, wel-
cher blos allein den an dieser Masse
angebrachten Kriften d,d,d"..... zu-
geschrieben werden daxf DiesenDruck

nach 5 auf einmander senkrechlen Ordimaten

wollen wir in diesem Paragraphe bestimmen.

Man ziehe aus dem Schwerpunkle M der

Masse eine Senkrechte auf die Axe 2, nenne
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diese lelztere die Axe %, und gedenke sich
darch den Schneidepunkt der Axen A und B
eine Axe D gezogen, welche auf den beiden '
erstern senkrecht steht.  Nun zersetze man
alle Kvifte d, d, d', .. ..., nach solchen
Richtungen, welche zu den Axen A, B, D,

parallel laufen, und nenne die nach diesen ;

5 Axen ausfallenden Krifte a, o, a5 . . « . .,
fernerib, Bl sl Fernen 0p 0 ol T o,

so folgt: dass der Axendruck nach den Axen
A und B —"q gt q” it T a0
b+b640"4+ ....., seyn miisse, indem
nach diesen beiden Richtungen der Schwer- d
punkt der Masse binuen dem Zeitelemente
dt, gar keine Bewegung erhilt, und anderer i

Seits die fortschreitenden Bewegungen des

Schwerpunkis nach diesen beiden Richtun- ".
gen dieselben sind, als ob alle dahin wirken-
den Kvilte im Schwerpunkte selbst ange- I
bracht wiren (§. 20.)

Anders muss der Axendruck mnach der

Richtung der Axe D bestimmt werden, da

nach dieser der Schwerpunkt der Masse bin-




5 N

nen dem Zeitelemente ¢t eine Bewegung er-
hilt. Dieses Drucks wurde schon (§. 26.) er-

withnt, woselbst er durch x bezeichnet wurde,

Nun war aber

}‘:—-.-,—,,(_'_' m~4m' +m")+ (dCos u+....)
“o
oder
dw of i y
[ ek M+ &5 ferner erhielten
it
LT & o
wir —,—:—!— = ‘][ + )
gdl 2 — ., woraus sich
ill
M. MU
b Mt T

die Gleichung e].'gicht

S T—M MU.S
Sl +.~.-_.‘.M T

’

In dieser Glei-

chung bedeulet ©
3

zur Axe ® bestehenden Krifte D40 3" 4 ..o

die Summe der parallel

§¢ 5o.

Nebst dem im Paragraphe 29 untersuch-
ten Drucke, erleidet die fixe Axe A noch ei-
nen andern Druck, welcher nicht anmittel-
bar den Kuiften d, d, d’, .. .. zuzuschrei~

4




f
Q0

bén ist, sondern welcher von der blossen
Rotationsbewegung der Masse, niamlich von
der bestindigen Ablenkung aller Massentheil-
chen von jenen Bahnen, welche dieselben
dem Gesetze der I'vigheit gemiiss durchlau-
fen mochten, waren sie njcht gezwungen,
sich um die Axe 2 in Kreisen zu bewegen,

hervuhrt.

Dieser Druck liesse sich zwar aus der in
diesem Aufsalze vorgetragenen analytischen
Bestimmung des. Gesetzes der virtuellen Ge-
schwindigkeiten sehr richtiz berechnen; ich
halte es indessen nicht der Mithe werth, die
hiebei anzuwendende Methode hier anzufiih-
ren, da sie ans dem bisher Gesaglen sehr

leicht gefunden werden kann. Daher iiber-

gehie ich hier die Lehve der Centrifugalkraft,

der freien Axe, und der 5 Hauplaxen jeder

Masse ganzlich

Seaiad
Bisher haben wir das Gesetz der virtuel-

len Geschwindigkeiten blos auf solche Fille
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angewandt, wo die Krifte an Punkien von
einerlei festen Masse wirkend avgenommen
wurden. Betrachten wir nun ein System von
Punkten, wobei lelztere zwar unter einander
nicht in einem festen, gegen einander unver-
schiebharen Zusammenhange stehen, wobei
sie jedoch dergestalt mit einander verbunden
sind, dass dureh die Bewegung eines dieser
Punkte nach einer angenommenen Richtong
um einen bestimmten Raum, alle tbrigen
Punkte dieses Systems um bestimmle Riume
nach bestimmten Richtungen sich zu gleicher

Zell bewegen mussen; so ist es leicht, sich

zu tberzeugen, dass das in dem Paragraphen

4 bis 15 vom kombinirten dynamischen Be-
streben eines Punktes einer festen Masse, Ge-
sagle, auch von dem kombinirten dynami-
schen Bestreben eines Punktes bel einem sol-
chen Systeme von Punklen behauptet werden
konne, wo die Punkte erwiihntermassen un-
tereinander in Verbindung stehen. Bezeich-
nen wir daher das in einem solchen Falle

Statt  habende Lombinirte Bestreben “eines
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Punktes nach irgend einer Richtung, welches
das Resultat sowohl der individuellen dyuna-
mischen Bestrebungen aller iibrigen Punkte,
als der Art des Zusammenhanges aller die-
ser Punkte unter einander ist, durch D; fer-
ner die individuellen dynamischen Bestrebun-
gen der einzelnen Punkle durch d, &, d’,....;
endlich jene Riume, welche diese Punkte
nach den Richtungen ihrer individuellen dy-
namischen Bestrebungen dann  duvchlanfen
mtissen, wenn man ein fir allemal annimmit,

es beschreibe der betrachiets Punkt nach dep

Richtung jenes kombinirten dynamischen Be-

strebens den Raum &, durch f, 7§, s h wpnt

so findet abermals folgende Gleichung Statt :
F JURGC AT S Al R e

worin § eine konslante Grasse ist.

Qelan
BEs wurde schion in vorhergehenden Pa-
vagraphen durch Auflosung einiger der inter-
essantesten Anfgaben der Mechanik, die

Wichtigkeit des bei jedem festen Korper Statt




findenden Geselzes der virtuellen Geschwin-
digkeilen evwiesen. Ich will nun auch hier
zeigen, mit welchem gliicklichen Firfolge man
sich des Gesetzes der virtuellen Geschwindig-
keiten in jenen Fillen bedienen konne, wo
nicht blos von einer festen Masse, sondern
von einem solchen Systeme von Punkten die
Rede ist, dessen im vorhergehenden Paragra-

phe Erwihnung geschah,

5. 53,

Man gedenke sich 3 Pumpen, deren Kol-
hen duarch unter einander parallele Kolben-
stangen’, welche an 3 Krummzapfen um ei-
nerlei Axe hingen, dergestalt verbunden sind,
dass, wenn in einer auf der Krummzapfen-

xe senkrechten Ebene, der Endpunkt € des

it &
Halbmessers £ nm die I\rummzaprcua:w den

Jogen & beschreibt, die Kolben zu gleicher
Ziel ie Ra ThA G o ie Richtun-
Zeit die Ranme §, {, {', gegen die Ric

gen ihrer dynamischen Bestrebungen d,d,d
darchlanfen miissen. Man selze ferner: dass

: s £ i R
die mit den Kolben zu glelcher Zeit uber dis
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Riume {, {, {', zu bewegenden Massén J
= M, M, M", und die zu gleicher Zeit um
die Krummzapfenaxe in Kreisen zu bewe- "1
genden Massen — m, m/, seyen, welche letz-
tere von der Krummzapfenaxe in den bestin- i
digen Abstanden e, €, angenommen werden, %
Wikt nun im Endpunkte €, nach der Tau- :
gente des Kreises, welchen dieser Punkt um
die Krummzaplenaxe beschreibt, eine Kralt i
L: so lisst sich das kombinirte dynamische
Bestreben ' ® des Punktes € nach der Rich-
tung der eben erwihnten Tangente am Ende
jeder Zeit ¢ folgendermassen ausdriicken:
D=H (PS—df—diy—a i), wobei zu be-
merken ist, dass dieses kombinirte dynami-
sche Bestreben sich auf die Grosse eines
Druckes bezieht,
Finden am Ende derselben Zeit £, um die

Krummzapfenaxe die Winkelgeschy indigkeit

schwindigkeiten ¢, ¢/, ", Stalt, so sind, wenn
Q b 2 2 P, 2

i
w, und an den Massen M, M, M, die Ge- 3
wir blos auf Quantitit der Bewegung Riick-

sicht nehmen, die individuellen dynamischen
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Bestrebungen der einzelnen Puankte des be-
trachleten Systems folgende:

maew, m.€w, M.v, M., M".v"; ferner
sind die von diesen Punkten nach den Rich-
tangen ihrer individuellen dynamischen Be-

strebungen zu gleicher Zeit durchlaufene Riu-

me foleende: eS €S o oo oo ler
olgende: o e s 1, 1, Wenn dex
& 4 o

Punkt € sich durch den Raum & bewegt.
1is lisst sich demmach das Bestreben D des
Punktes G, als Quantitit der Bewegung be-
irachtet, nach der Tangente des Kreises, wel-
chen der Punkt € um die Krummzapfenaxe
beschreibt, folgendermassen ansetzen:

Finol i £, W e o Ly' 2
B:te(ﬂfv.[-l-_ﬂ;*.q-l—ﬁi‘v.] -}-mcu-‘.—’i‘:;‘{'
\5,({’

18

dml.e w. ) In diesem Ausdrucke sind

sowoh! die Grossen ¢, ¢, ¢, 103 als jene s Tals
verinderlich, und von dem jedesmaligen Wer-
the ‘der Zeit ¢ abhingig. Man erhalt daher
den binnen dem Zeitelemente d¢ sich erge-
benden Zuwachs an kombinirtem dynamischien

Bestreben des Punkies €, wenn man obigen
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Ausdruck in Bezug aller darin vorkommen-
den sich mit 7 #ndernden Grossen differenzi-
vete  Um aber jenes Inkrementum zu erhal
ten, worum das kombinirie dynamische Be-
streben des Punkies @, als Quantitit der Be-
wegung betvachtet, binnen der Zeit d¢ darum
wiachst, weil binnen diesem Zieitelemente der
kombinirte Druck D im Punkte € sich wirk-
Sam dussert, muss man von obigem Aus-
drucke blos das Partialdifferenzial riicksichi-
lich der Grossen vy V5w, nehmen, in-
dem die Verinderlichkeit blos dieser Grdssen
der Wirkung des Bestrebens D zuzuschrei-
ben ist, weil die Verinderlichkeit der Gros-
sen f, {, ', blos der verinderten Lage der
Punkte des Systems gegen einander zuzn-
schreiben ist, welche Verdnderung der Lage

binnen dem Zeitelemente d¢ von der Wir-

kung der Kvaft D nicht abhingt, da (nach

den allerersten Grundsitzen der Mechanik)
der von jeder Masse 'binnen dem Zeitele-
mente d¢ beschrichene Raum blos jener ist,

welchen die Masse, ihver I'righeit gemiss,




durchliuft; und das zwar darum, weil jener
Raum, um welchen die Masse sich uberdies
noch wegen der durch die Kralt bewirkten
Beschleunigung, Lewegt, allemal ein unend-
lich Kleines der zweiten Ordnung ist.

Wic haben daher fir jenen Zuwachs des
kombinirten dynamischen Bestrebens D', wel-
cher binnen dem Zeitelemente ¢ blos als ei-
ne Wirkung der Kraft ® anzusehen ist, fol-

genden Ausdruck:

(3

(um o - MY (z;-"+,fzc(zgf.,.%+

ke

+m.e.dw. 7
Da aber das kombinirte dynamische Bestre-
ben © seiner wnmiltelbaren VWirkung gerade,
und der Zeit d¢, binnen welcher es diese
Wirkung hervorbringt, verkehrt proportional
seyn muss: so ist an der Richtigkeit folgen-
der Gleichung nicht zu zweileln:
(P.@—dj—d{—d'[) == (sz.(z 5

+ M d o MY ~+1’f;1';, edw +

m e ’ v . Soloni
—}——-—-- .¢ dw ), worin 2 eine bestindige

fuloasc 1st.
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Nehmen wir fiir den betrachteten Fall an:

7

dass die Grossen d, d, d', M, M', M N ver-

schwinden: so erhalten wir die Gleichung

Lodw EM -
St — i o L dahen sS4
di mte2m CL sty )

,:—l:, und folglich P& —df—dj —d'{'=

D
:‘.fIT/T("‘fF o b M Ay M Ay
m;” = dw -}—jf—}—r—— e f/.w')

‘Was hier von 3 Kolben, und s um die
Krummzapfenaxe in Kreisen laufenden Mas-
sen bewiesen wurde, gilt chen so von jedem
Palle, wo fir diese Kolben und Massen was
unmer fiir  beliebige Anzahlen genommen
wiirden.

Ist der Krummzapfen einarmig, die Lin-
ge des Arms —a, der Winkel, den dieser
am Ende der Zeit ¢ mit der auf dem Iori-
zonle Vertikalen bildet —¢; und darf man
annehmen, dass der Pumpenkolben nach ver—

tikaler Richtung allemal denselben Raum be-

schreibt, als der Endpunkt des Armes ¢, so
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% e
X i el o\ > . .
@ sty = T Sin @5 ferner (ch man sich

s

leicht durch Aufzeichunen der Figur iiber-

zeugh) dv=—adw .Sirng; daher ist

e ESATR

e dialEsG iy i LR
: Pe— TR Stn g e —-77,-—5'[::1()'.(?!1’,
A ,ﬁ&‘ (447 gl

dw. | B P-—d.aSing
sodpl il M dat 85 g o

folglich

Dieselbe Gleichung erhdlt man aber auch,
wenn man die Aufgabe folgendermassen auf-
lost. Der Druck P, welcher an dem Ie-
belarme £ wirkt, giebt fur den Endpunkt
des Armes @, mnach der auf den FHorizont
! (nicht auf den Arm «) senkrechten Richiung,
; also nach ciner Richtung, welche mil dem
Arme einen Winkel ¢ bildet, einen Druck

{ :—P—,—E— (nach der Lehre des Hebels).
(L.:Suzq)
Der Kolben drickt aber an demselben Punkte
senkrecht herab mit einer Kraft —d, also
ist in diesem Punkte die Ueberwucht hin-
PoE

i auf = ——~—— —d., Diese wirkt ganz auf
] a.Sin p
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die Beschleunigung der Masse MM, also ist die

beschleunigende Kraft dieser Masse
o

R

PO
L. (v 3 !
== —],—'{i-—uw— , folglich |
5 I 3
dy—oo ,J '_]_r'_'__ el 3

2\ a.Ning -

= % Jdt.- Nuan ist aber |
M t

auch dv—a.dw.Sing, daher

§. 54

Frwiget man den eigentlichen Sinn der
. diesem Anfsalze vorgetvagenen Sitze, und
den Gang der dabei angewandien Rechnung,
so isl es leicht, mit mathematischer Evidenz
lolgenden allgemeinen dynamischen Lehrvsalz
einzusehen: Wenn wie viel immer Punkte
und Massen unter einander dergestalt ver-
bunden sind, dass durch die Bewegung ir- ‘
gend eines Panktes € nach einer angenom-
menen Richtung um einem festgesetzten Raum

&, alle tibrigen Punkte und Massen eines sol-




chen Systems, zu gleicher Zeil, Riume von
bestimmten Grdssen, und mnach hestimmten
Richtungen zu durchlaufen gezwungen sind,
so flindet bifinen jedem Zeitelemente d¢ fol-
gendes Gesetz Statt:

Die Summe der Produkte aus den, in den
verschiedenen Punklen und Massen des Sy-
stems, angebrachten Kriften (welche allemal
durch die Grosse ilives Drucks bestimmt wer-
den) in jene Riume, welche die Angrifls-
punkte dieser Krifte zu gleicher Zeit zu durch-
lanfen dadurch gezwungen sind; dass der
Punkt € erwihnlermassen den Raum & bhe-

schreibt, ist allemal gleich dem Produkte aus

‘ 1 ; el
dem Quotienten P die Summe der

2 Ul

Produkte aus den Massen in jene Riume,
welche die Massen nach den Richtungen ih-
ver Bewegung zu gleicher Zeit zu durchlau-
fen gezwungen sind, wenn der Punkt € er~
wahntermassen den Raum & beschreibt, und
i die Differenzialien jener Geschwindigkei-
ten, welche den Massen am Eude der Zeit ¢

entsprechen.
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Nennen wir daher p, p, ", . ... ., die
in den verschiedenen Punkten des Systems
angebrachten Krifte, welche nach beliebigen
Richtungen wirken mogen; ferner df, df,
di’y .. .o, jene Rianme, welche die Angriffs-
punkie dieser Krdfte nach den Richiungen
ihrer Kyrifte dann dorchlaufen, wenn der
Punkt € den Raum & bheschreibt; ferner m,
my, m'y m”, .. ..., dic im Systeme befind-
lichen Masseni' ‘fepner, v, kvt pi gl Ses LE
deren Geschwindigkeiten ain Bnde der Zeil ¢
nach den Richtungen jener Bewegungen, wel-
che diesen Massen am Ende der Zeit ¢ zu-
kommens endlich: ds; d.si idis? dslly i
jene Riume, welche die Massen m, m', m’,
"y « v+ . v, nach den eben erwihnten
Richtungen ihrer Bewegungen dann durch-
laufen, wenn der Punkt ¢ den Raum & be-
schreibt, so lisst sich der eben angefithrte
Lehrsalz  algebraisch  folgendermassen an-
setzen, da ds darch v»di¢, ds “durch +'dt,
ds’ duveh »"df, . .. ..+, snbstituirt wer-

den kann, pdy+o'd "+ p'd "4 .00 .
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1 .
== Cure de + m v dv' 4 m’ " dy 4

o
it e D )

Noer a5y
Man muss gestehen, dass die Allsemein-
by 2 o
heit, Bestimmtheit und Evidenz dieses Lehr-

satzes; dass ferner die Leichligkeit, welche er

gewihrel, alle darnach behandelten Anfgaben

der Dynamik dem analytischen Kalkul zu un-
terwerfen, demselben einen Vorzug einrau-
men, dessen sich wohl wenige Sitze der Dy=
namik ruhmen dirfien,

Es miisste sich, aufl diesen T.chrsaiz (des-
sen Richtigkeit sich sogleich nach dem . 16,
erweisen liesse) gestiiizel, ein ‘;’OHS!HU(“S‘L‘S
Lehrgebiude der Mechanik, mit einer ganz
eigenen Kiirze auffithren lassen, wobel es in
jeder dynamischen Aunfgabe blos mehr dar-
aul ankime, sclbige aul eine geschickle Wei-
se dem Gebiete dieses Lehrsalzes zn unter-
werfen, und wo dann der iibrige Theil dex
Arbeit nur mehr in richtigen Substitutionen

hestehen konnte.




Eine Bemerkung iber die bekanute Fon-
"

damentalformel der ungleichlormigen Bewe-

! ; :
gunoHP == e Qdv, worin P die bewe-

gende Kraft, Q das Gewicht der Masse, und
¢ die Geschwindigkeit der Masse am Iinde
der Zeit ¢ bedeuten, muss ich hier anfithren,
da diese Bemerkung awl meinen (n §. 54.)
ausgedruckten allgemeinen Lelrsatz riicksichi-
lich der I'rage anzuwenden ist, in wie ferne
die Verdnderlichkeit der Masse mit in Rech-
nung kommen muisse.

: 3 1 T
Geben wir dem Quolienten e ein fur
3G

90
e,

allemal deuselben Werth, so ist leicht ein-

zusehen, dass die binnen dem Zeitelemente
dt¢ wirkende Kraft P allemal dem Produkie

Qde proportional seyn ‘miisse, wenn () he-

stindig denscltben Werth behilt, da Qde die
durch die Kraft P binnen der Zeit d¢ be-
wirkte Quantitit der Bewegung ausdriickt. b [
Ist die Masse Q vervinderlich, wichst deren

Werth daher binnen der Zeit d¢ um dQ: so




q
: |

Y

(6]

ist die binnen dieser Zeit dureh die Kuvaft
P bewirkte Quantitit der Bewegung —
— (Q+dQ) dv=0dvr, wenn der jedes-

oge zugewachsene Massentheil

malig

am Ende der Zeit t schoh die Ge-
schwindigkeit » besass. Unter dieser

- " 1 2
Voraussetzung ist also auch P—_———()do;
v 2o dl

worin Q das Massengewicht, das am Ende
der Zeit ¢ Siatt findet, ansdrtickt, Ist hinge-
gen der I'all von der Art, dass Q) verinder-
lich ist, und dass die binnen dem Zeit-
elemente dt zuwachsende Masse am
TEnde der Zeit £ noch keine Geschwin-
digkeit hat: so ist die durch die Kralt P
binnen der Zeit d¢ ertheilte Menge der Be-
wegung nicht (Q+dQ) dv, sondern Qdyv +
+dQ(r+d)=0Qdv+vdQ, also ist in ei-

nem solchen Falle die Gleichung £7=— Ody
20dt ™
]
micht wahr, sondern dann ist P=— (Qdv 4

zgdt
+vdQ). Hitte wohl gar die zuwachsende

]
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Masse Q) eine negalive Geschwindigkeit — g

am Ende der Zeit £, 0 wire
I 3
P= —2(Qdv+0dQ+wdQ)
20t

Ist Q verinderlich, so ist d(Q)=0QdpL+
+edQ in jedem Falle das Inkrementum an
Quantitit der Bewegung, das dem Zeitele-
mente d ¢ entspricht. Tis ist aber dieser Ziu-
wachs der binnen der Zeit dt wirkenden Kyaft
P nicht allemal ganz zuzaschreiben,

Ist binnen der Zeit d¢ die Masse d Q schon
mit der Geschwindigkeit ¢ hinzugetreten, so
kommt der Krafl 2 nur der Thei Qde, also
d(Qe) —ovdQ zu. Tst aber die binnen der
Zeit dt hinzugekommene Masse o Q mit gar
keiner Geschwindigkeit versehen gewesen, so
ist der Kraft P der Zuwachs Qdv +vdQ=
=d(Qv) zazuschreiben. Ist endlich die bin-
nen der Zeit d¢ zugetrelene Masse d Q) schon
mil einer Geschwindigkeit 4 versehen ge-
wesen,,. - so - ist “dep Kraft \P" der. Zdawachs
Qdv+(eFw) dQ=d(Qv) T wdQ zuzu-

schreiben,

T

)




Tolgende zwei Anwendungen des (§. 54.)
ausgedruckten Lehirsatzes, mogen den gegen-
wirtigen Aulsalz beschliessen.

5.

Denken wir uns eine unbiegsame Stange
ohne Masse, an welcher kleine Kiigelchen,
# B. ihrer zwei, aul und nieder geschoben
werden konnen, und deren Massen wir m,_m',
nennen; sev diese Stange an einem ihrer hei-
den Enden an einer Axe dergestalt belestigt,
dass sich die Stange sammt den zwei Kiigel-
chen um diese Axe bewegen konne, doch so,
dass die Stange bestindig in einerlei durch
die Axe senkrecht gelegter Libene laufe; den-
ken wir uns ferner, es besitze dieselbe Ebene
swei Kerben oder Rinnen von der Breite der
Kiigelchen , worin die Kiigelchen sich bewe-

gen, und es laufen diese Kerben nach krum-

men Linien von beliebigen Gesetzen , so sieht

man ein, dass, wenn der Endpunkt des Ra-
e B
dins =1, unserer Stange einen bogen o be

schreibt, hiedurch jener Punkt der Stange,
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welcher von der Axe um die Linge 7 ent-
fernt ist, und die beiden Kigelchen in ihren
krummlinigten Kerben bestimmtie Rinme nach
den Richtungen ihrer Endesgeschwindigkeiten
durchlaufen miissen. Bestehe nun ein'Druck
d, in der erwihnten Ebene am Endpunkie

der finge 7, welcher bestandig senkrecht auf
die St mge wirkt, so er giebt sich folgendes aus

dem Lehysatze (§. 54),

Sind #, ¢' die Endesgeschwindigkeiten der
Massen m. m's ferner ry v ihre Entfernungen
von der Axe am Ende der Zeit t; ferner a, o
die Winkel, welche die Richtungen ihrer Be-
wegungen mit den anf der Stange durch ihre
tedesmaligen Standpunkte gezogenen Senkrech-
ten bilden: so folgt aus (§. 54. -) die Gleichuug

diS = -_---'---— (mr&Cosa.dvdm . r'&SCos a o)

ikl R
oder a’i_“— Soi; (mrCosadv 4m' ' Cosa. dy )-
£l (l‘(,‘ b
o<

Dieselbe Gleichupg evhilt man aber auch
auf folgende Art: Der Druck d beschleunigt
die Massen 2, m. Sey nun x jener Theil die-
ses Druckes, welcher blos die Masse 7 be-
schleunigt, und d- x jener Theil dieses Drucks,
welcher blos die Masse 72’ beschleunigt, so wirkt

(nach der T'heorie des Hebels) nnmittelbar anf




LSRR L,
die Masse m die bewegende Kraft ~———, und
= Losa

L8

unmittelbar .anf die Masse 2 die bewegende
f f[g-.\;-‘;
Krattl————+r53

rCosa
gt ;
md dv =——"——— - ; ist aber
m .1 .Cos a
div: Cosaiz dvinCos e = 157, oder
lx l(d— x) :
‘-——g—-—--— — p 7, woraus folgk
TR LT :
T :
—————, daher ist
TImretm.g
2 0 (/f / r.d
Sl S und
Cosa Gt —I— n.
mr2d

; :

dy —oa2g f."t./(tf—--—w-— S
i n - /i
S ; hieraus

m' r Cos
agdt. IdemT
folgt aber mrd v Cos Qo= e und
(n I ~.w-r")

n. 7
m v dv Cosa'—= 20dt. 1. d( Tz...)’
o

woraus sich ergieht
mrde Cosatm'v' dr Cosa =

dv—

2 5
.1 m' 1
‘:‘)_u‘(lt.z.([( : —
= me 24 mr® 52 a2 4 omir?

—2gdt.l.d, und endlich ist hieraus

e d’**—— (mrdvCosatm v'.dv' Cosa’).




39.

Eine Anwendung unsers Lehvsatzes, wel-
che einen wichtigen Gegenstand der Mechanik
betriflt, ist folgende. Wir wollen hier unter-
suchen, wie tief ein Plalil durch den Schlag
eines Rammbklotzes, binnen der Dauer des Stos—
ses, in den Boden za dringen gezwungen wer-
de, wenn man vorausselzen darl, dass die
sich wiahrend dem Stosse heriihrenden Theile

vollkommen elastisch sind,

Wir nennen zu diesem Ende das Gewicht
der Ramme und des Pfahls — M, G, dic Ge-

schwindigkeit, womit erstere zum Stosse ge-

langt = ¢, den Widerstand, welchen dey PLahl

gegen das Lindringen evleidet, und welchen
wir wilivend jeder Stosszeit als bestindig an-
nehmen, =— 4; endlich v und w die Ge-
schwindigkeiten, so wie s und § die durchlau-
tenen Riume fur die Ramme und den Pfahl,
welche einer beliebigen Zeit ¢ euntsprechen,
Dieses vorausgeseszt, folgl ans unserm Lehr-
salze:

Mds-(A4-CG)dS— (Moedy 4+ Guwdw), also

N

M s=(A=~G)S+C—.

=
g4 o

(Me* 4+ Gw?); nun




R

ist fuir s—=o0, S=0, w=o0, der Werth von

;-‘”r

v=—c, also ist (*:—i—, daher
o

[

Ms<(A4-G)S= l—( M (2= ¢+ Gut).

Ist der Stoss zu FEnde, d.h. haben die zu-
sammengedriickten Theile ihre urspriingliche
Geslalt wieder erhallen, so ist s=—4§, daher
ist die binnen der Dauer des Stosses durch
den Pfahl in den Boden eingedrungene Tiele

A y
S:'ih,r—w—.-:—t—zz-——-!_---—({,--[f—, worin ¢ und  sich
4. c.;,‘(lr_i—‘f + U')
anf-das Ende des Stosses beziehen. Dasselbe
Resultat lasst sich aber auch folgendermassen
erhalten:

Sey P die binnen dem Zéilelemente di
zwischen dem Rammklotze und dem Pfahle
wirksame Kraft, welche eben so stark auf er-
stere hinauf, als aufl letztere herabdruckt; so
folgt aus den Fundamentalloymeln der un-
gleichformigen Bewegung fiir die Beschleuni-
gung des Klotzes

, und fiir jene des Plahls
G.wdw
2gdS

Al’ {24 f/f'

ey e N , nnd

¢1$|‘

; daher ist




_—— T I = —_—

e D e
/

PdS—=(4—GC)dS+ p-”-—"—”— , folglich
“}

Guwdw+Mode
Wird diese Gleichung integrivel, so evhill man
G ® 4 M o®
SR

e

Hier drickt die Differenz S—¢ jene Tiefe

Pd (8-5)=(A-G) dS - Mds+

SPAd(S-8)=(A-C)S-Ms+

aus, worum die heiden Massen binnen der
Zeit ¢ in einander gedrungen sind. Nun ist
leicht einzusehen, dass SPd (S —s) eine
Fuauktion seyn miisse, welche verschwindet,
wenn §—s verschwindel. Beziehen wir dem-
nach alle verinderlichen Grissen auf das Bn-
de des Stosses, wodurch S—s wird, so er-
halten wiv die Gleichung P==(4-G-M) §+

(J A i"_‘{_i'_ | (,.

-+ Diese Gleichung gilt aber

—-

aUC]l lﬂill. (]ﬁ” .[\llf-‘lnf_;' ({('.‘1‘ .Ij-i{))-i;“['g’ Wenn man

40

davein 8-—o0, w=—0, v—c¢ substituirt, daher

T " 2
A M > M e
15k o= --——--——i—( WataTe LS DRt s e i

o ql‘rji'

Es ist demmach zn Ende des Stosses

— (A-G-M) S+ G w? } M (v*—c)

L, woraus
S f” s‘ TR “"_)..l.. {"ﬁ”_z {
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