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Vierte Abtheilung.

Noch eine Summation sowohl allgcemei-
ner als auch numerischer Reihen.

§. 67.
i( Vﬂir haben in der vorhergehenden Abtheilung

Reithen summirt, von der Form

Cos.o, Cos. oa, Cos. 30,
1 -+ — 4 —— -} .... in inf
2 7
Sin.o Sin.od Sin.zq
[\ . . J 4 y
— - —— =+ 0o In inf
2 3

deren einzelne Glieder noch mit den Potenzen
von z maultiplizirt seyn konnten, — Nehmen
wir nun statt der Potenzen, die Fakultiten von z
mit der Diflerenz — 1.

Es seyen also zu summiren die Reihen

zal—1 ] z,al—1
S. [Cus.ma. , ~—:I und S. | Sin.qaa. a’—]
@

die wir der Kiirze wegen auch durch P und Q
bezeichnen wollen.
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i 92 v, dbtheilung. §. 68.
i §. 68.
iy Man erhilt sogleich nach der in der vorher-
ha gchenden Abtheilung gebrauchten Methode, weil
3 2 Cos.
§ PR e VTR eV st
‘ oy .Sin.

2 Cos. z.al—1 Sl
5. [ G S CG) o ec‘a‘\/”.“; 2o
2{'—"1 -Sln. Pl

pl—1
[e,""ﬂﬂ'l/‘-—x 4 ]
ﬁf

Nun ist aber nach dem bincmischen ILehrsatze

(r 7 e’tu'v‘”;._;)z = §. [Z,; .(ei’“‘f:ﬁ)a“\
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folglich

1) S. [COG (a). MI“(]
a4 (1esV=)e - (1 e e

e

5

¥ Lod

und

2) S. [Sm (cs). _f._f:l

(1 "}- eV = =)? — (1 e—c:'f’.:. i}Yz
BY 4

Weil aber auch
eteV=i = Cos.0. + /" ;. Sin. ist,

i so giebt dies noch

‘ zGI-‘l

F ' 5) S. [CDS. (ﬁm)- —'&7—]
; iy [(1{Cos.w)iy ~7.Sin.a]z[(14Cos.a)-y" 7 .Sin.a]”
i g




IV, dbtheilung, §.69. 93

gal—t
i [Sin. (00). = _]
B [(14Cos.a)4y 3.Sin.a]*-[(14Cos.0,)-y/ 7.81n.c]*

2y =1
welche Gleichungen fiir jedes z gelten muissen.
§. 6g.

Es ist aber
1 - Cos. . = 2 Cos. 7 . Cos. 7 0.
Sin. ¢ = 2 Cos, &, Sin. L ¢
und zu gleicher Zeit
(Cos. L e +V " .Sin. } )"
= Cos.(tonw+La)z + v 5. Sin(tonz + Ja)z
Mithin gehen die Gleichungen (5. und 4.)
iiber in

zal—1
5)8S. I:Cos. (). S (2 Cos. 3 a)®

. Cos.(tong~-Le)zv T.8in(Fonr41a)z
3 ;—}-Cos.(iﬁgwr—]—ém)z———v’:.Sin.\_'l;ng—}-éa)z E

zal—1

O)S.'J[Sin.(aa,). 7 ] = (2Cos.; a)".

1 Cos.(*tanmifa)zty 1.5n.(t en7}] o)z
oy :§ —Cos.(*oyriza)ziy .8in(t 21172‘4%::.)2;
wo (Cos. £ ¢)* einen beliebigen seiner Werthe
vorstellt, wihrend n und vy unbestimmt bleiben,
jedesmal Null oder eine ganze Zahl vorstellen,
in jedem besondern Falle aber erst bestimmt wer-

X

den konnen.

Unter diesen Voraussetzungen sind aber die
vorstehenden Gleichungen nech allgemein Rir
jedes z giiltig und fiir jedes a.




IV, Abtheilung.

§. 70. 71.

§. 70.

Nehmen wir aber an, dals z eine beliebige
positive (absolute) rationale oder irrationale Zahl,
und ¢ beliebig reel ist, so convergiren.die Reihen
zur Linken allemal, wie aus den in der ersten
Abtheilung angestellten Betrachtungen tiber die
Convergenz augenblicklich hervorgeht. Danr
haben diese Reihen auch allemal einen Werth.
und der allgemeine Ausdruck zur rechten muf:
diesen Werth liefern in jedem Falle.

Um nun diese Werthe zu finden unterschei-
den wir die beiden Fille von einander

1) wenn Cos.jo positiv, wenn also ;4 zwi-
schen die Grenzen t (op—3)7und *+(op+3)7
fallt,

2) wenn Cos.f¢ megativ ist, wenn also 1«
zwischen den Grenmzen T (ep+ )7 und
T(ep+43)7 liegt.

Iter Fall, wenn Cos.jo positiv ist;
§ 71
Die Gleichungen (5. und 6.) gehen in diesem
Falle, weil nun der imaginire Theil wegfallen,
& 5

folglich n =v genommen werden mufs, iiber in

e ZGI_I
75. (Cos.(ﬁnﬁ). , _n)
%

'

—(2Cos. L ¢)*.Cos.z(tan7m -+ Za)

i 7, &l—1
8) S » (Sln- (ﬁt&) ¥ -—-&7—)

:(nCos.%m\z.Sin.z(j_gnyz-.l_{rm)'
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V. Abtheilung, §. 72.73. 95

wo (2 Cos.La)t seinen absoluten Werth vorstellt,
wiithrend n entweder Null oder eine ganze posi-
tive Zahl bedeutet, die nun noch zu bestimmen
ibrig bleibt.

§. 7e.

Man bemerkt aber leicht, dafs die Reihen P
und Q (§. 67.) sich stetig indern zugleich mit den
stetig sich indernden Werthen von ¢. Daraus
folgt aber, dals fir alle Werthe von }a, welche
zwischen je zwei der zunichstliegenden Grenzen
+ (2p— 37 und 4 (2p-+37) oder

— (op—3)7 und —(ep+ D7
genommen werden konnen, (und fir welche die
obigen Gleichungen (6. und 7.) dann gelten, wenn
nur z positiv ist), der Werth von n unverindert
derselbe bleiben mufs, weil im Gegentheil fir
Werthe von Lo die zwischen denselben Grenzen
liegen, die Werthe der den Reihen gleichen Aus-
driicke sprungweise fortgehen wiirden, “diese also
den Werthen der Reihen nicht entsprechen konn-
ten, wie solches doch nach (§. 14.) sein muls,

Kann man daher den Werth von n fiir ire
gend einen Werth von ¢ bestimmen, so bleibt
dieser Werth derselbe fir alle iibrigen Werthe
von ¢, die zwischen denselben Grenzen liegen,
innerhalb derer jedesmal die Gleichungen (7.1.8.)
gelten.

§. 73

Nun liegt + ops zwischen den Grenzen

Ylepu—3F)wund *(2ptDr Fir o= T2um




177, Abtheilung. §, 73,

erhilt men aber aus (7. und 8.), weil

(]

zal—1
S. ( —-—) =% und Cos, § & =1 ist,
o

ot = 9%, Cos.(*entspu)ir.z
o = 2%, Sin.(tentou).7.2;
woraus tn=7Tu folgt.

Da nun fiix diesen Werth von Jao = toun,
der zwischen den Grenzen t(2p— 37 und
F(op+ D)7 liegt, Tn=T1u ist, so gilt dies fiir
alle Werthe von o zwischen denselben Grenzen.

Man hat also aus (7. und 8.), unter der

Voraussetzung dals z eine beliebige positive (ra- |
tionale oder irrationale) Zahl bedeutet, Fir alle

Werthe von ¥ ., die zwischen den Grenzen }
+(ep—4m) und *(2p+§)7 licgen, .
|

; e il—1 ‘\
9) S. (Cos. (ac). T

= (2Cos.Za)?. Cos.(Fopm+ Ea)ez |

;,‘nI—1
10) S. (Sin. (ac). - ,—)
a

= (2 Cos. £ 0,)%. 8in. (F 27 + 3 ). 2

nach welchen Ausdriicken rechts der Werth der
Reihen links fiir jeden Werth von @ sehr bequem
berechnet werden kann, wenn man nur nicht ver-
gifst, dafs hier die Potenz (2 Cos.§a)" ihren abso-
luten Werth vorstellt, und wenn man g dem
Werthe von ¢ gemifs nimmt, wihrend z eine be-

liebige ‘positive Zahl bleibt. |

§. 74.




Ir. Abtheilung, §. 74. 75. 97

§. 74. .
Setzt man in den Gleichungen (g. und 10.)
o¢ statt o, so erhidlt man fiir alle Werthe von
« zwischen den Grenzen ¥ (2p— L)7 und
t(ep+3)7, und wenn z eine beliebige (ratio-
nale oder irrationale) positive Zahl bedeutet:

. L 280
11) S.(Cos.(mu}.-— ; )
“

= (2Cos.a)*. Cos.(F e+ ).z
z0l—1
12) S. (Sin.(szao&). 7 )

= (2 Cos.a)*. Sin. (Y e 7 +at). z,
wo (4 einen bestimmten, jedesmal dafiir zu setzene
. den Werth hat, B

§. 75
Muluplizirt man die Gleichungen (11. u, 12.)
beziehlich mit Cos.¢z und Sin.ez, und addirt
|, oder subtrahirt man nachgehens die Resultate,
so erhilt man:

zﬁI'—I
13) S. (Cos. (z=—28)a . — )

a

= (2 Cos. ). Cos. (27 z)
zal—1

14) S. (Cos. (z+26'¢. ——

@
== (2Cos.a)?. Cos.(FYzuz + 2a)z
Multiplizirt man dagegen dieselben Gleichun-
gen (11. und 12.) beziehlich mit Sin. ¢z und
Cos. ¢z, und subtrahirt oder addirt nachgehens
die Resultate, so ergiebt sich noch:
G
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98 . Abtheilung. §. 75.76.

: zﬂI-—‘.l.
15) S.(Sin.(z—aﬁ)c&. 0 )

= (2 Cos. 0)* . Sin.(F 2 7T 7.)

zAl—1
16) S. (Sin.(z—l— QC&)CL.——Q‘,—“‘
= (2 Cos. ). Sin.(F 2 w42 )z,

welche Summationen (15. — 16.) gelten, wenn o
zwischen den Grenzen *+(ou—3)7 und T (2p+2)7
liegt, und z eine beliebige positive Zahl ist.

Ohne uns in nihere Details einzulassen, be-
trachten wir sogleich den (§. 70.) erwidhnten -
I1ten Fall, wo Cos. o negativ ist, wo also 3¢

zwischen den Grenzen *(2u+43)7 und

t(epn+3)r Legt.
§vis 96,

In diesem Falle soll |2 Cos. §|* den absoluten
Werth der Potenz von 2 Cos.; ¢ bedeuten, wenn
nicht der negative Werth, sondern der absolute
statt 2 Cos. J o genommen wird.

Die Gleichungen (5. und 6.) (§. 69.) gehen
fiir diesen Fall aus den (§. 71.) angegebenen Griin-
den tiker,
weil (Cos. 2 ¢)* = |Cos.La|% (—1)>

= |Cos. % &|?.[Cos.(t7z)+Vv = .Sin. (X72)]
genommen werden mulfs, in’
z8l—1

17) S. (Cos.(aa). e
o
= |2 Cos. 3 os}=.Cos. [T (2nt1) 7 +E )z
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17, Abtheilung. §.77. 99

zﬂl—.[

18) S. (Siu. (aa). o

= |2 Cos. L. Sin.[F (2 n+1)7 - o)z,
wo n Null oder eine positive ganze Zahl bedeu-

tet, die aber noch bestimmt werden mufs.
Neker g

Die Betrachtungen des (§. 72.) wiederholend,
iiberzeugt man sich leicht, dafs man den Werth
von n nur fir einen einzigen Werth von ;a,
der zwischen den Grenzen *T(op -+ £)7 und
+(2p+3)7 liegt, bestimmt zu haben braucht,
um ihn fiir alle zwischen denselben Grenzen lie-
‘gende Werthe zu haben, weil er fiir alle diese
Werthe derselbe bleiben muls,

Setzt man aber Zo = *(ep+1)7, also
« = t(4p+2)w, so gehen die Gleichungen
(17.u. 18.) ttber in

or = gz, Cos.[+ (en—+1)7 X (2 1)7]

0o = oz 8in.[t(ent+ )7t (ep+ )75
weshalb +(2n + 1) = (2@~ 1) genommen wer-
den mufs. Folglich hat man fir alle Wezrthe
von %¢ zwischen den Grenzen T (e 3)7 und
+(opu+32)n, wenn zugleich z eine beliebige po-
sitive Zahl bedeutet:

z,0l—1

19) S. (Cos.(mo). Fae

= |2Gos. Ja|*. Cos.[ (2p+1) 7 +1alz
zlﬂl—]

20) S. (Sin.(aa.). e

a
— |2 Cos. Ra* . Sin.[F (2 pt 1) 7+ Fale




100 V. Abtheilung. §. 78.79.

wonach der Werth dieser Reihen P und Q fir
jeden Werth von ¢ der zwischen diesen Gren-
zen liegt, bequem berechnet werden kann,
§. 8.
Setzt man auch hier 2¢ statt a, so ergiebt
sich:

zaI—-l
21) S. (Cos.(gaa). A
= |2 Cos.0|?.Cos. [ (e 1) 7+ o] z
ZRI—]
2g) S. (Sin.(Q ac&).—ﬁd—
= |2 Cos.a|?. 8in.[F(ep+ 1) 7 +a].z,
fiir alle Werthe von o giiltig, die zwischen den

Grenzen *(eu-+%)7 und *(2p+3)7 liegen,
wenn dabei z eine beliebige positive Zahl ist.

§. 79
Verfihrt man auch hier wie in (§. 75.), so
hat man noch:

z“l-—l
23) S. (Cos.(z—-.‘zﬁ)a. S

= [2Cos.¢|%. Cos. (24 1). 72
zal—1

24) S.(Cos.(z—i—ea)m. TR
= |2Cos.a|". Cos. [T (2 + 1)7 -+ 2at]z
25) S. (Sin.(z—-—ea)a.. -z—i:-—I
= |2 Cos.a|?. Sin.[+ (2 p+ 1)72]
26) 5. (Sin.(z-{—ga)a.. za:l)

= |2 Cos.t|%. Sin. [T (2p+ 1) 7+ 2 ¢] .




IV, Abtheilung. §. 8o, 101

Aus diesen Gleichungen erhilt man also die
Werthe der links stehenden Reihen, FRir alle
Werthe von ¢ zwischen den Grenzen +(ou+%)w
und t(2p +3)7, und fiir jeden positiven (ra-
tionalen oder irrationalen) Werth von z.

§. 8o.

Da aber die Reihen links in den Gleichun-
gen (13. und 23. desgleichen 15. und 25.) wenn
man x statt ¢ und m statt z setzt, keine andern
sind, als diejenigen welche wir im (§. 1.) und in
der ganzen 1t Abtheilung beziehlich durch X
und Y bezeichnet haben, so sind also hierdaurch
auch diese Reihen X und Y, fiir jeden reelen
Werth von x und fiir jeden positiven Werth
von m summirt, welches (§. 46,) noch zu wiin-
schen iibrig geblieben war.

Wir finden also, aus den angefiihrten Glei-
chungen :
o7) X =—(2Cos.x)™ . Cos.(2pu7m)
28) Y =—(2Cos.x)m . Sin.(* 2p7m),
fiir alle Werthe von x zwischen den Grenzen
Tlepw—3 7 und T (enu-+3)7; — dagegen
29) X=|2Cos.x|™,Cos.(2p+1)7m
30) Y= |2Cos.x|m.Sin.[*(2p -+ 1)7Fm],
fiir alle Werthe von x zwischen den Grenzen
FT(eu+432)7 und T (ep+3)7; wo in |2Cos.x|™
statt 2 Cos. x nur der. absolute Werth zu setzen,
und von der Potenz auch nur der absolute Werth
zu nehmen ist. :




102 IV, Abtheilung. §. 81.82.

Nur mufs in allen Fillen m eine (beliebige)
positive (rationale oder irrationale) Zahl seyn.
Gekiigat

Geht man hier noch auf specielle Fille ein,
und betrachtet namentlich diejenigen, wo x in
den ersten 4 Quadranten liegt, so erhilt man
1. Fiir alle Werthe von x, die im 1'*® Quadran-

ten liegen, weil dann p=o istin(27.u.28.):
X =(2Cos.x,
Yi—=—103
1. Fiir alle Werthe von X im ol'*n und gten
Quadranten, weil dann in (29. u. 30.) .= o ist,
" X = |2Cos.x|™ . Cos. m7z
Y = |2 Cos.x|™ . Sin. m7;
[II. Fiir alle Werthe von xim 4'*® Quadranten,
weil dann in (27.1.28.) == 1 ist,
X = (2C0s.x)®.Cos.2m 7
Y =(2Cos, x)m . Sin, 2m 73
wenn nur tiberall m eine positive (rationale
oder irrationale) Zahl ist.
s

Werden die bhier betretenen Wege weiter
verfolgt, so ist es sehr leicht, 1) noch weit all-
gemeinere Reihen zu summiren,*) und zugleich

wirklich allgemeingiiltige (d. h. auf jeden beson-

Ml By o
% So konnten z. B. in den Reihen (§. 67.) die einzelnen Glie-
der nicht blofs mit den Fakultiten von z, sondern zugleich
auch noch mit den Potenzen eciner meuen verinderlichen y
multiplizict sein, und die Summation gelang noch immer.




IV, Abtheilung. §. 8z. 103

dern Fall anwendbare und fiir jeden solchen heson-
dern Fall richtige Resultate liefernde) Ausdriicke
fiir die Summen zu erhaltenj (so wie nach den
in der 1'em Abtheilung angewandten Principien
auch wiederum wirklich allgemeingiiltige Ent-
wicklungen der endlichen Ausdriicke erlangt wer-
den); 2) auch im Besondern, aus den allgemein-
giltigen Entwickelungen oder Summen - Aus-
driicken, fir jeden besondern Fall wiederum rich-
tigé Summen der verschiedenen numerischen Rei-
hen zu erhalten. Dieses letztere scheint fiir die An-
wendung wichtig zu seyn, weil, wenn man den
allgemeinen Entwicklungen des La grange und
aller derer, die solche wiedergegeben haben, Ver-
trauen schenkt, ein grofser Theil dieser numeri-
schen Reihen, und unendlich viele Andere, von
uns ein Andermal zu betrachtende, einen andern
Werth erhalten, als derjenige ist, der sich auf
dem hier betretenen Wege ergiebt; wihrend die-
ser letztere Weg der Theorie des Kalkuls angemes-
sen, und die auf ihm erhaltenen Resultate auch der
Erfahrung entsprechend zu-seyn scheinen, daher
solche als die richtigen anzunehmen seyn diirften.
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