Dritte Abtheilung.

Summation einiger allgemeinen Ieihen. |

§- 56
W ir legen uns die Aufgabe vor, die Reihen

Cos.
Sin,

211

Cosiy A Cos.

=

Cos. 7,9m
+ . (@+3ple— +4.... in inf
Sin, LA
7zu summiren, welche Reihen man auch aus-
driicken kann durch

y ATTL 7, Am

S. [Cos.(n—l—ap}a.. = :l und S, I:Sin.(nirap)u.—;- ;
@

i d

und wo m, p, &, z und m beliebige reele oder
imaginire, also ganz allgemeine Ausdriicke be-

deuten.
§. s56.
Wir bemerken zunichst, dals diese anderen
Reihen

: A zZ&
it S. [Cos. (n-]—aa.).?] und S . [Sin.(n-i—am).—“;-]
' in obige allgemeine itibergehen, wenn man no

statt n, po statt o und z™ statt z setzt. Wir |
wol-
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wollen daher lieber diese letzten einfachern Rei-
hen summiren.

$ 57
Weil aber
2Cos.x —eXV = - e—xV' 5
Ll und 2y 1.8in. X == eXV i — e—xy"5
ist, und man diese beiden Formeln vereint auch
80 schreiben kann
2. Cos.
0L/ =0 Sin.

so erhilt man, dies anwendend, sogleich:

2 Cos, A
5 N
3 (a v —:.Sin. Wkaw q')

a
=8, (e(“'f‘““J -1.37) S, (-e-(n-f-na)v‘:- i

x::ex'v-:ie-xv-:?'

ﬂ ’

—enV — S, ((euV':'Z)q)i ) ((G“RV—I.ZZ
“f
= enV =1, e(euV"—_x. 1) +e—nym, e(e—oV'=, z),

s
weil bekanntlich S(?J = e* ist,

Es ist aber
etV =1 — Cos.o+ v =1.5in, 0,
folglich, wenn man dies substituirt,

2 Cos, z8
Si : n-—aa). _)
- (g‘/.__l.Sm. S ) a
—e z. Cos.a (e(n-l-zSin.:c)V":.I ie-(n-]-zSin.u)m)
2 Cos.

=—¢ 2Cos.z X o n-zSin.e).
oy ;. Sin, G




82 1. Abtheilung. §. 58.
Oder

LA
1)S. (Go’s.(nma.).-:,-) == e=Cors Cos.(n+ z.5in.a)
L33

AL
2)S. (Sin.{n-f-ac&).?) = e Cos. 8, Sin.(n+z. Sin.a),
welches die verlangten Summen sind. :
6. 58.
Setzt man. hier statt n, o, =z
beziehlich ;E;,_pc;,—;fll
so erhalt man
4 zem
5) S. kCos.(n-—[—-Gp) e —a;)
= g ™ Cos.pa x Cos. (ng, -~ z™ . Sin, poy)

4). 8. (Sin. (m-}apla. Z:ﬂ)

-_—a 2&1. C(Js.pd xsin_ (nm _l..zm . Sin. PUJ)-
Und fir p=-1 und m =1,

AL
5)S. (Cos.(u-a)ca.7 = e2-Gos. ¢ x Cos, (ne-z.Sin, @)

: 22282\ . _
6) S. (Sm.(n-ma.-‘-;) == gwCos.« » Sin. (n¢-z. Sin. &).

Diese letztern beiden Formeln hat Herr
Tralles (Abhandl. d. Berl. Akad. 1320, 21.) mit
Wiilfe einer nfachen Differentiation aus einer be-
sondern Form, fir ein ganzes positives n, und
hernach durch eine nfache Integration auch fir
ein ganzes negatives n erwiesen; hier sind sie
nur besondere Fille weit allgemeinerer Reihen
und fiir jedes (reele oder imaginire) n gultig.
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§ 59
Fiir n = o ergiebt sich aus (§. 7. 1. u. 2.)

74 ‘
") S. Cos.(aa).—d—;) == et Losa x Gos, (z. Sin. o)

7,8
8) S. (Sm. ko). ET) == e Cos.# X §in, (z. Sin.e).
Und wenn man hier — 2z statt z setzt;

AL
9) 8. (('1)“'005'(“@-'&7"/\, = e~%Cosay Cos, (z.Sin.0),

10) S. ({-—- 1)¢+1.Sin. (G o). %c:-)

== g— % Cos.t y 8in, (2. Sin, @),
wodurch dieselben Reihen mit abwechselnden
Zeichen summirt sind.

§. 6Go.

Addirt und subtrahirt man aber die Glej-
chungen (7. und g.), weil im ersten Falle die
ungeraden, im andern dagegen die geraden Po.
tenzen von z wegfallen, so findet sich:

7.2
13):8. (Cos.(g Ga). )
(24)

2= Cos: (z.81n. o).«

z2a+1
12) S, (C’cs 2@ 1) )

(264-1)
et Cos.a p-2Cos.us

ez Cos.o - g2 Cos.a

==/Cl0s. {z. Sin, &t).

Q

Geschieht dasselbe mit den Gleichungen
(8. und 1¢.), so hat man noch:
Foa

e B I S s i i i i s
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zm

J)S (Sm (2a0). ( )

— Sin. (z.Sin. ).

ez Cos.a — e— z.Cos. &

2
Zu;:-i—x

,
14) S . kSin.(gG-}-])m. (ga—lt_f)—’

ez Cos. ¢ _I_ e — Cos.a

— Sin. (z.8in. ).

§. 61.
Wird in den Gleichungen (11 — 14.) z-V —
statt z gesetzt, and bemerkt man dabei, dafs

2

Rt S XY e XV —
eYeah :—.Cos.x;e e___ = Sin.x|\
e gy =i
e g —-‘; e e

ist, so erhidlt man, wenn in 12. U. 14. noch durch
V' —; dividirt wird:

A 7:2(2
A (=108, 805 (280) ——
15)S (( 1) (260) 2%)
ez Sin. _|.. e —z.Sine
2

= Cos. (z.Cos. ).

72611

16)S. ((—1)a Cos. (26-4-1)ct.. G T
ez Sin.a + g—2-Sin.¢

2

= Sin. (z. Cos. 1) -

2260
17} . ((-1)&. Sins(24¢). (Qa),)

==l SILE e Sin.e

= Sin. (z.Cos.@).
2
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7,24+1
18) 8. ((ﬂ)ﬂ-Sm- il (gam)

ezSin L e——z.Siu.a

= Cos. (z. Cos. ).
a

Addirt oder subtrghirt man hier wieder die
Gleichungen (15. und 18.), desgleichen (16. und
17.), 80 erhilt man neue Reihen, die wiederum
alle Potenzen von z enthalten, deren Koeflicien-
ten aber abwechselnd Sinus und Cosinus sind,

und fir welche sich beziehlich die Summen

ergeben

19) (15)+ (18)

ez Sin.« o Cos. (2. Cos. )
'20) (15) — (18) e—nSina 5 Gos. (2. C0s.0)
01) (16)—(17) ez Sin.e y Sin, (z.Cos. o)
g2) (16)F (17) = e—=Sna8in. (z.Cos. &).
. §. 62.
Multiplizirt man die Gleichungen (7.und 8.)
" beziehlich mit Cos. n und Sin, n, und addirt man
die Resultale, so erhilt man wiederum die all-
gemeine Formel (1.). — Desgleichen erhalt man
die allgemeine Formel (2.), wenn die Gleichungen
(7. und 8.) beziehlich mit Sin. n. und Cos. n mul-
tiplizirt und die Resultate dann addirt werden.
Man konnte also auch blofs die Reihen (7. und
8.) unmittelbar summiren, und dann auf dem
so ehen bezeichneten Wege erst die allgemeinen
Resultate (1 — 4.) ableiten.
§. 63.
Fiir ¢ = o erhilt man aus den Gleichungen

|

{15 = 16.) auch noch
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{(—1)8,224
1 gy e > e C .
23) S aa ) 08. 7

il (et
2 = oin, z,
e gt

Wird in der Gleichung (7.) a== o gesetzt,
80 erhilt man die bekannte Gleichung wieder,

die wir oben bei der Summation angewandt
haben, nehmlich

A
S, (-—f = g4,
a

Wir enthalten uns iibrigens der Aufzihlung
fernerer besonderer Zusammensetzungen, die sich
leicht noch bilden, da es uns hier vorziiglich
um die Aufstellung der Methode zu thun war,
durch welche man zu den allgemeinen Resul- |
taten (1.und ¢.) und zu noch weit allgemeinern

gelangen kann, die wir in der 4ten Abtheilung
andeuten wollen.

§ 64,
Sollte die Reihe

Si ([Cos.(aa)]n. %‘:—)

summirt werden, so erhielte man auf demselben
hier betretenen Wege, weil

[2Cosi(ac)]n = (essV = + e—asy=n

und dieses wieder,nach dem binomischen Lehrsatze

=5, (mo. (om0, (e~ )

=3S. (nb 2 (e(ﬂ-lb)“f—'——'f )“) ist,




e m—— T o e e —— =~ e
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zh
en, S. ([Cos.(ncz)]“.?
= § ("b plelmmtviryisr, 5)"’)

ﬂ’

=15 (nb : e(,,(n—zb} V=i .'z.)) ’

x_ﬂ
in so ferne man 8. (?) — e* hat,

Da aber
e(n-8b)eV =i = Cos.(n-2b)e + /=5 . Sin. (n-eb)«,

so erhilt man, wenn man dies substituirt:

2n.8S. ([Cos. (aa)l® ?)

— 5% [nb.ez'COS-(H-Jb)a.ez.V’.‘_‘x.SEn. (@-3b)e]
und_ weil ezv‘:-l.sill- (ﬂ—?.b}(‘ﬂ
= Cos.[z.Sin.(u-2b)a] + V' =i Sin.[z.Sin.(u-20)x],

wiederum

e5) en.5. ([Cos.(am)]".z—j)

— 5. [np. ez~ Cos-(n-20)e 5L Cos.(z. Sin. (n-20)or)]
-+ Y =. 8. [np. ez Cos. (m-able X Sin, (z. Sin.(n-2b)a)]
fiir jeden Werth von n,

§. 65.

Dasselbe Resultat erhielte man auch, wenn
man die Entwickelung (§. 24.) zu Hiilfe nimmt,
nach welcher man hat

o, [Cos. (ae)]n = 8. [np . Cos. (n-2byaa]
+ ¥/ =:.8.[np. Sin. (n-2b)ac].
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88 111, Abtheilung, §. 66.

Gebrancht man dies, so hat man

7.8 78
on.S§, ([Cos. @w]e. ;._> == S.(nb.COS.an-Qb)CL.“—,)

a
+ V=S, (n[,.sin. am-d*)a.%),

folglich, nach den Gleichungen (§.7. u. 8.), wenn
man statt «, setzt (n—ob)x, dasselbe Resultat
wie (§. 64. n, 25.).
§. 466,
Fiir n eine positive ganze Zahl, folgt so-
gleich aus (§. 64.u. §.65.); :

7.8
26) S.([Cos. GOl -&7)

==8.[np, e%: Cos- (1-2b)a 3¢ Cos. (2., Sin. (n-2ba))] | \
27) 0 =S§. [np. ez Cos.(u-2b)e 3¢ Sin.(z,_Sin.(n-gb)os)]
Wo die Ausdriicke rechts endliche Reihen sind,
deren Gliederzahl n-+1 ist.
Wir enthalten uns fiir jetzt der weitern
Ausfithrung, die leicht ist, und eilen zur folgen-
den 4ten Abtheilung,

Anmerkung{

Setzt man
: i
1) O(z) =S. (Cus.(aa).-&,-

728

e) Y(z) =Ss. (Sin. (52). —

$0 erhilt man leicht, darch Differentiation:

1.0z :
3) ‘L&Q = Cos.a. P(z) — Sin.a. Y(z)
Z
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4) q’ Q) -l s e

Und wenn man noch einmal nach z diffe-

rentiirt:
42 W
5) (D\Z) = Cos.¢t. (D(Z) — Sin.o. éi(i)-
dz? dz
6) e q;( ) o sl
dz? dz
Hieraus durch Ehmmanon
420
) L2 acona. 0D 4 gy =o
a%4(z) a4t i
8) TR a2 Cos. ot - 4 4{z) =o.

Um nun die erste dieser Gleichungen (7.) zu
integriren setze man, da sie linearisch ist,
d.0z) d*Q(z)

dz il dz?
und die Gleichung (7.) giebt dann
9) m? —gCos.¢. m-41 = o oder
10) m = Cos, &0 + /5. Sin. ¢
folglich die Integralgleichung
11) Pz=A .ez.(Cos.rz—!-Y‘-Tl.Sin.a)+B_ez(Col.a-—Y._-T.Siu.a)
Aber nach (8) eben so :
12) -4); —=C. ez(Cos.u-;-'\/‘:I.Sin.u)+D'ez(Cus.a——1¢":I.Sin.a)
wo nur noch die Constanten zu bestimnien sind.

Weil aber @(z) und (z) fiir z =0 in1 und o
tibergehen, so hat man aus (11 und 18)

13) 1 = A-B, 14) o = C+ D.
Fir z = o wird aber mach (3. u. 4.):

Q(z)= emzalso —m?. ge™




90 111, Abtheilung. Anmerk.

d. d.

-——E — Cos.a, j
dz dz

folglich, wenn man die Gleichungen (11 und 1 2.)

— Sin.q

nach z differentiirt und dann z = o setzt, und
die vorliegendeu Gleichungen benutzt
15) o=A—B und 16) 1 =(C— D)y ;.
Also, wenn man (15— 16.) verbindet
A=—B=I und Czﬂl— D=— -—-—i-—.
2 oy = oy 1
Dadurch gehen aber die Gleichungen (11u.12.)
uber in

7.8
17) S, (Cos.{am). —r)
“

— e#. Cos.a X

28
18) S. (Sin. ac) . z_)

— gz. Cosizz 3¢

ez Sina’Y =i _,E__. e—2r-Sin.ay = |

ez-SinaV = e— 7. Sin.a Y5
oy —i

<0 dafs man auf diesem Wege dieselben Resul-

tate erhalt, als auf dem vorhergehenden,

Da diese letztere Methode selten die Vor-
ziige hat, die man jhr zuweilen beizulegen scheint,
so ist solche hier nur im Vorbeigehen beriihrt

worden.
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