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hohern Mathematik

Von

Dr. M.« Oh m,

Mitglied mehrer gelehrten Gesellschaften.
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Vorwort.

Dér Verfasser hat die hier aufgenommenen Ge-
genéténde mit mehreren andern zugleich bereits
im vorigen Jahre bearbeitet, um sie spaterhin an
ihrem Orte den folgenden Theilen seines: Ver-
suches eines vollkommen consequenten
Systems der Mathematik (wovon die beiden
ersten Binde, niedere, und einen Theil der ho-
hern Analysis enthaliend, bereits zu Ostern 1829
erschienen sind) einzuverleiben, Er glaubte in-
dessen dem Wunsche trengesinnter Freunde und
seinem eigenen nachgeben, und einen kleinen
Theil dieser Arbeiten schon jetzt bekannt machen

zu diirfen.
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v Foriort,

Die Summation in der dritten Ahtheilung
dieser Bogen hat der Verfasser bereits einiZen
der hiesigen Mathematiker gelegentlich mitge-
theilt, noch ehe die, denselben Gegenstand be-
treffende Abhandlung des Herrn Tralles (unier
denen der Konigl. Akademie d. W. zu Berlin fiir
die Jahre 1820 — 21.) erschienen war. Er nimmt
daher um so weniger Anstand seine Arbeit hier
einzuriicken, da sie vor der des Herrn Tralles
nicht blofs wegen der weit grolsern Einfachheit
der angewnndten Methode, sondern vorziglich
wegen der grofsern Allgemeinheit der Resultate,
nicht unwesentliche Vorziige zu haben scheint.
Herr Tralles gelangt nehmlich von einer dem
Anschein nach zufallig sich ergebenden besondern
Form, durch eine nfache Diflerentiation, und dann
durch nfaches Integriren zu einer etwas allge-
meinern Form, die jedoch nur durch unvollkom.
mene Induktion gefunden, und vermége der fiir

solche Fille unschicklichen Methode, nur Fir

ein ganzes n giltig ist, wie Herr Tralles die-



Forwort, v

ses letztere selbst bemerkt. Die hier einfach
summirte allgemeine Reihe umfalst die allge-
meinste Form des Herrn Tralles und ist gultig
fiir jed es n (ganz, gebrochen, reel oder imaginar).

Die Entwickelungen und Bemerkungen in
der 1tv und otn Abtheilung dienen vielleicht
nebenbei auch dazu, die Wiirdigung einiger an-
dern der zuweilen sechr dunkel gehaltenen Ar-
beiten des Herrn Tralles (in den Abhandlungen
der genanuten Akademie, besonders fiir die Jahre
1804 — 1811. und 1812 —13.) zu erleichtern;
weil wenigstens festzustehen scheint, dals ein
grofser Theil der dort gelieferten Resultate als

allgemein ﬁngiihig verworfen werden mulfs.

Nach der Ueberzeugung des Verfassers ist
das Inconsequente und U nwissenschaftliche, wenn
es in der Mathematik gefunden wird, (nicht blofs
zugleich das Verworrene und Dunkle, sondern)
auch allemal das Unpraktische. Es ist daher ein

folgerechtes Denken, eine genauere Kenntnils




Vi Forwort.

der Mittel, deren man sich im Kalkul bedienen
darf, und einige Sicherheit in ihrer Anwendung
wichtiger, als ein mechanisches und gesetzloses
Wiiblen im Kalkul, welches nur eine vermeint-
liche Allgemeinheit, hiufig aber Unrichtigkeit
der Resultate geben kann. —  Alles dieses scheint
sich abermals zun bestitigen, wenn man aus der
4'® Abtheilung, welche die Summation von nu-
merischen unendlichen Reihen enthilt, diejenigen
Reihen heraushebt, welche anch Herr Tralles
in den genannten Abhandlungen im Allgemeinen
betrachtet hat, und seine Resultate mit den hier
aufgestellten vergleicht.

Weil aber ein Streben verfehlt zu nennen
ist, welches dem Wissenschafts - Forscher blofs

Beispiele eines inconsequenten Denkens,*) und dem

s e

*y Wir wollen nur ein einziges anfihren. FEs ist bekannt, dafls
man die Duplicitit der Zeichen z.B. in +f(n), wenn solche von
den Werthen von n abhiingt von der Form 4 w oder u+2,
darstellen kann, sowohl durch ("=, f(n), als auch durch

Cos: — 7, f(n). VVenn aber Herr Tralles daher Gelezen-~
2

hieit nimmt zu der in den genannten Abhandlungen mehrmal
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P orwort. Vi1

praktischen Rechner, der sich auf solche ver-
ﬁleintlich al]gemeingﬁltige Resultate wverlassen
will, eine unendliche Quelle von Irrthiimern auf-
schliefst; so mag man es verzeihlich finden, wenn
der Verf. es fiir seine Pflicht hilt, einer zwar
bequemen aber verderblichen mystischen Will-
kithr auch dadurch entgegen zu wiirken, ‘dafs er
hier durch Hinweisung auf solche Arbeiten’ eine
Vergleichung sowohl der Resultate, als insbeson-

dere auch der Methoden mdglich macht.

Wenn aber manche der hier aufgestellten Re-
sultate von denen eines FEuler und La grange
abweichen, und der Verf. sich deshalb genithigt
gesehen hat, aufser den Griinden fiir die Rich-
tigkeit seiner Entwickelungen auch noch a pos-
teriori oder a priori nachzuweisen, dafsoder wo

jene Minner sich geirrt haben diirften (dies

wiederholten ‘Behauptung, (S. diejenigen fiir die Jahre
1820—21.) dafs imAllgemeinen (Y =) als einerlei

b1 3
genommen werden kénne mit Cos. n.—, so kann
2

solches nur gerechtes Staunen erregen.
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VIIL Forwort.

mufste z B, in Bezug auf die ganze 11'¢ Vorle-
sung der Légons sur le Caloul des fonetions, ge-
schehen, in so ferne alle daselbst aufgestellten
Resultate dem Verf. als allgemein ungiiltig ex-
scheinen), so glaubt er dies doch mit derjenigen
Bescheidenheit gethan zu haben, welche die
Achtung gegen so ausgezeichnete Minner, deren
Buhm ohnedies unantastbar ist, ihm einfléfsen
mulfste,

Ferner glaubt der Verf. noch bemerken zu
miissen, dafs er die Principien des hier ange-
wandten etwas genauern Kalkuls aus den bereits
erschienenen Theilen seines im Eingange schon
erwiahnten Lehrbuchs der Analysis entnommen
hat; dafs mithin, hinsichtlich der Begriin-

dung dieser Principien, daselbst nachzusehen
seyn durfte.

Auch in der Mathematik sind Form und Ma-
terie innigst mit einander verbunden, und die

Forderung dieser Wissenschaft von ihrer mate-

viellen Seite ist von einer griindlichen Behand-

S S TS LAY T S A g a . g
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Forwort. 1%
lung ihres formellen Theils (die fiir einen gliick-
lichen Erfolg des Unterrichts ohnediels unent-
behrlich ist) nicht wenig abhingig. Der Verk
wiirde sich freuen, wenn die in der 4'" Abthei-
lang hingestellten neuen Resultate beitragen
kénnten, diese, wie es scheint nmoch zu wenig
beherzigte Wahrheit, mehr an das Licht treten
zu lassen.

Berlin an der Konigl. Universitit im Au-
gust 1823.

Dr. M, Ohm.
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NB. Weil eckige Klammern nicht in hinldnglicher
Menge vorrithig waren, so mufsten von S. 81. ab die allzemei-
nen Glieder der Beihen, der angenommenen Bezeichnung ent-
gegen, in runde Klammern eingeschlossen werden. In so ferne
das jedesmal vorstehende S die Reihe anzeigt, wird jedoch
dieses, hier bemerkl, dem Leser keine Unbequemlichkeit verur-

sachen.

o B




Erklirung der gebrauchten Zeichen.

I, Bas Produkt

a(a-r) (a+-2r)(a+51)...-[a4-(m—1)1r]
ist durchgehends durch das Kramp’sche Fakul-
tatenzeichen amlr vorgestellt,

und unter den Lehrsitzen der Fakultiten sind
hier vorziglich diese vier gebraucht:

1) amlr — [E’l + (m_ l)r]mI—-—r
2) quinlr  — amlr (a + mr)nfr
ml
5) am—nlr  — s
[a - (m—n)z]nlr

4) hm, aqmlr — tha)mlhr
und noch der binomische Lehrsatz Fir Fa-
kultiiten; alle jedoch nur unter der Voraussetzuﬁg,
dafs die Exponenten ganze positive Zahlen oder
Null sind.

II. Das Produkt 1.2.5.4....m, oder rich-
tiger die Fakultit 1™I* oder m™I—!  wird hier
immer bezeichnet durch die Kramp’schen
Zeichen

m' oder m!
sobdafstole=1' =a; @' =03 8 =065 W r=01;
u. s. w. F
A




Frhicr ung
111, Die Binomial-Koeflicienten der mi™m Po-
tenz (z.B. von a-Fb) werden bezeichnet duaxch
m,, m,, m,, My, M,y .... Dip, U.8 W g s

mak-1 1114’:11—1)(111—2)...[m-(n-l)]

so dafs my, = ,

n A e A S TS
1V. Die Teihen (endliche und unendliche)
sind hier meist nur’ durch ihr allgemeines Glied
xor{'eatc,u, so dafs dem ail ‘Dcmemrn Gliede noch
das Summenzeichen 8 vorgesetzt wird. Der gro-
feern Deutlichkeit und der leichtern Uebersicht
wegen, ist der Zeiger im allgemeinen Gliede immer
durch einen Buchstaben des deutschen Alpha-
bets ausgedriickt, so dals man ihn daran sogleich
erkennen kanu. — Auf diese Weise driicken wir
7. DB. den binomischen L.ehrsatz so aus:
1) (a < by =5. [mvam—6.16], wo m will-
kiihrlich, oder auch so:
o) (a-b)m=S_. [mb Lad, bb], wenn m eine
canze Zahl, e i
wo die untergesetzte Gleichung, da die deut-
schen Buchstaben verinderliche Werthe vorstel-
len, aber nie andere als Null oder absolute ganze
Zahlen, nichts weiter ausdriickt, als dafs, wih-
rend & nach und nach die Werthe o, 1, 2,5, ...
bis m erhilt, b zu jedem Werth von & denjeni-
ven erhalten soll, der den von ¢ zu der (ganzen)
Zahl m erginzt.
Andere Formen des binomischen Lehrsatzes

sind noch:




[ (6} D)
5) (aFb»=S8. g_?_'_f)_ . ae, !_:'-’:i, wenn ni

5 Loy a+b=m
eine ganze Zahl,

[mbI—2
h am—b, lai‘:', wenn m
N

4) (a+bm=S85.

allgemein, u. dergl. mehr,

Der binomische Lehrsatz fir Fakunltdaten er-
giebt sich aber aus dem fiir Potenzen, wenn man
in dem  letzteren iiberall Fakultiten mit einer
und derselben Differenz r, statt der Potenzen
setzt. — So hat man also auch:

g(a..i_h)mh' — 5. [m‘; ; am—»ﬂrbﬁl’r]
3[—
5) 2 N l:mm“ L : am'—“h‘.h*‘v“‘:l
ai

oder auch

) byl = 5. [ e o |

a. Db

a-+b=m
(ﬂ + [,)n;h‘ arlc  Hblre
7)_%_-"__28'[ i &) ];
Hie g
¢+b=m
“wo aber in den (nn. 5.6.u.7.) m immer eine

absolute ganze Zahl vorausgesetzt wird, *)

V. Von den héhern trigonometrischen Rela-
tionen gebrauchen wir hier vorziiglich nach-
stehende:

*) Eine Theorie dieser Summenzeichen findet man in der trefl
i lichen Schrift: Theorie der comb. Integrale, won I,

Rothe, Professor zu Erlangen., Nirnherg 1820,




6 Erkldarung

(Cos. x =+ y'—5 . Sin. x)®
1) { = Cos.mx -} vy 7. Sin, mx
(Cos. x -4 y'—; . Sin. x)™m
2) { :Cosm(igmmx)h[:}'.Sinm(j‘_gnﬁr.;.x)-
wo das n rechts, die Null und alle ganzen Zah-
len reprisentirt;
5) Cos.x+ 7. Sinx = et *V =
G el Gosy — e“V—:‘-{—e""””-:l
B) ey iy SN X = XV i3V
V1. Statt endlich, wenn dies wiinschenswerth
erscheinen sollte, uns in unniitze Weitlidufigkei-
ten hinsichtlich der Aufzihlung aller Werthe ei-
ner Potenz, z.B. (2Cos.x)® fiir jeden Werth von
m, einzulassen, entlehnen wir hier lieber ein
fiir allemal die allgemeine Formel dieser Werth-
bestimmung, und setzen sie her, welche dann
fiir jeden gegebenen besondern Fall augenblick-
lich das gewiinschte liefert. Diese ist aber:

(P—i—Q\f:)p'}'qV—: — epL-l‘l—-q(iQUT""'P)

x(Cos.[qL.R+p(tenz+0)] +
+v=i. Sin[clL.Pl-]*P’(iQnﬂ"l‘@)])

wo n rechts o und alle ganzen Zahlen vorstellt,
wihrend L. den reelen Werth des matiirlichen
Logarithmen bezeichnet, R den absoluten Werth
von y7:+ ¢z, und @ den absolut kleinsten Bo-

gen (im Lingenmaalse fiir den Radius 1), dessen
. Y : =5 :
Cosinus = = und Sinus = ;_i ist, wo endlich




L

~1

der gebmm-bten Zeichen.

P 9 P, Q beliebig reele Ausdriicke (also auch
Null) seyn konnen.

Setzt man in dieser Formel Q=0, und auch
g=o0, so erhilt man alle Werthe von PP aus-
gedriickt, durch die Formel

ePLR , [Coe, p (+ 2n74@) 4 v =3 - Sin. p (X enmy D))
wo n Null und jede ganze Zahl vorstellt, wih-

L P § Y
rend %:0 und B:j 1, also @ = {;E ist, je

nachdem P positiv oder negativy; wo endlich
statt ePl-B der reele Werth von RP gesetzt wer-
den kann.

Die Entwicklung dieser und édhnlicher all-
gemeinen Resultate kann auch noch in dem zwei-
ten Theile des: L.ehrbuchs der Analysis,
Berlin 1822 (von demselben Verfasser) nachgese-
hen werden; so wie wir uns hinsichtlich der
hier angewandten Theorie des Kalkuls ein fur
allemal auf dieses Lehrbuch berufen miissen.
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Erste Abtheilung.
Ueber die Entwicklung der Potenzen von
Sinus und Cosinus in Reihen, die nach
Sinus und Cosinus der vielfachen Bogen .
fortgehen,

S L

Der von Euler*) betretene Weg, 'diese Ent-
wicklung zu erhalten, ist im wesentlichen fol- .
gender: Man setzt
Cos.x - vy —1.Sinx =y
und Cos. x — y =; . Sin.x =z,
und man hat v+ z=2.Cos.x,
s0 wie yz = 1.

Nun ist aber nach dem binomischen Lehr-
satz (y - 2z)® = einer Reihe, deren n!s Glied
ausgedriickt wird, durch my.y®—nzn,
oder durch mp . Y= 20 (yz)n,
oder, weil yz=1, durch my,. ym—2n
so dafs man hat

1. (y+z)m = S. [m“ X ym—zé],

*) Novi Commentarii Acad. Petrop. t, V. 1755, p. 164.




I Abtheilung. et 0

wenn wir hisr, und von nun an immer, durch

o

das dem allgemeinen Gliede vorgesetzte § die
Reihe selbst, so wie durch die deutschen Buch-
staben diejenigen vorstellen lassen, welchie nach
und nach die Werthe o, 1, 2, 3, 4, €tc. erhalten
miissen.
Ferner ist bekanntlich
(Cos.x—- v =1 - Sinx)P==Cos.px -y ] . Sin. px,
oder, wenn man m—2@ statt p, und y statt
Cos.x -} =7 . Sin, x setzt,
ym—28 = Cps.(m—=2@) x - v = 1 . Sin.(m—ed)x,
und wenn dies in (I) substituirt, und statt y--z
sein Werth ¢ Cos. x gesetzt wird:
(2. Cos.x)m
=5 dfmp. (Cos. (m=—26)x+ YV 3.8in(m—2a)x)]
oder
(2.Cos.x)m=S.[m,.Cos.(m —24)x] |
{ 4 3.8, [m,. Sin. (m — 24).x].
Bezeichnet man hier die erste Reihe
S.[mg.Cos.(m—2@)x] durch X,
die andere S.[m;.Sin. (m—24a)x]| durch Y,
so hat man
11 (2.Cosx)® = X 4 y=5. Y.
\ Es ist aber ferner mach dem binomischen
Leéhrsatz, wenn man z--y statt y-}-z nimmt,
IV. (z + y)m=S8.[mg.zm—24],
welches auch unmittelbar folgt, wenn man =z

und x in der Gleichung (1.) mit einander ver-
tatscht.




10 1. Abtheilung. §. a.

Aber auch, wie oben ;
(Cos.x— y 3. Sin.x)P= Cos. px — ;. Sin, px,

oder

(Cos.x — ¢, . Sin. x)m—28
{ = Cos.(m— 26)x —y —;.5in.(m—2a) x;
folglich wenn man dies in (1V.) substituirt, und
¢ Cos.x statt z -} v schreibt:

V. (2Cos.x)n =X — /' ;.Y;
wo X und Y dieselben Reihen vorstellen, wie
in (TIL.).

Addirt man nun die Gleichungen (IIL) und
(V.), so erhilt man

VI. (2Cos.x)m =X =35, [mg . Cos.(m—ea)x],
und wenn dieselben Gleichungen von einander
subtrahirt werden:

VII. o=Y=35.[m,.8in.(m—24) x].

§. 2.

Davon, dals Y = ist, wenn m eine abso-
lute ganze Zahl, kann man sich noch auf fol-
gende Art iiberzeugen. s hat nmehmlich die
Reihe Y dann m-}-1 Glieder. Unter diesen ist
das (p- 1) Glied vom Anfange

= m; . Sin, (m —2p)x, und das p-}1'c Glied
vom Ende ist das (m—p-}1)!* Glied vom An-
fange, also auch == mg_p . Sin,[m-—2(m —p)]x

= Mp—p - Sin, [—(m—2p)x];
und diese beiden Glieder addirt geben Null,
weil mp=mn—p und Sin. (—v) = — Sin.v.
Fs heben sich also die gleichweit vom Anfange

s Msermifiang " I o-amn WY il el
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1, Abtheilung. §. 3. 1

und vom Ende stehenden Glieder einande r auf,
und das mittlere Glied, welches in dem Falle
iibrig bleibt, in welchem m--1 eine unjrerade,
also m eine gerade Zahl, ist das (m--2)¢ vom
Anfang, also = migm)- Sin. 0.x = 03 mithin im-
mer Nei==—/}0,
Qe
La grange*) hat dieselbe Aufgabe ohge-
fihr auf nachstehende Art zu losen gesacht.

Er setzt
1j4 y = (Cos. x)™
und diese Gleichung difterentiirt, giebt:
(—I—Y — —m. (Cos.xjm—1. 5in, X3
dx

und wenn man (Cos. x)® eliminirt,
dy
II. my.Sin.x -} Cos.x.— == o.
dx
Fs kommt nun darauf an, irgend eine Reihe
von gewiinschter Form mit unbestimmten Koef-
ficienten anzunehmen, und nachgehends diese
Koefficienten so zn hestimmen, dafs diese Reihe
statt y gesetzt, der Dillerentialgleichung (11.)
geniige.  Enthilt dann diese Reithe noch eine
unbestimmte Constante, so ist sie als das voll-
stindige Integral auzusehen, so dafs die Con-
stante nur noch zweckmilsig bestimmt werden
mufs, um das besondere Integral (Cos.x)™=,

welches das vollstandige umfassen mufs, zu liefern,

*) Légons sur le Calcul des fonctions, Légon XL




12 I, Abthedung.  §. 3.
Lia grange setzt daher
y=A.Cos;nx4-B.Cos.(2—1)x 4- C.Cos,(n—2)x -
D .Cos. (n—5)x +"E.Cos.(n—4)x - ...5,
wo n und A, B, C, D, ete, noch zu bestimmen sind,
Daraus folgt:
dy i ;
~— = — [nA.Sin.nx-+ (n—1)B.Sin.(n—1)x}
4+ (m—2)C.8in.(n—2)x-....]

und wenn man diese Werthe statt y und

dx
dy

in die Gleichung (I1.) substituirt.
i, m [A.Cos.nx-+B. Cos.(n— 1)x 4
+ C.Cos.(n—2)x 4 ....]. Sin.x
— [nA.Sin.nx4(n—1).B.Sin.(n—1)x 4
+ (m—2).C.8in.(n—2)x+}...]|.Cos.x =0}
oder, wenn mittelst der Formel
2.5in,x.Cos,y = Sin.(x -} y) -} Sin. (x =)
die Produkte der Sinus und Cosinus entwickelt
und geordnet werden:
(mA-nA).Sin.(n—-1)x
-+ [mB-(n-1)DB].5in. nx
4 [mC-mA-(n-2) C-nA].Sin. (n-1)x
<+ [mD-mB-(n-3)D-(n-1)B] . Sin. (n-2))x
- [mE-mC-(n-4) E-(n-2) C]. Sin. (a-3)x
-~ etc. etc. ete.

Alle Werthe von n, A, B,C, D, .... welche
nun dieser Gleichung gentigen, geniigen auch
der Differentialgleichung (1L), entsprechen also
der Forderung vollkommen. — ILa grange ge-

=g valy.:

niigt aber dirser Gleichung (TV.)), indem er setzt:



1, Abtheilung. §. 4 15

(m —n) vA=—0
(m~—n-1).B=o0
(m-—n-42).C— (m--n) .
(m—n-3).D—(m-4n—1) B=o
(m—n-44). E=(m+4+n—2).C=o
syt
Und diesen Gleichungen geniigt er wie eder, indem

er m=—n, und dann aus ihnen B, G, D, E, etc.

B
| I

in A ausgedriickt findet; wihrend A unbestimmt
bleibt, mithin als die willkihrliche Constante
angesehen werden mufs. Man erhalt dadurch
y=A[Cos. m x+ m; .Cos.(m—2)x -
~+m, .Cos. (m — 4)x~4-....]
Zur Bestimmung der Constante A setzl man
X =—o0, wo dann y==1 werden mufs, und erhaltalso
1=A. (4 m;+m,+my)=A (1)
mithin Ao

om

Auch I.a grange erhilt daher anf diesem
Wege, wie frither Euler
(2.Cos.x)™ = X,
also auch 0 ==Y,
wobei La grange ausdriicklich bemeﬂ{', dals
‘diese Lntwmk]nn” allgemein fiir jeden Exponen-
ten m geite,

§.

¥

/e
Poifson *) bemerkte, dals diese dem An-
schein nach so streng erwiesene Gleichung

(2.Cos.x)m = X oder

——

* e eey = " 5 .
) Correspondance sur 'Ecole polytechnique, 1811, p. 212.




; I. Abtheilung. §. 5.

i ’S(_Q .Cos.x)™ =Cos.mx} m;.Cos. (m-2)x{m,.
l Cos.(m-4)X 4 ..ut
nicht gilt, wenn x=7% und m=73 gesetzt wird §
denn es ist dann
Cos. (m— 24)x == Cos. (m7 — 2¢w) = Cos.m7,
Cos. x '—= Cos. & ="
und die Gleichung (I.) giebt daher in diesem

Falle

: x
(=of =Cos. = .1+ (@) + B+ G+ or ]
5
7 3 T L
o= Gas. —« (1ide 1) o Cose s
3 5

welches iesultat offenbar unrichtig ist, weil man

bekanntlich hat
I 1 1 1 T o
(ot nt )= Cos.~w:.5m.—).
_ 5 3

9
§. 5
Dies gab Veranlassung zu wiederholten Ver-
suchen, die allgemeine Giiltigkeit oder Ungiiltig-
keit der Gleichungen
(2.Cosx)m =X

und O e ) (S
von denen die eine aus der andern nothwendig
falgert, nachzuweisen. L.a croix *) bemerkt,

dals auf demselben Wege, auf welchem La gran-
ge seiner Dilfferentialgleichung (§. 3. IL) durch
dies allgemeine Integral

#) Traité du calenl differentiel et du calcul intégral. 2° Edit.
T, zme, p. 616, :
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1. Abtheilung. §. 5. 15

y=—=AWX
geniigte, ihr auch durch
y=B.Y,
folglich auch durch ~

y=A.X-4+B.Y

ventigt werde, dafs aber dann der merkwiirdige
Umstand eintrete, dafs, obgleich die Diflerential-
gleichung nur von der ersten Ordnung wire,
doch ein Integral mit zwei willkiihrlicken Con-
stanten ihr geniige; den Principien des Integral-
kalkuls entgegen. — Doch lifst sich annehmen,
dals eine in der Natur der Sache gegriindete Ab-
hingigkeit der beiden Comnstanten A und B statt
finde, so dals nur noch eine von beiden als will-
kiihrliche Constante angesehen werden kénne.
Dies scheint sich auch zu bestitigen, wenn man
bemerkt, dals sowohl y=1X, als auch y=17Y
der Differentialgleichung (§. 5. I1.) geniigen, dals
man daher zu gleicher Zeit habe

dX

7o +mX.tg.x =0

ayY
und ==L mY.tg.x =0,

dx
woraus dann folgt, wenn tg. x eliminirt wird,

X.dY=Y.dX = o oder i): — d—Y,

‘ X Y
welches integrirt, giebt:

= X "oder! X = D.Y,
so dafs dadurch das Integral

y=A.X -4 B .Y iibergeht in
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y=(A+BC).X, oderin y=(AD+B).Y,
d. hiedh yo=—=E . X, oder in y=—F X owo
die Constanten I und F noch bestimmt wer-
den miiscen. — Fiir x =o0, also y=1, erhilt
1 1
man aber: F:;; und F:E; weshalb  das
zweite Integral, als hier unbrauchbar, verwor.
fen, das erste aber beibehalten werden mulfs.r
Dieses liefert aber wieder, und-zwar fir jeden
Werth von m,
(2Cos.x)n =X und ==
was auch Euler und La grange gefunden haben,
StcEiG

Déflers *) stellt iiber dicsen Gegenstand

folgende Betrachtungen an: Man hat, was auch

¥ Seyn mag,

<4 0 m
(Cos.x)™ == (1 —ﬁ-—{- 4 — = )

= 1—}—;‘\7&“»-,_?»:‘: - CxC ...,
wo A, B, C, etc. constant, d. h. von x unabhin-
gig und reel sind, Hieraus glanbt nun Déflers
folgern zu miissen, dals der von Poifson aufge-
stellte Ausdruck

(2 Cos. %) = X + Vian

nur dann richtig seyn konne, wenn Y ==o 1st,

-

also wenn er in den andern

iibergehe, weil nur denn in der Entwicklung

*) La croix Traité du Caleal diff. et int, T.ITL p.616. sqq.
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von (2 Cos.x)m nach ganzen und steigenden Po-
tenzen von x, blofs die geraden Potenzen von x
vorkommen, und die Entwicklung selber die Ei-
genschéﬂ: erhalte, durch die Substitution von — x
statt’ x, nicht verindert zu werden, wie solches
dem Ausdruck (2Cos.x)™ zukommt,
§. 7
Dafs aber Y=—=o0 seyn miisse, sucht D¢ flers
noch durch folgenden direkten Beweis aulser
Zweifel zu setzen. Da nehmlich Y die Reihe
bedeutet
Sin.mx | m,.Sin.(m-2) x{m,.Sin.(m-4)x{,..,

so findet man sogleich, wenn man statt der Si-

- nus, die nach den Potenzen von x fortlaufenden

Reihen setzt und ordnet:
x

iy = 5 (m $my.(m-2)4m,.(m-4)+m, .(m-6)+,.)
3 ' :
—%(ms+m1-(m-a)3+mz-(m-4)3§13-(m-6)3+--)

S :; <m Sym . (m-2)5im, (m-4)5m ;. (m-6)5y. )

+ etc. ete.

so dals das allgemeine Glied zum Koefficienten
hat, die Reihe:
mPimy.(m-2)Pfm,.(m-4)Pfm, . (m-6)PL...,

wo p eine ungerade Zahl bedeutet. Um diese
Beithe zu summiren, betrachte man die Funk-
tion

Tp=mP. 2 ym, (m-2)P, tB- 2 m,.(m-4)P.t04{...

B
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aus welcher sie fiir t =1 hervorgeht. Man fins

det dann leicht
elise]® T d
P = p+l,odeer+1=t. dt—p

dt t
Setzt man hier nach und nach p=o,1, g, 3, €tc.,

so erhalt man:

G B B 10
; =t, , etc.
dt

= a1,
—t.—, =t.—,
- dt 7 dt

WO
T, =t0ym .t02im, A dym, A0y, = (tie-1)m sty

und man erleichtert sich die Bestimmung von
T,, T,, etc., wenn man t4t—1=z
dz
und t.— =t.(1—t2) =t—t1=V setzl,

so dafs T,=zm, und fiir t=1, noch z=2 und
v=o0 wird. Es ergiebtsich dann augenblicklich:

t.d.(zm dz
TI == df ')-=m.zm—‘.ta—t—‘—-—m.zm—‘.v
dT,

= m(m—1).z0%.v2+4-m.z",

= t,—=
dt
Caddy
(“’Ell — = z)
dt

dT
T3 = t, d_tz =m(n_-|..._.1) (m._g).znl—s_vs_l_

+[om.(m—1)4m?].zm " v;

u s.ow. £
in welchen Ausdriicken die Summe der Exponen-

ten von z und v, — m ist, wihrend der héchste
Exponent von v dem Zeiger an T gleich kommt,

e e T T T T i —-
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' und diese Exponenten von Glied zu Glied um
zwei Einheiten sich verandern, so dafls alle ihre
Glieder fiir t =1 (weil dann v = o0 ist) ver-
schwinden miissen, wenn p ungerade, dagegen

-

nur bis auf das letzte verschwinden, wenn p ge-
rade ist; welches Gesetz leicht bis ins Unendliche
nachgewiesen werden kann. FEs ist also immer

Tp=o fir t=1 und p eine ungerade

Zahl; folglich ist immer, wenn p eine ungerade
Zahl '
mP 3 m.(m-2)P L m,.(m-4)PL m,.(m-6)P1,.. =0,

-

=

fiir jeden Werth von mj also auch immer
Y =0, dahero auch (2 Cos.x)m =X,

§. 8.
L Plana*) (Professor der Astronomie zu Tu-
* rin) behauptet auch, Y wire immer = o0, den

einzigen Fall ausgenommen, wenn x=o7, den
aber sein Beweis selbst angebe. Es ist nehmlich:
eXV =i —e—xV =

Sindxi=s —-
G V65
also
2y 3
B em=V =im  e(M-2xV = pm,  e(m-4dxV =g,
A e—me':T_m x ‘e-(ﬂl-Z)IﬁV—-—_ﬂi -ni, .e-(m-t;l)s'lf':] e .i
oder
i emxy = it e~mxy —;
Y — o (1_!_3-2!;?"—1)“!_...__&_ = (H_ezx'\f':?)m,

W

Ry —1

» %) Aunales de Mathématiques p. Gergonne. 1820, 21.

B2
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wie sich sogleich einsehen lifst, wenn man auf die-
sen letztern Ausdruck den binomischen Lehrsatz
anwendet. Es ist aber
etV = —= Cos,2xt " ;.5in. gx
= 2(Cos.x)%—1 t+ 2y/ 7. Sin. 2x;
also auch:
(2 Cos.x ™. emxY —

—— (Cos.x — y =7.8in.x, ™
2y, .

(2 Cos.x)m, e—mxV —

i=—

(Cos. x4y . Sin.x)™,

2y —1
Und weil etnxyV"= — Cos. mx + = .Sin.mx,
so wie(Cos.x v 5. Sinx)™=Cos.mx t y 7. Sin.mx
auch
(2 Cos.x)™

(©).Y = o (Cos. mx 4 v .Sin.mx) X
5 (Cos.mx—y ;. Sin. mx)
{2 Cos.x)™ Sk
— = (Cos.mx —y ;. Sin.mx) X
oW

(Cos. mx -} v —i.Sin.mx}
d.h. Y=o, es mag m eine ganze oder gebroche-
ne Zahl seyn. — Plana meint nun aber ferner,
dals diese letztere Folgerung aufhére, wenn
x=—m, und glaubt, dals diese Ausnahme in sel-
nem Beweise bereits liege.

§ o
Wir iiberheben uns, Weiteres aus der Ab-
handlung des Herrn Plana zu berichten, da es
ans scheint, als wenn alles, was er in der Ab-
handlung als Endresultat herausbringt, weder auf
Neuheit noch auf Griindlichkeit Anspruch ma-

el e T T Y Py
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. chen konne. Dafs die Ausnahme fiir x—m= aus

der Formal (¢) nicht hervorgehe, fillt in die

Augen; dafs sie nicht die einzige Ausnahme

sey, wie Plana nach Poifson meinte, ersicht

man ebenfalls sogleich, weil, was x =7 liefert,
auch eben so fiir x=*t(en-4}1).7 hervorgeht.

Beweise ahnlicher Art, dals Y = o sey, lie-
fsen sich noch mehre darlegen. Am einfachsten
und zugleich der direkteste, scheint folgender

ZU Seyn:

Es bezeichnet nehmlich Y die Reihe
S. [mg. Sin. (m —2g)x],
so dafs oy —;.Y=S.[m;.2y .Sin.(m—24)x].
Nun ist aber

0y =:.5in. (m—oa)x=e(@-28)xV =i — e—(m=2a)x Y =,

folglich wenn man dies substituirt:

{@) Bl Y =S [m; elmanuvis:] ~S.[mg.e-(m-28)V"=1],

Nach dem binomischen Lehrsatze hat man da-

gegen: :

(V= e—xV —)m =8 [m,.(exV =1 )m—¢, (e—xV'=1)4]
=S8 [mg.em—aXV =i, e—axV =]
=3S.[m,.e(m—2&)xV =],

Eben so findet man nach demselben I.ehrsatze:

(e—qu-:Ti -+ ex'f:{)m = §. [m“. e— (m—2a)x 'V':;}.
Substituirt man nun diese Werthe in die

Gleichung (@), so erhilt man:

oy T +Y = o ..0déer Y=g,
wie es scheint, fir jeden Werth von x und
von m.
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§: 0.

Ganz auf dieselbe Weise lifst sich auch noch
zeigen, dafs X oder S. [mg . Cos. (m — 24) x]

= (2Cos.x)™ seyn miisse. — Denn man hat
2 Cos, (m— 243) X = e(u—20))"7 -} e—(m—20)x)",
folglich

2. X ==8,[m,. em2axy" ) L § [m,.e(m-38)xy =]
— (exV’"—_. +e—xyV=)um + (e—xV = -~ exV =i)m ' ]
= 2.(eXV = - exV=)m = 2.(2 Cos. x)™,

also X — (2Cos.x)m; welches auch wieder fiir

jeden Werth von m und von x zu gelten scheint,

N S

Selbst aus Poifsons Meinung, dals
X4+v=:.Y und X— =, .Y im allgemeinen
als zwel von einander verschiedene Werthe von

(2 Cos.x)™ anzusehen wiren, scheint sich ableiten
.y 1 -
zu lassen, dals z. B. fir m = — (wo p eine po-
)

sitive ganze Zahl seyn mag), Y doch immer der
Null gleich seyn miisse. Denn es ist aus den
Lehrbiichern der Algebra bekannt, dafs man alle

i it
Werthe von a? oder ya erhalte, wenn man ei-

1
nen dieser Werthe mit allen Werthen von 1P

P : ong i L Oom S
oder y"1, oder mit Cos. ——+vy"—7 . Sin.—— oder

P P
: A/ ad V1 2NAT o, A
mit Cos, — + /' . Sin. — multiplicirt, won

und v alle Werthe o, 1, 2, 5, ... bis p — 1 haben
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sollen. Es sind also alle p Werthe von (2 Cos.x)%
enthalten in der Formel
enw .. enw
D (Cos. SRR ey _17)'
P

aber auch in der Formel
vy . evm
2) (X—vr:Y) . (CDS. "—1-J—+ f:.Sm. —-i)—)-
Dann mufs jedoch einer der p Werthe in (1.)
einem der p Werthe in (2.) gleich seyn; also
muls es immer zu jedem Werth von n einen zu-
gehorigen Werth von v geben, S0 dafs dann

X+ f:.Y).(Cos.iI;)i Sk Sin.EPI—)E—

1% P

wo die Abhingigkeit des v von n noch zu be-
stimmen bleibt.  Multiplicirt man aber links
und rechts, und setzt die reelen und die imagi-
niren Theile einzeln einander gleich, wie man
dies immer zu thun pflegt, so erhilt man hieraus;

enz S TATT
5) X . Cos. — Y, Smn. ——
‘ P P
V7 avag
= X.Cos.-g—f——l-Y.Sin-
P P
und

. enw onT
4) X.5in. — + Y . Cos.——
P ;a

. evw ovaT
— X, Sin, — — Y . Cos; ;
P P
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~ welche beide Gleichungen identisch seyn miis-
sen, wenn man nur zu jedem Werth von n, den
zugehorigen Werth von v nimmt. Weil aber
diese Gleichungen (5.) und (4.) fiir jeden Werth
von x, also auch fiir x =0, wo dann auch Y=o
ist, gelten miissen, so muls nothwendig seyn

ong o2V
Cos, —— = Cos.
P B
onz , Qva
SR (== iR -
P 1
und diese Werthe in (3.) und (4.) gesetzt, geben
2nwT
2Y . Sin, k7 1 o
P
2n
und auch oY . Cos. 0 — 03
P

also wenn man beide letztern Gleichungen qua-
drirt und addirt, auch
4 — pridnd T Yeeso,

1- .
wenn m = — ist.

P
§axial

Aus allen diesen Entwicklungen scheint also

hervorzugehen, dafs im allgemeinen

(2 Cos. x)m — wnd: o= Y

ist, wie Euler und La grange gefunden ha-
ben, und man kénnte sich vielleicht berechtigt
glanben, die offenbaren Ausnahmen nicht blofs
fir x =7, sondern fir x=I(en+41)7, aus
demselben Gesichtspunkt zu betrachten, aus wel-
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chem man die allgemeine Giiltigkeit mehrerer
anderer Sitze, z.B. des Taylor’schen Lehrsatzes,
zulafst, wenn er auch in besondern Fillen Aus-

nahmen zu erleiden scheint.

Auf der andern Seite dagegen liefern diese
letzterwihnten Sitze, z. B. der Taylor’sche, in
diesen besondern Fillen doch eigentlich mnicht
unrichtige Resultate, sondern, wie es scheint,
mehr unbrauchbare, oder es zeigt vielmehr
die unbrauchbare Form, unter der sie nun er-
scheinen, an, dals dieser Fall eine Ausnahme bilde,
wie sich auch wohl strenge beweisen lifst; wih-
rend die hiesigen Ausnahmen geradezu, nicht eine
unbrauchbare oder einen Widerspruch anzeigende
Form, sondern wirklich ein unrichtiges Resultat
liefern,

ST

Was aber vor uns nicht erwiesen zu seyn
scheint, dafs nehmlich die Gleichungen Y =o,
also auch X = (2 Cos,x)™ nicht blofs unendlich
viele Ausnahmen erleiden, fiir besondere Wer-
the von x; sondern dals diese Gleichungen wirk-
lich im Allgemeinen unrichtig sind, und kei-
neswegs allgemein zugelassen werden diirfen, son-
dern im Gegentheil nur in Ausnahmsfillen gel-
ten, scheint uns unwiderstehlich zu zwingen, die
vorige Ansicht zu verlassen, und anzunehmen,
dafs in allen den vorhergehenden Beweisen und
Entwicklungen an irgend einer Stelle ein unrich-
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tiger Schlufs gezogen sey, der dann auch das un-
. richtige Resultat zu Wege gebracht habe.

Nehmen wir nehmlich an, dals im allgemei-
nen Y=o oder S.[m,;.Sin,(m—28)x] = o,
also dann auch X = (2Cos.x)m sey, so miilste dies
auch noch der Fall seyn, wenn 7 - x statt x ge.
setzt wiirde. Es ist aber

Sin. [(m—ea&) (7} x)] = Sin. [m7w-+}(m—ea)x]

=S8in, m7 . Cos. (m—24)x 4 Cos.m7 . Sin.(m—2/)X;
und es wiirde also dann Y tibergehen in

S.[mg.Cos. (m — 28)x] . Sin. m7z - -
-+ 8.[mg. Sin, (m — 24&)x]. Cos, mm.

d. h. in X.S8in.m7z 4 Y. Cos.mz, und weil nach
der Annahme Y = o0 und X = (2 Cos.x)™ ist, in
Sin.m#7 . X, oder in Sin.m7z . (2 Cos.x)m; so dafs
danr auch seyn miilste, fir jeden Werth von
x und m,
Sin. m7z . (2 Cos.x)® — o0
welche Gleichung jedoch offenbar nur dann fiix
jeden Werth von x gilt, wenn m eine (positive
oder negative) ganze Zahl ist, weil nur dann
Sin, m7.= @ ist.
§. 4.

Es mag daher jetzt von allem bisher mit-
getheilten abstrahirt und versucht werden, an-
zugeben, wie und durch welche Mittel es még-
lich seyn diirfte, sowohl in der vorliegenden
Aufgabe, als auch in allen dhnlichen Fillen noth-
wendig richtige und solche Resultate zu erhalten,
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bei welchen zugleich alle etwaigen Ausnahmen,
die sie erleiden, durch die Entwicklung selbst
auf das bestimmteste ausgesprochen werden, wie
dies dem Gange einer strengen Wissenschaft an-
gemessen ist.  Diese, grofstentheils oder vielleicht
durchaus bekannten, aber, wie es scheint, nicht
immer mit der gehorigen Sorgfalt beobachteten
Principien, deren wir uns bei unsern Arbeiten
bedienen, und die wir auch hier in Anwendung
bringen werden, mogen deshalb hier in der Kiirze
blofs historisch zusammengestellt, und zum Theil

auch nur angedeutet werden,

I. Es scheint aber vor allem bemerkt wer-
den zu miissen der Unterschied zwischen einem
allgemeinen Ausdruck und einen hesondern
(Zablenweyth). So lange der Ausdruck allge-
mejn ist, ist er weder reel noch imaginir, son-
dern der allgemeine Ausdruck kann noch bei-

des werden, das Eine so gut wie das Andere.

Aus a-4-by =, = c+dy =7 scheint also
z. B. nicht geschlossen werden zu diirfen, dals
a=c¢ und b=d seyn miisse, so lange a, b, ¢, d,
noch allgemein sind, Dagegen ist der S8chiuls
strenge erwiesen,
e) wenn man weils, dafs a, b, ¢, d, bestimmte
reele Anusdriicke sind, ader auch

) wenn a, b, ¢, d, ganz allgemein sind, aber
aufser der gegebenen Gleichung noch diese

Zweile a—by T =c—dy
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mitgegeben ist, also auch wenn man bestimmi
iiberzeugt ist, dals die Gleichung
at+by ] = ¢ct+dy

fiir beide Werthe von y ] zugleich Statt fin-
det. — Z.B. bei

(=5 Feym=(ay ) +GVm.vVS
findet diese zweite

(—8)—ev o =(v)—(6V)-V=
nicht statt; daher natiirlich auch obige Folge-
rung nicht.

II. Jede Relation zwischen Ausdriicken ist
eine Gleichung, und jede Gleichung nothwendig
eine identische; so dals die sogenannten al-
gebraischen und transcendenten Gleichun-
gen (die man hesser Bestimmungsgleichun-
gen nennen konnte), so wie auch die Diffe-
rentialgleichungen, nur der Form nach
und nur dadurch von den vorzugsweise so ge-
nannten identischen Gleichungen verschieden sind,
dels einer oder mehrere der darin vorkommenden
Buchstaben oder sonstigen Zeichen, bestimmte
Werthe reprisentiren, welche Werthe man sich
dafiir wirklich gesetzt denken muls, wenn man
die eigentliche Gleichung (die ihrer Delinition
entsprechende) haben will.

III. Man scheint besondere Sorgfalt auf die
vieldeutigen Ausdriicke wenden zu miissen, und
bemerken, dafs ein vieldeutiger Ausdruck jedes-
mal nur einen seiner mehreren Werthe vorstellt,
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obgleich er dann in besondern Fillen einen vol-
lig bestimmten, oder auch einen beliebigen, oder
endlich cinen von andern Werthen abhingigen
reprisentiren kann.  Schreibt man z.B.

Vo=-—135 oder yvog=+35, so stellt in der
ersten Gleichung das zweideutige Zeichen y/ g den
bestimmten seiner Werthe —5 vor, so dals die
Gleichung /g = — 5 nicht anders gedacht wer-
den kann, als —75=—753 in der andern Glei-
chung 9= -+ 3, stellt dagegen "9 den Werth
-5 vor, so dafs die Gleichung selbst wesentlich
zusammenfillt mit + 3= -+ 3.

In der Gleichung dagegen
V.V 9=V36

sind die Werthe, welche jedesmal durch die Wur-
zeln vorgestellt werden, von einander abhangig,
so dafs zwei dieser 3 Wurzeln jeden beliebigen
ihrer Werthe (obgleich jedesmal nur einen ein-
zigen) vorstellen, wahrend dann aber die 5te Wur-
zel einen bestimmten, von denen der tubrigen
Wurzeln abhingigen, hier durch die Gleichung
selbst bedingten Werth reprasentirt.

IV. Ist also A ein vieldeutiger Ausdruck,
und kommt solcher in einer Untersuchung meh-
rere male vor, so darf man ihn, obgleich er der
Form nach derselbe ist, doch im Kalkul nicht eher
als einen und denselben betrachten, bevor man

sich nicht tiberzeugt hat, dafls er jedesmal auch
~ wirklich dieselbe Bedeutung habe, d.h. dafs

er auch jedesmal wirklich immer einen und den-
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selben ceiner Werthe repriisentirt. Man darf also
z. B, nur dann
A+ A = 24, AFPRAT=SSAR
pAt gAi=1(p:Eq).A U. S. W.
sstzen, wenn man iiberzeugt ist, dafs dieses A
jedesmal dieselbe Bedeutung hat, — Man kann
daher z.B. nicht unbedingt
Y SRV i =2 VS = Vi (==
W—5.YV 5=V 5 —==3, .u. 8. 'w. setzen.

V. Die vieldeutigen Ausdriicke, die am hau-
figsten vorkommen, sind: die Wurzeln, die
Logarithmen, und die zu irgend einer trigo-
nometrischen Iinie gehérigen Bogen (im allge-
meinsten, analytischen Sinne genommen), und,
was manvorziiglich zu bemerken hat, diesimmt-
lichen Potenzen im allgemeinen. Jede zu ei-
nem Bogen gehorige trigonometrische Linie ist
dagegen nur eindeutig, fir sie also keine weitere
Vorsicht nothig, Fur die tibrigen der so eben
erwihnten Ausdriicke scheint aber die Regel (IV.)
bei dem aligemeinen Arbeiten immer gehorig
berticksichtigt werden zu miissen. Und beson-
ders wird dies Noth thun bei den Potenzen, weil
man gerade bei diesen am geneigtesten zu seyn
scheint, solche zu ubertreten.

VI. Eine Potenz a* hat aber nur einen ein-
zigen Werth, wenn x eine (positive oder nega-
tive) ganze Zahl ist; sie hat v verschiedene Wer-

7 A
the, wenn x = i{_ und dabei der Bruch o] in
v v
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seinen kleinsten Zahlen ausgedriickt ist; sie hat
unendlich viele wverschiedene Werthe, wenn x
reel aber irrational, oder wenn x imagindr ist,
Ist daher x allgemein, so mufs, da x noch
jeden besondern Werth erhalten kann, a* im All-
gemeinen als unendlich vieldeutig angeschen und
behandelt werden.
Die Formeln der Potenzen

eVl = ax+y : a%:ay — ax—y
a*.b* = (ab)* . ax; bx=(a:b)*
Wiy

" nebst dem binomischen Lehrsatze gelten also nur
in so ferne, als jede Potenz einen ihrer Werthe
reprisentirt, wihrend diese Werthe nicht durch-
gehends willkiihrlich genommen werden konnen,
sondern in einer durch die Gleichung selbst be-
dingten Abhingigkeit zu einander stehen, — Im-
mer aber erhilt man alle Werthe einer allgemei-
nen Potenz a*, wenn man elnen derselb‘en mit
" allen Werthen von 1* oder mit
Cos. (enx7) + =7 .Sin. (2nx7),

wo n die Null und alle absoluten ganzen Zah-
len, bis ins Unendliche, vorstellt, multiplicirt, —
Will man daher bei dem allgemeinen Um-
formen der Ausdriicke mit Potenzen, mnicht blofs
solche andere Ausdriicke haben, welche einigen
(unbestimmten) Werthen, sondern solche, welche
allen Werthen der gegebenen Ausdriicke ent-
sprechen, so mufs man' mit Sorgfalt auf das so
eben bemerkte Riicksicht nehmen, tm nicht um-
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geformte Ausdriicke zu erhalten, welche jene ge-
gebenen nicht ganz und vollstindig darstellen,
sondern nur einzelne in ihnen enthaltene Elemente.

VII. Bei unendlichen Reihen scheint man wie- |

der unterscheiden zu miissen, die allgemeinen
von den als numerisch gedachten. — So
lange die Beihen ganz allgemein sind, sind
sie weder convergent noch divergent. Diese All-
gemeinheit kann aber durch die Bedingung der

Convergeng oder der Divergenz vermindert wer- |

den, und dann muls man sich schon die einzel-

nen Glieder (nicht mehr als allgemeine, sondern '

bereits) als reele oder als imaginire, und die
Reihe selbst als eine numerische denken. — Um-
gekehrt, so oft davon die Rede ist, ob der Werth
einer Reihe ein reeler oder ein imaginirer sey,
kann die Reihe selbst micht mehr als eine ganz
allgemeine angesehen werden, weil eben die Ei-

genschaft des reelen und des imaginiren, mnicht

an die ganz allgemeinen, sondern blofs an die be-
sondern Ausdriicke gekniipft ist.

VIII. Entwickelung eines Ausdrucks
(schlechthin, oder in eine Reihe) ist nichts wei-
teres als Umformung, und giebt jedesmal eine
identische Gleichung, mit denen allein sich der
ganze Kalkul beschiftigt. — Eine solche Um-
formung kénnte man vollstindig oder un-
vollstindig nennen, je nachdem sie allen

oder nur einigen Werthen (oder nur einem
; einzi-
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einzigen) des gegebenen Ausdrucks entspricht.
In beiden Fillen kann aber die Entwicklung rich-
tig seyn. — Eine richtige Entwicklung mufs den
Ausdruck, dem sie entspricht, in jedem Augen-
blick wieder reproduciren konnen, worin sich
eben der Charakter der Identitit oder der: Ume
formung ausspricht. — Eine unendliche
'Reihe ist zwar nur in der Idee vorhanden, aber
als Vernunfibegrif vollkommen ausgesprochen
durch dasFortschreitungsgesetz. — Eben
 deshalb ist eine unendliche Reihe auch im AL
- gemeinen (wo von ihrer Convergenz oder Diver-
genz noch nicht die Rede seyn kann) vollkom-
men geeignet einen gegebenen Ausdruck voll-
stindig zu repridsentiren, wenn man nur, das
richtige Fortschreitungsgesetz zu haben, iiber-
zeugt seyn kann. Durch dieses Fortschreitungs-
gesetz reproducirt sich nachher immer wieder
_der gegebene Ausdruck, und kein dem Wesen
‘nach von ihm verschiedener, wenn man nur bey
~den weitern Umwandlungen, welche eine solche
unendliche Reihe erleiden kann, die nothige
Sorgfalt verwendet, damit nicht wesentliche Be-
' standtheile des Fortschreitungsgesetzes, oder an-
dere von der Theorie als wesentlich anerkannte
'Elemente wihrend der: Arbeit selbst verlohren
gehen,

IX. Von dem Werthe einer unendlichen
‘Reihe kann nur dann die Bede seyn, wenn sie
: C
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einen Werth hat, d.h. wenn sie convergirt
(wenn die Summe von noch so vielen ihrer Glie. |
der nie unendlich grofs, sondern zwischen be.
stimmten endlichen Grenzen eingeschlossen wer-
den kann), — Hieraus folgt, was fiir die Be-
handlung der Reihen nicht unwichtig zu seyn

scheint:

1) Alle Schliisse, welche sich auf Werthbestim-
mung einer unendlichen Reihe griinden, gel-
ten nur unter der Voraussetzung, einmal
dafs die Reihe nicht mehr allgemein ist, son-
dern bereits als eine numerische anerkannt
wird, danil auch, dafs die Reihe selbst
convergirt.

Sind diese Voraussetzungen nicht gerecht-
fertigt, so werden alle sglche Schliisse in
der Regel zu Wiederspriichen fiihren.

o) Ist ein endlicher Ausdruck, einer un-
endlichen Reihe im Allgemeinen gleich |
(identisch), so hat fiir jeden Werth der un- ;
endlichen Reihe, der endliche Ausdruck
nothwendig denselben Werth. Aber umge,
kehrt, von dem Werth des ‘endlichen Aus.
“@rucks auf den gleichen Werth der unendli-
chen Reihe zu schliefsen, geht nur in so
ferne an, als die Reihe wirklich einen Werth
hat; dieser Schlufs gilt also in allen den |
Fillen nicht mehr, in welchen die unend-
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L Abtheilung. §.14. 55

liche Reihe divergirt d. h, gar keinen Werth
mehr hat.

3) Ist daher eine unendliche Reihe von der
Art, dals sie in gar keinem Falle convergirt,
dafs sie also mie einen Werth hat, so hort
jeder Schlufls, der sich auf ihren Werth be-
zieht, in allen Fillen auf, und alles in Bezug
auf den Werth dieser Reihe Erschlossene,
oder auf den Werth einer solchen Reihe
oder auf das Daseyn desselben Gegriindete
hort in allen Fillen auf nothwendig wahr
zu seyn, eben weil die Voraussetzung, un-
ter welcher diese Schliisse allein Giiltigkeit
haben konnen, hier nie statt findet. (Wir

_ meinen, dafs die so erschlossene Resultate,

eben so gut unrichtige als auch richtige seyn
kénnen).

4) Da eine unendliche Reihe, im Falle sie di-
~ vergirt, gar keinen Werth hat, so kann man
in diesem Falle, ausihren reelen Gliedern,
nicht auf ihren reelen Werth, und also
‘auch micht auf den reelen Werth des mit
thr im Allgemeinen identischen endlichen
Ausdruks schliefsen; so dals also alle Glie-
der einer unendlichen Reihe reel seyn kon-
nen, wihrend, wenn die Reihe zugleicher
Zeit divergirt, der ihr im Allgemeinen
gleiche endliche Ausdruck, eben so gnt ei-
Co
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. nen imaginiren als auch einen reelen Werth

haben kann. *) i

Als Beyspiele mogen die Entwikklungen

1 £ BN S S
VOR und_von V1 —pz 1n, nach ganzen

Potenzen von p fortlaufenden Reihen, dienen. |,

LEben so wenig kann man aus denimagi-
niren Gliedern einer divergenten unend-
lichen Reihe auf den imaginiren Werth
des ihr im allgemeinen gleichen endlichen
Ausdrucks schliefsen.

5) Umgekehrt aber: hat der endliche Aus-| .

druck in einem besondern Fall einen ima-
giniren Werth; und sind zu gleicher Zeit

die Glieder der Entwikkelung (der unendl |

Reihe) alle reel, so muls die Reihe noth-
wendig in diesem Falle divergiren; so wie,
wenn sie convergirt und alle ihre Glieder
reel sind, der ihr im Allgemeinen gleiche
endliche Ausdruck dann nothwendig auch

e

#) Sind also, um ein Beyspiel der Anwendung zu geben, a,b; |

¢, d, alle oder zum Theil unendliche Reihen, so kann man aus
atbySi=c+dvD

nur dann schliefsen, dafs a — ¢ und b == d seyn miisse, ent-

weder wenn alle unendliche Reihen convergiren und reele

VVerthe haben, (also nicht unbedingt schon wenn die einzelnen

Glieder der Reihen reel sind), oder wenn sie noch allgemein

sind, aber aufser @ + by =, = ¢ 4+ d =] im
Allgemeinen auch noch diese .andere Gleichung
a—by =, = ¢ —d Yy, segeben ist. (Vergl. I).

T
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einen reelen Werth haben mufs, ~ (Vergl. IX.
2)*)

_ X. Wenn bei den indirekten Umformungs-
' Methoden (z.B. bei derjenigen, wo aus dem ge-
oebenen Ausdruck erst eine Differentialgleichung

- gebildet, dazu aber nachher wiederum das Inte-
gral gesucht wird, in der Hoffnung oder mit der
besondern Aufmerksamkeit, dasselbe in umgeform-
ter Gestalt zu erhalten; ferner auch schon bei
der gewohnlichen Methode der unbestimmten
Koefficienten) die Koefficienten nur unter der

' Voraussetzung strenge bestimmt werden konnen,

dafs die vorkommenden Reihen convergiren, so

‘| kann man die Resultate nicht nothwendig als

*#) Wir glauben hier noch bemerken ‘zu diirfen, dafs in den
Fillen, wo Umwandlungen in Reihen gewiinscht werden, um
nachher die VWerthe der Ausdriicke durch diese Reihen be-
stimmen zu kiénnen, oder auch in denen, wo man auf eine
bestimmte Convergenz weitere Schliisse griinden will, es we-
sentlichen Nutzen gewihren diirfte, den Reihen, (endliche
oder unendliche aber) schon bestimmte Elemente beyzugeben,
die zugleich die Natur der zu verwandelnden Ausdriicke in
sich aufgenommen haben. Indem nehmlich dann mehr Ur-
sachen der Divergenz wegfallen, ist auch die VWahrscheinlich-
keit grofser, ein_e umfassende Convergenz zu erhalten. —
So convergiren z. B. (wie es scheint, aus diesem Grunde) die
Reihen fiir die Logarithmen schneller und umfassender, wenn
man selbst wieder Logarithmen in die Entwickelung ein-
fiihrt. —  Vorztiglichen Nutzen scheint diese Bemerkung
auch in einer Theorie der allgemeinen Fakultilen zu ha-
ben, wo sich die ferneren Schliisse blofs auf die Convergenz
der gebrauchien Reihen grinden kinnen, und nur dann noth-
wendig allgemein giiltig sind. —




38 1, Abtheilung, §. 14.

allgemeingiiltige annehmen, obgleich sie |
nothwendig richtig sind fiir die Fille, welche der
Voraussetzung entsprechen.

Aber um selbst fiir diese Fille nothwendig
richtige Resultate zu erhalten, mufs man jedes-
mal sorgfiltic untersuchen, ob auch wirklich der
Theorie tiberdll geniigt sey. Es darf also na-
mentlich keine Koefficienten-Bestimmung statt
finden, bei welcher die im Unendlichen vernach- |
lissigten Glieder selbst unendlich grofs werden|
miissen; und im Falle solche unendlich grofs wer-
den kénnen, so wiirde die Umformung nur fiir
die Fille nothwendig richtig verbleiben, fiir |
welche dieses nicht mehr statt findet,

Hat man sich dagegen von der allgemeinen
Giiltigkeit der Form auf direktem Wege tiber-
zeugt, und ist man sicher, dafs das Fortschrei.
tungsgesetz das Wesen des umzuformenden end-
lichen Ausdrucks im allgemeinen in sich schliefse, |
so dafs die Koefficienten als die Constanten an-
gesehen werden kénnen, so ist eine solche Ent-
wikkelung auch allgemein giiltig (d. h. sie pafst
dann fiir alle méglichen besondern Fille zugleich),

Untersucht man genau die in (§. 3.) angege: |
bene Entwickelung des I.a grange, so ist es‘
leicht zu finden, dafs diese Bedingungen daselbst‘
nicht beriicksichtigt zu seyn scheinen; denn es)
werden bei der Entwickelung im Unendlichen
Glieder vernachlifsigt, deren Koefficienten un-|

=
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endlich grofs sind, so dals man nicht mit Sicher-
heit auf das Verschwinden dieser vernachlilsigten
Glieder, auch nicht in einem einzigen Falle, schlie-
fsen diirfte. — Dieser Umstand scheint zugleich
die in den folgenden Paragraphen angezeigten,
den Principien des Integralkalkuls entgegenlau-
fenden Resultate, oder vielmehr ihre Unzuldfsig-
keit zu erklaren.

XI. Mit dieser Bemerkung steht nachste-

| hende in genauer Verbindung: Bei allen vorzu-

nehmenden Umformungen mittelst der Methode
der unbestimmten Koefficienten, mufls man sich
vorher von der allgemeinen Zulissigkeit der
angenommenen Form der Entwicklung verge-
wissern. Es ist zwar sehr leicht einzusehen,
dals jede Unzulifsigkeit der angenommenen Form
der Entwicklung, eben weil ihre Annahme einen
Widerspruch involvirt, diesen Widerspruch auch
in den Endresultaten aussprechen werde; allein
es scheint irrig zu seyn anzunehmen, dals sich
dieser Widerspruch sogleich bei der Bestimmung
der Koefficienten zeigen miisse. Im Gegentheil
ist nicht nur dazu kein hinreichender Grund
vorhanden, sondern die angenommene Form mulfs
sogar zu nothwendig richtigen, keinen Wider-
spruch anzeigenden Koeflicientenbestimmungen
fithren, sobald diese angenommene Form der Ent-
wicklung auch nur in einem einzigen besondern
Fall gerechtfertigt seyn sollte; wenn sie auch
in allen iibrigen Fillen unzulafsig ist. — Dies

|
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findet namentlich in der (§. 5.) angegebenen Ent-
wicklung des La grange statt. Die von ihm
fiir (Cos. x)m angenommene Form der: Entwick-
lung ist die wahre, wenn m eine'ganze Zahl;
folglich miissen sich die unbestimmten Koeffi-
cienten [inden lassen (wenigstens fiir diese Wer-
the von m); und die Entwicklung selbst findet
also statt, aber nur fir den Fall, dafs m eine
ganze Zahl. Der Widerspruch, der in der Un-
zulifsigkeit der ‘von La grange fir den allge-
meinen Fall angenommenen Form der Entwick-
lung liegt, bleibt deshalb noch immer vorhan-
den, und zeigt sich, wie wir (§.15.) gezeigt ha-
ben, wenn man 7 -~ x statt x setzt; oder zeigt
sich vielmehr eben in der allgemeinen Un-
gultigkeit der Entwicklung.

Die direkten Umformungsmethoden scheinen
deshalb vor allen indirekten den Vorzug zu ha-
ben. Wenigstens mag es gut seyn, sich ihrer

Immer zur vorliufigen Bestimmung der Form zu

bedienen, wenn man es auch nachher bequemer
und zweckmifsiger finden sollte, indirekt zu ver-
fahren.

Vorstehende Bemerkungen kann man iibri-
gens durch viele leicht zu findende Beispiele be-
statigen lassen, welches hier der Kiirze wegen
unterblieben ist. Olne gehorigen Beweis blei-
ben manche dieser Bestimmungen jedoch noch

immer problematisch, weshalb diese Beweise und |

tiberhaupt eine Theorie des Kalkuls in dem schon
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angefithrten Tehrbuche des Verfassers versucht
worden ist.
§. 15.
Petrachten wir nun die Euler’sche Ent-
wicklung (§.1.), so sieht man sogleich, dals im
allgemeinen

X+y5.Y wnd X—y 5.

zwei verschiedene Werthe von (2 Cos. x)™ seyn
konnen, Aus den Gleichungen
1)ilo.Cosi)P — XLyt a . X

und o) (2Cos.x)2=X—y ;. X
kann man also durch Addition blofs schliefsen
nach (§. 14. IV u, VL):

(2 Cos.x)® -+ (2Cos.x)™ = 2X,
aber nicht 2.(2Co0s. x)" = 2 X,
weil in den Gleichungen (1) und (2) (die, wie
alle Gleichungen, nur als identische Gleichungen
angesehen werden kénnen) der Ausdruck (2 Cos. x)™
jedesmal einen andern seiner Werthe reprisenti-
ren kann. Wenn m eine positive ganze Zahl,
bleibt der Euler’sche Schlufs giltig, wie be-
kannt ist, und .wie auch schon Poifson be-
merkt hat. — Er bliebe auch noch giiltig, wenn
m eine negative ganze Zahl ist, wenn nur die
Reihen X und ¥ zugleich einen Werth
hatten.
§: .-16. i

Was Déflers (§.7.) schliefst, diirfte, wie

es scheint, nur dann gelten, wenn nachgewiesen
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werden kénnte, dafs, wenn man (Cos. x)™ oder

vielmehr
m

%2 L8 O

(1-—?-—}— -Z,—-— -éT-]—.
allgemein nach dem polynomischen I.ehrsatze ent-
wickelt, die Koefficienten der entstehenden Reihe
nicht unendlich werden. Umgekehrt sieht man |
ein, dals, wenn (Cos.x)™ sich nicht allgemein I
nach den geraden Potenzen von x entwickeln
lafst, die Form der Entwicklung selbst solches

anzeigen miisse.

‘Was aber den andern Beweis des Déflers
betrifft, dafs Y=o sey, wie solches (§.8.) beige-
bracht wurde, so scheint aus den vorstehenden

Principien hervor zu gehen:
1) Dafls die Summation der Reihe

mP,t™m, (m-2)P.t"-2m, (m-4)P.tm-4 m, (m-6)Ptm-6y,.

wie sie dort gefunden wurde, sehr strenge ist,

und dafs also z, B. sehr strenge

(€ m3.tmim,.(m-2)3 tm21m,.(m-4)3 .04y
tm,.(m-6)3.tm-6, .,

im allgemeinen identisch mit dem dortigen

m(m-1)(m-2).z25v3 -+ [om(m-1) + m?].zm-Iy

oder mit

1513 1\ 3
© m@@-)@-2).(t+ ) (b= 1)+
et (47 (=)

angenommen werden miisse.
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2) Dals dagegen die unendliche Reihe (€) nur
dann einen Werth habe, wenn sie convergirt,
also z. B. wenn t sehr grofs ist. In jedem an-
dern Falle dagegen, und auch fiir t=1, bestimmt
sich zwar der Werth des Ausdrucks (®), welcher
aber nur dann mit dem Werthe der Reihe (@)
zusammenfallen kann, wenn letztere wirklich ei-
nen Werth hat. Da nun aber die Reihe (Q) fir
t=—1 nur dann einen Werth zu haben scheint,
wenn m eine (positive) ganze Zahl ist, so scheint
sie auch nur in diesem Fall mit dem Werthe
des Ausdrucks (®), also mit Null, zusammenzu-
fallen, *). —

3) Wire dagegen in dem Ausdruck Y, der
in (§. 8.) verwandelt werden sollte, nicht

mP+m; . .(m—elPtm,. (m—4)P+....
sondern vielmehr diese andere Reihe
mP, t™ +m, (m—2)P, t™-2 -+ m, (m—4 )Pt ...
vorgekommen, so konnte man sogleich im Allge-
meinen den mit ihr identischen endlichen Aus-
druck fiir sie selbst setzen, und das Resultat war
dann noch immer mit Y identisch; und im Falle
Y selbst convergirte, mufste dann jeder Werth
dieses mit Y identischen Ausdrucks, dem von Y
gleich seyn.

*) Dafs dann die Reihe
mP 4 m, .(m-—2)P 4 m,.(m—4)P+t....
fir jedes ungerade p der Null gleich sey, erhellet iibrigens
unmittelbar, weil in ihr jedes Glied doppelt, aber mit entge-~
gengeseizten Zeichen vorkommt.
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§a 0ol

Detrachten wir den (§.9.) gegebenen Beweis,
so finden wir ihn ganz streng, bis zu Ende, wo
i ‘/—_—;.Y:(ex'\/"—_;_}_ e——x]/'-fl)m._(e—xv':;_l_ exy‘:])m
gefunden, wo aber rechts dafiir nicht o gesetzt
werden darfi— DaexV = = e—3V — —.2 Cos. X
ist, so kann man dies auch so schreiben:

o5 . Y =i(2 Cos. x)™— (2 Cos, x)m,
oder ey .Y=(2Cos.x)™ [1® — am],
oder 2y —:.Y=(2Co0s.x)® [Cos, (+anmr)
—Cos.(Fevmm) 4 =1 (Sin.(ignnm’)
— Sin. (*F evmz))],
wo (2Cos.x)™ einen beliebigen ihrer Werthe re-
prisentirt.

Mit Nothwendigkeit kann man also aunf die-
sem Wege sich mnicht iiberzeugen, dafs"Y'= o
seyn miisse, den Fall ausgenommen, in welchem
m eine ganze Zahl wird, und Y zugleich einen
endlichen Werth haben muls.

R
Eben so finden wir die Entwicklung in (§. 10.)

ganz strenge, bis dahin, wo
2 X = (VT eV T )m - (e RV T + exV S)m
gefunden ist, wofiir man aber rechts nicht unbe-
dingt o(eXV =+ e—XV —)m setzen darf, wie dort
geschehen (S. §.14.1V.VL). Die Gleichung wird
vielmehr, wenn man o Cos. x statt €¥V =i-e—*V =

setzt,
2 X = (2 Cos.x)ym (1™ ~-1™)
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oder 2X=={_2 Cos.x)® [Cos. (1 enm7) 4 Cos.(+avmr)

+ v =2 (Sin. (£ enm7) + Sin. (Levmr))],

wo (2 Cos.x)™ einen beliebigen ihrer Werthe
vorstellt.

Es ist demnach auf diesem Wege nur dann

mit Sicherheit X = (2Cos.x)™, wenn m eine

~ ganze Zahl ist und X wirklich einen Werth hat.

§. 19.

Was endlich den Beweis (§. 11.) betrifft, so
ist leicht einzusehen, wenn man die vorstehen-
den Principien in Anwendung bringen will, dafs,
weil sich die dortigen Schliisse auf Werthe
griinden, sie nur so lange gelten, als die dorti-
gen Reihen wirklich Werthe haben, also nur in
so ferne sie convergent sind. Unter diesen Vor-
aussetzungen bleiben die dortigen Gleichungen
(5. und 4.) noch streng richtig, nur mit der Ein-
schrinkung, dafssie nichtals allgemeine iden-
tische Gleichungen, sondexrn nur als Werth-
. Identititen statt finden. Dies dndert die dann
folgenden Schliisse dahin ab, dals zwischen den
Werthen von X und Y (fiir verschiedene Werthe
von x) und zwischen den Werthen von n und v
eine durch die Gleichungen (3.und 4.) selbst be-
dingte Abhingigkeit statt finden mufs; dafs aber
die Abhiingigkeit von n und v nicht nothwendig
von dem Werthe von x unabhingig ist, sondern
im Gegentheil fiir andere Werthe von x auch alle-
mal eine andere werden kann. Der tibrige Theil
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des dortigen Beweises (§. 11.) gilt also nicht mehr,
und daher hat das dortige Endresultat keine gro-
[sere Giiltigkeit, als vorher auch, *)
§. <2o. ;

Es gelten also ‘die Entwicklungen von
(2 Cos.x)y™ des Euler, La grange, und die iibri-
gen, unsre eigenen (§. §. 8. 9. 10. und 11.) mit ein-
geschlossen, nur fiir den Fall nothwendig, dals m
eine ganze positive Zahl ist; und wenn m eine
ganze negative Zahl wire, nur dann, wenn zu-
gleich Xund Y wirklich einen Werth haben soll-
ten. Eine allgemein giiltige Entwicklung mag
nun versucht werden.

§. - 21.
Die einfachste und direkteste scheint fol-
gende zu seyn. Man hat nehmlich
2 Cos.x = e*V =i - e—*V =15

folglich, nach dem binomischen ILehrsatz

(2 Cos, ¥)m=S.[m,. (eXV = )n—a(e—*V =)8],
oder (2Cos.x)m=S§.[m,.(e*V —)m—24],

Nun ist aber
eV =i = Cos.x-} y = . Sin. X,

und daher
(exV=i)m—28 = Cos, (m—24)x ;. Sin.(m-24)x,
oder, wenn man rechts alle Werthe haben will,

*) Wenn man z. B. aus den Gleichungen (f. 21. n. 3 u. 4.) fir
x=0 v=n gelunden hat, so ergiebt sich im Gegentheil fir
x==r, die Abhingigkeit v=—=n+1, aus denselben Gleichun-
gen. — Dartiber gielit besonders der letate Theil dieser Bo-
gen noch mchr Aufschlufs.
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(exV=)m—28 — Cos.(m—ea) (T enw-4x)
+ VI, Sin. (m —a4) (Fenm4-x)
== Cos.[+ emn7 4 (m — 2a) x]
+ v =1 .Sin[Temn7 | (m - 24)x].
Dies oben substituirt, giebt:
(6).+:(2Cos. x)m=8.[mg.Cos. (Temnmi(m-24)x)]
: ~+ v =:.8. [m,. Sin. (*emnzi(m-2a)x)],
. welches die gesuchte Entwicklung ist, und in
welcher der Ausdruck rechts eben so vollstindig
ist, als der Ausdruck links, in so ferne n, alle
Werthe o, 1, 2, 3, bis ins Unendliche vorstellen
soll,

. §. <o,
Weil _
Cos. [+omnzy(m-26)x]= Cos.(+emnz).Cos.(m-24)x
— Sin. (X emnw). Sin.(m-26)x
und
Sin. [+ emn7i(m-24)x]=8in,(*2mn7). Cos.(m-24)x
-} Cos.(t2mnx). Sin.(m-24)x,
- so geht obige Entwicklung (J\. §.21.) auch noch
in folgende tiber:
(2 Cos.x)® = Cos.(+omn7x).S.[my. Cos.(n1- 24)x]
— Sin. (temn7).S.[mg. Sin.(m-24)x]
~+ V. (Sin. (*t2mn7).S. [mg. Cos. (m 26)x]
4+ Cos. (tomn7). 8. [m,.Sin(m-2a)x])
oder wenn man die Bezeichnungen von (§.1.)
beibehalt:
@)...(2Cosx)m =X Cos.(+2mn#z)~Y. Sin.(romn7)
4+ Vv =5, [X.8in. (Femnz) 4 Y. Cos.(Fomn7)]
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wo n ‘sowohl o, als auch alle ganzen Zahlen |
vorstellt,
Man sieht zu gleicher Zeit, wie diese (fiir |
jedes m) allgemein giiltige Entwicklung in das :
frithere Resultat
(eCos.x)@ = X b
{ibergeht, so bald m eine positive ganze Zahl |
wird, weil dann Y=o erkannt werden muls (§. 2.). |
§. 25. |
Setzt man in (21) n= o, so erhilt man
{2 Cos.x)M = X -F y23.¥
wo y =3 zweideutig ist, so dafs man eben so
(eCos.x)= =X+ V.Y,
als auch (2Cos.x)» =X —V .Y
hat; und man sieht also, wie XV —.¥ und
X — V' —;.Y (dieselben Resultate, die auch Eu-
ler schon erhalten hat) als zwei im Allgemei-
nen verschiedene Werthe von (2Cos,x)™ ange-
sehen werden miissen.
Hitte man daher das erste der Euler’schen
Resultate genommen
(2Cos,x)® =X 4 V.Y
und solches rechts dadurch vervollstindigt, dals
man diesen Werth X 4+ V' —;.Y mit allen Wer-
then von 1™ oder mit
Cos. (temnz) ++ V" Sin, (F2mn7),
wo n, Null und alle ganzen Zahlen vorstellt,
multiplizirte, so hitte man erhalten
(2Cos.x)n = (X V ..Y). [Cos.(+emn7)
-V 21 .Sin () omn) ],
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welche Formel genan mit der (%) Formel zu-

sammenfillt,

§. 24.
Auch bei der Entwicklung in (§. 21.) kann
man, und es scheint dies jedesmal bequemer zu
seyn, die dort genommene Riicksicht, alle Wer-

 the der Entwicklung zu erhalten, vernachlifsigen,

und nur einen Werth zu erhalten trachten,

Die Entwicklung sieht dann so aus:

Es ist
(aCos, x)® = (exV =i e—xV=i)m,
also nach dem binomischen Lehrsatze
(2 Cos.x)m = 8. [myg,em—2a)x],
Aber
e(m—24)x — Cos, (m—248)x 4 V' _;.8in (m—ga)'x,
folglich, wenn man dies substituirt:
(2Cos,x)m = 8, [m,.Cos. (m—2a) x]

+ V1.5, [m,. Sin. (m—2a)x]

. oder (2Cos.x)» =X-+VIIY;
und vollstindig

(2Cos.x)m =1m (X4 V..Y),
welches wieder mit der Formel (%) zusammenfallt.
§. 25.

Wollte man eine indirekte Entwicklung vor-
ziehen, so konnte man auch auf folgende Art
verfahren:

Man setze y = (Cos.x)™
und entwickle, indem man diese Gleichung dif-

~ ferentiirt und (Cos,x)™ eliminirt, die Differen-

talgleichung
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d
my. Sin, x -} (—li—r.(}os.xzo,

woraus wieder, wenn man fir Sin.x und Cos.x

die Werthe

X h—x__e-xv':l QXV_-: _'_ e-—’ivjl
— und
2V @

setzt, hervorgeht,
£ 1 4t
—V )y S (e B =0,
x

€

my.(1—e
oder 4
mY(I—Z)+f"|.—Z (1+42z) = o,

wenn z — e—2xV =3,
Nun nehme man an
._,eme‘_l (e4B.2+ .22 +0.23 +e. :z.4+ )

und differentiire, so erhilt man

d N
—11 ==mly emxV = (eifztyz2i0zirezty...)
dx

J- emxV =1 % (P+oy.z+50. 2244¢.23..,)
X
oder, weil gf =—0y 5.2 ist,
dx

d_y'“f .emxV =1 mg L (m-2) 3. z—[—(m-.;)'yz.
+ (-6)853 un )

d
Substituirt man diese Werthe fiir y und d—-y in
X

die obige Differentialgleichung (¢), ordnet man |

nach Potenzen von z, dividirt durch eM*V —1,
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und setzt die einzelnen Koeflicienten der Null
gleich, so erhilt man zuletzt

0= 0

B=mjie
Y=m,u
8=m3ﬂi

u, s, w. £y
also

(Cos x)™ = a.e™XV =1 (1m, .zim,.22m,.z3¢..)),
wo noch die Constante o zu bestimmen bleibt,
Weil aber fiir x =0, e®XY —1—=1, Cos, x — 1,

z=1 wird, so erhilt man zur Bestimmung der
Constante

1mM=q.(1lm;tm, tm,y..)=a(1t1)P=e,am,
Also

(2 Cos.x)m=1"xe™*V -1 (1im .z{m 222ymgy.z3y..),

oder, wenn man fiir z seinen Werth setzt und

wirklich multiplizirt,

(2Cos.x)m = 1™ x eV =1 4m, , e(m—2)xV"=;

+m,. e(m—4) XV —; +m,.e(m—6)xV"— F o)
oder auch
(2Cos.x)™ = 1™ .S [m,. e(m—2@)xV"—]
. aus welcher Gleichung endlich, wenn man
e(m—2a)xV =i — Cos, (m—2a)x - y'—;.5in. (m—24)x
zu Hilfe nimmt, das bekannte Resultat

(2 Cos.x)m = (X-Fv —i.Y)

hervorgeht.




52 I Abth{:iiung. §. 26,

§. 26.

Wir brauchen wohl nicht zn bemerken, dafs
eine solche Entwiecklung nichts empfehlenswer-
thes hat, einmal weil man nicht wissen kann, ob
die angenommene Form der Entwicklung auch
wirklich allgemein euldfsig ist (§. 14.XI.), bevor
man cas nicht erst untersucht hatj weil man also,
wenn die Form geradezu angenommen worden,
anch wenn sich die Koefficienten bestimmen las-
sen, ohne jene vorgingige Untersuchung iiber die
Form, nicht iiberzeugt seyn kann, dals die ge-
fundene Entwicklung wirklich allgemein giiltig
ist, sondern fiirchten mufs, dafs sie nur fir die
Fille gilt, fiir welche die angenommene Form ge-
rechtfertigt ist; dann aber auch weil in der Re-
gel jede solche indirekte Methode nur auf grofsen
Umwegen zum Ziele fithrt, und im wesentlichen
doch wieder mit dem direkten Gange zusam-
menfallen mufs. ,

Uebrigens ist in vielen Fillen der Nutzen der
indirekten Methoden nicht zu verkennenj nur
g‘lauben wir, dals so lange, als es mdgli¢h ist
auf einem direkten Wege zum Ziele zu gelangen,
dieser dann jedem indirekten immer vorzuziehen
seyn diirfte, und dafs indirekte Wege nur mit
grofser Vorsicht anzuwenden seyn diirften. *)

*) VWerm es blofs darauf ankommt Resultate zu erzielen, er-
laubt sich der Verf. alle VWege, auch solche denen er mnicht
trant. Hat er aber die Resultate gefunden, so betritt er, um
sich von den Grenzen ihrer Giltigkeit zu tiberzeugen, nur
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§. a7.

Man hat also allgemein fiir jeden Werth von m,
I. (2Cos.x)™=[X.Cos.(*temnz) —Y. Sin. (+ zmn7))]

4 v . [X.8in, (X 2emn7) 4 Y. Cos.(Famnw)],
wo n sowohl Null als auch jede ganze Zahl vor-
stellt, und wo X und Y die Reihen
S. [m,.Cos.(m—=2@) x] und 8. [m,.Sin, (m—24)x]
oder die Reihen

.' Cos.mx 4 m, .Cos. (m-2)x y m,. Cos.(m-4)x}...ininf,

und

. Sin. mx {m,. Sin,(m-2)x1m,. Sin.(m-4) x}...inink

bedeuten. Und dies nur ist die allgemein-
giltige Entwicklung von (e Cos.x)™ mach Co-

sinus und Sinus der vielfachen Bogen.

Ist aber m eine positive ganze Zahl, so er-

hilt man aus dieser allgemeinen Entwicklung
1L (2Cos.x)™ = X, weil dann 0 =Y ist.
§. 28.

Untersuchen wir nun, in welchen Fillen die
hier mit X und mit Y bezeichneten Reihen
S.[m. Cos. (m—2g)x]und S, [m, . Sin. (m—24)x]
convergent seyn miissen.

Wir wissen aber, dals die Summe der Glie-
der einer unendlichen Reihe mnicht immer ein
endliches Resultat giebt, wenn auch die Glieder
der Reihe bestindig abnehmen. So erhalten wir

" z. B, aus

—log. (1 —x)=x-4gx24 Fx54-Fxé4..,

dicjenigen, auf die er sich verlassen zu kinnen glaubt. [Irren

i8t dann noch 1mmer menschlich.
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fir xi—n

—logo=o =145+ 541+ I+
wo die Glieder bestindig abnehmen, wihrend
ihre Summe unendlich grofs ist.

Wenn man daher unter einer convergenten
Reihe nicht blofs diejenige versteht, deren Glie-
der bestindig abnehmen, sondern eine solche in
welcher die Summe von beliebig und mnoch so
vielen ihrer Glieder jedesmal einen endlichen
Ausdruck liefert, der nicht in’s unendliche wichst,
sondern mittelst dessen, je weiter man fortgeht,
immer bestimmtere Grenzen gebildet werden
konnen, welche der Werth der Reihe nicht tibers
steigen kann, oder zwischen denen er liegen mufs,
so wird ‘die jedesmalige Untersuchung tiber die
Convergenz der Reihen in den meisten Fillen eine
sehr delikate werden; und es scheint daher jeder
Beitrag, der zur Erleichterung derselben dienen
kann, beachtungswerth zu seyn, *)

§. 29.
Es sei zuerst die Reihe
1—m; - m, —my~+m,... tmp
die aus n~-1 Gliedern besteht, und die auch |
dargestellt werden kann durch

—1 ). mal—1
S.[(—1)*.m;] oder durch S. ( 1)@1{11 ]’

@4 b=n

a+b=n
ZUu summiren,

*) Wenn auch der, einer unendlichen Reibe im allgemeinen
gleiche Ausdruck einen beslimmien VWerth hat, so kann die
Reihe selbst doch divergent seyn, wie bekannt ist, und wic
wir (§. 14, IX.) noch besonders erwihnt haben.
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Nach dem binomischen Lehrsatze fiir Fakul
taiten hat man
(a4 b)nlr aslr | [bIr
o= S TR 1)
n & b
a+b=n

beziehlich m, —1,—1

(m— l)nl——l il mel—1 (_ l)bI—z]’

auch e man ;
a4+b=n

oder, weil (— 1)bI—2 = (—1)b. 171 = (—1)b. b

ist, wenn man zu gleicher Zeit mit (—1)® mul-

tiplizirt,

(@), (-l)n.(n’l—l)ﬂ=S.[(-1)R.1;::1al-1 _—_-S_[(_I)a_ma]_

n @ at+b=n
at+b=n

Es ist also die Summe der Reihe

(2)n(m- )t

=My $Mg-My4Mm,-... T my=

n
oder auch = (-1)*.{m-1)n.

§- 30
Die Gleichung (§. 29 €.) lifst sich auch so
schreiben:

(1 LTPE m)l’l[l —(_.. m)ﬁll
L
a+b=n
oder wenn man —m statt m setzt,

(I _!_ m)nll _mall
_I;-“-— = S . a, ],,

-:x«]-bmn
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das heifst

s ? i m(m-1) . m(m 1) (m - 2)

: " 5 A

3 m(m—: 1)(m—;—n.)...(m—lll—n—--1)

_ @t (mta)mts)... (uetn)

S < B

§. 31.
Schreibt man aber den Binomial-Koefficienten
(m—1), so, nehmlich
" prpas 9

m-1 m-2 m-3 m-4 m-5 m-n
(P) LER A 1 b 2 L ® L
3 4 5 n

so erhellet augenblicklich:

1) Fiir m == 0 ist solcher = + ;3
oder (m—1)y= *1.

¢) 8o lange m positiv ist, grols oder klein, so
wird man doch immer n s0 grofs nehmen
konnen, dafs mr—n negativ ist. Bei irgend
einem, der Faktoren von (P) wird der Ueber-
gang vom positiven zum negativen statt fin-
den; und wire n nicht gréfser, so hitte offen-
bar (m~—1), fiir diesen Werth von n einen
bestimmten endlichen Werth Q. Fiir jedes
folgende n sind aber alle in (P) folgenden
negativen Faktoren (absolut genommen) of-
fenbar kleiner als 1 (obgleich sie sich der

Einheit desto mehr nihern, je grifser n
wird); folglich ist fiir jedes grofsere n der
Binomial-Koefficient (m—1)y, <<Q (vom Zei-
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chen iiberall abgesehen); also wird der
Werth von (m—-1), nie unendlich, sondern
es wird solcher immer kleinernoch, je grol-
ser man n nimmt, so lange nur m positiv ist,
Also convergirt die Reihe
1—m; +my—my;+m, —mg+....in inf
ganz gewils, so lange m positiv ist§ wihrend sie
fir ' m == 0, der Einheit gleich wird. (§. 29.)

§. 32.

Es ist aber
1—m, ,z4m, .z *=m,.z}}....ininf=(1—z)"
und deshalb der Werth der Reihe links, so lange
sie convergirt, dem Werthe von (r—2z)™ noth-
wendig gleich (§. 14. IX,) Da sie nun conver-
girt fiir z =1, so lange m positiv bleibt, so ¢
ist ihr Werth dann auch allemal

= (1—1)® d. h. = o.

Es ist also die Summe von unendlich vielen
Gliedern der Reihe 1 —m, - m;—m; 4 m,....,
0 lange m positiv ist, nothwendig = o.

Aber dieselbe Summe ist = (—1)" ({m— 1)y,
wenn man n unendlich grofs nimmt (§. 29.);
folglich allemal

(m—1)n =0, wénn m positiv und n = o.

§. 33
Fiir z = 1 und m negativ mufs dagegen die Reihe
1—m,.z4m,.z>—m,.z3+}.... in infk
nothwendig divergiren; denn convergirte sie, d. h.
hitte sie einen Werth, so miilste ithe Werth zu
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gleicher Zeit der von (1 —z)™ seyn, fir z=1
und m negativ. :

Da aber in diesem Falle (1 —z)™ in (1 —1)™
oder o™ oder <o iibergeht, so kann demnach die
Reihe

1—m, +m,; —m,; 4+m, —.., in inf
nicht convergiren, sondern sie mufls divergiren,
so lange m negativ ist. — Die Summe von un-
endlich vielen ihrer Glieder ist also dann unend-
lich grofs, also auch dann nach (§. 29.) der Bino-
mial-Koefficient (m—1), allemal unendlich grofs,
wenn m negativ und n = c ist.

§. 34

Fir den Binomial-Koefficienten (m—1), oder
Pn, wenn man m—1 =p, also m = p -1 setzt,
haben wir also folgende Resultate erhalten:

1) Er ist allemal =1t 1, wenn m = o oder
P T ey

e) Je grofser n wird, desto mehr nahert er
sich der Null, wenn m positiv oder wenn p
zwischen —1 und -} « liegt; er nihert
sich aber desto mehr dem Unendlichen, wenn
m negativ oder p zwischen —1 und —
liegt, je grofser n wird.

§- 35
Fiir'die Convergenz der Reihe
t—mg;+m,—m; +~m, — ... in ink

haben wir dagegen erhalten:
1) Sie comvergirt allemal, wenn m positiv;
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2) Sie divergirt allemal, wenn m negativ.
5) Fiir m = o, ist die Reihe selbst = 1.
§. 36,
Da nun aus
1 —m; 4+m, —m; +my; — ... ininf
diese andere

(B) oo ahm il £ +m(m+l)(m:]-g)

2 QISR
Lt omE@ts) |
I e o
hervorgeht, wenn man — m statt m setzt, so

ist klar, dafs diese letztere divergirt, wenn jene
convergirt, sa wie sie convergirt, wenn jene di-
vergirt.

Es convergirt also die Reihe R nothwendig,
wenn nur m negativ, tibrigens von der Null noch
so wenig verschieden ist. — Setzt man ihre
Summe = S, so hat man

S;l-x = +m+1 4 (m+4-1) (m-+}-2)
2 2. 8-

y (m~+1) (m-+2) (m—-3) ALy
2. g 4~
und es convergirt also auch diese Reihe rechts,
die durch (T) bezeichnet seyn mag, allemal, wenn
m negativ, iibrigens von der Null so wenig ver-
schieden ist, als man nur immer will. Fur
m = o, geht die Reihe (T)iber in die bekannte
iR ST I T

welche bekanntlich divergirt, —
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Dividirt man in der Reihe (T) das n-fate
Glied (—i—n+—1)—xt, durch das ntc Glied M
(n—+41) n
so erhilt man zum Quotienten
m-n
41
Dividirt man in der Reihe (U) ebenfalls das
n- 1'¢ Glied durch das nt¢, so erhilt man
n
n41’
Und da die Reihe (T) immer convergirt, so lange
m negativ, iibrigens von der Null noch so wenig
verschieden ist, so scheint jede Reihe nothwen-
dig convergiren zu miissen, in welcher von ir-
gend einem Gliede ab, der Quotient des n-- yten

18t, wenn

Gliedes durch das ntc Glied <C
n

die Reihe auch lauter positive Glieder hat.*)
§ 357
Wendet man dies auf die andere Reihe

(V) 14+ m,+m, +m;+m,+ ... ininf

an, so eérhilt man zum Quotienten des n--1%®

. m n—Im
Gliedes durch das n'c, U i e A
my n-}-1

und man sieht also dem (§. 36.) zu folge, dafs

#) Es scheint sonach die Reihe

1 b e 1 1 NN
I ol o S i o I ORI 1
gleichsam eine Grenze der Convergenz zu bilden, wenigstens
fir die Reihen, die lauter positive Glieder haben.
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diese Reihe (V.) gewifs allemal convergirt, so
lange m positiv ist; und zwar nicht blofs diese
Reihe an sich, die zuletzt (wenn m positiv) im-
mer Glieder mit abwechselnden Zeichen haben
wird, sondern es convergirt auch diese Reihe
noch, wenn man alle ihre Glieder positiv nimmt,
~ so lange nur m positiv bleibt.

y §+ 58

Ist m negativ und = = p (wo also p posi-
tiv angenommen wird), so geht die Reihe (V)
oder S . [mg] tiber in

; PRII
s.l—pa =s.[ (= 7.
Sondert man hier alle ungeraden Glieder, und

alle geraden von einander ab (dadurch dals man
26 und 241 statt ¢ schreibt), so erhilt man

S'[(“‘"“'p:l] l:(al):l [(2:13]

und wenn man hier die gleichvielten Glieder
vereinigt

pzah pza+111
(aa) (Qa—l— 1)

oder
pmh

§.(mg)=8.[(—ph]=(—p).S. (26+41)

: 7 pnaIt

wo in S [ — | alle Glieder positiv sind, so
(26-+1)

lange p positiv ist, = Dividirt man hier das

n-41' Glied durch das nt¢, so erhidlt man

TR ST A N N, s R R R
)
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(p+en—a) (pFen—1).
en . (en+d1) '

und dieser Quotient ist noch immer kleiner als

, s0o lange p=1, alsom & — 1 ist, d. h.
n 1 1

entweder m = — 1, oder m zwischen ound —1
liegt, —  Fiir jeden andern positiven Werth von
ps z. B. fiir p= 1+-x, wird derselbe Quotient

(p4-2n—=2) (pten—1)  [x+(2n—1)](x+ 2n)

2n. (en-}1) e 2n. (en—+1)
__ x?4(4n—1)x--en(en—r)
=) on. (en--1)

und man kann nun die (positiven) Werthe von x
suchen, fiir welche dieser Quotient

x 24 (4n—1)x-4-2n(2n—1) < n
2n. (en—1) n+41’

d.h x*4(4n—1)x< —%‘_1—‘ ist,

und man tiberzeugt sich leicht, dafls dieser Be-
dingung fiir jeden (noch so grofsen) Werth vonn, |
durch keinen (positiven) Werth von x, geniigt
werden kann.
§ 39.

Die Reihe

1+ m;4m,+my;+m,4....ininf
convergirt also an sich, und auch noch wenn man
alle ihre Glieder positiv nimmt, so langem po-
sitiv istj sie convergirt noch, (aber nicht mehr,
wenn man alle ihre Glieder positiv nimmt),
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wenn m zwischen —1 und o liegt. — Dagegen
divergirt sie allemal, wenn m zwischen — 1 und
— « liegen sollte.

§. 4o0.

Da nun in obigen Reihen X und Y

oder 8.[mg.Cos.(m—24a)x] und S.[m,. Sin.(m—2a)x]
so lange x reel ist, weil dann alle Cosinus und
Sinus (absolut genommen) = 1 sind, alle einzelnen
Glieder gleich oder kleiner sind, als die gleich-
namigen Glieder in der Reihe

S.[mg],
so werden diese Reihen X und Y, auch wenn
man alle ihre Glieder positiv nimmt, folglich
um so vielmehr an sich, nothwendig in allen den
Fillen convergiren, in welchen die Reihe ‘

S.[mg],
wenn man ebenfalls ihre Glieder alle positiv
nimmt, convergirt, also wenn m eine ganz be-
liebige aber positive Zahl ist.

Anmerkung,

Obgleich iibrigens S.[m,] fLiir jeden Werth
von m der zwischen — 1 und — « liegt, di-
vergirt (wihrend sie in diesem Falle abwech-
selnde Zeichen hat), so bliebe doch noch zu un-
tersuchen 1tibrig, ob nicht vielleicht doch die
Reihen X und Y fiir einen solchen Werth von
m und fir gewisse Werthe von x convergent
werden konnten; einmal weil ihre Glieder klei-
ner sind (abgesehen vom Zeichen) als die gleich-
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namigen Glieder der Reihe S.[m,;] und dann
auch weil die Cosinus und Sinus periodische Zei-
chen-Aenderungen bewirken.

Aber eben dieser periodischen Zeichen- |
Aenderungen wegen, besonders aber weil unter
den Gliedern, je weiter man fortgeht, immer
grofsere und grofsere und zuletzt unendlich grofse
gich vorfinden, fiir alle Werthe von x fiir welche |
die Reihe noch bleibt, glauben wir, einer vor-
liufig dariiber angestellten Untersuchung zu
Folge, schliefsen zu dirfen, dafs auch X und Y |
allemal divergiren, wenn m einen negativen
Werth hat, der zwischen — 1 und — oo liegt.

§. 4.

In allen den Fillen aber, in welchen X und Y
convergiren, kann man von den Werthen von
(2 Cos.x)™ auf die Werthe der allgemeinen Ent-
V;vicklung (§-27.):

X, Cos. (+ 2mn7z’) — Y. Sin. (* emn7)
-} v =1 [X Sin. (+ 2mn7z) + Y. Cos. (+ emn7)]

mit Nothwendigkeit. ynd ohne dals man Wider-
spriiche zu befiirchten hitte, schliefsen.

In allen den Fillen dagegen, in welchen die
Reihen X und Y divergiren, ist Y nie der Null
gleich, auch wenn m eine negative ganze Zahl
seyn sollte, so lange nicht alle einzelneu Glie- |
der verschwinden, — Denn im Allgemeinen ist
Y nicht identisch =o (§.15.), und ein beson-

derer Werth von Y kann nicht der Null gleich
wer-
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werden, so lange nicht dieses Y wirklich einen
Werth hat, also so lange Y nicht convergent ist.

Man erhalt bekanntlich alle Werthe von
- (2Cos.x)™, wenn man 2Cos.x absolut nimmt
und den reelen positiven Werth seiner mten Po-
tenz mit allen Werthen von (4 1)™ oder (— 1)
multiplizirt, je nachdem Cos.x positiv oder ne.
| gativ ist, Setzte man nun statt (- )™ oder
statt (—1)™, die gleichgeltenden Ausdriicke
Cos (* emnz) 4 v 7. 8in. (+ omnz)
und Cos.[* (en+1)mz] - v ;. Sin.[*(en-+1)mz],
und wollte man dann von dem Werthe dieses n
auf den zugehdérigen Werth des n in der Formel
(§.27.), unabhingig von den Werthen von X
schliefsen, so miifsten die darauf gegriindeten
Resultate keineswegs nothwendig richtig seyn,
sondern sie werden in der Regel leicht zu be-
merkende Widerspriiche enthalten. (Vergl. §, 24.
und §. 19.).
§- 4e.
Nimmt man die Gleichung
2y 5. 8in.x = eV i —me =XV Tix

so hat man

(2y = .Sin, x)m =S.[m“.(—1)“.e(m~m}xv:]
oder

(2v =i Sin.x)m =S, [(—1)%.m,.Cos. (m—24)x]
+v =8 (—1)s.mg. Sin.(m—2o4)x].

Bezeichnet man diesen Ausdruck rechts durch
Xy =iY
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so hat man dann auch
(ey ;. Sinx)m == X.Cos. (+omnz)-Y. Sin(temnz)
+ v = [ X.Sin.(t emnz) -, Y.Sin.(T2mnm)],
welche Entwicklung ebenfalls ganz allgemein fiir
jedes m gilt.
§ 43
Ist dagegen m eine ganze positive Zahl, so
geht diese allgemeine Formel des (§. 42.) tiber in

(2Sinx)m= (-1)=. S.[(-z)“.n1a.Cos.(m-ga)sz(-1)_2. X
wenn m eine gerade Zahl ist; dagegen in
m-1 m-1
(2 5inx)m=(-1)2. 8.[(-1)?m Sin.(m-26)x] = (-1)%. Y
wenn m eine ungerade Zahl ist.
§ 44

Eine andere allgemein giiitice Entwicklung
von (2Sin.x)™ wiirde man auch noch aus (§. 27.
erhalten, wenn man daselbst 37— x statt x setzte,
weil dann Cos.x 'in Cos.(§7—x), d. h. in Sin.x
iibergeht.

Die Rethen X und Y, oder
S.[my.Cos.(m— 2@)x] und S.[m,.Sin. (m—2aa)x]
gehen dann tber in
5.[m,, Cos.(m-24)(37-x)] und 8.[m.Sin.(m-24) (z7-x)].

Bezeichnet man diese Reihen durch

2 X und o Yy
so hat man dann
(2Sinxm =12 X (; X+ v=. s Y),
oder-auch 2 T
(2 Sin. x)™ = ,X. Cos.(*+2mn7) — ;Y. Sin.(*omnr)
+ v = [ X.Sin(Femnz)4 , Y.Cos.(Femn7)]
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- welche Entwickelung abermals ganz allgemein
| gultig ist.
§ 45
Man kann sich auch hier augenblicklich tiber-

zeugen, dafs ,Y ==o0 seyn mufs, so oft m eine
ganze positive Zahl ist (§. 2.). — In diesem Falle
hat man also blofs
(28in.x)® = ;X = §. [my.Cos. (m—2a) (37—x)].

Setzt man hier 2p statt m, so dals m eine gerade
Zahl wird, so hat man

(28in.x)?* =S8 . [(2p)a. Cos. ((p-4)7- (2p-24)x)]
=8, (Qp)a.Cos.pz‘.Gos.a;r.Cos.(gp-gq)x}
— CJDS.PH'. S. I—(- 1 )“ : (QP)C&' Cos,(gp_gq)x]-
Eben so hat man
| (2 Sin.x)?P41
=S5.[(2pt1)a- Cos. ((p-8)7- (2Pt1-28) x 4 I77)]
=—_S.[(2p41)q.Sin. ((p-8)7-(2p+1 -Qg)x)]
=8.[(2p+1)s- Cos. p7 . Cos.67 .Sin.(2ps1-26)x]
=+ Cos.p7.5.[(-1)%. (2p+1)a- Sin. (2pt1-26)x],
welche Resultate genau dieselben sind, die man
auch (§. 43.) fir denselben Fall erhalten hat.

5. 46.
Wenn aber die durch X und Y bezeichneten
Reihen, d. h. die Reihen
Cos.mxtm,',Cos. (m-g)x}m, .Cos.(m-3)x¢.,. in inf.
und
Sin. mxm, . Sin, (m-2) x}m, . Sin. (m-4)x{... ininf,,
wie wir (§. 40.) gezeigt haben, fiir jeden reelen
Werth von x convergiren, so lange fiir m eine
E2
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beliebige aber positive (rationale oder irrationale)
Zahl gesetzt wird, so haben diese so numerisch |
gedachten Beihen in jedem solchen besondern
Fall nothwendig einen bestimmten Werth, der
fiir die erstere Reihe nach (§. 15.) (und wie der |
Fall x ==, oder tiberhaupt x= + (en-t+1)7
zeigt) nicht nothwendig = (2 Cos.x)@, und Ffir
die zweite nicht nothwendig = o ist. Es bleibt
also doch noch immer die Aufgabe ungelolst,
den (allemal existirenden) Werth dieser so
) numerisch gedachten Reihen, fiir jeden positiven |
). Werth von m, und fir jeden beliebi.gen reelen
Werth von x, wirklich zu bestimmen,

Weil diese Aufgabe nicht blofs ein sehr be-
deutendes praktisches Interesse haben diirfte,
sondern auch, was wir in diesem Augenblicke vor-
ziiglich beriicksichtigen, durch ihre Losung auf
die Theorie der Winkelfunktionen, und insbe-
besondere auf den hier beachteten Theil derselben,
dasjenige Licht geworfen werden wiirde, durch
welches allein die bis jetzt vielbesprochenen oben |
angedeuteten Schwierigkeiten ganz und véllig
aufgeklirt werden diirften, so ist zu Ende dieser
Bogen versucht worden, wie solche dem An-
schein nach einen etwas feinen Kalkul erfor-
dernde Aufgaben zu behandeln seyn diirften, um
erfrenliche Resultate zu erhalten.

w2 X

ey

B e

_.,,_H
.




7Zweite Abtheilung.

Ueber die allgemeine Entwicklung der

Sinus und Cosinus der vielfachen Bogen,

nach Potenzen von Sinus und Cosinus
der einfachen.

Man hat AT

1) (Cos.x4- "= . Sin. x)m = Cos.mx |-y —; . Sin.mx
2) (Cos.x—y/ —; . Sin. x)™ = Cos.mx—Y .Sinmx.
Addirt man daher oder subtrahirt man, so
kommt
5)2Cos.mx=(Cos.x}y ~; .Sin.x)" }(Cos.x-y .Sinx)m
4) 2y =1 .Sin.mx = (Cos.x~ v —;. Sin. x)™
w—(Cos. x —y ;.8in. X)™.
Nun ist aber nach dem binomischen Lehrsatze
5) (GOS x4y . Sinx)®
— S.[mg. (Cos.x)m—2. (Y —1)*.(Sina x)%4],
oder wenn man die ungeraden Glieder, und die
geraden zusammennimmt {(dadurch, dals man exst
" o@, dann 2@ -1 statt ¢ schreibt):
6) (Cos.x+ y'—:.Sinx)™
= 8§, [myg.{— 1)¢.(Cos. x)™-22 (Sin, x)%4]
4V 5.8, [Mag e (-1)% (Cos.x)m-25-1, (Sinx ¢ P}
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Eben so erhilt man auch
7) (Cos.x —y ;. Sin. x)m
=8, [mag.(—1)#.(Cos.x)m-24, Sin. x24]
— Vv —1.S.[mzg1,.(-1)%.(Cos.x)m-26-1,(Sin,x)2641],
Also wenn man die beiden letzten Gleichun- |,
gen addirt oder subtrahirt:
8) Cos.mx =8, [m,g.(-1)#. (Cos.x)™-2#, Sin, x24]
und
9) Sin.mx=8.[m,4}5.(-1)%(Cos.x)™-26-1,(Sin.x)28+1]
oder auch
10) Cos.mx = (Cos.x)™.S. [maq. (- 1 )% (1g.x)**]
11) Sin.mx = (Cos. x)™, S.[magy1, (-1)% (tg. x)2%+1],
Und weil diese Entwicklungen blofs aus dem
binomischen Lehrsatze gefolgert sind, der fir
jedes m gleichmilsig statt findet, so diirfte man
solche Entwicklungen nach dem Beispiele La
grange’s und seiner Nachfolger Fir allgemein-
giltig halten, wenn nicht zu berticksichtigen
wire, was (§. 14.) in Bezug auf das Arbeiten mit
allgemeinen Potenzen bemerkt worden ist.
§. 48
Dafs die im (§. 47.) dargestellten Entwick-
lungen nicht allgemein giltig sind, erhellet so-
gleich, wenn in ihnen topw--x statt x gesetzt
wird. Denn dann bleiben die Reihen rechts ge-
nau dieselben, wihrend Cos, mx und Sin.mx tiber-
gehen in Cos.(tour+x)m und Sin.(Teuzr-+x)m,
so dals man dann allgemein hitte
Cos.mx = Cos. m. (F 2 uz -+ x)
Sin. mx = Sin, m. (X 27 +} %),
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welches inzwischen offenbar nur dann fiir jeden
Werth von x gilt, wenn m eine ganze Zahl 1st.
$- 49

Nach den Principien (§. 14.) ist es auch nicht
. schwer die Ursache davon zu erkennen. Es sind
nehmlich die Gleichungen (1, 2.) und also auch
(5.u.4.) (§. 47.) nur unter der Voraussetzung gul-
tig, dafs die Potenzen
(Cos.x + "1 . Sinx)™ und (Cos. x— y ;. Sinx)™
einen bestimmten ihrer Werthe vorstellen, wo-
fiir nachher nicht jeder beliebige andere der-
sclben Werthe gesetzt werden darf. Die Ent-
wicklungen in (6. u. 7. §. 47.) geben aber rechts
auch jedesmal nur einen einzigen der Werthe der
Potenzen links an. Indem man nun diese letz-
teren Werthe statt der allgemeinen Potenzen in
(3.1 4. §.47.) substituirte, bhat man vielleicht
gerade andere Werthe fiir die Potenzen gesetzt,
als die sie dort reprisentiren. Der (§. 48.) mach- '
gewiesene Erfolg macht aber diese Vermuthung
zur Gewilsheit.

§. 5O.

Will man daher wirklich allgemeingiiltige
Resultate haben, so mufs man die Gleichungen
(§- 47 6.u. 7.) dadurch rechts vervollstindigen,
dafs man die dortigen Reihen noch mita™, oder
die erste mit

Cos.(* emn®) 4 v = .8in. (f 2mn ),
die andere dagegen mit
Cos. (Y emvaw) — v 5. Sin, (+ amv )
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multiplicirt, damit, indem n und v noch will
kithrlich. Null oder irgend eine ganze Zahl
vorstellen, wenigstens der jedesmalige wahre
Werth der Potenzen in den Gleichungen (3. u. 4.

§. 47.) noch genommen werden kénne. Bezeich-
net man nachher die Reihen.

S. [myq. (—1)%. (Cos. x)m-24, (Sin. x)26
und 8. [myayy.(—1)8.(Cos, x)m-24-1, (Sin, x)2841],
oder (Cos.x)™.8§.[ng,(—1)%, (tg. x)2¢]
und  (Cos. x)™.8. [mggy(—1)%. (tg. x)2ah]
durch . P und durch Q,
go erhilt man:
2 Cos. mx = [(Cos. (+2mn7) - Cos. ( Fomvr))
s (Sin. (*2mnw) -} Sin.( Fomvr))] X P
V5 X [(Cos.(+omnz) — Cos.(+ 2mv7r))
+v = (Sin. (X2mn7)— Sin. (tomvw))] X Q
2y . .Sinmx= [(Cos.(r2mn7) — Cos.(+ amvz))
=+ v = (Sin. (Fomnz) — Sin. (femvr))] X P
+yvox [(Cos. (* 2mn=) -} Cos. (+ 2mv7))
=+ v = (Sin.(Cremnz) + Sin, (Temva))] X Q
oder :
12) 2Cos.mx =(Cos. (+amnz)-- Cos.(+ emvm)) X P
— (Sin.(Xemn7) — Sin. (tomvz)) X Q
-+ vV = [(Sin.(Femna) 4- Sin.(*omvz)) X P
-+ (Cos.(*+omnz) — Cos. (femvz)) X Q]
13) 2Sin.mx = (Cos.(+omnx) -} Cos.(*+ emna)) X Q
-+ (Sin. (*emnz) -} Sin, (Gremv7z)) XP
+ v = [(Sin. (temnz) + Sin.(tomvr)) XQ
— (Cos. (*2mn7) — Cos. (femvw)) XP].
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Dies nun sind die allgemein giiltigen Ent-
wicklungen, welche, wie man sieht, fiir m eine
ganze Zahl in

2 €Cos.mx=P und 2Sin.mx=10Q

tibergehen, wie solche (§. 47.) gefunden worden
sind. Die Entwicklungen des (§. 47.) gelten also
nur, wenn m eine ganze Zahl ist; und fiir einen
negativen ganzen Werth von m, wiederum night
mehr als allgemeine Identititen, sondern nur
als Werth-Identititen, und also nur unter. der
Voraussetzung dafls die vorkommenden Reihen
convergent sind. (§. 14.).

Ouisieis 1

In den Entwicklungen (12.u.13.§. 50.) be-
deuten n und v Null oder irgend eine absolute
ganze Zahl, welclie fiir jeden besondern Fall, in
welchem die Reihen convergiren, so dafs nach
ihren- Werthen gefragt werden kann, noch be-
sonders bestimmt werden miissen, Wir haben
aber bereits frither gesehen, dafs man die Ab-
hiingigkeit der n und v von einander im Allge-
meinen, unabhingig von den Werthen
von X, nicht bestimmen konne, weil, so wie von
besondern Werthbestimmungen die Rede ist, die
allgemeine Identitit aufhort, und dann alles
das in seine Rechte treten mufs, was tber die
besondern Wer th-Identititen aus den Principien
des Kalkuls hervorgeht. Diese lehren aber, dals
P, Q, n, und v, also auch %, n und v in einer

v Al
e

Asiaw

{
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gegenseitigen, durch die Gleichungen (12.und 13.
§. 50.) selbst bedingten Abhingigkeit stehen.

Von diesem letztern kann man sich fiir den
gegenwartigen Fall auch noch a posteriori tiber-
zeugen. Setzt man nehmlich in den Formeln |
(12. und 13. §. 50.) opm + x statt x, so bleiben
P und Q und iberhaupt die Ausdriicke rechts |
unverindert, wihrend 2 Cos.mx und 2 Sin.mx zur
Linken in

2 Cos. (gum +x)m und 2 Sin. (epm + x)m
oder in 2 Cos. 2pmm.Cos mx — 2 8in. epmm . Sin.mx
und e Sin.epm7 . Cos.mx g Cos. 2 pm7 . Sin. mx |
iibergehen. Multiplizirt man nun die so ent-
stehenden neuen Gleichungen beziehlich mit
Cos, opm7 und mit Sin.epmw, und addirt oder
subtrahirt man hernach die Resultate, so erhalt
man links abermals g Cos. mx und 2 Sin.mx, rechts
aber, nach gehoriger Reduction, dieselben Aus-
driicke wie (§. 50. 12. u. 13.) nur mit dem Un-
terschiede, dafs n in ntp, der Buchstabe v da-
gegen in v Ubergegangen ist, so dals also die
Abhingigkeit des n von dem v, durch dieses
selbst geindert, und der Unterschied nm-——v um
o grofser oder kleiner geworden ist; woraus
zugleich das Gesetz dieser verinderlichen Ab- |
hingigkeit leicht abzuleiten seyn diirfte.

§. 52

Statt der Gleichungen (3. u. 4. §.47.) kann man
auch diese setzen
14) ¢ Cos.mx = (y = .Sin. x 4 Cos.x)™
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15) 2y —; :Sin.mx = (y";.Sin.x -} Cos.x)™
— (—v 1. Sin.x 4 Cos. x)™.
Man hat aber nach dem binomischen Lehrsatze
16) (" —..Sin,x - Cos,x)m
=(y 5. 5inx)®. 8. [mg. (—y — )% (Cotg.x)"]
und
17) (—y =;.Sin.x 4 Cos. x)™
=(—y . 8inx)™. 8. [m,.(v )% (Cotg.x)%],
und wenn man in (16. u. 17.) die ungeraden und
die geraden Glieder absondert (dadurch, dafs man
erst 2@, dann ca -1 statt & schreibt), so ex-
'~ hilt man:
18) (v =:-Sin.x -4 Cos.x)™
=(y = -8in. x)™. (8. [mag(—1)".(Cotg. x)*]
AR [maa1, .(—1)%. (Cotg. x)m-l-l])
19) (— v = .Sin.x + Cos. x)m
=(—y 5. 8in.x)=.(8, [maq.(~1)* (Cotg.x)2¢]
+ v =1 8. [magy . (—1)8.(Cotgx)2ain]).
Dies in (14. u. 15.) substituirt:
20) 2 Cos.mx=(Sin.x).[((V"= )" +(=v =)™).P
V(TP — (=Y TR
21) 2y Zi.Sinmx == (Sin.x)™. [((y Z)™-(-V )™)..P
S ER T,
wenn durch ;P und ,Q bezeichnet sind die
Reihen
S . [mgs (—1)% . (Cotg. x)24]
und S.[magri(—1)8. (Cotg. x)2e41],
wo ferner (Sin.x)™ einen beliebigen ihrer Wer-
the hedeutet, wenn man endlich in jedem beson-
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i dern Falle fiir die beiden Potenzen (y" ;)™ und
S (—y )™ die jedesmal gehérigen ihrer Werthe
h setzt; die jedoch von den Werthen von x selbst
nach einem bestimmten Gesetze abhingig seyn
werden.
Nimmt man statt m eine positive ganze Zahl,
80 gehen aus diesen allgemeinen Entwickelungen
bekannte trigonometrische Relationen hervor.

§. 53
La grange*) stellt aulser den Entwicklun.
gen (§.47- 8. 1. 9.) auch noch folgende auf:

I 2Cos.mx==(2 Cos.x)™—m. (2 Cos, x)m-2

m{m—=z)
AR (2 Cos. x)-%— etc. etc.

(2 Cos, x)"™ - m (2 Cos, x)-7m-2

m (m-+53)
-+ -L—ts—- (2 Cos.x)m-% — etc. eLc.
2

II. 2Sin.mx=[(2 Cos.x)™-!-(m-2) (2 Cos.x)™>
i (m- a?lﬁ( Cos, x)™5 -etg, ] . Sin. x
—[(2Cos.x)™* 4~ (m+ 2) (2 Cos. 5)™5
i ggﬁ%(_lg_m (2Cos.x)m-5-etc.]. . Sin.x.

fnd (it
III. Cos.mx= [1——-—(Cosx)z m @ ,"(C 5.x)*
2 s m=- 6 T

— ——g:ﬂ—j)( —~‘1——)(Cos._x)"+etc.].(]os.-——
2.5:4-5:0 2

*) Légons sur le Calcul des fonctions. Légon XI.
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m(m?—1)

-+ [m.Cos.x — (Cos. x)3
2.3
2= 2~ 4
+ nl(m l)(m 9) (Cos_x)s-etc,],Sin.E]—
2.53.4-5 vi

m(m? —4)
IV. Sin.mx _..-—[m Co8 isthem it s PV

X

T

S
mar

(Cos.x)? -} ...] Sin.x.Cos.—
)

12 1), (m? -
) (m*-9) b

P L 52 .8
+ [1 4 (Cos.x)?* 4 e

(Cos.x)*—...] Sinx. Sin, 2

m(m?-4)

V. Sin.mx == Cos.x [m.Sin.‘x——-—*—(S nx)3
3

m (m? -4)(m?-16)

2.3.4.5

mé-—a

a0 (Sin. x)?

-+ (Sin‘x)S-—]-,..]

VI. Cos.mx =— Cos.x [1 —

(m?—1) (m?*—

&l 9) (Sin.x)* - 3

SR L

m?2
VII, Cos.mx = 1 — ~— (Sin.x)*?
2

m?(m? —4) .
+ m‘*—— (Slﬂ-X)‘;— seen

S _-L)— (Sin.x)*

VIII, Sin. mx = m. Siﬁ.x—-
. O

2 et
il R VG 9) (Sin.x)% — ..
5-4-58
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Obgleich aber La grange diese 11'® Vorle.
sung blofs dem Bestreben gewidmet hat, die all-
gemeine Giiltigkeit der hier stchenden Entwicle-
lungen aufser Zweifel zu setzen, so scheint er
doch seinen Zweck verfehlt zu haben. Denn setzt
man in allen diesen Entwickelungen *ou7z--x
statt ‘x, so bleiben die Ausdriicke rechts unver-
indert, und es miifste dann auch allgemein
iy Cos. mx= Cos, (t 27 + x)m
i und Sin.mx = Sin.(t 27 4+ x)m
seyn, welclies offenbar nicht der Fall ist, obgleich
solches immer gilt, wenn m eine ganze Zahl,

§- 84

Befolgt man die (§.14.) angedeuteten Princi-
pien des Kalkuls mit der gehorigen Konsequenz, |
so wird man auch leicht, den Gang der Entwicke- |
lungen des La grange verfolgend, iiberall die
SteHle nachweisen kénnen, wo seine Schliisse auf-
héren, allgemeine Giiltigkeit zu haben. —  Nach
denselben Principien kann man nachher auch
die wirklich allgemein-giiltigen Entwickelungen
durchzufiihren versuchen. — Ferner lassen sich
in Bezug auf diese Entwickelungen, wenn man
in das Besondere eingeht, sehr interessante Un-
tersuchungen anstellen, welche auf Summationen
unendlich vieler numerischer Reihen hinauslau-
fen, fiir welche man, diesen Beweisen des La
i grange zu Folge, ganz andere Werthe bekom-

men wiirde, als sie in der That haben. Da wir
" jedoch in der 4n Ahtheilung dieser Bogen, wie

= x

W

L

k

&
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diese Untersuchungen angestellt werden diirften,
an einem Falle nachzuweisen bemiiht sind, so
versparen wir, mehr Details iiber die vorliegenden
Entwickelungen noch mitzutheilen, zu einer an-
dern Gelegenheit.

S P A e S N a5




Dritte Abtheilung.

Summation einiger allgemeinen Ieihen. |

§- 56
W ir legen uns die Aufgabe vor, die Reihen

Cos.
Sin,

211

Cosiy A Cos.

=

Cos. 7,9m
+ . (@+3ple— +4.... in inf
Sin, LA
7zu summiren, welche Reihen man auch aus-
driicken kann durch

y ATTL 7, Am

S. [Cos.(n—l—ap}a.. = :l und S, I:Sin.(nirap)u.—;- ;
@

i d

und wo m, p, &, z und m beliebige reele oder
imaginire, also ganz allgemeine Ausdriicke be-

deuten.
§. s56.
Wir bemerken zunichst, dals diese anderen
Reihen

: A zZ&
it S. [Cos. (n-]—aa.).?] und S . [Sin.(n-i—am).—“;-]
' in obige allgemeine itibergehen, wenn man no

statt n, po statt o und z™ statt z setzt. Wir |
wol-
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wollen daher lieber diese letzten einfachern Rei-
hen summiren.

$ 57
Weil aber
2Cos.x —eXV = - e—xV' 5
Ll und 2y 1.8in. X == eXV i — e—xy"5
ist, und man diese beiden Formeln vereint auch
80 schreiben kann
2. Cos.
0L/ =0 Sin.

so erhilt man, dies anwendend, sogleich:

2 Cos, A
5 N
3 (a v —:.Sin. Wkaw q')

a
=8, (e(“'f‘““J -1.37) S, (-e-(n-f-na)v‘:- i

x::ex'v-:ie-xv-:?'

ﬂ ’

—enV — S, ((euV':'Z)q)i ) ((G“RV—I.ZZ
“f
= enV =1, e(euV"—_x. 1) +e—nym, e(e—oV'=, z),

s
weil bekanntlich S(?J = e* ist,

Es ist aber
etV =1 — Cos.o+ v =1.5in, 0,
folglich, wenn man dies substituirt,

2 Cos, z8
Si : n-—aa). _)
- (g‘/.__l.Sm. S ) a
—e z. Cos.a (e(n-l-zSin.:c)V":.I ie-(n-]-zSin.u)m)
2 Cos.

=—¢ 2Cos.z X o n-zSin.e).
oy ;. Sin, G




82 1. Abtheilung. §. 58.
Oder

LA
1)S. (Go’s.(nma.).-:,-) == e=Cors Cos.(n+ z.5in.a)
L33

AL
2)S. (Sin.{n-f-ac&).?) = e Cos. 8, Sin.(n+z. Sin.a),
welches die verlangten Summen sind. :
6. 58.
Setzt man. hier statt n, o, =z
beziehlich ;E;,_pc;,—;fll
so erhalt man
4 zem
5) S. kCos.(n-—[—-Gp) e —a;)
= g ™ Cos.pa x Cos. (ng, -~ z™ . Sin, poy)

4). 8. (Sin. (m-}apla. Z:ﬂ)

-_—a 2&1. C(Js.pd xsin_ (nm _l..zm . Sin. PUJ)-
Und fir p=-1 und m =1,

AL
5)S. (Cos.(u-a)ca.7 = e2-Gos. ¢ x Cos, (ne-z.Sin, @)

: 22282\ . _
6) S. (Sm.(n-ma.-‘-;) == gwCos.« » Sin. (n¢-z. Sin. &).

Diese letztern beiden Formeln hat Herr
Tralles (Abhandl. d. Berl. Akad. 1320, 21.) mit
Wiilfe einer nfachen Differentiation aus einer be-
sondern Form, fir ein ganzes positives n, und
hernach durch eine nfache Integration auch fir
ein ganzes negatives n erwiesen; hier sind sie
nur besondere Fille weit allgemeinerer Reihen
und fiir jedes (reele oder imaginire) n gultig.




I Abthetlung,  §, 59. 6o, 85

§ 59
Fiir n = o ergiebt sich aus (§. 7. 1. u. 2.)

74 ‘
") S. Cos.(aa).—d—;) == et Losa x Gos, (z. Sin. o)

7,8
8) S. (Sm. ko). ET) == e Cos.# X §in, (z. Sin.e).
Und wenn man hier — 2z statt z setzt;

AL
9) 8. (('1)“'005'(“@-'&7"/\, = e~%Cosay Cos, (z.Sin.0),

10) S. ({-—- 1)¢+1.Sin. (G o). %c:-)

== g— % Cos.t y 8in, (2. Sin, @),
wodurch dieselben Reihen mit abwechselnden
Zeichen summirt sind.

§. 6Go.

Addirt und subtrahirt man aber die Glej-
chungen (7. und g.), weil im ersten Falle die
ungeraden, im andern dagegen die geraden Po.
tenzen von z wegfallen, so findet sich:

7.2
13):8. (Cos.(g Ga). )
(24)

2= Cos: (z.81n. o).«

z2a+1
12) S, (C’cs 2@ 1) )

(264-1)
et Cos.a p-2Cos.us

ez Cos.o - g2 Cos.a

==/Cl0s. {z. Sin, &t).

Q

Geschieht dasselbe mit den Gleichungen
(8. und 1¢.), so hat man noch:
Foa

e B I S s i i i i s



84 1IL, Abtheilung. §. G1.

zm

J)S (Sm (2a0). ( )

— Sin. (z.Sin. ).

ez Cos.a — e— z.Cos. &

2
Zu;:-i—x

,
14) S . kSin.(gG-}-])m. (ga—lt_f)—’

ez Cos. ¢ _I_ e — Cos.a

— Sin. (z.8in. ).

§. 61.
Wird in den Gleichungen (11 — 14.) z-V —
statt z gesetzt, and bemerkt man dabei, dafs

2

Rt S XY e XV —
eYeah :—.Cos.x;e e___ = Sin.x|\
e gy =i
e g —-‘; e e

ist, so erhidlt man, wenn in 12. U. 14. noch durch
V' —; dividirt wird:

A 7:2(2
A (=108, 805 (280) ——
15)S (( 1) (260) 2%)
ez Sin. _|.. e —z.Sine
2

= Cos. (z.Cos. ).

72611

16)S. ((—1)a Cos. (26-4-1)ct.. G T
ez Sin.a + g—2-Sin.¢

2

= Sin. (z. Cos. 1) -

2260
17} . ((-1)&. Sins(24¢). (Qa),)

==l SILE e Sin.e

= Sin. (z.Cos.@).
2




IIT. Abtheilung. §. 62.63. 85

7,24+1
18) 8. ((ﬂ)ﬂ-Sm- il (gam)

ezSin L e——z.Siu.a

= Cos. (z. Cos. ).
a

Addirt oder subtrghirt man hier wieder die
Gleichungen (15. und 18.), desgleichen (16. und
17.), 80 erhilt man neue Reihen, die wiederum
alle Potenzen von z enthalten, deren Koeflicien-
ten aber abwechselnd Sinus und Cosinus sind,

und fir welche sich beziehlich die Summen

ergeben

19) (15)+ (18)

ez Sin.« o Cos. (2. Cos. )
'20) (15) — (18) e—nSina 5 Gos. (2. C0s.0)
01) (16)—(17) ez Sin.e y Sin, (z.Cos. o)
g2) (16)F (17) = e—=Sna8in. (z.Cos. &).
. §. 62.
Multiplizirt man die Gleichungen (7.und 8.)
" beziehlich mit Cos. n und Sin, n, und addirt man
die Resultale, so erhilt man wiederum die all-
gemeine Formel (1.). — Desgleichen erhalt man
die allgemeine Formel (2.), wenn die Gleichungen
(7. und 8.) beziehlich mit Sin. n. und Cos. n mul-
tiplizirt und die Resultate dann addirt werden.
Man konnte also auch blofs die Reihen (7. und
8.) unmittelbar summiren, und dann auf dem
so ehen bezeichneten Wege erst die allgemeinen
Resultate (1 — 4.) ableiten.
§. 63.
Fiir ¢ = o erhilt man aus den Gleichungen

|

{15 = 16.) auch noch




86 AL, Abiheilung, §. 64.

{(—1)8,224
1 gy e > e C .
23) S aa ) 08. 7

il (et
2 = oin, z,
e gt

Wird in der Gleichung (7.) a== o gesetzt,
80 erhilt man die bekannte Gleichung wieder,

die wir oben bei der Summation angewandt
haben, nehmlich

A
S, (-—f = g4,
a

Wir enthalten uns iibrigens der Aufzihlung
fernerer besonderer Zusammensetzungen, die sich
leicht noch bilden, da es uns hier vorziiglich
um die Aufstellung der Methode zu thun war,
durch welche man zu den allgemeinen Resul- |
taten (1.und ¢.) und zu noch weit allgemeinern

gelangen kann, die wir in der 4ten Abtheilung
andeuten wollen.

§ 64,
Sollte die Reihe

Si ([Cos.(aa)]n. %‘:—)

summirt werden, so erhielte man auf demselben
hier betretenen Wege, weil

[2Cosi(ac)]n = (essV = + e—asy=n

und dieses wieder,nach dem binomischen Lehrsatze

=5, (mo. (om0, (e~ )

=3S. (nb 2 (e(ﬂ-lb)“f—'——'f )“) ist,
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I11. Abthealung, §. 65 87

zh
en, S. ([Cos.(ncz)]“.?
= § ("b plelmmtviryisr, 5)"’)

ﬂ’

=15 (nb : e(,,(n—zb} V=i .'z.)) ’

x_ﬂ
in so ferne man 8. (?) — e* hat,

Da aber
e(n-8b)eV =i = Cos.(n-2b)e + /=5 . Sin. (n-eb)«,

so erhilt man, wenn man dies substituirt:

2n.8S. ([Cos. (aa)l® ?)

— 5% [nb.ez'COS-(H-Jb)a.ez.V’.‘_‘x.SEn. (@-3b)e]
und_ weil ezv‘:-l.sill- (ﬂ—?.b}(‘ﬂ
= Cos.[z.Sin.(u-2b)a] + V' =i Sin.[z.Sin.(u-20)x],

wiederum

e5) en.5. ([Cos.(am)]".z—j)

— 5. [np. ez~ Cos-(n-20)e 5L Cos.(z. Sin. (n-20)or)]
-+ Y =. 8. [np. ez Cos. (m-able X Sin, (z. Sin.(n-2b)a)]
fiir jeden Werth von n,

§. 65.

Dasselbe Resultat erhielte man auch, wenn
man die Entwickelung (§. 24.) zu Hiilfe nimmt,
nach welcher man hat

o, [Cos. (ae)]n = 8. [np . Cos. (n-2byaa]
+ ¥/ =:.8.[np. Sin. (n-2b)ac].
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88 111, Abtheilung, §. 66.

Gebrancht man dies, so hat man

7.8 78
on.S§, ([Cos. @w]e. ;._> == S.(nb.COS.an-Qb)CL.“—,)

a
+ V=S, (n[,.sin. am-d*)a.%),

folglich, nach den Gleichungen (§.7. u. 8.), wenn
man statt «, setzt (n—ob)x, dasselbe Resultat
wie (§. 64. n, 25.).
§. 466,
Fiir n eine positive ganze Zahl, folgt so-
gleich aus (§. 64.u. §.65.); :

7.8
26) S.([Cos. GOl -&7)

==8.[np, e%: Cos- (1-2b)a 3¢ Cos. (2., Sin. (n-2ba))] | \
27) 0 =S§. [np. ez Cos.(u-2b)e 3¢ Sin.(z,_Sin.(n-gb)os)]
Wo die Ausdriicke rechts endliche Reihen sind,
deren Gliederzahl n-+1 ist.
Wir enthalten uns fiir jetzt der weitern
Ausfithrung, die leicht ist, und eilen zur folgen-
den 4ten Abtheilung,

Anmerkung{

Setzt man
: i
1) O(z) =S. (Cus.(aa).-&,-

728

e) Y(z) =Ss. (Sin. (52). —

$0 erhilt man leicht, darch Differentiation:

1.0z :
3) ‘L&Q = Cos.a. P(z) — Sin.a. Y(z)
Z




III. Abtheilung, Anmerk. 89

4) q’ Q) -l s e

Und wenn man noch einmal nach z diffe-

rentiirt:
42 W
5) (D\Z) = Cos.¢t. (D(Z) — Sin.o. éi(i)-
dz? dz
6) e q;( ) o sl
dz? dz
Hieraus durch Ehmmanon
420
) L2 acona. 0D 4 gy =o
a%4(z) a4t i
8) TR a2 Cos. ot - 4 4{z) =o.

Um nun die erste dieser Gleichungen (7.) zu
integriren setze man, da sie linearisch ist,
d.0z) d*Q(z)

dz il dz?
und die Gleichung (7.) giebt dann
9) m? —gCos.¢. m-41 = o oder
10) m = Cos, &0 + /5. Sin. ¢
folglich die Integralgleichung
11) Pz=A .ez.(Cos.rz—!-Y‘-Tl.Sin.a)+B_ez(Col.a-—Y._-T.Siu.a)
Aber nach (8) eben so :
12) -4); —=C. ez(Cos.u-;-'\/‘:I.Sin.u)+D'ez(Cus.a——1¢":I.Sin.a)
wo nur noch die Constanten zu bestimnien sind.

Weil aber @(z) und (z) fiir z =0 in1 und o
tibergehen, so hat man aus (11 und 18)

13) 1 = A-B, 14) o = C+ D.
Fir z = o wird aber mach (3. u. 4.):

Q(z)= emzalso —m?. ge™




90 111, Abtheilung. Anmerk.

d. d.

-——E — Cos.a, j
dz dz

folglich, wenn man die Gleichungen (11 und 1 2.)

— Sin.q

nach z differentiirt und dann z = o setzt, und
die vorliegendeu Gleichungen benutzt
15) o=A—B und 16) 1 =(C— D)y ;.
Also, wenn man (15— 16.) verbindet
A=—B=I und Czﬂl— D=— -—-—i-—.
2 oy = oy 1
Dadurch gehen aber die Gleichungen (11u.12.)
uber in

7.8
17) S, (Cos.{am). —r)
“

— e#. Cos.a X

28
18) S. (Sin. ac) . z_)

— gz. Cosizz 3¢

ez Sina’Y =i _,E__. e—2r-Sin.ay = |

ez-SinaV = e— 7. Sin.a Y5
oy —i

<0 dafs man auf diesem Wege dieselben Resul-

tate erhalt, als auf dem vorhergehenden,

Da diese letztere Methode selten die Vor-
ziige hat, die man jhr zuweilen beizulegen scheint,
so ist solche hier nur im Vorbeigehen beriihrt

worden.
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Vierte Abtheilung.

Noch eine Summation sowohl allgcemei-
ner als auch numerischer Reihen.

§. 67.
i( Vﬂir haben in der vorhergehenden Abtheilung

Reithen summirt, von der Form

Cos.o, Cos. oa, Cos. 30,
1 -+ — 4 —— -} .... in inf
2 7
Sin.o Sin.od Sin.zq
[\ . . J 4 y
— - —— =+ 0o In inf
2 3

deren einzelne Glieder noch mit den Potenzen
von z maultiplizirt seyn konnten, — Nehmen
wir nun statt der Potenzen, die Fakultiten von z
mit der Diflerenz — 1.

Es seyen also zu summiren die Reihen

zal—1 ] z,al—1
S. [Cus.ma. , ~—:I und S. | Sin.qaa. a’—]
@

die wir der Kiirze wegen auch durch P und Q
bezeichnen wollen.

T Y O T T ¢
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i 92 v, dbtheilung. §. 68.
i §. 68.
iy Man erhilt sogleich nach der in der vorher-
ha gchenden Abtheilung gebrauchten Methode, weil
3 2 Cos.
§ PR e VTR eV st
‘ oy .Sin.

2 Cos. z.al—1 Sl
5. [ G S CG) o ec‘a‘\/”.“; 2o
2{'—"1 -Sln. Pl

pl—1
[e,""ﬂﬂ'l/‘-—x 4 ]
ﬁf

Nun ist aber nach dem bincmischen ILehrsatze

(r 7 e’tu'v‘”;._;)z = §. [Z,; .(ei’“‘f:ﬁ)a“\

e

‘i»l“" B
i S LGRR  Pe ]
i e

folglich

1) S. [COG (a). MI“(]
a4 (1esV=)e - (1 e e

e

5

¥ Lod

und

2) S. [Sm (cs). _f._f:l

(1 "}- eV = =)? — (1 e—c:'f’.:. i}Yz
BY 4

Weil aber auch
eteV=i = Cos.0. + /" ;. Sin. ist,

i so giebt dies noch

‘ zGI-‘l

F ' 5) S. [CDS. (ﬁm)- —'&7—]
; iy [(1{Cos.w)iy ~7.Sin.a]z[(14Cos.a)-y" 7 .Sin.a]”
i g




IV, dbtheilung, §.69. 93

gal—t
i [Sin. (00). = _]
B [(14Cos.a)4y 3.Sin.a]*-[(14Cos.0,)-y/ 7.81n.c]*

2y =1
welche Gleichungen fiir jedes z gelten muissen.
§. 6g.

Es ist aber
1 - Cos. . = 2 Cos. 7 . Cos. 7 0.
Sin. ¢ = 2 Cos, &, Sin. L ¢
und zu gleicher Zeit
(Cos. L e +V " .Sin. } )"
= Cos.(tonw+La)z + v 5. Sin(tonz + Ja)z
Mithin gehen die Gleichungen (5. und 4.)
iiber in

zal—1
5)8S. I:Cos. (). S (2 Cos. 3 a)®

. Cos.(tong~-Le)zv T.8in(Fonr41a)z
3 ;—}-Cos.(iﬁgwr—]—ém)z———v’:.Sin.\_'l;ng—}-éa)z E

zal—1

O)S.'J[Sin.(aa,). 7 ] = (2Cos.; a)".

1 Cos.(*tanmifa)zty 1.5n.(t en7}] o)z
oy :§ —Cos.(*oyriza)ziy .8in(t 21172‘4%::.)2;
wo (Cos. £ ¢)* einen beliebigen seiner Werthe
vorstellt, wihrend n und vy unbestimmt bleiben,
jedesmal Null oder eine ganze Zahl vorstellen,
in jedem besondern Falle aber erst bestimmt wer-

X

den konnen.

Unter diesen Voraussetzungen sind aber die
vorstehenden Gleichungen nech allgemein Rir
jedes z giiltig und fiir jedes a.




IV, Abtheilung.

§. 70. 71.

§. 70.

Nehmen wir aber an, dals z eine beliebige
positive (absolute) rationale oder irrationale Zahl,
und ¢ beliebig reel ist, so convergiren.die Reihen
zur Linken allemal, wie aus den in der ersten
Abtheilung angestellten Betrachtungen tiber die
Convergenz augenblicklich hervorgeht. Danr
haben diese Reihen auch allemal einen Werth.
und der allgemeine Ausdruck zur rechten muf:
diesen Werth liefern in jedem Falle.

Um nun diese Werthe zu finden unterschei-
den wir die beiden Fille von einander

1) wenn Cos.jo positiv, wenn also ;4 zwi-
schen die Grenzen t (op—3)7und *+(op+3)7
fallt,

2) wenn Cos.f¢ megativ ist, wenn also 1«
zwischen den Grenmzen T (ep+ )7 und
T(ep+43)7 liegt.

Iter Fall, wenn Cos.jo positiv ist;
§ 71
Die Gleichungen (5. und 6.) gehen in diesem
Falle, weil nun der imaginire Theil wegfallen,
& 5

folglich n =v genommen werden mufs, iiber in

e ZGI_I
75. (Cos.(ﬁnﬁ). , _n)
%

'

—(2Cos. L ¢)*.Cos.z(tan7m -+ Za)

i 7, &l—1
8) S » (Sln- (ﬁt&) ¥ -—-&7—)

:(nCos.%m\z.Sin.z(j_gnyz-.l_{rm)'
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V. Abtheilung, §. 72.73. 95

wo (2 Cos.La)t seinen absoluten Werth vorstellt,
wiithrend n entweder Null oder eine ganze posi-
tive Zahl bedeutet, die nun noch zu bestimmen
ibrig bleibt.

§. 7e.

Man bemerkt aber leicht, dafs die Reihen P
und Q (§. 67.) sich stetig indern zugleich mit den
stetig sich indernden Werthen von ¢. Daraus
folgt aber, dals fir alle Werthe von }a, welche
zwischen je zwei der zunichstliegenden Grenzen
+ (2p— 37 und 4 (2p-+37) oder

— (op—3)7 und —(ep+ D7
genommen werden konnen, (und fir welche die
obigen Gleichungen (6. und 7.) dann gelten, wenn
nur z positiv ist), der Werth von n unverindert
derselbe bleiben mufs, weil im Gegentheil fir
Werthe von Lo die zwischen denselben Grenzen
liegen, die Werthe der den Reihen gleichen Aus-
driicke sprungweise fortgehen wiirden, “diese also
den Werthen der Reihen nicht entsprechen konn-
ten, wie solches doch nach (§. 14.) sein muls,

Kann man daher den Werth von n fiir ire
gend einen Werth von ¢ bestimmen, so bleibt
dieser Werth derselbe fir alle iibrigen Werthe
von ¢, die zwischen denselben Grenzen liegen,
innerhalb derer jedesmal die Gleichungen (7.1.8.)
gelten.

§. 73

Nun liegt + ops zwischen den Grenzen

Ylepu—3F)wund *(2ptDr Fir o= T2um




177, Abtheilung. §, 73,

erhilt men aber aus (7. und 8.), weil

(]

zal—1
S. ( —-—) =% und Cos, § & =1 ist,
o

ot = 9%, Cos.(*entspu)ir.z
o = 2%, Sin.(tentou).7.2;
woraus tn=7Tu folgt.

Da nun fiix diesen Werth von Jao = toun,
der zwischen den Grenzen t(2p— 37 und
F(op+ D)7 liegt, Tn=T1u ist, so gilt dies fiir
alle Werthe von o zwischen denselben Grenzen.

Man hat also aus (7. und 8.), unter der

Voraussetzung dals z eine beliebige positive (ra- |
tionale oder irrationale) Zahl bedeutet, Fir alle

Werthe von ¥ ., die zwischen den Grenzen }
+(ep—4m) und *(2p+§)7 licgen, .
|

; e il—1 ‘\
9) S. (Cos. (ac). T

= (2Cos.Za)?. Cos.(Fopm+ Ea)ez |

;,‘nI—1
10) S. (Sin. (ac). - ,—)
a

= (2 Cos. £ 0,)%. 8in. (F 27 + 3 ). 2

nach welchen Ausdriicken rechts der Werth der
Reihen links fiir jeden Werth von @ sehr bequem
berechnet werden kann, wenn man nur nicht ver-
gifst, dafs hier die Potenz (2 Cos.§a)" ihren abso-
luten Werth vorstellt, und wenn man g dem
Werthe von ¢ gemifs nimmt, wihrend z eine be-

liebige ‘positive Zahl bleibt. |

§. 74.




Ir. Abtheilung, §. 74. 75. 97

§. 74. .
Setzt man in den Gleichungen (g. und 10.)
o¢ statt o, so erhidlt man fiir alle Werthe von
« zwischen den Grenzen ¥ (2p— L)7 und
t(ep+3)7, und wenn z eine beliebige (ratio-
nale oder irrationale) positive Zahl bedeutet:

. L 280
11) S.(Cos.(mu}.-— ; )
“

= (2Cos.a)*. Cos.(F e+ ).z
z0l—1
12) S. (Sin.(szao&). 7 )

= (2 Cos.a)*. Sin. (Y e 7 +at). z,
wo (4 einen bestimmten, jedesmal dafiir zu setzene
. den Werth hat, B

§. 75
Muluplizirt man die Gleichungen (11. u, 12.)
beziehlich mit Cos.¢z und Sin.ez, und addirt
|, oder subtrahirt man nachgehens die Resultate,
so erhilt man:

zﬁI'—I
13) S. (Cos. (z=—28)a . — )

a

= (2 Cos. ). Cos. (27 z)
zal—1

14) S. (Cos. (z+26'¢. ——

@
== (2Cos.a)?. Cos.(FYzuz + 2a)z
Multiplizirt man dagegen dieselben Gleichun-
gen (11. und 12.) beziehlich mit Sin. ¢z und
Cos. ¢z, und subtrahirt oder addirt nachgehens
die Resultate, so ergiebt sich noch:
G

R R e g i . iR MDA




98 . Abtheilung. §. 75.76.

: zﬂI-—‘.l.
15) S.(Sin.(z—aﬁ)c&. 0 )

= (2 Cos. 0)* . Sin.(F 2 7T 7.)

zAl—1
16) S. (Sin.(z—l— QC&)CL.——Q‘,—“‘
= (2 Cos. ). Sin.(F 2 w42 )z,

welche Summationen (15. — 16.) gelten, wenn o
zwischen den Grenzen *+(ou—3)7 und T (2p+2)7
liegt, und z eine beliebige positive Zahl ist.

Ohne uns in nihere Details einzulassen, be-
trachten wir sogleich den (§. 70.) erwidhnten -
I1ten Fall, wo Cos. o negativ ist, wo also 3¢

zwischen den Grenzen *(2u+43)7 und

t(epn+3)r Legt.
§vis 96,

In diesem Falle soll |2 Cos. §|* den absoluten
Werth der Potenz von 2 Cos.; ¢ bedeuten, wenn
nicht der negative Werth, sondern der absolute
statt 2 Cos. J o genommen wird.

Die Gleichungen (5. und 6.) (§. 69.) gehen
fiir diesen Fall aus den (§. 71.) angegebenen Griin-
den tiker,
weil (Cos. 2 ¢)* = |Cos.La|% (—1)>

= |Cos. % &|?.[Cos.(t7z)+Vv = .Sin. (X72)]
genommen werden mulfs, in’
z8l—1

17) S. (Cos.(aa). e
o
= |2 Cos. 3 os}=.Cos. [T (2nt1) 7 +E )z
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17, Abtheilung. §.77. 99

zﬂl—.[

18) S. (Siu. (aa). o

= |2 Cos. L. Sin.[F (2 n+1)7 - o)z,
wo n Null oder eine positive ganze Zahl bedeu-

tet, die aber noch bestimmt werden mufs.
Neker g

Die Betrachtungen des (§. 72.) wiederholend,
iiberzeugt man sich leicht, dafs man den Werth
von n nur fir einen einzigen Werth von ;a,
der zwischen den Grenzen *T(op -+ £)7 und
+(2p+3)7 liegt, bestimmt zu haben braucht,
um ihn fiir alle zwischen denselben Grenzen lie-
‘gende Werthe zu haben, weil er fiir alle diese
Werthe derselbe bleiben muls,

Setzt man aber Zo = *(ep+1)7, also
« = t(4p+2)w, so gehen die Gleichungen
(17.u. 18.) ttber in

or = gz, Cos.[+ (en—+1)7 X (2 1)7]

0o = oz 8in.[t(ent+ )7t (ep+ )75
weshalb +(2n + 1) = (2@~ 1) genommen wer-
den mufs. Folglich hat man fir alle Wezrthe
von %¢ zwischen den Grenzen T (e 3)7 und
+(opu+32)n, wenn zugleich z eine beliebige po-
sitive Zahl bedeutet:

z,0l—1

19) S. (Cos.(mo). Fae

= |2Gos. Ja|*. Cos.[ (2p+1) 7 +1alz
zlﬂl—]

20) S. (Sin.(aa.). e

a
— |2 Cos. Ra* . Sin.[F (2 pt 1) 7+ Fale




100 V. Abtheilung. §. 78.79.

wonach der Werth dieser Reihen P und Q fir
jeden Werth von ¢ der zwischen diesen Gren-
zen liegt, bequem berechnet werden kann,
§. 8.
Setzt man auch hier 2¢ statt a, so ergiebt
sich:

zaI—-l
21) S. (Cos.(gaa). A
= |2 Cos.0|?.Cos. [ (e 1) 7+ o] z
ZRI—]
2g) S. (Sin.(Q ac&).—ﬁd—
= |2 Cos.a|?. 8in.[F(ep+ 1) 7 +a].z,
fiir alle Werthe von o giiltig, die zwischen den

Grenzen *(eu-+%)7 und *(2p+3)7 liegen,
wenn dabei z eine beliebige positive Zahl ist.

§. 79
Verfihrt man auch hier wie in (§. 75.), so
hat man noch:

z“l-—l
23) S. (Cos.(z—-.‘zﬁ)a. S

= [2Cos.¢|%. Cos. (24 1). 72
zal—1

24) S.(Cos.(z—i—ea)m. TR
= |2Cos.a|". Cos. [T (2 + 1)7 -+ 2at]z
25) S. (Sin.(z—-—ea)a.. -z—i:-—I
= |2 Cos.a|?. Sin.[+ (2 p+ 1)72]
26) 5. (Sin.(z-{—ga)a.. za:l)

= |2 Cos.t|%. Sin. [T (2p+ 1) 7+ 2 ¢] .
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Aus diesen Gleichungen erhilt man also die
Werthe der links stehenden Reihen, FRir alle
Werthe von ¢ zwischen den Grenzen +(ou+%)w
und t(2p +3)7, und fiir jeden positiven (ra-
tionalen oder irrationalen) Werth von z.

§. 8o.

Da aber die Reihen links in den Gleichun-
gen (13. und 23. desgleichen 15. und 25.) wenn
man x statt ¢ und m statt z setzt, keine andern
sind, als diejenigen welche wir im (§. 1.) und in
der ganzen 1t Abtheilung beziehlich durch X
und Y bezeichnet haben, so sind also hierdaurch
auch diese Reihen X und Y, fiir jeden reelen
Werth von x und fiir jeden positiven Werth
von m summirt, welches (§. 46,) noch zu wiin-
schen iibrig geblieben war.

Wir finden also, aus den angefiihrten Glei-
chungen :
o7) X =—(2Cos.x)™ . Cos.(2pu7m)
28) Y =—(2Cos.x)m . Sin.(* 2p7m),
fiir alle Werthe von x zwischen den Grenzen
Tlepw—3 7 und T (enu-+3)7; — dagegen
29) X=|2Cos.x|™,Cos.(2p+1)7m
30) Y= |2Cos.x|m.Sin.[*(2p -+ 1)7Fm],
fiir alle Werthe von x zwischen den Grenzen
FT(eu+432)7 und T (ep+3)7; wo in |2Cos.x|™
statt 2 Cos. x nur der. absolute Werth zu setzen,
und von der Potenz auch nur der absolute Werth
zu nehmen ist. :




102 IV, Abtheilung. §. 81.82.

Nur mufs in allen Fillen m eine (beliebige)
positive (rationale oder irrationale) Zahl seyn.
Gekiigat

Geht man hier noch auf specielle Fille ein,
und betrachtet namentlich diejenigen, wo x in
den ersten 4 Quadranten liegt, so erhilt man
1. Fiir alle Werthe von x, die im 1'*® Quadran-

ten liegen, weil dann p=o istin(27.u.28.):
X =(2Cos.x,
Yi—=—103
1. Fiir alle Werthe von X im ol'*n und gten
Quadranten, weil dann in (29. u. 30.) .= o ist,
" X = |2Cos.x|™ . Cos. m7z
Y = |2 Cos.x|™ . Sin. m7;
[II. Fiir alle Werthe von xim 4'*® Quadranten,
weil dann in (27.1.28.) == 1 ist,
X = (2C0s.x)®.Cos.2m 7
Y =(2Cos, x)m . Sin, 2m 73
wenn nur tiberall m eine positive (rationale
oder irrationale) Zahl ist.
s

Werden die bhier betretenen Wege weiter
verfolgt, so ist es sehr leicht, 1) noch weit all-
gemeinere Reihen zu summiren,*) und zugleich

wirklich allgemeingiiltige (d. h. auf jeden beson-

Ml By o
% So konnten z. B. in den Reihen (§. 67.) die einzelnen Glie-
der nicht blofs mit den Fakultiten von z, sondern zugleich
auch noch mit den Potenzen eciner meuen verinderlichen y
multiplizict sein, und die Summation gelang noch immer.




IV, Abtheilung. §. 8z. 103

dern Fall anwendbare und fiir jeden solchen heson-
dern Fall richtige Resultate liefernde) Ausdriicke
fiir die Summen zu erhaltenj (so wie nach den
in der 1'em Abtheilung angewandten Principien
auch wiederum wirklich allgemeingiiltige Ent-
wicklungen der endlichen Ausdriicke erlangt wer-
den); 2) auch im Besondern, aus den allgemein-
giltigen Entwickelungen oder Summen - Aus-
driicken, fir jeden besondern Fall wiederum rich-
tigé Summen der verschiedenen numerischen Rei-
hen zu erhalten. Dieses letztere scheint fiir die An-
wendung wichtig zu seyn, weil, wenn man den
allgemeinen Entwicklungen des La grange und
aller derer, die solche wiedergegeben haben, Ver-
trauen schenkt, ein grofser Theil dieser numeri-
schen Reihen, und unendlich viele Andere, von
uns ein Andermal zu betrachtende, einen andern
Werth erhalten, als derjenige ist, der sich auf
dem hier betretenen Wege ergiebt; wihrend die-
ser letztere Weg der Theorie des Kalkuls angemes-
sen, und die auf ihm erhaltenen Resultate auch der
Erfahrung entsprechend zu-seyn scheinen, daher
solche als die richtigen anzunehmen seyn diirften.
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