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Prima hac particula expositionis analyticae superficiernm secundi ordinis
elementa disciplinae de formis ternariis quadraticis, quam ill. Gauss exhibuit in
Disquisitionibus Avrithmeticis, quatenus quidem hoe loco emolumento esse visum est,
ad contemplationes geomefrici argumenti applicare adortus sum.  Equidem enim
censebam, nexum tum inter aequatlionem ac superficiem quum inter ipsas aequationes
vel inter superficies ratione ista ad maiorem euchi perspicuitatem. Quin etiam
introductis superficiebus adiunctis singularis quandogque comprobatur aflinitas inter

superficies vulgaves atque irrepraesentabiles, illustranda suo loco in alia particula.

Aequatio superficier alii cuidam adinnetae inilio saltem ifa sistenda mihi
visa est, vi eentra coinecidant; postmodum vero, guum de superficiebus ipsis nee
de acqualionibus tantum agetur, voeabuli vis aliquantum :nulnii:mtl:l eril neque vili
superficiei nomen adiunctae denegandum, cuius aequatio sub acquatione illa propric
adiuncta, si transformationem primam virimque peregeris, contenta sit implicatione
normae 4. Relalivus nimirum situs inepte stabiliret essentiale inler superlicies

vinculum.

Denominationnm  varviarum, quae inde ab Euleri tempore pro singulis

speciebus superficierum secundi ordinis in vsum venerunt, nonnullas ab auctoribius
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wallicis vsurpalas , ab aliis versione fere absona libris permanicis inserias cum
il

leuioribus e prineipio analytico repetendis commutare forsan haud inutile foret.
Eienim in omnibus cuiuscunque superficiei secundi ordinis punctis mensura curuoa-
turac (conf. Gauss Disquisitiones generales cireca superficies enruas) aut est @
aut eodem signo praedita, vii opportuno loco probabitur. Itaque in easu posteriori

LI & 2 L g% g
superficiem appellare licebit aut conflexam aut difflexam, prout est aut con-
-auo - concaua (siue, quod idem est, conuexo -conuexa) aut conuexo- concaua (sive
concauo - conuexa). Quo pacto igitur ambarum hyperboloidum alteram quam vocant
¢ii deux nappes”, conflexam, alteram alias dicta ‘“a une nappe™ difllexam,
3 - .'h - -

codemque modo paraboloidenm alteram, quam vulgo ellipticam dicunt, conflexam,
alteram, quae hyperbolica vel etiam interdum hyperbolois parabolica audire solet,
paraboloidem difllexam vocare maluerim. In cylindris et cono, superficiecbus in
planum explicabilibus, mensura curnaturae vhique est 0, atque ibi denominationes
istae adhiberi nequennt. Cylindros igitur cognominibus solitis (ellipticom, hyper-
bolicum, parabolicum) distinguere prodervit. At eonus eodem iure, quo ellipticus,
sicuti quidam voluere, etiam hyperbolicus vel parabolicus audiret; reapse nulla

indigel appositione, nisi *“secundi ordinis.™
Scrib. Gottingae m. Iulii a. MDCCCXXXIY.

foannes Benedictus I.-I.-iiiug;.




DE SVPERFICIEBVS SECVNDI ORDINIS.

1.

Aequiparanda cifrac quanis functione data trium quantitatum indeterminata-
rum X, y, 3z, in gua delerminatae, quas insuper continet, sunt quantifates rea-

les ., exorilur .'|.-|1uu!i-s.L cul tanquam conditioni valores tribus indeterminatis imlr{‘r-

tiendi debent esse subacti.  Quoantitatibus indeterminatis x, y, = infinities aliae
aliaeque terniones (vii dicere licitum sit) valorum qualiumecunque, realium seu ima-
sinariorum conuenient aequalioni institulae satisfacientes. Omnes hae terniones, re
mere :1:1.‘L1:.i]+:0 E!l'l‘.l\-i‘.!l.'J'e'L!ii_.. in fribus [:om;uilu es dirimi poterunt combinationibus di-
]H'l"‘iiﬁ \;li{}l'lilil '|'I.._'i’ii.:ii:|.”.._. []Ilfii'lillnriﬂll'ulll !'H]'l'll!l'llhl E_']_ i!i];‘l;j;::.ll‘]tr?:'LlTl] "][\'.[Ui\[“ll ‘} su-
perstruendas, quarum numerus, si inter indelerminatas permutationes arbitrariae ad-

mittunlur, — 10, sin fixus inter eas stabilitur ordo, — 27 erit.

2.

Quem in modum quamquam vastus analysi pateat inuestigationum theoreti-
carum campus, lamen melhodus vsurpata in geomelria analylica (praesertim in ea,
quae solet amplecti tres spalii dimensiones) ad diligentiorem perquisitionem vanius

) vide Gauss Theoria residuoram biquadraticoram art, 31
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fanlum l‘t.‘sll‘ill:lllﬂltr Omnium (uos COMMEMOranimus Casuum 4 I't'li*jllfls cunctos vipole
I E:Hli{:wl:lt"ﬁ _"-‘IH'“”iq_‘.:Hiql'lu" :;';‘qum-!rii'_’: in vnicom flli contrarium rg,-”]:’r::n;,- a¢ Su-
persedens accuratiori eorum explorationi. Simulatque |enim tres valores veales &, £, 1
indeterminatis x, ¥y, 5 resp. ;1_\',~;i1';'rt.'1l'r denotant coordinatas Illmtﬂ cuinsdam, sisten-
tes Ilq]_\.]!iu:u_‘su cius ;‘l_':tpm_'lu hl‘\:-'!rm.'!!i.-i frinpm axium sub :||:ile'H[5.‘.-‘ delerminatis in vno
punclo sese decussanlium, lae ipsae guanfitates indeterminatae x, y, = significabunt
eiusdemmodi coordinatas I!L[Ilt".i alicuins Ilu.\'if[mu' iLL1|I.'f.IPI‘IIﬁ'.!Elli_-_ !]mul lom tanlum
vspiam exsfabit in spalio, quum lernio ipsis &, y, 5 (ummaxime tributa tres con-

tinet valores reales, celerogquin vero nusquam erit situm.  Exempla vadique praesto

sunl. Ternionum - 2, 4, 23 94, ty 03 04ty d—i5 —dy §—H 24115 1—21,
i ,]'Tjr' [l}trllfl!':::l![' t vnitalem imagmariam posilinam V' —4) aequationi x -} %y
— zz—0 salisfacientium, guarum val primus ipsi x, secundus ipsi y, ter ipsi
5 hnllu'ri':umh:u., sola prima positionem puncti cviusdam determinat, r]H{HE reapse ad-
est in spatio, ceterarum auntem nulla puncto L':'l'lL't.-.n:is';:.' existentiam vindicare — ne-
dum positionem delinive valet.  Aequalioni _lfl.a-_r-—}'-_5'_1‘.-;;—:-'_:::J.—:I — (0 per ternioncm

trium valorum realium nequaguam satisfieri potest; nullibi itaque spatii datur pun-

l'“lﬂl’ cuins ':"!I'_":I]Hli':iiH' "!_'lll 1sta :H'!.‘[:Hi,irﬂ]i‘ 1‘f_'l!!|l||5‘!:'l!‘.':".I.Er'1'."!i|_!1.1'.
i i

>,
e
-

dila r]n:||:|[i[.'l.ii§|;:_~: indelerminatis  x, Yy 3 variabilinm ]IJIIIIII'_.. per datam in-
ter x, y, = aequationem secundum legem continuitalis, certos saltem intra limites
-"Slllll-'llil!f" conditione arl. prace. qn}:i[:llu, determinari salis constat I".(}.‘S“;Uill:iil COT-
plexus punctorum superficiem quandam constituentis.  Dici solet, atlinere superficiem

ad :lt‘fil!:Lliijr!:t'm vel per eam repracsentari.  (Quam secundam si sernare lubitmmn sit

locutionem , haec repraesentatio in geomelria analytica obuia ab ea, de qua in qui-
busdam arithmeticae sublimiovis partibus agitur, probe distinguenda est. Discrimen

vel maius est eo, riliil-i] intercedit inter :!!'epi:riinru-m .'|{|lm- funciionem.




4.

Quoniam superficies secundi ordinis 1. e. repraesentalae per aequationes qua-
draticas , de quibus his pagellis specialim agere propositum est, ad algebraicas refe-
rendae sint, a scopo nostro prorsug alienum foret, transcendentes earumque expres-
siones analyticas silentio non praeterire. Contra nil veliturum censuimus , quominus
circa functiones algebraicas, in indaganda natura superficierum algebraicarum pecu-
liare sibi appropriantes momentum, nonnulla eaque generaliora praemiltantur.  Per-
facile est rem aliquantulo etiam maiore generalifate amplexu, quam esset necessa-
rium, dum geomefriae tantum finibus consuli deberel. Breuifaiis gratia funcliones

;ifi'll'[II'u']i';.'.‘H_l iIll!"i‘:'l‘.'Tl' rationales., ad guas lhocce loco [il];t(‘niiz‘li‘]['llt oporiet I‘I_‘Sl!'fu::'i‘l'r ")
1 i

llﬂ.‘;[{'[‘””l I}tL']'lilil[J-“l_" ﬁiliu“il‘“l'][l!l' 1I||“|-.'1i“:“'.": H'-“fln.lll:i-
Sit & functio completa (per quam forma generalis omnes functiones ciusdem
adus otid ariabili comnlectens intelliratur) oradus inler santitates
aradus foli gmiue variabliinm compleciens Imelgatnr)  gradus m inier n quanaales
‘.:l]']‘il}ﬂ'i'lu'n X lf‘r- = U 1"'..‘-;\. m el \I'l| |_'.|ill'.'i.5.'l ‘\l"] numermm ]n’HiE[HIlttl iilil“'-:'!'”rll
quemuis designare possunt, Functionem @ fam simplicem redditam esse supponimus,

vi non contineal terminos acquales siue tantummodo quoad coéflicientes inaequales.

Rilanulesto P agoregalum eril :Il-iz}i_'.!.ul';'.j.l.'Eilu numeri finili terminorum formae fixa b gt 1 Lot

vbi exponentes a, b, ¢, D ele. vel numeros positiuos integros vel 0 denotant, summa

autem eormm MW ipsum m superare nequil. Colligendo eos terminos, in quibus m
A

|'1|L-|[-|:4 n ';u*q“[[gu esl \Jtillll!. lh‘]u_:[.'t'ru]!lﬂlli' E1\.‘1' s COrnm -(I-'"-"I.'i‘{i'-';l‘.l[lll-, {'l'il $“:“!=

RN

functio homogenea gradus m inter n variabiles x, y, z, u ele. Vode sequilur

kb foy | (ot 0 P T 1 - B N 1 pfm—1) :‘lﬂ_'l"._.‘
'~I-‘__._f: T ¥ I~ l e TIT —l_:r‘
siue funetio alpebraica integra rationalis completa eradus m inter n quantitales va-
. -y ¥ . a - . " I_[u- }
riabiles esl :ls-.-]'r'ri;':uhun m -1 funetionum ﬂl!‘;'l.‘ill':lltf."d'lll'.: integrarum ralionaliom ho-
LLE! '
MOFenearum omniuin i“'I'E'tlll;ll:il a () vsque ad m.

*) Quippe per annibilationem e funetionibos aequationes conduntur, ectiam saltem functionis fractaé casum

praesenti, quem respicimns, inoolui patet. Funcliones autem irrationales prorsus dinersam diludicatio

nem requirmnt

1




Quodsi quis desideret , vi numeri terminorum functionum @,
innotescantur, facile inuenielur

functionem -;'3'*3 habere 41 terminum (constantem),

;.1) fi lerminos ,
: frl_':?—ll—i )
(ko) =
e TR
ote. ele.
; nin-{-1}) - .
A im—1i} m— e 5
- 1:2:3.--(m—1) °
7 1 " f 1
- SEn S

},').;i._...au ?

3 i/ h Y
=Y. . o (nf-m)

ilaque summam (1]

{. 2. 5. 100
Functio homogenea e. g. quattwor vaviabiliom x, y, 2, © secundi gradus decem
| P S - v ani1 I- T | | e | 5 it o = | - i
habet terminos, est enim haec axa- byy - ezz - duu J-exy - fs | gay - hys - Fyu
+ lzu.  Completa quindecim conlinet fterminos, nempe practer allatos etiam hos

My —l—ﬂy J-pz - qu-r. Functio hiomogenea secundi ;}r;ulnﬂ trinm variabiliom e sex,

completa e decem constat termi Homogenea decimi gradus decem  variabiliom

0.11.12.13. 14 15.16.17. 18. 19

1.2.3.4

conlinerebar sine 02378 terminos . :!umiphrla aatem ﬂn]rt;nu

multitudinem.

Sublenandae perspicuitatis gratia nonnihil proderit, pro quibusdam functio-
num algebraicarum generibus in geometria curnarnm et superficierum prae aliis fre-
quenter obuiis quasdam adoptare denolationes abbreuiantes. Kt homogencae quidem
functiones primi et secundi gradus duarum vel trium variabilium, nisi polissimum
ad quantitates variabiles respicitur, per expingendos solos coéllicientes exhiberi de-
bent. Hoc nimirum pacto eliam funcliones, quas completas appellauimus, vii ag-
gregala homogencarum salis simplices exsistent. Funetio igitur homogenea binaria

-} Ay per

(A, A)

designetur, homogenea fernaria (trinm variabilium) linearis Ay} A'y-{-A"z per




W L, e L

4

homogenea binaria secundi gradus siuve quadratica Axx -+ A'yy-4-9Bxy *) per

A, A\
% )s

functio denique homogenea ternaria quadratica dax -4 d'yy—~-A"zz-4- 9 Bys + 2B zx
—‘—'_J.ﬂ”.\"lj per

A, A, A"

B, R, B )

Inter quantitates variabiles, quarum in designationibus istis desunt literulae, ordo

fixus conseruari debet, ita vt x pro prima, y pro secunda, = pro tertia haberi

iy AN . C A
perseucret. Quo pacto e. g. {7 j) signum  enit functionis binariae axxy —-yy, al
N 0 =

I::.J;J,u/} functionis .1'.1'-—-1ir- ayy silin]lillllf: modo (!* {J‘.]: .[!3) functionis "'"‘_JF.'I."-’_;_::‘1:—_’)':~

1y 1,5 1 7 M Bl i i roalis
) e a e ot Y gl 4 AN Lh L L ;
0y L U) vero cl \o, 0, %/ signa resp. funclionum xx 4 yy -2z L 2 et

xx - yy 4 35 - ay.

the
Posito in art. anteced. n—=3, fiat QOV—=/0), @W=f1), PO=f* ele.
positoque insuper m=—2, fiat G=F/F. Erit ilaque ¥ functio algebraica ratio-
nalis integra complela secundi gradus trium vaviabilium, adeoque prodibit aequatio
repraesentans superficies secundi ordinis maximaque gaudens generalitate
”":{’J:
vhi W=f®4 V4 f. Quodsi faciamus
[ = _ff_r.L--Ji— ""rl.rf.'f+' Mo -}—Ef;'_a;'., -]-Qﬂlz..r—';-_'jﬂn:v\r,a.
fO = 2Cx +2Cy+2C"z,
Jo = — K,

*) Commodum in functionibus quadraticis binariis atque ternariis dimidia tantum coéfficientinm Lerminorom

eorum, qui producta continent e variabilibus, in denotationes istas recipiendi infra sponte clucebit

3




b

denotantibus 4, A A", B, B', B, €, €', C’, KR quantitates determinalas

quascungue reales, aequatio generalis superficierum secundi ordinis haec erit

{1) Axx 4 Ad'yy + A2z 2By= + 0B zx - 0B ay +0Cx +20Cy 20"z = K,

(uarm adinmento I;!l?."-;”'ll.'llil.ll'll”ll arl. anteced. llj'ul.‘{i.‘irlinl ita exhibemus

= \p. B, B

0.

H}:a-l'l.'llnl coordinatarum rvectilinearium , ad ri‘""" determinanda auxilio aequa-
tionis (2) superficies debet rveferri, maxima quorgue praeditum est ;-F'{:nm‘:ililcn.-_
T'res axes in vno puncio se intersecantes ;Iii.a"'1I[el.-G determinalos (quoscungue efliciunt.
{Juo in casu il"'::"'i""“ systema coordinataruom rn‘:ffr‘fur,'u_r;uf.ru'-" sen obliguum, sin

anguli, quibus axes inter se coniunguntur, omnes sunt vecli, reclanqulere seu
L ¢ s .

reclum appellari constal, ita vl hoc sub illo quasi species sub genere conlineatur.
Per nll'..‘l':J.{'mnl."::J_.. fuae transformatio coordinatarum diei solet, aequatio (2) in alias
commulars potest , aliis superstructas :-‘l.nh_'lu:t‘lihll.-a.. .ﬂllill'!'fln']l.‘ i:]lh'ﬁ famen 'E!l_'!l-[illt-
manente  inuariata. Priusquam analogias inuesligamus, quarum ope huiusmodi
transformationes aequationis (2) impetrandac sunt, nonnullas denotationes aliorsim
plus minusue adoptatas hic pracmitlamus, quibus vientes aliquantum quandoque
verhorum l-r:]!l\'i[ul]; valebimus eunitare. Eicnim axem le) cum wvoccmus axis coor-
dinatarum x ramum, qui ¢ communi axium inicrseclione siue ex puncto inifiali in
eam plagam versus tendit, quam versus coordinatae x creseunt. Planum (xy) sit
planum fundamentale axes (x) et (y) continens. Angulus mler axes (x) ei (%)
interceplum  per (., y), angulus inter axem (x) et planum (yz) per (x, yz)
denotetur, I'EH]L‘III‘II.[[: modo .'ln;:'nluw‘, quo [uhnu l-“,‘,‘,‘-" {_.1':.} 1 Se nuicem nclinata

sunt, per (xy, xz) polest signari. Systema axium (x), (y)s (=) simpliciter systema

-




..-g[l i

o
f

(xyz), punctum denique, cuius coordinatae sunt x, y, z, punctum x, y, = audial.

.-q.'.!qm' similes similibus nolis insint notiones.

Iam ad cruendas formulas, d;lli[mu. quam repraesental aequatio (2). Super-
ficies ad aliud quoduis syslema coordinatarum obliquum transgeratur, primo eum
:-vn-p[c}:nnnr: casum, (uo noui R}'k[:.‘-‘ﬂﬁl“*‘» coordinatarum p!'fm.‘:rii:[lu: puncta initialia
l”l VIl ('(llilil1';[i£|1'|'lq '\[H[l' {dl.l"r -Inl".".'.l.'i':l;;-llll‘ l:l!EI:E][Ellrlﬁ' ]?;E:il CXSOIS r.'ll.']!i' ]FI'I}]]’I:IH;E'}”,
Sit itaque virique syslemati, primo (vys) ac secundo (&x¢) commune punctum
initiale, concipianturque posita plana tria, plane (yz) parallela, primom per punctus
nitLe, ¢ P Mjue posua plang iy pland ._I_‘f-.}i...J iy primi P | [k It
= { alterum per punclum £, y, 0. terlium per punctum £, 3, ¢ wl simul
£y Us Dy allerum | | It Sa M s LC per punciu Cr My £+ fUOH s1mMy
per punctum x, 0, 0 lransibit. Tunc est

distantia plani primi a plano (yz) — £.sin (£, yz),

Iu!.llsi seeundr a i-_"é:!:l:l — %, 510 f-;:H F;’-"'}-»
p].‘mi tertii a secundo —t I{-'-. sin (£ =),

|];-|,-'||;L.'|_- dislanlia i-];m': lerlii a T.-‘:H!Li [J—l.l — x.&ln [,14 5.

am aulem vltima distantia  esl :i_';':’:l!'\":"j'.'lll':lll -'];fg'{']bl‘.:l;i'l[iu trimm |J','ir)-5'tll'|l_. pro-

)» (wy) reiterato, formulae sequentes

CARLMLANIL o EALEOCLIZEID ehinm !l-[‘] }?]u[l.l.‘\ [

sin (£, yz) .

X = — - E -

= sin (2, yz)~ ° sin(x, ‘.l_",l “ 7 4in (s yz) 5

sin (7, y2) s (5 yz) |

g (9 ) . osIn(E, zx)
Y T sin (25 =) Sin (47, 2a) © :
) sin | 7y ) | sin {';'. .‘.'_’lf.:l
4 i sin (=, ay) EE :-'u![:-.. xu) ¥

Fonk " ' : 1
Pro casu 5;‘1'.‘;1"5'.‘1!1{::':.. (jiz0 sunm \h'lfj‘lld_‘ .‘\'_\.‘iil_‘ILI.[lII attribuendum est I-ulzl‘!ll:n

iiliale, sint axes [_1"'],! {,"rh,q {:] noui r'iu,-;qjlu(: tertii .‘-‘I!51|['J'll.'llllri coordinatarum axibus

F

o

=) (n)s {é] resp. Eun-.ﬂh-ii alque vna cum iis ad eandem ]_;1;*.;;.'“1: versus tendentes.

Quo pacto, si d, d', d", quae designent quantifates determinatas quasuis reales,
. » s a6 - # ¥ # r - La ~ . * o |
sunt coordinalae inilii syslemalis {.1' s ) relati ad syslema (E;i_‘_f})-_» In expressiontis

. . . W $= # = # z 1 "
modo inuenlis substituere suflicit x"~d pro &, y'4-d' pro , z'4d" pro




(D = Asor a6

tH

Formulas igitm', quibus ducibus a systemate obliguo I_:ry:-_‘j ad aliud quudcumluc

obliquum {.l"y':’} queamus 11'u1|sg|'m]i, hancee speciem induere satis elucebit
e L ='-1 J
— i —]— g rj -i- ~ i i

) it
o _' 11. —]— Ir.l Y -I-— pz —|— 4!'
', 8"

1

3

"\-I"!

=

i ’

& o r " £ (]
vhi s ba % f«‘.gg'?: ff-';f‘f:'f?a ?

)

sunt qus anlilates delerminalae

reales.

Si ipsam snbstitutionem valorum {,] pro coordinalis x, y, 5 in aequa-

tione (1) persequi velis, inuenies, quum posueris

{ FJ — ;If:-".’—ll—.'{t:lff ‘-1‘-.‘1“4:”4_’ l—ll—'_"lﬂ._"l_'ll—l—'_l L‘Ir_'.ll'.'—]—'_'jrll'“|_'l';.._
! L — A AC6-L A" 6 B 2B 6 "6 B 6,

¥
E L' = dyy+Ayy+4"y ;-"-.l--_n.!:-.-'--"_;-;1;;;-";-_}..-_-J:";-;-',

M = Afy LAy A6y B 0 ) 4 (6" vy 6) B (6y 50 )s

.1’. T.fﬁ'r.‘--: .“."JI.'-_I'_ -F“”l.l.'” T }"'f‘ r'”—;-i{l‘.' J L ;}.l'df'.'llr.'—i--:.’l ) I.—]':-"."f:."l[-n':-:'f‘.le

i ! ¥ i ' | Wl

A f;::_l. -".'.l-'—l'ljrr:.._::'--_,-- ,’;, {i- '-I—'r:'h.'::i--l n |_{(_'l"1"-'I Ir."l_'l.lja

) == AW AT S A" 5 2B 2B ¢ 2B WY 4202 C § 4-2C" Y —R,

N'—= .'fi'd}+;f“":(‘='.—|:—_’f ';.'“a}"'--'— i : —7—;*'.-}.:)!—|-L' !:;"-lrl'—!t—|‘.|“-:'/..'+’:. [';'rlll—{—rj;",,-—}—{.}'—I—(:.;-.-—I (

aequationem (1) transmutaium iri in sequentem
(5) Lx'a’ +Ly'y + L2z oMy’ 4-9M fx oM Xy - 2lNx - o'y + 2N ‘w—A;

sine derelictis varviahilibus

: Lot BAN s R iy st
(0) M, M. u) il SN
cuius coifficientes L, I, L', M, M', M", N, N’y N", Q, proinde alque
aequationis (2), manifesto sunt quantitales determinalae veales.  Vnde concludimus

acgualiones , quibus superhcies guaedam secundi ordinis repraesentalur, dwersis

| N = et A YA LB AV ) B (6 S0 @) +-B (ad - 0u) - Cat-Ca+C ¢
[y — ,-n.ra.;-_-ﬂ_.'ra _}-,r"fj"‘-g" :..f:r'a-.'r';"-g-ra g _]-i—f,"!.-'.'}_f--";-rﬁ"f}'_,-—l-i'.'";.uf,-'.'u'—]—.—_'I-'I'_J'l—'[—('-'J—'[—(."ﬁ"—}—{"l'J'

4




(uantumuis coordinatarum systematibus (xyz), (x'y'z") superstructas sub forma gene-

rali (2) vsque contineri.

|

|

1

{ i
oo F i

} Ex expressionibus generalibus (3) transformationi aequationis (2) per intro-
ducendum nouum coordinatarum systema inseruientibus speciales quascunque reuo-
candos esse per se claret. Ad eum igitur, quem vt respiciamus nosira proxime
intererit, repelendum casum e formulis illis, iam paullo antea inter systemata
(£nd) et (x'y’z") obiter exortum, supponamus viriusque, primarii nouique, systemalis
axes (x), (), (z) atque (x'), (y')s (') resp. parallelos esse et quoad regiones,
quorsum tendunt, similiter iacere. Coordinalae puncti initii coordinatarum ', y', =’

relati ad systema primarium (xyz) sint, veluti supra, d, d’, d”, et posito generaliler

sin(a’,yz) = 3, sin {“r;r. Yz} =g, sin (:'_-. yz) — v
sin(al,zx) = ), sin{y,zx) = fiy  sin (:', 2x) =i g
sin (x'yay) = A', sin(y,xy) = p'5 s (2. 2y) = #;

0

sin(e,yz) = A% By ,zx) = ply sz, xy) = o

formulac (3) praebebunt valores

A ) 1 ¥ b =i }
‘tt ==k G == 707 ¥ i=deqs d =ed+b0d4yd,
: %, i e ) ey
{H] {l == F’* o= r_n:”‘. y = ;l_:l-' =l rf-rl': o T ¥ d’,
[ / o i Y -, STiiey T
e 5 . b= -1,‘; 5 ¥y = 20 5 fj 1 4 il -|— i fll. '}_—:9‘ o 5
Quandoquidem vero nostro casu in (7) slatuendum est A — A9, ' = o,
o — yo, :'\.J = }“” = ,U-" =rhea— ;r' —1)s habebitur ex '["{,:I
5“ = 8 =0 g =0y =l
af (9) o e o il A A N T

-

(i
f:l._-_.. 0, ﬂ”: 0, y = 1,




10

ideogue reuera pro suppositione pracsenli formulae (3) transcuni in has

(10) } g =y 4 d,

_ A

Ad |_4|"|'“l']{'ilt!r'llli ipsam valorum istorum in aequatione (1) subslitulionem,
per quam aequatio (1) nunc transire debet in aliam (5), adiumento valorum (0)

ex l-\[uw-_gs.im:illls.» (4) sequitur

ety gt S A — S P B = R

l\ N — A T Fr‘-lrlr -I‘I'.I.IJ.IFI!I —:— (I
(11) N =" ”r_gj__f' d' -8B d" 4 (
( Ne— B dLE d 4 A A

= f..l' == _11‘|"|r4|—|—.l"‘.r4I Pl W S | ol .|'|I --Il})'rlf{j .-E-:_'“.rfl J!-'--'j'f-'”rfif' I-]frf ;--‘_'E:'uf -l-:—'_'l'“' rf - !f,

Che

.\w!unlh-lwn f]lll'.l]]:!:-‘l\ill“‘ ernlae .ili.'n*.v.lifmi debent  insernire.  «qualenus

fiert I""-"‘i;l' vl introducendo valores (10) 5 in ||!l]l|l|~'~ ad hune finem differentiae

ododis inler ];:;i;;:u:'g] ur.u'u!m- my-.lvnu:l]\'- coordinalas  tamqguam indeterminatae

considerandae sunl., ex iu'llllnliU!lU E"'I,'!]{'I'.'Li; .-ﬂi|a|‘r[iuh-:'un| secundi ordinis ke 4+

Lf® = (0 pars linearig f*" exterminetur, sine vi frapseal aequatio proposiba
& S AR 2!
in talem M. M. ”)_— {F. Namue s tenfaminis gralia supponimus N—N

— N =, ex (11) ad determinandas ipsas  d, d', d"  habemus aequationes

0= AddLRB'dL-Bd+C

.= ”.r!’-[— i d =

o=Dd+ B d+ A ol

o uE1|i.iu|_=a per eliminationem inueniefur




(BB— A AV (A'"B'—BBRYC + (4B —B'R)C”

\‘ AR+ AB B+~ A BB —Ad A — BB B
g ) o (A'B"—BB)C(BB'— A"4)C'{-(AB— B'B")C"
12) G ABB - AR B+ A BB — AL A —3BBE"

’]r"— (A'B"—B'B)CH(AB—R'B")C'4- (R'B"— 44)C
[ TS T BRE A AR B S A BB AL A BR B

Hosce valores coordinataram ., o', d” resp. per g, g, g alque quantitatem
ARn _-i— ,ff'f;"t'p’"—ll— AR — 4474 —_ o BRB'B” per 1] l]l’.-.if"i!.'l.ir‘lul?llll'{.
Pendebit igitur a quantitate P, virum d, d’, 4" ad determinalionem

Jillrli_‘“. i (uo nout svstemalis {.1"rrf:f,| coordinatae debent i!lﬂJ’ri][ll'l‘: idoneae sint,

of
necne. Valores enim isti ¢ postulalione proposita emangntes — semper quidem
reales — crunt aut determinati aut non, prout I a cifra discrepat aul nihilo
;u-:|||i||:|l:-l_ Ae |+t'r1i|ui|~ a valore ‘Iimil.i:-i i ||1_‘~[nh_"||i| indoles :{n.'t:nlil:ll-h-; £

.n':|11.'|i;qu;.|' (H). Tune enim tantum . (Juum I cilrae est in:l[‘l]uu“i. ‘f" cuadel
determinata.  Vnde sequitur, simulabque in aequatione (2) superlicici cuusdam  se-
cundi ordinis quantitas P a cifra est diversa, aequalionem (2) per substitutionem

lormularom (10) fransigi posse in Liane

L, L', 'K
(_ - = ) = (),
o, M, M 3

in qua L, L, L', M, M, M, O sunt I{1|::|[ii|;[1(l'k determinatae reales: simul-
alque vero I est cilrae aequalis, aequalionem (2) tali modo transformari non

EIIH\H‘.

Juam transformalionem solummodo in easu P non —0 ?1Iilh|-l.l'ilj}i|['llt pr-
mam  dicemus. k’il:'lll[“éll] D aulem siue _,fj;{';_ll__5':‘;’;‘;’_’}__3._1'“';;” p — A A
— oBB'B” quum in doctrina de ,,formis™ quadraticis ternariis *) tum in theoria
‘-'llili'l'lllll'i-'.‘l'llll] M‘L'llil[“ “I'liilIEH' momen bum i“hi'“.!". -.![J'l :Ih.ﬁ'E_'TL'i]i-l o e fi'li'nrl‘"J‘HI-’-J‘H.‘Jf|"i'-.-'

.LHi.i‘ I'I'I'L‘]billlll l'iiﬂlll i.Lii' conseruare lalif']'“-

“) vide Gawss Disquisitionum arithmeticarum art. 267




ﬂf

Itaque transformatio prima in eo consistit, quod aequatio superficiei cuius-

dam secundi ordinis inter variabiles x, y, = o
) A, Al A 7 i

2 *iard e o, R E = K,

(2) (f:. B, I:) E2(, C2 G

cuius determinans ABB -+ A'BB L A"B'B"— AL’ A" — oBB'B" — D a cifra

dinersus est., stalulo

f (BB — A A")C+(A'B'— BB )C'+ (4B —B'B)C"
g =— A
l ’ (A'B"—BR)C+ (BB —A"A)C'+ (4AB—B'B")C"
(1)  {y=— D ! :
(A'B'—B'B)C+(AB— B'B")C' 4 (B"B'— AA4)C"
g = i A G B S il
: D

%

per substitutionem formularum

j-r =249,
y =y 449,

(14)

?:- =z +4q
transit in hanc
5 e L y
(15) 2. B, B)=

variabilium &, ¥, 2, determinantis eiusdem D, et in qua est

(16) K' =K —Adgg—A'g'g—A"q"g"—2By'g"— 2B’y g—2B gy’ —20g —2C g —C'y .

Practerea tenendum est, amborum coordinatarum systematum (xyz), (xy'z")
axes respundcntl_rs esse  lum p:[r.‘llh'iui tum (vt exlmsitmu est art. 6) similiter
. > = . ror i s mo= "
iacentes, determinarique systematis (x'y'z') initium relatum ad ipsum (xyz) per

i

coordinatas x—=g¢, y—=¢, s=4g -

Vi quosdam addamus casus speciales, proposita sit primo aequalio

2dbyz -t 9B zx 2B xy - 2Cx - ',]f—":; - nCz=K
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determinantis D a cifra diversi.  Siquidem habetur A=A — A" =0, eril
D——oBB'B" euadentque '
BC—B C —R'C'

L ST R e
_  BC—PR'C'—BC,
g T R
B'C"— RC—PRB'C'
S YT e

Secundo loco transformanda sit aequatio
(17) Axx 4 Ay A"25 4 90x 490y + 20" =K

determinantis P a cifra diversi. Exstant B=B'—=B"—0 et D—— A4’ 4",

ideoque
. L ST SR
(18) S L S O

A
B = =
i A
( — e
(19) y=y' ——=
o {:Ir
2=z —
in hanc
¢ Tat i et B BRI Bl s R ]
(20) Ave - Ay'y'+ A2 :Il+_-!_+ - }—-i- —
Proficiscendo ab aequatione (15) determinantis non — () referente super-

ficiem datam ad systema (x'y’z") hace alia

Ul A b 24
(B, i B,_.)-a-g(u, W) =d

ciusdem determinatis 0, eandem superficiem repraesentans referensque cam  ad

systema (x"y"z"), cuius axes cum respondentibus illius (a'y'z") sunt paralleli ac




i4
similiter iacentes, poterit derivari per substitutionem formularum o' = — £k
ay e gyl —, e i quo pacto eril
H =—d4h—0"K—RL,
H —=—B'h—AN—B I,
H ——Bh—FB N— 41,
J=RK — Ahh — A"l — A TR BN —oB' L' h af L.

e noua aequatio per transformationem primam auxilio formularum ' =a'
3=y 4k, =“—z'4- k" instituendam necessario redire debet in pristinam (15).
{\hgimu- hace in deductione coordinatae —-h, -——fill.‘ L :1ni§ru.-'- ||n:-ilin In:lul'li
initialis systematis (x"y"z") definitur, penitus sunt arbitrariae, patel, infinite multas
aequationes determinantium aequalium dari superficiem eandem seenndi ordinis re-
pracsentanies  camgue ad dinersa systemala axium resp. Iu]r:;!it-]u:luu similitergque
iacentium referentes, quae omnes, dumne determinans cunchis communis cifrae sil

aequalis, per transformationem primam redeant ad certam aequalionem vnicam.

10).

Data sit aequalio superficiel cuinsdam  secundi  ordinis  inler  coordinalas

systemalis (xyz)

i, 4, A . e
(2) (r:. g pr) FUC €5 CH=FK
determinantis ), staluaturque
N —BR — AL, B, =48 BB
(24) 3 BB A4, B —AR_BE.
} ' =B B — A A B T I L |
6 =—UA g—B"g —By
oo 1‘»5 — B yg—U q .‘3*-.;,1
' Nl =— B gl
[‘“" =K — (A4A)ygg — W +A)g'g— (U -+4)gg"

(5B - ﬂ.]:..'._r,r' —o(B B ‘!‘-;“_r.l— 2B LB Dy iy

'Q‘_r.{ = '_’l'llff'l 'j{“._ril 2,




vhi g, g’y g7 denolent valoves (13) nunc ita exhibendos

* C+B'CL-BC

Joe=—— i i)
ir
{ ‘lﬁi_l_ \1! [ o ".'l_'l\ f
(23) - | 5
|
i

Tune noua acquatio superficiei cuiusdam secundi ordinis inter einsdem syste

* & . - P e T a s 14 e e Arintanit . vk
malis (xys) coordinatas determinantis .’{‘L‘\_‘u*--{-— A BN —|- A BB I — DRI

=

polesi 4'|::‘Ji-r|;-i

) A o s BB,
(2 i) LH:M 9 \2,\].‘) —I— e, b, ENY =18
(uam aequationt (2) adiunctam appellabimus,

Statim patet, aequationis ipsi (2) adiunciae coéllicientes 6, G, G", &
indelerminatos euadere, simulatque est D — (. Aequationi igitur superficiei ali-
cuivs rveapse alia tamquam adiuncta respondet, si prioris determinans a cifra esi

diversus, omnis antem aeguatio determinanlis () aequatione adiuncla earet.

™ e

Valor determinantis © aequationis alii cuidam adiunctae inuenitur e valo-

ribus (21), pula

D=(ABB - 4 BB - A B' B — AL 4" —sBE B = DI
siue aequalis quadrato determinantis aequalionis, cui adinncta est; ideoque  deter-
minans aequationis alii adionetae cifrae aequare nequit ac semper esse debet quan-

lilas |m-iliu:|.

Sit inter coordinatas .*-:_".:dl_':lj;llir- {.l'laJr:] .‘u_'||uzllir1

DRELn o
(25) (‘\ e )—'[—'_'{':. e S et

0, 0, 9

adiunela ipsi (24) delerminantis D& — P+, Tane manilesto prolinus inuentelnre




|

% Ss: — BB AN =AD, P=AB—BB'=BD,
o — W —AA =AD, P=UAUB—-B'B=BD,

(26}
2 =8P —-AA =A4D, P =A"B'—B B = B'D.

et, quoniam leuis caleulus suppeditat

[ D619+ EC"
e ST =y

PCHOC+9 6 _
_yetot4ds o,

PGP 6+ OE

— =y
porro  esse debebit
= f)”-- L'“j‘_i;r—};. I."_er_'.
o =—nR Dy — Al Ua_;' — B g
(25) o ; : sy
p ' =—RF Dg—B Iy — A" Dy",
R =K —(AD+A)gg — (AD+ A)gg' — (A'D+AJg g

—o(BD - B)g' g —2uBD+B)g"g—2B"D+B")g g

11.

Haud difficile est conclusu ex iis, quae artt. 9, 10 exposila sunt, aequa-
s 4 » - . W U
tionem (24) per transformationem primam adiumento formularum (14) earundem,

(quae inseruiunt ad transformationem primam ﬂet[uut':mﬁﬁ {'[3]._ transire in

%, e
\29) (55, @, ﬂa”) =

variabilium 2’y 3y 2’y determinantis ©, et in qua constans k', eadem, quac
in aequatione {1(]) obuia est, valorem induit in [16} exhibitum. Perinde aequa-
tionem (25) per transformationem primam earundem auxilio efliciendam formula-

rum (14) manifestum cst transire in




1
|

e S —

= &=~

&
l:f;_.- e

(30) a3 Sy

inter coordinatas  x'y y'y = delerminantisque DD.

fam absque vllo negotio colligi poterit, data superficiei cuoiusdam secundi
ordinis aequatione inler coordinatas systematis (ayz) determinantis I a cifra diversi,
infinite mulias alias aequationes, inter ecoordinatas cinsdem illins systematis, dein-
ceps adiunctas dari, ommesque wna cum sequalione proposita per fransformationem
primam ad vynum iterum commune redituras coovdinatarum systema (x'y’z’). In
schemate sequenti aequationum adiunctarum  transformationem primam perpessarum
vnaquaeque antecedenti est adiuncta. Indicum praclixorum 0 respondet aequationi.
abs qua reliquae pendent.  Adiecti sunt determinantes.

o (e s

| ( ol '):f;' | DD |

B, 15 B

| 4D, AD, A'D : f
2 T =R | D+ |
| (fm, B'D, B u) il j
5 ADD, A'DD, A' DDy I | pe- |
: (-:Lum, B pD, %' DD} — | |
AD5, A'DS, A'DS & i

S | i AR s sl — |
| \BD3, B'DS, B'Ds $ ;

| sapio, G Do, o po , _
5 2 : — K )32
S (Ew"u B DO, B ni==) Ealel

A0, A DR, 47 DR ;
3 i =5 [ o4

BD, B D2, BTD)

ele.

e, ¢, ¢'D° . i
n | ( e TR ) = D
| VIRDS, WMD", M'D i

Pro termino. penerali, si n  est numerus par, erit 2—dA, 8 =d, 8 =4,

M=B, M=B', M =B", r=1-42242%...492"—2 si n esl numerus

e
»




i5

impar, $=1U, =, £ =1

ey, - 90—,

12.

Quando formulae (3) eo dehent inseruire, vl acquatio data superficiei cerlae

secundi ordinis per commutanda systemafa coordinatarum in alias transipatur for-
= . ¥ ot o gof paltt ¥ o P . :

mas, 1nfer flu:mh[:tlL‘n‘ o b ol g Batabk o PaYaY (uaspiam relationes exslare

oportebit postmodum cruendas. Quoniam vero derivatio in art. 6 facta ab huius-

modi velationibus omnino est independens, sensum formularum (3) paullulum

ampliare licebit supponendo coiéflicientes eorum prorsus arbitrarios. Hinc colligi-

mus , ILL‘IP![!HI%H(‘IH datam F# — 0 superficiei cuinsdam ¥ secundi ordinis per

1 ¥ o o paft " Il

subslitutionem formularnm formae (3), in quibus e, a5 'y & & E Yo7 s
d, 8’5 0" sunt quantitates conslantes arbitrariac, semper fransire in aliam aequa-
tionem eiusdem formae FF —0 ilidem superficiem quandam & secundi ordinis
repracsentantem. Denotala aequatione superficiei I per (f) superficicique & per
(), breuitatis caussa simpliciter dicemus, acquationem (f) transirk in aequalionem

() vel superficiem I’ in superficiem G per substitutionem

i.t‘ —aex+0y -y = -4
(31) 25’ =dx+0y 4y
— -!|-- I’J"I_erl ...ll_ ;"I'.;' —!— i

atque (f) implicare ipsam (g) vel F ipsam G, siuve etiam (g) sub (f), vel

&G sub F conlentan esse.

Extemplo sponte patet, omnem superficiem secundi ordinis semet ipsam im-

plicare. Dala enim aequatio eam repraesentans aul reuera inuariala manebit per

substitutionem (31), videlicet quum posueris a—=0'—=y"=1, C=y=y ==ua'

i i [ o Lo . . . L
— ' —E"—0, 0—=d —d"=—0, aunt in aliam repracscntantem eandem superficiem

Lk I

alii superstruclam coordinatarum systemali axium cum eius, quod aequalioni datae

f
I
'




substernitur, parallelorum similiterque iacentium fransibit per substitutionem (31),

¥’ it ot B

- ot (7 ¥ t ¥ ]
fpuum siatueris o—¢C e e ,!_::7:7 i\t ] Ul f 1 rl:n’g rj =

i "

d ' =d", vbi d,d’y d” coordinalas puncti initialis systemalis posterioris relati ad

[u-irn:n'iulll denotare constal,

13.

Ad instituendas quaestiones de transformandis superficicbus aequationibusque
adinmento substitutionum, qualis (31), primo inm considerationes nostrae ad eas
tantum superlicierum secundi ordinis acquationes aliquantisper restringantur, quarum
determinantes a cifra abhorreant. Yuo pacto ;quu.‘lF[U:u‘.HH de 1|uihu~; nunc .'!;;u_'iulu!tl
erit. semper in formam

Axx - A yy -4 Az - 3 Byz - '_‘f;"',.r—:— '}f)'h,l.'_:; =
redactas supponere licet, quoniam, ni sub ista essenf propositac, per transtorma-
T S Loas . p liealil T : eduet zaent Exinde eliam
LIOIe I [lilllluHI: lunc h{‘il]ill..‘l' ilifll.ll!nl‘llln'!!l L cam reauct H'Iﬂ.‘\?'\'..i]- uXinae I_liﬁlh
::f'efu:ll'tu_:r;m adiunetae . r!niil!:.-; m!iju{i‘i]l}!n;ﬁ hue ynr!irl.cnil_‘ﬁ omnes debent esse prae-

ditae, manifesto eadem vestiuntur specie.

faque quum in substifutione {,’-]1] feceris J—d'—d"=0, prodibit sub-
slitulio
g et | ] =3
x—ex by 4y,

y =o' x40y 5z
N - "J'.'l.l_r" LT
quam negligendo variabiles (attamen penitus intacto ordine semel inter cas stabilito)

breuiter *) ita seribemus

') conf. Disquisitionum arithmelticarum art. 268




| IA‘ i

Lhu‘ll.i.*‘-i iam superficies F', quam repracsentat aequatio

(f)

17 P Ll 3
(.r:. . R") =1

per substitutionem (8) transit in superficiem &, quam repracsentat aequatio

(9)
habemus ex (4)

¢ b = Ao+ A o

L = ARG —Ir zl"f}”"i'
L' =Adyy +Adyy

o
Il

0 =K.

Adiumento harum

MMM M L' M M -LEL oMM M' —(ABB+ A BB+ A" B B -AA A4 -2BBE |

siue designato determinante acquationis (f) per [, aequationis (g) per F, quan-

titate reali «8'y" -+ Ey'e’

Quaoniam D et E

cifra diversa. eruntque praediti eodem sipno determinantes (a cifra diversi) duarum
: I L} J

N — .-.f."'r"" + ,».flfall;rJ
Aye + Ay«
W= duf A b

il i f."\l ;
s Sl
. ar, )=

A" " - g_ﬁ“'..;”-f— ol e w28 v .

-i- A0"6" —l—ffjlﬁ'lﬂlp—|— '_JI)'IIIJ'I'.I'T + ;:"B‘hl"ﬁ'rJ 5

PR rop L T s
+A47yy '“!"‘-!I'I,a’ i +-2By 'yt 2B yy s

_.:.. ,-fllfj'll;'” --i— jf[r_lrl'l'_}'r.Jl-— ;'rfjll-'] —I;— .B’(";”;""—}"."rf._\-' J,‘ rf ll‘al_}‘ -i-- ;-:",' '!-.

’ Fr e L r " ] LEAN ¥ L (15 \ ' i S ¥ \
LAy By ey )+ B (7 et p) + 8B (ye 1+ oy),

¢ i

A0 - Ble'6" 6+ B'(¢"6+6" )+ B"(ab + b’

14.

El[jtlll.'lriﬂﬂtll‘il {IL'!'ill:'III]ll.‘i

|:[;"rJ'I':’II+{;}"I{:”+|‘,‘ii’fﬂlﬂ—.‘.'Ul(-‘:ll—f.'ll-'.'.-lll —be'y )2

I o T 1 ¥t 5 F )
J 't — b —ayé —Eay per k.

P :t'JII.II'-

a cifra discrepantes subintelligimus, erit etiam A

:tl‘l}lliltlﬂ.lllllllln fjuarum Vi Gl“m'ﬂlil illllllil.‘«'ll-

E rmﬂtrmp]:tlitrrw acquationum {.‘;9} sponte si!fiui[m-. :uri{u;alinm'm (f) transire

' in (g) eliam per hane substitutionem




b |
5. == Bl
—g o —0 =y
— _‘.(."
“"J'l""li““']"“’ loco & l]:lmllllntl_'m S— ,‘.._, iilt:m!l:l! :u.'vllll[lliul]{’lll vel :w.ll[:u,'rliuig-m sub

alia contentam semper ambifariam implicari ') alque superuacancum esse, signi ipsius

k  peculiarem habere rationem.

Pro substitutione alia, per gquam (f) transeat in (g), sit & idem, quod

k pro substitutione (§). Tunc rursus esse debebit E—FKD adeoque A=—=FK,
vnde patet, pro omnibus substitutionibus, quibus aequatio data (f) in aliam da-
tam (g) possil transire, valorem quantitais £ eundem esse.

fpair
f

g : b kA I g Fr =) -
Quantitatem & sive oSy + Sy +yuf —gfa” — ay'S Eet o

normam substitutionis vel eliam -rli]IJ“L'HIE“IIiH .'LEJlH.‘”HI‘H‘ licebit.

ia.

Statuendo
(Adet+B'e+Bao'=[A], Bet+dec+Be'=[A], Ba+Be+ A"«'=[A"]

(33) .\.’_.ff';—‘,—ﬂ'ﬁ"-; B'6'=[B], B'6+AC+B0"=[B"], BE+4 B+ A6 =[B"]
Ay +B'y+By"'=[C], Byt 4y +By'=[C], BytBy+ 4"y"=|C

ex acquationibus (32) leni mutatione hae nouem eliciuntur

e W L

(Ji" = 6| 4] + .."l—'l— h’”|_f"|.
M =yl 4]+ 7"[47],
M' = «[B]+c'[B]+e"[B"],
3 = »!'.-'lﬂl 4. f}r“f'[--i— I'f:'“[fj‘”1.
M = y[Bl+7[B]+7"[B"]
M = ._-| I"] 4o | [} [—}- e | (.—”_l
="K |(I| -':"- ' | O I :_.l’;' l{'r]

l\‘” =

= ;fl_(-'_] - :’I L l(" +F’“ i ¢ ]

—
et
S

) aliquatenus aliter res sese habet in theorin luic consimili curoarom  (planarum]) secundi  ordis




-

00

4 ; ) By =i P=L s
Multiplicando primam, gquartam, seplimam per &9 —6 ¥ secundam, quintam,

¥

T T} oo . o df [T,
octauam ppl‘ ol A i W A !|_=:'El.‘|11|_. sextam ., nonam [JI:'I‘ b = &y SUMMAn-

doque aequationum inde profluentium, deineeps per [1], [4], [7], [2]> [5]: [8]): [3];
[6]5 |9] denotandarum, ternas ita, vi colligatur summa ex [1], [2], [3], summa
ex ]]l-. 'l;]l.. tf:] ¢l summa ex i:l. jf"‘]' i_['i" l.ii.'il‘ll!lll‘. I'L'lu:h'n:iu_‘. in-=:1||u:_-1- bis com-

altera

. . ag e e of " gy F
nutationem istam adhibitis loco &y —&8 v, v«
[ oo o i

. . . . i ‘l:-_.'.' A " o : l-; s I""l.' i .“.
vice multiplicatoribus £"¢ —E&%", ¥ e—ya , a 6—ast , ac terba vice mulli-

plicatoribus  Sy" — &', ";‘{r,,—‘:.f"fﬂ-; 15— G, exorientur nouem aequaliones,

3 . . ar s 0N PR sl it e = ]
quas, designata vii supra quanfitate oG o 4y tya'8 — el — 'S Errley

per  k, factisque reductionibus debitis, ita exhibeamus

(K[ A]=L (& ' — ") M (8 — e"6)
k[ B 1=M"(6'y _ ‘@ —y &)+ H (e'f'—a'0),
K[Cl=20 (6'y"—6"y)+ M (y¢'— " Y4+ L'(6"—"8),
I’.|_-f' I {_-‘-”;' — _,}—'-:Ff .EJ'I-If = t.'h_]_l" .”-{_l. "G — a8,
5) SEB =6y —67")+ L' (7 e—p ¢ )M ("6 —a 6"),

K[C =M (8"y—C 7 )+ M (ye—ye’ )4 L' (e 6—ab"),

K[A"]= L (o' —pe)+M (¢ —d'6 )
Fulf»’"lz L) (by —Uy -}-;— I (7w _;'.I'.' jJ -i'_” (e h —ab )

.I'.'l L I‘_ i) & (6 ;J' —l',-"_;* '} —f——_Ff i__lr o —ye )+ L"[u.' 0 —w'6).

-~
-t
o
—
sy
—
~
|

\
Per :it{-'-oril]umnn *) cundem, quo ex aeguationibus {}1} aequationes (35) deriuatae
sunt, ex ipsis (35) nouem aliae deducuntur, quas eodem iure, quo ex 1.;1} aequa
liones (32) possunt restitui, in sequentes sex contrahiere licebit

'y
Y

kked—= L (3"

e 2 B 6 — a2

(=Y

-+ 1.'H\;"('I4-:I-—;'h(:f_'|.'I e oM (o' = _':f.-'.l;-."— 6"y - |"J""' Y —¥ ¢
J.I._afl____ L .:_I'IJI..;' —l"JI ;,)3_{_ I..:_‘j'l.a, — } r,.'J.' " —I— j"'-..,_:"p'" s 1 |r"' J
- '_L-'Ff._l;"’t:—_:' o Ve —at") Foll (a6 —e 6 ";, —iby J'” — 0 i'“ Ll

kkd'= L6y —6y P+Liye —ypa P4+L' (el —a'bf )?

Jims—1
oM (al' —a'6 )6y -6

oMy @ — J’Ju Wt 6 =6

L
=n
¥
-
i
a8
h
-
~
]
ta
E
-~
=
2
=

*} Toli compute, guippe quem cl. Sesber

1851 ( pag. 37 sqq.) bic amplivs immorari

der posi

superfluum  doximus.




kb = L (I’.u‘“':-'—ff ;'”}(".;' ;J' -0y )—,LL'(}"'-! —y [:“\J'f__:fu' —;J'rc- YL (w6 —a 6 Wl —e'6)
M ['[:_;""r,' — e Wl —af )+ (ya —y e W 6—c I’Ilr}l
+ M| (a0l )6y —0y )+ (@b —a'€ ) y—6y")]
+M[(6y 0y Wy —4'e ) + (B —6y W7 e—ya)],

EkB' = L (6 =0y W67 —6"9YFL (e —fa Wy —p a) L (e —c'§ )Wt =" 6")
-+ M !{;a o -l;fru- Wt —e'6) = (e’ =y & We ' —a't )|
A ar H_r’.’ -] }{HI:-‘"—H-{;"') 4= lf_r.'J-'r.-"'.—r:-'-’f' Wi -—r':";f )
+ MGy —by Wre'—y'a) + (63 —0"y )y —¥ e )]

KkB'—= L (69" —6"y W6 p =63 VL' —y e W3 e —yp &)L (6" —a'6 W' 6 = 6")
- M 4{;'J{:”—;-'"::'}L'c:“ﬁ' - 6" 4 [;l,'f"t.' —1 |.""'}(::.-"a'”—.fr“"a":lg
M [(6'—< 6By —6Y) + (¢6—c 66 Y —6")]
+M((6y =6y Wy e—re) + (Ey -0y Wre—ya)l

E. comparatione aequationum harum cum acquationibus (32) concluditur: si

acquatio (f’) per substilutionem (5) transit in (g), hanc ipsam (g) per substitulionem

f ¥ — b Fi d = U} i { F
- AL i 3 1 -
(S Foi—g o ¥ w—ga e —a
G B0 0 ol — B, o (al — 6

transire in hane
kkAd, KA’y KA -
(/) kB, Kk, ;._a.::') RO

quae oritur multiplicando singulos coiiflicientes partis prioris aequationis (f) per Fh.

siue in eandem, in quam (f) transiret per substitutionem

(36) . \
2I'I- 0, k.

Designata per I O .~;u|]u1'i'u_'lvf (quam repraesentat aequatio q”f"”., sponle

patel, eliam transire superficiem & per substitutionem (S8') in superficiem F'.

16.

Per caleulum ei, quem art. praec. .'tnhiis}-ilmﬁnmm haud absimilem , con-

firmari potest, aequationem
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| A A5 AN

(T) 5, &, /=8

adinnctam ipsi ([). implicare aequationem

g, ¢, & 3
(am. M, ~1=r") =

adiunctam ipsi (g). et in eam transire per substitutionem

()

¥ ) ' P oL aFe *
by —b v, yo ples ebi'—eb
F 4 W Ir " ! e " )
(€) W y—09", Ye—pes, e l—cb
b —0y , Y —y s ol —el

r G ([ i
)¢ |
{E} LA ¢ fy i
et
7 i i

transire in hand |

. KRN, KA
(h) ; kB, kD, J.."..‘J,i")
in candem, in (quam (f) transivet per substitutionem (36), siue in eam, quae
oritur ex (f) multiplicando singulos coéflicientes parlis prioris per kk. Ceterum

vix opus erit monere, aequationem (l) ipsi (f*) non esse adiunctam

Substitutio (&) substitationi (§) adiuncta audiat, vnde (8') adiuncta erit
substitutioni (3). — Substitulionem () oriri dicetur per fransposilionem subsli-
tutionis (S5), lune eliam (8) ex transposilione ipsius () atque spbstitutionum (S°).
() viramque ex alterius transposilione prodire patet. Protinus facile perspicietur.
normas duarnm substituionum, quarnm altera ex alterius transpositione oritur, '
.-ne:[u.'liv-; esse. normam autem substitntionis __:ﬂii cuidam adiunclae l|n.'uh-:Ll|un gas
normae substitutionis, eni adiuncta est. Determinantes  hue  requirendi ex  artl.

{0, 14 vltro profluunt.




) "

s F

¥t faciliori prouideatur conspectui, diversae aequationum

(f)» (a), (D)

aequationum  determinantibus ﬁnl}ﬁ:liluiiunulmluu normis fabella sequenti ante oculos

(f)s

muesligauimus ,

(g)> (),

imlnlirinlil}ne:;,, quas arf. praes. ac prace. adiectis

|]U|Iil|]l|ll‘.
IF Transennt aequationes | l}i'!.‘ I in aequationes | ]h-l_l_ Per .-u‘.:.~:'|1|||iu|u--._ iy "-.urm.g
| | 11
=== S o | I = WS — | : S — -
| = ST
(SR O L 4 I Ly B L = Pt e
(f }...(#_ e ﬂ.,).—-:.h DS ) e | R ):1- | kiD ((S) S“ » 05 7 k||
| : | i = i | 8(5“. [ y" i
. _ | (62'—6", 6"y—6ys 8y'—6y| |
| L, L, L" [leiz kA, kA, kA" | "' 7 " Il
l(q)... 22 N D ). , i 1 1 gy v VRSP AT IR SRR W o [
| fy; . Jf',."Ff") I J",-' kkB, kkB'. .f.'J'.'B”) = }E; (i 1 o _,“ : e i 7 i Il
| _ ;| b’ —e't, @' 0—al”, wf—eu 6|

I x> A (l g, ¢, | ‘ S:,- ' = ;'I, :",.I'. -y :l.:l.. t:”"rJ—r.' Ir"Jl 5 i
(1 ,I...(m B, B ) =I'| DD m}_"( M. M, *’?"E‘ ) = (i f. DD '.r\.arg* y=by sy G-yt 'rl‘—i.‘r.l  dke f
I = | = Eais f;' ¥ -_.lr.u Yy —;/ & o 0 f‘;l - b | :;
|| [ | KEX, KR, KR SL.’, e [ !

< 1L [B [ Tk 5 M et e Loy i '-J“ Il.u"' |
|h¥1"(~w 0, M’ ) I8 |KDD)(0).. (a-f.-_sr.u.m‘. )= DD, ] e e
S e I S N vo s 7" e

Substitutio (8') e substitutione (S) derivatur per transpositionem substitu-

tionis ipsi (5) adiunctae. Quum eadem ista ralione e subsiilutione (&) alia
elicitur, prodibit
ke, ke'; Ea"
(& K, S kg
? .Irn', . Flu"'."l. f.‘r"”
cuius norma manifesto est k%, vl esse debet, quandoquidem ipsa substitutioni

(S%) adiuncta est.

Quodsi tam in tabula art. pracc. loco subslitutionis {I) hanc ipsam (&)

inseramus , aequatio (h) alii huic

=




26

i S IS e, i SR I
rlF } (.".:‘h"\. ‘f.}_\\. fui”)) =%

e

cedat oportebit determinantis 120D adeoque adiunciae aequationi (/7).

Adiumento derivationum  similiom duoae catenae implicationum successiuarum
.|||:|h-.~; tabula art. anteced. [ﬁ:llll:l tenui mulatione commodum allata) binas pl‘illl'l'h
exhibet, poterunt euolui, nempe aequationum (f7), (9)s (f)y (¢')y (f7) ele. aequa-
L " & ™ e raiL Y Fil oy =rr
ionumgue his deinceps adiunctarum (f). (a), () (8)s (f) ete. Aec nonnullos
quidem priorum artuum harum catenarum perspicuitati indulgentes hie adscribemus.

Columna prima continet aequationes — primum exordientes ab ipsa (f), deinde

exordientes a

sequentem  per substitutionem in columna tertin ambabus iunctim :lmluhil'.lm. Sin-

gulae substituliones seriei posterioris singulis prioris ex ordine adiunctae sunt.

Colomna secunda aequationum determinantes . (uarfa normas substitutionum exponil.

» (f) prioribus resp. adiunclas — quarum quaeque transit in proxime




( hlA,
WNEER
5 I
kM,

k20,
kB,

ktE!,
kM,

¥ [
f'll'.
A Ay
f ¥

L » %’

|
|
i {q ) | .
i m, M

£ Ly
( i ,|:;) fl ;. | JI
NN *5

H
.'||',‘|’

JI~'||II'. f‘ 5 jnlll', f
Irl'.lla'ffl1

||I|'J| L’

L k"

, kwop”

i
. k2o

1 -. Irl_:ll't-f. -

:.):f{'

—7 |4

s

I
. ):F._" kD

b !
B = {1

b
e
=k

[, k20"
I-. fi 2L -

':f‘:.

it

=K'

")

A=

: H_ |
(5)

| (S)
? i 1

, ()
|
kDD
(E)

k20

|
k=200 i’

| [
LoD

]

lfl-]_'r'.fj,“

|

| i(_a"‘}
(k252D

(&) kk(E y—63"), k k(3" —y

ILE’H]S

:* I.-}, ?l'Flt:Ir.-';’.— "’r'."'
r"._'”}.. F-.'l-[;l—
.'”".'I"-r:l"fl-]- .Il-|'ll'|;r:lr|l—[:.l'.-'}

i —

10
)| |
el ‘ |
¢)h’.._|’,r_ f— o gl — G ‘ ‘
{ MY l b il e F— gl Ilru Irl.':
blar —bip s e — yee s ol —a'f !
|

JI{L.'.._ ,f,,. 4 |
s I+
ki hel

[ & Ir-('r.l'l;"-—rrr'r';--]. J'J.'{;-riu"_.," Aok F'.'J'.'[:_r_-:.f."'—:,;"_-fr"}: |
5 f:'l’."\.:,’rll";—“ i } 6 |

5 k& f.(.:_' gi—e 8] |

k16

¥ e

:-'LLH _,"-. —I[.ll'}’ _1._ i

i )

|

|
-y e ) K& 6" =a"t) |
KO8 % =6 " WRO( 2" g —wa'), KO0e" 6 — b’ )| k32
k |"["T l':'J ,_.f,';, }. J'."-:[;r :’.:l Bl f;"'Lr; 0 =l )
f*‘.'ll.'..1 ||l|._. }".II | l

- lrl'.:l\{lfl-l‘l‘-'"—ﬁ "}.’ Tk k 10 ‘I ¥
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Expressiones generales, vipote quae minus clegantes euasurae sint, quam

erutu foerint difliciliores, adiicere supersedeamus.

Transeunte .'w.rlu:li_iurn.' (f) in aequationem

(5)

(q) per substitutionem

normae L. atque aequatione (g) in aliam (A) per substitulionem

0 5 € [
(T S s i ._
& i B L

normae I, aequationem () perspicietur implicare

per substitutionem
8408478, wedbetye

(37) Vs 408 478 ettt
? PRI 0 REID LLS B LR B

cuius norma nuenielur

(eh y = I‘:";-' o' =+ ye ' ;’ﬁ"{:l'r-- t:;"ﬁ"— ﬂl‘»’f:'u.]{."]" h‘f‘ e

ipsam (&) el in ecam

R
il

R

lr:'"‘—l"'_:-'r.' ] ?'.-.,Eul ‘_fL ! ;

1. e. —hkl siue aequalis producto e normis substitutionum (S) et (7).

ad pllu'rrs tribus .'IL'tlllJlliUI]l,‘S p{rl-l‘:mil{: ista extendetur

perleuem  confirmationem expromere possemus duarum implicationum ,

[n'r;lu';siilcp. =

transice

& L)

Protinus
Ceterum hine

de quibus

artt. 415, 16 agebatur, scilicet secundae et quartae inter eas, quas exhibet tabella

art. 10.

19.

Implicet aequatio data (determinantis a cifra diversi) superficiem &

sentans haec

reprae-




e

l

29
A, A0 A
i ¥ ¥ o — jl“
(/) B, B, B
aliam (determinantis non = 0) suoperliciem & repracsenlantem
T A 4
(9) M, M, .-u")__h :

sit (xyz) systema coordinatarum (obliquum), ad quod K refertur per (f), perinde
(x'y'z") systema, ad quod & refertur per (g); transeatque (f) in (4) per sub-

slilutionem

x=gx+0y+ G
I.*] ¥y = o x -+ f.'lllllf-—f--;'l e
Al -+ !’.-"'Irl.r' ¥ '

normae k. Tune ex substitutione {ﬁ} per eliminationem deducimus hane nouam

Ol et = gt guli =t
— i’ LA lele AT LA st =
. i ] / [
; T ¥ ay ' —uve Yo — ¥
t'\:l {; o= ; ] D "II_ - i e Y -E‘_ < L : ~
' i b — I'IJJ i leJI—-t I-H (i fi i
e v == .- S5 <y
& ) AN

normae , per quam aequatio (g) redice debet in acquationem ().

bl

Omnis igitur aequalio ab alia implicata ipsa eam implicat, sub qua ¢on-

tenta est, idemque valet de superficicbus.

Substitutiones (S) et (s), quarum altera ab (f) ad (y), alteca a (g) ad
(f) instituit transgressum, alque implicationes inde demanantes reciprocas nominare
conueniet. Manifestum est, productum e normis subslilutionum reciprocarum sem-

per vailati positinae reali aequare.

Acequationem (f) ipsi (f) adiunctam in acquationem (g) ipsi (g) adiunctam

nolum est transire per substitutionem




511
\]".-' 3 [ ¥ @ — _,'".-r:J- el —e 0
IE—J )Hllr S '.- 7 " ¥ : g g — (15
‘lr. :," — 0 "}' 5 .: |:. St ;'-|_J s (i I'IllI — _'\'.-lral
normae  kk.  Hine prodit substitutio reciproea ipsius (&) pula
(§ |.'- l’.’“
Nk K 2
J f f i
L&) 3 ’
IL' lln' Illl.
J ' 7
i k :

normae L per quam (g) regredietur ad aequationem (f).

ik

20.

arm

Duae aequationes sese inuicem implicantes, iler quas transitus  elliciuntor

per _:‘-11[|_~'1I'|[|_1I;1',n|:':-; 1'L'q:i'|lnl‘l:|l.?'.'l.'{ normarum J'l':‘1_['l].'tjillll]: n‘E.’!IHH-HFIIFH.‘{‘.\' I]ll.‘l'li'l:l'.

Stalim patet, eimsmodi substifulionnm normam semper esse = 1, ideoque
aequationes aequiualentes determinantibus aequalibus gaudere (vid. art. 14), necnon

aequationes aequinalentibus adiunctas ipsas esse aequinalentes.

2 duabus implicalionum successivarum serichus art. 17 expositis elucebit,
hoc nostro casu, quo fit k=—==1, aequaliones (f’), ([ (f7) ete. identicas
euadere cum ipsa (f), et (g, (g7), (g") ete. cum (g), ac proinde (s (9, ()
ete. cum (f), et (g7, (87)s (") ete. cum (@), denique vero eliam substitutiones
(87), (8*), (87) etc. cum ipsa (8); (8"), (S8Y) ete. cum (8), et (8"), (EY),
(&") ele. cum (€); (&), (EY) ete. cum (&), Vunde porro patebit, substitu-

tionum ambarum

5-:: " ] ’
| ..I\I] r‘ 1_"’ 5 ir; & ;.Jl
R R

BT g—




3 : i s ol Al :
normae == 4, per qoam bransi {.H"'(;; B. R —{ in acquinalentem

. il P S
(&) 3. 3, /="

NOrmac = 4 '}.

per transposilionem substitntionis alteri [adinnctace

(&), ().

]

(7]
(52

3 L ¥
|"\'j S bt (e ¥
normae £ mnon —==1 alia pc-riiu-ihe exstruitur normae == {

coiflicientibus ipsius (8) resp. proportionalium.

") Proprie quidem implicationis anfum norma reder

de substitutionibus sermo est, aliter quodammor

* 'l 1 21T
porma Aot et - 1 aut — 15 quodsi est = 1, alia

est — 13 sin 1, alia, eul -~ 1. Atqui qnatenus
dicebis, substitutionis () normam esse == 1. Sed
.-L'T':|||'r-.‘:

=hy =0y,

= ;s..-";‘.'_' (0 s
= ’ ,
=ab = 0 = b == ab

in forma (8"), vii lenis doeet attentio, semper est

neaatiua,

5% |

per quam transit (q) in aequinalentem ([}, viramgue exoriri

. Idem valet de substitutionibus

Talis enim  eril

est &= 1, e tum -1 quum

10 res Se 6

1d) @

datur (conf. art.

el coellicientiom

Vhi

Etenim sobstitutionis (5)

vm vice fungens, cui

forma generalis inucluat casus ambos, impune

quond sobstitutionem (S°), ni placuerit caute

— |rJ".,.' :-_—"J"_j'

—— e o
» —=i J‘t' e
5 el = uwl,

norma position si0  DULAUEris signs.,

locutio mostra et hoeee loeo et in posterum per synesin intellizenda est, gquoniam subshitutioni ish

SEMpPEr
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o2

5 5
o B’ A
Sl:’ T 1 - ‘_1
1 i A
i fr ¥

G

vhi , :airlulch.'m e I'UII|t'II.I|JliIli(J|liI!-i]5~ nosiris coiflicientes 1maginarios excludere nobis

sit propositum, per expressiones radicales solos valores reales intelligi oportebil.

Quo paclo, si per substilulionem (8) transit aequatio (f) in (g), transire
dehebit per (57) ::{'llll:tliﬂ [_"{'_‘. in aliam iI:-~.i :u_-|]u]u.'ih'nium, puta in ¢am, quac
prodit ex (g) dividendo singulos parlis prioris coiflicientes per k5. Substitatio
reciproca ipsius (S?) deducitur ¢ substitutione (8') dividendo singulos eoellicientes
per 15, wvel ex ipsa (s) multiplicando singules coéllicientes per k3. Tali modo
reductio casus praesentis, vl substilutionis propositac norma ab voitate reali (seu
positiva sen negalina) diserepet, ad casum praccedeniem, quo norma esl — = {,
absque vllo negotio in tolas implicaionum schemate art. 47 exposilarum  series

expandi poteril.

L L]

Ilmplicationum hucusque analytice disquisitarum  signilicationes  geomelricae
in commentatione hancce insecutura explorandae proxime sese offerent, prolinusque
clucebit, quoad delerminantes a cifra diversos, superlicies, quarum aequaliones

in|{||]:':||'[rn||i|1||,: inter se eohaerent. similes, (quarum .'n-:]:r:ll]uru*h sunt :|{|[|l|ill:1!1'iih:r~_,
&

¥

: . ; . A, Ay A
aequales esse.  Instituta exinde transformatione seeunda, qua (ﬂ 5 .u) et £
- ' ]

L, L', L

— K. propulsagque pergusitione ad
0, 0, U) t PrOpuTie Pl

transgeretur ad aequinalentem (




A ]
1. e
=Rl

(5)

vhi, sigquidem e {fuulump] Sinarios excludere nobis

sit propositum, per expre intelligi oportebit.
Quo paclo, si pes R0 (f) in (g), transire
debebit per (8%) acquatio , pula in ecam, quae
prodit ex (g) dividendo ¢ :;_; per k3. Substitutio
veciproca ipsius (S9) dedr o singulos coellicientes
per f.':i", vel ex ipsa (s) per k5. Tali mode
reductio casus praesentis, § ab vnitale reali (seu
posiliua sen :u';}-nliuuj discil a norma est — == 14,

absque vllo nepotio in  tof 7 exposilarum  series

expandi poterit.
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Implicationum  hucwe licaliones geomelricae

in commentatione hancee in SR flcrent. prolinusque

elucebit, quoad determinan quarum  aequaiiones

implicationibus inter se cohb s sunt aequiualentes,
i

A A

pepapr)

acquales esse.  Instituta exi

f-nns;;ervlur ad :wquiu: Sujue perquisitione ad
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tales quoque aequationes vel (v tunc loquemir) superficies, quarum determinantes
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cifrae sint aequales, ad determinationem axign principaliom via erit aperta. Par-

ticula terha 4!‘1{]11,‘.II[1_‘.‘-€!]’LH! .-'.in:;‘u]iu .-i1||u-|-Ei1_~i:_-:'1iu secundi  ordinis w’llq'ri!ulﬂ el spe-

A

cicbus inuestigandis neenon quaestionibus |]|ih||wi.-|:n tummaxime emersuris  dicatae
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