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-<XM.

Prima liac parlicula expositionis analylicae superficierum sccundi ordinis

elcmcnta discipliuae de formis ternariis quadralicis, quam ill. Gauss exhibuit in

Disquisitionibus Arillimeticis, quatenus quidem lioc loco emolumento esse visum est,

ad contemplationes geometrici argumenti applicare adortus sum. Equidem enini

censebam, nexum tum inter aequationem ac supcrficiem quum inter ipsas aequationes

vel inter superficies ratione ista ad maiorem euehi perspicuitatem. Quin etiam

introductis superficiebus adiunctis singularis quandoque comprobatur afiinitas inter

superficies vulgares atque irrepraescntabiles, illustranda suo loco in alia particula.

Acqualio superficiei alii cuidam adiunctae inilio saltem ita sistenda mihi

visa est, vt cenlra coincidantj postmodum vero, quum de superficiebus ipsis nee

de acquationibus tantum agetur, vocabuli vis aliquantum amplianda erit neque vlii

superficiei nomen adiunctae denegandum, cuius aequatio sub aequatione illa proprie

adiuncta, si transformationem primam vtrimque peregeris, eontcnla sit implicatione

normae 1. Relatiuus nimirum situs inepte stabiliret essentiale inter superficies
vinculum.

Dcnominalionum variarum, quae inde ab Euleri tempore pro singulis

speciebus superficierum secundi ordinis in vsum venerunt, nonnullas ab auctoribus
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gallicis vsurpalas, ab aliis versione fere absona libris germanicis insertas cnm
leuioribus e principio analytico repelendis commutare forsan liautl inutile forct.

Etenim iu Omnibus cuiuscunque superficiei secundi ordinis punctis mensura curua-

turae (conf. Gauss Disquisitiones generales circa superficies curuas) aut est 0
aut eodem siguo praedita, vti opportuno loco probabitur. Itaque in casu posteriori

superficiem appellare licebit aut conflexam aut difflexam, prout est aut con-
cauo - concaua (siue, quod idem est, conuexo - conuexa) aut conuexo - concaua (sive

eoncauo - conuexa). Quo pacto igitur ambarum liyperboloidum alteram quam vocant

u a deux nappes ”, conflexam, alteram alias dicta u h une nappe” dilllexam,

eodemque modo paraboloideum alteram, quam vulgo ellipticam dicunt, conflexam,

alteram, quae liyperbolica vel eliam interdum liyperbolois parabolica audire solet,

paraboloidem difllexam vocare maluerim. In cylindris et cono, superficiebus in

planum explicabilibus, mensura curuaturae vbique est 0 •, atque ibi denominationes
istae adbiberi ncqueunt. Cylindros igitur cognominibus solitis (ellipticum, liyper-

bolicum, parabolicum) distinguere proderit. Ät conus eodem iure, quo ellipticus,

sicuti quidam voluere, etiam byperbolicus vel parabolicus au di re t j reapse nulla

indiget appositione, nisi “secundi ordinis.”

Scrib. Gottingae m. Iulii a. MDCCCXXXIV.

Joannes Benedictus Listing.
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DE S VPERFIcjlEBVS SECVNDI ORDINIS.

1.

Acquiparanda cifrae quauis functione data trium quantitatum indeterminata-

rum x, y , z, in qua determinatae, quas insuper continet, sunt quantitates rea¬

les, exoritur aequatio, cui tanquam conditioni valores tribus iudeterminatis imper-

tiendi debent esse subacti. Ouantitatibus indeterminatis x, y , z infinities aliae

aliaeque terniones (vti dicere licitum sit) valorum qualiumcunque, realium seu ima-

ginariorum conuenient aequalioni institutae satisfacientes. Omnes bae terniones, re

mcre analytice considerata, in tribus complures dirimi poterunt combinationibus di-

uersis valorum realium, imaginariorum purorum et imaginariorum mixtorum *) su-

perslruendas, quarum numerus, si inter indeterminatas permutationes arbitrariae ad-
miltuntur, — 10 5 sin fixus inter eas stabilitur ordo, — 27 erit.

2 .

Quem in modum quamquam vastus analysi pateat inuestigationum tbeoreti-

carum campus, tarnen methodus vsurpata in geometria analylica (praesertim in ea,

quae solet amplecli trcs spatii dimensiones) ad diligentiorein perquisitionem vnius

’) vide Gau ss Tbeoria residuorum b i qu ad r a t i c 0 rum art. 31.
1
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tanlum restringitur ornnium quos commemorauimus casiuim, reliquos eunctos xtpote

omni indigentes signilicatione geometrica in vnicum illi contrarium colligens ac su-

persedens accuratiori eorum exploralioni. Simulatque enim tres valorcs reales /t, /i, l

indeterminalis x, y, z resp. assignati denotant coordinalas puncli cuiusdam, sisten-

tes positionem eius respectu systematis Irium axium sab angulis determinatis in vno

puncto sese decussantium, liae ipsac qnantitates indeterminatae .v, y, z significabunt

eiusdemmodi eoordinatas puncti alicuius positione iudctcrminati, quod tum tantum

vspiam exstabit in spatio, quum ternio ipsis .r, y, \z tummaxime tributa tres con-

tinet valores reales, ceteroquin vero nusquam erit situm. Exempla vndique praesto

sunt. Ternionum % 1, 2j 2*‘j —h Oj 0, *, 1—*; — 4, i—h 2+1*5 1—2»,

1—i, l-J-2* (denotante i vnilatem imaginariam posijtiuam V~—l) aequationi x-j-2 y
j

— 35 — 0 satisfacientium, quarum valor pvimus ipsi 1 .r, secundus ipsi ?/, tertius ipsi

z impertiendus, sola prima positionem puncti cuiusdam determinat, quod reapse ad-

esl in spatio, ceterarum autem nulla puncto cuicunque existentiam vindicare — ne-

dum positionem delinire valet. Aequationi ixx-\-^yy-\-%zz-\-± — 0 P cr tcrnionem

triumvalorum realium nequaquam satisfieri potest; nullibi itaque spatii datur pun¬

ctum , cuius coordinatae sub ista aequatione comprelienderentur.

3.

Indita quantitaübus indeterminatis .r, j/, z variabilium indole, per datam iu-

ter x , y, z aequationem secundum legem eontinuitatis, certos saltem intra limites

saluaque conditione art. praec. exbibita, determinari satis constat positionem com-

plexus punctorum superficiem quandam constituentis. Dici solct, attincrc superficiem

ad aequationem xel per eam repraesentari. Quam secundam si seruare lubitum sit

locutionem, liaec repraesentalio in geometria analytica obnia ab ea, de qua in qui-

busdam arithmeticae sublimioris pai'tibus agitur, probe distinguenda est. Discrimen

vel maius est eo, quod intercedit inter aequationem atque functionem.
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4.

Quoniam superficies secundi ordinis i. e. repraesentatae per aequationes qua-

dralicas, de quibus bis pagellis specialim agere propositum est, ad algebraicas refe-

rendae sint, a scopo nostro prorsus aliexium foret, ti-anscendentes earumque expres-

siones analyticas silentio non praeterire. Contra nil vetiturum censuimus, quominus

circa functiones algebraicas, in indaganda natura supcrficierum algebraicarum pecu-

liarc sibi appropi'iantes mouicntum, nonnulla eaque genei’aliora praemiltantur. Per-

facile est rem aliquantulo etiam maiore generalitate amplexu, quam esset necessa-

rium, dum geometriae tantum finibus consuli deberet. Iireuitatis gratia functiones

algebraicac integrae rationales, lad quas liocce loco quaestionem opoi’let resti’ingere *),

in postcrum plerumque simpliciter functiones audienl.

Sit $ functio completa (per quam forma generalis omnes functiones eiusdem

gradus totidemque variabilium complcctens intelligatur) gradus m inter n quantitales

variabiles .v, y, s, u etc. 5 in et n vel cifram vel numernm positiuum integrum

quemuis designare possunt. Functionem <£) tarn simplicem redditam esse supponimus,

vt non contineat terminos aequalcs siue tantummodo quoad coefiicicntcs inaequales.

Manifesto (p aggi-cgatumerit algebraicum numei’i finiti terminorum formae Ii\v a ?/ &3 Cu b ...,

vbi exponentes a, b, c, b etc. vel numci’os positiuos integros vel 0 denotant, summa

autem corum m ipsum m superare nequit. Colligcndo cos terminos, in quibus nt

eodern praeditus est valore, denotandoque per (p(«b eorum aggregatum, erit (p( m )

functio homogenea gradus nt inter n vai’iabiles x, y. s, u etc. Vnde sequitur

$ — ^(0) cp(0 -f <pC“-« + <p <m >,

siue functio algebraica Integra ralionalis completa gradus m inter n quanlitatcs va¬

riabiles est aggregatum m 1 functionum algebraicarum integrarunx rationalium lio-

mogenearum omnium graduum a 0 vsque ad m.

’) Quippe per annihilationem e functionibns aequationes conduntur, etiam saltem functionis fractae casum

praesenti, quem respicimus, inuolui patet. Functiones autem irrationales prorsus diuersam diiudicatio-

nem requirunt. 1 *
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Quodsi quis desideret, vt numeri terminorum fauctionum c£>, £i(°>, (pW etc.

innotescanlur, facile inuenietur
functionem habere 1 terminum (constantem),

etc.

(p(m-l)

(p 1C“)

itaque summam O

n terminos,
«(«-{-1) ■

etc. \
n ( M+l) • • • (»t-fm—2 )

1.2.3- ..(»»—l) 5

n(jt-J-l) . . . (re-f-nt—1)

1-2-3 • • • m ’

(w-{-l)(»-{-2 ) ■ • • (n-f-»*)
iTh.3 ••• m

Functio homogenea e. g. quattuor variabilium .v, y, s, « secundi gradus decem

habet terminos, est enim haec «x.v-j- byy -|- 4- </um 4- exy 4- fxz 4- yxy 4- hyz 4- hyu

4_ hu. Conipleta quindecim continet terminos, nempe praeter allatos etiam hos

m.v + ny 4- pz 4- fjn 4- r. Functio homogenea secundi gradus trium variabilium e sex,

completa e decem constat terminis. Homogenea decirni gradus decem variabilium

siue 92378 terminos, completa autcrn duplamcontineretur 10 . 11 . 12 . 13 . 14 . 15 . 16 . 17 . 18.19

1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 . 7 . 8 . 9 . 10 .

multitudinem.

Subleuandae perspicuitatis gratia nonnihil proderit, pro quibusdam functio-

num algebraicarum generibus in geometria curuarum et superficierum prae aliis fre¬

quenter obuiis quasdam adoptare denotationes abbreuiantes. Et homogeneae quidem

functiones primi et secundi gradus duarum vel trium variabilium, nisi potissimum

ad quantitates variabiles respicitur, per expingendos solos coefficientes exhiberi de-

bent. IIoc nimirum pacto etiam functiones, quas completas appellauimus, vli ag-

gregata liomogenearum satis simplices exsistent. Functio igitur homogenea binaria

Ax 4- A'y per
{A, A)

designetur, homogenea ternaria (trium variabilium) linearis Ax A’y A" z per
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(A, Ä, A"),

liomogenea binaria secundi gradus siue quadratica Axx -j- A'yy -j- 2Bxy *) per

(V>
fimctio denique liomogenea ternaria quadratica Axx-\-A'yy-\-A"zz-\-2Byz-\-2B'zx

-j-2 B"xy per
/A, A’, A \
\B, B , B ')'

Inter quantitates variabiles, quarum in designationibus istis desunt lilerulae, ordo

fixus conseruari debet, ita vt x pro prima, y pro secunda, z pro tertia baberi

perseueret. Quo pacto e. g. signum ei'it functionis binariae axx-\-yy, at

(V) functionis xx -j- ayy , similique modo ^ ^ functionis .r.v-j- yy -j-zz -j- yz ,

q’ i’ vero et q’ j_J signa resp. funclionum xx yy -{- ss r.v cl

xx -\-yy-\-zz-\- X,J-

D.

Posito in art. anteced. n —3, fiat (£)Co) — <pW—(pW) — f‘M e [ c .

positoque insuper m — 2, fiat <£>— TV. Erit itaque W functio algebraica ratio-

naüs integra completa secundi gradus trium variabilium, adeoque prodibit aequatio

repraescntans superficies secundi ordinis maximaque gaudens generalitate

TV — p,

vbi TV— jpW-j-/’( 1)-j-/ ,C°). Quodsi faciamus

/W = Axx -{- Ayy A"zz -f- 2Byz 2 B zx -}- 2B"xy,

fm = 2 Cx J r 2C'y-j-2C'z,

/(o) = -K,

*) Commodum in functionibus quadraticis binariis atque ternariiä dimidia tantnm coefficientium terminorum
eorum, qui producta continent e variabilibus, in denotationes istas recipiendi infra sponte elucebif.
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(lenolanübus A, A\ A", 2?, Ji'\ C, C', C”, I\ qiiantitatcs detei'minatas

quascunque reales, aequatio generalis superficierum secundi ordinis liaec erit

(l) A.v.x -|- A'yy -j- A"z s -j- 2Byz -J- 2 B zx -)- 2 B'xy -f- 2Cx -\-2C'y -f- 2C'z = K,

quam adiumento designalionum art. anteced. prolatarum ita exlxibemus

Systenia coordinatarum rectilinearium, ad quod determinanda auxilio aequa-

iionis (2) superficies debet referri, maxima quoque praeditum est generalitate.

Tres axes in vno puncto se intersecantes angulos determinatos quoscunque elficiunt.

anguli, quibus axes inter se coniunguntur, omnes sunt recti, reclangulare sou

rectum appellari constat, ita vt lioc sub illo quasi species sub genere continealur.

coiumutari potest, aliis superstructas systemalibus, superficie ipsa tarnen penitus

nianente inuariata. Priusquam analogias inuestigamus, quarum opc liuiusmodi

transformationes aequalionis (2) impetrandae sunt, nonnullas denotationes aliorsim

plus minusue adoptatas liic praemittamus, quibus vlcntcs aliquantum quandoque

verborum prolixitatis valebimus euilare. Etenim axeni (x) eum voccmus axis coor-

dinatarum x ramum, qui e communi axium intersectione siue ex puncto initiafi in

eam plagain versus tcndit, quam versus coordinatae x crescunt. Planum (xy) sit

planum fundamentale axes (x) et (y) conlinens. Angulus inter axes (x) et (y)

inlerceptum per (x, y), angulus inter axem (x) et planum (yz) per (x, yz)

denotetur, codemque modo angulus, quo plana (xy), (xz) in sc iuuicem inclinala

sunt, per (xy, xs) potest signari. System» axium (x), (y), (z) simpliciter systema

( 2 )
d, A', A‘

,,)+2 (C, C', C")B, B\ B

Quo in casu generali systema coordinatarum obliquangulare seu obliguum , sin

Per operationem, quae transformatio coordinatarum dici solet, aequatio (2) in alias
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(xyz) i punctum denique, cuius coordinatae sunt x, ij, z, punctum" x, y, z audiat.

Atque similes similibus nolis insint notiones.

Iam ad crucndas formulas, quibus, quam repraesentat aequatio (2), super¬

ficies ad aliud quoduis systema coordinatarum obliquum transgeratur, priino eum

respiciamus casum, quo noui systematis coordinatarum primariique puncta initiaiia

in vnum coincidant, vnde alter generalior conditione ista exsors f'acile promanabit.

Sit ilaque vlrique systemati, primo (xyz) ac secundo (£y£) commune punctum

initiale, concipianturque posita plana tria, plano (yz) parallela, priinum per punctum

£, 0 , Oj alterum per punctum £, jj, 0 ? lertium per punctum £, tj, g, quod sinnd

per punctum x, O 5 0 transibit. Tune est

distantia plani primi a plano (yz) — £.sin (£, yz),

plani secundi a primo — ij. sin , yz),

plani tertii a secundo — ^.sin (£, yz),

denique distantia plani tertii a plano (yz) — x.sin(x, yz).

Quoniam autem vllima distantia est aggregalum algebraicum trium priorum, pro-

dibunt, ratiocinio ctiam pro planis (zx), (xy) reitei’alo, formulae sequenles
sin
sin

(i,
(x, 'J Z Y

+
shi
sin

(v>
(.x,

T~)

yz)

V 'JL
1

sin
sin

cc,
(x,

yz)

yz)

sin =•*) .. 1 sin (V’ zx-) sin (C, zx )
sin (.7; sin

(y> ~x)
sin

(y> ,x)
sin ($>

xy ), t , sin (v>
xy) ■1 sin

xy)
sin 0,

xy) ’

] sin
(z, xy)

y r sin o,
xy)

Pro casu generaliori, quo suum vtrique systemati attribuendum est punctum

initiale, sint axes (x'), (y'), (z ) noui eiusque tertii systematis coordinatarum axibus

(£), (7]), (g) resp. paralleli atque vna cum iis ad candem plagam versus tendenles.

Quo paclo, si d, d', d", quae desijynent quantilates determinatas quasuis reales,

sunt coordinatae inilii systematis (x'y’z) relati ad systema (£y £), in expressionilius

modo inuentis subsliluerc sullicit x'-{-d pro y'-\-d' pro v\, z'd" pro



Formulas igitui', quibus ducibus a systemate obliquo (xyz) ad aliud quodcunque

obliquum ( x'y'z ') queamus transgredi, bancce speciem iuduere salis elucebit

[x — a ar'-j- G y' y z -{- 8 ,

(3) <2/ = «'*' + G'y'-j- y' z'-\- 8',

(z = a"x.+ 6’V+ /'*'+ d",

vbi it, f, y, a't y', a ", y", §, <T, S" sunt quantilates determinatae

reales.

Si ipsam substitulionem valorum ( 3 ) pro coordinatis x, y, z in aequa-

tione (l) persequi velis, inuenies. quum posueris

L = Aua-\-A! d d-\-A'd’d'-\-2Bdd-{-2B d'a-\~2B'aa f

L = A6C+A'6'Ö+A"G"G"+2Bß'6"+2B’G"6+2B”GG',

L" — Ayy-\-Ay y -\-A' r y"y"Af~2By y'-\-%B y"y-\~2B"yy >

31 = Aßy^-A'G'y'-]-A"G"y"-\-B(G'y"^y’G")^-B'(G"y^y"G) -\-B"(ßy-\-yß'),

31' — Aya-\-A’y d-\-A"y"d'-\-B(y d'-\-dy")-{-B'(y"a-\-d'y)-\-B”(yd-\-uy'),'

\ 31"= A«ß+A'd6'+A"d'6"+B(d6"+ffd')-l-Br(d'6+g'a)+B"(a(?+ßd),

N — Au8-\-A' d 8 f -)-A' d’ 8 !’ B(d 8 : ' -\-8' d')-\-B' (d' 8-\-8 ! ' u)-\-B'(ad'-\-Gd)-\-Ca-\-C a-\-C «

iV' = Aß8+A’G'8’+A”ß"8"-{-B(6 , 8"+8'ß")+B'(G"8+ 3 "ß)+B"(G8'-\-8ß')+C6+C’ß'+C"G"

N" ~ Ay8-\-A'y 8 ! -\-A"y" 8"-\-B(y 8"-\-y ö ! ')-\-B'(y" 8-\-8"y)-\-B '(yd ~{-8y)-\-Cy-j-C y -{-C 1 y

— {)= AM+A'd'd , +A"ö"ö"+2Bd''d"+2B'd'd'+2B"d'd ! -\-2Cd-\-2C’ö f +2C"Ö"—K,

aequalionem (l) transmutatum iri in sequentem

( 5 ) Lxx -j- L'y’y + L"zz' + 231yd + 2 3tzx + 2M"xy + 2Nx' + 2 N'y + 22V"*' = Q,

siue derelictis variabilibus

( 6 )

euius coelficienles L, JJ , L", M, M' 7 M", iV, iV, iV",

aequalionis (2); manifeslo sunt quantitales determinatae reales.

Q , proinde atque

Ynde concludinuis

aequationes, quibus superficies quaedam secundi ordinis repraesenlalur, diuersis
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quantumuis coordinatarum systematibus (xyz), ( x'y'z ') supcrslruclas sub forma gene¬

rali (2) vsque contineri.

7 .

Ex expressionibus generalibus (3) transformationi aequationis (2) per intro-

ducendum nouum coordinatarum systeina inseruientibus speciales quascunque reuo-

candos esse per se claret. Ad eum igitur, quem yt respiciamus nostra proxime

intererit, repetendum casum e formulis illis, iam paullo antea inter systemata

(&£) ( x 'y' z ) obiter exortum, supponamus ytriusque, primarii nouique, systematis

axes (.t), (y) , (z) atque (V), (y) , (z ) resp. parallelos esse et quoad regiones,

quorsum tendunt, similiter iacere. Coordinatae puncti initii coordinatarum x, 1/, z

relati ad systema primarium (xyz) sint, yeluti supra, d, d\ d'\ et posito generaliter

sin (x', yz) = X , 6 \n(y',yz) = P > sin (z,yz) = v ,

sin (x', zx) = X’ , sin ( y , zx) ~ P , sin (z , zx) =

r
V ,

e\n(x',xy) = X", sin (y',xy) =

rr
P > sin (z, xy) =

ftV ,

sin (•* , yz) = X°, sin (y , zx) —
1,0p ) sin (z , xi/) =

,,0V ,

( 7 )

formulac (3) praebebunt valores

X

X0 ’

r _ p
ß ~~ T0 ’ II S = a d-\- 6 d' -j- y d",

* r
/w

Ci II

\IX

II d’ = u d -j- 6’ d' -f- y d'",

rr
p” _ p
6 -7’ l̂\

II Jl u'd -f- 6"d' -j- y"d",

( 8 )

Quandoquidem vero nostro casu in (7) statuendum est \

v" — X — X' = //' =. // = v = v ■=. 0? babebitur ex (8)

= ^°, P P° 5

(9)
r« = ±>

V = 0,
V' = 0,

6 = 0 ,

6' = i,
6 " = 0 ,

y = 0, $ = d ,

y=0, ö J = d',

y”=i, r=d",

2
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ideoque rcuera pro supposidone praesenli formulae ( 3 ) transcunt in das

! X — X —{~d )
y = y Jr d ' >
s = z' +d".

Ad pcriiciendain ipsam valorum islorum in acquadone (l) substitulionem,

per quam aequado (l) nunc transire debet in aliarn (5), adiumenlo valorum ((J)

ex expressionibus (4) sequitur

L = A, L' = AU' = A", M = B, M' = BM" = B",
,N =A d + B"d' -\-B' d" + C ,

(! t ) j N' = B 'd + Ä d’ + B d" + C ,
< N” = B' d B d' + A"d" + C",

-Q = Add+A'd'd'+A''d”d"+2Bd'd"+2B'd"d-\-2B"dd'+2Cd+2C'd’+2C"d"-K.

8.

Acquationes quummaxime erutae quacsdoni debenl inscruire, qualenus

iieri possit, vt introducendo valorcs (lO), in quibus ad hunc finem diirerenliae

d d\ d” inler primarii nouique systemads coordinatas tamquam indeterminalae

eonsiderandae sunt, ex acquadone generali superficierum secundi ordinis

+ T = 0 pars lineari^ /’ (1) exterminetur, sine vt transeat aequado proposita

in talem y’ — Q. Nainque si tenlaminis gratia supponimus JV — J\'

— iY" —0 , ex (11) ad determinandas ipsas d, 1V , d” babemus acquationes

0 = A d\-B"d' + B' «T+ C ,

0 = B 'd -f A' d' + B rf"+ C ,

0 = B’d + B d' + A"d”+ C",

e quibus per eliminalionem inuenietur
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( 12 )

(BB — A’A")C + (A”B"— BB')C' + (Aß' — B"B)C"

ABB + A'B'B'+ A"B"B "— AA'A"— 2BB B"

(A"B"— BB')C + (B’B’— A"A)C’+(AB — B'B")C"

ABB + A'B'B r+ A"B"B"—AA'A"— 2 BBB'

(A B' — B"B)C -f- (AB — B'B")C'+ (B"B'— AA')C"

' ABB '-f A'Wlt'+A"B"B"— AA'A"— 2 BBB

•>

Ilosce valores cooi’dinalarum d, d\ d" rcsp. per (j , (j\ <j" alquc quanlitatem

ABB +A'B'B'+A"B"B"—AA'A"—2BB'B" per D designabimus.

Pendebit igitur a quantitate D , vtrum </, A\ d’ ad determinalionein

puncli, a quo noui systematis ( x'y'z') coordinatae debent incboare, idoneae sint,

necne. Valores enim isti e postulalione proposita emanentes — semper quidem

reales — eriint aut determinati aut non, prout D a cifra discrepat aut nibilo

aequiualet. Ac proinde a valore ipsius D pendebit indoles quantitalis Q in

aequalione ( 6 ). Tune enim tantum, quum D cifrae est inaequalis, Q cuadel

determinata. Vnde sequitur, simulatque in acquatione ( 2 ) superficiei cuiusdam se-

cundi ordinis quantitas 1) a cifra est diuersa, aequationem (9) per substitutionem

forinularum (JO) transigi posse in lianc

in qua L , //, IJ\

atque vero D est

sL, L ,

\M, M’,

M, M’, M", Q

cifrae aequalis,

sunt quanlitates determinatae reales 5 siinul-

aequationem (9) tali modo transformari non

posse.

Quam transformalionem solummodo in casu D non — 0 applicabilem pn-

mam dicemus. Quantitati D autem siue ABBA'B'B'-]-A”B”B" — AA'A'

— 2 BB'B" quum in doctrina de 5 ,formis” quadralicis ternariis *) tum in tbcoria

superlicierum secundi ordinis momentum insigne sibi asserenli nomen determinaniis

illic rcceptum etiam liic conseruare licebit.

“) vide Gauss Disqnisitionum arithmeticarum art. 26T.
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euius-

9 .

Itaque transformatio prima in eo consistit, quod aequatio superficiei

dam secundi ordinis inter variabiles .r, y, z

(o) =

cuius determinans ABB -j- ABB-\- A'B'B" — AA'A" — 2BB’B" — I) a cifra

diucrsus est 7 staluto

(BB _ AA")C+ (A"B ”— BB')C'-\- (AB '— B"B)C"
(J = -■ b 5

(A"B"— BB')C+ (B'B'—A"A)C'+ (AB — B'B")C”
y' - --- Jf ,( 13 )

(A'B’—B"B)C+(AB — B'B")C'-\-(B"B”—AA')C"
9 D

per substitutionem formularum

( 14 )

transit in lianc

( 15 ) (A, Ä, A \ _ ,
\B,B,B")

variabilium x' } y, z', determinantis eiusdem D , et in qua est

( 16 ) R'=.R—Agg — A'g'g r—A”g"g"—2Bgg'—2B’g"g—2B"gg—2Cg— 2Cg — €"g".

Praetcrea tenendum est ? amborum coordinatarum systematum (xyz^ (xyz)

axes respondentes esse tum parallclos tum (vti cxpositum est art. 6) similiter

iaccntes, determinarique systematis ( x'y'z ') initium relatum ad ipsum (vi/z) per

coordinatas x — g, y — g\ ‘z — g" .

Yt quosdam addamus Casus speciales, proposita sit primo aequatio

2ßgz -{- 2 B’zx -f- 2 B"xy -j- 2 Cx -{-2C'y-\-2 C"z = Ii
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determinantis D a cifra diuersi. Siquidem habetur A — A — A" — 0 5 eril

I) — — 2 Bli'B" euadentque

_ BC—B’C r —B"C
3 — 2B'B" ’

, _ B'C — B"C" — BC ,
3 ~ 2 B ’B ’’

B’C' — BC—B'C'

3 ~ iBIi '

Secundo loco transformanda sit aequatio

(17) Axx + A’yy -f A"zz -f- 2 Cx -f 2 C’y + 2 C"z r= K

determinantis D a cifra diuersi. Exstant = et D —— AA'A",

ideoque
. c , C' ■ „ C"

08 ) * = ~Ä‘ » =-z"

Transibit igitur aequatio data per transformationem primam, adbibitis formulis

, C
,x = x-~,

(19) ) ’ C '

, C"
U = z-^,

in hanc

(20)
CP

Axx’+ Äy’y'+ A”z'z' = J?+ ^ + A’

Proliciscendo ab aequatione (15) determinantis non — 0 referenle supcr-

ticiem datam ad systema ( x'y'z') baec alia

(«: «,«,«)=./
eiusdem determinatis D , eandem superliciem repraesentans referensque eam ad

systema ( x"y"z "), cuius axes cum respondentibus illius (x'y'z') sunt paralleli ac
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simililer iaeentes, poterit deriuari per subslitutionem ibrnmlarura .r' — .v '— /*,

ij' — y "—/*', z' — z "—//', quo paclo erit

II — — Ah — B"U — B' h”,

II' = —B"h — A'li — B W,

II ' = — B’h — B h' — A"h",

J = K — Ahh — A'Uli — A"h"h" — 2Blili' — ‘iB'li'h — gB" Mi.

Ilacc noua aequatio per transformalionem primam auxilio lormularum .i*” —.v'-J-/t,

y" — »y'-J- //, z" — z'-\-h” instituendain necessario redire debel iii pristinam (:I5)-

Quippe bac in deductione coordinatae — h , — //, — /t", quibus posilio puncti

initiaiis systematis (x"y"z") defmitur, penitus sunt'arbitrariae, patet, infinite inuitas

aequationcs determinantium aequalium dari superliciem eandem secundi ordinis rc-

praesentantes eamque ad diuersa systemata axium resp. paralleloruni similiterque

iaeentium referentes, quae omiies, dumne detcrminans cunctis communis cifrae sit

aequalis, per Iransformationem primam redeant ad certam aequationem vnicam.

Data sit aequatio superficiei cuiusdam secundi ordinis inler coordinatas
systematis (xyz)

“ ( A, A’, A'\
(2)

G; b')+^ c ’ e > € ”'>= v
delerminanlis 1), statuaturque

( 21 )

( 22 )

Ä A", 33 —A B —B B",rt = l'> B

j %' = B' B ’ — A 'A , 33 '' = A' B' — B "B ,

* %" = B 'B "— A A', »" = A"B"— B B ,

(5 = — 2t g — SB"g' — SS'g",

6’ =— 33"</— 21' y' — SBj"j

G" = -s&'g-fß g'-tg”,

Ä =K- W+'i)9 9 ~ (2t r +^'V.7'- ( T+A )g"g'

~ 2(23 + B)g'g"-2(ß&' + B')g"g - 2(33" + B")g ?</'

-2Cg~2C'g'-2C"g",
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vbi g, g', g" dcnotcnt valores (l 3 ) nunc ila exilibendos

or r \ 5«"/’' i .m'/ 1"

SB" 6’+2t' f' + SC'

SB' C’ + SB 6’'-{-2C"C'

(23)

Tune noua aequatio superliciei cuiusdaui sccundi ordinis inter eiusdem syste-

matis (xyz) coordinatas determinantis 2fS323—f-2C // 23' / 5ß ,/ —2Qt'2l"—2.33S3'S3"—35

polest componi

quam aequationi ( 2 ) ailiunctam appellabimus.

Staliin palet, aequationis ipsi ( 2 ) adiunctae coellicientes g, g', g " 5 &

indetermiuatos euadere, simulatque est I) — 0 . Aequationi ieitur superficiei ali-

cuius reapse alia tamquam adiuncta respondet, si prioris deterniinans a cifra est:

diuersus, omnis autein aequatio determinantis 0 aequatione adiuncta caret.

Valor determinantis 2) aequationis alii cuidam adiunctae inuenitur e valo-

ribus ( 2 J ) 5 puta

25 = {ABB -f- ABB + A"B"B" — AA'A" — gBB'B") 2 = DJ)

siue aequalis quadrato determinantis aequationis, cui adiuncta est 5 ideoque deter¬

niinans aequationis alii adiunctae cifrae aequare nequit ac semper esse debet quan-
titas posiliua.

Sit intcr coordinatas systematis {xyz) aequatio

adiuncta ipsi (24) determinantis 2525 — D Tune manilesto protinus inuenieltir

(24)
■21, 2C', 2f" G', S'') = Ä

’£), SD', SD"
•) + 2(G, Ö' &") = 9fy, r, •$>



• ,© =58 58 —%'%" = A D, = 2t 58 — 58' 58" — B D,

(26) )©' =58'58' — 2t"2t — AD, 9 >' = 2t' 58' ■-58"58 = BD,
( ©" = 58" 58"—2t 2t' = A'D, 9)" = 2t"58" — 58 58' — B"D,

et, quoniam leuis calculus suppeditat

(27)

©
9)"e+£)'(r+9> <r

©

3 >

3 >

$P' 6 + 93 S' + ©"6"_
© 5

porro esse debebit

(28)

© = — A Dg — B"Dg' — B' Dg”,
©' = — B"Dg — A , Dg—B Dg”,
©" = — B' Dg — B Dg' — A"Dij r,
0v =&-{AD + %)gg - (A'D + %')gg’- (.A'D + W)g"g "

- 2(BD + Sß)g'g" - 2 (B D + &)g"g - 2(Z?"/> + 58")<, /

— oQg— 2sy—o<ry\

11 .

Ilaud difficile est conclusu ex iis, quae artt. 9, 10 exposila sunt, aequa-

tioncm (24) per transformationein primam adiumento formularum (14) earundem,

ijuae inseruiunt ad Iransformalionem primam aequationis (2), transire in

(29)
/2t, 2t"\
V58, 58', SB"/

Ii'

variabilium x\ y, z, determinantis £), et in qua constans Ii ', eadem, quae

in aequatione (l5) obuia est, valorem induit in (16) exbibitum. Perinde aequa-

tionem (25) per transformationem primam earundem auxilio efliciendam formula¬

rum (14) manifestum est transire in
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( 30 ) /£, £>', £>"\ _ r ,
9 )"/

inter coordinatas .v r, y\ z' determinantisque £>£). /►

Iam absquc vllo negotio colligi poterit, data superficiei cuiusdara secundi

ordinis aequationc inter coordinatas systematis {xyz) determinantis D a cifra diuersi,

infinite multas alias aequationes, inter coordinatas eiusdem illius systematis, dein-

ceps adiunctas dari, omnesque vna cum aequatione proposita per transformationem

primam ad vnum iterum commune redituras coordinatarum systema (x'y’z). ln

scliemate sequenti aequationum adiunctarum transformationem primam perpessarum

vnaquaeque antecedenti est adiuncta. Indicum praefixorum 0 respondet aequationi,

abs qua reliquae pendent. Adiecti sunt determinantes.

0 ( A, A', A" \
V B, B', B" = K D

1 ( 2t, 2t” x
V 33, 33', SS"

= K DD

2 /AD, AD, A'D \
\BD, B'D, B'Dj

= K' D+

3 / HDD, li'DD, Tl"DD\
\SSDD, SS'DD, SS'Dd)

= K D 8

4 /AD 5 , A D 5, Ä'D 5 \
\BD 5 , B D 5, B 'D 5 >

= K' D 16

•5 /HD 10, %'D 10, ?t”I)iO\
\33P 10 , SS'D 10 , SS"D 10J

= K D 32

6 /AD 21 , A'D 21 , A"D 21 \
\BD 21 , B'D 21 , B"D 21 /

= K
2)S4

ctc.

n / «I>T, 2 D x, 2”D r >
VM r , m'D r , W'n r >

| = K jT)2 n

Pro termino generali, si n est numerus par, erit 2 —2'z —A',

r — 1-f-2 2 -}-2 4 -4“• • • 4“2 n—2 ? si n est numerus
5
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impar, 8 = 3C, 8' = r, 8 " = $1 = %, 3»' = 85', 2«" = »", >“ 2 + 2 5 + 2 5

+ -- + 2 n - s -

12 .

Quando formulae ( 3 ) eo dcbent inseruire, vt acquatio data superficiei certae

secundi ordinis per commutanda systemata coordinatarum in alias transigatur for-

mas, inter quantitates a, a, ct", £, <?', 6 ", y, y, y" quaspiam relationes exstarc

oportebit postmodum eruendas. Quoniam vero deriuatio in art. 6 facta ab huius-
modi relationibus omnino est independens, sensum formularum (3) paullulum »

ampliare licebit supponendo coefficientes eorum prorsus arbitrarios. Ilinc colligi-

mus, aequationem datam J'V = 0 superficiei cuiusdam F secundi ordinis per

substitutionem formularum formae (3), in quibus ct, ct', ct", S, y, y', y",

<5, <T, sunt quantitates constantes arbitrariae, semper transire in aliam aequa-
tionem eiusdem formae JV — 0 itidem superficiem quandam G secundi ordinis

repraesentantem. Denotata aequatione superficiei F per (f ) superficieique G per

(g) , breuitatis caussa simpliciter dicemus, aequationem (/') transirb in aequationem

(g) vel superficiem F in superficiem G per substitutionem

rx = a x 6 y'.+ y z'-j-ä ,

( 31 ) j V = a x' -\-G' y z -\-S' ,
1 tr t * ntr • » rt t 1 *rr

^z — ax-\-l)y-\-YZ-\-o >

alque (f ) implicarc ipsam (g) vel F ipsam G , siue etiam (g) sub (f ), vel
G sub F conlenlam esse.

Extemplo sponte palet, omnem superficiem secundi ordinis semet ipsam im-

plicare. Data enim aequatio eam repraesentans aut reuera inuariata manebit per

substitutionem ( 31 ), videlicet quurn posueris ct — —y" — 1, S—y — y' — ct

=za"—£"— 0 , 0 9 »nt in aliam repraesentantem eandem superficiem

alii superstructam coordinatarum systemati axium cum cius, quod aequationi datae
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subslernitur, parallelorum similiterque iaccnlium Iransibit per substitutionem (31)»

quum statueris « — 6" — y" = 1, g—'/=z'y' = ct'=zci"=:g" — 0 , $=d, <$’ — d'

&"-z=.d'\ vbi d , d\ d" coordinalas puncti initialis systemalis posterioris relati ad

primarium denotare consta t.

13 .

Ad instituendas quacstiones de transforraandis superficiebus aequationibusque

adiumenlo substituliomim, qualis (31)» priino iam considerationes nostrae ad eas

tantum superficierum secundi ordinis acquationes aliquantisper restringantur, quarum

delerminantes a cifra abborreant. Quo pacto acquationes, de quibus nunc agendum

eril, semper in formam

Axx -j- A'yy -f- Ä'zz -{- 2Byz -{- oB'zx -{- 2B"xy — K r

rcdactas supponere licet, quoniam, ni sub ista essent propositae, per trausforma-

lionem primam tune semper applicabilem ad eam reduci possent. Exinde etiam

acquationes adiunctac, quibus aequationes buc pertinentes omnes debent esse prae-

ditae, manifesto eadem vestiuntur specie.

llaque quum in substitutione (3l) feceris (51— — 0» prodibit sub-
slitulio

x = a x -^6 y' -\-y z ,

y = a x' -f 6' y' + / z,

z = «'V + ffV + yV,

quam negligendo variabiles (attamen penitus intacto ordine scmel inter eas stabilito)

breuiter *) ita scribemus

(«)

ß » 6 , y :

a , 0 , y i
FF nFF FF

a , 6 , y .

*) conf. Disquisitionum arithmeticarum art. 268 .
3 *
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(f)

Quodsi iam superficies F, quam repraesentat aequatio

(A, A', A \

\B, B , B")

= I?,

per substitutionein (S) transit in superficiem G, quam repraesentat aequatio

(Sf)

babcmus ex (4)

L, L', L"

M, M', M"

I Zr — AaaA a dA" a" a”2Ba a"2B a'a-\-2Ü ua ,

r = AGG + A'6'6' + A"6"6” + 2B6'G"-\- 2B’G"G -{- 2B"66',

L" — Ayy -{- A'y'y -j- A" y" y" -j- 2 By'y"-\- 2 B'y'y -}• 2B"yy',

M — AGy + A'6'y' + A"6"y" + B(6'y"+yG") + B\G"y + y"G) + B"(Gy'+ yO’),

M' — Aya 4 - A'y a' 4* A"y"a" 4~ B(y a" 4~ a'y")-\-B ( y"a-j-a"y) 4* B {y® 4" a ¥ )>

M" = Aa6 4- A'a'G' 4- A"a"G" -J- B(a'G"+G'a") 4- B\a"G 4- ff"«) + B"{u6'-\- Ga),

Q' =K'.

14 .

Ailiumento harum aequationum deriuamus

LM3f+L'ßl'M'+L"M"M"-LL'L”-2M]}l'M"=(ABB+A'B'B'-\-A"B"B"-AA’A"-2BB’B")>i
(aG’ y" Gy' a" -\-ya' 6"—yG' a" — ay' G" —Ga' y") 2,

siue designato determinante aequationis (f) per D, aequationis ( 7 ) per E , quan-

titate reali aG'y"-\- Gy'ct' ’-f- yu ’G" — yG'u" — ay'G" — Gct'y" per A,

E = kkD.

Q&oniam I) et E a cifra discrepantes subintelligimus, erit. etiam k a

cifra diuersa, eruntque praediti eodem signo determinantes (a cifra diuersi) duarum

aequationum, quarum vna alteram implicat.

E contemplatione aequationum (32) sponte sequitur, aequationcin (/’) transire

in ( 7 ) etiam per lianc substitutionem



t /)' '
— a , —6 5 — yrr n’t "

— « , —6 3 — y

suppeditantem loco k quantitatem —A, ideoque aequationem vel superfieiem sul)

alia contcntain semper ambifariam implicari *) atque superuacaneum esse, signi ipsius

k peculiarem habere rationem.

Pro substitutione alia, per quam (/') transeat in (</), sit !' idem, quod

k pro subslitutione (S). Tune rursus esse debebit Ez^k'k'D adeoque k' — k.

vnde palet, pro omnibus substitutionibus, quibus aequatio idata ( f ) in aliam da-

lam (y) possit transire, valorem quantitatis k eundem esse.

Quantitatem k siue ctS'y"Sy'ct"-\-ya'S" — yS'a" — ay'S" — Set’y "

nortnain substitutionis vel etiam implicationis appellare licebit.

15 .
Statueudo

/ Act -f- B a B a — \yi\; B a -J- A « -j- Ba — [A j, B a -f- Bet -}- A"u \_-4" |,

(33) jAG -{-B"6'-\-B'6" = [B] ? B''6 + A'6' + B6" = [B'], B'G + B6'+A"G"=[B"l

Ay -f- B y -j” -® 7 — [C], B y -J- A y -j- By [C ], B y -j- ByA"y"~ [ C" |,

ex aequationibus (32) leui mutatione bae nouem eliciuntur

L = a[A\ + a[A'}-\-a"[A"},

' M" = 6[A\ + 6' [A’] + G" [A"],

M' = y[A] + y'[A'] + y"[A"],

M"=. a[B]4-ct'[B']-{-a"[B"],

(34) = G[B) + G'[B'] + G"[B"],

M — y[B]-\- y [B'] + y" [B "],

M' - a[C] + a'[C'] + a"[C"],

M = 6![C] + 6'[C'] + 6 , [C"],

X'L"=y[C]+y'[C'] + y"[C"].

') aliquatenus aliter res sese habet in theoria huic consimili curuarain (planarum) secundi ordinis.
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Mulliplicando primam, quarlam, septimam per S'y" — S"y'? secundam, quintam,

octauam per y a "— y"ct? terliam, sextam, nonain per ct'S" — a"S\ summan-

doque aequationum inde profluenlium, deinceps per [l], [4], [7] 5 [2], [5], [g], [3],

[6], [9] denotandarum, ternas ita, vt colligatur summa ex [l], [2], [3] 5 summa

ex [4], [5], [6] et summa ex [7], [g], [9], denique repetendo insuper bis com-

putationem istam adliibitis loco S'y" — S"y'? y'ct" — y"ct -,> aS "— a'S' altera

vice multiplicatoribus S"y — Sy"? y"et — ya"? ct"S — ctS" ? ac tertia vice multi-

plicatoribus Sy' — S'y, yct' — y'ct, ctS' — ci'S , exorientur nouem aequationes,

quas, desijjnata vti supra quantitate ctS'y"-\- Sy’a"-\- ya'S" — yS'a" — cty’S" — Sct'y”

per /;, factisque reductionibus debitis, ita exliibcamus

(35)

f k[A] = L (6'y"—6" r ')-\-M'X 7 ' a "~y"u') + M'{a'6"—a6'),
k[B] = M'Xß'y"—ß"y') + L' (/<*"—yV)-f M («'6"'— a"ß'),
k[C] = M’ (6"y"—ey) + M (y'a"-y"a) + L"( a 'ß"- a"ß'),
k[A'] = L (6'"y — ßy"} + M'Xy"a—yu") + M'(a"ß — a.ß"),
k[B'] = M"(6‘"y — Gy") -f L' (/'’« — y a") -f 31 («"6” — « ß"),
k[C’ ] = M' ( 6"y — 6 y") + M (y"a — y a") -f £"(a"ß — « 6”),
k[A"]= L ( ßy' — ß'y ) + 31" {y «' — /«) + 31 (« 6' — aß ),
k[B"] = 3I"(ßy'-ß'y ) + L'(ya'—y’a )+J I (aß' — a'ß ),
k [C"] = 3I’ (ß y' — ß'y )+Jf (yu' — y'a )+ U’(a ß' — aß .).

Per algoritlimum *) eundem, quo ex aequationibus (34) aequationes (35) deriuatae

sunt, ex ipsis (35) nouem aliae deducuntur, quas eodem iure, quo ex (34) aequa¬

tiones (32) possunt restitui, in sequentes sex contrabcre licebit

kkA = L (ß'y"—ß"y'f + lJ(y'a''—y"a) 2 -\-E'(aß' 'ß’y
+ 23l(y'a-y"aXaß"-a"ß')+23l'(aß"-a"ß'Xß'y"-ß"y')+23I"(ß'y"-ß"y)(y'a"-y"a),

kkA = L [ß"y — ß y"f -f B(y"a — y a") 2 + L"{a"6 — a ß") 2
+ 2 M(y"a-y u){u,"ß-aß")+2M(a"ß-uß"Xß"y - ß y")+23I"(ß" y- ß y")(y"a - y a"),

kkA"— L (ßy' — ß'y ) 2 -}- L’(y «' — /« f + L"(a ß' — aß ) 2
+ 2 3l(ya—ya ){aß' — aß )-\-23l'(a 6" - aß ){ßy' —ß'y )-\-23I"(ßy' — ß'y )(ya —y'a ),

*) Toti computo, quippe quem cl. Seeher fusius exposuit in opere Untersuchungen über die Eigen¬
schaften der positiven ternären quadratischen Formen 1831 (pag. 37 sqq.) hic amplius immorari
superfluum duximus.

i

4 »



kkB = L (6"y-6y")(6y-6'y)+L'(y"a-ya)(yd-ya)-{-L"(a"6

-} -M \(y"a — yd')(a 6' — a'6 ) -j- (yd — y'a )(a'6 — ß ff")]

+ M'l(a”6-a6")(6y -6'y ) + (a&-d6 )(6"y-6y"j]

-f- M”\(6"y —6y")(y d —y a ) -f- (6y — 6'y )(/ '« —y d')\,

kkB' = L (6 y —6'y )(6 ''y' r— 6"y , ')-\-B(y d—ya )(/«"— y"d6'

-j -M [(yd — ya }(d6" — cd 6') -f- (y d'—y'd')(ci 6’ — d6 )]

-\-M'[(a& — a'6 ')(6'y" — 6'y) -|- (d 6" —d' 6")(6 y' — 6'y )]

M"[(6 y’ —6'y )(ya" — y"a") -f- (6'y"—6”y)(yd—ya )],

kkB" = L (6'y"-6"y')(6"y -6 y")+L'(y’a"-y" a )(y" a -y a")+Z"(« 0"

-\-M ((y a" — y"d~)(d'6—a 6 "') -)- (y"a — yd")(d6" —c/ , 6>r)]

-)- M' ((a'6" — a"6'^)(6"y — Oy") -)- (d'6 — a6")(6'y" — 6"y)]

+ M"[(dy"-6"y")(y"a-yd") + (6"y-6y")(y'd'-y"d)].

—a6")(a6'—a'6 )

-a'6 )(d6"-d'6")

—d'6")(a"6 —« 6"')

E comparatione aequationum harum cum aequatiouiLus (32) concluditur: si

aequatio (f ) per substitutionem (S) transit in (gj, banc ipsam (g) per subslitutionem

6" y — 6y", 6y r— 6’y

y"a — ya", yd — y’a

a" 6 — a6", u6' — a’6
\

/kkA, kkA’, kkA"\
(/ ) \kkB, kkB', kkB") ~ L '

quae oritur multiplicando singulos coefficientes parlis prioris aequationis (f) per kk,

siue in eandem, in quam (f) transiret per substitutionem

(S')

transire in banc

pi rt p\r t
,b y —6 y ,
1 f ff ff ff

jy a —y a ,i fpff "p r
'k 6 — a b >

S ’k, 0, 0
0, k, 0
0 5 0 , k.

patet,

Designata per F' superficie, quam repraesentat aequatio (f ‘\), sponte

etiam transire superficiem G per substitutionem (S ) in superfieiem F'.

16.

Per calculum ei, quem art. praec. addigitauimus, haud absimilem, con-

iirmari potest, aequationem
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(f)
a, ä"\
llB, S', S'V

adiunclain ipsi ( f ), implieare aequationem

( 9 )
f 8 ? 8 ',
\3R, $r.

adiunctam ipsi (g ), et in eam transire per substitutionein

(®)

ey—
6 y,

r tt
y a —

tt r
-y a,

t ntt " y
ab — a t

g" 7 — 6 y", tt
y « —

tt
y a , a'G — ci G

6 y — 6'y , y a — y'a , a 6' — a 6-

Periode probatu non est difficilc, aequationem (</) per substitutionem

a, « , a"

G, 6', G"
r tt

y> r > y

transire in bane

/kkTL, kk%', kkt\_.
0>) ' \kk$ß, km, kkm") ~~ 1 ’
in eandem, in quam (f) transiret per substitutionem (36)? siue in eam, quae

oritur ex (f) multiplicando singulos coeßicientes partis prioris per kk. Ceterum

mix opus erit monere, aequationem (b) ipsi (/") non esse adiunctam.

Substitutio (@) substitutioni ( S ) ndiuncta audiat, vnde (S') adiuncta erit

substitutioni (%), — Substitutionem (3!) oriri dicetur per Iransposilionem substi-

tutionis (S), tune ctiam (<$) ex transpositione ipsius (£) atque substitutionum (S ),

(0) \tramque ex alterius transpositione prodire patet. Protinus facile perspicietur,

normas duarum substitutionum, quarum altera ex alterius transpositione oritur,

aequales esse, normam autem substitutionis alii cuidam adiunctac quadratum esse

normae substitutionis, eui adiuncta est. Determinantes huc requirendi ex artt.

10? 14 vitro profluunt.



Yt faciliori prouideatur conspectui, diuersae aequationum (/'),

(f), (g), (f)) implicationes, quas art. praes. ac praec. inuestigauimus, adiectis

aequationum determinantibus substitutionumque normis tabella sequenti ante oculos
ponantur.

Transeunt aequationes Det. in aequationes Det. per substitutiones Norm.

■Mt i\ UM D (9)~ ( L, L, L"
AI, M , M M kkD (S)

lu,ß,y
ja , 0 , y/ ff />ff ff
l<* , o , y

k

Hm, m, m”) =k
kkD , /kkA, kkA', kkA”'

U '"\kkB, kkD', kkD"j \=K' k 6D (S')
(ß'y”.

]/«""
laß"-

-ß'y, 6”y — ßy", ßy — ß’yff t n tr r r
—y cc > y cc—ya ? ya — ya
-aff, aß — aß”, aß’—aß

kk

m (*> *'> a"\_r
u; '”VjB, SB'7

DD GO- ( ß, 8', r >
Vs», s»', m") )=K' k*DD

(G'y”~

(©) f'y-
ißy-

nff f t ff ft t t ntt ft/V
6 y j y a —y a , a 6 — a 6
n ft ft ft ff n d"
b y , y a—ya , a o—a 6
ß'y > ya —y'a , aß' —a'ß

kk

^ (*’ r i+jDJD 00-
A-m, kw, kkt\
\kkSB, km’, km” j

i=K' k GDD (®)

f r tr(a, a y a
h, &, &'
i r ”\y, r> v

k

17 .

Subslitutio (S') e substitutione (<$) deriuatur per transpositionem substitu-

lionis ipsi (S) adiunctae. Quum eadem ista rationc e substitutione (©) alia
clicilur, prodibit

(©')

ka, ka', ka”

kß, kß’, kß"

ky, ky', ky"

cuius norma inanifesto est k*, vti esse dcbet, quandoquidetn ipsa substitutioni

(S') adiuncta est.

Quodsi iam in tabula art. praec. loco substitutionis (£) banc ipsam (©')

inscramus, aequatio ([;) alii buic
4
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/k* 2£, mi', kni'\_ ,
Cf') \km, m 5’, k^sß") *

cedat oportebit dcterminantis k lz DD adeoque adiunctae aequationi ([')■

Adiumcnto deriuationum similium duae catenae implicationum suceessiuarum

quales tabula art. anteced. (salua tenui mutatione commodum allata) Linas priores

exhibet, poterunt euolui, nempe aequationum ( f ), (g), (/’ ), (</)■> {f”) etc. aequa-

iionumque bis deinceps adiunctarum (f)> (3)5 (f')» ( 3 ')? (f") etc. Ac nonnullos

quidem priorum artuum barum catenarum perspicuitati indulgentes hie adscribeinus.

Columna prima continet aeqnationes — primum exordientes ab ipsa (f ), deinde

exordientes ab (f) prioribus resp. adiunctas — quarum quaeque transit in proxime

sequenlem per substitutionem in columna tertia ambabus iunctim appositam. Sin-

gulae substitutiones seriei posterioris singulis prioris ex ordine adiunctae sunt.

Columna secunda aequationum determinantes, quarta normas substitulionum exponit.
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(/)•••
/ A, A', A"

\ B, B , B" ,
|=dR'

(ff)-”
/ L , Z', Z >

V ÜT, J/', M" j
1=77

(/)•■•
/kkA, lckA', kkA "\

VA/i//, kkB', kkB" ;
|=I*'

(ff')-
/ A 4Z , k*L', A4Z" n

VAW, AW', AW", )=ÜT'

(/")-
/k 10A, k 10 A r, k w A "n

U w/?, A 10/?', k w B” y
)=/7

(ff") —
/ k w L, k 20 L’, k 20 L" >

\k 20 M, k 20 M', k 20 M"J
>=*'

(/"')-
/k* 2A, k* 2A', k* 2A'\

\k* 2ß, k w B', k* 2B"y
)=J7

etc.

(f)---
/ 2C, 2t', 2 t"

V 33, 33', 33" / )=/7

( 8 )-”
/ 8 , 2 ', 2 " '

l soi, 5)/', m" /
)=K'

Cf')-”
/ A +3£, A ;2t', A 42C"'

V A4S5, A«B', A«B", )=!.•■

(ö')• • -
/A 8g, A 88 ', A 8£"' \ ... r*'

U 83tf, A 89K', AsgR",

(f")-
/k 20 2C, k 20 2C', A20 2t'V

U 20 35, A20 53', A 20 53"/
)=/7

(8")-
/ A 40 2, A40 £', A 40 £" N

VA 40 ®?, A40 ®?', A40 ®?", )=Z7

(D-
/A 84 2t, A 84 2t', A 84 2("'

U 84 33, A 84 Jß', A 84 »", )=Jf'

etc.

i)

kkB

k GB

k'+D

k 50 D

k «2D

klZGj)

iS)

( S' )

($")

ir «

( «'ff

r tt

ff

f nff

(a, ff , y

<a , (j , y

l « , ff , Y

■ff"/, G"y — 0y",ft t tt rt

-7 «, 7 « —

-«"ff', «"ff—«ff",

ff/
7 «'-
«ff'

— ff >

Y a

— «ff

■r rr
7 -

/)/>

A 4.Di>

A 12 D/)

A 28 Z>/>

A G0D 7 )

A 124 D 1 >

k 252 DD

t AA(ff'

(iS'") < AA»«

( AA(«'ff"

(S»)

(fc 10 (ff' 7 "-

( 5 v)h- 10 ( 7 '«"-

(A 10 («'ff"-

( A« , Aff , k r

Uv, Aff', A7' A4

( Aa", Aff", A7"

7 h AA(ff"y -ff/'), AA(ff7'— -ff»

« ), kk( r "a- — 7 «"), AA(7«'— -7'«) A 8
” n'\

ff )> kk(a" ff- -«ff"), AA(«ff'- - «'ff)

k s u , k 56 , A 57

A V, A«ff', A«/ A 1C

A 5«", A 3ff", A-y'

•ff"/), ^“(ff'V-ffy"),

-/'«'), Ai°(/'a —7«"),

■«"ff'), A“(«"ff— a ff"),

A^ff/-

fc 10 ( 7 «'-
/c 10 («ff'-

■ff'7)

■7 “) fc32

- «'ff)

elc.

f ff' 7 "— 6" r

r r
> 7'

rr rr r
a — / a 9

r/ifr rr/j^
«6 — a 6

(@) U" r — 6 r "
tt

’ 7 cc — y et" ? «"ff—«ff"

(6/ — G'y , 7 «' — 7 '« , « 6" — «'ff

\, Aa, A«', A«"

(©') Aff, Aff', Aff"

i. A7 , ty, * 7 "r rr
7

(@")jfc*(ffy
(jtfc(ff

ff'V ), AA»«"—7"«/), AA(«'ff"—

ff 7"), kk{y"a —7 «"), AA(«"ff—

7 —ff'7 ), AA(7 «' —/« ), AA(« ff' —

«"6")
« ff")
- 'ff )

A 3«', A 5«"

(©"') J A-5ff, A 56", A 5ff" A-16

( V 7 , AV', A 57"

A 10 (ff'/' -ff"/), A 3°(/ a " -/'«'), A 10 («'ff" -«"ff')

A 10 (ff "7 -ff 7 ")<A 10 ( 7 "« "öOr-l1
-off") A 32

A 10 (ff 7' -ff'7 ), A 10 (7 «' —7'« ), A 10 (« ff' -«'ff)

( A21 «, A21 «', A21 «"

(@V) ^ A21 ff, A21 ff', A 21 ff" AC4

A-21 7 ', k 21 r "

ctc.

AA

AA

A 4

A 8

5
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Expressiones generales, vtpote quae minus elegantes euasurae sint, quam

erutu fuerint difficiliores, adiicere supersedeamus.

18 .
Transeunte aequatione (/') in aequationem (</) per substitutionem

1,a, 6 , y
(S) ia , 6 , y

^ a , b , y

normae k , atque aequatione (g) in aliam (/t) per substitutionem

( d j s j f
( T ) V, 'e, £'

1 rJt ft jJf
K o , £ , Q

normae l , aequationem ( f ) perspicietur implicare ipsam (/t) et in eam

per substitutionem

rad+ef+yd" ,
Cf £ 6 € -f- y €*' 9 « £ + G £’ + y f"

(37) ja'd +6 rd' +y'r,
■r i pf f | ina6-\-l)a-\“yE 9 aC + ß'g+yg'

* G"d'+ y"r, tr | o” t t ft na £ + 6 e y e 9

£f)' t. )

cuius norma inuenietur

Gy' a"-\- ya'G "— yG'a "— ay'G ”— 6ct'y")(de '{- — £e ö'"— fig'i

i. e. —kl siue aequalis producto e normis substitutionum (S) et ( T). Protinus

ad plures tribus aequationes perfacile ista extendetur propositio. — Ceterum hinc

perleuem conlirmationem expromere possemus duarum implicationum, de quibus

artt. 15, 16 agebatur, scilicet secundae et quartae inter eas, quas exhibet tabella
art. 16 .

19 .
Implicet aequatio data (determinantis a cifra diuersi) superlicicm F reprae-

sentans haec
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</■) d:i:i'’)= K '

aliam (determinantis non — 0) superficiem G repraesenlanlem

(9) rL ’ L ’ LA, L \ _ r ,
\.M, M', M") ~~ 1 ’

sit (xgz) systema coordinatarum (obliquum), ad quod F refertur per (/'), pcrinde

( x y z ) systema, ad quod G refertur per (g) j transeatque ( f ) in (g) per sub-
stitutionem

! ■* = a x 6 y' + y z',y = « ■*' + 6' y + y * >

z = a x b y y z

normae Ä. Tune ex substitutione (S) per eliminationem deducimus hanc nouani

x ,
pf ff pff t
b y — b y

: k x -{-

W
r ff ft t

, y « —y a
y = - h —■* +

6"y — Gy" . Gy’—ffy
V + {

tt ff

k

ciy — ya „ — y ß -
k- V + k~" = ’

f pff ffp f ftp pff p r fpr ab — ab . ab — ab , ab — ab
z .=- T-* -1- t - y + - r-:

normae —, per quam aequalio (g) redire debet in aequationem (/■).h

Omnis igitur aequatio ab alia implicata ipsa eam implicat, sub qua con-

tenta est, idemque valet de superficiebus.

Substitutiones (jS) et ( s ), quarum altera ab (f) ad (</), altera a (g) ad

(/) instituit transgressum, atque implicationes inde demanantes reciprocas nominare

conueniet. Manifestum est, productum e normis Substitution um reciprocarum sem-

per ynitati positiuae reali aequare.

Aequationem (f) ipsi ( f ) adiunctam in aequationem (g) ipsi (g) adiunctam

notum est transire per substitutionem
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(©)

normae kk.

(S)

/>r n
o y - s>rr r-6 y,

! U
y a - tr t

— ya, t s>trab- -aß'

ß"y- -6y", y ec -
tf

-y a , a"ß -- a ß"

ß y —-G’y , y a --y'a , aß'- - aß

Hinc prodit substitutio reciproca ipsius (@) pula

normae per quam (g) rcgredietur ad aequationem (f).

20 .

I)uae aequationes 'sese inuicem implicantes, inter quas transitus efliciuntur

per substitutiones reeiproeas normarum aequalium, aequiualentes dicentur.

Slatim patet, eiusmodi substitutionum normam semper esse ±1, ideoque

aequationes aequiualentes determinantibus aequalibus gaudere (vid. art. 14), necnpn

aequationes aequiualenlibus adiunclas ipsas esse aequiualentes.

E duabus implicationum successiuarum seriebus art. 17 expositis elueebit,

hoc nostro easu, quo fit /c— — 1, aequationes (f '), ( f") , ( f'") etc. identicas

euadere cum ipsa (f), et (g), (</"), (//") etc. cum (ij), ac proinde (f'), (f"), (f'")

etc. cum (f), et (g'), (g"), (&"') etc. cum (g), denique vero eliäm substitutiones

(S"), ($ vl ) etc. cum ipsa (S); (S w ), ( S v ) etc. cum ( S'), et (S"), (@ lv ),

(@ vl ) etc. cum (©); C©")? (© v) etc. cum (@ /). Vnde porro patebit, substilu-
tionum ambarum

(«)



31

normae 'i. £ ^
1, per quam transit (/')... (^’ —R' in aequiualentem

r L, L\ L"\
[9) "’ \M, M', IV■

(«')

normae

et

nt tt
f 6 7 ’-6"y, 6"y^6y", 6’y — 6'y
) ' rt

jr«-

rr r

-y y"ci— ycc ’, yd — y'a
( r />"v a b - tt nt

—* a b y a'B—aü",
aß '— ct6

quam transit in aequiualentem

per transpositionem substitutionis alteri adiunctae. Idem valet de substitutionibus

(®), (@').

Ex data qualibet Substitut le

(«)

r
t7
tt7

normae /» non — ± 1 alia perfacile exstruitur normae — 1 et coeflieientium
/

coellicienlibus ipsius (S) resp. proportionalem. Talis enim erit

*) Proprie quidem implicationis tantum norma reuera est ±1, i. e. tum -f- 1 quum —1. Vbi

de substitutionibus sermo est, aliter quodammodo res se iiabet. Etenim substitutionis (S)

uorma aut est -f- 1 aut — 1; quodsi est -j- 1, alia datur (conf. art. 14) eodem vice fungens, cui

est —1; sin — 1, alia, cui +1. Atqui qnatenus forma generalis inuoluat Casus ambos, impune

dicebis, substitutionis (S) normam esse ±1 1. Sed quoad substitutionem (5 ), ni placuerit caute
scribere

±: b y b y , ziz b y by } ztz by -t-b y
±/ß -i-; «, riz y cc ya , ztz yce -t- y u

, f (itf tt nt , _ ff n . nff , p> f n
±ßö (i) rt a 0 -t- ab } ± ßo -h « c/ ^

locutio nostra et hocce loco et in posterum per synesin intelligenda est, quouiam substitutioni isti

in forma (£'), vti leuis docet attentio, semper est norma positiua, sin mutaueris signa, semper

negatiua.
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(So)

a G
r_

k? 0’ 0
t

a 6"
x_~ ? i > , T

k T ki k 3
tr 1/

a 6
t_

0’ kV 0

■vbi, siquidem e conlemplationibus nostris coefficientes imaginarios excludere nobis

sit proposiiuiii, per expressiones radicales solos xalores reales intelligi oportcbit.

Quo paclo, si per substilulionem (S) transit aequatio (f) in (g) , Iransire

debebit per (S°) aequatio (f) in aliam ipsi aequiualentem, puta in eam, quae

prodit ex (q) diuidendo singulos partis prioris coefficientes per ki. Substitutio

reciproca ipsius (S°) deducitur e substitutione (S') diuidendo singulos coefficientes

per 0, ycI ex ipsa (s) multiplicando singulos coefficientes per k J . Tali modo

reductio Casus praesentis, xt substitutionis propositae norma ab xnitate reali (seu

positiua seu negaliua) discrepet, ad casum praccedentem, quo norma est — — 1 5

absque vllo negotio in tolas implicationmn seliemate art. 17 cxpositarum series

expandi potcrit.

22 .

implicationmn hucusque analytice disquisitavum significationes geometricae

in commentatione bancce insecutura explorandae proxhne sese offerent, prolinusque

clucebit, quoad dclerminantes a cifra diuersos, superficies , quarum aequationes

implicationibus inter se cobaerent, similes, quarum aequationes sunt aequiualentcs,

acquales esse. Instituta exinde transforaiatione secunda, qua ^"^) — '
jLj jj i ,r \

transgeretur ad aequiualentem ^ ^ 5 ^ 5 ^ J —/£', propnlsaque perquisitione ad
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lales quoque aequationes vel (vli tune loquenyu) superficies, quarum (leterminantes

eifrae sint aequales, ad determinationeni axiiim principaliuni via erit aperta. Par-

ticula tertia sequentesque singulis superficieinni secundi ordinis generibus et spe-

ciebus inuesliqandis neenon quaestionibus (pibusdam tummaximc emersuris dicatae
erunt.
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