
Erstes C a p i t e i»

§. I. v?eyen x x, x,.. die durch Beobachtungen unmittelbar

erhaltenen Große» / z. B. die Polhohen de» Beobachtungsvrtes,

und X die Anzahl dieser Beobachtungen. Sind diese Beobach¬

tungen alle von gleichem Werthe, so daß man in Beziehung aus

ihre Genauigkeit keinen Unterschied unter ihnen machen kann,

so ist der wahrscheinlichste Werth dieser Größen, den wir durch

X bezeichnen wollen, gleich dem arithmetischen Mittel derselben,

oder es ist

X ^ ' '

oder, wenn man der Kürze wegen ^ x — x-f-x, -f-x,-s-

setzt, so ist

tz. 2. Es sei) nun - der Unterschied zwischen diesem wahr¬

scheinlichsten Werthe X unserer Größe und dem unmittelbaren

Resultate x der ersten Beobachtung, oder es sey e — X — x

und eben so

sür die zweyte Beobachtung e, — X — x,,

für die dritte „ „ r, — X — x, u. s. f.

Man kann diese Größe» e e,, e, . . als die Fehler der ein¬

zelnen Beobachtungen ansehen. Bezeichnet man wieder der Kürze



wegen die Summe der Quadrate der Großen e, . e,'

durch e°, so daß

^ Q — e' -s- e, ° -s- e/ -s- e/ -Z- ist,

so heißt die Große
X'

?—
2 ^ e'

das Gewicht jener Bestimmung von X als des wahrscheinlich¬

sten Werthes von x. Man sieht, daß dieses Gewicht desto grö¬

ßer seyn wird, je größer die Anzahl X der Beobachtungen und

je kleiner die Größen es, e, . . das heißt, ie genauer diese

Beobachtungen selbst sind.

§. 3. Nennet man dann S den mittleren zu befürch¬

tenden Fehler, den man bey der Bestimmung der Größe X

(nach dem in §. 1. gezeigten Versahren) begangen haben mag,

so ist

1 ^ 0.232095

wo ?r — 3.1415926 das Vcrhaltniß der Peripherie des Kreises

zu seinem Durchmesser ist. Dieser mittlere zu befürchtende Fehler

S ist die Summe der Producte jedes Fehlers der einzelnen

Beobachtungen in seine Wahrscheinlichkeit.

§. 4. Von diesem mittleren zu befürchtenden Fehler unter¬

scheidet sich der wahrscheinliche Fehler 1?, den man bey die¬

ser Bestimmung von X begangen haben kann. Dieser Fehler ?

ist nämlich derjenige, von dem es gleich wahrscheinlich ist, daß

man ihn begangen oder daß man ihn auch nicht begangen habe.

Dieser wahrscheinliche Fehler ist

0.4769363

§. 5. Die beyden Fehler 6 und ? bezichen sich auf das Re¬

sultat X, welches man (durch das Verfahren des §. 1) aus den

einzelnen Beobachtungen x x, x, . . abgeleitet hat. Nennt man

nun eben so s den wahrscheinlichen Fehler jeder einzelnen dieser

Beobachtungen, so ist
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0.4769363

und die wahrscheinlicheGrenze dieses Fehlers 5 ist
0.476y363x

wo in allen diesen Ausdrücken wegen dem Wurzelzeichen die das¬
selbe enthaltende Größe immer mit den doppelten Zeichen ^
verstanden wird. Der letzte Ausdruck sagt daher, daß der wahre,
wirklich statthabende Werth von 5 zwischen die Heyden Granzen
fallen wird:

0.4769363X

0.476g363^

oder daß man I gegen 1 wetten kann, daß der wahre Werth von
4 zwischen diese beyde» Großen fallen wird.

§. 6. Um aber auch die Wahrscheinlichkeit iv zu finden, daß
eine der bisher bestimmten Großen, daß z. B. der mittlere zu be¬
fürchtende Fehler S des Resultates X zwischen zwey andere, will-
kührliche Granzen falle, so findet man die Wahrscheinlichkeit vv,

daß diese Größe s zwischen den Granzen liege, wo ?-ir-
X'

gend eine willkührliche Größe, und, wie zuvor, lst,

wo <z 2.7132813 die Basis der natürlichenLogarithmen ist,
und wo das Integral von i- — 0 bis r — co genommen wird.
Man findet aber für dieses Integral, wenn r<1 ist

r' 1 i-5 1 i-? 1
/e ° cli- ^ i- — — -I—— - — .^ 3^1.25 1.2.3 7 ^1.2.3.4 9
oder

/^' .1.- ^ (2r^ 1^ ^ 1.3 ^ 1.3.5 ^ 1.3.5.7 ^ !
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und wenn 1 ist,

^ 'V 2r.e>-

s-^ 1 ^ 1.3 1.3.5 , 1 .3.6.7

^ (2?°/ (2 ^ (2 r°)5 ' '-!

Entwickelt man diese Ausdrücke für einige Werthe von r, so gibt

die vorhergehende Gleichung

?2 /°

folgende kleine Tafeln

rv
r

1—vv

0.4769363 0.5 1.0000000

0.5951161 0.6 1.5000000

0.7328691 0.7 2.3333333

0.9061939 0.8 4.0000000

1.0000000 0,8427003 5.3572874

1.1630872 0.9 9-0

1.3213864 0.99 99-0

2.3276754 0.999 999-0

2.7510654 0.9999 9999-0

00 1.0000000 -Q

Diese Tafel zeigt z. B., daß die Wahrscheinlichkeit, daß

der Fehler § zwischen den Gränzen ^ liege, gleich

— 0.3427668, und daß also auch die Wahrscheinlichkeit

des Gegentheiles, daß s nicht zwischen diesen Grenzen liege, gleich

1—vv —0.1572992 ist, weil jede Wahrscheinlichkeit, daß irgend

ein Fall eintrete, und die, daß er nicht eintrete, zusammen gleich

der Wahrheit d. h. gleich 1 ist. Man kann daher die Größe vv



. , vv
gegen 1 — w d.h., man kann die Große -^5.3572374

1 — vv

gegen die Einheit wetten, daß der Fehler S zwischen den Gran-

zen^^^ enthalten, oder mit anderm Worten, daß der Feh¬

ler 'S kleiner als ist. Eben so kann man 9999 gegen 1 oder

nahe 1(1000 gegen 1 wetten, daß der Fehler S kleiner als
2.7510654 .

ist; aber man kann nur 4 gegen 1 wetten, daß der

0.9061939
H-ehler S kleiner als — — ist u. s. w.

§. 7. Wir wollen nun auf das Vorhergehendeein Beyspiel
anwenden, um den Gebrauch der bisher aufgestellten Ausdrücke
deutlich zu machen.

Zehn Beobachtungen unsers Meridiankreiseshaben folgende
Polhöhen der Wiener Sternwarte gegeben:

x — 43°12'35."2
x, — 34.6
x, — 35.4
x, — 35.0
x^ — 34.2
X5 — 34.7
Xg — 35.4
x,— Z4.3
Xg — 35.6
x. — 35.2

Arithm.MittelX— 48° 12'35. "01wo 10 ist.

Dieser Werth von X ist also der wahrscheinlichsteWerth der
Polhöhe jenes Beobachtungsortes, wie er aus diesen zehn Beob¬
achtungen folgt.

I. Es sind aber die Differenzen dieses Resultates X von den
einzelnen Beobachtungen

5 *
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X — x — e —36.01—35.3/ oder
e — — 0.19/ und e' — 0.0361

— 0.41 — 0.1361
e- — — 0.39 «',-0.1621
ez -n- 0.01 e'z — 0.0001
«, — 0.81 ^ 0.6661
e, — 0.31 — 0.0961
e, — — 0.39 «'s- 0.1521
«,— 0.21 ^—0.0441
k« — — 0.69 — 0.3481
e — — 0.19 «'- 0.0361

— 1.7070

Dieses vorausgesetzt ist das Gewicht? der vorhergehenden Be¬
stimmung von X

X'

Der mittlere zu defürchtende Fehler S dieses Resultates X ist

S — —^ ^ 0. "0521.
2^-r?

Der wahrscheinlicheFehler? dieses Resultates ist
^ 0.476941 — — — -1- 0.0381.

V?
Endlich ist der wahrscheinliche Fehler 1 jeder einzelnen Beob¬
achtung

f — 0.47694 6.2787,

und die wahrscheinlicheGranze dieses letzten Fehlers ist

^ ^ ^ -

das heißt
0.2787 -t- 0.0420 — ^

^ 0.2367



^ 69 —

Man kann daher sagen, daß mit diesem Instrumente unter
übrigens gleichen Umständen, jede einzelne Beobachtung dieser
Art dem wahrscheinlichenFehler 0."28 unterworfen ist, und daß
dieser Fehler in der Ordnung nicht größer als (>,"32, und nicht
kleiner als 0."24 seyn wird, und dieser Schluß wird desto ge¬
nauer seyn, je größer die ihm zu Grunde gelegte Anzahl von
Beobachtungengewesen ist.

II. Welches ist aber die Wahrscheinlichkeit >v, daß die Glän¬
zen -t/ S des mittleren zu befürchtenden Fehlers die Größe

s A- -

nicht übersteige, oder daß der mittlere zu befürchtende Fehler klei¬

ner, oder wenigstens nicht größer als

Sey r — 6.4769363, so ist
V?

sey>

0.4769363
— 0.0331,5.4121

und da zu diesem r in der Tafel des §. 6. der Werth —0.5,

oder — 1 gehört, so ist die Wahrscheinlichkeit,daß der
1 — rv

Fehler-t/S nicht größer als 0.0831 sey, gleich 0.5, oder man
kann 1 gegen 1 wetten, daß der Fehler, den man in der Be¬
stimmung von X begangen hat, nicht größer als 0.0331 sey.
Auch ist der wahrscheinlicheFehler 1? des Resultates X in X.I
ebenfalls gleich dieser Größe 0.0331 gefunden worden.

Für r--- 1 gibt die Tafel

5.4121

für r—2.32767 gibt die Tafel

1 —

0.1343,

5.357, und

vv

1
999, und

2.32767
5.4121

0.4301.
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Mail kann also 5.357 gegeil 1 Ivetten, daß die obige Be¬

stimmung von <ö nicht über 0.1843, und man kann 999 gegen 1

oder nahe 1000 gegen 1 Ivetten, daß diese Bestimmung nicht

über 0."4301 fehlerhaft ist.

§. 8. Die vorhergehenden Bestimmungen lassen sich noch

zur Rechnung etwas bequemer machen, ohne dadurch der Genauig¬

keit der Resultate in B, Ist und 5 bedeutend zu schaden. Man kann

nämlich statt der bisher gebrauchten Summe der Quadrate

der Fehler auch die Summe dieser Fehler

selbst, oder die Größe —... einführen, wo

abe r dann alle diese Größen e e, e^.. positiv genommen werden

müssen. Dieses vorausgesetzt, findet man für den wahrscheinlichen

Fehler st jeder einzelnen Beobachtung den genäherten Ausdruck

'

In unserem Beyspiele ist —3.50, also

st — 0.2g6

nur 0. 017 von dem im §. 7. verschieden.

Setzt man also diese beyden Werths von >st einander gleich,

so erhält man

oder das Gewicht

k> — 0.31831 .

Ist so ? gefunden, so hat man, wie im §. 7., die genä¬

herten Werthe

st ^ 0.84535 --

0.84535

I
s —
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In unserem Beyspiele ist, wenn alle e positiv genommen
werden, —3.50, also

? ^ 25.934,
>S — 0.055,
? — 0.094,
f ^^ 0.2Yö,

0.341
^k — 0.296^-0.045- ,0.251

welche Werthe nicht beträchtlich von denen des §. 7. verschie¬
den sind.

§. 9- Ist überhaupt k der wahrscheinlicheFehler einer ein¬
zelnen Beobachtung, und A der Grad ihrer Präcision (Genauig¬
keit), und ist eben so ? der wahrscheinlicheFehler des Resultates
aus mehreren Beobachtungen, und die Genauigkeit dieses
Resultates, so ist

^ ^ 8
1 0-'

Also auch, wenn man die Genauigkeit g der einzelnen Beobach¬
tungen zur Einheit annimmt, die Genauigkeit des Resultates

Substituirt man hier die obigen Werthe von 1 und 5', so ist

Q ^

alsoi in unserem Beyspiele

Q — ^ 10 — 3.1623.

§. 10. Bisher haben wir die einzelnen Beobachtungenohne
linterschiedvon gleichem Werthe vorausgesetzt. Es sey nun c c, a-. .
der Werth der 1, 2, 3. . Beobachtung (so daß man die 2
zwcymal, die 3 dreymal besser voraussetzt, als die erste.
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wen» c —I, c, —2, —Z ist), so hat man für den wahr-'
scheinlichsten Werth des Resultates

^ x -s- c'. x -s- c,' x -s- c/ x - s- ^ ^c'x

Sucht man dann wieder die Größe

k —X — X, X— x^, e,— X — x, . .,

und setzt man

so erhalt man für?, S, ?... die Ausdrücke

X 0.232095 ^ 0.47694
t— — . -, s— —, ZV — .

2 V?

0.47694

0.47694>

V

wo b der wahrscheinliche Fehler einer Beobachtung, deren Ge¬

nauigkeit als Einheit genommen wird, und wo (x die Genauig¬

keit des Resultates X bezeichnet, wenn die Genauigkeit einer

Beobachtung als Einheit genommen wird.

Endlich ist der wahrscheinliche Fehler

der ersten Beobachtung

l

0'^94 x

der zweyten Beobachtung

der dritten Beobachtung

5
— /

f
— u. s. w.
c.
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Setzt man in diesen Ausdrücken c — c, — c, . . — 1,
so ist und—X, und man erhält die Glei¬
chungen des §. 7. wieder.

Exempel. Seyen die drey Polhöhen gegeben

43° 12' 33" und der Werth dieser Beobachtung sey c — 1
43
43

12 34
12 3S

??

??

)? ?? ??

??

c. ^ 2
c, 3

so hat man
x — 33
x — 136

c' x — 315

— 1
^ 4
^ 9

X:

^c°x ^ 484 ^ 14

— 34.571^ ^X—x — 1.571, —2.463

—X—x,— 0.571, —1.304
e^X-x, —-0.429, <e°,^1.656

Man hat daher
X 34."571
? — 3.959
s — 0.142

und der wahrscheinliche Fehler

der ersten Beobachtung

der zweyten Beobachtung

der dritten Beobachtung

'L°-°^-5.423

? — 0.240
(4 3.742
1 ^ 0.415

- — 0.415,c

- — N.207,c.

- ^ 0.133,c.

und man kann 1000 gegen I wetten, daß der Fehler von X nicht
größer ist als 1."17.

f
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Hätte man in diesem Bcyspiele c —c, — c, — 1 genommen,

so würde man nach §. 7. erhalten haben

X^^^Z4.'00, ^-'^2,

1^-2.25, s (1.183, ? ^ 0.313

5 — 0.5S1

— 1.732,

und man kann 1000 gegen 1 wetten, daß der Fehler von X nicht

größer ist als 1."55.


	[Seite]
	Seite 64
	Seite 65
	Seite 66
	Seite 67
	Seite 68
	Seite 69
	Seite 70
	Seite 71
	Seite 72
	Seite 73
	Seite 74

