Anwendung der Differentral-

vechnung auf Geometrie,
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Sangenten, Novmalenu. f, der cbenen Curyen,

(. 87. (Bedeutung der Diffeventialien in der Geometrie,)
Jede Funftion y =:fx einer verdnderlichen Grofe x Fann al8 die Ordi-
nate BM, CN ... (Fig.31) einer ebenen frummen Cinic MNP . , .
dargeflellt werden, bderen Abfciffe AB, AC... jene verdnderliche
Grofe x ift.

Weun man die Abfeiffe AB = x nady einander um diefelbe
Grife h=BC=CD = DE ... wadfen lifit, fo dbaf AB = x,
AC=x-+4h, AD=x-2h.., ifi, und wenn man die Ends
punfte M, N, P... der diefen Abfciffen entfprechenden Ordinaten
BM, CN, DP... dburd) die geradlinigen Sebnen MN, NP, PQ...
verbindet, fo entjteht dadurch das Polygon MNPQ..., weldes fidh
um fo weniger von der gegebenen Frummen Linie M N P Q... unter=
fdyeiden wird, je mehr fich die Punfte M, N, P, Q... einander nds
hern. Diefe frumme Qinie wird die Grdnge aller jener Polpgone feyn,
und wag von diefer duferiten Grdnge der Polygone gefagt werden Fann,
wird aud) von der frummen Uinie felbft gelten.

Man giehe nun die Linien Ma, Nb, Pc... mit der Abfeiffens
are AX parallel, und verldngere die erfte gevadlinige Geline MV, fo
wie die gwepte NP, bi8 jene die Ordinate DP in P, und diefe die
Otdinate E Q in q fdyneidet, fo daf alfo alN= bp und bP =cq ift.

e Dieff vorausgefest, bat man, nad) Taplor's Theorem:
BM — v,
dy hr dzvy
SN = h — e s
CN )"+ l:ix+1.:x d;z_f 4

(2 h)> dzy

PP =y 4 @anT 4 EEL L oy,

dx 1.2

alfo audy fur die Differengen diefer Ordinaten :
Litteow's Unl. 5. Hoh. Math. 11
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3 ly h? d2y
Nol— hov el 7.
R i dx a da2 + f
dy 3h2 dey
> —_— —_— —= 1 ey T J_ - . . . .
Ehe= dx dx2 ! & f,r

und fur die Differeny diefer Differenzen

: x . dzy
Pb — Na = Pp = hﬁ"{" S

Verwandelt man alfo in diefen Ausdriden die Grofie h in dx,
und nimmt dx unendlidh flein an, {o wird man, indem man die ho-
heren Potengen der Grofe h ober dx gegen die niederen (nach §.25)
wegldfit, erbalten:

f—1

Na i f. .

@ey liberhaupt BM=y, CN=y/, DP=y/, EQ=y// u.f{.
Begeichnet man dann die Differeny von je gwey nachften diefer Ordina-
ten durd)y Ay, fo daf man hat Ay =y’ —y, Ay =yt/—y/,
Ay =yt — yir u. f., und begeidhnet man cben fo die Differeny
von je zwey nddften diefer Differengen durch Ay, fo daf man hat
Ary=AQ7y/'—Ay, Ay'=Dy"—Dy! B y=ADyln—Dyiu.f,
und fahre man fo fort, fo Fann man diefe Grofen jur bequemeren {hers
ficht in folgende Tafel ordnen:

dy,

Pp = dy

y VH ¥ o YV f,
i/ y =Y ity Y=gt
5)- A}'-’ ,ﬁ}w A)-u.«
Yl gytaley e i3 o gt e iy Wi e A Y
Az y Az }vr A* }-u
Sl b e DA 1O i s R s B e
Ay Ay
}.-lv — ym' + ()}..f.t___ a}rf __l_ ¥
Ay,
Daraus fieht man, daf man hat
Aysu iyt Ny = A
ﬁ}"’ =y — y = By

Dy — ylr — it = Q Gttt s
und daf eben fo ift
Ary —=Ays —Ay =Pb—Na=Pp, oder —yll —ayi ty
Az}.x—:{}.y‘f{_ &-"'T‘:(\}C'—PI)=QZ’ oder ==ylil— 2 yli -y
und auf diefelbe Weife
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Aly=062y'— D'y =Qq—Pp oder =(Q o —Pb)—(Pb—Na)
= (‘):(;-—- 2Pb - Na
— e e K
I S
woburc) daber die geomefrifche BVedeutung der Grofen Ay, Ay,
A’y..., oder, twenn man bdie Jntervalle h zwifchen den Ordinaten
unendlich flein annimme, die Bedeutung der Grofen dy, d2y, d®y.. voll=
ftandig evldutert wird (vgl. §.62). Jugleich {ieht man aus diefer Darftel=
[ung, warunm nan die rofen BC, €D, DE... oder die erften Differen-
tialien der Abfeifjen einander gleidh) oder conjtant angenommen bat,
weil fonjt, wenn diefe Grofen unter fich willfielich verfchieden wdren,
die Werthe von dy, d?y, d*y... feine befiimmee Bedeutung mehr
baben, und gur Unterfuchung der Cigenfchaften der Frummen Linien
nicht mebr geeignet fepn wiirden; fo wie gugleich Flav ift, daf man
audy bdie Grofien Na, Pb, Qc..., oder die Grofen MN, NP,
PO... wf w., al8 unter fich gleich hatte annehmen Fonnen, um die=
felbe Abficht gu erveichen, daf ndmlich in jedem hoheren Differential=
ausdruck frgend ein erfies Differential aid conffant angenommen 1wers
pen muf, wenn diefer Ausdvrud felbft eine beftimmie BVedeutung haben,
und eine Anwendung zulajfen foll (vergl. § 38 und 85).
Wergleicht man endlich die auf einander folgenden Auddriicke

S e i s

d'.:}, - )-H — 2y

a2 y = yi — 3
i

i

¥y =y ~ 2dy + 4%y,

y'! =y + 3dy + 3ay + &y u f,
fo fieht man, daf man die Differentialien aller Ordnungen dy, d*y,
d*y... burcd) die urfpriinglichen Grofen y, y/y y...p und daf man
eben fo diefe urfpriinglichen Grdfen y/, y#/, y'*... durd) die Diffes
rengialien aller Ordnungen, verbunden mit der erfen Grofie y, aus-
dritcfen Fann, und dafi der allgemeine Auddruck in beyden Fallen nach

dem befannten Gefese ded Vinomiums fortgeht, indem man hat

n.ne—1 n.n—i1.n—2 .
d"_\’ —_— }r‘l A 1 | ).u—\ + __]__. = }rn—.\ ohe = l3_ ey }m—-ﬂ _j_ S

und
n,n—a  on.aA—1,nNn—12 .

y* =y -+ ndy 4+ ——d*y - diy 4 ...
1.% P
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In dem Borbergehendben wurbe die frumme Linie gegen die Ab-
feiffenare A X evboben oder conver angenommen. €8 it leicht, dies
felben Ausdriicke audy fite eine gegen diefe Are concave Curve ju finden,

§. 88. (Mifterential des Bogens ciner krummen Linie.)
Da wir die frummen Linien ald Polpgone von unendlid) vielen und un-
endlich Fleinen @eiten betrachten, fo folgt davaus fofort, daf die ge-
radlinige ©ehne eined unendlich fleinen BVogens diefemn BVogen {elbft
gleich ift.

Sn der Tpat ift der Vogen ABCD (Fig. 32) unendlich Flein,
und gieht man die Sebnen AB, BC, CD, von weldhen die exfte und
die lepte verldngert, fid) in dem Punfte M begegnen, fo ift offenbar
Die jwepte Sebhne B C Fleiner al8 ihr Bogen BC, und diefer Bogen
BC ift wieder fleiner als die gebrochene Linie BM C. €8 ift daher
nur nothig, ju seigen, daf diefe gebrodyene Linie B M C und diefe ges
radlinige Sehne BC eined unendlich fleinen Bogens nur mehr durd)
eine unendlich Eleine Grofie der gwepten Ordnung ver[dhieden {ind, und
dag daber bas Werhaltnif diefer beyden Grofen gleich der Cinbeit ijt,
woraus dann von {elbft folgt, daf nod) viel mehr das Werhaltnif desd
Bogensd u feiner Sebne der Cinbeit gleidy feyn mug.

Da nun die Winfel , weldye die unendlid) tleinen Sebnen-in den
Punften B und C unter fich bilden, im Allgemeinen von gwey rechten
WinFeln nur unendlicd) wenig verfdyieden feyn Founen, fo wird der Wins-
fel TM D, al$ Supplement ded Winfels AMD, unendlidy flein feyn.
SGey diefer Winfel TMD =0, und lberdief BM=a, MC=h
und BC=c. Dief voraudgefest, gibt dad ebene DreyeE BMC

c* = a* | b? -+ 2ab cos. », ober aud
¢* = (a4 b)* — 4ab sin? e,
Wir haben dabher fiir Das Quadrat des Werbdltniffes der Sehne
BC ju der gebrochenen Linie BMC
-————-cq et :i ok
(a 4 b)? (1 -} b)z ]
oder da (§.33) fur einen unendlich Feinen Bogen il—l::;ffml ift

Wﬁm';:l_['_( +11))]

Da aber in diefem Ausdructe der Coefficient von —4, oder Die
Grifie

in? Le:
£in,? X ow;
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a — bh\2
1 ——
G #5)
nie unendlid) grof werden fann, fondern vielmehr immer Fleiner als
Cind feyn muf, fo ijt die Grofe

a — by\* w?

1 — —_— .« —

b= dmm)
immer wenigftens ein unendlid) Kleines der gwepten Orduung, und
baber

(a__;f}T’ alfo audy ;—_;l—};- gleich der Cinbeit,
3t daber der Vogen M N (Big. 33) unendlidy Flein, fo wird man
dafiir feine geradlinige Sehne M N fubiftituiven Fénnen. Da aber
Ma=BC = dx und Na=— dy
war, fo ift in dem bey a rechtwintligen Drepecte Ma N diefe Sehne

gleid) Vdx* 4~ dy*; alfo ift auch, wenn ds das Differential des Bo-
gens einer Curve begeidynet
ds = vm;‘ .
Ex. L §iir den Kreid hat man die Gleidyung

x4y = at,
wenn a den Halbmeffer desfelben begeichnet, Dief gibt
xd
xdx 4 ydy = o ober dy = — s
AT g
@ubftituirt man diefen Werth von dy in dem allgemeinen Aug-
dructe von ds, fo erhdlt man

ds — —_a—-——-{_I_z{__;
a? — x2
und dief ift das gefuchte Differential des BVogens eined Kreifes. Kann
man den urfpringlichen endlichen Ausdruck angeben, durd) deffen Dif:
ferential diefer Ausdruct von ds entjtauden ift, fo wird man Dadurch
aud) die Pange eines endlidyen Kreisbogens gwifdhen jwep gegebenen
Punften desfelben erbalten. E8 ift aber oben (§.54) gejeigt worben,

Daf man bat
bhdx

Lalh
d . are, sin, — — —_—,
4 Vat — boxz

Gept man alfo b =1, fo erbdlt man, wenn man jtt bepden
Geiten durdh a multiplicirt ;

oy adx
d . aare sin. - = o—1£_——__.
a Vasumninn
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woraud daber folgt, dafi die Linge cines Kreisbogens, u welchem die
Abfeiffe x gehort, gleich
a arc. s]n._f

3
ift, wie beFannt. Seft man in dem lesiten Ausdruce x=0 und dann
x=a, fo hat man, da sin.o=o und arc. sin. 1 =157 ift, fur die
Cdnge des Quadranten des Kreifes 2ax, alfo aud) fir die gange Peri-
pherie desfelben 4 . faz=2ax wie ebenfalls beFannt.

Ex, IL Giiv die Cyclois hat man (Cinl. §. 17, VL)

y = a arc, cos.(l - ‘—) -+ Vzax — x*.
a
Differentiict man diefe Gleichung, fo ift

sa — X
dy:dx / S

bie Differentialgleihung der Cyclois. Subftituirt man diefen 2Werth
von dy in den allgemeinen Ausdruct von ds, {o hat man

2a
disl="dx —
X
fiir das Diffevential des BWogens der Cyclois. Da aber
dx
GhaVE =
v 2 Vx

ift, fo Iaft fich von biefem Auddructe von ds ber urfpriingliche Aus-
bruck, durch deffen Differentiation ds entftanden ift, febr leicht anges
ben. Man hat ndmlid)
Bi= 2 \/:‘.-.:l_\_;

und dadurdy ift die Cange bes Vogens der Cycloid filr jeden TWerth
yon x befannt. Nidht immer aber ift ed o leicht, den urfpriinglichen
Ausdruck des Differentials ds angugeben, oder, wie man fich auszu-
driicfen pflegt , die gegebene Curve ju rectificiren. @elbft bey dem
Kreife, in unferem crften Bepfpiele, Fann biefe Nectification nicht ald
gegeben vorausgefest werden, da man Die @inug fir jeden BVogen,
b die Grofie = nur naherungsweife angeben farn, und da Augdriicke
per Art, wie sin. x, arc. sin. x u. f., wenn fie al8 befannt angefehen
werden follen, die Verechnung unferer Tafeln der trigonometrifchen
Tunftionen al§ bereits gegeben vorausfesen.

§.89. (Differential dev Fliche ciner krummen finie,)
Nenut man F die Fldche, welche gwifchen den geraden Linien BU,
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BM und UV, und jwifchen dem Bogen MV e¢iner frummen Cinie
(Big. 31) enthalten ijt, fo wird der Theil BCN M derfelben , weldyer
gWwifchen gwey einander unendlich nahen Ordinaten BM und CN ent:
balten ijt, das Diffevential diefer Flace feyn und durd) d F begeichnet
werden.

Diefes Diffevential befteht aber aus dem Nechtecke B CaM und
aus dem fchon in §, 88 betvadyteten vechtwinfligen Drepecfe Ma N, def=
fen Hypotenufe die geradlinige Sehne MN = ds iff. Da BC = dx
und aN = dy ift, {o ift die Fldche des NRechtected BCaM = ydx,
und die ded Dreyedes MaN = 2dxdy, alfo ift aud) das gefudte
Differential der Fldche der Curve

dF =ydx-}-+dxdy oder dF = (y + dy)dx;
alfo audy, nad §. 25:

dF = ydx.
Ex, I. % den Kreis iff x* y2=a2, alfo auc) fofort
dF = dx\/u:—.\'-’,
und aud) davon lafit fidh) der urfpringliche Ausdruct in einer gefdylojfe-
nen algebraifchen Fovm nidhe angeben,
Ex. IL i die Apollonifche Paralel hat man (Cinl. 14.)

y* = 2px,
wo p den halben Parameter diefer Curve beseichnet. Dief gibt
d Ba=— dx.\/zp):_,
und von diefer Grofie ift, wie man leicht fiebt, der urfpringliche Aus-
oruc

fo baf fich alfo jede zu einer gegebenen Abfeiffe x gehovende Fiddye der
Pavabel angeben, oder, wie man fidy auch auszudriicken pflegt, daf
viefe Curve quadrirt werden Fann.

§. go. (Cangenten der Qurven.) Wenu man die geradlinige
@ehne M N (Fig. 33), oder wenn man die Hypotenufe des unendlid)
Fleinen Dreiects M N a verlangert, big {ie die Abfciffenare in T {dynei-
Det, fo erhalt man eine gerade Cinie M T, die mit einer Seite des Po-
Ipgons, weldyes die Grange der frummen Linie darftellt, oder die it
einem Clemente diefer Frummen Qinie felbft jufammenfdlle. Man nennt
a8 @ik MT derfelben die Tangente, und BT die Subtan-
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gente der Curve fiir den Punft M, zu weldem die Abfeiffe AB=x
und BM —y gehort. Man {ieht davaus jugleich, dap die Tangente
MT (Fig.34) die Grange der Secante N MS ift, und daf die Secante
jene Grdnge erveicht, wenn ihre beyden Durdhfchnittdpunite M und N
mit der geaebenen Curve in einem eingigen Punfte M jufammenfallen.

Crrichtet man auf diefer Tangente in dem Punfte M eine fenk-
recdyte Gerade MR (Fig. 33 over 34), welde die Abfciffenare in R
fhneidet, fo beifit MR die Normale, und BR die Subnormale
der Curve fiir den Punft M,

Da die redytwinfligen Dreyecfe MaN, BMT und BMR dfn-
lich find, fo erhdlt man fofort folgende allgemeine Ausdriicke:

__ydx yds

Subtangente el Tangente — !
- s yds

Subnormale — X y’ Normale = —,
dx dx

Wwo, Wie juvor, ds* = dx> - dy* ift. 9Man fann hier nod) bemer-
fen, daf man, wenn man nidht blof die Grofe, fondern audy die

vdx

Lage der Subtangente bericfichtigen will, diefe lepte gleich —
gefest werden foll.

Jtennt man tiberdief w den Winfel tMa=NMa oder MTA,
den die Tangente mit der Abfeiffenare bildet, fo hat man

dy

dy
. = —, alfo aud
tang. © s f aud
idx
ds’

Ex. Fir die Parvabel y* = 2px findet man
Subtang. — 2x,  Tangente = Z\/p*-}y?,

. d
sin, @ = .l_lr und cos. o =
s

-

p
Subnorm. — ) Normale =— \/1;3 -+ y2,
und tang. w = P
. Y

§ or. (Andere Ableitung der Tangenten der Eurven.)
@ey y = fx die Gleichung ivgend einer Frummen inie MN (Fig. 34)
gwifchen den Coordinaten x und y. Mit ibr fey eine anbdere Linie SMN,
veren Gleichung gwifdhen den Coordinaten x/ und y/ gegeben ijt, fo vers
bunden, dafi fie die erfte Curve in jwey Punften M und N {dyneide.
Bieht man Ma mit der Abfciffenare A C pavallel, fo ift flar, daf die
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Werthe von BM und von alN in beyden Cinien diefelben feyn muiffen,
b. b. vaff man, wenn wieder BC = h ift, die beyden Gleicdyungen bat :

y =y’ und
dy hz dzy dy’ h2  d2yf
tlx+1.mllx—'+ d.\’+1.-jrlx’=+

Die legte diefer Gleichungen, bdie fidhy in allen ithren Gliedern
durd) die Grofe h dividiven laft, gebt , wenn man h unendlich flein
annimme oder wenn man die Grdnge diefer Gleichung betradytet, in
1y ediyii ; s B
i |=% tiber. Durd) diefe Annahme von h = o vereinigen fich aber
die bepden Durchfchnittspunfte M und N in einen eingigen M, unbd dies
fee Punft M wird dadurdy ein BerihrungSpuntt der beyden Linien, oder
bie @ecante NMS geht in die angente tMT der Curve M N tiber,
wie fdhon oben (5. 9o) gegeigt worden ift. Diefes vorausgefest, wird
man daher die bepden Bedingungsgleidhungen haben:

y =y und
divianid y:
daadE

Jft nun die gweyte Linie, deren Gleichung ywifdhen x/ und y/ ge-
geben ift, eine Gerade, fo hat man fiir fie

]
y =ax' + b, alfs auh 35 = a,

alfo find aud) jene bepden Vedingungsgleichungen

y =ax - b und
S Y

T idE

1
woraus folgt b = y — o Dadurdy find alfo die beyden Grofen

dx
aund b, und fomit die Lage der jwenten geraden Linie, weldye die
erfte in dem Punfte M berihre, vollfommen beftimme, und man hat
fiir die Gleichung diefer Tangente

dy

Yeim W ioms Gl=mi

X
in weldher x/, y/ die verdnderlichen Grofen der Gleichung find, wahrend
oo dy :
die Groffen x, y und T‘;ané ver Oleidhung der gegebenen Curve
MN genommen werden, und fich auf den Punft M bdiefer Curve be:
sichen , inwelchen fie von der Geraden M T tangirt wird.
L Daraus folgt fofort audy die Gleichung der Normale der
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Curve M N in demifelben Punfte M (Einl. §, 3, 1L):

IL. Nimmt man in diefen Gleidhungen y/=o0, um bden Durchs
fdynittspunft der Tangente oder der Normale mit der Are der x ju fins
Den, fo bat man aus der erfien Gleidyung

dox o N m
X — x = — Z}T fiir die Subtangente BT,

und aus ver ywepten Gleichung

vdy .. y 3 .
X — x = le fir die @ubnormale B Bk, wie juvor.

Ex. §iiv die Cllipfe bat man (Cinl. §. 14.)

L]

X
—_— — = 1
a b b= 'Y

: 1y b2 x
I Sl
alfo ift aud o A

S i . 1y o,
Subiftituirt man diefen LWerth von ir\ in den Dbeyden vorberge:
ax

henden Gleichungen, fo erbdlt man fiir die Gleichung der Tangente dev
Cllipfe

xxl -“Yf
i + — = 1,
az b=

und ffll.' die Der Normale
x ¥ N
= ()..f_}-) e, .}J__. (xf '!\) — i}

Biir den Kreid ded Halbmeffers a ift die Gleichung der Tangente
xx/ - yy/ = a?y
und die der Normale
Xyl = 3'y,

III, Um durch einen aufer der Curve gegebenen Punft, deffen
Coordinaten « und £ find, an diefe Curve eine Tangente ju giehen,
wird man in der Gleichung der Tangente der Curve die Grofe x/=a
und y/=p fegen. o batten wir fiir den Krei§ xx!/ - yy/ = a*
alfo ift aud

ax -+ fy = a*,
und diefe Gleichung mit der ded Kreifes oder mif x* |- y* == a* vets
bunden, wird, durdy Elimination , die Werthe von x und y oder die
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Coordinaten des Punfted geben, in weldyem die Tangente den Kreid
beribhrt.
1V. Um an eine gegebene Curve eine Tangente gu giehen, die mit

der Abfciffenare einen gegebenen LWinfel 8 bildet, wird man die Glei:

dyung 1
ds
di = tang. 0

mit jener der gegebenen Gurve verbinden, um daraus wieder die Wer=

the von x und y ju finden. i die Parvabel 3. B. iff y* = 2px,
1y . o

alfo aud 1—%:? Man Hat dabher die ywey Gleichungen

y: = 2px  und % — tang. 8,

woraus man findet
P
s STaiERD und y = p cotang. f.

§. g2, (AUymptoten der krummen Linien) Afymptote einer
Curve wird diejenige Gerade genannt, welder fich die Curve immer
mehr ndbert, obhne fie je gu erveichen.

Um die Cntfernung der Punfte T und E von dem Anfangs:
punfte A (§ig- 34) su finden, in weldhem die Tangente MT von der
durd) den Punft A gehenden Are der x und der y gefchnitten wird, febt
man in der Gleidhung der Tangente

dv
i — = — (x/—Xx
y y =gy (x—x)
nady einander y/=o und x’=o, wodurch man erhalt
1x xdy

und 'AE =y — -

AUD) ot A S P
dy dx
Endlich ift noch das Loth An von dem Anfangdpunfte auf die
Kangente, wenn wieder MT A = o ift,
An = ATsinw = (x —y [}—\) f-} ober
dy/ ds

An — x ﬂl — ¥ E 3

ds “ds
Um baher ju unterfuchen, ob eine gegebene Curve Afpmptoten
babe, wird wman eine der beyden Coordinaten x oder y pofitiv oder ne=
gativ und unendlic) grof annehmen, und dann bie andere mit Hiilfe der
gegebenen Gleichung der Curve beftimmen. @ubftituirt man die fo er=
baltenen Werthe von x und y in die vorhergehenden Ausdriicke von
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AT, AE und An, und erhdlt das Coth An, oder wenigftens eine
der bepden Grofen AT oder AE einen endlidyen Werth, fo hat
die Curve eine Afymptote, und die Lage derfelben wird entiweder durdy
die gwep Grifen AT und A E, oder durd) eine derfelben und durdy
den Winfel o, oder endlid), wenn die Afymptote durd) den Anfang
der Coordinaten geht, blof durd) den Winfel w beftimmt, in weldem *
Testen Falle die Grofen AT, AE und An gleid) Null werden.

3it in einem fpeciellen Falle AT unendlich grof und AE = An
endlich, fo liegt die Afymyptote mit der Ave der x parallel; ift aber A E
unendlich grof und AT = A n endlich, fo liegt die Afymptote mit der
AUre der y parallel. Wird endlidh An, alfo aud)y AT und AE un:
endlich grof oder imagindr, fo befist die Curve feine Afpmptote,

Ex. L §ir die Kegelfdynitte hat man (§. 14) die allgemeine
Gleichung
px*
y¥ = 2px — —,

i

alfo ift audh

X
— == — - = tang.w und

\/Jf"-%-(v—ﬁl i

a

Man findet daber
AT ::-% ud AE = V l S

i 28 — X

Gept man alfo in diefen Ausdrdicen x unendlich grof, fo erhalt
man

AT = a ump AE = V—ap,
woraus folgt, daf nur die Hyperbel, in weldyer a negativ genommen
werden muf (§. 14), Afymptoten Habe, und jwar jwey, wegen dem

b2 . :

Doppelten Werthe von AE. Da p = -:T ift (8- 14), foift

AE = \/b* = + b.
Die Parabel bat Feine Afpmptote, weil bey ihr die Grofe a unendlid)
ift; und die Cllipfe, weil in ihr weder x nod) y unendlidy grof werden
fann und AE imagindr wird.

Ex. IL. e die Conchoid (§. 15, 1V.) hat man
}-: 5 he
= T

e (T—-:IJ;‘

@ebt man y unendlidy grof, fo wird x=a, alfo ifi bic Gerade
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APX (Fig. 10), weldye alle durd) den Pol B gehenden Sehnen hal-
birt, die Afpmptote der Conchois. GCben fo findet man, daf fir die
Ciffois (Fig. 6) die auf AB fenfrechte Gerade mBn die Afymptote
der Curve ift, u. f, w.

§. 93. (Mir vorhergehenden Ausdriche in Polarcoor-
dinaten geben.) SBenn fiv den Punft M (§ig. 3) einer Curve die
fenfrecyten Coordinaten AP = x und PM =y {ind, und wenn man
den Winfel PAB =m und MAB =y, fo wie den NRadius Vector
AM =7 fest, fo bat man

X = rcos.(v—m), y = rsin,(v—m) und
rt — x* |y,
alfo audy, wenn man differentiirt :
dx = drcos.(v—m) — rdv sin. (v —m),
dy == drsin.(v—m) - rdvcos.(v —m) und
rdr = xdx - ydy.

Climinirt man aus den bepden erjten diefer Differentialgleichuns

gen die Grofe dr, fo erhalt man
dv — %). cos. (v —m) — rIT}:sin.(vﬁm);
oder, wenn man fiatt cos. (v —m) und sin. (v — m) ihre Werthe fept :
xdy — ydx
dy = —__7_~;
Xk y®
xdx 4 ydy
Vi g2

Wenn die gegebene Gleichung gwifchen © und » den Winkel »
felbft enthdlt, fo ift es unméglich, daraus eine algebraifche endlidye
Gleichung gwifdyen x und y absuleicen. Sn diefem Falle werden aber
Die bepden vorhergehenden Ausdriice von dr und d» eine Differens
ttalgleichung gwifden x und y ohne tranfeendente Grofen geben,
3t § . die Gleidhung r* = a2 . y gegeben, fo findet man daraus

und eben fo erhdlt man aud

dr —

¥ — m = arc. cos. ., Differentiirt man aber die gegebene Gleichung
=

und fubftituirt dann fir dx und dv die vorhergebenden Werthe, fo
bat man

2(x* 4 y?)(xdx 4 ydy) = a*(xdy — ydx),
etnen Differentialausdruct ohue tranfcendente Gréfen.
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I. Das Differential des BVogens einer Curve, durch rechtwintlige
Goordinaten ausgedriicht, war
ds = Vdx* 4 dy=
@ubftituivt man in diefer Gleidyung die vorhergehenden Werthe
von dx und dy, {o erhalt man

disi— \/d r* 4 r*dy?

flir dag Differential des Vogens in Polarcoordinaten audgedriickt.

1L Wir haben oben (§. 89) fiix das Differential der Fldche
dF/=BCNM (Fig. 33) den Ausdruc dF/ = ydx erhalten, wo
AB=1x, BM —y bie {enfrechten Coordinaten des Punfted M bes
eichnen.  Diefem gemap ift alfo die nrfpringliche Grofe, von welder
y dx das Differential ijt, gleic) der gangen Fladye F/ —= O M B. Nimm¢
man davon das redhtwintlige DreyeE ADB M, dejfen Flache Fxy ift,
weg, fo erhdlt man fiie dic Fldche ded Sectors OMA, die wir
durch ¥ begeichnen wollen,

F = F — 2xy,
alfo auch fiir bas Differential diefes Sectord
d,F = dF/ — *d.xy.
&3 ift aber
dF/ = ydx und d.xy = xdy -} ydx,
affo ift aud)y dag Differential des Sectors OM A, Dder gwifchen der
geraden Linie A O, jwifchen dem Nadbiug Wector AM und zwifdyen
dem Bogen OM der Curve entbalten ijt, gleich
d. P = 2(ydx — xdy).
Oben batten wir aber die Gleichung
L f_il,ll'__l__—}:'_llh oder r*d» = xdy — ydx,
Arstnde 3
alfo it auch das Differential des Sectors gleich — Zr>dy, wo » den
Winfel MAB begeichnet.  Nimmt man dafir den Winfel OAM,
der jeren i 180 Graden ergdnzt, fo hat man fur das Differential ded
Sectord OMA den Ausdruck
dF — Ir2ds.

Sn der That, it AMN (Fig. 35) diefer unendlid) Fleine Sector
der Curve MN, und AM = r der NRadiud Wector des Punftes M,
und der Winfel M AN = dw, und zieht man aqus dem Punfte A als
Mittelpunft mit den Halbmejfern AM und AN die Kreisbogen M m
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und Nn, fo werden die bepden Kreisfectoren MmA und Nn A ¢ins
ander immer ndber fommen, je Fleiner der Bogen MN bder Curve ift,
und fiiv einen unendlich fleinen Bogen M N werden jene Kreisfectoren
einander gleich, alfo audy gleidy dem Sector dF — MN A fepn, ba
ber leste tmmer gwifdyen jene bepde fallt. Der Kreisfector MmA ift
aber gleich der Fldche ded geradlinigen Dreyects, deffen Bafis Mm=rdy,
und deffen Hohe AM = Am = v ift, alfo ift die Sladye diefes Kreigs
fectors gleid) Sr2d», und daber auch
dF = fr2d», wie juvor.

Over endlich, der Sector dF = M N A befteht aus dem Dreyecte
AMm, bdejfen Flade Zr2dv, und qus dem Dreyecte MN m, deffen
Sladhe TMm, Nm = Zrdy. dr if. Bepder Summe gibe daher

dF = X732 da-'(l - -{-l;l 2
oder nach §. 25:
dF = Zr*d», wie juvor.

III. 3t AP =x, PM =y (§ig. 35) und MT bdie Tangente
irgend einer Curve MN in dem Puntte M, fo batten wir fir die Sub-
tangente derfelben den Ausdruck erhalten :

P =" s -‘—-‘l}
dy

Gubftituive man in diefem Ausdrucke die vorhergehenden LWerthe
vony, dy und dx in r und », fo findet man

PT — — r sin. (v~ 1) dr cos. (v —m) — rdy sin. (s —m)

dr sin, (v —m) 4 rdyv cot, (» — m)

Allein diefes Refultat 1dft fidy fehr vereinfachen , wenn man bes
merft, daf die Lage der Abfeiffenare, in welcher PT [iegt, willfiir-
lich ift, und daf man folglidy den Winfel m = PAB immer fo an=
nehmen fann, daf » —m oder PA M gleid) go® witd, Dann fdle
aber die Ordinate P M mit dem RNadiud Vector A M = gufammen,
und man bat, da sin, (v—m) =1 und cos. (v —m) =o ijt, fiir die

r2dy

Subtangente AT/ — 1=
=
Gang eben fo erhalt man
= it e rds ds
Subnorm, = — —, I'angente — —— und Normale =— —_—
dy dr dy

wo ds* = dr? J- r2d st ift.
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IV. Sn der Rbat, sieht man durd) den Pol A die Linie T/AB
fenfrecht auf den Nadiug Wector A M, und durc) M die Linie MR
fenfrecht auf die Tangente MT, fo hat man, da die Dreyecte MATY,
MAR und MNm dbnlich find:

Mm — rd», Nm = dr, alfo aud
MN = ds = m;

und iiberdief
r2dy

Nm: Mm = AM ;: AT/ ober Subtang. AT/ = =
l =

Mm: Nm— AM : AR ober Subnorm. AR = ‘TT:"

N A m rds

Nm:MN =AM : T/‘M oder Tang. T'M = ==

Mm: MN = AM : BM obder Normale MR = :—}_:,

wie juvor.
tennt man noch « bden Winfel der Tangente mit dem Nadius

DBector, oder it AMT/ = o, fo hat man
1
tang. w = - Subtang. oder tang o — ——,
S

alfo aud)
dy dr
md cos,w = —,
ds

St aber A Q fenfrecht auf die Tangente ML, {o hat man

r2dy

sin, @ —

AQ = rsin e = ——.

Ex, §ir die Avchimedifdhe Spirale iff r = ;3;, alfo aud

tang. © = 2 =x. Fiir die logarithmifdhe Spirale iff » = log.r, alfo
audy tang. = 1, oder der Winfel « ift conftant.

V. ennt man endlich ¢ den LWinfel der Tangente mit der fe-
ften, durd) A gebenden Linie TAP, von welder man die LWinfel
TAM = dblt, oder ift ATM =1, fo hat han w=180— (v41),
und daber aud

rdy

tang. (v-v¢) = —

@ept man daber in der gegebenen Gleidyung der Curve den Ma-
diug r unendlich grof, und fucht den dazu gehorenden Werth von #, fo
fubftituive man diefe TGerthe von r und » in den Gleichungen

dr *

rdy rrdy

tang. (v + 1) = — = amd A Q=

ds °
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Sind dann die Lerthe von A Q und von ¥ endlich und veell, fo
bat die Curve eine Afymptote, die um die Grofe A Q von'A abjteht,
und die gegen die fefte Cinie T AP unter dem Winfel ¢ geneigt ift.

Ex. §ir die hypecbolifhe Spivale hat man (§. 18, IL) bdie
Gleichung

. dr r
T alfo audy — — — &
T ? i, | 3] ) &t
und daber
ds:l'(lv.\/rk‘-{-.,
Subtang, = — 1, Subnorm. — — 1%,
1, Normale — r\/r* -+ 1,
tang. & — — l ump AQ = r
g ‘,f re —[—t

@et man dann r unendlich grofi, fo ift » =0, alfo aud
AQ = 1 und tang.(»+) = o, oder » -+ ¥ =180, das Deifit,
da v=o ift, $=180% Diefe Spirale Gefist alfo cine Afymyptote,
die in dem Abftande 1 von dem Pole mit der feften Cinie pavallel liegt:

XIIL.

%criibrnngﬁ?rcéfc und Abwidlungen
per ebenen Curven,

§. 94. (Berihrungen der sweyten und hoheren Ordnung,)
Aud der Ableitung ver Gleichung fiir die Tangente einer frummen Linie,
die wir oben (§.'91) gegeben haben, folgt vou felbft, daf die, die Ciirve
in einem Punkee beriihrende Linie nicht eben eine gevade Linie fepn
muf, fondern dbaf man auch jede andere Frumme Cinie fo flellen Fann,
daf fie mit der gegebenen Curve in frgend einem Punfee derfelben ein
Clement gemeinfchaftlich, oder daf fie, wie man ju fagen pflegt,
mit der gegebenen Curve eine Berihrung der erfien Ordnu ng
bat.

it diefe Frumme Cinie 3. B. ein Kreid des Halbmeffers p, und
find @ und @ die: Coordinaten des Mittelpunftes diefes Kreifes, fo hat
man fir die Gleichung desfelben

Littron's Anl. 5. Hoh. Math. 12
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(}f—a) + (=P =p*... (L)
alfo audy, wenn man fie differentiirt:
dy’ Ay (x'—a)
RIS Jr=p

Da nun, wie dort, fiir eine Beriihrung der erjten Ordnung §ivi=
fdhen beyden Curven die jwey Vedingungsgleichungen beftehen:
dya oy

v/ =y und —

dx’ E-;f

fo bat man aud

—a) + G—B) = p* und
dy B (x —a)
&x =T o

Climinirt man aus diefen beyden Gleihungen die Grofen b und

a, foerhalt man
dy = dx
a =X —peTs und ;5:‘)!——-;).-&—5,

wo ds? = dx* - dy* ift. Dadurch find alfo die beyden Grofen «
und § flir denjenigen Kreid beftimmt, der mit der Curve, deren Glei-
dyung wifdhen x und y gegeben ijt, eine Vertthrung der erflen Ords
nung bat. Diefer Kreis hat namlich die Gleichung
(K‘—*>i~r):]~l—}s)1 St (}““y ‘—P%E T= g,

und in ihr find x’ und y/ die vevdnderlichen Grofen. Nennt man #
Den Winfel, welhen die Normale der gegebenen Curve mit der Ave der
x bildet, fo ijt
sin,f = %: und cos. = %,
woraus alfo folgt, daf es ungiblige Kreife gibt, weldhe die Curve in
vem gegebenen Punfte bertihren, und daf die Mittelpunfte diefer Kreife
fammtlicy in jener Normale Tiegen, wobey der Halbmeffer p diefer
Kreife gang unbefiimmt bleibt,

@o wie aber gwey frumme Linien, die einen Punft gemeinfdyafts
lich baben, in diefem Punfte eine Berdibrung der erfen Ordnung has
ben, wenn fiir fie die bepden Vedingungsgleichungen beftehen :

dvy dye
B ] - = —
J ) no dx dxt!

fo werden twir auch, analog verfabrend, aunehmen Fonnen, daf diefe
beyden Curven eine Verdhrung der jwenten Ordnung haben , wenn fiir
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fic Die dyey Bevingungsgleidhungen State haben:

boog e by oy Rdiy d=y d2y’
—_— — —_— = —,
y Y1 dx d x’ e d x+ d x=

Bey einer Beriihrung der erften Orduung fallen ndmlich zwey
nddyjte Punfte in bepden Curven jufammen, wahrend bey einer Beriihs
rung der gwepten Orduung drey diejer nddyien Punfte in bepden Cur=
ven ju einem eingigen fidh veveinigen, oder dort haben beyde Curven
ein Clement, bier aber haben fie swey nichjte Clemente mit einander
gemetnfdyafilich.

Go weiff man 3 B. dafi drey Punfte erfordert werden . um die
Lage und Grofie eines Kreifes ju belimmen. Man fann daber an-
nehmen , dafi diefe drey einander nadyften Punfte auf der Peripherie
ber gegebenen Curve liegen, und dann denjenigen Kreid fudyen, bder
durd) diefe drey Punfte geht, und fie daher mit jener Curve gemein=
fdyaftlih bat. Diefer Kreid wird dann ald die Grdnge aller derjenigen
Kreife gu betrachten feyn, welde mit der Curve, in demfelben Punfte,
blof eine Berihrung der erften Ordnung geben, und deren Miftels
punkee, wie wir fo eben gefehen haben, alle auf der Normale der Curve
liegen, gang eben fo, wie oben (§. go) die Tangente als die Grdnge
aller Secanten betradytet worden ijt, die mit diefer Tangente einen
Punft gemeinfchaftlich baben. — Man f{ieht, wie man diefelben Bea
trachtungen auc) auf die Verahrungen der hoheren Ordnungen forts
fegen Faun,

§. 95. (Berithrungs - oder Osculations - freis,)) Um das
BVorhergehende in der Sprache der Analyfis ausjudricken, fepen die
Oleidyungen gweyer Curven gegeben, deren die erjie die Coordinaten
X, y und die ywente die analogen Coordinaten x/, y/ enthalte. Wenn
in diefen beyden Curven die Grofe x in x—-h, und die Grofe x/ in
x/ +h fibergeht, fo'hat man fiiv die Ordinaten y und y’ diefer Curven

dy h: dzy s ds y
}r_5_]1“+m__[_ r—i—-. und

d x dx= 1.240

1y’ h2oiddy! hs ds y?
BB ot AN S i & 5 G Zoale dhys
¥ l!x’_l T oA OaXTE Jidy 1 d'\:‘_l 4

und die Differeny diefer bepden Ordinaten ift daber
’ d Y d v he dz ¥ 6 dz },a . by
A — (Y—}’)-P'h(tﬁ— d_\) —l"" Yot \sard dx‘1)+' Tk,

Haben nun bepde Curven den Punft, su weldem vie Drdinaten

1z *
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y und y/ gehoren, mit einander gemein, fo ift y — y/ = 0, oder

y =yl sundicA e=th 'h) + .

ti X -11 X

St ferner h unendlich flein, und haben die beyden Curven aud)
noch den jenem erfien nddyjtfelgenden Punft mit einander gemein, fo

ijt aud)
d dy

dy’ h: 2y 2y
ds,. 4x und &'_'\_:([T;E“_E::"J)—F..,
und eben fo, wenn fie audy nod) den gwepten nddyfifolgenden Punfe
gemein haben

dzy dzy’ h3 dsy [I y
—_— = — m = —_——
d x2 d x2 o :.1.3((11 )+

Se weiter man auf diefe Weife fortgeht, defto mebr nddyftfolgende
Punfte haben die beyden Curven mit einander. gemein, oder defto innis
ger werden {ie Jich in dem exjien diefer Punfte, gu weldem y =1y’ ge:
hort, an einander anfdyliefen, {o ywar, daf, wenn unter diefen beys
den Curven 3. B. nur die drey erften Vedingungsgleichungen y = y,
dy == dy/ und d*y = d*y/ Statt haben, feine andere dritte Curve,
deren Gleichung jwifdyen x/ und y# gegeben ift, jwifdyen jenen beyden
mehr durdygehen fann, wenn nic)t auch fiir diefe dritte Curve diefelben
Bevingungsgleidhungen y = y/, dy = dy# und d*y = d2y« be.
ftepen . f. f. fir jede hobere Ordnung der Veriihrungen.

Jft nun die jweyte Curve; deren Gleichung swifhen x/ und y/
ausgedriicEt wird, ein Kreid, o ift die Gleihung bdiefer Curve , wie
guvor ,

(vt (' — ) = g,
Differentiivt man diefe Gleichung ey Mal nady einander, und
fest vorerft fein erfies Differential conjiant, fo crf)d[t man
(x!—a)dx! - (y/—p)dy! o und
dx? 4 dy” 4 (¢ —a)d*x/ (Y’"—u)d“y" ='lo,
Da man aber die erwdhnten BVedingungsgleidhungen hat :
[l) W vdy dzy’ dzy

| — —_— — T cm—
¥ Yo dx’ dx und d x2 dxz’
fo werden die drey vorbergehenden Gleichungen quch dann nody befte:
ben , wenn man in ihnen die Accente der Grofe x/, y! und ihre Diffe-

ventialien weglat, oder man wird qud) die drey Gleichungen haben:
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(x—a) + G—P)r =,
(x—a)dx 4 (y—pB)dy = o, .« s (A)

dx* 4 4y 4 (x—a) d'x 4 (7—R) &y = o

Gud)t man aus diefen drey Gleihungen die Werthe der rey
Grofien a, B und p, fo erhdlt man, wenn man wicder der Kiirge we-
gen ds? = dx* 4 dy? fept:

ds2dy
dszdx
N T T
dss

P ey — ayos!

und durd) diefe drey Grofen «, 3 und p ift daker derfenige Kreis,
feiner ®rofe und Lage nady, vollFormmen beftimmt, ber mit der geges
benen Curve, deven Gleidyung zwifhen x und y enthalten ift, eine
Beruhrung der jwepten Ordnung hat. Man nennt ibn den BVernbh-
rungs- oder audh) denOSculations:Kreis der gegebenen Curve,

I 3n den vorhergehenden Ausdriicken ift, wie gefagt, Fein erftes
Differential conftant angenommen worbden.

Setst man aber dx conftant, fo findet man

" Skl ds2dy {de d sz dss
i {J)L(l'-iyf y Pl (l'—'}" P -_ dxd?y’

©est man dy conftant, fo ift

% d s2 3 ds*dx d s3
—_—0 s —— — L i e A L —_—— ——
dex/ Y f dydz x d )'dzx"

©ebt man endlich d s conftant, fo hat man dxd*x-}-dydiy = o,
alfo audy d*x2.dx? = d*y*.dy?, und Dahet

> ds* ., d>x 5 . d2x
a — = oY - @ — Xi=—= p*.
d2x2 - d= (s A B P d s’
o dstdy ; ., 4%y
S L AR e e L O > 3 — vy = pt. 1D
# y d2x? - d%y% A J Byt et &
d sz
po=— veral, §. 85),
VdEx: -4 dzyt ( g )

I1. Man fann bemerfen, dofi bie Peripberic des Odculations:
Kreifes die Curve in dem Punfte, wo er fie beribrt, audh gugleich
durdyfdhyneidet, da die Differeny der swep udd)ftfolgenden Ording:
tert der bepden Curven, nad) dem Worbergehenden, gleich;
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ac e
1.2.0 \dx3 dx®
ift, alfo A fein Seichen wechielt, wenn man fiatt x den ndchitfolgen:
den Werth x--h oder den nddyfi vorbergehenden x — h febt.

Bon den in §. 94 betrachteten Kreifen, die alle mit der Curve
eie Veriihrung der erften Ordnung haben, berlihren ndmlich die einen
die Gurve an ihrer concaven Seite oder von innen, und die anvern au
ifrer converen @eite von aufien, und der Osculations = Kreid liegt, al8
bie Grdnge aller jener Kreife, gwifchen ihnen, indem er die Curve auf
der einen Seite des Verlhrungspunftes von innen, und auf der andern
von aufien beribrt. Die geradlinige Tangente im Gegentheile Tiegt
gang auf derfelben Seite der Curve, weil fir fie

Ay B v i_‘_)

1.2 \Ldx2 dxe

fiit x-~h und x—h immer dasfelbe Seichen behdlt,

§. 96. (Contingewswinkel der krummen Linten,) Man
nennt den unendlich Fleinen Winfel, weldhen die Novmalen von pwey
ndadyften Punften einer Curve unter fich bilden, den Confingen s
winfel der Curve. 9Man fieht, daf diefer Winfel auch der von jwey
ndadyjten Tangenten der Curve ift.  Wir wollen ihn durd) w beseichuen,

SGepen A und B die Cofinug der Winfel, welden die erfte diefer
Sangenten mit der Are der x und der y madht, fo daf man daber
wie §. 94) bat

Dief vorausgefest, werden alfo aud) die Cofinus der gwepten
nadhften Tangente mit x und y durd)
A4 dA und B 4| dB
anggebriickt werden Fonnen. Man hat aber (Cinl, §. 3, 1)
cos.co = A(A 4 dA) 4~ B 4 dB),
und tberdief, da der Cofinus des Winfels einer jeden Geraden mit der
Are der y gleih dem Sinug des Winfels derfelben Geraden mit dex
Are der x ift:
A? - B* = 1, unbd eben fo
(A4 dAy + (B dBy =,
woraus fofort folgt
" AdA - BdB = = f(dA* 4 dB2)
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G8 geht daber der vorhergehende Auddruck von cos. w in den fol=
genben tiber :

sin?ew = — 2(AdA 4 BdB) — (AdA - BdB)*;
oder endlid), wenn man (§. 25) die vierten und hoheren Potengen von
dA und dB wegldfit:

sin?*w = dA* - dB2
@ubftituirt man in diefem Ausdructe die vorbergehenden LWerthe

von dA und dB, und bemerft man, daf fiir Den unendlich Fleinen
Winkel w (nad) § 38) sin. © = w ijt, {o hat man

1xy\2 d yy2
w=‘/(d.h—% —i—(d. &

ds

fir den gefudyten LWinfel der Contingeny einer Curve.
@ebt man in ibm ds conftant voraus, fo ift
0= —, Va2 x? -+ d*y=

ds

Da wir aber vorber (§. ¢5) fir den Kriimmungshalbmeijer p dev
Curve erhalten haben

d 5%
= —,
: Vidext 4 dzyt
fo it audh
ds
p=— oder ds = po.
o

Diefe Gleichung zeigt, daf der Mittelpunft ded OSculations:
Kreifes einer Curve der Durch{chnittspunit von je zwey ndchften Nor=
malen diefer Curve jt.

I Jn der That, die Gleichung der Normale it (5. 91, L)

S 7 ey A XaNE
¥ ¥y + (x'—x) 17 o.

Um den Durd)fchnittspunfe diefer Normale mit der nddyftfolgen:
ven Normale gu finden, wird man blof die lepte Gleichung in Vegies
hung auf x und y differentiiven, wodurc) man exhdlt

(/—y) &y — ds* = o.

@Gudyt man aus diefen zwey Gleichungen die Grofen x/ uud y’

und fubftituive fie in dem allgemeinen Ausdrude
@2t el
oor Diftang gweper Punfte, fo exbhdlt man fiir dicfe Dijtan;
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d §3
— oder p
dxdty i
Wwie juvor.

§- 97. (Guvoluten der kyummen Linien.) Da die Grifien «
und 3, oder da die Coordinaten des Mittelpunftes des Ofculations:
Kreifes Funftionen von x und y, alfo audy, vermoge der gegebenen
Gleichung der Curve ywifchen x und y, blofe Funftionen von x find, fo
anvern fich jene bepden Grofen, fo wie fich x dndert, oder wie man
von einem Punfre der Curve ju einem audern tibergeht. Die Aufein-
anderfolge aller diefer Mittelpunfee des Osculations-Kreifes einer Curve
bildet daber wieder eine andere Curve, die man die Evolute oder dic
Abgewickelte der gegebenen Curve nennt, fo wie diefe wieder die
Coolvente der Abgewictelten heift. Sind mM, m/M/ (Fig. 36)
die Krammungshalbmejfer der Curve MM/, fo ift MM/ M/ die Gool-
vente, und mm/ m// die Cvolute, wo AP=x, PM ==y bdie fenf-
recditen Coordinaten der Guolvente, und Ap = a, pm = (3 die anq-
Togen Coordinaten der Cvolvente find.

Diefe bepden Curven haben mebrere merfivirdige Nelationen un=
ter einander, di¢ man leicht qus den drey Gleichungen (A) des §. 95
Fennen lernt.  @efit man, wie gewobhnlich, dx conftant, fo find diefe
Gleichungen:

(x—af =B = L (),
(x—a)dx —+- (}-’—,.‘;)(])' = 0 ...(2)
dx* + dy* - (y—f)d*y = o . . . (3).

L Gliminirt man ndamlich swifden der in xy gegebenen Glei-
chung der Gvolvente und jwifchen den Gleichungen (2) und (3) die
bepden Grofen x und y, fo exhdlt man eine Gleidyung wifdyen a und
{5, die daber die Gleidhiing der Cvolute fepn muf.

I, Dq die Gleidhung (2) aud) fo ausdgedricht werden Fann:

: dx
f—y=— ut (ri—x),

fo gebort fie (8. 91, L) fiir die Normale m M der Cuolvente, . b
fiie die gerade Qinie, die von dem Punfte m, deffen Coordinaten «
und 3 find, fenfrecht auf die Cvolvente gejogen wird.

III. Differentiivt man die beyden erften Gleichungen (1) und (2)
nicht blof in Besichung auf x und y, foudern auch in Begiehung auf
die Orofe a, 3 und y, da die lestern Grofen Funftionen von x find;
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fo exbalt man
(x—a)dx 4 (y—p)dy — (x—a)da — (y—p)dp = pdp
und
dx* 4 dy* 4 (y—p)d*y — dadx — dfidy =
und diefe Augdriice gehen mittelf der Gleichungen (2) und (3) in fol-
genbe tiber:
(x—a)da 4 (y—R)dB 4 pdp =0 ... (4)
dadx — dBdy = o ... (5.

_ .. d8 Ix . I,
Die lepte gibt —~ —-— =%, weldyer Ausdruct die Gleichung
i e Ty
dx
3 — y = — == (rt -—-x)

in die folgende verwandelt :

y

IJ
= '_' (\‘_“)r

und diefe lepte Gleidyung jeigt, daf die Normale mM der Cvolvente
sugleich eine Tangente der Cvolute ift (§. g1).

IV. @ubitituivt man den lefiten TWerth von y—f in die Glei-
cdhungen (1) und (4), und eliminict dann x—a, fo erbalt man

dp?* = da* -+ d 2

Da aber das Diffevential eines Bogens, obder da ds tiberhaupt
aleih Vx> o dy: ift, fo seigt die leste Gleidyung, daf der Halb:
ntefjer des Ofculations - Keeifes der Evolvente fich um diefelben Unter-
fchiede dnbdert, als der Bogen der Evolute.

Aug 1L und 1V. folgt, daf ein vollformmen biegfamer, um bdie
Cuolute mm/m# gelegter Faden, wenn er von derfelben fren abge-
wickelt wird, {o daf er in jedem Punfte, wo er die Cvolute verlafit,
eine angente derfelben ift, mit jedem feiner bereits abgewictelten
Punfte die Cvolvente der Curve MM/, .. befdyreibt; eine merfvlirdige
Cigenfdyaft , die beFanntlich in der “‘hc.)anff bereits eine febr finnveiche
Anwendung gefunden hat.

V. Man fiehe daraus gugleich , daf alle Guoluten rectificabel
find (8. 88, Ex. 1L), das heifit, daf man die Cinge diefer Curve 3wis
fchen swep gegebenen Punften derfelben durch eine gerade Uinie meffen
oder angeben fann, weil die Sunahme des Bogens der Evolute gleidy
der Junabme des Krimmungshalbmeffers der Gvolvente ift, und weil
der Kritmmungshalbmeffer einer jeden Curve immet angegeben werden
fann, da er blof die Anwendung der Differentinlvechnung erfordert.
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VI. it haben in L gegeigt, wie man aus der Cuolvente die
Guolute finden fann. Um aber auch das umgefehree Problem aufju-
Tofen, fo fey die Gleichung =g« der Cvolute gegeben, und daraus
die Gleidhung y==fx der Cvolvente u fuchen.

€5 war
2 ds? 3 dy
B — }r=(ﬁ md a — x 4 (r3-—-}')n'=0.
Aud diefen bepden Ausdriicten folgt
dszdy d s?
a — X = — R uid pa — §y = 5"

Gliminivt man aus diefen jwey Gleidyungen die Grofe a«, fo er
Halt man eine Differentialgleichung der jwepten Ordnung jwifchen x
und y, die alfo fiir die gefuchte Cvolvente gehort.

VIL Diefelbe Aufgabe lapt fich audy fo darftellen. €3 war

1
y — B — (x—::)%-g = o und
() e (meB) ==t

23emerft man aber, daf dp® =da? - d2 ift, {o exhalt man
aus diefen bepden Gleihungen, da B = ga ift:

da
@ —X=p .-
) ag(°
Pre=ip=iptdar

Gliminirt man aus diefen beyden Gleichungen die Grofie a, fo
wird das Nefultat diefer Climination die gefuchte Gleichung der Cool:
vente gwifhen x und y feyn. Allein Ddiefe Climination febt voraus,
baf man bereits y durd) « ausdriicen Fann, . h. da

dy? = da? 4 df?
ift, daff man die gegebene Gvolute rectificiven Fanu.

§- 8. (Benfpiele fitr Den Kriimmungshalbmefter.) 1 NMan
fuche den Kriimmungshalbmeffer der Linien der gweyten Ordnung. Die
Gleidung diefer Linien ift (Cinleit. §. 14)

T | AL 1 l]\:
Y- = 2pX B

Dief gibet {ofort
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b= (D)
ds? — I:y -+ p? (l i )] __: und
iy = — [5 Y igie B2 (1 = —)J IT,

alfo ift aud

siliaks s,

\ rdist 5
Sudit man aber die Normale N =i(1l—x' diefer Curven, fo fine

V=) (-

alfo ift aud)

Jlir x=1o0 hat man p==p. Fiir die Pavabel ift a unendlid grofi,

alfo aud

@ept man aber in dem Ausdrucke fiir die Cllipfe ftatt x die Srofe
a—x, ober nimmt man den Anfangspunft der Coordinaten im Mittel:
punfte der Cllipfe, fo geht der vorhergehende Ausbrud von N in den
folgenden tiber:

N — \f’)"l Vi‘l_:-ﬁ_fﬂ::.‘f__}if ober da
b? x* = a* (b* —y?) ift:

N=_ Vb | @ — b))y

IL. Cben o erhdlt man fiiv die Logiftif, deren Gleidjung y=log. x
I_ﬁ (§. 17 I.)

dy Vi d2y 1 ds 1 g
G s L s v B L VRS
unbd daber

=G+

fo 1wie
x-——;;z———l(x—]—-x") und y — =1 4 x=.
ITI. §iir die gemeine Cyelois endlich bat man (§. 17, VL)
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X = a arc. cos. (1 — )_;) _— \/cay — ¥,
wo (Fig.26) AP =x, PM=y if.
Daraus erbdlt man fofort

ydy ady?

dx = —=—— /ud d'y = —
2ay — y*

ds = dy ‘/”_" . alfo auch

i 2\/‘3&1)’ == o N>

wenn wieder N die Sormale der Cyclois fiir denfelben Punft begeidhnet.

say — y2 !

§. 99. (Beytpicle fitr die Evolute,) I. Fir die Apollonifdye
Parabel hat man y*=-z2px, alfo auch

d x2

dx
dy — p=—yadry = —nt und
Y [ G ’ Y P =

1
s e e O e

4x*
vVap 2
Aus diefen benden Gleidyungen folgt durd) Elimination von x

a —x=p-f 2x und p = —

B* = —= (s — p)*

27 p
obder endlich, wenn man « — p = a’ fept:

8a’s
AEe—

die gefudyte Gleidhung der Cuolute der Apollonifchen Parabel, bdie alfo
die Neil'{dye Pavabel ift (Cinl, §.15, 1),

Sn Fig. 37 ift M A M/ die Apollonifdie Parabel, und mam/ die
Guolute derfelben oder die Neil’{che Parabel.

Man wird dabey bemerfen, daf der die Cvolute LedecFende Fa-
pen , durdy deffen Abwicklung die Cvolvente entfieht, in unferm Bey-
foiele 1iber den @djeitel a der Gvolute nach um dasd Stiick aA=p in
der Nidytung der erfieren Tangente a X der Cvolute herausdreichen muf,
damit der Endpunft A diefes Fadens, bey feiner Abwicklung, in der
Khat die Apollonifdhe Parabel MA M befdhreibe. Diefes StiicF aA=p
ift gleich dem Krammungshalbmeifer der Apollonifchen Parabel in ibh-
vem ©cheitel A, Wirde man einen andern Punft pwifchen a und A,

'Z'?' P
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oder jenfeits von A fiir Den bdie Gvolventen befdhreibenden Punkt an-
nebnien, fo wirde dicfe Cvolvente auch nidt ntebr die Apollonifche Pa-
vabel, fondern ivgend eine andere Curve fep.

IL Jir die gemeine Cyclois hat man, wie §. 98, 1L, wenn
man wieder die Gleichung

X == a'‘drc. CUS.(I — z}) — Vzay — y*
gu Grunde legt, wo (Fig. 26 und 38) AP=x, PM=y if,

f=—y mmd ac=x I+ gvm

@ubftituict man die aus diefen Ausdeiicen folgenden Werthe von

x und y in der vorhergehenden urfpringlichen Gleidhung der Cyclois,
fo exhdlt man

& = a arc. cos. (1 -~ g) O VA Sy
fiie die gefucdhte Gleichung der Cvolute der Cyclois. Seht man

B=—x/ ud ac=y/,
fo wird die leste Gleichung
b

Y/ '— dlare; cos.(: — -T — Vazax/ Zigin,

diefelbe, weldye wir {hon oben (Cinl. §. 17, VI, A) ebenfall$ fiir die
Cyclois gefunden haben, wo CQ = x/ und Q M=y war.

©ept man daber aud) in Fig. 38 A q=x/, und die darauf fenfs
rechte Gerade qm=—y/, fo fieht man, daf die Cvolute Amm’ der
Cyclois A CB wieder diefelbe Cyelois, nur in verfehreer Lage ift, fo
dap bey der erfien Cycloid AMB bder Anfangépunft in A und der
@dyeitel in C, bep der gwenten A m m/ aber der Scheitel in A ift.

IIL. Jiiv die Clipfe, deven halbe Aren a und b find, bat man
(8. 14)

und daraus folgt

iy o} (@i,

ha Yo

G =

alfo aud

: a
— 2%y iy, ) st b ‘/-——-.—h‘q :
g ar — bt b a* — b2

Gubftituirt man diefe Werthe von ; und 'E in der urfpringlichen
Oleidyung der Cllipfe, fo erhdlt man
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aa
(Zl—])' 1————b) el

oder, ivenn man alle

H'+O =G-3

fiir die Gleihung der Cuvolute der Ellipfe. Shre Geftalt iit in Fig. 18
(§. 16, 1L) gegeben worden, Geht man die Grofie b* negativ, fo ers
balt man bdie Coolute der Hyperbel.

IV. Um endlich auch aus der gegebenen Cvolute die ibrer Cvols
vente gu finden, wollen wir annehmen, daf die Cvolute ein Kreid ded
Halbmejfers a fey, fo ijt die Gleichung des Kreifes pwifhen den Coors
dinaten a und 3

multiplicive :

wlw

a* -} 32 = a*;, oder audh
@ —=a cos.9 und 3 = a sin. ¢,
wo ¢ den LWinfel bezeichnet, Der ju den Coordinaten a und 3 gehorts
Nennt man p den diefem Winfel entfprechenden Kreisbogen, fo it p = ag,
Dief vorausgefest, hHat man

da dg
d; = — sin. ¢ und ‘—1—‘; = €05, ¢,
und fonach werbcn dic bepden lesten Gleidjungen des §. 97, VL
X = a c0s. ¢ - ag sin.¢ und
y:asmu—aycos?,

Imb die Climination von ¢ aus diefen bepden Ausdricken gibt die ge-
fuchte Gleidyung der Cvolvente des Kreifes.

§. 100, (Flmwendung des Vorhergehenden auf Polar-
wuﬁmuhu) Wenn man, wie i § gd die Gleichungen
X =— 105, v Uh. 'y = r sin.yp
hat, wo Dder dort eingeffi{)rte Winfel m hier der Kivge wegen gleidy
Null gefest worden ijt, fo erhdlt man, wenn man diefe Gleichungen
sweypmal differentiivt, ofhne dabey ein erftes Diffevential al8 conftant
vorausgufesen

dx — dr cos.v — rduv sin,»,
dy i=idr sin. » -~ rdy cos.»,
d*x — d*rcos.v — 2drdy sin.v - rds® cos.v — rdiy sin.y,

d*y = d*rsin.y | 2drdv cos.v — rds? siny 4~ rd?s cos, v
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€s war aber der Ausdruck des Kriimmungshalbmeffers gwifdyen
ven rechtwinfligen Coordinaten x und y, wenn ebenfalld fein erftes
Diffevential conftant vorausgefest wird (3. ¢5)

dss

@ubftituirt man in diefer Sleidhung die vorhergehenden Ausdricke

von dx, d*x 1, f., fo erhdlt man
— dss

r2dys + 2dr®dy 4 rdrdey — rdvder’
wo ds* = dr? 4 r2dy* ift,
und bier ift ebenfall8 Fein erftes Differential conftant vorqusgefest
worden.

St daber d» = const., fo hat man

p =

p =

— ds?
r*dys 4 adr:dy — rdyder’

p =

und iff dr = const., {o ift
— ds3
r*dyi 4~ adridy 4 rdrd2y”
Ex. §iiv die logarithmifhe Spirale hat man (§. 23, 11,)

v = ]Og. r;

p =

alfo 1ft aud
1r —_—

dy = -(—11- umd ds = \/dr1 + r?dy? —= dr.ya.

Diefe Spirale [aft fid) daber rectificiven, da der urfpriinglide
Ausdruck der lesten Diffeventialgleichung

et VZ I,]-i.

Weiter ift fitv Den Winfel o der Tangente mit dem Nadius Wee-

tor (§.93,1IV.)

rdy o
tang. o == - = alfo conftant.

Um bdie Differentinlgleichung diefer Spirale jwifchen den ved)t-
winfligen Coordinaten x und y gu erhalten, wird man, nad §, 93, in
ver Gleichung rdv=dr ftatt dv und dr ihre Werthe

ly — ydx cd x ;
dpeatioy ¥ 2 Y= und dr =2 YCY 2743
x* 4yt V iz o+ 32

[ubftituiven, wodurd) man exhalt
(x—y)dy = (x+y) dx,
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und daber iff aud) die yweyte Differentialgleichung diefer Spirale
(x—7y) PPy = dx>'~dy> . . . (1)
Cndlidy erhalt man die Coolute einer Curve, wenn man (nach
§. g7) die Werthe von x und y ausd den beyden Gleichungen
(x—a)dx - (y—f)dy=0 . . . (2)
dx* - dy* + (y—p)d*y =0 . . . (3)
fucht, und diefelben in der urfpringlichen Gleichung der Curve fubfti-
tuivt, Diefem gemdf findet man aus den Gleichungen (1) und (3) fo-
X S
£33
3 SRR — ) = (X SN0
oder, Da bereitd x={ gefunden wurde:
3 + (a— )y = af,
woraus fofort folgt y =— a.
Wir haben daber x—0 und y=—«, und darausd folgt, daf
die Guolute der Togarithmifchen ©pivale wieder eine der gegebenen
gleiche und gleichliegenve Sypivale ift.

.
.

fort x = 3. Die Gleichung (2) aber gibt, da %\\- s

§. 101, (@angential -~ Coordinaten.) Die Gleichungen der
frummen Cinien laffen fich auch noch auf andere Weife ausdricten, ald
bigher, durch redytwinflige oder durd) Polar - Coordinaten, gefchehen ift.
Cine der merfwurdigften ift die wifchen dem Nadiug WVector AM=r
(Big. 39) und dem Lothe AU=u qus dem Pole A auf di¢ Tangente
MT ber Curve. Man fann diefe bepden verdanderlidyen Grofen die
Kangential = Coordinaten nennen.

Um ihre NRelation mit den Polar - Coordinaten u erhalten, ziehe
man aug dem Pole A mit dem Halbmejfer AM=r einen Kreisbogen
Mm, welder den ndadyjten HRadiug Wector AN der Curve in dem
Punfte m fdhneidet, fo ift Nm=dr, MAN =dv, alfo aud
Mm =rdy. Da aber die Dreyede MNm und NAU abnlich find,
fo hat man

B"IN _\;\- (15 T

Nm  NU L VaT (D) und
MN AN ds n

BN A2 T ohee i e i

Ve NN otdsr Iy,

wo ds* = dr* 4 r2d»* .
So hat man far den Kreid ded Halomejfers a; wenn der Pol
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oder der Anfangdpunte der Coordinaten in der Perviphevie liegt, wie
befannt :

r — 2a c0s, ¥ odet dr — — 2adyp sin.y,
alfo audh

ds — 2 ar]v,
und daber nady (I1)
ds 3a
—_— . = —, ODer
rdy r

n

r — z2au,
weldhed die Gleichung ded Kreifes swifchen den Tangential = Coordinas
ten ijt.
Cben fo hat man fite die Ellipfe, wenn der Pol im Brennpunkre
ift (8. 14)

_a(r— ey
T 2 ecos.y’
Wo & = & Var — b® ift. J
Das Diffevential diefes Ausdrucks ift (i
dr _ r%esiny ‘
diin i@ — @) it
Allein die erjie Gleichung der Cllipfe gibe fl
. | g ary — 12— h2 : | %
sin. v = _: ‘/“I;F:r_u':—l—’ alfo ift aud
dr r
& = = \/'_‘.ar — 1 — h2,

Gubjtituirt. man dieff in der Gleidhung

ds? dr2

= r* - e fo erbdlt man
d s
d v
und damit erhalt man aud der Gleichung (1I)
h2r 2au

u = oder. T = ———

2a —.1 b* 4 uz
die gefuchte Gleichung der Ellipfe zwifchen den Tangential - Coordinaten.
Nimme man aber den Pol im Mittelpunfte der Cllipfe, fo ift die

Gleichung devfelben

T3
= (za — 1),

a?h>
w = .
at 4 b2 — 2

Littror's Unl, 4. Hoh. Math. 13
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Fiir die Parabel endlidy hat man, wenn der-Pol im Sdyeitel
Tiegt , und der halbe Parometer p ift:
u* i— =P,
. Trandformirt man die vier in §. 93, V. gegebenen Audbdriicke
mittelit der Gleichungen (1) und (I1) in Tangential: Coordinaten, fo
erhalt man

ru L
Subtang, = —— s Tang, = ———/
\/r-‘ 22 \/rl — nt
o — r2
Subnorm.= _ V/r*—u?*, Norm. = —,
u u

fo daf alfo diefe vier Grofen, die font Funftionen von Differentialien
waren , bier unter der Form von endlichen Grofen erfdyeinen.
Ex. Fir die Elipfe war
b2y

N ===
QAN — R

alfo ift auch die Subtangente der Cllipfe gleid)

wie man aucd) aud der Polargleidung
a (1 — &%)
P—
1 - € cos.y
r2dy

findet, wemn man daraus den LWerth der Subtang, =

fudt.

IL Auf diefelbe Weife erhdlt man auc) den allgemeinen Ausdrud
fiir ben Sriimmungshalbmeifer der Curven jwifdyen Tangential - Coor=
Dinaten, wenn man in jenem ded §. 100, wo dr conftant ift, oder
wenn man in der Gleidyung

dr

d 85

B r2dyd - 2dr2dy 4= rdrd2y
1 3 ;
ftatt (ﬁ—:, wie aus den Gleidyungen (1) und (II) folgt s bdie Grofe

I.l'l' Pl }"'Vr'l A e
F e T e T
und deren Differential
rd*v.\/r? _ut:d1'du-——-drdy‘/l--'__u:__(rdr_‘ udu) 1/!' d 8
r:—mu?

fubtituivt , wodurch man fiie den gefuchten Kelimmungshalbmefjer
erhalt:
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rd 1

)
f du’

alfo einen Ausdruck, der nur von den erjten Differentialien der Grofien
u und v abhdngt, wie es der Natur der Tangential= Coordinaten ges
map ijt.

§. 102, (Rolllinien,) Qefdhliefen wiv diefen Gegenftand mit
per Vetradytung eines jablreichen Gefchledytd von Curven, su weldyen
pie oben angefibrte Cpclois nur al8 ein febhr [pecieller Fall gehort.

Eine gegebene Curve D E (Fig. 40), mit weldjer ein Punfe M
durd) die Cinie ME feft verbunden ift, walze fich auf einer anderen ges
gebenen, firen Curve AD. Die Curve m Mn, weldhe der befchrei-
bende Punft M wihrend der Vewegung der erjten Curve durchlauft,
heifit Rolllinie.

Wm die Gleichung der Lnie mMa gu finden, ziehe man durd)
den gemeinfchaftlichen Punft D beypder Curven und durch den befchrei-
benden Punft M die Gerade DM =r, und befchreibe dann aus D,
alg Mittelpunft mit diefem Halbmefjer v, einen Kreisbogen. Khut
man dasfelbe mit jedem andern ndchiifolgenden Punfre D, der den
beyden gegebenen Curven gemeinfdhaftlich i, fo werden die Durd)-
{dhnittspunfte von je gwey ndchiten diefer Kreisbogen in der Rolllinie
liegen, und die leste wird blof in der Aufeinanderfolge aller diefer
Durchidynittspunfte beftehen.

Sind AP/ =x/ uad P/D =y die Coordinaten der firen Curve
AD, und find AP=x, PM=—y bdie Coordinaten ded Punftes M
der Rolllinie, fo ijt die Gleichung eines diefer Kreife

(x — x/)t 4 (y =yt — 12 = o,

S diefer Gleichung ift die Grofe y/ fowohl, als auc die Grofe
v al8 eine Funftion von x/ 3u betvachten. Differentiive man fie dabher
in Vegichung auf x/; fo hat man

x — x4 — ) =+

dx’

rdre SHS
R

und die Elimination von x/ aus diefen beyden Gleichungen wird fofort
die gefuchte Gleichung der Nolllinie jwifden x und y geben.
@est man der Kiirge wegen
ds? = dx”? 4 dy%,
fo findet man aus diefen Gleichungen fitr die Werthe von x und y fol-
gende Auddricke:
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Xhe= X — lTSI-—- (rdrdx/ 4 rdy/Vds?r — dr?),

y =y — o (rdrdy/ — rdx/}/ds* — dr?),

I. @ey, fitr einen {peciellen Fall, die beweglidhe Curve D E ein
Kreis ded8 Halbmeifers a, und die fefte Curve A D ebenfalls ein Kreis
Des Halbmejjers b, und fep die wnverdanderliche Gerade, welche den
befchreibenden Punfe M frdgt, und ibn mit dem Mittelpunite O desd
erften Kreifes verbindet, oder fey MO=c. Sey liberdieh t der Bo-
gen AD, alfo aud) der Winfel am Mittelpuntte C des gwepten Kreifes

oder fey der Winfel ACD =E, fo wie der Winfel

t
180 — DOM — =/ fo bat man

x’ t 8 it
—-— == 1 — £08,= 1N =
b b d b

und 1berdie

= sin,

t
e e RACHC08E =
r SR cos. -
Daraus folgt fofort
dx’ X bt dy’ t rdr

USRE
— == 8IN, = e e CDB = — -
Y3 T T cos. - und = ¢ sin, -~

Subftituive’ man diefe Ausdricke in dem vorhergebenden LWerthe
von x, fo hat man

x t . t t ¢t b
x = x/ -} ¢ sin. - sin, - —r cos. —‘/1 — — sin.* -, oder
a b b 2 a
t oLl A e R t t
x —=b — b cos.--c sin.— sin.— — cos, - \/r‘—c" sin.? —
b + a b b a’

oder endlich, wenn man in diefer Gleidyung den oben gegebenen LWerth
von r? fubftituivt :

x =b —(atb) cos.Jr-'] — ' € cos. (; € ;-;)t,
und eben fo

viE= (a-—{—-b) sin‘lt; -~ ¢ sin, (i + ;)-)t,

und dbie Elimination der Grofie t aus diefen beyden Gleichungen gibt die
gefudhte Gleicdhung der Rollinie, weldhe filr diefen befonderen Fall die
Cyicyclois beifit. (Vergl. §. 17, VL)

@o oft die Grofen a und b {id) wie jwey gange Iahlen verhalten,
[ap¢ fid) aus Den beyden leften Gleichungen die Grafe t fo eliminiven,
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dafi das Nefultat swifhen x und y eine algebraifhe Gleichung gibt.
3ft a negativ, o wdlzt fid) der bewegliche Kreid auf der inneren Seite
er Peripherie des feften Kreifes , und dann wird die von M befdyrie:
bene Curve die Hypocyclois genannt. St endlich die fefe Curve
AD eine gerade finie, und wahit man diefe Gerade fiir Die Are ber
x/y fo it y/==o0 mnd x/=t, fo wi¢

rdr

-
fo daf daber die benden vorhergehenden Gleichungen in die folgenden
iibergebhen :

P AL
= C s5In. -
II."

ok
X =1t -— ¢ 510, —,
a

7
y:a—ccos.‘—;

i
und die Glimination von t aus diefen gwep Ausdriicten gibt die Gleis
chung der Cyclois, und jwar der verflivgten , wenn a<e, der verldn:
gerten, wenn a> ¢, und endlich der gemeinen Cyclois, wenn a=c¢
ift, dbereinftimmend mit §.17, VL

AL A A YRR R

XIIL
Bejondere Punfte der Frummen Linien.

§. 103, (Derhalten der Curven gegen thre AbLeiflenayen,)
Cine Curve entfernt fich von der Abfeiffenare, oder fiendabert fidh
derfelben, je nachdem, fiir ein pofitives dx, der Werth von y, alfo
iy s S ;
auch der von 51—} pofitiv oder negativ ift. Dabey wird demnad
ax

bie Grofe dx immer pofitiv angenommen , oder e8 Wird vorausgefest,
daff man in der Abfciffenare immer in der Ridytung der wad)fenden pos
fitiven Abfeiffen fortgebt.

Sl die Parabel 3. V. ift y2==2px, alfo audy

Da alfo in derjenigen Hilfte diefer Curve, wo y pofitiv ift, aud)
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1y " e :
(l—) pofitiv ift, fo entfernt fich der ftber der Abfeiffenare liegende Bogen
ax

der Parabel ing Unendliche von diefer Are, und dasfelbe gilt auch von
dem andern, unter der Abfeiffenare liegenden Bogen.  Denn fiiv diefen
Bogen ijt y negativ, alfo auch, wenn man y= — o feht, wo v eine
pofitive Grofie ift,

du P

—_ =

d x v

i i i
fo Daf demnadh ﬁ; wieder pofitiv ift.
Gben fo bat man fitr den Kreid, deffen Halbmefjer a ijt,
xt |yt = a2,
alfo aud
dy o

xre y’
und daraus folgt, daf fich die Curve in den beyden Quadranten, wo
x und y pofitiv, und wo x pofitiv, y aber negativ ift, fidh) fiir wad-
fendbe x Dder Abfciffenare ndbert, fiix die bepden anderen Quabdranten
aber fid) von ibr entfernt, wenn man namlich in den beyden lesten
Quadranten in derfelben Nicdhtung, wie bey den gwey erfien, in der
Abfeijfenare fortgeht. o bat man fiit denjenigen Quadranten, wo

x und y negativ iff, wenn man x=— & und y=-—y fest,
duv - du E
_——— = § ober e
dx u dx u

ober bie Curve entfernt fich von der Abfeijfenare, wenn dx in derfelben
NRidhtung, wie yuvor, genonmen wird,

6. 104. (Concavitit und Conveyitat ver Carven gegen die
Abfciflenape,) Cine Curve MNP (Fig. 31) ift gegen die Abfeciffen:
are AX concav pder conver, je nadydem die jwepte Differeny

Pb — Na = Pp
der Ordinaten negativ oder pofitiv ijf. Nach dem Worhergehenden
(8. 87) ift aber Pp=d*y, wenn
Nale=tdiy = ) B = =
iff. Die Curve ift alfo in bem Punfte M gegen A X ccncav oder ¢on-
ver, wenn, fir pofitive y, die Grofe ::; negativ oder pofitiv iff.

Fiir negative Ordinaten y wiirde fich diefe Negel umbehren. Man

fann aber diefe Duplicitdat der BWorfchrift vermeiven, wenn man fagt,
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\ 3 i2
daf die Curve gegen A X concav ober conver ift, wenn y und _:hy

entgegengefetsite ober gleiche Seichen Haben, oder fury: Die Curve ift
gegen die Abfciffenare

12 y :
concav , wenn dag Produft y :l—x\ negativ, ober

conver,  » » » »  pofitiv ift.
A gt - . ydey 2
Sur dte Parvabel 3. B, ift y2=-=2px, alfo l:I}l = — l;u, oder

diefe Curve ift immer gegen die Abfcifjenare concav. Fir die Cyclois
hat man (nad) §. 98, HL), wenn (Fig. 26) AP=x, PM=y ift,
ey a

=7

dx:‘_.d“}

alfo ift aud) diefe Curve in allen ihren Tpeilen gegen die Abfciffenare
concav, da in ihr die Ordinate y immer pofitiv ijt. Fir die Logiftif
endlich ift (§. 17, L) y =log.x, wo (§ig. 21) AP=x, PM=y ift;
alfo ift aud

Y3y o 3 |
T T log. x,

oder Ddie Curve ijt iber der Abfeiffenare gegen fie concay, und unter
derfelben conver, weil in diefem gweyten Theile x fleiner ald AB=1,
alfo log. x negativ ijt.

§. 105. (Dendepunkte der Qurven.) Wendepunfte einer
Curve werden diejenigen Punfte ‘genannt, wo die Ordinate y einen
grofiten oder Fleinffen Werth bat; diefen Ausdruct in der
Bedeutung genommen , wie er oben (§.83) aufgeftelit worden ift. Fii

a ; dy :
foldie #Bendepuntte wird alfo die Grofe 7} gleich Null, oder aud)

unendlich grof gefest werden miffen, woraus hervorgeht , dafi fiiv diefe
‘Punfte die Tangente der Curve zur Abfciffenare parallel oder fenfredht
fiebt, da (nadh §.90) tang, o ::-:i—} ift.  Hier wollen wir nur die
erften diefer bepden Falle betracdhten , wo %% = o ift, und den ande:
ren Fall, wo -3—1 = oo ift, fpdter cigens behandeln.

Wir haben aber bereits oben (§.83) gefehen, daf die Ledingungs:

gleidhung :ﬁl_: o fur einen groften oder Fleinften Werth der Grifie y,
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bag beifit alfo, fiir einen Wendepuntt der Curve allerdings nothwendig,
aber nidyt hinreichend ift, fondern daf aud fiir die Erifteny eines fols

: saiavdz el A
den Werthes die Grofe d—\‘ nidyt gleich Null feyn darf, oder wenn

d2y

. = 15 v : diy
—= verfdywindet , daf dann auch {1—\\- verfchwinden mufi, aber
I+

d x4
nicht verfdhywinden darf u. f.w., fo daf man daher jur Auffuchung der
Wendepunfte der Curven gang dasfelbe BWerfahren amvenden wird,
weldhes wir oben gur Beftimmung der grbften und fleinfren Werthe
der Funftionen gegeben haben.

@o erhdlt man fiiv die Ellipfe, wenn man ihre Gleicdhung

a? b2

; vo 1y ) ST E L -
differentiirt, wund -:1—1 = o fest, fiir die Abfeiffe x=0, und da fiir

dx2

= 1

. dafine gnoiay N !
diefen Werth von x die Grofie %l—;‘_ negatiy wird, fo gibt x=o bden

groften Werth y =+ Db, oder die beyden Wendepuntte der Ellipfe ge-
boren fiiv die Abfciffe x=0. Nimmt man die fleine Are der Cllipfe
fiir die der Abfeijfe x, fo hat man

x2

53 x®1
n"+h_':'_ 2

und man findet audh hier, daf x=o0 oder y=+a jwey Wendepunfte
der Cllipfe gibt.

i die @inuslinie (§. 17, 111 Fig. 23) 'ift y=a sin. x, alfo ge-
hoven ifre Wendepuntte ju den Abfciffen x= + Jinz, won=1, 3,
et

§- 106. (Intleyions - und Beugungspunkte.) Suflerions:
punfte der Curven nennt man diejenigen , wo die Concavitdt derfelben
in eine Converitdt gegen die Abfciffeirare oder auch gegen rgend eine
andere fefte Gerade tibergeht. i folche Punfte muf paber, nacdh

: 12 y :
dem in §.104 ®efagten, der Werth von :]—: gleich Null oder gleich

! : o dzy P :
unendlid) feyn, oder der allgemeine LWerth von o5z mup, fir foldje
a x=
Punfte, von dem pofitiven Juftand in den negativen tibergebhen.
Hat man fo, aus der gegebenen Gleidhung der Curve, und qus der

; : d2y ;
Bedingungsgleichung o — 0 DieWerthe x=a und y = der Coor:

dinaten gefunden, fiir weldye ein JInflexionspunft Statt baben Fann,
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fo wird man, wm die Crifteng dedfelben ju conftativen, in der Glei-
dung ﬂ—\—\ ftatt x die Grofe a—--h und a—h fegen, wo h unendlich
flein ift, und gufeben, ob fir diefe Fleinften Werthe von h die Orofe
%1!'1‘_ euch in der That ihre Seidyen dudert.

St 3 V. die Gleichung
y =8+ (x— a)

einer Curve gegeben, o finbet man

o w

dy 3 dz =03

dx

und -(-iT; — --:——--—-——'“—'f.
20 (x — a)

5 (x — a)

; ity A
Nimme man hier —- — oo, fo erhdlt man x=a. @ept man
dx?

aber x =a + h, fo wird

dzy A 6
IS i i
25h*

und da fonady ein Jeichenwedfel Statt bat, fo hat die Curve einen
Snflerionspunft fiir x—=a und y=4.
Auf diefe Weife findet man, daf die Curve, deren Gleichung
ax?
e
ift, fir x ::\;—5- einen Inflexionspuntt hat. Man fieht, daf in diefen

Inflerionspunften die Curve von der Tangente jugleich berthrt und
durchfdynitten wird , wie in Fig. 41, ﬁbrigeltﬁ Eonnen diefe Tangenten
in jenen Punften jede willfiirliche Lage gegen die Abfciffenare haben,
Da man, um diefe Lage su andern, nur die Nidhtung der Coordinaten:
aren (nady §. 4) verdndern fann,

§. 107. (Sipitsen Der Curven) Sn den Spigen vereinigen fich
wenigftens gwey Ajte der Curven, die dafelbft eine gemeinfcyaftliche,
awifdyen diefen Aften liegende Tangente haben, tie in Fig. 5 und 6.
Berlegt man den Anfang der Coordinaten in diefe Spige, und die Ab=
feiffenare in jene Tangente, fo Fonnen in der fo verdnderten Gleidyung
der Curve die Fleinfien Werthe von x blof pofitiv oder blof negativ feyn,

: Laavd ; . % e i "
und die Grofie % wird fiir x = o blof den eingigen Werth o, fuir
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jeve andere fehr fleine Abfcifle x aber einen doppelten Werth mit ver-
fchiedenen Reichen haben.
Fiir die Cifjois (§. 15, IL. Fig.6) ift x3 ==y (a—x), und diefe

Gleicdhyung, odex
X
y =i

aeigt, daf fiiv febr Fleine x bdiefe Abfeiffe x nur pofitiv feyn Fann.
Diefe Gleidhung gibt aber

dy  (3a — 2x) vx
dix gm)t g
woraud folgt, daf fiir x= o aud) 2—; — o ift, und dbaf fiir fehr fleine
. Jiy
LWerthe von x die Grofe ;l—i eitien dopypelten Werth Hat.
Cben o hat die Condyois (§.15, 1V. Fig. 10) die Gleichung
i b 2
%, e (a = ) 4
wo BQ=x md MQ =y if.
@est man alfo a=bh, fo hat man

2ax — x% . 28 — X
y:x\/——-—-—-—a“x —_— Va-—-x’
alfo Fann audh bier nabe bey dem Anfang der Coordinaten die fehr Fleine

oo ; 7 - dy
Grofe x nur pofitiv feyn, und da man fiir x=o0 aud) T:;: 0, und

fite febr Fleine x den Werth von i—}\ voppelt findet, fo bat die Curve

in dem Punfte B eine Spite , wie {dhon in §. 15, IV. bemerft worden
ift.  Cine dabnliche Syige hat audy die Neil'fdye Parabel (Fig. 5) in A,
die Cycloid (Fig. 26) in A und B u. f.

§. 108. (Schndbel der Curven.) Gine Spise, in weldyer die
in diefem Punfte fidy vereinigenden Afte beyde auf derfelben Seite
der gemeinfdaftlichen Tangente liegen, heifit ¢in Schnabel. Fiir ihn
gilt, was §. 107 von den Spigen gefagt worden ift, nur mit dem Un-
terfdyiede, daf, wenn wie dort die Abfcijfenare in die gemeinfchaftliche

. : ; 1y
Tangente gelegt worden ift , fiir febr fleine x der Werth von %1-)— $wat
X

audy doppelt ijt, aber dasfelbe Jeichen hat. Die oben (§.16, 1V.
§ig. 20) angegebene Schnabellinie hat in dem Anfangdpuntte A der Coors
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dinaten einen foldhen Schnabel. Sefit man dafelbft a=b=1, fo wird
die Gleidhung diefer Linie

y = x* - Vx5, und diefe gibt

=9

P d*y

}F 15
— — 2x -} 5x° Sl il B g
- - Zx*  und o -+ EVx
: ; : ; dy
Sept man in diefen AusdriicFen x =0, fo wird aud) —l}-——'— 0,
ax

oder beyde Ajte AM und A m Baben die Abfeiffenare A X jur gemein-
fchaftlichen Tangente, Fiiv fehr Fleine Werthe von x aber werden bepde

12 : . e b
Berthe von i—l—\% pofitiv. Cinen dhnlichen Schnabel im Anfangspunfie
der Coordinaten haben audy die Curven, deven Gleihungen

3 3
y = ax® 4 bx®yx und y = ax* 4 bx*yx {md.

§. 109. (Dielfache Punkte Yer Curven.) Wenn ey oder
mehr Afte einer Curve fich in einem Punfte fchneiden, ohne in demfels
Den eine gemeinfdyaftliche Tangente gu haben , fo wird ein foldher Punft
ein vielfacher Punfe genannt. Die Glocfenlinic (8,15, 11, Fig. 9),
deren Gleicdhung

ay* — x? — ¢cx* = 0
ift, bat in A, wo jeder Der Dbepbden Afte AM und Am feine eigene
angente bat, einen foldyen doppelten Punft, fo wie die Condoid
(Big. 10) in B, die Yenmiscate (Fig. 13) in A u. f.

§. 110, (Conjugirte Punkte.) Wenn die Gleidyung einer Curve
fiir einen beftimmten Werth von x=—a einen reellen Werth von y,
aber fir x = a 4+ h, wo h febhr Fflein ijt, einen imagindren LWerth
von y gibt, fo gehort die Abfeijfe x=a fiir einen conjugirten Punft,
ber gwar von der eigentlidyen Curve abgefondert und ifolirt ift, aber
demungeadytet einen integrivenden Theil derfelben bildet,  Fiir die Con-
dois (§.15, IV. Gig. 10) ift

- b 2 s
o

Sn diefer Gleidhung gibt x=o0 aud) y=o0. Sebt man aber
x= <4 h, fo wird y imagindr; alfo it fiir b<a bder Anfangspunfe
der Gurve ein einfacher, conjugivter Punft. Cben fo exhalt man fuir die
Curve, deren Gleichung

y = (x4 1)Vx i,
flit x = — 1 und y = o einen doppelten Punft u. f.
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X1V,
Differentiation der Gleichungen dev
Oberfldacdhen,

§. 101, (€rftes Diffevential Der Gleichung einer Flicke.)
Jebe eingelne Gleichung zwifcdhen drep vevanderlichen Grofen x, y, z
fann al8 die Gleichung einer Flade betradhtet werden. Da aber eine
eingige Gleichung audy nur eine eingige verdnderliche Grofie beftimmen
fann, fo majfen die ywey anderen unfever willfirlihen Annabhme tiber=
Laffen bleiben, ober man wird jwey diefer Grofien, 3 B. x und y nach
QWillFar annehmen , um dann durdy fie den ihnen entfprechenden Werth
von z fo ju beftimmen, wie der lepte aus der vorgelegten Gleidyung ver
gegebenen Flache folgt, o Fann man 3 B. aus der befannten Glei=
chung der Kugel

52 ,_[_ },: __I__ 72 — :1:,

deren Halbmejfer a ift, den Werth von z erft dann erbhalten, wenn
man den Grofen x und y guvor beftimmte Werthe bepgelegt hat, und
Da Diefe beyden Grofen x und y durdy feine teitere Nelation unter
fich verbunden, oder da fie von einander unabhdangig find, fo wird man
aud) die eine derfelben verdndern fonnen, wdbrend die anbdere ungedn=
dert bleibt, {o dafi bafer die Grofe z auf ywey verfdyiedene Avten variis
ven faun, ndmlidh in BVegichung auf x fowobl, ald aud) in Begiehung
auf y.  Jm erften Falle betradytet man in der gegebenen Gleidyung
gwifdhen x, yund z blof die ywey Grofien z und x, im zwenten aber blof
z und y alg verdnderlich. Begeichnet man alfo wieder (wie oben §. 53)
diefe partiellen Differentialien von z in Begiehung auf x

dz 12
durd (Eli)’ und in Vegiehung auf y durd (%), fo bat man
fir die Differentialgleichung der Kugel :

(tl;—: X 5 dz At y
L]._)L e = un (E) — =

Man fieht fonach, dafi jede einjelne Gleichung gwifchen drey vers
anderlichen Grofien x, y, z, von welchen gwey, x und y, unabhan:
gig find, zu ihrem Differential 31w ey Gleichungen, ater gwifchen pars
tiellen Differentialien, haf, und daf man, wenn man gu den hHoheren
Diffeventialien diefer Gleidhung fortgehen will, die beyden erften
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Differentialien dx und dy der swey als unabfhdngig angenommenen
Grofen conjtant fesen muf.

Sep alfo u = o die Gleichung einer Fldche wifchen den drey vers
anderlichen Grofen x, y und z,— Betvachtet man juerft blof die Gro=
fien 2 uud x al$ vaviabel, fo faun die Gleihung u=o al$ eine Gleis
chung swifchen den jwey verdnderlichen Grofen z und x angefeben
werden, und man Hat daher, wie oben (§.59, GleidhungI.)

() + (1) =2 o,

wo die in Klammern eingefchloffenen Gréfen die partiellen Differential-
Coefficienten, die aufer den Klammern fiehenden Grofen d x und dz
aber gewdbhnliche Differentialien begeichnen.

Cben fo erhdlt man, wenn man blof z und y variabel anninume :

du du dz Lt
(d\) (d !) d} Ty ot L)
Multiplicive man die erfte diefer Differentialgleichungen durdh dx
und die givepte durd) dy, fo ijt die Summe diefer Produfte

du du du (1/ 5 dz 1%
(ll x) + ( ) (1 + (il 7) [(l X 'I—f g }’:l =

Allein :-_d\ ..}_ — dy ift nidytd andered, al8 das vollfidn-

Dige Differential von z, ubu gleidy dz; alfo gebt aud) die lepte Glei-
dhung in folgende tiber :

B)ics (D) o+ (=@,

und “mfer Ausdruck Fann al$ das volljtandige Diffevential der gegebes
nen Gleidyung u=o angefehen werden, wenn man nur bemerft, daf
fie eigentlidh) zwey anderen Diffeventialgleidiungen gleichgeltend ift.
Denn wenn man in ihr den Werth yon dz oder
dz = ‘L’ Cdx g ‘1_"

fubftituivt, und dann die beyden Grifen rlx und dy al8 von einander
unabhdngig betrachtet, fo findet man die jwey vorhergehenden Glei:
cdhungen (X) und (Y) wieder, denen diefe Gleichung (Z) gleichgel-
tend ift.

§. 112, (Bweytes Differential Yer Gleichung einer Flicke,)
Um dag zweyie Diffevential einer Gleidyung u=o gwifdyen drey ver=
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anderlichen Grofen u erhalten, wird man jede der beyden vorherge-
henden erjten Diffeventialgleidyungen (X) und (Y) wieder in Begiehung
auf z, x und quf z, y partiell differentiiven.
Differentiive man die Gleidhung (X) in Begiebung auf z und x,
fo gibt das erjte Glied derfelben, da nad)y dem BVorhergehenden dx
und dy conftant ijt,
d*u d2u \ daz
(:l:;) o (dx(l ) dx/
und dasd zwepte Glied gibt

dzu u :1 % du
[({1\:1/) —!_ (LLz) dx —f— (d/){lx

und daher die Summe beyber Glieder

d2u d*u \daz d*u du ll 7% AEL:
( +2(:1\le) ({l.{) (tlf‘ e R

Differentiive man aber (X) in Vegiehung auf Y, %, ober was
dasfelbe ijt, differentiirt man (Y) in Begiehung auf x, z, indem man
bemerft, daf (nach §.563, 1.)

d2z dzz

dydx o dxdy
dzu dz a dz dzu dz du dzz
(rix(l\) + (tl)'d./) (rl\dz) d) (d 2 dni‘}

d*uy dz {11_4_ XY
(l].f (1\‘:1) TF Ot (R

ijt, fo erhdlt man:

Differentiict man endlich) die Gleichung (Y) in Beyichung auf y
und z, fo erbalt man

d*u dzuy dz duy d2z sty
(II_AT (lk\-llf);l\ (d,) ( )(l\ ...(-}.1)}.

und dief find die drey Differentialgleichungen der jweyten Ordnuig
von der gegebenen endlidyen Gleidhung u=o. Cine folde Gleichung
gwifchen drey verdnderlichen Grofien hat alfo ywey evfte und drey jweyte
Differentialgleichungen. ES§ ift leicht, dief auch auf die Differentialz
gleichungen der hoheren Ordnungen, und auf Gleichungen v= o jwi:
{chen mebr als drey verdnderlichen ©rofien fortyufesen.

Da in diefen drep Gleichungen (XX), (XY) und (YY) nue
drep Diffevential- Coefficienten der swenten Ordnung von der Grife z
vorfommen, fo wird man fie durd) diefe drey Gleidhungen beftimmen
fonnen.

Man wird namlidy finden
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12 2
ven Werth von (—? aug  (XX),

dx
d= z
5
» - » YRR » (XY) und
dz z o
» » » I)_ﬁ » (YY)

Bemerfen wiv nody, daf wiv in §. 111 fir das vollftandige erfte
Diffevential von z erhalten haben:

dz = —;d.\' -+ —?dy,

und daf man eben fo dasd sweyte vollitdndige Differential von z, ober
baf man d*z erbalten wird, wenn man diefen Ausdrud von dz in
Begiehung auf x und y differentiict, und dabey dx und dy conftant
fest, oder auch, wenn man in der Gleidhung (1) des §. 6o die Grife
u=z und d*y=—o fest, fo daf man daber hat

dizi= t:j . dx® 4 sa-li-lry dxdy -} i_’ . dy2.

Multiplicirt man aber die vorbergebenden Gjlud)ungen XX),
(XY) und (YY) nach der Ordnung durd) dx*, adxdy und dy*, fo
gibt dic Summe Ddiefer drey Produfte, wenn man dabey die fo eben
gegebenen Werthe von dz und d2 z lwrz'icf]'t'rf)tigcf,

()se + () + ()
+ a [( ge )d\dY it (fi: )‘Ix‘l"‘ il {1(;::113 d}'dz]
4 (d") d2zt—"F0,

berfelbe Ausdruct ober dadfelbe jwente Differential der Gleidyung u=o
einer Flade, den man auc) erbalten wird, wenn man die votherge=
hende erjte Differentialgleidyung

()0 + ()0 + ()1

differentiivt , inbem man in ihr die Gréfen x, y, z und dz verdnders
lich , die Gréfen dx und dy aber conftant nimms.
Ex, I. Sey die Gleichung gegeben

u =0 = xy -+ xz 4 yz — a*, fo hat man

@) =r+e (5)=x+2(5)=x+1n
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dzn d2u d2 u alodh
(:l\ ) ((l} ) (d 5 g
dzu d2u dzu ) gl
|I\d} i[xd/) (Ll}d! TR

Dief vorausgefest, hat man alfo fiir die Gleichung

ferner

und endlich

& ... (}'+Z)+(x+>-')?l—:=op
M .. D+ EE) =0
KX)ot -K+o+)&=m
XD .. -t ht (+))d(i{:y-—o:
@n .. E R e =,

und dief find daher die finf Gleichungen, aus weldyen man die Werthe
ver fiinf Differvential - Coefficienten

dz: dz d2= dzz 5 dz z
S e et ey e L Ao

finden ivird.

Obne fich tibrigend an diefe allgemeinen Formeln zu halten, wird
man , wie in §. 60, IL ; Firger judemfelben Jiele gelangen , wenn man
die gegebene Gleichung u=o auf die gewohnliche Weife differentiivt.
Auf diefe At erhalt man fofort die Gleichung

X . - - GF+pdzd G2 dx=o,
M . .. x+ydz 4 (x4 2)dy = o.

St dann dx und dy conftant, {o gibt die Differentiation der
swey Tegten Gleichungen
XX) . . . 2dxdz} (x+y) d*z =0,

(XY Skds dxdy 4+ dxdz 4 dydz + (x Fy)d*z =0,
(YY) . . . 2dydz 4 (x4 y)d*z = o, "wie zuvor.
Die gewablte Gleichung
u= 0= xy -} xz }yz — a2
der gweyten Ordnung gehort ibrigens fiir Das fogenannte Hyperboloid

mit einem Fache. Nennt man A, B, C die drey Hauptaren diefed
Hyperboloids, {o har man




§. 115. 200

B* = — 2a* (1 4 V2) und
= — 2at (1 — \/2),
alfo die yiwepte Hauptare B imagindr, eine diefem $Hyperboloid jufom:
mende Eigenfdyaft. (M. f. Cauchy, Exercices de Mathem, III. année.
Paris 1828,)
Ex. II. - §ur dag Cllipfoid mit drey Aren a, b, ¢ hat man die
Gleichung

x2 y2 z2

u=0=;§+l_,5+::__ 1.
Diefe Gleidyung gibt
1z 12 3 1z ety
A ORI e i il
dx atz dy bz

Differentiivt man die erfte diefer Gleichungen in Veyiehung auf =

und x, fo ift
d2z 2 dz
e —t A e Y | e
d x2 a%z? (£ dx//

1z Scllaes
oder, wenn maw den Werth von :l—i fubtituive ;

dz z cd
— T e I": == 2 .
d x2 ath?zs () J’)

Differentiivt man eben fo die erfte jener Gleidiungen in Begiehung
auf y , oder die gwepte in Beiehung auf x, fo erhalt man
d2z et xy
m it azhtzs
Differentiive man endlich die swepte jener Gleichungen in Beyie-
bung auf y, fo bat man

d2z ct

dy? B

a* bt g5 (az PEiE X1)l

§. 113, (Elimination der Conftanten und felb{t Yer will-
kitrlichen Junktionen,) Da die Gleichung =0 wifchen drey ver=
anderlichen Grofien ey erjte Diffeventialgleihungen bHat, fo Fann
man aus diefen drey Gleichungen zwey Conftanten eliminiren, und dasd
Refultat wird eine Gleidhung gwifden x, y und z, und jwifcdhen den

e 2h dz lz . -
pactiellen Differentialien (-1—?) und (%) fepn, die vou jenen bey-
ax ’

den Conflanten gany unabhdngiq ift.
Fugt man ju diefen Gleichungen nodh die drey Differentialglei:

Litteolw's Unl. §. Hob. Math. 14
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chungen der gwenten Ordnung von u==o hingu, fo witd man aus die:
fen fechs Gleichungen fiinf Grofen eliminiren Fonnen . fo v,

Auf diefe Weife wird man felbjt gany unbefannte Funftionen ei=
ner gegebenen Gleichung eliminiven, und diefer Gleichung eine audere
fubftituiven Fonuen, weldye diefe Funftion nidht mehr, aber dafir die
particllen Differentialien der Grofen x, y und z enthalt.

Sit 3 2. die Gleidyung gegeben

z =f(@x+4by) . . . (@,
wo f was immer fiiv eine, felbft unbeFannte Funftion der Grofe
(ax 4 by) begeichnet, alfo 3. B
z — (ax -+ by), obder

sin. Vax -~ by, obet
log. (ax +by) u f.,
fo fese man der Kiirze wegen ax—4-by=t, {o daf man fiir die geges
bene Gleichung den einfadyen Ausdruck

zi— (1)
pat. Differentiive man diefen Ausdruct in Begiehung auf z, x und
anf z, v, fo erhdlt man (§. 39)

(d!) — a0 ( ) b.f/ (V),,

wo £/t wieder irgend eine andere, ebenfalld unbefannte Funftion von t
begeichnet.  Climinive man aus den beyden leten Gleidyungen Ddiefe
Grofe £/ (1), fo erhdlt man

dz dz
d\)—- (-d—;_)zo o0 Sy

und bdiefe Gleichung ift der gegebenen
= f (ax -} by)
gleidhgeltend , obfchon fie die willfinliche Funftion nicht mebr enthdlt.
Man fieht, daf jene ald die erfte Differentialgleichung von diefer an-
gefefen werden Fann.
1. Differentiivt man die fo erhaltene Differentialgleichung

(d/
d\) X J(d\) %

noch einmal pavtiell, fo exhdalt man

) dzz (:1 z) 5 ((I i et
% (dml\) itk ( ) dxd\)_‘ /

14
z

I
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und eliminict man ausd diefen bepden Gleichungen die Grifie ']3), fo er-
halt man

e N e

Diefe Oleichung ift die sweyte Differentialgleichung der Gieichung
(I), und fie ift, wie man fieht, nicht nur von jener willfirlichen Funf=
tion, fondern auc) won den beyden Conftanten a und b gang un=
abbdngig.

1L @ey fiiv ein andered Veyfpiel die Gleichung

z=x.9(0)+y.P(02) +o . . . (A)

gegeben, wo ¢ und ¢ willfirliche , und felbft unbeFannte Funftionen
per Grofe e begeichnen follen.

Diffeventiict man diefe Gleichung partiell, fo exhdlt man

(£) =r¢@ m () =@,

woraus fofort folgt:

dz d =z
(l\)—-f(tl\ N (a)’

wenn £ wieder ivgend eine Funftion begeichnet. Da aber

" dz
m‘_qéml((lx S (1\

ift, fo Fann man die beyden vorhergehenden Gleidhungen aud) fo aus:

driicen :
dz dz

({l\) i [Z ey (:l\) ;]\)] G (b)’

dz ; fda dz ]

(d‘)zp. [d_‘\('l\)— ( ) : c)"
und diefe beyden Gleicdhungen (b) und (¢), fo wie aucdy die ihnen
gleichgeltende (a), find bdie erften Differentialien der gegebenen Glej-
dung (A). Sie enthalten, wie man {iebt, jede nur mebr eine jener
swey willfrirlichen Funftionen, aber dafir die erften partiellen Diffes

o s 1z
yentialien (l) und (L.i) 1
dx dy

Wenn man aber die vorhergehende Gleichung

&) -G

noch einntal paveelt differentiivt, fo bat man

Il
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ED=(ER) G () = G

alfo aud), wenn man die unbefannte Grofe if( ) aud Ddiefen givey
Gleichungen eliminirt:

(5) =& E) @,

und dieff ift die gwepte .‘.atnercutm[g[ud}mlg der gegebenen endlidyen
OIeid)ung (A). ©ie enthalt Feine der bepden urfpringlichen, duvch
@ und ¥ begeichneten Funftionen mebr, aber dafir partiele Differen=
tialien Dcl gwepten Ordnung,  Auch ijt fie, wie man fieht, identifdh) mit
ver Gleichung (IIL) , obfdhon diefe auf einem gang andern LWege erhal=
ten worden iff.

Dief wird genugen, die WichtigFeit und Allgemeinheit diefer Be-
trachtungen ju seigen, auf weldye wir pater wieder juricFFommen wer=
den.  Man wird tibrigend von felbji die fehr grofe Algemeinbeit der
Gleidyungen mit partiellen Diffeventialien bemerfen, da fie, nicht nur
von den conftanten Grofien, weldhe ihre urfpringlichen Gleichungen
enthalten, unabhdngig f{ind, wie wir diefes oben (§. 61, 1) bey den
Gleichungen mit gewohnlichen Diffeventialien bemerft haben , fondern
Da fie felbjt von den gang willfirlichen Funftionen von x und y befrent
fepn Fonnen, weldye in den urfpriinglichen oder endlichen Gleidhungen
. Derfelben vorfommen.

Fangivende Gbenen der Flachen.

6. 114. (Dorlaufige Betrachtungen.) Sepen (Fig. 42) XAZ
YAZ und XAY bdie drep unter fich fenfrechten coordinivten Ebenen,
der xz, yz und xy, auf weldye alle Punfte einer gegebenen Ober:
fliche begogen werden. Wenn x allein variict und x-4-h witd, fo
gebt man von bem Punfte M der Flade ju dem Punfte M/ iber, wo
benpde Punfte M und M/ in einer gur Chene der xz parallelen Ehene
()H Q/ M/M fiegen, und die Orbinate Q/ DL/ des Punfted M ift

() + () +
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Wenn aber y allein variivt und y - k wird, fo geht man von dem
Punfte M ju dem Punfte N iiber, wo diefe gwey Punfte in einer ur
Cbene yz pavallelen Cbhene PRNM liegen, und die Ordinate R N
Des Punfres N it

() () +

Wenn aber x und y gugleid) variiven, fo geht man von dem Punfte
M ju einem andern Punfte N/ aiber, und jwar auf ey verfchiedene
Arten, tndem man ndmlich in der erften vorbergehenden Entwidlung
y— Kk ftatt y, oder indem man in der jwepten x -+ h ftatt x fest.
Deyde Wege fiibren ju demfelben Punfte N/, wenn anders die Ober-
flache in der betradyteten @telle fletig ift, und die Gleichung (§. 53)

dz gz ik d2z
(rm‘) = (1)

weldye die Jdentitdc diefer beyden Werfahren ansdrict, griindet fich Ll
allein auf diefes Gefel der Stetigheit der Flache.

Diefe Ordinate B/N/ witd daber, in ibrer Entwicklung, nad
§. 63 jum Augdrucfe haben: /\

) il
L[+ o) 4 ()] 1

LWir wollen fie der Kiirze wegen fo ausbdriicFen :
z—+4 ph 4 qk 4 Z(rh* 4- ashk J- tk?) 4+ ...

{o Dafi man alfo hat
Ny d 2z dz
R 5= dx d \)
({] % 12 = ) “dt =z
e i — [ Y.
dx) (:1\! y (:l)")

Dief vorausgefett, ift alfo aud)

dp d 1« il
= ([1 ]t); = (rl i‘) (‘ l) und l:( q)

LWir werden diefe Jeichen im Solgenden ur AbFirzung bepbehal-
ten, und bemerfen hier nur, vaf ibnen gemdp die allgemetne exfte Dif-
ferentialgleichung jeder Flache

dz = pdx + qdy,
und daher auch die swepte Diffeventinlgleicdhung derfelben
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d*z = rdx* -} 2sdxdy -} tdy?

fepn wird, weil dp =rdx 4 sdy und dq=sdx-}-tdy ift.

I. Diefem gemaf wird alfo die Gleichung (X) des §. 111 derjeni:
gen Curve angehoren, in weldjer die mit xz pavallele Cbene Q7 Q/ M/ M
die Flache u=o fdyneidet, fo wie die Gleichung (Y) fiir die Curve ge-
hort, in welder die mit yz parallele Chene PR N M die Fladye fchnei-
det. Jn der erften diefer Gleichungen ift dz = Q/M/— QDM, und
in- der gwepten iff dz =RN — Q M, oder dort ift das partielle
dz = pdx, und hier ift e8 dz=qdy, bepder Summe aber ift das
vollftandige Differential von z oder dz=R/N/ — QM= pdx - qdy.

§. 115. (Derfehichene Grade der Bevithrungen der Ili-
chen.) 9Bir haben gefeben, daf fiir jede gegebene Fldche, deren Gilei-
cdhung gwifden xyz ausgedriickt ift, wenn x in x4 h=x-4-dx,
und y in y -k =y - dy tbergeht, der dadurch verdnderte Werth
von z gleich ift

z 4 pdx 4 qdy + f(rdx* -} 2sdxdy -tdy*) 4+ ...

Gine gwepte Fldche, deren Gleichung swifchen den analogen Coor-
dinaten x/y/z/ und mebreren Conflanten gegeben ift, {foll durch den
Punft der erften Fldche gehen, deffen Coordinaten x yz find. Geht dann
aud) ferner nody in ibr die Grofe x=x/in x4 dx, und y =y/ in
y -+ dy tiber, {o bat man fiir den verdnderten LWerth von z ober 2/
pen Augdruck:

z - ptdx 4 q/dy -+ I(x/dx> + 2s/dxdy +t7dyr) . ..

Veftimmt man nun die Conftanten der ywepten Gleidhung fo, daf
p/=p und q’=q wird, fo werden beyde Fladen, analog mit dem
oben (§. 91) Gefagten, eine Veriihrung der erften Ordnung haben, fo
Daf in dem Berdhrungspuntte Feine andere dritte Flacdhe ywifdyen jenen
beyden durchgeben Fann, wenn diefe dritte Fladye nicht aud) denfelben
DBedingungsgleihungen p =p und q/=q genug thut. (BVergl. §. 4.)

Gben fo werden diefe beyden Fldchen in ihrem gemeinfchaftlichen
Punfte eine BVerlihrung der ywepten Orduung haben, wenn man die
Conftanten der jwepten Flache fo beftimmt, daf nebft jenen beyden
Bedingungsgleichungen aud) nody die drey folgenden (vergl. §. 95)
Statt haben :

L Y T R i
und man ficht , wie fich diefed audy auf die BVertihrungen der hoperen
Qrdnungen fortfepen [dft.
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§. 116. (Tangivende Ebene dev Flichen.) Sey die gwente
der in §. 115 betrachteten Fladien eine Cbene, und die Gleidhung der-
felben

zl — Ax/ | By 4 D.
Die Bedingung, daf diefe Chene durd) den Punft der erften
Gldde , deffen Coordinaten x, y, z find, geht, gibe
z = Ax -+ By 4 D.
Demnach wird die Gleichung unferer Chene die Form haben:
z — 2/ = A(x—x') + B(y—7y),
in welder nur nod) die bepden Grofen A und B ju beftimmen feyn
werden,

Die BVedingung, daf die Cbene mit der Fladye eine Beriihrung

der erflen Ordnung baben foll, gibt aber fofort

(@)= () » =)

oder was dasfelbe ift,

AH( ) DS — (d’
dy

und diefe drey Gleihungen beftimmen die drey Grofen A, B und D,
fo Daf man daber fitr dic Gleichung der gefudhten tangivenden Ebene hat
z! — z = (x/—x) C&[[—:) + (y/—y) (%;) oder
2/ — z = p'—x) + q(y/—7)/
wo x/y/z! bie pariabeln Grofen der tangivenden Chene {ind.

I. MNennt man «, B, y die WinFel , welche die tangivendé Ebene
der Fldchen mit den coordinivten Cbenen der xy, xz und yz bildet,
fo bat man (Ginl. §. 9, L)

cos.a — —:1*, cos, 5 = TR
Vite o ViteTe
l)

\/l___i) -+ q= e

dz
o p-—( ) und q = f) ift.

Ex. Die @ftldjllllg ves (_IIlpfoibﬁ mit drey Aren
VA
as + b= + e

und cos,y ==

gibt fofort




IL. Diefe tangivende Ebene bertihrt die gegebene Flache nicht etwa
blofi in dem Elemente einer Curve, die in diefer Fladye entbalten ift,
fondern vielmebr in allen den Punfeen, weldye um den gemeinfchaftlis
chen Puntt bepder Flachen, diefem Punfte in allen ARichtungen junachit
liegen; oder mit andern Worten : die tangirende Ebene enthalt die tan-
girenden Geraden von allen den Curven, die durd) irgend eine Ebene
entfteben , welche die Fldache in jenem gemeinfchaftlichen Puntte fchneis
det. "Denn wenn man die Gleichung der tangivenden Chene in Wegies
bung auf ihre Coordinaten, d. h. in Vegiehung auf x/, y/ und 2
differentiive, fo erbdlt man

dz/ = pdx/ - qdy’.

Nimmt man alfo dx/ = dx und dy=dy, fo hat man

dz/ == pdx 4 qdy = dz

fo daf alfo fir alle Punfte, weldhe den gemeinfchaftlichen Punft bey-
der Flachen junddhfi umgeben, dz/ = dz ijt.

L. et man in der Gleichung der tangivenden Chene eine der
Coordinaten x/, y/ oder 2/ gleich Null, fo erbdlt man die Gleichung
der notenlinie (§. 8) der tangivenden Ebene in der coordinirten Ehene
der bepden andern Coordinaten. 9Man Fonnte diefe Gleichungen dev
Knotenlinien fo benigen, wie oben die @ubtangente, um ju einem ge-
gebenen Punfre der Fldche die tangirende Chene u giehen.

§. 117, (Mormalen der Flichen und Curven des grofzien
Abfal 1‘1) ’mjcnlje gevave Cinie, weldye in einem gegebenen Punfre
auf der Flache fenfredyt fiehe, beifit die Normale der §lache in die-
fem SPunfte.

Da die Normale aud) auf der tangivenden Ehene diefes Punkres
fenfredyt fteben muf, fo bat man fofort fiie die Gleichungen der Nor-
male (Cinl, § 21):
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it + (2! — ) dz A ]

; ] (1) O{ oder
y —y 4+ (,.«_,,)(‘ ’) = 05
xX — x - p(z! —z) = )

Y= ¥ qiet —2) =
Sennt man apy die Winfel der Normale mit den drey Ridytuns
gen der Aren der xyz, fo hat man, wenn r = V1 +4 p* +q* ift:

P 2 X
Cos. & = TGOS P = — I und cos.y = —.
: G =

1. Die Cntfernung diefes Punftes xyz der Fldde von irgend
einem Punfee x/y vz der Normale ift gleich

VOT=a G —=y) F @,

alfo audy gleich
(' —2)Vi+p + ¢

Jit in diefem Ausdrufe z/ = o, fo erhalt man fir die Linge
der Qiormale jwifchen dem gegebenen PunkFte der Flache und demjeni-
gen Punfte, wo die Normale die Ebene der xy trifft, den Ausdrud

N = — z\/l—[—l)'-'—{—(l’.
Ex. $iir das eben angefiihrte Cllipfoid hat man
N=— o Vier Fes b

Stie die Kugel iff a=b=c¢c, alfo aud
Ni="a';
odet N gleid) dem Halbmeffer der Kugel.
Jit vas Clipfoid durdy Umbdrehung der (_IItpfc = -{— :f_ =1 um

die Axe der ¢ entftanden, fo hat man e _"— —]- = 1, und ift es
durd) Umbdrehung diefer Cllipfe um die .‘lu. ber a curﬁnnben, fo bat
man —4ﬁ\ :Fq/ =1

1L Unter allen den Curven, weldye durd) einen gegebenen Punft der
Slache, in diefer Flade, gegogen werden Fonnen, wird s eine geben,
die, in Diefem Punfte, die grofite Neigung gegen eine der drey coor:
dinirten Cbenen, 3. V. gegen die Cbene der xy hHat. Man nennt fic
de Curve des grofiten Abfalld (Courbe de la plus grande
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pente), und fie wird in den audibenden Kinflen oft mit Vortheil
gebraucht. |

Man wird diefe Curve finden, wenn man unter allen den Sera-
Den, die in der tangirenden Cbene durd) den BVerithrungspunkt gejogen
werden fonnen, diejenige Deftimmt, weldye mit der Chene der xy den
grofiten Winfel bildet.

Allein die Kuotenlinie der fangivenden Gbene mit der Ehene der
xy ift

—z=p(x'—x) + q@'—7),
und da die gefuchte Gevade auf diefer Knotenlinie fenfrecht ftehen muf,
fo ift (nady €inl. §. 3, I.) die Gleidyung der gefuchten Geraden
POi—y) —q(x/—x) =0 . . . ()

Diefe Gleidhung ift eigentlich die Projection der gefuchten Curve
in der Chene der xy. Werbindet man fie daher mit der Gleichung de?
Oberflache

dz = pdx - qdy,
fo witd man diefe Curve felbft erhalten.
Ex. I. Die Gleidyung einer Chene ift
Ax + By 4+~ Cz 4+ D = o,
olfo ift aud) p = — E\ und q=— g, und daber die Gleichung (1)

Y.rel B ’__B :
Sty ober y=3+%

Allein bie Knotenlinie der gegebenen Chene hat jur Gleidyung (8. 7
"\ D
z\x—I—By+D=o oder bl ot
und aus diefen beyden Gleichungen folgt (Cinl. §. 3, 1L), daf die ge:
fudyte Cinie des groften Abfalls auf der Knotenlinie der Chene in xy
fenfredht ftebt, wie befannt.
Ex, II, iir die Kugel hat man die Gleichung

%2 + y2 ...’_ A =

Diefi gibt p = — ; umd q = — ;, fo Dafi daber die Gleichung (1)
in folgende tibergeht:
ly — yd
xdy — ydx = o, oder aud 27\—'—: 1))

Allein diefer Ausdruck entfieht (§. 28) durcy Differentiation aus
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der urfpriinglichen Gleidyung

o
— = Const.
X

Die Projection der gefuchten Curve ded grofiten Abfalls in dev
Ghene der xy ift alfo eine gevade, durd) den Anfangspuntt der Coor=
dinaten oder durdy den Mittelpunft der Kugel gehende Gerade. Diefe
Qinie {elbft entfteht daher durd) den Schnitt der Kugel mit einer Ebene,
die durdy die Are der z gebt, oder diefe Curve ift ein grofiter Kreis
ber Kugel, der durch den gegebenen Punft derfelben fenfredht auf der
Ghbene der xy fteht. Liegt diefer Punft im Sdeitel oder in dem hochs
flen Punfte der Kugel, fo iff x=y=0, alfo aud) jene Gleichung

Const. = 2;
ober, da bdiefer Ausdruck unbeftimmt ift, fo haben audy alle durch den
Sdeitel der Kugel gehende grofite Kreife den fdrtiten Abfall gegen die
Gbene der xy.

6. 118. (Probleme itber nach gegebenen Gefetzen beweg-
liche tangivende Ebenen.) Um von dem oben erhaltenen Aus:
druce der tangirenden Cbene ciner frummen Fldche einige Amvendun:
gen gu geben, wollen wiv juerft folgendes allgemeine Throrem voraus:
fehicten,

Wenn man jwifdhen den Gréfen abe, a’b/c/, al/b e/ und
RR/RB“ die ywey Syfteme von Gleichungen hat:

a2 --b> -} ¢ = R2
a? - b2 - ¢~ Rz ) ... (1) und
all> + biiz _!_ c/2 — R
aa’ - bb/ | co/ = oe
aa’ - bb¥ 4+ cc// = o0, ..
al all ,_[_ b/hi _{__ L — 0_‘-
{o gelten fuir diefelben Grofien fofort aud) die jwey folgenden Syfteme s

- (2),

a2 a a2
=t hem =1
b2 . bz b

TG -+ ]7—[—? =l S SESB) I,

c=

c".‘, l-”.i
'I_TL —[— m + ']'{ﬁ‘:

|
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ab —i'- a’'b’ a” b
K R T
ac ﬂl (.{ ;lla nJJ
G e
be b e’ b e
T O T
Denn, nimmt man die drey unbeftimmeen Grofen w, ul, u’ fo an,

dafi man bat
au ~} a‘u/ 4 a¥u’ = p

bu 4 b/uw/ 4 b/ui = p!
cu - c/u/ - e/ ul = p¥
fo bat man, wenn man die legten drey Gleihungen quadrivt und thre
@umme nimme, vermoge der Gleichungen (1) und (2):
R2 u? + Ry _i__ R ui’r = P': _,i_ P;: _]__ P.r.az M (a)

Multiplicivt man aber diefelben drep Gleihungen nady der Ord-
nung durd) abe, dburch a’bre/ und durdy a’ b/ e/, fo erhalt man
fir die @umme diefer Produfte wieder vermoge der Gleichungen (1)
und (2):

*u = pa - p'b - p“c,
R2w = pa’ - p’b! -+ p’c,
BYul — p alt ~ P’ L/ + Pucu_

Sudyt man endlid) aus den drey lepten Gleihungen die Werthe
von u®, w? und w2, und {ubflituirt fie in der Gleichung (a), fo er-
balt man

a? a” a’'z
afi= e
P (}1: + gz I.{“'—’)
h* b2 h'2
{0 iR o PP,
+e (gt t+)

o2 c’

2 _l::_ sty ol o 1%
+ IE e + B 1 m
ab a’ b’ asib?’
a2 A e PEE R et
+ PP Bz + R 4 B2 )
S (R
i Sy

be BcY | o Al vidd
i

el (st n) o e g e

Da aber diefer lepte Ausdruck fiir a[le Werthe von p, p/, p*
gelten foll, fo enthalt er audy fofort die Gleichungen (3) und (4).
L. Dief vorausgefest , fey dic ®leihung gegeben
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Ax* + By* 4 Cz2 =1,
welde, wenn A, B, C pofitive Grofen find, befanntlich fitr ein Cle
lipfoid gefort, deffen dren Aren 1%\., = \—]‘— find.

@Gudyen wir nun diejenige Flache, weldye durd) die BVewegung
Des Durdyfchnittdpuntees entftebt, in weldhem fih drey Ebenen fdhnei-
den, die unter fich fenfrecht ftehen, und deren jede jenes Clipfoid in
einem Punkte tangirt.

@ind x/y/z/ die Coordinaten bed Verihrungspunftes des Ellip=
foid8 mit der erjten Cbene, und bejeidynet man die Coordinaten der
bepden andern Veriihrungspunfte mit wey und mit drey Strichen, fo
bat man juerft, da bdiefe BWeriihrungspunite alle auf der Flade desd
Cllipfoids liegen:

Ax? | By* J-:Cz* — 1?
Ax/i2 - Bytr 4 Cz/i? s U A
A xhn _:_ B)--H.f: _E___ Cgiic — ls

Die Gleichungen der drey berihrenden Ebenen felbft aber find
(nach §. 116, 1)

Axx 4 Byy! - Czz' = 1{
Axx/ -~ Byy” 4 Czz/! — 1).
A x xl _}_ B}ryru __I_ Czzll — 1.1

Da aber, der Aufgabe gemdf, diefe drey tangirenden Ebenen auf
einander fenfrecht fteben follen, fo hat man (Einl. §. 10)

Arx/x!! - Bry'y - Crazlz! = oa

Il

Arx/xit L Bryiyid L Cralz! — o) .. . (B)

Arx/ixil - Bryttyi _E_ = 0,

@ept man nun, der Klrge wegen,
Ao AR v S T e 2 O ==
Al ——"g (LA E v F— ] » Bl = (i
Axi/l — all Byl = b/t » = Czill = ¢!,

fo verwanbdeln fidy die Gleichungen (B) in die oben mit (2) begeichneten
Ausdriicke, und die Gleihungen (A) geben in folgende tber:

az bz c? \

el Il == — ]

A ~i R + &

a b’z c% 1]

=y e e W e e
A B ‘ 3 ( )
aln bz et

g
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Sept man ferner

R2 a* - b* -} e

B/ al? _%_, bz __I_ ot

Rz — ali* _]_ Ltz __[__ /2
fo find diefe drey lesten Gleichungen identifh mit den oben durd) (1)
begeichneten Ausdricen. Da alfo bereits die Gleichungen (1) und (2)
aud) bier gelten, fo werden, nach dem Borbergehenden, aud fofort
die Gleichungen (3) und (4) Statt haben. LQuadrirt man alfo die vor=
bergehenden drey Gleidhungen der bevithrenden Chenen, naddem man
die erfte durd) R, die yiwepte durch R/ und die dritte durch R4/ dividive
hat, fo gibt die Summe diefer drey Quadrate, wenn man dabey die
Gleichungen (3) und (4) bericfichtigt

1l

= L i 1 1 1
xE e R ez = s i o
Addirt man endlich eben fo die Gleichungen (C), naddem man
die erfte derfelben durcd) B>, die gwepte durd) R/2 und die dritte durd)
/2 dividict bat, fo erbalt man ;
1 1 3 1 1 1
Etmtm=ztsTo
fo baf man daber, vermdge der bepden lepten Gleidyungen, hat
1 1 1
St b e e S
und diefe Gleidhung geigt, daf der leweglidie DurchfchnittSpunft der
brey unter einander fenfrechten, das Glipfoid ftetd beriihrenden Cbe-
nen, eine Kugel befchreibt, die mit jenem Clipfoid concentrifch ifty
und deren Halbmeffer gleich der Ouadratwurzel aud der Summe der
Quadrate der dren Aven ded Cllipfoids ift.
®ebt das Clipfoid in eine Kugel iber, deren Halbmeffer x ift,

fo hat man A =B =C = :‘-, alfo auch

x* 4+ y* | 22 = 3r?
fiir eine mit der gegebenen concentrifhe Kugel, deven Halbmeffer gleidh
ry3 it
1I. Seyen cben fo drey concentrifhe Kugeln gegeben, und die
Slache zu fuden, weldhe durc) die Vewegung des Durchfchnittspunt:
ted von drey unter {ich ftets fenfrechten Chenen entfteht, deren jede eine
jener drey Kugeln berihrt.
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Sind ab ¢ die drey rechtwinfligen Coordinaten des verdnderlidyen
Punftes auf der Oberflache der evften Kugel, deven Halbmeffer gleidy
R ift, in weldyem diefe Kugel von der einen diefer Chene beviibrt wird,
und begeichuet man file die bepden andern Kugeln diefe vier ®rofien mit
einem und mit jwey Strichen, und nimmt man iberdief den gemeins
fchaftlichen Mittelpuntt diefer drey Kugeln fir den Anfang der Coors
dinaten, fo Haben offenbar die vorhergehenden Gleihungen (1) auch
bier Statt.

Die Gleichungen der drey beriihrenden Chenen aber find (nadh
Semra 0ytd)e

ax - by - cz = 1?,
a’x -4~ by - ¢’z = R~2,
= RV

allx __l_ ]J.ffy + C”Z

Da aber diefe drey tangirenden Cbenen unter fid) fenfrecht feyn
follen, fo haben (€inl. §. 9, 1I) aud) die Gleidhungen (2) Statt, und
dbaber, nady dem Worhergehenden, aud) fofort die Gleidungen (3)
und (4)-

SBenn man aber die drey gegebenen Gleichungen der tangivenden
Gbenen quadrirt, nachdem man die evjte durch R, dic gweyte duvd) R
und die dritte durdy) R/ dividirt hat, fo gibt die Summe Ddiefer drey
Quadrate, wenn man dabey die Gleichungen (3) und (4) Lerick{id)tiget :

x2 + ),.1 + z? — Rz + R + li“:,
woraus folgt, daf die gefuchte Slade, welche der Durchfchnittspunfe
jener drey Cbenen befchreibt, eine den gegebenen drey Kugeln concen-
trifhe Kugel des Halbmeffers VR R~ + Rz it

@ind die Halbmeffer dev drey gegebenen Kugeln unter fic gleich,
und ift jever derfelben gleich r, fo wird diefes Problem mit dem befon=
dern Falle der Nro, L identifd), und man hat

x* 4 y* o} 22 = 3r

IIL. @epen endlidy jwey ihrer Geftalt und Lage nad) gegebene
Klachen gegeben: man fucdhe diejenige Fladye, weldye von einer beweg:
lidgen Gbene befchrieben wird, die ju jenen gwey Flachen immer Tan:
gente bleibt.

Seyen die Gleichungen der gwey gegebenen Flddjen

z = F(x,y) wd z = f(x,5),

deren Differentialgleichungen wir fo ausdriden wollen :
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dz = F/(xy).dx -4 Fr(xy).dy und
dz = f/ (xy).dx + £/ (xy).dy.

Nimmt man auf der erfien Flache fiir den BWerlihrungdpuntt ders
felben mit der Ebene denjenigen an, deffen Coordinaten

x=—A, y=B md z=F(A, B)
find, fo ift die Gleichung der berihrenden Flade fiiv diefen Punft
(§. 116)
z— K(A, B) = (x— A)F/(A, B) + (y—B)F/“(A, B) . .. (I.)

&ind eben fo

x — Ay — by %z = f(a,*b)
die Goordinaten des Berihrungdpunfted auf der ywepten Flade, fo it
die Gleichung der beriihrenden Chene fiie diefen Punfe
z — f(a, b) = (x—a)f/(a, b) 4 (y—Db) ¥ (a, b) . .. (IL)

Da aber bepde tangirenden Chenen jufammen fallen und nur eine
eingige, bepde Fladyen gugleid bertihrende Ehene bilden follen, fo miifs
fen die drey Coefficienten von xy z in den bepden lehten Gleichungen
iventifd) feyn, wodurd) man exhalt

F/ (A, B) = / (a, b),
¥4 (A, B) = f(a, b),
FU(A, B) = A Bi(A,B) — B WA, B (" 2RI
— f(a, by — a'. f/(a, b) — b . ff(a, b)

Gliminirt man daber aus den finf Gleihungen L, 1L, TIL die
vier Geéfen A, B, a und b, fo erhdlt man eine ®leichung in xy z,
weldhe fiir die gefuchte bewegliche, bepde Fladyen tangirende Clene ge=
hoven wird.

Diefe Elimination ju vereinfadyen, fann man guerft aus den Glei-
dyungen L., lI und ausd den jwey erften der Gleichungen 1L von den
vier Grofen A, B, a und b drey, 3. V. die drey legten eliminiren;
dadurdy erhdlt man eine Gleihung in xyz und A, #die wir M=o

nennen wollen, und diefe Gleichung wird fir die den beyden Flachen

gemeinfchafliche tangivende Ebene gehoren, deren Lage durd) die uns
beftimmte Grofe A particularifivt wird, Differentiict man Daber diefe
Gleichung jwep Mal in Begiehung auf A, fo erhdlt man

1 M dz M
M = o, ({H):-u und (i

Eliminict man dann aus den bepden erjten diefer drep Gleichun:
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gen die Grofe A, fo erhdlt man, wie yuvor, die gefudyte Gleidyung
der die beyden gegebenen Fldchen ringdum berihrenden Fladye, oder
man erhdlt die Gleichung der die beyden Flichen berubrenden Ehene
in allen Cagen dev lepteren,

Diefe bepden erften Gleidyungen M = o und (}—11 =0 =
fammen genommen, und ohne aus ihuen die Grofe A ju eliminirven,
gehoren fiiv den Durchfdhnitt jweper ndchiten tangirenden Ebenen, die
alfo eine gerade Cinie feyn wird, weldhe die erjte gegebene Flade in
dem Punfte A tangirt. Cdft man dann in diefen bepden Gleichungen
die Grofe A in A 4~ dA ifbergehen, o werden die fo entjiebenden
swey newen Gleichungen die ndchiifolgende tangivende Gerade geben.
Diefe bepden tangirenden Geraden werden fich in irgend einem Punfe
fchneiden, und diefer Durdhfchnitespuntt wird offenbar derjenige Punft
oer erften Tangente fepn, fiic welden die Werthe von xyz fid) nicht

. x ' g d M
dandern, wahrend (in den beyden Gleichungen M=o und (Tf) =iy
v

der Werth von A in A - dA fbergeht. Wenn man daher diefe beys
den Gleichungen blofi in Besiehung auf A differentiict, fo werden die
bepden fo erbaltenen Gleichungen fiir jenen Durdyfchnictspunfe den
swey nddyften Tangenten gehoren. Da diefer Punkt fich audh) auf der
exften Tangente befindet, und da iberdief die Differentiation von M= o

; 1M ! s hid L i
die Gleidyung (:L—\) bervorbringt, fo wird man fir den Durdhfchnicts-

punfe diefer ywep nachiten Tangenten die drey vorhergehenven Gleichun:

gen baben: ot
. d M 2 M
M—"0, (TT =0y IC):o.

Diefe Gleichungen werden die vier Grofen xy z und A enthal-
ten, und durd) die leste Grofe A wird der Punft auf der erjten Flache
angegeigt oder particularifive, file weldyen man den Durdyfhnittspunte
ver jwey nadyjten Tangenten gefudyt Hat. Wil man daber Ddiefen
Durd)fdynittspuntt unabhangig von diefer Grofe A erhalten, d. b, will
man alle auf diefe Weife entjtehenden Durch{dynittSpunfte je zwep
nadyfter Taungenten, oder will man die Frumme Linie erbalten, in
weldyer alle diefe Durchfchnittpunkte liegen , fo wird nran, aus den
vrep lesten Gleichungen, die Grofe A eliminiven, und das efultat
diefer Climination wird die wey Gleichungen diefer Curve der Durdy-
[chnitedpuntte fammelicher Sangentenpaare geben:  Man pflege diefe

Littror's Unl. 4 Hifh. Math. V5
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Curve die Wendungsdcurve der die beyden gegebenen Fladyen
ringdum tangirenden Fldche ju nennen.

Climinivt man endlich aus vden drey Gleichungen (L) die jwey
Grofien a uad b, fo wird man eine Gleichung ywifhen A und B erhal
ten, weldye fiir diejenige Curve gehort, in weldper unfere gefudyte tan-
givenve Flddye die erfte gegebene Fldde z = F (xy) berihrt. Da
picfe Curve felbjt gany in der gegebenen Fliche z = F(x, y) ent=
balten feyn muf, o wird diefe Curve durcy die aus der fo eben evwabhn-
ten Glimination refultivende Gleichung, und durdy die Gleichung
z — F(x, y) vollitandig dargeftellt fepn. Eliminivt man eben fo aus
den drey Gleichungen (I1L) die zwey Grofen A und B, fo wird die
aus diefer Glimination Hervorgehende Gleichung, verbunden mit der
Gleihung z = f (x, y), dicjenige Curve darftellen, in weldyer unfere
gefuchte tangivende Flache Ddie ywepte gegebene Flade z = f(x, y)
Deriibrt,

Sit eine diefer Flachen leuchtend und die anderve dunfel, fo wers
den dDie gefuchten tangivenden Flddyen digjenigen feyn, weldye den Sdyat-
ten und den Halbjdhatten des dunfeln Korperd begrdangen. Die jwey
fo eben erwdbhnten Curven aber werden Ddiejenigen feyn, die auf dem
punfeln Kovper den beleuchteten Theil von dem befchatteten trennen,
und die auf dbem [leudhtenden Korper den Theil , weldyer fein Licht auf
pen dunfeln Kérper fendet, von dem abfondert, dejfen Strahlen die
punfle Flddye nicht mehr errerchen.

Um das BVorbhergehende auf ein Veyipiel anzuwenden, fepen die
bepden gegebenen Fladyen Kugeln. Sey R der Halbme)fer der lench=
tenden, v dey dunfeln Kugel, c die Dijtany ihrer Mittelpunfte , und
endlidy der Mittelpunft der leuchtenden Kugel zugleid) der Anfang der
Goordinaten. Dief vorausgefest, bat man fir die Gleidhungen der
beyden Kugelflachen

22 — Rt — x* — }2’
2? = 1* — (x—¢)? — y=
Daraus folgen fofort die beyden Gleichungen, die wir oben durch (L)
und (IL) begeichneten, namlich
Rz — A2 — B2 — A(x—A) — B(y—B)

== e e e el
VRY — A7 — B2 (1)
und
AR r? — (a—¢)? — b? — (a—c¢)(x —a) — b (y—b) RHS (“.)

e Sia o a0
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@Gept man die analogen Coefficienten diefer bepden Gleichungen
cinander gleich, fo exhdlt man fiir die ywey erjten der Gleichungen (I11.)
A g a—.¢
WRE = A2 — B2 iy Ve = (am o) — B2,
B b
VARE T AR A V2 — (a—¢)? — bt
und endlidy fiir die dritte der Gleihungen (IIL.)
A(A—a) 4B (B—b)

2 T T ER gl TORNC LY et i
v VI = (F=—6) = e e
Die gwey erften diefer Gleichungen (IIL) geben fofort durdy Dis
vifion
a— ¢
Wi L B,

Subitituict man diefen Werth von b in bdiefelben ey erfien
Gleichungen 1L, fo gibt jede verfelben , wenn man fie quadeivt:
A*y? = (a—¢c)* . IR?,
und die dritte der Gleichuugen (IIL) geht in ru[genbe uber
(R* — Ac)A - R*c — R2a
Diefe beyden lepten Gleicdhyungen geben
A — L}([i F r) und
(2).
A= c— -(1 R)
Gubjtituivt man aber diefen LWerth von A in Der vorhergehenden
Gleichung (1), fo erhdlt man
et AL e il
Vl. ¢t — mE (W) — b2e
und dief ift die Gleidhung gwifdyen xyz und B, weldye wiv oben durd
M=o bejeichnet haben,
Differentiict man fie ywey Mal in Begichung anf die Sréfe B,
fo exhalt man
Bez = yVR*ct — B*(K Fr)* — B*c* ... (2) ud
Do e e AT A ERR o E )= B s
PWon diefen gibt die Gleidhung (2)
y2[R*e? — R (R Fr)?)
CHE )

Z

Bt
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und diefer LWerth von B, in der Gleichung (1) fubfiituirt, gibt
(y*4-2*).[c* —(BFr)?] = [Re—x(BF)]* ... @)
die Gleidhung der gefuchten Flache, weldye die bepden gegebenen Kue
gelflddyen ring8um berubet. Dicfe Gleichung gehort, wie man fieht,
fur einen Kegel; dad obere Jeichen fiir den vollen, dad untere fiir den
halben Sdyatten.
Die Gleichungen (2) und (3) geben durd) Divifion
y* = — =% ‘oder |y? - z* =30,
und diefe leste Gleidyung, verbunden mit der Gleidyung (4), gebort
fiir die oben erwdbnte Wendungdcurve der tangivenden Flide.
Da aber die Gleihung y* - 2> = o nur fiir die LWerthe y = o und
%z = o befteben Faun, fo gibt die Gleidhung (4):

C
gl p =

L
1R &

Die Wendungscurve ift alfo hier ein eingiger Punft, der Scheis
tel Deb Kegels und der lepte Werth von x iff die Entfernung des Scheis
tels von dem NMittelpuntte der leuchtenden, foiwie
L
— 1

X — C =—

vom Mittelpunfte der dunfeln Kugel.
SGubjtituirt man ferner die oben (Gleihungen (a)) gefundenen
Werthe von A und a in den bepden Gleichungen
F(A, B)? = R — A* — B* umd
f(a, b)* = r* — (a—c)* — b?,
fo exbalt man
F(A)B): s Bt — R*.— i__‘;(n:pp):)
4 S )
£(a)b): + b* =1* — = @ FR)? S
und die Gleichungen (v) und (5) find die Gleidungen der acht Projec-
tionen der vier Verihrungdcurven in den Cbenen der Xy und der xs.
Die Gleichungen (a) jeigen, daf diefe Curven in einer auf xy fenfs
vechten Cbene fieben, und daf fie vom Anfangspunfte der Coordinaten
um die angegeigten Werthe von A und a entfernt find. Die Gleidyuns
gen (3) aber geigen, daf diefe Curven Kreife {ind, deven Halbmeffer
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jum AYusbrude Haben :
T Ayt
‘/B‘- Frhe (R F r)* und Vr! —_ -:\2 (v + R)*.

3t endlich x = ¢ -} C, fo wird dic Gleichung (4)

———— 4+ r(c+8) —R.C
Vy: |22 = et
\/(-': — (Hh—1r)?
weldhed der Halbmejfer des Freisformigen Schnitted des vollen und ded
Dalben Sdyattens ift, der durch eine Chene entfteht, die fenfredit auf
xy ift, und die um die Grofie C von dem INittelpunfte der dunfeln
Kugel entfernt ift.

XVI.
Krimmung der Flddhem

§. 11g. (Bugeln, welche cine gegebene Flache bevithren.)
Da ju einer Vertihrung der Fladyen von der gwepten Ordnung, nad)
§. 115, finf Bedingungsgleichungen befriedigt werden miijfen, fo Fann
eine Kugel, deren allgemeine Gleichung nue vier Conftanten enthalt,
nidyt in dem Sinne jur Krimmungsfugel einer Fldche verwendet wers
Den, wie wir oben den Kreid jum Krimmungsfreid der Curven ge-
braucht haben, oder man fann im AUgemeinen Feine Kugel angeben,
die mit emer Flache rings um den einen Punft derfelben jwen Elemente
gemeinfchaftlich batte,
Diefe Gleichung der Kugel ift ndmlic
(x—a) 4} (y—Db)* + (z—¢)* = R?,
wo ab e bie Coordinaten ihres Mittelpunftes, und R ibr Halbmeffer ift.
Die erften Differentialgleichungen derfelben find
x —a - p(z—c) = o0 ud
y —b 4 qz—¢) = o.
Behanvelt man diefe Gleihungen analog mit jenen in §. g1 und
§. 95, fo erbdlt man fiir die drey Conjianten a, b, ¢ folgende Wertbe:

i R R
n:x——}——_l_)—_-—, b:\'-i—-——-——(j-—-—-, c=z

Vitr e gl TR Vit
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Leftimmt man aljo die LWerthe von p, q aud der ywifchen x, y
und z gegebenen Gleidyung der Flache, und fubjiituirt dann die fo er-
baltenen “‘Rerr[}c von a, b, ¢ in der Gleichung

X/ —a) 4 (y —b)® - (¥ —c) = R,

fo erbdlt man die Gleichung einer Kugel, die mit der gegebenen Flddhe
eine Verlbrung der erfien Ordnung hat. Jn diefer Gleidyung der Kus
gel find x‘yfz/ die verdnderlichen Grofen, und der Halbmeffer der
Kugel bleibt unbeftimme.  Wergleicht man die vorhergehenden ey
Diffeventialgleichungen mit denen des §. 117, fo fieht man, daf die
Mittelpunfte aller diefer Kugeln in der Normale der Flache liegen.

§. 120. (Betrachtung der Kugel, welche die swey hoch-
ften Glicder der Entwicklung von z mit ciner Flache gemein-
fehafilich hat.)  2Bir haben oben (§. 115) gefehben, daf jwep Flde
chen in einem gemeinfdyaftlichen Punfte eine BVertihrung der yweyren
Ordnung baben, wenn fitr fie die VedingungSgleichung, die eigentlich
finf andern Gleihungen gleidygeltend ift, Statt hat:

(p'—p)dx + (¢—q)dy 4 (' —r)dx* 4 (s/—s)dxdy
4+ S (t/—t)dy*=o.
Den bepden erften Gliedern diefer Vedingungsdgleichuug ift bereits
durch die Kugel gentige gethan, die wir in §. 119 gefunden haben,
wo aber der Halbmejjer B Dderfelben, wie man gefeben bat, noch
unbeftimmt geblieben ijt.  9Man Fonnte nun in diefer Kugel den Halb=
meffer B fo beftimmen, daf aud) die drey folgenden Glieder unferer
Wedingungsgleichung verfdyvinden, oder daf man I)at

@—1) + 26/—s5) A

Allein durch diefe Annabme wird offenbar eine NRelation gwifchen den
Grofen dx und dy eingefiibre, die doch) fonft gang unbeflimme waren.
Sn ber allgemeinen Gleichung jeder Flade

dz = pdx - qdy
it namlich, wie bereits erinnert wurde, dz = pdx das ’\zﬁ}rentm[
der Ordinate z in dem Durdh[dynitte N M/ (Fig. 42) der Fldadye mit ei-
uer der xz parvallelen €bene, und ¢ben fo iff dz = qdx das Diffe:
vential der Ordinate z in dem Durdhfchnitte MN ber Fiddhe mit einer
ber yz parallelen Ebene. Sudit man aber das Dlnerenna[ der Or=
dinate fiir den Durcdhfchnitt MN/R/Q der Flache mit einer ouf xy

0.
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fenfrechten , tbrigens willkirlich gegen die Are der x ftefenden Chene,
fo wird diefe Ebene unfere Flache in der frummen Linie M N/ fdyneiden
und die Projeftion diefer Curven in der Eheue der xy wird die gerade
Cinie Q R/ feyn.  Diefe Projeftion Q@ B/ wird alfo jur Sleichung
baben
y = ax + 3,

und dadurd) wird eine Abhangigfeit unter die beyden Coordinaten x
und y gebracht, die fonft, fur die Fldche im Allgemeinen, nicht Statt
batte. Dad Differential diefer Gleidyung ift

dy

drirel

und da diefe Gréfie « dic Tangente ded8 WinFels begeichnet, welche
die Projeftivn Q R/ mit der Are der x bildet, fo iff durd) diefe Grifie

a ober %i_i die Ridytung beftimme, in weldyer man bey der Fladye von

einem Punfte derfelben ju dem nadyfifolgenden Puntre fortgehen niuf,
wm die beftimmte Curve M N/ auf diefer Flade zu erbalren.

Diefem gemaf dricft alfo unfere lehte BWedingungsgleidung aus,
Daf die durd) fie beftimmee Kugel die Cigenfdaft bat, dafi feine an=
dere Kugel pwifchen ibr und jwifdien der gegebenen Fliche in dem
Punfte durchgeben fann, der ju den Coordinaten x4 dx mund y-4dy

gL 1 - b s

gehort; oder wenn man die Grofe :—1-% = w fest, und diefer Grofe
w einen beftimmten Werth gibt, fo wird die erwdhute Cigenfchaft un=
ferer Kugel fur alle diejenigen Punfte gelten, fiir welde « denfelben
Werth hat, d. b. fiic alle Punfre der Curve M NN/, die in dem Durch:
fchnitte einer ibrer Cage nach beflimmten, auf xy fenfredhten Chene,
mit der gegebenen Fldadye liegen.

Um nun den Halbmeffer T diefer Kugel unferer Bedingungs=
gleichung

(tf—1) 4 2 (s'—8) @ + U—1) ot =0
gemdf gu beftimmen, fo gibt die bereitd in §. 119 aufgeftellte Gleichung
der Kugel
(x!—a)* 4+ (y/—Db)* -+ (z/—c)* = R*,

wenn man ibre partiellen Differentialien fudyt, da wegen dem gemein:
fdyafelichen Punft bepder Fladen x/=x, y/=y und z'=z ift,
folgende Gleidyungen:
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X—a —Db

p= — - l, rl":-—-:—--—«

1 % —C 7—c
y = A0 A 1/ ikl
C—a ! C—?‘,’ C—7

fo bafi daber unfere BVedingungsgleidhung in die folgende tibergeht, wenn
man die oben (§. 114) angenommene BVedeutung der Geifien r, s und t
bepbebalt,

r4 205 ;- @t = i el b i (‘—]-(;:_}i':

C—1 %

!

oder Da bereits (§.119) wegen der Veriihrung der erften Orduung der
Kugel mit der Fladye
— It

C—a — ——

Vet ipr s g2

erbalten wurde,
i ke [14p* 4 2pqoe + (1 + q*) 7] - \./l__—l—_l\_ - q_
r -4 25w - Lw® i
und dieff ift der gefudhte Werth des Halbmejfers der Kugel, weldye die
oben erwabnte Cigenfchafe Hat.

§- 121, (Beftimmung des grotzten und kleintten Werthes
viefes falbmeflers R.) Da in dem vorhergehenden Ausdrucke von
R bas Verhaltniff o = :1_"\ willfirlih angenommen wurde, fo wol:
Ten wir denjenigen Werth von o fudhen, fiir welden B ein Grifites
oder ¢in Kleinfies wird.

Alein der evivdhnte LWerth von R Fann auch fo geftellt werden

R = = {Fe + (ptaeil VigipraEp:
Jot r 4 250 - tw? ¢
und da jugleid
— R i
C—d =
Vitp: + ¢

fo entfpricht der grofite oder fleinfte Werth von R aud) jugleidh dem
grofiten oder Fleinften Werthe von ¢.  Eliminirt man daher die Grofe
1R qu$ den bepden vorhergehenden Gleichungen, fo erhalt man
14w - (ptqe)? = (c—z) (r4 250 4 tw?) ... (1)
Differentiivt man diefen Ausdrud in Vegichung auf ¢ und o und
fest bann de gleich Dull, fo hat man
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o + @+ q0) g + (s4tw) (2= ¢) = o ... (),
weldhe Gleichung, durd) « multiplicivt und von (1) fubtrabirt, qibt
1P 4 pgo + (r450) (z—0) = o ... (0).

Climinict man aus (1I) und (11) die Grofe z—c, fo erhdlt man
fiir « eine Gleidhung der Form

Ao* - Baw—C =0 ..v (1V),

o Der Kirge wegen gefest wurbe

A=(04q)s —pqt,
B=(O4+¢)r— ( —+p*)t,
C= (+4p») s — pqr

£ofit man endlidy die julest gefundene Gleidyung auf, {o hat man

— B VBT 4AC
L !

2 A

! dy : L ; HE
und diefer Werth von w— = gehort alfo unter allen frummen Linien,
ax

weldhe durd) den Veriihrungspunft in der Flache gesogen werden fon-
nen, fiir jene Curven, weldye die grofite oder fleinfte Kriimmung haben.
Da A, B, C Funftionen von x und y {ind, fo wird die lete Glei-
cdyung felbft eine Differentialgleichung fiiv x und y fepn, und fie fos
wobl, als$ aud) ihre urfpringlidhe Gleichung, aus deren Differentiation
jene entftanden ift, wird die Gleichung der Projeftion jener Curve in
der Cbene der xy fepn.

Da der Werth von e doppelt ift, fo fieht man, daf jedem Puntte
Der Fladhe im Allgemeinen zwey foldye Curven der groften und. flein-
ften Kriimmung entfprechen werden. Differentiivt man endlid) den vor:
bergehenden Ausdruct von R noch einmal , fo findet man leidht, daf
in der legten Gleichung dasd obere pofitive Seichen fiir den grofiten und
das untere negative fiir den fleinfien Werth von R gehort, fo daf alfo
unter allen Curven, weldye durd) einen Punft der Fldche in diefer Fldde
gegogen werben Fonnen, immer wey find, deren eine die grofte, die
andere aber die Fleinfte Kriimmung hat.

L Um den Halbmeffer diefer beyden ausgeseichneten Curven ju
erbalten, wird man den gefundenen 2Werth von o in dem oben gege-
benen Ausdructe von R fubftituiven, 3u diefem Swede wird man am
bequemften fo verfabren
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Multipliciet man die Gleichung (1I) durdy s und (1) durd t,
fo ift bie Differen; diefer beyden Produfte
_ O04p)t—pqgs — Ao
s —rt
©ubftituict man in diefem Ausdrucfe den oben gefundenen LWerth
von w und fest der Kiirze wegen
h= (4p) t+ (4q) r —2pgs,

fo erbdlt man

Z—C

b4 VB 4G
f

3 (rt—s%)

£g—C =

und daber auch
i [— b VB 4 4AC] . Vigp? 4+ ¢ ’

2 (rt — s°)

R

Sept man aber der Kiirge wegen
K =14p* 4+ q ud g=rt— s¥,

fo wird

B 4 4AC =h* — 4k . g,

fo tie

=G

— h 4 Vi — 4k, g
— - ’

2 8

und man erhdlt daber fiir den gefuchten groften und Fleinften Halbs
mejfer
k TR T
_— -REET 1 —
R a{;[ h 4+ Vh 4k g] TR i e
II. Da die Lage der Cbene der xy willfirlich ift, fo Fann man
annehmen, daf fie der, die Fladye in dem gegebenen Punfte tangiren:
den Ehene parallel ift. Unter diefer Worausfesung wird p— qg=o.
Sind aber a und 3 die gwey Werthe von w, die der Gleichung
Aw* +~-Bw — C=o0
eutfprechen, . b. find a und 3 Ddie trigonometrifden Tangenten der
Winfel, weldye die bepden Curven in dem gegebenen Punite der Fladye
mit der Are der x bilden, fo ift (Cinl. §. 3. I.) bie trigonometrifche
Rangente des Winfels, weldyen jene beyden Curven unter eingnder in
dem gegebenen Punite bilden, gleid)
o= f VB F 4AC
i fg pder —»——————__\'i P
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Da aber fiir p=q=o0 aud) A— C=o ift, fo ift die Tana
gente des lehtgenannten Winfel$ unendlid) oder die beyden Curven der
groften und fleinjten Kelmmung der Flache ftehen in ihrem Durd)-
{chnittspunice auf einander fenfredt.

§. 122, (Andere Ableitung des Halbmellers diefer HKugel,)
@tellt man bdurd) xyz die Coordinaten cines gegebenen Punfres der
Flache und durch x/y’z/ bie des Mittelpunfres einer Kugel vor, die
durd) jenen Punfr der Fladye geht und R jum Halbmefjer hat, fo iit

(x—x)* + (7—¥)? + (z—z)t = R ... (1),

Differentiirt man diefe Gleichung partiell , fo hat man

x—x/ - p(z—2zf) = o0 ... (2),

y—y + pG—2)=o0 ... (3),
welde beyden Gleichungen, nady §.117, den Normalen der Fladye
in dem gegebenen Punit angehoren.

Geht man aber von diefemn Punfte der Flade su einem nadhi-
folgenden in frgend einer willfitrlichen NRichtung tiber, fo werden vie
Normalen der Fladie in diefen bepden Punften nur dann einander
{hneiden, wenn ftd) diefe bepden Normalen in einer und derfelben
Ebene befinden, und dann wird diefer Durchfchnittspunfe der beyden
Normalen derjenige Punft der erfien Normale feyn, fiir weldyen die
Coordinaten x/y/z/ fich nicht dndern, wabrend x und y fich andert.
Denn in den Gleichungen (2) und (3) find x/y*z¢ die verdnderlichen
Coordinaten einer und derfelben DNormale, wdbrend die Grifien xyz
und pq, die gu einen beftimmten Punft der Flache gehoren , fiir dies
felbe Normale conftant und nur dann verdnderlid) {ind, wenn man von
einer Dtormale ju einer anderen libergeht. Differentiirt man alfo die
Gleichungen (2) und (3), indem man x/y/z‘ als confiant betvadytet,
{o hat man

dx + pdz } (z—2/) dp = o,
dy 4- qdz 4 (z—2z/) dq = o.

Climinirt man aus diefen bepden Gleihungen die Grofe z — 2/,
fo exhdlt man

dp (dy-4-qdz) = dgq (dx4-pdz) ... (4).

Man hat aber, nady §. 124, die allgemeinen Begeidhynungen
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dz = pdx 4 qdy,

dp = rdx + sdy und

dg = sdx 4 tdy,

fo daf daber die bepden vorbergehenden Gleichungen die folgende Ge-
ftalt annehmen

dx + prdx —|— pqdy 4+ (z—z) (rdx 4 sdy) = 0 ... (B)

dy ++ pqdx 4+ q*dy - (z—2/) (sdx - tdy) = o ... (6),
1 -

oder aud), wenn man%aus der erften, und z—z/ aug der ywepten

eliminict und die oben angegeigte Grofe A, B, € und g, h, k bey-

bebalt

g(z—z)* 4+ h (z—z) -k =0 ... (7))
& dy

i — C =o0...(8).

Die vier Gleidhungen (2, 3, 5 und 6) gehoren fiir den Durd)-
{chnittspunft der bepden N ormnlm Da aber jur Veftimmung der
Coordinaten x/y/z/ diefes Durdfdynittspunftes fdhon die drep erften
diefer Gleidhungen hinveichen, {o ift die lesire (6), die feine diefer Coors
dinaten enthdlt, nichts auderes, al8 eine Vedingungsgleichung, wels
dher genug gefcheben muf, damit die beydben nachilen Normalen fic)
in Der r‘bar fl‘[‘llt'ft‘t‘l] fonnen. Diefe leste Gleichung gibt alfo den

Werth uon —=—, D.[. bie Nidytung, in weldher man von einem Punfte

ber l5[ad;e jut einem anbdeven gehen muf, damit die Normalen beyder
Punfte in einer Chene liegen und ficdh daher~fdhneiden.
I. Die Gleidyung (5) gibt
— h \/}1'-‘- — 4 kg
:

9o
o

und diefen Werth von z—z/ in (2) und (3) fubftituirt, gibt

h — \/'1 — 4hzp
y—3 = q( )

h — \/h — 4k
x—x/ = II( ),

und bdiefe Werthe von x—x/, y—y/, z— 2/ endlich in ter Gleidyung
(1) fubitituirt, geben

_._[_h+\/ — 4k g]

Nefultate, die fammtlich mit jenen ded §. vau tibereinftimmen.

Zz—zl =
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II. Diefer Halbmejfer R [dfit fich aud) nod) auf folgende Weife
finden.
Gubftituire man die Werthe von x/—x und y/—y aud den
Gleidhungen (2) und (3) in
R = (V—x)t 4 (1) F (22— )
fo erhdlt man
R = (z"—2). V1 —+p* -+ q*
Climinivt man aber aug den beyden Gleichungen (5) und (6) die
Grofe ::—i, fo bat man
1-}-p2—(_7.’-—7.}r__ pq — (z'—=z)s
Pq— (&—z)s — a4q¢ — @—zt’
und wenn man bievin
z!—z = R (1-}-p* 4 q*)mi fest, foijt
(rt—s?) B* — [(14p*)t—2pqs + (14 q*)r] Iivm
+ (4 +q) =o... (9
und aus diefer Gleichung findet man den gefudyten doppelten FWerth
von B, wie juvor.

§. 123, (Alnwendung des vorhergehenden auf befondere
Jille.) 1. Die Gleichung des Ellifoids mit drey Aren it
x2 y? 72 iuf
Gl R e
Bon diefer Gleidhung find die LWerthe von p, q und von r, s, t
bereits oben (§. 112, Ex. II) mitgetheilt worden, Subftituivt man
fie in der Gleichung (4) des §. 122, {o erhdlt man
1y2
a* (b*—e) xy
dz=
+ [b® (a* —¢?) x2—a? (b*—c?) y2—ath? (a? —b?)] f:..’i
Ttux
—b* (a>—¢?) xy = o,
oder einfacher

dy=

Mxy

: ik iy
(& My e Nyl =y

wenn man der Kiirge wegen fegt

d a2

a* (b*—¢?) a* (a% — bh2)
M= —— Nt Ei s
R und T
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fiel
(3]

. dy A A
Diefe Gleichung gibt alfo den Werth von .1"2 ober die Nidytung,

in weldyer man auf der gegebenen Flache fortgehen muff, wenn die
nachftfolgenden Novmalen fich fchneiven follen , over, wad vasfelbe it
in welcher man forrgehen muf, wm in den bepden Curven der groften
und fleinften Krimmung der Jlache yu bleiben.

@ct man a==b, fo daf vas Cllifoid

8+) +h_

durch die Umbdrehung der Ellife 31— -+ 3— = 1 um die Are o entfteht,

fo it M=1 und N=o0, alfo aud) jene Gleidhung

) g g Y, SO
XY i (T Y e = Y =

Qoft ntan diefe Gleichung in BVegiehung mlf{l—‘l auf, fo findet

man die ywen Werthe diefer Srofie

1y : ly
.[_):_—_.l uno -(-l:-——--t
L ¥

Die erfte diefer Gleidhungen gehort fitr eine gerade Linie, die
durch den Anfang der Coordinaten geht, weil das Werhdltnif der bey:
den Grofien dy ju dx dasfelbe ijt, 1wie dad der Grofe y ju x. Die
swepte Gleichung aber folgt durd) Differentiation des Ausdrucies ;

x* __I_,, ).: =

und gehort alfo fiir einen Kreis. Jene ift die Projeftion aller Meris
diane auf die Ebene der xy, und diefe ijt die Projeftion der Parvallel-
freife Der Fldche in derfelben Gbene der xy. Beyde Curven find in der
Oberfliche des Notations - ©phaveids auf einander fenfrecht , und ju-
gleich diejenigen, in welchen fich die auf einander folgenden Dtormalen
{dyneiden, Da in diefem Vepfpiele die verdnderlichen Grofien x und y
aus den LWurgelzeichen treten, fo finden fich diefe beyden Curven der
groften und fleinfien Kriimmung von einauder unterfchieden; twenn
dief nicht der Fall ift, find beyde nur zwey Jjte einer und derfelben
Curve.

IL. S§n einem gwenten Ben{piele nebnienwiv den fogenannten ges
raden Kegel von Freisformiger BVafid,  Jft r der i’;-albmenu diefer
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Bafid und l. die Tangente ded Winfel8 der Seitenlinie ded Kegeld mit
ber Ave, fo it die Gleidung des Kegeld
x* oy = 1;: (z—a)~

Dief voraudgefest hat man

atx asy

R.= -r'-'_(z—u)’ s r? (z—u)’

at y* — atxy atx?
== EE R L s 2 T S )
4 (7 — a)? r4(z—a)? ri(z—a)’

Sefst man nun, wie in §. 121, I, die Grofen p = q=o
foijt
A ="C = ¢ undh B.= vt
Gubitituirt man diefe Werthe in der oben (5. 121) erhaltenen

Gleidyung

fo bat man

odet wenn man davin die fo eben gefundenen Ausdriicke von r, s und t

fest,

2XYy

und diefe Gleidhung gibt fiir © = %‘-; Die gwey Werthe
dy x dy v
L
und diefe gwey Ausdriicke find den folgenden beyden gleichgeltend
x* 4 y? = a* und y = bx,
wo a und b conjtante Grofen begeichnen. Daraus folgt alfo, daf auf
der Oberfldche eines Kegels die bepden Curven der grofiten und flein-
ften Kriimmung, in jedem Punfte ded RKegel8, dpurd) die Seitenlinie
des Regels und durch) den mit der Bafis parallelen Kreid audgedrickt
werden.
1L @uchen wir endlidh nody den Halbmeffer der groften und
fleinften Kriimnung fir alle die Oberfladyen , welche durd) die Rota-
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tion. einer auf der Ebene xy fenfrechten Curve um die Are der z ents
ftanden find. Diefe Oberflachen haben, wie wir bald (§. 131) fehen
werden, die Gleidyung

2= f(c4y),

wo f irgend eine willfiirliche Funftion begeichnet.

@ep Der Kiirge wegen
dzi= (xdx }ydy) . £/ (x*J~y?) und
d. 0 (24y) = (xdxFydy) . 4 (2452,
wo £ (x* - y*) und £ (x*-}-y*) wieder andere Funftionen von
ver ©rofe (x*—-y2) begeichnen, fiiv weldhe wir abfurgend blof £ und
fir {hreiben wollen.

Dieff vorausgefest, hat man
p = xft, lqr=y i,
r = f/x*f, s = xyfr umd t = 4 y*in,
@udyt man davaus die oben (§. 121, I) angefiihreen Werthe von
g, h und k, {o erhalt man

g = 4 (+y?) 18,

h =2/ 4 (x*+y*) (f3414),

k=1 4 &y 1

Vhi— j kg = (x2452) (£ —f).
@ubjtituirt man diefe Ausdriicke in dem vorbergehenden Werthe

fo wie

— a5
JRNN =k \/ll‘—.i iz g
ded grofiten und Fleinften Krimmungshalbmeffers, fo findet man, ins
dem man dad obere oder untere Jeichen nimmt,

)it

"

e L S

uud 3

[ 4 (x2f-y2) 2]

£ ob {33 320 B

Nebhmen wir fiir einen befonderen Fall das EUifoid, weldes
burch die Umbdrehung der Cllife

=+

]_{H —_—

el
]

I

A

y
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um bdie Are der b entftanden ift, fo Hat man fir die Gleidhung des:
felben

x':+}-'_’ A
\ a2 + e S i
Dief vorausdgefest ift alfo
b*x b2y
D i LT B!
ba bixy 3
ARE W Y L B ] el 2
Sy i (a Yy s = i Py (a x?),
alfo aud
ba
f/—= = o oundi = =
F at 3

fo Daf man daber fiir diefes CUifoid erhalt
R— :ﬁ [b* 4 (a*—b?) za]r’

By = E:T {l_ﬂ -4 (a* —b?) Z“'_]

(]

. bz
Biirz=o0 hat man N'=a, Rl =—,

fir z=b ift Bf—_nuz?;,

fir a=Db endlidy ift R/=R%=—=a,
Man fann nod) bemerfen, daf die Normale N der erzeugenden
Cllife ift (). 98)
N = [b (@b 2],

fo baf man daber hat

1El— % SN e D SR Id—‘ NS,
bl )"

Wir baben aber ebendafelbft (§. 98) gefeben, daf der Krim:
mungshalbmeifer p der erzeugenden Cllife
N3 a2 N3
P ; = ..l.)_l_
ift, fo daf man alfo hat

RE= ;l—: N und RY = p.

1V, Bemerfen wir nod) jum Schluffe diefes Gegenftandes, daf
fih, vem Worbergehenden su Folge, jeder Punft einer gegebenen
Oberfladye auf gwep foldien Curven befindet, von welden jene, die

Yittron's Anl. 4 Hoh. Math- 16
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dem fleinften IWerthe von R entfpricyt, die Curve ber grofiten Kriinte
mung, und die dem grofiten IBerthe von R entfprechende, die Curve
der fleinften Kriimmung beift.  Haben diefe beyden 2Berthe von R
basfelbe Reichen, fo find jene bepden Curven in demfelben Sinne ge=
frimme , fo wie im entgegengefelsten, wenn fie verfchiedene Seichen
haben. .
S@enn man endlidy ywifden der Gleichung der gegebenen Flache,
und gwifdyen den vier Gleidyungen 3), (5), (6) und (8) bed §.122

. : 40 b 2y X
bic vier Gréfen x, y, z und —— eliminirt, fo erhdlt man, durd)

Sie Goordinaten x/y’z/ ausgedrict, die Gleichung derjenigen Obers
flache, weldye der Ort der Mittelpunfte aller Kriimmungsireife jenee
Gurvenpaare ift, die auf der gegebenen Klache gejogen werden fonnen,
and diefe newe Fladye wird im Allgemeinen aus jwey Theilen befteben,
von weldyen der eine alle Mittelpunfte der groften Keammung, und
ber andere alle Mittelpunfte der fleinften Kriimmung enthalten wird.

AT A RAAA R TR VAR L AL A

XVIIL

Fangenten und Krimmungstreife dev
Gurven von doppelter Krimmung,

6. 124. (Verfehicdene Ordnungen der Berithrung diefer
Curven.) Da eine eingelne Gleidhung gwifdyen drey verdnderlidjen
Grofen file eine Oberflache gehove, fo gehoven gwey folde Gleidyungen,
wenn fie gufammen betradytet , oder al8 coeriftivend angefeben werden,
fiie den Durd)fdnitt gweper Flachen. Diefer Durchfdynitt
wird inm Allgemeiuen eine Frumme Qinie fepn, deven Glemente nicht in
einer und derfelben Cbene liegen, d. b fie wird eine frumme Linie von
doppelter Krimmung feyn.

SWenn aber ein Gegenftand, wie 3. B. eine foldye Curve von doppelter
Qriimmung, durdy ey Gleichungen ausgedriickt wird, fo fann er of:
fenbar audy durdy gwep willfirliche Combinationen diefer Gleichungen
ausgedriictt werden. 2Am einfachften wird man im Algemeinen diefe
bepden Gleichungen darftellen, wenn man aud der erften 3 . Die
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®rbfie z, und aus der jweyten die Gréfe y eliminive. Dadurdy erhdlt
man gwey andere Gleichungen der Form

y = ¢(x) und z = ¢ (x),
die ebenfalls diefelbe Curve von Ddoppelter Kritmmung, und $ivae fo
ausdriicen , daf Ddie erfle y= o (x) die Vrojection jener Curve in der
coordinirten Ebene der xy, und die gwepte z= ¢ (x) die Projection
derfelben in der Chene der x z gibt.

Man fieht, daf in einem foldyen Gleidhungspaare nur mehr eine
eingige der drey verdnderlichen Grofen , 3. V. die Grife x unabhdngig
iit, da fiir jeden gegebenen Werth von x qudy das y durch die erfte,
und dad z durd) die ywepte Gleichung beftimme wird.  LAft man alfo
x in x - h iibergehen, {o erhdlt man fiiv die beyden andern Coordinas
ten die Werthe

dy hz dry

h —= =
y + o dx 1.2 dx2 + und
dz h* d2z
B h_d:. + T o B

Cben fo wird man fiir eine swente Curve, deren Gleidhungen
jwifdyen den Coordinaten x/, y/, z* und Conftanten gegeben ift, wenn
man ebenfalls x/ in x/4-h iibergehen [4ft, fir die beyden anderen
Coordinaten

dy* h? d2y2

i e S SR

) + : d x’ o tial ndx! + und
d zf hz 2 z*

/ ST it £
Sfanain (i el T gt

@ollen nun diefe bepden Curven einen Punft, gu weldem die
Coordinaten x, y, z gehdren, gemeinfdyaftlich haben, fo gibt dief die
drey Vedingungsdgleichungen

b At L i — R — L P

©ollen fie weiter , in diefem Punfte, eine Beriihrung der erften
Ordnung haben, fo wird dief durch die zwey neuen Bedingungdgleis
dungen audgedriictt :

dy dy’ dz ~ daf
sell el LU el

und eben fo wird man fiir eine Beriihrung der jwepten Ordnung nebft
Ven fitnf vorhergehenden WVedingungsgleidhungen, nod)y die gwey fol-
genden baben:

d*y d=y’ d?z d2z’
—_— o — — = — U f. .
= Frer U LI o L

16 *
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A8 Beyfpiel fiir foldhe Curven von doppelter Kriimmung hat
man die Gleihungen y>==ax und z*=by fiir den Durchfchnitt von
swey parabolifchen Eplindern, von weldhen der eine auf der Ebene dev
xy, und der andere auf yz fenfrecht feht.

§. 125. (Tangenten dieler Curven). Um die Gleidyungen der
geradlinigen Tangente einer Curve von doppelter Krdmmung, deren
Gleichungen

y = o(x) und z = (3)
find, gu finden, nepme man fiiv die gefuchten Gleidyungen diefer Tans
gente die folgenden an:
yt = ax! 4 &,
zl = bx! 4+ B.

Dief vorausgefept, geben die drey erften der in §. 124 angefuibr-
ten Vedingungen, d. h. erfiens die Vedingung, daf die Tangente burd)
ben Punft x, y, z der Curve gehen foll, die gwey Gleihungen

y! —y = a(x) — %)y
2/ — 7z = b (x/ —x),
und eben fo jweptens die BVedingung, daf die Gerade mit der Curve eine
Beriihrung der erflen Ordnung haben foll, gibt
dz
- nd s bi— ==
af die gefuchten Gleihungen der Tangente

| &

a =

(g~

woraud daher fofort folgt,
der Curve find:

dy
i s i 7 — _'J —_— ——
y y = (x -~ x) dxa
dife
z! — z-—_.“(x-‘ﬁx)ﬂ

1. Am einfachften iff e8, diefe Curven von doppelter Krltimmung
al8 Polpgone von unendlich Fleinen @eiten angufefen, vou welden
nur immer je ywey nddyfte in einer Gbene liegen; dann find die Tan:
genten diefer Curven die Werldngerungen diefer Seiten des Polpgons.
Nennt man x, y, z die Coordinaten ded Anfang8punkts einer diefer
@eiten, fo find x4 dx, y4dy, z 4 dz die Coordinaten ded
Endpunfts desfelben. lennt man dann ds den Abftand diefer bepden
Punfte, d. h. die Lange irgend eines Glements der Curve, fo werden
die Grofen dx, dy, dz die Projectionen von ds guf den Aren der
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x, yr z feyn.  Nennt man alfo audy «, B, y die Winfel, weldye die
Zangente mit diefen drep Aven der x, y, z bilder, fo hat man

d x 3 dy dz
C0S.a — —, '€05. 8 = —— und cos.y = —,
ds ds < ds

und auch durch diefe Gleichungen [dft fich die Nichtung der Tangente
fite jeden Punft der Curve beftimmen. Sie fonnen leicht auf die vors
hergehenden Gleichungen der Langente gebrad)t werden, da man hat

4 » a i P . :

y —y cos. 2’ — % Cos. 7y
= = und =TT
x — x cOS. & xi—x COS. o

@ubftituivt man in diefen Ausdricten die gefundenen Werthe von
cos, @, cos. 3 und cos,y, fo erhdlt man die vorhergehenden Gleichun:
gen wieder.

I, Da gwifchen diefen Cofinus die BVedingungsgleihung (Cinl.
§.9) beftebt:

cos.*a -+ co0s.2 3 - cos.ry = 1,

fo bat man aud

ds = Vdx* -} dy? 4 dz?
fiir das Clement des Vogens der Curve.

§. 126. (Mormalebene diefer Curve.) Gine Normale auf eine
Curve von doppelter Kriimmung ju giehen, ift eine unbefiimmee Auf-
gabe, da es unydhlige Gerade gibt, welde durd) einen gegebenen
Punft der Curve auf der Tangente derfelben fenfrecht ftehen. Aber
der Inbegriff aller diefer Geraden bildet eine auf die Tangente fenfrechte
Cbene, oder die Normalebene der Curve, Um fie ju beftimmen,
bat man fofort (nach §.11, 1)

(x —x’) cos. a -~ (y — y/) cos. 3 -+ (z — 2z') cos. y = o.

Cubfiituire man in diefem Ausdrucke die vorhergehenden Werthe
bon cos.a, cos.f3 und cos.y, fo erhdlt man

(x —x9)dx 4 (y y)dy 4+ (z—2)dz = o
fir die gefudyte Gleidyung der Normalebene, die durch! den Punft xyz
ver Curve geht, und deven verdnderlidhe Coordinaten x/ y/z/ find.

§. 127. (Brimmungsebene diefer Curve,) Diejenige Chene,
weldhe durch ywey nachitfolgende Tangenten einer Curve von dopypelter
Svimmung gebt, beifie die K vimmun g8ebene diefer Curve.
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Die Gleicdhung derfelben in dem Punfte der Curve, deffen Coor:
dinaten x, y, z {ind, wird die Form Haben :

2 — # = A(x=x) + B —y).

Differentiivt man bdiefe Gleichung swepmal in Vegiehung auf x
und y, fo erhalt ‘man, wenn man fein erfes Differential conftant
vorausfept :

dz = Adx - Bdy,
d*z —= Ad*x - Bd?y,
woraus folgt:

dzdry — dyd2z dxd2z — dzd>x
= —m—— md B =
dxd>y — dyd2x dxd*y — dydx

Sebt man daher der Kiirge wegen

X = dyd*z — dzd*y,
Y = dzd?*x — dxd?z,
Z = dxd*y — dyd*x,

fo erhdlt man filr die gefudyte Gleichung der Kriimmungdebene, oder
wie fie aud) genannt wird, der Ofculationsebene
& —x)X + (=) Y k(2 —2)Z = o,

in weldyer man eined der erjten Differentialien, 3.2B. dx, alé conjtant
amehmen, alfo d>x=o fesen wird. Diefe Gleichung aibt ein Mit-
tel, su entfdyeiden, ob eine Curve von einfacher oder von doppelter
Kriimmung ift, da im erften Falle die Osculationsebene fiir alle Punfte
der Curve gelten oder diefelbe bleiben muf,

§. 128, (BRritmmungskreile diefer Curve,) Um denjenigen
Kreid ju finden, der mit der Curve von doppelter Krummung eine Be-
viihrung der jwepten Ordnung hHat, werden wir nidt nur die Grofe
biefes Kreifes oder feinen Halbmeffer und den Ort feines Mittelpunfts,
fondern audh die Cage feiner Gbene im Naume beffimmen mijfen, und
daher fur die Gleichung diefes Kreifed das Syftem einer Kugel, und
eine durch den Mittelpunte diefer Kugel gelegten Ghene nehmen. St
p der Halbmejfer drefer Kugel, und find a, b, ¢ bdie den Grifien x,
¥ z parallelen Coordinaten ded Mittelpuntrs derfelben, fo ift die Gleis
chung der Kugel

(x— )t + (=B + (2— o) = ot

Die Gleichung einer Cbene aber, die durd) den Mittelpunft dies

fer Kugel geht, wird die Form haben :
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x—ad(G—bA+ (z—c)B =0,
o A und B jwep Conftanten find, welde die Cage diefer Cbene im
NRaume ausdriicfen.

@oll ber Kreid, der durch den Schnitt diefer Ehene mit der Ku-
gel gegeben ift, mit einer Curve von doppelter Kriimmung eine Beriihe
rung der gwepten Ordnung haben, oder foll p ber Kriimmungs:
halbmeffer dber Curve feyn, fo miiffen, nad) dem Vorhergehenden,
nicht nur die Werthe von x, y, z in beyden Gleidhungen, fondern aud)
ihre erjten und gwepten Diffeventialien mit jenen der gegebenen Curve
identifd) feyn, Differentiivt man daher diefe bepden Gleichungen jwey=
mal, ofne irgend ein Diffevential al$ conftant voraussufesen, fo ers
halt man:

(x—u)dx 4 (y—Db)dy + (z—c¢)dz = o,

dx 4+ Ady 4 Bdz = o, .
(x—a)d*x4-(y—Db)d’y - (z—c)d2z-}|-dx2Fdy* -} dz* =0,
d*x - Ad*y -} Bd*z = o,

Die vierte und fechste diefer Gleichungen geben fofort, wenn
man die vorhergebende Vegeichnung der Grofen X, ¥ und Z beybeblt,

A::% und B=%

@ubftituirt man diefe Werthe von A und B in der wepten jener
Gleidyungen, fo gibt die jweyte, dritte und finfte , weldhe Gleichungen
blof die Grofien a, b, c enthalten, wenn man wieber

dsz — dx? + d},'.’. + dz'z
febt, nady einigen Meductionen:
(Ydz — Zdy) ds=

A Y it LS
X2 X gz
(Zdx — Xdz) ds®
b —y= = ; ]
X2 o Yo o 72
Xdy — Ydx) ds2
C —Z = 7

XE Lo¥Z o 72
und durch diefe drey Gleichungen werten die Coordinaten a, b, ¢ ded
Mittelyuntts ded Krimmungsireifes beflimmt. Subftituirt man end-
lich diefe LWerthe von (a—x), (b—y) und (c—2z) in der vorherge-
henden Gleidyung

o= (a— 0t 4 b —1) + (e — )
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fo exbdlt man den Kriimmungshalbmeifer p durch folgenden Augdrudt :

d s3
o
Sept man in diefen Augdriiden z=c=o, foijt audh) X=Y =0,
und man erhdlt die analogen Ausdricte der Grofien a, b und p fiie
ebene Curven, die wir oben (§. g5) gefunden haben.
I. 3n den vorbergebenden Ausdricken ift Fein Differential cons
ftant angenommen worden. Sefst man aber d s conftant, fo ift
dxd*x - dyd?y 4- dzd*z = o, alfo aud
Ydz — Zdy = ds*d*x,
Zdx — Xdz = ds*d*y,
Xdy — Ydx — ds*d?z  und
X2 - X2 o 22 = ds? (d2x® - d2y2 - d22?),
fo dap man dafer fiir die vier vorhergehenden Beftimmungsitice erhalt

Y il ds®d2x
R dz x2 + d2ys -+ (127,?.“r
e e ds2d*y ;
3 d2x? L d2y2 L de g2
ds2dzg
L — 7= o ST g und
d s

E \/{l’ix?‘ + {133'-' -+ d?z2 :
IT. 9Man Fann diefen Werth von p nodh auf folgende einfadye Art
finden , indem man juerit den Winfel u yeper nddyfter Tangenten obder
den Contingengwinfel der Curve fudyt (vergl. §.96).
©ind namlidy A, B, C die Cofinus der Winfel , weldhe die erfte
Tangente der Curve mit den Aven der x, y, z bildet, alfo aud
A gdn)" Belaps T@ e
die analogen Winfel der nddyjtfolgenden Tangente, fo bat man (Ginl.
§.9, L)
cos. @ = A (A 4-dA) 4 B (B 4 dB) + C(C4dQ),
und da die drep Coordinaten unter fid) rechtwinflig find, fo ift (eben:-
dafelbft)
A* 4- B* 4~ C* = 1 und
(A4 dA)* 4 (B4 dB) 4 (C+4dC)* = 1,
ober aud
AdA +- BdB 4 CdC = — :(dA:4-dB* 4 dC2).
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Allein dev vorhergehende AusdrucE von cos. w gibt audy
sin*w = — 2 (AdA 4- BdB 4- Cd ()
— (AdA 4+ BdB 4 CdC)?,
fo daf man daher bat, wenn man die vierten und Hoheren Potenzen
von dA, dB, dC wegldft:
sin.> o = d A* 4= dB* 4 dC:.
Cs ift aber (§.125, L)
regh p=gl =gk
alfo audy, wenn man den BVogen ftatt dem Sinud nimmt:

:(di}) (l gy ( [h
ds ds d 5
und dief ijt der gefudyte Ausdrud ded Winfel8 der Contingeny bder

Curve. Da nun, wenn wieder p den Krimmungshalbmejer der Curve
begeidynet

dism
p:-—i i,
W

fo bat man audy

ds
=il
dxy2 dy\2 dz\?
\/(d—i—s) —;-(d.H o (d..d—J

IIL. Wenn man in der vorhergehenden Gleidhung
w* == dA* |- dB? 4 dC?

r}l:

tvie uvor.

; 1 1 dz : .
die Werthe von A :ﬁ, Bi— ifl’ C—= d—: (aus §.125, 1) fub-
ftituict, fo bat man

ds?d2x — dxdsds
d :\. — dss ’

oder da
ds? — dx* -} dy* - dz* md
dsd*s — dxd*x - d)'d’ y -+ dzad*z i,

1
dA = Ll—(r])c} \-—-dxd‘})-]——-(dzd x —dxd*z),

oder nady der in §. 127 eingefiibreen BVegeidynung

Ydz — Zdy 5
dA = —’—dTl—l, und eben fo

Zdx — Xdz
d 53

dB =

4




und daber, wenn man diefe Werthe in dem vorhergehenden Ausdructe
von o fubftituirt:

1 = =
w:{—j—s;.v}a=+l=+2:1,

¢in anderer Ausdruct des Winfels der Contingeny.
IV. ennt man eben fo A/B/C/ die Cofinusd der IWinfel, weldhe
die Normale der Curve mit der Osculationsebene (§. 127) derfelben bil

det, fo bat man
X

PRIE RS T
VA
Dennt man aber § den Winfel, weldyen swey nddfifolgende Oo-
culationdebenen unter fich bilden, oder was dasfelbe ift, nennt man o
den Winfel sweper ndchfter Normalen der Curve, fo bat man wieder,
fvie juvor,

I
i

Cli=

0 = (dA%)* 4 (@B + (AC-

Man pflegt diefen Winfel 8 gweper ndchiter Osculationdebenen
den Fleriondwinfel der Curven gu nernen, und man fieht, dap
fein Ausdruck in x, y, 2z die dritten Differentialien diefer Coordinaten
enthalt.

V. Um auf die vorhergehenden allgemeinen Ausdricke ein Bey:
fpiel angwwenden, fey die Curve von doppelter Kriimmung gegeben,
deren Gleidyungen find

y: = ax und 2z = a* — y?.

Diefe Curve gehort demnad fiir den Durd){dynitt cined paraboli-
fdhen und eines Freisformigen Cylinders. Die Gleidyungen derfelben
geben, wenn man dx conftant fegt,

adx adx
dy = — 7 A P
f 3}'! i 2z |

a? d x=
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Diefi voraudgefest, bat man

asdxs a2dx3 atdxs
N BB s ik e T R
alfo audh
et a* d x3
‘/}‘_z + X2 __I__ e FT \/aﬁ + 4yS + 42°,
und daber der gefuchte Kriimmungshalbmeifer

1 (a* 3 4 y222)s

p= =

a? a® 4 430 + 4u0°

XVIIL
Grzeungung der Fladen,

§. 129. (Uylindrifche Flichen,) Ein Cylinder, in der alge:
meinften Vedeutung des Wortd, entfteht durd) die BVewegung einer ge=
raden Cinie, die wdbhrend ihrer Vewegung einer anderen, unbeweglis
chen Geraden, immer parallel bleibt. Geyen die Gleichungen Ddiefer
ergeugenden Geraden in irgend einer Lage derfelben

x=—az -+ a ud y=bz | £

Sn diefen Gleihungen find die Groffen a und b conftant, die bey:
den andern Grofien a und B aber {ind entweder jugleid) conftant, oder
gugleich verdnderlich; alfo mup audy jede derfelben eine Funftion der
anderen feyn, ober man muf haben f=¢a, d.bh.:

y—bz=9¢(x—az) . . . (.

Differentiivt man diefe Gleidhung partiell, {o hat man

i 1z
(( 7) = — @/ 4 a(:li) « ' und
dz | =
1 ——lJ(d—}):-——a(.}i_\. . 9/,

wo ¢/ eine andere Funftion der Grofe (x — az) augdricdt. Climinirt
man aus diefen beyden Gleichungen die Grofe ¢/, fo hat man

= a(::’) 4 b (‘1’) sy,
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und die Gleichung (1) fowohl, al8 audy ihre Differentialgleihung (IT)
Fann al8 die allgemeine Gleichung der Cplinder angefehen werden,
weldes aud) diejenige Curve feyn mag, durd) welche die ergeugende
Gerade wabrend ihrer BVewegung gehen foll, eine Curve, welde wir
die [eitende Curve nennen wollen,

I. Wenn man die Gleichungen der ergeugenden und die der leis
tenden Uinie fennt, fo fann man die cplindrifche Flache finden , weldhe
durc) Ddiefe Bewegung der erjeugenden Linie entfteht. Sind nAmlich
U=o0 und V=o die gegebenen Gleidhungen der [leitenden Curve,
und find, wie guvor, die Gleidhungen der ergeugenden Geraden

X —az=—=a ud y — bz = ¢q,
fo wird man aus diefen vier Gleidhungen dic drey Grofen x, y, z clis
miniven, und als Nefultat diefer Elimination cine Gleichung wifcdyen
a und ¢a finden, wodurd) die Form diefer Funftion ¢« beftimmt
wird, ;

Ex. Jit die leitende Curve ein Kreid in der Chene der xy, dejfen
Halbmeffer v, und deffen Coordinaten ded Mittelpunftd A und B find,
fo bat man fir die bepden Gleichungen U=o0 und V=0 der [eitenden
Curve

z = o0 und
(x— A)* +(y —B)* =12,

Berbindet man damit jene jwey Gleichungen der erzeugenden Ge:

raden, fo gibt die erwdhnte Elimination
(a — AR 4 (@Ja — B)? = 2.

@ubitituirt man aber in diefer Gleidhung filr « und ¢« die vori:

gen Werthe x —az und y— bz, fo erbilt man
(x—az— A)* 4| (y— bz — B)> =17,
und dief ift die gefucdhte Gleichung des Cylinders.

II. Ware die erjeugende Gerade und irgend eine Flache W=o
gegeben , und fucht man den Cylinder, weldyer diefe Fladye ringsum
beriibrt, fo wird man aus der Gleihung VW = o die partiellen Diffe:

yeoey 12 lz - ;
rentialien von Cr:) und (‘]—/) fuchen, und fie in der allgemeinen
X ay

®leichung (1I) des Cylinders fubfiituiren , wodurdy man eine Gleichung
T = o erbdlt. Wehandelt man dann diefe teyden Gleichungen W=ro
und T=o, wie vorbin dic Gleidyungen Us=o und V=0, fo erhdlt
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man die gefudhte Gleihung ded die Fliche W = o umfdliefenden
CEylinders.
Ex. St die gegebene Fladye ein Cllipfoid, fo hat man

<2 \2 s

dz he dz i
dx A 7 ( )
@oll nun die erzeugende Gerade in einer der xy paml[e[en Chene
liegen, fo werden ihre bepden Gleichungen feyn:

alfo audy

xe=a ud y=hbz + va;
alfo wird aud) die allgemeine Gleichung (11) des Cylinders fepn:

|
(‘ ’) pder
rI‘ — u
° : + T

Diefem gemdf, haben wir alfo die folgenden vier Gleidyungen :

72

a\_!lix+0": 1 = o, bCy 4 B*z = o,
X = a, y = bz + ¢a,
Climinirt man davaus die Grdfien x, y, 2z, fo erhdlt man
A* (pa) = (A* — @) (B + b2C?);
alfo ift audy die gefuchte Gleichung des das Cllipfoid umfdhliefenden
Cylinders
A* (y — bz)* = (A* — x?) (B? -} b*C?).
Bemerfen wir nod), daf man, wenn man die vorhergehende all-
gemeine Gleidyung (11) ded Cylinders nody einmal diffeventiirt, erhdlt:

d*z
b (llk) + ({1\(1\) =9 ,und
d2z dey
= 0.
(tl}.d\) + (

Gliminitt man aus diefen bepden Gleihungen die Grofe ;1, fo
)

bat man
d2z d2z ( dzz
(d\)(rl)) d\:i})

und audy diefe Gleichung mufi einer Flache angehoren, die durd) die
Bewegung einer geraden Linie entfteht; allein diefe Bewegung ift nidyt
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mebr an ifren friberen Parallelismus gebunden, da diefe Gleichung
bon a und b gang unabhdngig it (vergl. §. 113).

§. 130. (Conifche Flachen) Gine conifche Flache wird durdh
die Bewegung ciner Geraden ergeugt, die immer durcy einen gegebenen
feften Punft, und durd) eine gegebene Frumme Qinie, bdie leitende
Curve, gebt.

@ind a, b, ¢ die Coordinaten des feften Punkts, fo werden
die Gleidungen dev erjeugenden Geraden die Form haben:

X—a=a(z—c) md y — b = (z—c),
und man wird, wie in §. 129, fdliefen, daf f=19a eine Funftion
von « feyn muff, woraus fofort folgt, daf bdie allgemeine Gleichung
der conifchen Kladyen

y—h___' X —=!a
z—c_?(:f.—c) s g AL

und daf ibre, eben fo allgemeine Differentialgleichung ift :

c—z:(a~—-x)(g)+(b-—-y) (% RN o L

I @ind alfo die Gleichungen Us=o0 und Ve=o der leitenden
Curve gegeben, fo wird man aus ihnen und aus den bepden Gleichungen

j::: a und ::}:
die Orofien x, y, z eliminiren, und dadurd) die Gleidyung des Kes
gels eralten, Dder durch diefe Bewegung der ergeugenden Geraden
entiteht,

Ex. 3t dte erjeugende Gerade ein Kreis des Halbmeffers v, der
in einer der Cbene xy parallelen, und von ihr um die Grife € abftes
benden Cntfernung liegt, und deffen Coordinaten des Mittelpunfts A
und B {ind, fo hat man fir die Gleidhungen der leitenden Curve

(x—AY} 4+ G—BP =1 ud z = C,
Berbindet man damit die beyden vorbergehenden Gleichungen der
erzeugenden Geraden, {o findet man
(A—a— Ca)* + (B—b—Cga) = 12,
und die gefuchte Gleidhung des Kegels ift
[(a—A4)2z + (x—2) C]* + [(b— B)z + (y—b) C]* = rs2,
1L Um aber die Gleidung desjenigen Kegels gu evbalten, der

:4}“1
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eine gegebene Flddhe We=o ringsum berifet, wird man die Werthe

12 17 : - .
von (%) und (%) aus diefer Gleichung in der vorhergehenden all-
gemeinen Gleichung (11) des Kegels fubjtituiren, wodurd) man eine
Gleidhung T=1o erhdlt, und mit diefen bepden Gleichungen W=o,
T—o0 wird man, wie guvor mit den Gleidhungen U=o0, V=0
verjahren.

Ex. @ep die gegebene Fladye eine Kugel des Halbmeffers r,
deren Mittelpunft im Anfangspunfte der Coordinaten liegt, fo if

W — o0 = x* 4 y* 4 z* — r%.
Dief qibt

iz X daz
(d\):—; und ( )-——--

alfo auch, mitteljt der Gleichung (11),
T =0 = (zg—¢)z -} x* 4 y* = o
St aber der fefte Punfe irgendwo in der Axe der z, fo ijt
a=—Db=o0, und man hat daher fiiv die Gleihungen der ergeugenden
Geraden

X y
—_— = a, ———=— ¢

s — C L — C

Die Combination diefer vier Gleichungen gibt
@ 4 (pa) = o
alfo ift auch die Gleidyung des gefuchten Kegels

I R S

cR —lrZ

it der fefie Punft ein leuchtender Punft, fo ift die Curve, in
weldyer fich die gegebene Fldche und der Kegel berihre, und deren
Gleidyungen {ind W =0 und T'=o0, diejenige Curve, welde auf der
gegebenen Flache den beleuchteten Theil von dem befchatteten trennt.
Sit aber der fefte Punft das Auge des BVeobadhterd, fo ift jene Beriihs
rungécurve der {dyeinbare Umfang, unter weldyem dem Auge jene Fldade
erfcheint.

Diffeventiict man endlich nnd) bier die Gleidhung (1) nod) ein=
mal , fo erhalt man

d2z dzz d2z \z
(tll)(fl\") lix.(lv f
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wie juvor, fiir eine Flache, die durd) die willfirlidhe Vewegung einer
geraden Linie entftanden ift.

§. 131, (Retationsflichen.) Gine SNotationsfladhe entfteht
durch die Drebung einer Curve um cine fefle Gerade. Sind
= Az-+4 a umd y= Bz 4} b
die Gleichungen diefer feften Geraden oder der Rotationsare, fo wird
vie Gleidyung einer, auf diefe Are fenfrechten Chene (nadh Cinleit,
§. 11, L) die Form haben:
Ax - By 4+ z = «a.

Cine Kugel aber, deren Mittelpunft in dem Punfte liegt, in
weldyem die Notationsare die Ebene der xy fchneidet, und deren Halbe
mejfer 3 ift , wird jur Gleidhung Haben :

(x —a) + (y —b)* } 2* = 32,
und jene Cbhene fowohl, als audh diefe Kugel wird die gefuchte Rotas
tionsflache immer in einem Kreife {dhneiden, woraus fofort wieder
folgt, daf [3 eine Funftion von a, oder Daf B*=g¢a fepn wird, das
beifit , Daf man hat
(x—a)y 4 (G —>b) + 22 =9o(Ax+|+Byd2)...(d),

und dief ift die algemeine Gleidyung der Rotationsfladen. Die ibr
gleichgeltende Diffeventialgleichung aber ift

(b —y + B2) (‘“ e SRR (4 ’)

dy
+Ab—y)—-B(a—x)=o0... (11).
3ft fiir einen fpeciellen Fall die Notationsare gugleidy die Are
der z, foiff A=DB =a=Db = o, undb man hat daher

x* == y? S S (| G |

({n)__y(n =0 . . . ()

I Giud wieder U=o0, V=0 bdic gegebenen Gleichungen ciner
Curve, die um eine gegebene Are rotiven foll , fo wird man aus der
Werbindung diefer Gleichungen mit den beyden folgenden

Ax - By + z = a und
(c—a)t L (y—Db) | 22 —iga

die Gleichung der gefuchten Notationdfliche, wie guvor, ableiten.
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Ex. Jjt diefe Curve eine Cllipfe in der Ehene der xz, deren
Halbaren m und n {ind, und deren Mittelpunft von dem Anfang der
Coordinaten um die Grofe x=p entfernt ift, fo find die Gleichungen
viefer Cllipfe

X —— p\? 2\ 2 AT A #e
( = ) —fu(ﬁ> — 1=0 ud y = o,

St die Notationdare jugleich die Are der z, fo hat man
x¥ by 2= o und 'z = «,
woraus man fofort fiie die gefuchte Notationsfladye findet :

P+ VI = VE T
fiir p = o erhalt manj
18RO 2 s
gy Tt Rl

fiie die Fldche, weldhe durd) Rotation der Cllipfe um die’Are n ent-
fiept. It p=m, fo bat man

mn -} m \/’n'l — z* = n\/x? - y2
fiir die Fldche, welde durd) die Notation der Cllipfe um den Scheitel
der Are m entffeht. Seht man in der legten Gleihung m=n, fo
erhalt man

m -—I— Vm? — 22 — \/x'l - y*

(& 3 4 ) = 4m (x2 4 y7)
fir die Fladye, weldye durd) die Notation eines Kreifes des Halbmefs
fers m um eine Are entfteht, weldye den Kreis am Cndpunite eines
feiner Durchmeffer berihrt.

Wir haben bereits oben (5. 113) anf die grofie Algemeinbeit der
Gleidhungen mit partiellen Differentialien aufmerffam gemadyt. Die
Gleihung einer Oberfldche , die durd) die Notation cines Kreifes des
Halbmelfers a um feinen Durchmeifer entftebe, ift

x? L y? - 2 = a’.
Das Differential diefer Gleidyung
xdx 4~ ydy 4 zdz = o
aber driicft alle die fo entjtandenen Oberflichen aus, weldes aud) der

Halbmeifer des fie erseugenden Kreifes feyn mag. Allein die Gleichung
Littrol's Unle g bih. Wiathy ig

ober
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dz dz
e ey

Die, wie wir gefehen haben, aus der endlichen Gleichung

z = ¢ (x* + y*)
entftanden ift, driicft blof aus, daf die Fladye durd) die MNotation ir-
gend ciner Curve, deren Ebene auf jener der xy fenfrecht ift, um die
Are der z entftanden ift, obne etwad iiber die Natur, Grofie und Lage
viefer Curve feftyufesen, die daber audy gang willfirlich, felbit dis:
continuirlich und fogar vollig gefeslos feyn Fann.

§. 132. (Wendelflichen.) So werden viejenigen Fladyen, anas
log mit unfern Wendeltreppen, genannt, die durd) die Vewegung einer
Geraden entjiehen, die immer durc) die Are der z und durcd) eine ges
gebene Curve gehend, der Ebene der xy parallel bleibt,

Diefe Flache wird die Cigen{daft baben, daf jede durch die Aye
der z gelegte Cbene jene Fldche in einer der xy parallelen Geraden
{dhneidet. Die Gleidyung einer foldhen Gbene ift aber

Yi—ax,
und die einer der xy parallelen Geraden ift
= b,

Da aud) bier wieder die Grofien a und b von einander abhingig
fepn mitjfen, fo bat man fir die Gleidyung diefer Flade

z==9°(§) SRR Sy

oder die Differentialgleidhung derfelben

da dz
e i (e et SO0
x dx)_'_}(dy)_o SR U
Ex, I 3ft die leitende Curve ein auf xy fenfrechter Kreis des
Halbmejfers v, und liegt dev Mittelpunft diefes Kreifes in der Are
der x vom Anfangspunfee um die Grofie ¢ entfernt, fo find die Gleis
chungen Ddiefes Kreifes
X=c¢ und y* - 2 — 12,
Berbindet man fie mit den folgenden

b
~==a U =z = ogpa,
X
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fo exhdlt man, wie guvor, fir die Gleidyung unferer Flddye
c* '\-: 3 2
s (x* — z%),

die befanntlidh) von manchem unferer Gewdlbe gebildet wird.

Ex. II. @ey bdie leitende Curve die Schraubenlinie, das heifit,
cine Gerade, die auf der Oberflade eined {enfrechten Cylinders mit
freisformiger BVajis anfgewicelt 1ff. It r der Halbmeffer diefer freis:
formigen Bafig, und ift die Are des Cylinders jugleic) die Ave der z,
und ijt endlich die Gleichung der aufzuwindenden Geraden, fo lange
fie noch) in der Ebene der y z liegt,

B
Ve &
fo find die Gleihungen der Schyraubenlinie
x? -y = r* und

s
7. == Al are. BIns
5

Lerbindet man fie mit den ywey vorhergehenden Gleichungen
Yy =ax und z = ¢a,

fo exbdlt man fiic die gefuchte Gleihung unferer Fladhe

% — A arc. tang: oder

o

o

X =Y 'Lung_

= s

§. 133, (Einbiillende Flichen)) Sey U=o bdie Gleidhung
einer Tladye jwifdhen xyz und einer conftanten Grofie w.  Gibt man
diefer Grofie o nad) und nach alle moglichen Werthe, fo erhdlt man
eine Folge von Flachen, Dderen jede von Dder anderen nur durch ihren
befondern Werth von o ver[dhieden ift. Die Reihe aller diefer Fldchen
aber wird durd) eine andere Flache begrdnt werden, von weldyer lep:
teven alle jene umfchlojfen und beriihre werden, und die wir daher die
einhillende Flddye nennen wollen.

®ibt man in der Gleidung der eingehiillten Flache U=o der
Grofe o den nddftfolgenden Werth o -~ dw, o erbdlt man die Glei
chung der nadyftfolgenden eingebiillten Fldde, die in @eftale und Lage
von Der vorfergehenden nur unendlich wenig verfchieden feyn, und die:
felbe in irgend einer Curve fhueiden wird. Diefe Curve wird die ges

L
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meinfdhaftliche Beviihrungslinie der bepden cingehiillten Fladyen mit ih-
ret einBiillenden fepn, und die Punfie diefer Curve werden diejenigen
SPunfte der erften Flache U=o fepn, fiiv welde die Werthe von xyz
fidy nicht dndern, wahrend o in o 4~ d o iibergeht. Das heifit alfo:
Differentiict man die Gleichung U = o blof in BVegiehung auf w, fo
gehort die refultivende Gleichung fiiv jene Curve, und da diefe Curve
nothiwendig auf dev evften eingehillten Flache liegt, fo find die beyden
Gleidyungen diefer Curve, in aweldyer fich jwey nddhfte eingehrilite Fld-
chen fchneiden, oder in welcher jwey nadyjte eingehullte Flacdyen von
Der einfillenden beriihre werden:
Cr=nfor . (1),
2D == 0 aw e el G

dw
Wir wollen diefe Curve die Chavafteriftif der einhullenden Flade
nennen.

®ibt man alfo in diefen beyden Gleichungen der Grofie « nady
und nach alle mogli chen Werthe, fo erhdlt man alle auf einander fol-
genden Chavafterijtifen , die fich alle auf der einbiillenden Fldache be-
finden, und ausd denen allein, wenn man fich fo auédriicfen darf, diefe
einhiillende Fladye jufammengefest ift.  Climinivt man dabher aus jenen
bepden Gleichungen die Grofe o, fo exhdlt man in xyz eine Glei-
dhung, die von o unabhdngig ift, und daber fir alle Charafterifti-
fen, D. b. filr Die einbullende Fladye {elbit gehort.

SRenn man aber in diefen beyden Gleihungen (1), (I1), nad:
dem man der Grofie w einen beftimmten AWerth gegeben Hat (wodurd)
die Qage der Chavafteriftif im Raume fir einen befondern Fall beftimmt
wird), diefe Grofe » in o -- dw tbergehen [afE, fo werden die jwey
neuen Gleidyungen (1), (I1) fiir die nadyitfolgende Chavafteriftif geho-
ven, die der Form und Cage nad) von der vorhergehenden wieder nur
unendlidy wenig verfchieden fepn, und fie im Algemeinen in einem oder
auch in mehreven Punften {chneiden wird. Diefer Durdhfchnittspunft
giveper nadyfter Charafrerijtifen wivd offenbar derjenige Punft der er:
ften Charatteriftif fepn, fiiv weldhen die LWerthe von x y z fich nicht an=
dern , wenn fich (in den Gleichungen I und II) der Werth von o dn:
dert,  Wenn man daher diefe bepden Gleichungen blof in Vegiehung
auf w diffeventiive, fo werden die bepden fo exbaltenen Gleichungen fiv
jenen Dutchfchnictspunft der ywey nachjten Chavafterijtifen gehorven,
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und da bdiefer Punft fidy auch gugleid) auf der erften Charalteriftif be-
findet, da tiberdief die Differentiation von (1) die Gleichung (II) wie=
der hervorbringt, fo bat man fiie diefen Durchfchnittspuntt e zwey
nachfter Chavafteriftifen die drey Gleidhungen :
LU D (1 A
dU

m == . - . (”);
(‘_li = lona, v st
d w® :

in weldyen wieder der LWerth von c diejenige von allen andern Charat:
teviftifen beftimme, auf welcdher man den Durdhfchnite derfelben mit
der nadyjtfolgenden Charafteriftif genommen hat. (Vergl. §. 1128, 1I1.)

@ibt man daber in den bdrey vorhergehenden Gleidhungen der
Grofe o nad) und nach alle moglichen Werthe, fo erhdlt man die
Aufeinanderfolge jeder gwey nddhjten Charafteriftifen, d. h. elimi-
nirt man aus jenen brey Gleihungen die Grofie w, fo erhdlt man ey
anbere Gleichungen in xy z ohne w, welde jwey Gleihungen fiir die-
jenige Curve gehoren werden, weldhe von den fammtlichen Durdyfchnitts-
punfeen jeder Charalteriftif mit der ihr nddyfifolgenden gebildet wer-
den. Diefe Curve wollen wiv die Wendungscurve (Arete de
rebroussement) der cinfillenden Fladye nennen.

Man fieht, daf diefe Wendungscurve von allen Charafteriftifen
eben fo beridbrt wird, wie die einbhillende Flacdhe von allen eingehiillten
beviibet wird. Daf fidh diefelben Vetrachtungen audy auf ebene Cur-
ven oder auf eine Gleichung U = o zwifdyen 3wey verdnderlichen Gro-
fien amwenden laffen, ift fir {ich flar.

Ex. I Jn der Cbene der xy fep irgend eine Curve vereichnet,
beren Gleichung y = ox feyn foll. Der Mittelpunft einer Kugel,
deren Halbmejfer v ift, bewege fich auf jener Curve. Der Raum, wel-
den die Kugel durd)lduft, wird die einhillende Fldde aller diefer Ku-
geln feyn.

it © der Werth von x fiir irgend eine beftimmte Lage des Mit-
telpunftes der Kugel, fo ift die Gleichung der Kugel

F—w) - —ew)? F22=1 . . . (D
d d,o'w

Sl W - 0w
Deht man Dt‘ré‘ml'g,c wegen ¢fe = I— uoy ¢fw = TN
1A 1 w
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und differentiivt man die vorhergehende Gleichung gwey Mal in Begies
hung auf &, fo erhdlt man

x—o) +y—90).¢fo =0 . . . (I,
F—90).00 — (9/0)* —1 =0 . . . (),
Dieff voraudgefest, gehoren alfo die Gleihungen I und 11 jufammen

genommen fiir jede eingelne Charvafterifiif der cinhiillenden Fldache.

Climinirt man aber « aud I und 1I, fo erhalt man die Gleidyung
der einhullenden Flache felbft.

Serner geboren die Gleichungen I, 11 und 11T jufammen genom:
men fiir den Durchfchnittspunft von je jwep nadyfien Charafteriftifen.

Climinict man aber die Grofie w aud 1, 1T und 11, fo erbalt
man Ddie beyden Gleidhungen in xyz, weldye fiir die WendungSeurve
der einbtillenden Flache gehoren.

30t nun, um dief auf ein befonderes Veyfpiel fortjufiihren, die
feite Curve, auf weldyer fich der Mittelpunfe jener Kugel bewegt, ein
Kreis des Halbmeffers B, fo ift
P = \/].’L"'-—m:, alfo audy

w* 1

V R —o*

@l = umd ¢l = —

S (5]
VR — o (R2— )7
Diefemn gemdf find jene drey Gleichungen
(x—0)? 4 (g —VR —o?): f 22 —rt =0 . . . (I)
Y
x—m/m saieatey (D)5
Y =g st e R A T

Climinirt man o aug I und 11, fo ijt die gefudhte Gleidhung der
einbillenden Fladye :

R 4 Vi*—2? = Vx2-ty2,

Die ywen Gleichungen T und I gufammen genommen gehoren
fiir die Charafteriftif, und man fieht, daf diefe Charafteriftif eine cbene
Gurve ift, dba iBre Projection in xy (Gleidyung II) eine Gerade ift.
Diefe Curve liegt alfo in einer auf xy fenfrechten Ehene, Fiir den be-
fondérn Werth von w=o ift aud) x =0, und daher die Gleichung (1)

(G—B) 4 # =,

alfo die Charafteriftif ein Kreig, deffen Halbmefjer r, und tefjen Mit:
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telpunft von dem Anfangspunfte der Coordinaten um die Grife R
abfteht.

Vewegt fich auf demfelben feften Kreife ded Halbmeifers W der
Mittelpunft eined Cllipfoids, das durd) die Notation einer Clipfe um
die Are dev z entitanden ift, und f{ind A und B die halben Aren diefes
Cllipfoidd, fo hat man

= IJ‘;

alfo aud
(x—ow)} 4 (§—po) + —(/2 A= . . . (D),
x —o4+ (y—ow).9/o =0 . . ., (1),

(y —90).9"0 — (p/0) —a =0 ... . (),

Da bier die Grifie e = VR*— w2 ift, wic juvor, fo gibt
vie Gleichung (11) fofort

S By ! Rz x2
gm0 T

und mit diefem MWerthe von o findet man aus ver Gleichung (1)

R 2 VE—E = Ve

fiiv die einbiillende Fldcdhe, dbereinflimmend mit der Notationsflache,
die wir oben (§. 131) gefunden haben, wenn man dafelbft n = A,
m=—D0B und p="1 fest.

Ex. 1I.  §iir die Gleidyung eines Kegels mit Freisformiger Bafis,
dejfen Spige im Anfange der Coordinaten ift, und deffen Seitenlinie
mit der Are ded Kegeld, die gugleich die Are der z fepn foll, einen
Winfel bildet, deflen Tangente a ift, hat man (5. 130)

x2 __1__ },.‘. — a%z?,

C8 bewege fid) die Sypise diefes Kegeld in der Weripherie eines
Kreifes des Halbmejfers B, der in der Cbene der xy liegt, und deffen
Mittelpunft im Anfange der Coordinaten ift, {o hat man fue die Glets
chung diefes beweglichen Kegels

—w)? 4+ (y — VR —aw?)? = a?2* . v 341);

Das Differential diefer Gleidhung in %L‘Jn[)ung auf w gibt

X — 0w — (y—VEr—?) . \/n g e
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woraus fofort folgt
Rl R x :
Vx4 y

und Ddiefer Werth von w, in der Gleihung (1) fubftituirt, gibt die
Gleichung der alle diefe Kegel einbiillenden Fldche
GVEFF — Bx)t + (VR 7 — Ry at 2 (5773
ober, wenn man diefe Quadrate auflsft und alle Glieder durdy (x> 4-y?)
Dividirt: :

x* oy — zllvm = a*z? — R2,

Sept man in diefem Ausdrude z =b, fo erhdlt man fiix den
Durchfchnitt diefer einbiillenden Flache mit einer der xy parvallelen und
von ibr um die Gréfie b abftehenden Chene die Gleichung

x* - y* = (R + ab),

Diefer Schnitt it Daber ein doppelter, concentrifcher Kreis, defs

fen Halbmeffer B -~ ab und R — ab ift.

§. 134. (Developpable Fliachen.) gBenn eine Fldde durdy
die Bewegung einer geraden Linde entfteht, deren je jwey nddyfte La-
gen immer in einer Gbene find, fo wird diefe Fldche developya:
bel genannt. Diefe Fladyen Fonnen ndmlich als aus ebenen Clemens
ten von unbeftimmter €dnge, aber von unendlidy Fleiner Vreite beftes
Hend betrachtet werden. Da je gwey nadyjte diefer Clemente fich in
einer geraden, in der erjeugenden geraden Linie {dyneiden, fo lafe fich
die gange Fldde in eine eingige Chene, ofhne Brudy und ofne Berdopp=
lung, ausbreiten, oder fie Idft fich developpiren. Die cplindrifdien
und conifdyen Flachen (5. 129, 130) find nur febr fpecielle Fdlle der
peveloppablen Fldachen.

Wenn fich eine Chene fo bewegt, daf fie burd) alle auf einander
folgenden Punfre einer gegebenen Curve von doppelter Kriimmung auf
diefer Curve fenfrecht fieht, fo werden die Durdyfchnitte fe wep ndd:
fter diefer normalen Cbenen eine developpable Fldche bilden, Diefe ge-
radlinigen Durdhfchnitte von je wey ndchften Ehenen nennt man die
Chavafteriftif der Developpablen Flache. Da endlid) je swey
nadyfte diefer Chavafteviftifen immer in einer Chene liegen, fo wer=
den fie (wenn fie anders nicht pavallel find, iwie bey den cplindrifchen
Slachen) fid) in irgepd einem Punfte {hneiden, und die Aufeinanders
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folge aller diefer Durdhfchnittspunfte der Charafteviftifen werben eine
Curve bilden, die man, analog mit §. 133, die Wendungdecurve
ber developpablen Flache nennt, nnd ju welder die Charafteriftifen die
auf einander folgenden Tangenten find.

Man fieht aus dem Gefagten, dafi man die developpablen Fldadyen
auch als foldye betradyten Fann, die durd) die BVewegung einer Geraden
entiteben, Die immer Tangente einer Curve von doppelter Krim:
mung it

@eyen alfo x = fz und y = Fz die Gleichungen einer Curve.
Betradyter man auf ihr einen Punfe, deffen Ordinate z = w iff, fo
werden die bepden andern Coordinaten diefed Punfted x = fo und
y= Fo fepn. — Sep ferner

z = Ax - By 4 C
bie Glerhung einer Ebene. Soll diefe Chene durch den Punft z—a
jener Curve geben und auf diefer Curve fenfredt fieten, fo ift durch
diefe jwep Bedingungen die Lage der Cbhene vollfommen beftimmt, alfo
find auch die Grofen A, B, C bejtimmt, und man fieht, daf diefe
Grofen mit dem Werthe von o fich jugleich dndern werden, daf fie
alfo Funftionen von o fepn miijfen, fo daf man daher hHat
z2 =x90 4 yho = AR T 0 O

Diefi ift aber diefelbe Gleichung, die wir fchon oben (§. 113, II)
behandelt haben. Wir haben aus ibr a. a. O. die folgenden vier Glei-
chungen durd) Differentiation der Grofen x, y und z abgeleitet:

pi—=Tq LI (a),
P=9¢@E—px—qy) . . . (b),
q=19(E—px—qy) - . . (c),
UNDisste=—rtt Silis SR aun e e siailGd)

wenn man die Bedeutung der Gréfen p, q, r, s und t nach §. 114
beybebalt.

Jede Der drey erfien Differentialgleichungen (a), (b) oder (c),
ble nur mebr eine willfirliche Funftion enthalten, ift die gefuchte
Gleichung der developpablen Flache, und eben fo ift aud) die pweyte
Differentialgleichung (d), die feine weiter willkirliche Funftion, aber
dafiir partielle Differential- Coefficienten der jwepten Ordnung enthdlt,
eine eben fo allgemeine Gleihung der developpablen Fldche. Diefe
leste Gleihung (d) wurde aud) fdhon oben (§. 129, 130) aus den cy-
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lindrifchen und conifdhen Fldcdhen abgeleitet, wenn man die Gleidhun-
gen der [epferen durd) Diffeventiation von den fie particularifivenden
Grofen a und b unabhingig mady.

I Die vorbergehenden AugdriicFe find durdy Differentiation der
Gleidyung (A) in Besichung auf die verdnderlichen Grofen xyz ent:
ftanden.  Allein diefelbe Gleidyung (A) lafit fich andh in Begichug auf
die ebenfalls verdnderliche Grofie auf eine dhnliche Weife behandeln.
— Gibt man ndmlich diefer Grofe nad) und nach alle moglichen
Werthe, fo erhdlt man die Folge aller auf die gegebene Curve fenfredy-
ten Cbenen, deren je ywey nddyite fich in einer geraden Linie, der Cha-
rafteriftif, fdyneiden. Differentiivt man alfo die[Gleichung (A) in Ve-
giebung auf @, fo erhdlt man

x9'o 4 y¥lo =0 . . . (B)
und die jwey Gleichungen (A) und (B), jufammen genommen, find die
der Charafteriftif. Da aber die Gleidyung (A) die einer Chene iber=
baupt, und ba bdie Gleidyung (B) die einer andern auf xy fenfrechten
Cbene ift (Cinl. §. 8), fo ift die Charafteriftif eine gerade Linie, wie
uvor.

Eliminirt man aber aus den bepden Gleichungen (A), (B) bdie
jede eingelne Charafteriftif particularifivende Grofe w, fo wird das
NRefultat diefer Climination die Aufeinanderfolge diefer verfdyiedenen
Charafteriftifen, d. b die Gleichu ng der Ddeveloppirten
Cbene auddricfen,

Differentiirt man die Gleichung (B) wieder in Veyiehung auf o,
fo erhdlt man

Xpi 0, oy B S ior i 53'46)7

und diefe Sleichung wird fiir die nadftfolgende Charafteriftif gehoren,
wie (B) fiv die jundchft vorhergehende gehort. Weyde jufammen qe=
nommen, werden daber fiir den Durchfchnittspunte diefer jwen nddyften
Charafteriftifen gehoren, b. b. fie werden einen Punft der LWendungs-
curve angeigen.  Gliminivt man daber aus den drey Gleidyungen (A),
(B), (C) die diefen Punft der TWendungdeurve pacticularifivende Grofe
@, fo exbdlt man ywey Gleichungen, die von e unabhdngig find, und
daber allen Punften der Wendungseurve angehoven.

Die Climination der Grifie o aus den bepden Gleichungen (A),
(1) gibt daber die gefudhte Gleidhung ver Developpablen Flddhe in end-
lichen Ausdriicken, und die Climination Derfelben Grife  aus den

0. 134,
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drep Gleidhungen (A), (B), (C) gibt die jwey Gleichungen der Wens
dunascurve der developpablen Fldde,

IL. Betradytet man aber, nad) dem Worhergehenden, bdie deve:
Toppablen Flachen alé folche, die durch) die BVewegung einer Geraden
entfiehen, weldhe immer Tangente einer Curve von doppelter Krimmung
ift, fo fepen wieder

Yo = zihmoipr — iRz

die Gleichungen diefer Curve. Wahlt man in ihr einen Punft, deffen
Goordinate z= ift, fo hat man fiir diefen Punkt

X =ifalaundiyie Riest
und wenn man diefen Punft der Curve als den BVerthrungdpunft der
Tangente betrachtet, fo bat man fiir die Gleihungen diefer Tangente
(§. 125):

x —fo=(zZ—0). flo,

y—Fo=((z—o).Fo,
und die Climination von « qud diefen beyden Gleichungen wird die
allgemeine Gleidyung der developpablen Fladye feyn.  Jn der That, dif:
ferentiirt man die erjte Gleichung in Begiehung auf x, z und die gweyte
in Begiehung aufy, z, fo exhdalt man

1 ='p . freo iy 1= q . B,
woraus wieder folgt
p = fq, wie juvor.!

§. 135, (Yleber die Differentiation der conftanten Grofzen
ciiwer gegebenen Gleichung,) Die Methode, eine gegebene Glei-
chung zwifdhen x, y und einer conftanten Grofe in BVeiiehung auf diefe
Gonftante ju diffeventiiven, und dann ausd den fo erhaltenen ywey Glei
dyungen diefe Conftante gu climiniven, ein Werfahren, deffen wir und
gur Auffindung der einhullenden Flachen (§. 133) bedient haben, [dft
fidh auch nochy bey vielen andern Problemen vortheilbaft amvenden. Wik
wollen, jum @dylujje diefes Ab[dynittes , nur einige derfelben ndaber
angeigen.

I. Gine Gerade bewege fich fo, daf die Gumme ibrer Cntfernuns
gen vom 2AnfangsSpunfte der Coordinaten, in der Are der x und y ge:
3dblt, immer gleich einer conftanten Grofe ¢ fey. Um die Curve ju
finden, weldye durch die auf einander folgenden Durdyfchnittspuntte die-
fer Geraden mit ibrer nddyfiliegenden entfteht, oder welde diefe Ge-
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rade in allen ihren Lagen bertibre, fey a die' Cntfernung der Geraden
vom Anfange in der Richtung der Are der x, und b in jener der y, fo
bat man, wie man leicht fieht,

2 Bt
= =, 13

a b

und da nady der Bedingung der Aufgabe a 4 b = ¢ feyn foll, o ift
auch die Gleichung diefer Geraden

;ZL+_L{-_.—. AT )
Das Differential diefer Gleihung in Vegiehung auf a gibt aber
a = ;(c+x—y),

und wenn man diefen Werth von a in der Gleichung (I) fubftituirt, fo
erhdlt man

(y—x)* — 2¢(x+y) + ¢* = o;
die Gleidhung der gefuchten Curve, die alfo eine Parabel iff.

©oll fich aber die Gerade fo bewegen, daf ihr fenfrechter Abftand
von dem Anfange der Coordinaten immer gleich einer conftanten Grofie
R ift, fo bat man, wenn a den Winfel der Geradben mit der Are der
x begeichnet, fiir die Gleihung diefer Geraden

x sin,a =} y cos.a = R.

Das Differential diefes Ausdrucds in Vezichung auf « gibt
tang. a == ; ¢ und wenn man diefen Werth von a in der vorhergehens
ven Gleidhung fubfituict, fo erhdlt man

x* 4 y* = R?,
die Gleidhung des Kreifes, deffen Halbmeffer R ift.
Wenn fid) endlich jwep Gerade, deven Gleihungen
= ax-b ud y=a'x | b/
find, fo bewegen, dag fie fich immer unter demfelben Winfel m fdynei-
den, fo bat man

a’ — a

tang. m — —
= 1 a‘a’

o) : ; ; y — 1
und wenn man in diefem Ausdrucke fur a und a’ ihre Werthe 3—XJ

y—b7 . i1 v ; ! i . ! J
und -—;L {ubjiituirt, fo erhalt man fur die Gleichung der Curve, in
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weldher die auf einander folgenden DnrchfdhnittSpunfee dev bepden Ge:
raden liegen:

x* 4 (y—b)(y—b/) — x(b—Db) cotang.» = o,

oder einen Kreis, beffen Halbmeffer gleich 5(]'_})’) ift.

S10. 101

II. @ey mMm/ (Fig. 45) eine gegebene Curve, deren Coordis
naten AP = x/und PM = y/, und C ein firer Punft, defjen Coor:
dinaten AB=1a, BC = find. Man ziche CM und durch den
Punft M die Gerade MSE fo, daf die Normale MR bder gegebenen
Curve den Winfel CMS bHalbirt, oder daf CMBR — RMS ift. Rbut
man dasfelbe fiir alle ndchftfolgenden Punfte M der gegebenen Curve,
fo werden die {o entftehenden Geraden M'S fid je ywey in einem Punfte
fdhneiden, und die Folge aller diefer Durdyfchnittdpunfte S wird eine
andere Curve s Ss/ bilden, die man die Brennlinie (Catacauftif)
der gegebenen Curven m Mm/ nennt, weil in der ThHat bey der Ne-
flexion des Lichted von einem Spiegel m M m/ der einfallende Strahl
CM mit der Normale MR denfelben Winkel, wie der guriickgeworfene
Strahl MS, bildet.

Dief vorausgefest, wollen wir die Gleichung der Brennlinie jivis
fchen den redytwintligen Coordinaten AT = x und TS = y fudhen.

Die Gleichung der Geraden CM it (Cinl. §. 3, 1V.):

B—y)
S sviliiEs / dim 2
W Sy e
gl
2ird daber der Winfel MDR =0 gefest, {o ift tang. 8 = = }‘.
a—x
Allein es it aud
d x’
tang. DRM = — und
g d},:
tang. DMR = tang, (180 —D —R) = — tang, (D - R) obder
1 ﬂ_c_l({:
tang. DMR = — °~,
gl ik ldy
d x’

weldyen Ausdruct wir der Kiirge wegen durdy 0/ begeichnen wollen.
Endlidy ift nod
tang. REM = tang. (DEM — RME),
und dg BRME = DMR ift:
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dy’

1 — 0/
tixd

dy’ 2
S

und da die Geradbe MSE jugleid) die Tangente der gefudyten Curve
s Ss/ fepn muf, fo hat man fiir die Gleihung diefer Curve

tang. REM —=

Yoy raat

Diffeventiive man aber diefe Gleidyung in Vegiehung auf x4/, und
fept der Kiirge wegen p/ = % und q' = :;L:, {o exhalt man

B 0 Y( o N
(P T8 6

¥ = x/ —

SN CO

und wenn man aud den bepden lepten Gleichungen die Grofe (x — x/)
eliminice :

y =7y +

G +p") (1 —p'9)
de PrUE
(kP o @ (6

(111).

Sn den beyden lesten Ausdricken Fanu man aber mittelft der ge-
gebenen Gleidyung der Curve mMm/ jwifden x/ und y/ alles, was
rechts von dem Gleichheitszeichen ift, auf eine Funftion der eingigen
Grofe x/ gurictbringen,  Climinirt man dann aus den beyden lepten
Gleichungen diefe Grofe x/, fo exhalt man die gefudhte Gleichung in
xy, weldye fiir die Catacauftif gehort.

Ex, I. Jjt die gegebene Curve eine Cllipfe, deren Mittelpunft
der Anfang der Coordinaten und veren Crcentricitdt ¢ ift, fo hat man,
wenn der fire Punfe C einer der beyden Brennpunfte der Clipfe ijt,
a=——c und =o0, alfo auch § = [—:l_:-{-, und die beyden Gleis
dyungen (IT) und (T1I) geben in folgende tber:

X—- ¢ ud y=o,
woraus folgt, daf die Brennlinie der Ellipfe ein Punft, und swar der
andere Brennpunft ift, fo daf die aus einem Brennpunfte diefer Curve

ausgehenden Strablen, nad) ifrer Neflexion, fidy in dem andern Brenn-
punfte wieder vereinigen.
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Ex, IL Jjt die gegebene Curve ein Kreis, dejfen Gleichung
y/& = 2ax/ — x* ijt, und ijt der ffrablende Punft in dem Endpuntte
eined Durdyme|fers diefes Kreifes, o it a=F =0 und

}1 a-—x* Yf a2
= F; P’ = — flie= \‘:; {1" = — 3:_-"
alfo aud
3a — ax’ az 2 @
R N SR N L
dg’ 24 3
dx! T Ly’ i
Dief voraudqefesst, bat man fiir die Gleihungen (10 und (I11):
gelebt, )
Sl f:nx’a—: 2x2 by r’|:\_1”3—.l 2xy’

Climinirt man aus diefen bepden AuddriicFen und aus der gegebes
nen Gleidyung y* = 2ax/ — x> die bepden Grofen x/ und y’, fo
erhalt man
¥* 4 (18x% 4 122 — 3b6ax) 1 y?

G

4822%2 -~ 36ax5 — Sraix -+ gxt

._I_ 5 = 0,

oder wenn man a— 2 A fept:
¥* 4 x* - (2x*-3A%—60Ax)y* J12A%x* — 0Ax® —8A3x=o0;
oder endlich , wenn man ftatt x die Grofe 2A — x fept:

yE 4 xt — (A2 2Ax —2x?)y? —2Ax3 — o
fiiv die gefudyte Brennlinie, die alfo die Cardioide ift (Cinl. §.15, 1V.).

Nimmt man 1iberhaupt an, daf die Strahlen CM alle unter fidh
parvallel und fenfredyt auf die Abfciffenare AP quffallen, daf alfo der
ftrablende Punft C unendlidy entfernt ift, {o bat man p/ = 6/, und
die bepden oben gefunvenen Gleichungen geben in folgende einfachere
liber:

O SRR TR

o

— I'n"-'-

md y = y’ o e o (1T,

2q°

Ex, IIL, Jjt die gegebene Curve die Parabel y/2 = ax/, fo

hat man
: a 1 a
pl = : V‘_ md ¢ = ——V/ =,

G x x
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alfo audy jene ywep Gleidyungen
a 2XyYx'

x = 3x/ und y=\/ax’—(!—a~;~, ol

woraud man, durd) Climination von x/, fur die Gleidung der Brenn=
linien erhalt

P ax /3 2 x\2
—? 3 3a) '

Wenn aber die Strahlen CM parallel mit der Abfeiffenare AP
einfallen, fo vereinigen fie fich, nach der deflexion, in dem Brennpunkte
der Pavabel, wie man aud den bepden Gleichungen (1) und (L)
Teicht findet.

1L Befchlicfen wir diefen Gegenftand noc) mit folgendem in:
tereffanten Probleme.

Der Sdheitel eined geradlinigen Winfeld bewege fich auf der Pe-
ripherie einer Glipfe, wabrend feine beyden Sdyenfel eine andere con-
centrifche Ellipfe bernthren, die mit der erften Cllipfe diefelbe Lage bat.
Man fuche diejenige Curve, weldhe von der Sebue imurer bertdbhrt wird,
die durdy die bepden VeriibrungSpunfte der zwepten Cllipfe mit den
SGdyenfeln des LWinfels geht.

Sey die Gleidyung der von dem Winfel tangirten Cllipfe

Arx®t o Bfy2—= a0 . (A),
und tiberdief die Gleichung der fie tangirenden Geraden
7= Px 1Q,

Da der Scheitel ded Winfels durdy einen Punft der erfien Ellipfe
geben foll, dejfen Coordinaten a und b feyn mogen, fo hat man qud)
b=Pa- Q, und daber fiir dic Gleichung der lesten Seraden

y — b = P (x—a).
Da ferner diefe Gerade die ywepte Cllipfe berihren foll, fo miif-

d ; ;
fen die Werthe von ﬁ% aus der legten Gleihung und aus der Glei:

chung (A) einander gleich fepn, wodurd) man erhdlt
A%x
Demnad {ind die Gleichungen der tangirenden Geraden
Azx
y — b E(K“—") = o und
A*ax:-} B*by =1 ., X (B),

P = —
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und diefe lepte Gleidung ift die Gleichung der evwdhuten Sehne fiir
irgend eine Lage ded Sdjeiteld des Winfels, welche Lage durdy die
bepden Grofen a und b particulavifive wird

Um daber den Durchfdynittspunte diefer Sehne mit der nachftfol-
genden Sebne gu eralten, wird man die Gleidhung (B) in Begiehung
auf die Grofen a und b differentiiven, wodurd) man erhdlt

A*xda 4+ B*ydb = o.

Dq aber der Scheitel des Winfel8, nach der ?L\Cm.pmg Der Auf
gabe, fich auf eciner Ellipfe bewegen foll, fo fey die Gleichung diefer
Elliple

/328 ISR R ¥ g IR e S (C).

! db <
Da nun die Werthe von —— aus den bepden lepten Gleidhungen
aa T

ventifdh feyn miffen, fo hat man

ARES iyl — RSB hxte—p Ll D)
und die Gleidhungen B, C und D {ind die verlangten. Sudyt man aus
B und D bdie Werthe von x und y, ]‘U exhalt man den Ort des Durd)=
fchnittspunttes von je ywep nddyjien Sebhuen, ndmlid

i)

S 32 b
Xe= ———————— UMD ¥ = o o o
A% (A=a2 4 B®=b?) B2 (A _Iﬂ B-2hz)’
ber nach der Gleichung C einfacher audgedriicft:
e und B
X = e—y il 10 f = R &
A : Y AR

Allein diefe 1'_.'1|r\'{;[d;|1{rtﬂuimffc hangen nod) von den Werthen
der ®rofen a und b, d. h. von der Lage ded Sdjeitels des beweglidyen
Winfels ab. Bill man fie alfo davon unabbhdingig machen, fo wird
man diefe Grifien a und b aus den drep Gleihungen B, C und D
eliminiven, wodurd) man eine Gleicdhung in xy evhalt:

A2Br = A*Bx* 4 A2Biy?,
weldye fiie die gefudyte Curve gehovt, ju welder jene Sehne, in jeder
ihrer Lage, Tangente ift. Die qu1ftdm Curve ift alfo, wie die lestere
Gleidyung jeigt, wieder eine Cllipfe, die mit den beyden vorhergehens
den Ellipfen concentrifch und von derfelben Lage ifi.

Dtennt man a’ und b/ vie halbe grofie und Feine Are der erflen
Ellipfe, in welder fich der Scheitel des LWinkeld bewege, und find
¢ben fo a und b diefelben Grdfen flir die gweyte Ellipfe, weldhe von

Littrow's Anl. 3. Hoh. Math. 8
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den Schyenteln des beweglichen Winfels tangirt wird, und find endlid
a* und b# diefelben Grofien fitr die dritte Ellipfe, fo hat man
a A —'b Bl = alAW—_k/ B/ =" fanp
art — _;' =
B’ h2
=
ober die Aren bder bdritten Ellipfe find die Ddritten Proportionalyahlen
u den analogen Aren der bepden erften Ellipfen.
Waren endlicd) die bepven erfien Clipfen Kreife und a=b=r,
fo wie a’=b’/=1x/ die Halbmefler diefer Kreife, fo wdre aud) die ge-
fuchte Curve ein den bepden vorbergehenden concentrifher Kreis, deffeu

$Halbmefler l ift.

Wiv werden in der nun folgenden ywepten Abtheilung diefes Wer-
fed auf die Differentiation der Gleihungen in BVegiehung auf die in ihs
nen enthaltenen conftanten Grofien wieder surict Fommen, da diefe Ve-
trachtungen einen der widitigiten Sweige der neueren Analyfis bilden.
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