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XI
Tangenten, Normalen u. f. der ebenen Curven.

Z. 87. (Bedeutung der Diktcreiltialicir in der Geometrie.)
Jede Funktion p —kx einer veränderliche» Größe x kann als die Ordi¬

nate IZN, O. . . (Fig.Zi) einer ebenen krummen Linie ÄIIXI' . . .

dargestellt werden, deren Abscisse . . . jene veränderliche

Größe x ist.

Wenn man die Abseiste x nach einander um dieselbe

Größe lr — YO — LI)---Dbl... wachsen läßt, so daß ^ L x,

— x-j-N, x-j-nk... ist, und wenn man die End¬

punkte N, vi, I? ... der diesen Abscisten entsprechenden Ordinaten

LlVI, O vi, v?... durch die geradlinigen Sehnen NIX, l^'?, ? .

verbindet, so entsteht dadurch das Polygon welches sich

um so weniger von der gegebenen krumme» Linie ... unter¬

scheiden wird, je mehr sich die Punkte N, IX, ?, einander nä¬

hern. Diese krumme Linie wird die Gränze aller jener Polygone seyn,

und was von dieser äußersten Gränze der Polygone gesagt werden kann,

wird auch von der krummen Linie selbst gelten.

Man ziehe nun die Linien Ma, IXb, ?o... mit der Abscissen-

are parallel, und verlängere die erste geradlinige Sehne ÄIIX, so

wie die zweyte IX I?, bis jene die Ordinate D? in p, und diese die

Ordinate II in schneidet, so daß also alX^ b p und l, ? — c y ist.

Dieß vorausgesetzt, hat man, nach Taylor'ö Theorem:

' cl.x ' 1 .2 (1 x^ '

^ ^ ^ ^ cl x ^ 1 .2 ct x^ '

also auch für die Differenzen dieser Ordinaten:
vittrow'!, A»l. j. höh. Math. , ,
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Na--k^-ff'-^-ff..., 3x 2 <1>2 >

r>x > ^7 < <^7 -
?d — K-ff- ff — ff- . . . U. f.,3x ' 2 3x2 ^

und für die Differenz dieser Differenzen

xb - Na -- I>x -- IO ^ ff- . . . U. f.

verwandelt man also in diesen Ausdrücken die Größe Ir in rix,

und nimmt 3x unendlich klein an, so wird man, indem man die hö¬

heren Potenzen der Größe Ii oder 3x gegen die niederen (nach §.25)

wegläßt, erhalten:
Na ---- 37, I?p> — <^7 u. s. w.

S ey überhaupt L N---7, <3N <^7/, v^ -<-7/// n. f.

Bezeichnet man dann die Differenz von je zwey nächsten dieser Ordina¬

te» durch ^7, so daß man hat ^7^-7^— 7, A7/--1-7"— 7/,

— 7<//— u. f., und bezeichnet man eben so die Differenz

von je zwey nächsten dieser Differenzen durch ^7, ^ daß man hat

<^^7—^7^—^7, — ^7^, — A)-"n,f.,

und fährt man so fort, so kann man diese Größen zur bequemeren Über¬

sicht in folgende Tafel ordnen:

5 7^ 7" 7"/

^

^?/// 2^^-^--^^ 2)'/^—

^'-7

7"/ — 3 7" ff- 3 7/ — 7 7^ — 3 7^^ ff-3 7"—7/

7 7>

^47"^ ch 67^ —47^-ff 7

^7-

Daraus sieht man, daß man hat

^7 — 7^ — 7 — Na,

t^7^ ^-7" — 7/ -1-: ?k>,

^7" ^ 7//, — 7" — n. f.

und daß eben so ist

7 <^^7/ —/^7 — Na —I^^>, oder —7" —27/ -ff 7

^27/^/^7// — —(^0 — oder -^-7^^ — 2 7/--ff 7/

und ans dieselbe Weise
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äO 7 ----^-7^ — ^ ^ "(<^o — ? 8) — (? 8 — Na)
^ — 2 ? 8 -stNa
— vc" — 3 7" -st 3 7^ — 7

U. s. w.
wodurch daher die geometrische Bedeutung der Größen ^7, ^7,
^^7..., oder, wenn man die Intervalle 8 zwischen den Ordinalen
unendlich klein annimmt, die Bedeutung der Größen 67, 8-7, 8^7.. voll¬
ständig erläutert wird (vgl. §.82). Zugleich sieht man aus dieser Darstel¬
lung, warum man die Größen IZL, , OL... oder die ersten Differen-
tialien der Abscissen einander gleich oder cvnstant angenommen hat,
weil sonst, wenn diese Größen unter sich willkürlich verschieden wären,
die Werths von 87, 8-7, 8^7... keine bestimmte Bedeutung mehr
haben, und zur Untersuchung der Eigenschaften der krummen Linien
nicht mehr geeignet sepn wurden; so wie zugleich klar ist, daß man
auch die Größen Na, ?8, t^a..-, oder die Größen NN, N?,

u. s. w., als unter sich gleich hätte annehmen können, um die¬
selbe Absicht zu erreichen, daß nämlich in jedem höheren Differenrial-
auSdruck irgend ein erstes Differential als cvnstant angenommen wer¬
den muß, wenn dieser Ausdruck selbst eine bestimmteBedeutung haben,
und eine Anwendung zulassen soll (vergl. h. 33 und 85).

Vergleicht man endlich die ans einander folgenden Ausdrücke
67 " ^ — 7c
8-7 — 7" — 27/ -st 7,
8^ 7 ^ 7"/ —> 87" -st 3)" — 7 u f.

und
7c — 7 -st 67,

7" — 7 "st 2Ü7 -st 8-7,
7/" — 7 -st 387 -st 38-7 -st 8^7 n. f.,

so sieht man, daß man die Differentialien aller Ordnungen 87, 8-7,
8^7... durch die ursprünglichen Größen 7, 7/, 7"..., und daß man

eben so diese ursprünglichen Größen 7^, 7", durch die Diffe-
renzialien aller Ordnungen, verbunden mit der ersten Größe 7, aus¬
drücken kann, und daß der allgemeine Ausdruck in bcyden Fallen nach
dem bekannten Gesetze des Binomiums fortgeht, indem man hat
1 .N.II—I n.n — I.n — 2.,,8"V — V» II V"—' -l V»—> — — '7" --I- ...^ ^ ^ '1.2 1.2.6
und

^ . N.II I, . n.n I.n 2/1, ,
7" 7 -st "lk7 -st ^7-st...
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In dem Vorhergehenden wurde die krumme Linie gegen die Ab-
scissenaxe ^ X erhoben oder conver angenommen. Eö ist leicht, die¬
selben Ausdrücke auch für eine gegen diese Axe concave Curve zu finden.

Z. gg. (Oitterrntiiü des Dogens einer krummen Linie.)
Da wir die krummen Linien als Polygone von unendlich vielen und un¬
endlich kleinen Seiten betrachten, so folgt daraus sofort, daß die ge¬
radlinige Sehne eines unendlichkleinen Bogens diesem Bogen selbst
gleich ist.

In der That ist der Bogen (Fig. 3 2) unendlich klein,
und zieht mau die Sehnen L<3, <3V, von welchen die erste und
die letzte verlängert, sich in dem Punkte Al begegnen, so ist offenbar
die zweyte Sehne L (3 kleiner als ihr Bogen L L, und dieser Bogen
13(3 ist wieder kleiner als die gebrochene Linie kZIck(3. Es ist daher
nur nöthig, zu zeigen, daß diese gebrochene Linie und diese ge¬
radlinige Sehne L (3 eines unendlich kleineu BogenS nur mehr durch
eine unendlich kleine Größe der zweyten Ordnung verschieden sind, und
daß daher das Verhältniß dieser beyden Größen gleich der Einheit ist,
woraus dann von selbst folgt, daß noch viel mehr das Verhältniß deö
Bogens zu seiner Sehne der Einheit gleich seyn muß.

Da nun die Winkel, welche die unendlich kleinen Sehnen in den
Punkten k und (3 unter sich bilden, im Allgemeinen von zwey rechten
Winkeln nur unendlich wenig verschieden seyn können, so wird der Win¬
kel 33NV, als Supplement des Winkels unendlich klein seyn.
Sey dieser Winkel DNV —co, und überdieß LlVl---a, N(3 —I,
und L (3 v. Dieß vorausgesetzt, gibt das ebene Dreyeck L N <3

-s- k»2 I g 1, ^os. ro, odtt auch
— (a -j- k>)2 — 4 a k> sin.2 ^ 0,.

Wir haben daher für das Quadrat des Verhältnisses der Sehne
It(3 zu der gebrochenen Linie LÄI(3

c- 4 c>Iz
<c> st- v)' (-> st- k>)-

SIU.2 40,;

oder da (^.33) für einen unendlichkleinen Bogen — , ist
«2

(2 st- d)-

Da aber in diesem Ausdruckeder Coefficientvon — , oder die
Größe



nie unendlich groß werden kann, sondern vielmehr immer kleiner als

Einö seyn muß, so ist die Größe

immer wenigstens ein unendlich Kleines der zweyten Ordnung, und

also auch gleich der Einheit.
(a -j- b)2

Ist daher der Bogen lVl IV (Fig. 33) unendlich klein, so wird man

dafür seine geradlinige Sehne ÄI IV substituiren können. Da aber

Na---:lj(I"3x und IVa 3^

war, so ist in dem bey a rechtwinkligen DreyeckeÄlaIV diese Sehne

gleich also ist auch, wenn 3 s das Differential deö Vo¬

gens einer Curoe bezeichnet

3s ^3x^ -s- 3^^.

Lx. l. Für den Kreis hat man die Gleichung

x- -j- « a^,

wenn o den Halbmesser desselben bezeichnet. Dieß gibt

x3x -s- ?3^ — o oder 3^ ---

Substicuirt man diesen Werth von 67 in dem allgemeinen Aus¬

drucke von 3s, so erhält man

3» —

^/a- — x-

und dieß ist das gesuchte Differential deö Vogens eines Kreises- Kann

man den ursprünglichen endlichen Ausdruck angeben, durch dessen Dif¬

ferential dieser Ausdruck von 3 s einstanden ist, so wird man dadurch

auch die Länge eines e n d li ch e n Kreisbogens zwischen zwey gegebenen

Punkten desselben erhalten. Es ist aber oben (H.34) gezeigt worden,

daß man hat

3 iN'v. SIN.
" t>"»2

Setzt man also k> , so erhält man, wenn man zu beydc»

Seiten durch s multiplicirt:

3
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woraus daher folgt, daß die Länge eines Kreisbogens, zu welchem die

Abscisse x gehört, gleich,
X

a 31c. sin. -
a

ist, wie bekannt. Setzt man in dem letzten Ausdrucke x —0 und dann

x —s, so hat man, da sin.0 — 0 und aio. sin. , ist, für die

Länge des Quadranten des Kreiscö ^a?r, also auch für die ganze Peri¬

pherie desselben wie ebenfalls bekannt.

Llx. II. Für die Cyclois hat man (Einl. §.17/ VI.)

7 c> sro. eos. -ff ^2 a x — x-.

Differentiirt man diese Gleichung, so ist

cl 7 äx ^ --

die Differentialgleichung der Cyclois. Substituirt man diesen Werth

von in den allgemeinen Ausdruck von äs, so hat man

äs --- äx

für das Differential des Bogens der Cyclois. Da aber

, äx
ä . ffx " —2 Vx

ist, so läßt sich von diesem Ausdrucke von äs der ursprüngliche Aus¬

druck, durch dessen Differentiation äs entstanden ist, sehr leicht ange¬

ben. Man hat nämlich

s ^ 2^/sax,

und dadurch ist die Läuge des Bogens der CycloiS für jeden Werth

von x bekannt. Nicht immer aber ist es so leicht, den ursprünglichen

Ausdruck deS Differentials äs anzugeben, oder, wie man sich auszu¬

drücken pflegt, die gegebene Curve zu r e cti ficiren. Selbst bey dem

Kreise, in unserem ersten Beyspiele, kann diese Rectification nicht als

gegeben vorausgesetzt werden, da man die Sinus für jeden Bogen,

und die Größe nur näherungsweise angeben kann, und da Ausdrücke

der Art, wie sin.x, Luc. sin. X u. f., wenn sie als bekannt angesehen

werden sollen, die Berechnung unserer Tafeln der trigonometrischen

Funktionen als bereits gegeben voraussetzen.

Z. 89. (Differential der Fläche einer krununen Linie.)
Nennt man V die Fläche, welche zwischen den geraden Linien V V,
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UM und stiv, und zwischen dem Bogen HIV einer krummen Linie
(Fig. 3>) enthalten ist, so wird der Theil KOVllVl derselben, welcher
zwischen zwey einander unendlich nahen Ordinären 13 N und Lvl ent¬
halten ist, daö Differential dieser Fläche seyn und durch 31? bezeichnet
werden.

Dieses Differential besteht aber ans dem Rechtecke LtüsM und
aus dem schon in 83 betrachteten rechtwinkligen Dreyecke NoN, des¬
sen Hypotenusedie geradlinige Sehne Äst 3 s ist. Da LL ---- 3x
und nN --- 3/ ist, so ist die Fläche des Rechteckes 13LoÄl --- p3x,
und die deS Dreyeckes Ästabi — ^3x3^, also ist auch daS gesuchte
Differential der Fläche der Curve

3? —)>3x-s-^3x3y oder 3l^----(/-s-^3/)3x;
also auch, nach §. s5:

3ste — 7 3 X.
Lx. l. Für den Kreis ist x"-s-^sofort

ckl? — 3x^/g^ — x^,
und auch davon läßt sich der ursprüngliche Ausdruck in einer geschlosse¬
nen algebraischen Form nicht angeben.

Lx. Ii. Für die Apollonische Parabel hat man (Einl. ist )
7- --- 2xx,

wo p den halben Parameter dieser Curve bezeichnet. Dieß gibt
31? — 3x.^/2j>x,

und von dieser Größe ist, wie man leicht sieht, der ursprüngliche Aus¬
druck

5 p/2 p.x^ --- 5x7,
so daß sich also jede zu einer gegebenen Abscisse x gehörende Fläche der
Parabel angeben, oder, wie man sich auch auszudrücken pflegt, daß
diese Curve quadrirt werden kann.

H. gc>, (Tnncsentcll drr Curvcn.) Wenn man die geradlinige
Sehne N (Fig. 33), oder wenn man die Hypotenuse des unendlich
kleinen Dreiecks ÄstNo verlängert, bis sie die Abscissenare in B schnei¬
det, so erhält man eine gerade Linie Äst st', die mit einer Seite desPo-
lygons, welches die Gränze der krummen Linie darstellt, oder die mit
einem Elemente dieser krummen Linie selbst zusammenfällt. Man nennt
daS Stück Äst st' derselben die Tangente, und 13 st' die Sub ta n-
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geilte der Curve für den Punkt KI, zu welchem die Al'scisse

und Lkl — ^ gehört. Man sieht daraus zugleich, daß die Tangente
^ ^ (F>g. 34) die Gränzeder Secante VIKlS ist, und daß die Secante

jene Gränze erreicht, wenn ihre beyden DurchschnittSpunkte KI und N
mit der gegebenen Curve in einem einzigen Punkte kl zusammenfallen.

Errichtet man auf dieser Tangente in dem Punkte kl eine senk¬
rechte Gerade KI Ik (Fig. 33 oder 3st), welche die Abscissenaxe in Ii
schneidet, so heißt KI Ii dieN 0 rmale, und LH die Subn 0 rmale
der Curve für den Punkt KI.

Da die rechtwinkligen Dreyecke klaR, Lklll' und LKIL ähn¬
lich sind, so erhält man sofort folgende allgemeine Ausdrücke:

c? I'üx v <15
dubtsngenio xx: , ll'snLeiUe xxx —,

az? ^ c! ^

Lubnormslo — viormsle -x-
ax ax

wo, wie zuvor, ll --- ll x^° -s- ,'st. Man kann hier noch bemer¬
ken, daß man, wenn man nicht bloß die Größe, sondern auch die

Lage der Subtangente berücksichtigen will, diese letzte gleich —

gesetzt werden soll.

Nennt man überdieß co den Winkel rkla --- blkls oder kll

den die Tangente mit der Abscissenaxe bildet, so hat man

tanz. ^., also auch
ll? (Ixsin.co — und 00s. ---- —
u s u »

Lx. Für die Parabel xxx 2 p X findet man

Lulzlsng. xx: 2x, bkangenls xxx ^ -ss r

Sullnorm. xxx blorrnale ^x

und tans. xxx ?.

§ gi. (Andere Ableitung der Tangenten der Enrven.)
Sei) )- -x- 5x die Gleichung irgend einer krummen Linie klN (Fig. 34)

zwischen den Coordinaten x und Mit ihr sey eine andere Linie LklbI,
deren Gleichung zwischen den Coordinaten x/ und gegeben ist, so ver¬
bunden, daß sie die erste Curve in zwei) Punkten kl und dl schneide.

Zieht man kls mit der Abscissenaxe parallel, so ist klar, daß die
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Werths von VA und von »N in Heyden Linien dieselben scyn müssen,
d. h. daß man, wenn wieder LL lr ist, die Heyden Gleichungenhat:

^ und
-I? Ü2), clz,. <l2z,-Ii I ' , » » « ' Ii "I ^ I ' » » »
cl x 1 . 2 ct x- S x' 1 . 2 cl x^

Die letzte dieser Gleichungen, die sich in allen ihren Gliedern
durch die Größe b dividiren laßt, geht, wenn man K unendlich klein
annimmt oder wenn man die Gränze dieser Gleichung betrachtet, in
<1V tl „
— -^7 über. Durch diese Annahme von k> — o vereinigen sich aber
die Heyden DurchschnittspunkteU und N in einen einzigen dl, und die¬
ser Punkt dl wird dadurch ein Berührungspunkt der Heyden Linie», oder
die Secante vi dl 3 geht in die Tangeute r dl D der Curve dl dl über,
wie schon oben (§. yc>) gezeigt worden ist. Dieses vorausgesetzt, wird
man daher die Heyden Bedingungsgleichungenhaben:

z? ^ und
ll il
lk x <t x^'

Ist nun die zwcyte Linie, deren Gleichung zwischen x> und ge¬
geben ist, eine Gerade, so hat man für sie

^ -s- lz, also auch ^7 ---- a,

also sind auch jene Heyden Bedingnngsgleichungen
^ a x -s- l, und

cl x
<1v

woraus folgt l, — ^ Dadurch sind also die Heyden Größen

a und I>, und somit die Lage der zweyten geraden Linie, welche die
erste in dem Punkte ÄI berührt, vollkommen bestimmt, und man hat
für die Gleichung dieser Tangente

in welcher x^, ) ^ die veränderlichen Größen der Gleichung sind, während

die Größen x, y und ^ ans der Gleichung der gegebenen Curve
UN genommen werden, und sich auf den Punkt ül dieser Curve be¬
ziehen, in welchen sie von der Geraden U'l' tangirt wird.

I. Daraus folgt sofort auch die Gleichung der Normale der
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Curve AVI in demselben Punkte ÄI (Einl. §.3, II.):

II. Nimmt man in diesen Gleichungen 7^ — 0, um den Durch,

schnittspunkt der Tangeute oder der Normale mit der Are der x zu fin¬

den, so hat man ans der ersten Gleichung

x> — x für die Subtangente LI',

und aus der zweyten Gleichung

— x — für die Subnormale LH, wie zuvor.ct x

Lx. Für die Ellipse hat man (Einl. h. >4.)

- .

also ist auch ^ — — —.
V

Substituirt man diesen Werth von in den bepden vorherge¬

henden Gleichungen, so erhalt man für die Gleichung der Tangente der

Ellipse

»2 "w ^2 ^

und für die der Normale

—7) ^ ^ o-

Für den Kreis des Halbmessers s ist die Gleichung der Tangente

xx> -s- 77^ ^ 0^,
und die der Normale

x^/ x/7.

III. Um durch einen außer der Curve gegebenen Punkt, dessen

Coordinateu « und /Z sind, an diese Curve eine Tangente zu ziehen,

wird man in der Gleichung der Tangente der Curve die Größe x^ —«

und 7^-/3 setzen. So hatten wir für den Kreis xx/ -ss 77/ —

also ist auch

«X -j- /Z7

und diese Gleichung mit der des Kreises oder mit x^ -s- 7" — a- ver¬

bunden, wird, durch Elimination, die Werthe von x und 7 oder die
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Coordinaten des Punktes geben, in welchem die Tangente den Kreis

berührt.

IV. Um an eine gegebene Cnrve eine Tangente zu ziehen, die mit

der Abscifsenape einen gegebenen Winkel il bildet, wird man die Glei¬

chung
cl v

z. -

mit jener der gegebenen Curve verbinden, um daraus wieder die Wer¬

ths von x und 7 zu finden. Für die Parabel z, B. ist 7^ — sxx,

also auch ^ ^. Man hat daher die zwey Gleichungen

7- ---- und ^ — tsng. g,
woraus man findet

x ----- -—- und v — p eolanL. 6.

Z. gJ. (Alifinptotei! der krummen Llllien.) Asymptote einer

Curve wird diejenige Gerade genannt, welcher sich die Curve immer

mehr nähert, ohne sie je zu erreichen.

Um die Entfernung der Punkte ? und II von dem Anfangs¬

punkte ^ (Fig. 3g) zu finden, in welchem die Tangente Ml? von der

durch den Punkt ^ gehenden Are der x und der 7 geschnitten wird, setzt

man in der Gleichung der Tangente
<lv, V

7' ^ 7 ^

nach einander 7^0 und x^----o, wodurch man erhält

m,i> 41!^,-^,cl ^ ci x

Endlich ist noch das Loth von dem Anfangspunkte auf die

Tangente, wenn wieder ---- a, ist,

. ^ . / 6xXc!v
n um I 8IN. ost um i X — V — j — oder

V ^ äz/ äs

Um daher zu untersuchen, ob eine gegebene Curve Asymptoten

habe, wird man eine der beyden Coordinaten x oder 7 positiv oder ne¬

gativ und unendlich groß annehmen, und dann die andere mit Hülfe der

gegebenen Gleichung der Cnrve bestimmen. Substituirt man die so er¬

haltenen Werthe von x und 7 in die vorhergehenden Ausdrücke von
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^'2, und ^n, und erhalt das Loth H.N, oder wenigstenseine
der Heyden Größen ^2 oder einen endlichen Werth, so hat
die Curve eine Asymptote, und die Lage derselben wird entweder durch
die zwey Größen 2 und oder durch eine derselben und durch
den Winkel c^, oder endlich, wenn die Asymptote durch den Anfang
der Coordinaten geht, bloß durch den Winkel ^ bestimmt, in welchem '
letzten Falle die Größen ^2, ^XIZ und gleich Null werden.

Ist in einem speciellen Falle ^2 unendlich groß und ^,15 ---
endlich, so liegt die Asymptote mit der Are der x parallel; ist aber ^ lL
unendlich groß und ^ '2 — ^ n endlich, so liegt die Asymptote mit der
Are der ? parallel. Wird endlich ^n, also auch ^2 und un¬
endlich groß oder imaginär, so besitzt die Curve keine Asymptote.

Lx. I. Für die Kegelschnittehat man (h. >4) die allgemeine
Gleichung

. I? X-
7' — 2PX —,

also ist auch

Setzt man also in diesen Ausdrücken x unendlich groß, so erhält
man

^,2 a uns) ----
woraus folgt, daß nur die Hyperbel, in welcher «> negativ genommen
werden muß (§. 14), Asymptoten habe, und zwar zwey, wegen dem

doppeltenWerths von Da x — — ist (^. 14), so ist

— 2 I,.

Die Parabel hat keine Asymptote, weil bey ihr die Größe a unendlich
ist; und die Ellipse, weil in ihr weder x noch )' unendlich groß werden
kann und imaginär wird.

Lx. II. Für die Conchois (tz. >5, IV.) hat man

Setzt man ? unendlich groß, so wird x---o, also ist die Gerade

Man findet daher
^2 — und ^ 2Ä —- X

X' (x — -I)
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^?X(Fig. io), welche alle durch den Pol v gehenden Sehnen hal-

birt, die Asymptote der Conchois. Eben so findet man, daß sür die

CissoiS (Fig. 6) die auf ^lZ senkrechte Gerade mLn die Asymptote

der Curve ist, u. s. w.

Z. y3. (Die vorI)crZeI)rndcn Äusdrückc in polarconr-

!>inatcn Zöllen.) Wenn für den Punkt Äl (Fig. 3) einer Curve die

senkrechten Coordinaten — x und ? sind, und wenn man

den Winkel ?^l3 ---IN und ---x, so wie den Radius Vector

r setzt, so hat man

x ^ cos. (v — m), ^ r sin. (v — m) und

r- ^ x' ff- 7-,

also auch, wenn man differentiirt:

ck X ^ <l v cos. (v — in) — !' ckV sin. (v — m),

ck ^ ckc sin. (v—m) ff- v ck v eos. (v— in) und

cckc xckx ff- / ck/.

Eliminirt man auS den Heyden ersten dieser Differentialgleichun¬

gen die Größe cki-, so erhält man

i , x <1x. .
cl V —cos. (p — m) SIN.(v— m);

oder, wen» man statt cos. (v — m) und sin.(v — m) ihre Werths setzt:

und eben so erhält man auch
X ck X -j- )' ck V

cl r ^»
X" -i- ^2

Wenn die gegebene Gleichung zwischen r und v den Winkel v

selbst enthält, so ist eö unmöglich, daraus eine algebraische endliche

Gleichung zwischen x und ^ abzuleiten. In diesem Falle werde» aber

die Heyden vorhergehenden Ausdrücke von ckv und ckv eine Differen¬

tialgleichung zwischen x und / ohne lrauscendente Größen geben.

Ist z. B. die Gleichung ^ „ gegeben, so findet man daraus

v — m ovo. cos. Differentiirt man aber die gegebene Gleichung

und substituirt dann für cki- und ckv die vorhergehenden Werths, so

hat man

2 (x" ff- (xck X ff- )' ck )-) — (x ck ^ ? 6 x),

einen Differeutialausdruck ohne transcendente Größen.
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I. Das Differential des Bogenö einer Curve, durch rechtwinklige
Coordinaten ausgedruckt, war

Ü8 — ^/clx^ -s-
Substituirt man in dieser Gleichung die vorhergehenden Werths

von ckx und ck/, so erhält man
<18 --- ^/ü -j- r- <l

für das Differential des Bogens in Polarcoordinaten ausgedrückt.
II. Wir haben oben (h. Lg) für das Differential der Fläche

ü l? >---L L dl kl (Fig. 33) den Ausdruckclb^--/clx erhalten, wo
4L --- X, Lkl — y die senkrechten Coordinaten des Punktes kl be¬
zeichnen. Diesem gemäß ist also die ursprünglicheGröße, von welcher
z- clx das Differential ist, gleich der ganzen Fläche 1^ 0 Kl L. Nimmt
man davon das rechtwinklige Dreyeck 4 Lkl, dessen Fläche ^x^p ist,
weg, so erhält man für die Fläche desSectors 0Kl4, die wir
durch? bezeichnen wollen,

also auch für das Differential dieses Sectors
(I. Id ckld^ ^Ü.X)'.

ES ist aber
^ ^üx und ü.x/--xä^-j-)'6x,

also ist auch das Differential des Sectors 0 kl 4, der zwischen der
geraden Linie 4 0, zwischen dem RadiuS Vector 4, kl und zwischen
dem Bogen 0kl der Curve enthalten ist, gleich

ck . ? --- ^(p üX X ll ^).
Oben hatten wir aber die Gleichung

. xclv — vüx. ^ ^ckv -—-—oder xckv— vüx,
X- -s- Z" ^ ^ ,

also ist auch das Differential deö Sectors gleich —^-r^cl?,, wo r- den
Winkel kl 4L bezeichnet. Nimmt man dafür den Winkel 04kl,
der jenen zu »Lo Graden ergänzt, so hat man für daö Differential des
Sectors 0kl 4 den Ausdruck

ck Id ^ i ^ <15 .
In der That, ist 4kldl (Fig. 35) dieser unendlichkleine Sector

der Curve kldl, und 4kl--r- der Radius Veetor deö Punktes kl,
und der Winkel kl 4dl-- üv, und zieht man aus dem Punkte 4 als
Mittelpunkt mit den Halbmesser» 4kl und 4 dl die Kreisbogen ülm
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und dln, so worden die Heyden Kreissektoren Mmc^ und ein¬

ander immer näher kommen, je kleiner der Bogen NN der Curve ist,

und für einen unendlich kleinen Bogen Mdl werden jene KreiSsectoren

einander gleich, also auch gleich dem Scctor — MR^. seyn, da

der letzte immer zwischen jene beyde fällt. Der Kreiösector Mm^. ist

aber gleich der Fläche des geradlinigen DreyeckS, dessen Basis Mm — rclr,

und dessen Höhe c^M — r ist, also ist die Fläche dieses Kreis-

sectors gleich ^-r'clr, und daher auch

ä? — 2.r^llr, wie zuvor.

Oder endlich, dcr Sector dB — MN^, besteht aus dem Dreyecke

^Mm, dessen Fläche ^r"dr, und aus dem Dreyecke MRm, dessen

Fläche ^-Mm . R m . llr jst. Beyder Summe gibt daher

dl? --- ^r-dr^i -s-
oder nach §. 26:

dl? ^r-dr, wie zuvor.

III. Jst " X, (Fig. 35) und MB die Tangente

irgend einer Curve M N in dem Punkte M, so hatten wir für bieSub-

tangente derselben den Ausdruck erhallen:

Substituirt man in diesem Ausdrucke die vorhergehenden Werths

von 7, d/ und clx in r und r, so findet man

. , . dr cos. (v— m) — r ä n sm. (r— m)
BI — 1' sin. hr — m) ——..

a r sm. (v — m) -tz. ran cot. (n — m)

Allein dieses Resultat läßt sich sehr vereinfachen, wenn man be¬

merkt, daß die Lage der Abscissenare, in welcher BB liegt, willkür¬

lich ist, und daß man folglich den Winkel m — I?H.L immer so an¬

nehmen kann, daß r— m oder B^M gleich gc>° wird. Dann fällt

aber die Ordinate B M mit dem RadinS Vector ^M ^ r zusammen,

und man hat, da sin.hr — m)1 und oos.hr — m)^-o ist, für die

Lubtaneonte IV .
ar

Ganz eben so erhält man

Nirm. — 7—, Ian°c!. v ^

wo ds" dr- r"dr^ ist.

Subnorm. — — Ban^ento n-- und Normale
av ^ clr ll II
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IV. In der That, zieht mau durch den Pol ^ die Linie
senkrecht auf den RadiuS Vector ^M, und durch M die Linie Alk
senkrecht ans die Tangente MI', so hat man, da die Dreyecke M^V>,
M^k und MUm ähnlich sind:

Mm — I'«Iii, Um — clr, also auch
M U — cl s — ^/<l -s- i" cl ,

und überdieß
UmiMm^-L.M:^'!'^ oder LulztanA. ,

ll 1'
Mm:Um-^-^M:^H oder Lubnoim. H —-—,-I n

r ä «

ä s

wie zuvor.
Nennt man noch oi den Winkel der Tangente mit dem RadiuS

Vector, oder ist VM ^ co, so hat man
i „ , ^ I'äii

Um : MU >VM : r>M oder V-M ---

Mm : MU ^M : UM oder Uormalo MH

tan». c,o ---- - 3ul>tsriA. oder ian». l» — —,
also auch

i° tl!,
ct s

-Ii-und nv». o, ^
n 8

Ist aber ^ senkrecht auf die Tangente M'l', so hat man

r »in. li — —i—.^ cts

I^x. Für die Archimedische Spirale ist r also auch

tkMA. i.1 2 ^r. Für die logarithnüscheSpirale ist V — IvZ. I', also
auch tanA. bi — i, oder der Winkel co ist constant.

V. Nennt man endlich ^ den Winkel der Tangente mit der fe¬
sten, durch ^ gehenden Linie von welcher man die Winkel
"I^M —v zählt, oder ist ^.I'M —1/>, so hat man l>i—i8o — (v-s-^>),
und daher auch

lang. 0-^) — —
r ä >i

Setzt man daher in der gegebenen Gleichung der Curve den Ra¬
dius r unendlich groß, und sucht den dazu gehörenden Werth vonso
substituire man diese Werthe von v und v in den Gleichungen

tÄNA (v-s-4) — — — und .

I
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Sind dann die Werthe von und von endlich nnd reell, so

hat die Curve eine Asymptote, die um die Größe von absteht,

nnd die gegen die feste Linie unter dem Winkel ->/>geneigt ist.

Lx. Für die hyperbolische Spirale hat man (§. iL, III.) die

Gleichung

r- . v ^ i, also auch —N !»

und daher

Z s — v cl v . -s- I ,

LnbtanA. — i , Lulonovm. — — r- ,

DanA. " -j- V, l^onmnle P 'ck ' /

lanF. oo ^ — - und '

Setzt man dann v unendlich groß, so ist v --- o, also auch

I und rsng. --- o, oder v -s- ^ 18c>, das heißt,

da v —o ist, i/'^-rlZo«. Diese Spirale besitzt also eine Asymptote,

die in dem Abstände » von dem Pole mit der festen Linie parallel liegte

X8I.
Berührungskreise und Abwicklungen

der ebenen Curven.

g. 94. (Serührnngru der jwcistcn und höheren Ordnung.)

Ans der Ableitung der Gleichung für die Tangente einer krummen Linie,

die wir oben (h. 9,) gegeben haben, folgt von selbst, daß die, die Curve

in einem Punkte berührende Linie nicht eben eine gerade Linie seyn

muß, sondern daß man auch jede andere krumme Linie so stellen kann,

daß sie mit der gegebenen Curve in irgend einem Punkte derselben ein

Element gemeinschaftlich, oder daß sie, wie man zu sagen pflegt,

mit der gegebenen Curve eine Berührung der ersten Ordnung

hat.

Ist diese krumme Linie z. B. ein Kreis des Halbmessers g, und

sind « und /Z die Coordinaten deö Mittelpunktes dieses Kreises, so hat

man für die Gleichung desselben
Littrow's ZliN. z. höh. Math. 12
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-s- p- . . . (I.),

also auch/ wenn man sie differentiirt:

<17^ (x/—«)
<1x' '

Da nun, wie dort, für eine Berührung der ersten Ordnung zwi¬

schen beyden Curven die zwey BedingungSgleichuugen bestehen:

, ^ <1/ >1^
^ ^ und -7—7 — ,u x^ cl x

so hat man auch

(x— a)! -j- (7 — sZ)^ --- p" und

67 (x — «>

cl X Z' — ^

Eliminirt man auö diesen Heyden Gleichungen die Größen Ii und

, so erhält man

a — X — t> . — und /z — V — g. —,US US

wo «Is- ^2 äx- -s- <Z)'^ ist. Dadurch sind also die Heyden Größen cr

und /Z für denjenigen Kreis bestimmt, der mit der Curoe, deren Glei¬

chung zwischen x und gegeben ist, eine Berührung der ersten Ord¬

nung hat. Dieser Kreis hat nämlich die Gleichung

^-x-p^)' -I-

und in ihr sind und die veränderlichen Größen. Nennt man «I

den Winkel, welchen die Normale der gegebenen Curve mit der Are der

x bildet, so ist

slr>. 6 ^ und 00s. g ^ ^ ,<ts US

woraus also folgt, daß es unzählige Kreise gibt, welche die Curve in

dem gegebenen Punkte berühren, und daß die Mittelpunkte dieser Kreise

sänimtlich in jener Normale liegen, wobey der Halbmesser p dieser

Kreise ganz unbestimmt bleibt.

So wie aber zwey krumme Linien, die einen Punkt gemeinschaft¬

lich haben, in diesem Punkte eine Berührung der ersten Ordnung ha¬

ben, wenn für sie die Heyden Bedingungsgleichuugen bestehen:

^ 6v <lv-
7 — 7' und --ü ^ ---7,llx ,t X

so werden wir auch, analog verfahrend, annehmen können, daß diese

Heyden Curven eine Berührung der zweyten Ordnung haben, wenn für
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sie die dpey BedingungsgleichuugenStatt haben:
clv clv' ^ cl-v <l-v'7 — 7 , ""d(Ix dx/ dx-- (I x^

Bey einer Berührung der ersten Ordnung fallen nämlich zwey
nächste Punkte in Heyden Curven zusammen,während bei) einer Berüh¬
rung der zweyten Ordnung drey dieser nächsten Punkte in Heyden Cur¬
ven zu einem einzigen sich vereinigen, oder dort haben beyde Curven
ein Element, hier aber habe» sie zwey nächste Elemente mit einander
gemeinschafilich.

So weiß man z. B. daß drey Punkte erfordert werden, um die
Lage und Größe eines Kreises zu bestimmen. Man kann daher an¬
nehmen, daß diese drey einander nächsten Punkte auf der Peripherie
der gegebenen Curve liegen, und dann denjenigen Kreis suchen, der
durch diese drey Punkte geht, und sie daher mit jener Curve gemein¬
schaftlich hat. Dieser Kreis wird dann als die Gränze aller derjenigen
Kreise zu betrachten seyn, welche mit der Curve, in demselben Punkte,
bloß eine Berührung der ersten Ordnung geben, und deren Mittel¬
punkte, wie wir so eben gesehe» haben, alle auf der Normale der Curve
liegen, ganz eben so, wie oben (H. go) die Tangente als die Gränze
aller Secanten betrachtet worden ist, die mit dieser Tangente einen
Punkt gemeinschaftlich haben. — Mau sieht, wie man dieselben Be¬
trachtungen auch auf die Berührungen der höheren Ordnungen fort¬
setzen kann.

A. g5. (Ürrührungs- oder Oscuiations-Kreis.) Um das
Vorhergehende in der Sprache der Analysis auszudrücken, seyen die
Gleichungen zweyer Curven gegeben, deren die erste die Coordinaten
x, ^ und die zweyte die analogen Coordinaten x/, )>/ enthalte. Wenn
in diesen Heyden Curven die Größe x in x-s-Ir, und die Größe x^ in
x/-j-ll übergeht, so hat mau für die Ordinate» ^ und dieser Curven

> , V , l>2 cl- V , Il^l zc
V —l— kl -— -ff- --— -ff- 1- — -ff- ... und

<l x i . 2 <1x- i . 2 . S <l x-

, , clv' , Ii- <I-v' , >'2 ,v/ -ff- ll u — -ff- -7-^- -ff- ...,
cl x' 1.2 cl x'- I . 2 . s cl Z' -

und die Differenz dieser Heyden Ordinaten ist daher

^ (7—70 ^ ^ ^ "

Haben uuu beyde Curven den Punkt, zu welchem die Ordinate»
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7 und 7^ gehören, mit einander gemein, so ist 7 — 7/2^-0, oder

^

Ist ferner kr unendlich klein, und haben die Heyden Curven auch

noch den jenem ersten nächstfolgenden Punkt mit einander gemein, so

ist auch

-—- und t—7 :— I ^l- . . .;
3x X.2X.ÜX- Ux'-/ " '

und eben so, wenn sie auch noch den zweyten nächstfolgenden Punkt

gemein haben-

ü-v cl-x' ^ li- /cl^^ ü-v'X
, —- "7—^ und ^ ^ s -7—- — -7—^7 ) ^l— ...

3 x^ cl x" i . 2 . 3 v. 3 x- 3 x'-/ "

Je weiter man ans diese Weise fortgeht, desto mehr nächstfolgende

Punkte haben die Heyden Curven mit einander gemein, oder desto inni¬

ger werden sie sich in dem ersten dieser Punkte, zu welchem 7 — 7^ ge¬

hört, an einander anschließen, so zwar, daß, wen» unter diesen bcy-

den Curven z. B. nur die drey ersten Bedingungsgleichungen 7 ----

3^---- 67/ und ä-)- —<Z2)-/ Statt haben, keine andere dritte Curve,

deren Gleichung zwischen x" und 7" gegeben ist, zwischen jenen bcyden

mehr durchgehen kann, wenn nicht auch für diese dritte Curve dieselben

Bedingungsgleichungen y6^^:67" und 3-^^-3^" be¬

stehen n. s. f. für jede höhere Ordnung der Berührungen.

Ist nun die zweyte Curve, deren Gleichung zwischen x^ und 7/

ausgedrückt wird, ein Kreis, so ist die Gleichung dieser Curve, wie

zuvor,

(x' — llP -s- — /Z)2

Differentiirt man diese Gleichung zwey Mal nach einander, und

setzt vorerst kein erstes Differential coustant, so erhält man

(x/— a)3x< -s- ()-/ — /Z)3)-^ o lind

3x^ -s- 67^' -j- sx^— a) 3" x/ -s- s)?/ — /Z)cl^)-^ ^ 0.

Da man aber die erwähnten Bedingungsgleichungen hat:

ll^' 3)7

3^^3l ""d

so werden die drey vorhergehenden Gleichungen auch dann noch beste¬

hen, wenn man in ihnen die Accente der Größe x/, ^ und ihreDiffe-

rentialien wegläßt, oder man wird auch die drey Gleichungen haben:
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(x —a)- -s- (7-/3)2 — ,
(x —-l)6x -s- (7-/3)67 — 0, ! . . . (^).
6 x- -j- 67- -s- (x—«) 6-x -s- (7—/3) 6-7 — <1s

Su6)t man aus diesen drei) Gleichungen die Werthe der drey
Größen a, /Z und p, so erhält man, wenn man wieder der Kurze we¬
gen 6s- 6x- -j- 67- setzt:

6 «2 6 Vx — n — - ,
6x6-7 — 6 7 6-x

6 s- 6 x7 — /Z — —
6x6-7 — 6 7 6- x ^

6 s-

^ 6x6-7 — 6 7 6- x ^

und durch diese drey Größen <r, /3 und g ist daher derjenige Kreis,
seiner Größe und Lage nach, vollkommen bestimmt, der mit der gege¬
benen Curve, deren Gleichung zwischen x und 7 enthalten ist, eine
Berührung der zweyten Ordnung hat. Man nennt ihn den Ber üh-
rungs - oder auch den Osculati 0 ns - Kreis der gegebenen Curve.

I. In den vorhergehenden Ausdrücken ist, wie gesagt, kein erstes
Differential constant angenommenworden.

Setzt man aber 6x constant, so findet man
65-67 6s- 652

^ 6x6-7^ ^ 6-7^ ^ 6x6-7'
Setzt man 67 constant, so ist

6s- 6 s- 6 x 6 s^
X — a , 7 — /Z -s—p —

6-x' ^ ' 676-x' ' 67ä-x'

Setzt man endlich 6 s constant, so hat man 6x 6-x-j-676-7 — 0,
also auch 6-x-.6x- c-ü 6-72.67-, und daher

6 s-. 6- x ^ 6-xoder « — x — g
6- x- 6- 7- ' 6 s-

6 s- 6- 7 ,6-7
^ ^ ^ 6 -x- -j. 6-7- " /Z -7^L'.^'"nd

L ^ >/>..> . (vergl. LS).
z/6-x- -j- 6-7-

II. Man kann bemerken, daß die Peripherie des Osculations-
Kreises die Curve in dem Punkte, wo er sie berührt, auch zugleich
durchschneidet, da die Differenz der zwey nächstfolgenden Ordina¬
len der beyden Curven, nach dem Vorhergehenden, gleich!
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/X ^ S-)' X
I . 2 . I Lct X- ^ llx^^/

ist, also scin Zeichen wechselt, wenn man statt x den nächstfolgen¬

den Werth x-j-I, oder den nächst vorhergehenden x — Ii setzt.

Von den in §. betrachteten Kreisen, die alle mit der Curve

eine Berührung der ersten Ordnung haben, berühren nämlich die einen

die Curve an ihrer concaven Seite oder von innen, und die andern an

ihrer convexen Seite von außen, und der OSculations - Kreis liegt, als

die Gränze aller jener Kreise, zwischen ihnen, indem er die Curve auf

der einen Seite des Berührungspunktes von innen, und ans der andern

von außen berührt. Die geradlinige Tangente im Gegentheile liegt

ganz ans derselben Seite der Curve, weil für sie

I . 2 V X- lk X

für x-j-Ir und x—I, immer dasselbe Zeichen behält.

Z. y6. (Contittgcnzwiickcl der krummen Linien.) Man

nennt den unendlich kleinen Winkel, welchen die Normalen von zwei)

nächsten Punkten einer Curve unter sich bilden, den Conti» genz-

Winkel der Curve. Man sieht, daß dieser Winkel auch der von zwey

nächsten Tangenten der Curve ist. Wir wolle» ihn durch bezeichnen.

Seyen und L die CosinuS der Winkel, welchen die erste dieser

Tangenten mit der Are der x und der ^ macht, so daß man daher

wie h. g4) hat

^ — und IZ —
cl 8 ll 8

Dicß vorausgesetzt, werden also auch die Cosinus der zweyten

nächsten Tangente mit x und ^ durch

.äe -i- und v -j- ÜIZ

ausgedrückt werden können. M an hat aber (Einl. 3, I.)

VOL. ü ?3 ü ,

und überdieß, da der Cosinus des Winkels einer jeden Geraden mit der

Are der ^ gleich dem Sinns des Winkels derselben Geraden mit her

Are der x ist:

-s- i, und eben so

sL -s- ü äP -j- (v -j- cl L)'- ---- , ,

woraus sofort folgt

äü-j- LüL L.- -j- ü L-).
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ES geht daher der vorhergehende Ausdruck von cos. ^ in den fol¬
genden über:

sla.-c>i — — -(^eä^ -s- kläl!) — -1- Läv)-;
oder endlich, wenn man (H. 25) die vierten und höheren Potenzen von
ä,?e und äL wegläßt:

sin.-o> ä -s- ä L-.
Substituirt man in diesem Ausdrucke die vorhergehenden Werthe

von ä^ und äL, und bemerkt man, daß für den unendlich kleinen
Winkel (nach H. 33) sin. ist, so hat man

für den gesuchten Winkel der Contingenz einer Curve.
Seht man in ihm äs constant voraus, so ist

co --- . x/ä^ -l» ä^ v^.lt s ' ^

Da wir aber vorher (§. 9S) für den Krümmungshalbmesser der
Lurve erhalten haben

c! 8«
p — -7 ,

so ist auch
— oder ä s p

Diese Gleichung zeigt, daß der Mittelpunkt deS OsculatiouS-
Kreiseö einer Curve der DurchschnittSpunkt von je zwei) nächsten Nor¬
malen dieser Curve ist.

I. In der That, die Gleichung der Normale ist (§. y>, l.)

7' - 7 's- ^

llm den DurchschnittSpunkt dieser Normale mit der nächstfolgen¬
de» Normale zu finden, wird man bloß die letzte Gleichung in Bezie¬
hung auf x und ^ differeutiiren, wodurch man erhält

(7^ — 7) ^'7 — ^5' — 0.
Sucht man aus diesen zwey Gleichungendie Größen x^ und >9

und substituirt sie in dem allgemeinen Ausdrucke
(x- —x)' -s- (^ — 5)^

der Distanz zweper Punkte, so erhält mau für diese Distanz
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wie zuvor.

Z. y7. (Evalilten der siruuunell Llllieil.) Da die Größen «
und sä, oder da die Coordinalen des Mittelpunktes des Osculations-
Kreises Funktionen von x und /, also auch, vermöge der gegebenen
Gleichung der Curve zwischen x und bloße Funktionenvon x sind, so
ändern sich jene beydeu Größen, so wie sich x ändert, oder wie man
von einem Punkte der Curve zu einem andern übergeht. Die Aufein¬
anderfolge aller dieser Mittelpunkte des Osculations-Kreises einer Curve
bildet daher wieder eine andere Curve, die man die Evolute oder die
Abgewickelte der gegebenen Curve nennt, so wie diese wieder die
Evolvente der Abgewickelten heißt. Sind mU, (Fig. 3b)
die Krümmuugshalbmefferder Curve AIM/, so ist die Evol¬
vente, und m m/die Evolute, wo —x, die senk¬
rechten Coordinaten der Evolvente, und — a, pm ^ /Z die ana¬
logen Coordinaten der Evolvente sind.

Diese beyden Curveu haben mehrere merkwürdige Relationen un¬
ter einander, die man leicht aus den drey Gleichungen(^.) des §.
kenneu lernt. Setzt man, wie gewöhnlich, ckx constaut, so sind diese
Gleichungen:

(x —«)"- -s- (7—/ZP ^ . f.),
(x —«)üx -ch- o . . . (2),

clx^ -s- cl^^ -s- (7—/Z)ä-7 — c> . . . (3).
I. Elimiuirt mau nämlich zwischen der in x^p gegebenen Glei¬

chung der Evolvente und zwischen den Gleichungen (2) und (3) die
beydeu Größen x und 7, so erhält man eine Gleichung zwischen « und
sä, die daher die Gleichung der Evolute seyn muß.

II. Da die Gleichung (2) auch so ausgedrückt werden kann:

sä _ 7 ^ ^(«-x),
so gehört sie (tz. yi, I.) für die Normale m U der Evolvente, d. h.
für die gerade Linie, die von dem Punkte in, dessen Coordinaten -r
und /I sind, senkrecht auf die Evolvente gezogen wird.

III. Disferentiirt man die beyden ersten Gleichungen (1) und (2)
nicht bloß in Beziehung auf x und sondern auch in Beziehung auf
die Größe a, sä und da die lctztcrn Größen Funktionen von x sind,
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so erhält man

sx— «)c!x -j- ()-— st)ü)^ — (x— u)<la — s)-— st) ü st ^ 3 ü s>
und

ck x^ -s- c! )-^ -s> s)- —' /3) ü^ )- — cl«cl x — cl st ck)- o,

und diese Ausdrücke gehen mittelst der Gleichungen (2) und (3) in fol¬
gende über -

(x — a) c>a -j- ()- — st) ä st -s- ü-- 0 . . . (/,)

claüx — clstck)- ^ o . . . (6).
cl Z ^ ^

Die letzte gibt ^ welcher Ausdruck die Gleichung

st — 7 -- ^

in die folgende verwandelt:

und diese letzte Gleichung zeigt, daß die Normale mM der Evolvente
zugleich eine Tangente der Evolute ist (H. 91).

IV. Substituirt man den letzten Werth von 7—st in die Glei¬
chungen (>) und (4), und eliminirt dann x — a, so erhält man

ü ll a" -s» cl st^.

Da aber das Differential eines Bogens, oder da <ls überhaupt

gleich v/ctx- -j- cl^'- ist, so zeigt die letzte Gleichung, daß der Halb¬

messer des Osculations-Kreises der Evolvente sich um dieselben Unter¬
schiede ändert, als der Bogen der Evolute.

AnS III. und IV. folgt, daß ein vollkommen biegsamer, um die

Evolute m nVin" gelegter Faden, wenn er von derselben frey abge¬
wickelt wird, so daß er in jedem Punkte, wo er die Evolute verläßt,

eine Tangente derselben ist, mit jedem seiner bereits abgewickelten
Punkte die Evolvente der Curve NlVC... beschreibt; eine merkwürdige

Eigenschaft, die bekanntlich in der Mechanik bereits eine sehr sinnreiche
Anwendung gefunden hat.

V. Man sieht daraus zugleich, daß alle Evoluten rectificabel

sind (§. 33, Tx. I!.), das heißt, daß man die Länge dieser Curve Zwi¬
lchen zwey gegebenen Punkten derselben durch eine gerade Linie messen
oder angeben kann, weil die Zunahme des Bozens der Evolute gleich
der Zunahme des Krümmungshalbmessers der Evolvente ist, und weil
der Krümmungshalbmesser einer jeden Curve immer angegeben werden

kann, da er bloß die Anwendung der Differentialrechnung erfordert.
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VI. Wir haben in I. gezeigt, wie man ans der Evolvente die

Evolute finden kann. Um aber auch das umgekehrte Problem aufzu¬

lösen, so sei) die Gleichung der Evolute gegeben, und daraus

die Gleichung 7 —kx der Evolvente zu suchen.

ES war

^ ^ ""b - (/Z — 7) ^ 0.

Auö diesen beyden Ausdrücken folgt

cl «2 tl
a — x UNd — V — 1 .

clxcl^ ^ c12^

Eliminirt man aus diesen zwey Gleichungen die Größe «, so er¬

hält man eine Differentialgleichung der zweyten Ordnung zwischen x

und 7, die also für die gesuchte Evolvente gehört.

VII. Dieselbe Aufgabe läßt sich auch so darstellen. ES war

63
v — /Z — sx — a) — — 0 und

0 — a)^ -s- (7 —

Bemerkt man aber, daß 6 p- — 6 -j- <z/Z- jst, so erhält man

auö diesen beyden Gleichungen, da /Z — xa ist:

Eliminirt man aus diesen beyden Gleichungen die Größe «, so

wird das Resultat dieser Elimination die gesuchte Gleichung der Evol¬

vente zwischen x und 7 seyn. Allein diese Elimination seht voraus,

daß man bereits 7 durch a ausdrücken kann, d. h. da

67^ 60^ -ss» 6/32

ist, daß man die gegebene Evolute rectificiren kann.

Z. gg. (öcisfpiclc für denKrümmungshalbmrffcr.) I. Ma»

suche den Krümmungshalbmesser der Linien der zweylen Ordnung. Die

Gleichung dieser Linien ist (Einlcit. h. >4)

7. --- 2i>x — ^ .

Dieß gibt sofort
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<>.>-- ß,- -I- x- ^ ^ >md

also ist auch

Sucht mau aber die Normale vi —^77- dieser Curven, so fin¬
det man

also ist auch
vl-

l' "

Für X ---0 hat man p----?. Für die Parabel ist s unendlich groß,

also auch

n -- I /'P ^ ">'7
^ p

Seht man aber in dem Ausdrucke für die Ellipse statt x die Größe

n— x, oder nimmt man den Anfangspunkt der Coordinaten im Mittel¬

punkte der Ellipse, so geht der vorhergehende Ausdruck von N in den

folgenden über:

ivr d> , /s- — sn- — b-)x" ^
N ----- 1/ c— oder da

k>^ x^ s" fk>- — z>2) ist:

« — 1 -s- (s^ — d-) 7-.

II. Eben so erhält man für die Logistik, deren Gleichung ?---log.x

ist (5. >7, I.)

tl 7 , Ü2). I äs I , ;
ül ^ x' X '

und daher

8 — ^ x-)',
so wie

X nl — s -f. x') und ^ — /3 ---- 1 x'.

III. Für die gemeine CycloiS endlich hat man (§.17, VI.)
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X ^ s sie. cos . ^

wo (Fig.sb) X? —X, ? KI ^--7 ist.

Daraus erhält man sofort

6x — ^ ^ und 6^7 ---- —
v^ 2 S7 — x- 2S7 — 7-

a cl 7-

ä» — 67 I/'—^ 2a — v ; also auch

s, 2^207 — 2X,

wenn wieder X die Normale derCyclois für denselben Punkt bezeichnet.

Z. gy. (jZt-i)lpielc für die Evolute.) I. Für die Apollonische

Parabel hat man 7' —2xx, also auch

Aus diesen beyden Gleichungen folgt durch Elimination von x

die gesuchte Gleichung der Evolute der Apollonischen Parabel, die also

die Neil'sche Parabel ist (Einl. §. iS, I.).

In Fig. 87 ist KIXK» die Apollonische Parabel, und die

Evolute derselben oder die Neil'sche Parabel.

Man wird dabey bemerken, daß der die Evolute bedeckende Fa¬

den, durch dessen Abwicklung die Evolvente entsteht, in unserm Bei¬

spiele über den Scheitel a der Evolute nach um das Stück -X —x in

der Richtung der ersteren Tangente -X der Evolute herausreichen muß,

damit der Endpunkt k. dieses Fadens, bey seiner Abwicklung, in der

That die Apollonische Parabel NX KI beschreibe. Dieses Stück — p

ist gleich dem Krümmungshalbmesser der Apollouischen Parabel in ih¬

rem Scheitel Würde mau einen andern Punkt zwischen - und k,

(oc — x)s,

oder endlich, wenn man a — p setzt:
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oder jenseits von V für den die Evolventen beschreibenden Punkt an¬
nehmen, so würde diese Evolvente auch nicht mehr die Apollonische Pa¬
rabel, sondern irgend eine andere Curve seyn.

II. Für die gemeine Cyclois hat man, wie §. y3, III., wenn
man wieder die Gleichung

X a uro. cos. ^1 — — ^/2a)- — 7^
zu Grunde legt, wo (Fig. 2b und 33) V?-----x, ist,

sZ — — und a ---- X 2^/—2s/Z —
Substitnirt man die ans diesen Ausdrücken folgenden Werthe von

x und x in der vorhergehendenursprünglichen Gleichung der Cyclois,
so erhält man

0- a 002. 20s. ^ ^ ^ ^^ ^ ^ ^
für die gesuchte Gleichung der Evolute der Cyclois. Setzt man

/Z — — x^ und -c ,
so wird die letzte Gleichung

z-/ — g ->02. 20s. -s- x/^ax^ — x<^,

dieselbe, welche wir schon oben (Einl. H. 17, VI., ebenfalls für die
Cyclois gefunden haben, wo (lt^----x^ und (3 AIwar.

Setzt man daher auch in Fig. 33 V gx —x^, und die darauf senk¬
rechte Gerade so sieht man, daß die Evolute Vmm/ der
CycloiS VLL wieder dieselbe Cyclois, nur in verkehrter Lage ist, so
daß bey der ersten Cyclois VAIL der Anfangspunkt in V und der
Scheitel in L, bey der zweyten V m aber der Scheitel in V ist.

III. Für die Ellipse, deren halbe Aren a und 3 sind, hat mau
(§. -st)

und daraus folgt
s" — 3- (a- — I>2)a --- 'X^ und /z --- — V-,a» ^ d -> ^ ^

also auch

u.d i-- - >/-» - — b" t, - a" — b-

Substituirt man dieseWerthe von ^ und ^ in der ursprünglichen
Gleichung der Ellipse, so erhält man



oder/ wenn man alle Glieder dieses Ausdrucks durch ^ )
multiplicirt:

(-7 ^ G' - '7
für die Gleichung der Evolute der Ellipse. Ihre Gestalt ist in Fig. iL

(H. rt>, II.) gegeben worden. Setzt mau die Größe l^ negativ/ so er¬

hält man die Evolnte der Hyperbel.

IV. Um endlich auch aus der gegebenen Evolute die ihrer Evol¬

vente zu finden / wollen wir annehmen, daß die Evolute ein Kreis des

Halbmessers a sey, so ist die Gleichung des Kreises zwischen den Coor-

dinaten « und /3

-s- /Z2 »2/ auch

-r a cos. x und /Z — a sin. x /

wo x den Winkel bezeichnet/ der zu den Coordinaten a und /Z gehört/

Nennt man p den diesem Winkel entsprechenden Kreisbogen/ so ist ^ — a^>.

Dieß vorausgesetzt, hat man
cl a . cl Z
— — — sin. s und -n- eos. V,
cl <1^

und sonach werden die beyden letzten Gleichungen des §. <)?/ VI.

X n cos. x -s- n? sin. x und

z? g sin. — a^>cos.

und die Elimination von ? aus diesen beyden Ausdrucken gibt die ge>

suchte Gleichung der Evolvente des Kreises.

Z. -oo. (Anwendung des vorhergehenden aut' polar-eoordinatcn.) Wenn man/ wie in / die Gleichungen
X c cos. v und ^ — r sin. v

hat, wo der dort eingeführte Winkel m hier der Kürze wegen gleich

Null gesetzt worden ist/ so erhält man/ wenn man diese Gleichungen

zweymal differentürt, ohne dabey ein erstes Differential als constant

vorauszusetzen:

<Ix ^ ckr cos. v—rcli-sin.v/

ä/ cl r sin. v -s- rclv cos., /

ck' x ck' c cos. v — 2 >1r ll v sin. v -s- c <1v- cos. i> — r <1- v sin. V/

<1^ / cl- v sin. v -ff- 2 clrllv cos. v — r cl sin. ^ -s- c ck^ v cos. v.
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Es war aber der Ausdruck des Krümmungshalbmessers zwischen

den rechtwinkligen Coordinaten x und 7, wenn ebenfalls kein erstes

Differential constant vorausgesetzt wird (h. <)6)

SlzZ

^ llxck"7 — ct^ll-x'

Substituirt man in dieser Gleichung die vorhergehenden Ausdrücke

von ckx, ä-x u. f., so erhält man
—

^ r- U -P- 2 Ur- U » -j- rcli' ct- v — icl ii ci- r ^

wo --- -s- 1-2 cl^ jst^

und hier ist ebenfalls kein erstes Differential constant vorausgesetzt

worden.

Ist daher ä v---consl., so hat man

— lk»5

^ -j- 2cli-2^!> — rclizll^r'

lind ist <lr — oonst., so ist
— <1«Z

^ r- ct 2 cl r- cl v -j- r ck r ik- » '

klx. Für die logarithmische Spirale hat man (§. 23, II.)

v — log. r;

also ist auch

äv — — und c! s — ^/tl -s- cl — ä r. z/ 2.

Diese Spirale läßt sich daher rectificiren, da der ursprüngliche

Ausdruck der letzten Differentialgleichung

s — r . z/2 ist.

Weiter ist für den Winkel c,z der Tangente mit dem Radius Vee-

tor (Z, y3, IV.)

rcmß. co ---- 5^!. --- », also constant.

Um die Differentialgleichung dieser Spirale zwischen den recht¬

winkligen Coordinaten x und 7 zu erhalten, wird man, »ach §. g3, in

der Gleichung rclv —clr statt ä v und tl v ihre Werthe

. X llV — vckx XäX -t- V <lV
Zl, — ^ ^ ^ Und äo ^ ^ ^

x- -ff 7' z/x'- 72

substituiren, wodurch man erhält

(x —7) 37 (x-s-7) äx,
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und daher ist auch die zweyte Differentialgleichungdieser Spirale
(x — 7) ä'7 <lx2 -s- 67- . . . (i).

Endlich erhält man die Evolute einer Curve, wenn man (nach
h. 1)7) die Werths von x und 7 aus den Heyden Gleichungen

(x — -r) clx -s- (7— /Z) c>7 — 0 . . . (2)
clx" -j- Ü7l- -s- (7— /Z)6-7 — c» ... (3)

sucht, und dieselben in der ursprünglichen Gleichung der Curve substi-
tuirt. Diesem gemäß findet mau aus den Gleichungen (>) und (3) so¬

fort x — jZ. Die Gleichung(2) aber gibt, da ^ ^ ^ ^ ist:
x- -j- 7- — « (x -- 7) — /3 (x -s- 7) 0,

oder, da bereits X-----/Z gesunden wurde:
-s- (a — D) 7 —

woraus sofort folgt 7 --- — a.
Wir haben daher und 7--^—«, und daraus folgt, daß

die Evolute der logarithmischenSpirale wieder eine der gegebenen
gleiche und gleichliegeude Spirale ist.

g. 101. (TttttZciltial - CoordllMteil.) Die Gleichungen der
krummen Linien lassen sich auch noch auf andere Weise ausdrücken, als
bisher, durch rechtwinklige oder durch Polar - Coordinaten, geschehen ist.
Eine der merkwürdigsten ist die zwischen dem Radius Vector ^.U —r
(Fig. 3g) und dem Lothe tVU —u aus dem Pole rV auf die Tangente
U'U der Curve. Man kann diese beyden veränderlichenGrößen die
Tangential-Coordinaten nennen.

Um ihre Relation mit den Polar - Coordinaten zu erhalten, ziehe
man aus dem Pole cV mit dem Halbmesser tVU^r- einen Kreisbogen
Um, welcher den nächsten Radius Vector ^VNl der Curve in dem
Punkte m schneidet, so ist biliar clr-, U/VN----<lv, also auch
Um Da aber die Dreyecke UNlm und ähnlich find,
so hat man

MN .VN . lls r .
-— — " oder . ... (I) undN m NU cl i-
MN ^-N äs u

— .oder —— — - . . . (Il),ÄIm .VU rclü r
wo " cll" -f- i'-ü v- ist.

So hat man für den Kreis des Halbmessers a, wenn der Pol
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oder der Anfangspunkt der Coordinaten in der Peripherie liegt, wie
bekannt:

l' ^ 2a cos, „ oder 6r — — s a cl v sin. v,

also auch

cl s — 2 allv,

und daher nach (II)

cls 2a r ^
r cl v r cc ^

r- ^ 2au,

welches die Gleichung des Kreises zwischen den Tangential-Coordina¬

ten ist.

Eben so hat man für die Ellipse, wenn der Pol im Brennpunkte

ist (§.>4),

r — " l' ^
> ch- c cos. v

wo - — ^ - d- ist.

Das Differential dieses Ausdrucks ist

sc c-e sin. v

sv a (1 — e?) '

Allein die erste Gleichung der Ellipse gibt

d , 2 ac — r- — k>2 .. ,
scu.2- 22- - ^ , also Ist auch

cl c c ,
— — - ^ — 1^.
cl v d

Substituirt man dieß in der Gleichung

cls^ clr^

^ ^ ^ s" erhalt maucl »2 ^ cl „2

cl «2 r,

cl «2 l,

und damit erhält man auö der Gleichung (II)

? ^ ^ (20 — r),

1,2 r 2 a cc2
oder r —

2a — c 1>2 -j- ^2

die gesuchte Gleichung dcrEllipse zwischen den Tangential-Coordinaten.

Nimmt mau aber den Pol im Mittelpunkte der Ellipse, so ist die

Gleichung derselben
»2 l>2

a - g. l>2 — I>2

Littrow's Zlnl. z. höh. Math. , Z
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Für die Parabel endlich hat man, wenn der Pol im Scheitel
liegt, und der halbe Parometer x ist:

u» — 5l"'.
I. TranSformirt man die vier in §. y3, IV. gegebenen Anödrücke

mittelst der Gleichungen(I) und (II) in Tangential-Coordinaten, so
erhält man

Sulztang. ^ 3'ang. — ^ ,
V r" — u- V r- — u^

Lulznorm.--- — — u-, —,u u

so daß also diese vier Größen, die sonst Funktionen von Differentialien
waren, hier unter der Form von endlichen Größen erscheinen.

Lx. Für die Ellipse war

also ist auch die Subtangente der Ellipse gleich
I) l'

V^2SI- 1-2 i>2 ^

wie man auch aus der Polargleichung

r ° l' -
l -p- c cos. v

findet, wenn man daraus den Werth der Sulztang. sucht.

II. Auf dieselbe Weise erhält man auch den allgemeinen Ausdruck
für den Krümmungshalbmesserder Curven zwischen Tangential - Coor¬
dinaten, wenn man in jenem des H. 100, wo <li- constant ist, oder
wenn man in der Gleichung

d 52
^ r- d ^ -j- 2 d d 11 -j- i' d r cl^v

d
statt wie aus den Gleichungen(l) und (II) folgt; die Größe

llr r
äü ' ü ^

und deren Differential

rü- V . — u^ — ä r clll — äi' —II- — (cüi> —. uäu) —.

snbstituirt, wodurch man für den gesuchtenKrümmungshalbmesser
erhält:
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>. lt >'

^ ^ üV'

also einen Ausdruck, der nur von den ersten Differentialien der Größen
u und r abhängt, wie es der Natur der Tangential-Coordinaten ge¬
mäß ist.

Z. ,02. (^olllinien.) Beschließen wir diese» Gegenstand mit
der Betrachtung eineS zahlreichen Geschlechts von Cnrven, zu welchen
die oben angeführte CycloiS nur als ein sehr specieller Fall gehört.

Eine gegebene Cnrve 1) lil (Fig.sto), mit welcher ein Punkt lll
durch die Linie Nlil fest verbunden ist, wälze sich auf einer anderen ge¬
gebenen, streu Cnrve ^ I). Die Curve mAln, welche der beschrei¬
bende Punkt N während der Bewegung der ersten Curve durchlauft,
heißt Rolllinie.

Um die Gleichung der Linie mNn zu finden, ziehe man durch
den gemeinschaftlichen Punkt O beyder Cnrven und durch den beschrei¬
benden Punkt N die Gerade I)N—,, und beschreibe dann auö v,
als Mittelpunkt mit diesem Halbmesserv, einen Kreisbogen. Thut
man dasselbe mit jedem andern nächstfolgendenPnnkre l), der den
beyden gegebenenCnrven gemeinschaftlich ist, so werden die Durch-
schnittöpnnktevon je zwei) nächsten dieser Kreisbogen in der Rolllinie
liegen, und die letzte wird bloß in der Aufeinanderfolge aller dieser
DurchschnittSpunktebestehen.

Sind —x^ und die Coordinaten der streu Curve
und sind —x, I'lVI —y die Coordinaten deS Punktes lVI

der Rolllinie, so ist die Gleichung eines dieser Kreise
(x — xH- (y — 79' ^

In dieser Gleichung ist die Größe sowohl, als auch die Größe
r als eine Funktion von x< zu betrachten. Differentiirt man sie daher
in Beziehung auf xH so hat man

cl v^ , i'll e
X — x/ -s- (y — — -s- -^7- — c>e

und die Elimincuion von x/ ans diesen beyden Gleichungenwird sofort
die gesuchte Gleichung der Rolllinie zwischen x und 7 geben.

Setzt man der Kürze wegen
ll <l x/2 ss- cl)'^,

so findet man aus diesen Gleichungenfür die Werthe von x und 7 fol¬
gende Ausdrücke:

,3 *



X " x^ — srcki'ilx^ -s- rck^/^cks^ — cki^),

sockock)^ — vclx^^/cls^ — ck^).

I. Sey, für einen speciellen Fall, die bewegliche Curve VV ein

KreiS des Halbmessers s, und die feste Curve Vv ebenfalls ein Kreis

des Halbmessers b, und sey die unveränderliche Gerade, welche den

beschreibenden Punkt IVl trägt, und ihn mit dem Mittelpunkte 0 deö

ersten Kreises verbindet, oder sey MO —c. Sey überdieß r der Bo¬

gen ^v, also auch der Winkel am Mittelpunkte (l des zweyten Kreises

oder sey der Winkel ^Cv so wie der Winkel

illo — VOM — so hat man

rX' r . V . t
— l — cos. -- und ---- SIN. -

I, b b d

und uberdieß

^ -s- c^ -s- 2 s c cos.

Daraus folgt sofort

llx'

cl t

i c> t r ll i' . t
SIN. - , cos. - und —I— — — c SIN. s1>' c1 r " K ct e

Substituirt man diese Ausdrücke in dem vorhergehenden Werths

von x, so hat man
«2 ^
— sin.2-, oder

, , t . r . r r i /
x d — o cos. -c sin. - sin. ^—cos.^ >/

d ' !> I) I, ' »

oder endlich, wenn man in dieser Gleichung den oben gegebenen Werth

von substituirt:

x — b — (a -j- b>) cos. ^ — c cos. -s- ^ t,
und eben so

7 — (» -I- b) sin. ^ -s- c sin. ^ ^ t,

und die Elimination der Größe t aus diesen Heyden Gleichungen gibt die

gesuchte Gleichung der Rolllinie, welche für diesen besonderen Fall die

Epicyclois heißt. (Vergl. §. 17, VI.)

So oft die Größen s und b sich wie zwey ganze Zahlen verhalten,

läßt sich aus den Heyden letzten Gleichungen die Größe t so eliminiren,
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daß das Resultat zwischen x und 7 eine algebraische Gleichung gibt.

Ist s negativ, so wälzt sich der bewegliche Kreis auf der inneren Seite

der Peripherie des festen Kreises, und dann wird die von N beschrie¬

bene Curve die Hppocyclois genannt. Ist endlich die feste Curve

eine gerade Linie, und wählt man diese Gerade für die Ape der

x/, so ist)'/---«) und x/ —t, so »viel

r <1r . l
—-— — 0 sin.-,

llt

so daß daher die beyden vorhergehenden Gleichungen in die folgenden

übergehen :
r

X — t — 0 SIN. -,a

V 0 — c: 00s.-,
a

und die Elimination von t aus diesen zwey Ausdrücken gibt die Glei¬

chung der CycloiS, und zwar der verkürzten, wenn -><», der verlän¬

gerten, wenn s>o, und endlich der gemeinen Cyclois, wenn

ist, übereinstimmend mit §.>7, Vl.

XIII.
Besondere Punkte der krummen Linien.

Z. i»3. (Verhalten der Curven gegen jhreÄlil'ciÜ'cnaven.)

Eine Curve entfernt sich von der Abscissenare, oder sie nähert sich

derselben, je nachdem, für ein positives <lx, der Werth von 7, also

auch der von ^ positiv oder negativ ist. Dabey wird demnach

die Größe rix immer positiv angenommen, oder es wird vorausgesetzt,

daß man in der Abscissenaxe immer in der Richtung der wachsenden po¬

sitiven Abscissen fortgeht.

Für die Parabel z.B. ist also auch

^7 n
<l X '

Da also in derjenigen Hälfte dieser Curve, wo p positiv ist, auch
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positiv ist, so entfcnit sich der über derAbscissenare liegende Bogen

der Parabel ins Unendliche von dieser Are, und dasselbe gilt auch von

dem andern, unter der Abscissenare liegenden Bogen. Denn für diesen

Bogen ist 7 negativ, also auch, wenn man 7---—setzt, wo x, eine

positive Größe ist,
>l u

it X u '

so daß demnach ^ wieder positiv ist.

Eben so hat man für den Kreis, dessen Halbmesser a ist,

x- -s- — n-,

also auch

ii> x.

cl" " )'

und daraus folgt, daß sich die Curve in den bepden Quadranten, wo

x und 7 positiv, und wo x positiv, 7 aber negativ ist, sich für wach¬

sende x der Abscissena.re nähert, für die bepden anderen Quadranten

aber sich von ihr entfernt, wenn man nämlich in de» bepden letzten

Quadranten in derselben Richtung, wie bey den zwey ersten, in der

Abscissenare fortgeht. So hat man für denjenigen Quadranten, wo

x und 7 negativ ist, wenn man x —— ^ und 7----—7 setzt,

st" ^ dr^" ^
ctx u 6 x

oder die Curve entfernt sich von derAbscissenare, wenn üx in derselben

Richtung, wie zuvor, genommen wird.

F. 104. (Concavität imd Convrvitiit derCurvrn gegen die

Asiseillenape.) Eine Curve NN? HFjg.Zi) ist gegen die Abscissen¬

are r^X concav oder conver, je nachdem die zweyte Differenz

Üb — Na --Up

der Ordinaten negativ oder positiv ist. Nach dem Vorhergehenden

(§.87) ist aber Ux^ä'7, wenn

N a — <l 7 und üx

ist. Die Curve ist also in dem Punkte ZU gegen X concav oder con-
ll " V

ver, wenn, für positive 7, die Größe ^ ^ negativ oder positiv ist.

Für negative Ordinären 7 würde sich diese Regel umkehren. Man

kann aber diese Dnplicitat der Vorschrift vermeiden, wenn man sagt,
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ll" V
daß die Curve gegen concav oder conver ist, wenn 7 und ^-7

entgegengesetzte oder gleiche Zeichen haben, oder kurz: Die Curve ist
gegen die Abscissenare

concav, wenn das Produkt 7 . negativ, oder

ronver, « » » » positiv ist.

Für die Parabel z. B. ist 7' —npx, also — — ^7, oder
diese Curve ist immer gegen die Abscissenare concav. Für die CycloiS

hat man (nach §.98, III.), wenn (Fig. sb) ^?---x, I^U^-7 ist,

cl^ 7 a
1? ^ ^ 7'

also ist auch diese Curve in allen ihren Theilcn gegen die Abscissenare
concav, da in ihr die Ordinate 7 immer positiv ist. Für die Logistik
endlich ist (§. »7, l.) 7 --- IoA. x, wo (Fig. s») — x, ?ÄI^-7 ist;
also ist auch

7 <127 . ,

oder die Curve ist über der Abscissenare gegen sie concav, und unter

derselben conver, weil in diesem zwepten Theile x kleiner als ^.II— >,
also log. x negativ ist.

g. I »5. (tvcndcpunltte der Curvöll.) Wendepunkte einer
Curve werden diejenigen Punkte genannt, wo die Ordinate 7 eine»

größten oder kleinsten Werth hat; diesen Ausdruck in der

Bedeutung genommen, wie er oben (H. 83) aufgestellt worden ist. Für

solche Wendepunkte wird also die Größegleich Null, oder auch

unendlich groß gesetzt werden müssen, woraus hervorgeht, daß für diese

Punkte die Tangente der Curve zur Abscissenare parallel oder senkrecht
tl V

steht, da (nach §.90) tsn^. ^ ^ ist. Hier wollen wir nur die

ersten dieser beyden Fälle betrachten, wo ^ — 0 ist, und den ande-

rcn Fall, wo ^ — «z ist, später eigens behandeln.

Wir haben aber bereits oben (H.83) gesehen, daß die Bedingnngs-

gleichung —---0 für einen größte» oder kleinsten Werth der Größe 7,
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das heißt also, für einen Wendepunkt der Curve allerdings nothwendig,

aber nicht hinreichend ist, sondern daß auch für die Eristenz eines sol¬

chen Warthes die Größe nicht gleich Null seyn darf, oder wenn

^ verschwindet, daß dann auch ^ verschwinden muß, aber

nicht verschwinden darf u. s. w., so daß man daher zur Aufsuchung der

Wendepunkte der Curven ganz dasselbe Verfahren anwenden wird,

welches wir oben zur Bestimmung der größten und kleinsten Werths

der Funktionen gegeben haben.

So erhält man für die Ellipse, wenn man ihre Gleichung

- -I- ? '

differentiirt, und ^ 0 setzt, für die Absciffe x---o, und da für
c!2 v

diesen Werth von x die Größe negativ wird, so gibt x —0 den

größten Werth 7---4-I,, oder die beydcn Wendepunkte der Ellipse ge¬

hören für die Absciffe x^-o. Nimmt man die kleine Are der Ellipse

für die der Absciffe x, so hat man

und man findet auch hier, daß x —0 oder7---4- a zwey Wendepunkte

der Ellipse gibt.

Für die Sinuslinie s§. 17, III. Fig.sZ) ist 7 —s sin. x, also ge¬

hören ihre Wendepunkte zu den Abscissen x4^ f n, wo n--->, 3,

5,7... -v

Z. »ob. (Inücmons- und Deugnngspunlitr.) Jnflerions-

punkte der Curven nennt man diejenigen, wo die Concavität derselben

in eine Converität gegen die Abscissenare oder auch gegen irgend eine

andere feste Gerade übergeht. Für solche Punkte muß daher, nach

dem in §. 104 Gesagten, der Werth von gleich Null oder gleich

unendlich seyn, oder der allgemeine Werth vonmuß, für solche

Punkte, von dem positiven Zustand in den negativen übergehen.

Hat man so, aus der gegebenen Gleichung der Curve, und aus der

Bedingungsgleichung ^- — 0 die Werthe x---« und 7-^-/3 derCoor-

dinaten gefunden, für welche ei» Inflcxionspunkt Statt haben kann,
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so wird man, »IN die Existenz desselben zu constatiren, in der Glei-
V

chung ^—7 statt x die Größe a-s-lr und a — I, setzen, wo lr unendlich

klein ist, und zusehen, ob für diese kleinsten Werthe von K die Größe

auch in der That ihre Zeichen ändert.

Ist z. B. die Gleichung

7 — -s- (x — »)'

einer Curve gegeben, so findet man

üv 3 ^ S-v — s
^ und -7-^- — -

6 X ^ ll x2
5 (x — s) 25 (x — a)

V

Nimmt man hier ^77 c«, so erhält man x--- -r. Setzt man

aber x — a g- I,, so wird

<l"? s

lkx2 ^ ' I'
26

und da sonach ein Zeichenwechsel Statt hat, so hat die Curve einen

Jnflerionopunkl für x — « und 7-^-/Z.

Auf diese Weise findet man, daß die Curve, deren Gleichung

7 —
s- -p. X-

ist, für X einen Jnflexionspunkt hat. Man sieht, daß in diesen

JnflexionSpunkten die Curve von der Tangente zugleich berührt und

durchschnitten wird, wie in Fig. st 1. Übrigens können diese Tangenten

in jenen Punkten jede willkürliche Lage gegen die Abscissenaxe haben,

da man, um diese Lage zu ändern, nur die Richtung der Coordinaten-

axen (nach h. 4) verändern kann.

§. 107. (öpit)cil !>cr Cm'vcn) In den Spitzen vereinigen sich

wenigstens zwey Äste der Curven, die daselbst eine gemeinschaftliche,

zwischen diesen Ästen liegende Tangente haben, wie in Fig. 6 und t>.

Verlegt man den Anfang der Covrdiuaten in diese Spitze, und die Ab¬

scissenaxe in jene Tangeute, so können in der so veränderten Gleichung

der Curve die kleinsten Werthe von x bloß positiv oder bloß negativ seyn,
tl V „

und die Größe wird für x — 0 bloß den einzigen Werth 0, für
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jede andere sehr kleine Abscisse x aber einen doppelten Werth mit ver¬
schiedenen Zeichen haben.

Für die CissoiS (§. >5, II. Fig. b) ist x^-^p-sa— x), und diese
Gleichung, oder

ss a — x

zeigt, daß für sehr kleine x diese Abscisse x nur positiv seyn kann.
Diese Gleichung gibt aber

ll X (3 » — 2 x) v-^x
^ ^ 2 — X)^^

woraus folgt, daß für x^o auch ^ — o ist, und daß für sehr kleine

Werthe von x die Größe einen doppelten Werth hat.

Eben so hat die Conchois (§. >5, IV. Fig. ,o) die Gleichung

wo Lsss — x und AI <A ^ 7 ist.
Setzt mau also s---!>, so hat man

,/^2»x — x- ^ , X? » — x
7 — XV/ — X- s/ ;' s — X r a — X

also kann auch hier nahe bey dem Anfang der Coordinaten die sehr kleine

Größe x nur positiv seyn, und da man für x--o auch —und

für sehr kleine x den Werth von doppelt findet, so hat die Curve

in dem Punkte IZ eine Spitze, wie schon in §. 16, IV. bemerkt worden
ist. Eine ahnliche Spitze hat auch die Neil'sche Parabel (Fig. S) in L,
die Cycloiö (Fig. 2(>) in V und U u. f.

Z. Iv8. (Schnäbel der Curvrn.) Eine Spitze, in welcher die
i n diesem Punkte sich vereinigendenÄste bepde auf derselben Seite
der gemeinschaftlichen Tangente liegen, heißt ein Schnabel. Für ihn
gilt, waS §. 107 von den Spitzen gesagt worden ist, nur mit dem Un¬
terschiede, daß, wenn wie dort die Abscissenare in die gemeinschaftliche

Tangente gelegt worden ist, für sehr kleine x der Werth von ^ zwar
auch doppelt ist, aber dasselbe Zeichen hat. Die oben (§.»(>, IV.
Fig. 20) angegebene Schnabelliuie hat in dem Anfangspunkte ^ der Coo»
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dinaten einen solchen Schnabel. Sekt man daselbst a — K —,, so wird

die Gleichung dieser Linie

^ — x" und diese gibt

^ 5ix -j- -x^ und — s -s- ^-z/x.äx ' - äx" > «

Setzt man in diesen Ausdrücken x —c>, so wird auch ^

oder beyde Äste und haben die Abscissenare zur gemein--

schaftlichen Tangente. Für sehr kleine Werthe von x aber werden bepde

Werlhe von positiv. Einen ahnlichen Schnabel im Anfangspunkte

der Coordinaten haben auch die Curven, deren Gleichungen
3 3^

7 gx^ -s- dx^p/x und 7 --- a x ' -s- Iz x" z/x sind.

tz. rag. (^irlt'nchc Punkte der Curven.) Wenn zwey oder

mehr Äste einer Curve sich in einem Punkte schneiden, ohne in demsel¬

ben eine gemeinschaftliche Tangente zu haben , so wird ein solcher Punkt

ein vielfacher Punkt genannt. Die Glockenlinic (H. >6, tH. Fig. y),

deren Gleichung
s — x^ — c x- o

ist, hat in wo jeder der bepden Äste ^ Ni und ^ m seine eigene

Tangente hat, einen solchen doppelten Punkt, so wie die Conchois

(Fig. io) in L, die LeniniScate.(Fig. »3) in ^ u. f.

Z. i rc». (CottsUgirtc Punkte.) Wenn die Gleichung einer Curve

für einen bestimmten Werth von x —a einen reellen Werth von 7,

aber für x— s ^ Ir, wo l, sehr klein ist, einen imaginären Werth

von 7 gibt, so gehört die Abscisse x —a für einen conjugirten Punkt,

der zwar von der eigentlichen Curve abgesondert und isolirt ist, aber

demungeachtet einen intcgrirenden Theil derselben bildet. Für die Con¬

chois (§. >6, IV. Fig. io) ist

In dieser Gleichung gibt x —o auch 7-^0. Setzt man aber

x— b, so wird v imaginär; also ist für der Anfangspunkt

der Curve ein einfacher, cvnjugirter Punkt. Eben so erhält man für die

Curve, deren Gleichung

7 — (x -s- r) p/x ist,

für x — — 1 und 7 — 0 einen doppelten Punkt u. f.
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X!V.
Differentiation der Gleichungen der

Oberflächen.

A. (Erltes Differential der Gleichung einer Fläche.)
Jede einzelne Gleichung zwischen drey veränderlichenGrößen x, 7, 2
kann als die Gleichung einer Fläche betrachtet werden. Da aber eine
einzige Gleichung auch nur eine einzige veränderliche Größe bestimmen
kann, so müssen die zwei) anderen unserer willkürlichen Annahme uber¬
lassen bleiben, oder man wird zwey dieser Größen, z. B. x und 7 nach
Willkur annehmen, um dann durch sie den ihnen entsprechenden Werth
von 2 so zu bestimmen,wie der lehte aus der vorgelegten Gleichung der
gegebenen Fläche folgt. So kann man z. B. aus der bekannten Glei¬
chung der Kugel

x- -s- 7^ -f- 2- — 2",
deren Halbmesser a ist, den Werth von 2 erst dann erhalten, wenn
man den Größen x und 7 zuvor bestimmte Werthe beygclegt hat, und
da diese beyden Größen x und 7 durch keine weitere Relation unter
sich verbunden, oder da sie von einander unabhängig sind, so wird man
auch die eine derselben verändern können, während die andere »»geän¬
dert bleibt, so daß daher die Größe 2 auf zwei) verschiedeneArten varii-
ren kann, nämlich in Beziehung auf x sowohl, als auch in Beziehung
auf 7. Im ersten Falle betrachtet man in der gegebenen Gleichung
zwischen x, 7 und 2 bloß die zwey Größen 2 und x, im zweyten aber bloß
2 und 7 als veränderlich. Bezeichnet man also wieder (wie oben §.63)

diese partiellen Disferentialien von 2 in Beziehung auf x

durch , und in Beziehung auf 7 durch / so hat man

für die Differentialgleichungder Kugel

Man sieht sonach, daß jede einzelne Gleichungzwischen drey ver¬
änderlichenGrößen x, 7, 2, von welchen zwei), x und 7, unabhän¬
gig sind, zu ihrem Differential zwey Gleichungen, aber zwischen par¬
tiellen Differentialien, hat, und daß man, wenn man zu den höheren
Differcntialien dieser Gleichung fortgehen will, die beyden ersten
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Differentialien äx und -l/ der zwei) als unabhängig angenommenen

Größen constant setzen muß.

Sei) also u^-o die Gleichung einer Fläche zwischen den drei) ver¬

änderlichen Größen x, / und 2.— Betrachtet man zuerst bloß die Grö¬

ßen 2 und x als variabel, so kann die Gleichung u —c» als eine Glei¬

chung zwischen den zwei) veränderlichen Größen 2 und x angesehen

werden, und man hat daher, wie oben (H.Sg, Gleichung l>)

wo die in Klammern eingeschlosienen Größen die partiellen Differential-

Coefsicientcn, die außer den Klammern stehenden Größen ckx und 62

aber gewöhnliche Differentialien bezeichnen.

Eben so erhält man, wenn man bloß 2 und 7 variabel annimmt:

Mnltiplicirt man die erste dieser Differentialgleichungen durch clx

und die zweyte durch cl/, so ist die Summe dieser Produkte

Allein ^clx ist nichts anderes, als das vollstän¬

dige Differential von 2, oder gleich 62; also geht auch die letzte Glei¬

chung in folgende über -

und dieser Ausdruck kann als das vollständige Differential der gegebe¬

nen Gleichung u---o angesehen werden, wen» man nur bemerkt, daß

sie eigentlich zwei) anderen Differentialgleichungen gleichgeltend ist.

Denn wenn man in ihr den Werth von 62 oder

1 ll/. ä?.62 — — . clx -l- -7— . cl V
llx lt /

substituirt, und dann die beydcn Größen clx und cl/ als von einander

unabhängig betrachtet, so findet man die zwey vorhergehenden Glei¬

chungen (X) und wieder, denen diese Gleichung (55) glcichgel-

tend ist.

Z. »12. (Zweyles Oitlcrential der Gleichung einer Fläche.)

Um das zweyie Differential einer Gleichung u —c> zwischen drei) ver-



änderlichen Größen zu erhalten, wird man jede der Heyden vorherge¬
henden ersten Differentialgleichungen(X) und (X) wieder in Beziehung
auf?, x und auf?, / partiell differenturen.

Differentürt man die Gleichung (X) in Beziehung auf ? und x,
so gibt das erste Glied derselben, da nach dem Vorhergehenden <1^
und cl)- constant ist,

/ -1" II X X -I - II X -I ?

und das zweyte Glied gibt
1^ / -1- II X . »X -1 ? "

und daher die Summe beyder Glieder
/cl-iiX / -I-I, xä? /'il-uX-I^ /-Ii-Xcl^?.

Differentürt man aber (X) in Beziehung auf 7,2, oder was
dasselbe ist, differentürt man (X) in Beziehung auf x, ?, indem man
bemerkt, daß (nach §.53, I.)

-1- ? -I - ? .. , ...-—7- - - ist, so erhalt man:ll^llx -lx-1), ^
/ -I- II X ^ -12 II X -I / -1- II X -I ? . /-lux -Ii?.
V^-1 x <1) ./ ^ X.kll' rl?/ -1X (.clxcl-1 ^

/cl^n X -I? -1?

-<-(??) rt-?7

Differentürt man endlich die Gleichung (X) in Beziehung auf /
und ?, so erhält man
/-I- II X . / -I - II X -I ? /-I2 II X -I ?- /ä IIX il- ? °...(xx),
und dieß sind die drey Differentialgleichungender zweyten Ordnung
von der gegebenen endlichen Gleichung u^o. Eine solche Gleichung
zwischen drey veränderlichen Größen hat also zwey erste und drey zweyte
Differentialgleichungen. Es ist leicht, dieß auch auf die Differential¬
gleichungen der höheren Ordnungen, und auf Gleichungen u —0 zwi¬
schen mehr als drey veränderlichenGrößen fortzusetzen.

Da in diesen drey Gleichungen (XX), (XX) und (XX) nur
drei) Differential-Coefsicienten der zweyten Ordnung von der Größe ?
vorkommen, so wird man sie durch diese drey Gleichungen bestimmen
können.

Man wird nämlich finden
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den Werth von ^ anö (XX),

(XX) und

- " '

Bemerken wir noch, daß wir in H. m für das vollständige erste
Differential von 2 erhalten haben:

i <!?. i , 6- ,
«12 ^ -f- —67,

cl x ci ^
und daß man eben so das zweyte vollständige Differential von 2, oder
daß man il'2 erhalten wird, wenn man diesen Ausdruck von Ü2 in
Beziehung aufx und 7 differentiirt, und dabei) 6x und 67 constant
setzt, oder auch, wenn man in der Gleichung (II) des §. t>o die Große
U----2 und setzt, so daß man daher hat

<1-2. . , <1-2 , . . <1-2
ck2 2 . <lX- ^1- 2 -—I— . 6x67 -I—-— . ck 72.<1x"- ' clxil^ ^ ' <1^ ^
Multiplicirt man aber die vorhergehenden Gleichungen (XX),

(X X) und (X X) nach der Ordnung durch ä x-, 26x67 und 672, so
gibt die Summe dieser drey Produkte, wenn man dabey die so eben
gegebenenWerthe von 62 und 622 berücksichtiget,

(ßF-) ^ 622

derselbe Ausdruck oder dasselbe zweyte Differential der Gleichungu —0
einer Fläche, den man auch erhalten wird, wenn man die vorherge¬
hende erste Differentialgleichung

differentiirt, indem man in ihr die Größen x, 7, 2 und 62 veränder¬
lich, die Größen <lx und 67 aber constant nimmt.

I«lx. I. Sey die Gleichung gegeben

u — o — X? -s- X2 -s- 72 — »2, so hat man
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ferner

X-Ixv V^7> V-1^^/ ^

und endlich

/ <X-U X / ^ / >l2 U ^

^6x67/ x>äxc1x/ ^clyc>2/

Dieß vorausgesetzt, hat man also für die Gleichung

(X) ... (7^2) -ff (x-ff 7) ^^- o,

(X) . . . (x -ff 2) ff- (xff- 7) o,

(X X) . . . 2 . ^--ff (xff-7)^-^0,

(XX) . . . .ff-^-ff^ff-(xff-7)-^---o,

(XX) . . . - -

und dieß sind daher die fünf Gleichungen, anö welchen man die Werths

der fünf Differential-Coefficienten
cl 2 cl 7. n ll^ ?
^ ^ "i / -F—' / ^;— UNv --—-
6x 6^ cl x- clxc!^

finden wird.

Ohne sich übrigens an diese allgemeinen Formeln zu halten, wird

man, wie in ffbo, II., kürzer zu demselben Ziele gelangen, wenn man

die gegebene Gleichung u — o auf die gewöhnliche Weise differentü'rt.

Auf diese Art erhält man sofort die Gleichung

(X) . . . (xff-7) Ü2 -ff (7-ff 2) üx o,

(X) . . . (x ff-7) cl 2 -ff (x ff- 2) 67 — c>.

Ist dann üx und 67 constant, so gibt die Differentiation der

zwey letzten Gleichungen

(XX) . . . 2 -l x ü 2 ff- (x -ff 7) 6- 2 0,

(XX) . . . <l X ä 7 -ff <z X ä 2 -ff <17 cl 2 ff- (x ff- 7) ä- 2 ---- 0,

(XX) . . . 26762 -ff (x ff-7) ^2-1-0, wie zuvor.

Die gewählte Gleichung

U--0---!X7-ffx2ff-72 s-

der zweyten Ordnung gehört übrigens für das sogenannte Hyperboloid

mit einem Fache. Nennt man X, IZ, (l die drey Hanpta^en dieses

Hyperboloids, so har man
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^

L' — 2a^ (, -s- p/2) und

— 2 »2 v^2),

also die zweyte Hanptare IZ imaginär, eine diesem Hyperboloid zukom¬

mende Eigenschaft. (M. s. (3>uol,/, lilxoroicoz 8o Nailrom. III. gnnoo.

?a,is 1828.)

Lx. II. Für das Ellipsoid mit drei) Aren s, 8, 2 hat man die

Gleichung

^ ^ ^ 1 ^2
»2 8- c-

Diese Gleichung gibt

8?! «2 X ^82 c2 ^
8 x s- 2 8 ^ 8-2

Differentiirt man die erste dieser Gleichungen in Beziehung auf 2

und x, so ist
822 ^" / il?.>

8 x2 22 x. 8 x/ ^
d

oder, wenn man den Werth von — snbstituirt:

d- ?:

Differentiirt man eben so die erste jener Gleichungen in Beziehung

auf 7, oder die zweyte in Beziehung auf x, so erhält man

8"- 2 . x z?

8x8^ »2 g? zz '

Differentiirt man endlich die zweyte jener Gleichungen in Bezie¬

hung ans 7, so hat man

82 2 rl
-— — ja- — x^I.
8) 2 i>2 iV2 /.> ^ ^

Zi. 1,3. (Elimiluitioil der Canftanteii und leibst der will-

Itüriielseil ^unlttiemen.) Da die Gleichuiig u —0 zwischen drey ver¬

änderlichen Größen zwey erste Differentialgleichungen hat, so kann

man aus diesen drey Gleichungen zwey Constanten eliminiren, und das

Resultat wird eine Gleichung zwischen x, ? und 2, und zwischen den

pariiellen Differentialien und i^y"/ die von jenen bey-

den Constanlen ganz unabhängig ist.

Fugt man zu diesen Gleichungen noch die drey Differentialglei-

Litteow's Anl> höh, Math, , ^
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chungen der zweyten Ordnung von u---o hinzu, so wird man auö die¬

sen sechs Gleichungen fünf Größen eliminiren können u. s. w.

Auf diese Weise wird man selbst ganz unbekannte Funktionen ei¬

ner gegebenen Gleichung eliminiren, und dieser Gleichung eine andere

substiluiren können, welche diese Funktion nicht mehr, aber dafür die

partiellen Differentialien der Größen x, z? und 2 enthält.

Ist z. B. die Gleichung gegeben

2 — k saX -j- b . . . (I) ,

wo k was immer für eine, selbst unbekannte Funktion der Große

fax ff- k>7) bezeichnet, also z.B.:

2 — sg x-s-k» , oder

2 sin. ^/sx ff- k»?, oder

2 — loz. (a x ff-k>)ff u. f.,

so setze man der Kürze wegen axff-K^-^t, so daß man für die gege¬

bene Gleichung den einfachen Ausdruck

2 k G

hat. Differentiirt man diesen Ausdruck in Beziehung auf 2, x und

auf2, v, so erhält mau (§. 3g)

G)

wo k^t wieder irgend eine andere, ebenfalls unbekannte Funktion von t

bezeichnet. Elimiuirt man aus den beyden letzten Gleichungen diese

Größe k^(>), so erhält man

° (N ^' (N ^ ° ^ <">'

und diese Gleichung ist der gegebenen

2 k (a X ff- k>)>)

gleichgeltend, obschon sie die willkürliche Funktion nicht mehr enthält.

Man sieht, daß jene als die erste Differentialgleichung von dieser an¬

gesehen werden kann.

I. Differentiirt man die so erhaltene Differentialgleichung

noch einmal partiell, so erhält man

" "<N) ^ ° uud -(K)
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und eliminirt man aus diesen Heyden Gleichungen die Größe so er¬

hält man (N - - - <u»
Diese Gleichung ist die zweyte Differentialgleichung der Gleichung

(I), und sie ist/ wie man sieht, nicht nur von jener willkürlichen Funk¬
tion, sondern auch von den Heyden Coustanten a und k> ganz un-
ahhängig.

II. Sey für ein anderes Beyspiel die Gleichung

2 — X. ? (co) -j- z-. sc,,) -s- c-i . . . s^)

gegeben, wo ? und ^ willkürliche, und selbst unbekannte Funktionen
der Größe c,, bezeichnen sollen.

Differentiirt man diese Gleichung partiell, so erhält man

(W""d
woraus sofort folgt:

wenn k wieder irgend eine Funktion bezeichnet. Da aber

ist, so kann man die Heyden vorhergehenden Gleichungen auch so aus¬
drücken :

(?:) ' (N -' (W ' ' > <>>).
(N^^ "(N^^^

und diese Heyden Gleichungen (l>) und (o), so wie auch die ihnen
gleichgelteude (»), sind die ersten Differentialien der gegebenen Glei¬
chung (^). Sie enthalten, wie man sieht, jede nur mehr eine jener
zwey willkürlichen Funktionen, aber dafür die ersten partiellen Diffe¬

rentialien und

Wenn man aber die vorhergehende Gleichung

»och einmal partiell differentiirt, so hat man
<4 6
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also auch, wenn man die unbekannteGröße >uis diesen zwey
Gleichungen eliminirt:

und dieß ist die zweyte Differentialgleichungder gegebeneu endlichen
Gleichung (^). Sie enthält keine der beyden ursprünglichen, durch
x und ^ bezeichneten Funktionen mehr, aber dafür partielle Differen-
tialien der zweyten Ordnung. Auch ist sie, wie man sieht, identisch mit
der Gleichung (III), obschon diese auf einem ganz andern Wege erhal¬
ten worden ist.

Dieß wird genügen, die Wichtigkeit und Allgemeinheitdieser Be¬
trachtungen zu zeigen, auf welche wir später wieder zurückkommen wer¬
den. Man wird übrigens von selbst die sehr große Allgemeinheit der
Gleichungenmit partiellen Differentialien bemerken, da sie, nicht nur
von den constanten Größen, welche ihre ursprünglichen Gleichungen
enthalten, unabhängig sind, wie wir dieses oben (H. (>>, I) bey den
Gleichungen mit gewöhnlichen Differentialien bemerkt haben, sondern
da sie selbst von den ganz willkürlichen Funktionen von x und 7 befreyt
seyn können, welche in den ursprünglichen oder endlichen Gleichungen
derselben vorkommen.

XV.
Tangirende Ebenen der Flächen.

Z. usi. (Vorläufige Letrachtungeu.) Seyen (Fig.sisf XA^
und X.4.X die drey unter sich senkrechten coordinirten Ebenen,

der x2, 72 und X7, auf welche alle Punkte einer gegebenen Ober¬
fläche bezogen werden. Wenn x allein variirt und x-s-K wird, so
geht man von dem Punkte ÄI der Fläche zu dem Punkte A» über, wo
beyde Punkte l>I und in einer zur Ebene der X2 parallelen Ebene

liegen, und die Ordinate des Punktes ibl> ist
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Wenn aber x allein variirt und wird, so geht man von dem
Punkte M zu dem Punkte N über, wo diese zwey Punkte in einer zur
Ebene ^2 parallelen Ebene PH NN liege», und die Ordinate UN
des Punktes N ist

Wenn aber x und ^ zugleich variiren, so geht mau von dem Punkte
M zu einem andern Punkte N/ über, und zwar auf zwei) verschiedene
Arten, indem man nämlich in der ersten vorhergehendenEntwicklung
X-ffb statt oder indem man in der zweyten x ff- li statt x setzt.
Beiche Wege führen zu demselben Punkte N^, wenn anders die Ober¬
fläche in der betrachteten Stelle stetig ist, und die Gleichung (§. 63)

X ^ / Ü22 X
V.llz'llx/'

welche die Identität dieser deichen Versahren ausdrückt, gründet sich
allein auf dieses Gesetz der Stetigkeit der Fläche.

Diese Ordinate 1VN/ wird daher, in ihrer Entwicklung, nach
§. 63 zum Ausdrucke haben:

- l-(w *
Wir wollen sie der Kürze wegen so ausdrücken:

2 -ff- p lr ff" c^ lc ff— ff so Ir- ff- 2 s Ii!r ff- r b^) ff- . . .,
so daß man also hat

/°ck- 2 X / Ü2 2 X - 2X

Dieß vorausgesetzt, ist also auch

Wir werden diese Zeichen im Folgenden zur Abkürzung beybehal-
ten, und bemerken hier nur, daß ihnen gemäß die allgemeine erste Dis-
ferentialgleichungjeder Fläche

ck2 --- p ck X ff r^ck^,
und daher auch die zweyte Differentialgleichungderselbe»
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6^2 rclx^ -f- L8Üxll^ ff- tcl)'^
seyn wird, weil clp---i'llxff-8Ü^ und ll^----8clxff-tcl/ ist.

I. Diesem gemäß wird also die Gleichung(X) des h. 111 derjeni¬
gen Curve angehören, in welcher die mit X2 parallele Ebene
die Fläche n —c> schneidet, so wie die Gleichung(X) für die Curve ge¬
hört, in welcher die mit )'2 parallele Ebene lllllbklVI die Fläche schnei¬
det. In der ersten dieser Gleichungenist 62 — <>ÄI/ — <^ÄI, und
in der zweyten ist 62—RN— oder dort ist das partielle
62 p llx, und hier ist es cl?. " c^cl^, beyder Summe aber ist das
vollständige Differential von 2 oder 62 ——pclx ff-gcl^.

Z. n5. (Berichirdene Grade der Derührttttgen der Ää-
el)en.) Wir haben gesehen, daß für jede gegebene Fläche, deren Glei¬
chung zwischen x/2 ausgedrückt ist, wenn x in xff-ll — xff-llx,
und ^ in ^-s-ll^-)-ff-cI^ übergeht, der dadurch veränderte Werth
von 2 gleich ist

2 ff- pelx ff- cl ff- ^ (0 ü x^ ff- 2 8 c! xü z? ff- t ll )>') ff- . . .
Eine zweyte Fläche, deren Gleichung zwischen den analogen Coor-

dinaten x^^2^ und mehreren Constanten gegeben ist, soll durch den
Punkt der ersten Fläche gehen, dessen Covrdinaten x^2 sind. Geht dann
auch ferner noch in ihr die Größe x — x^ in x -j- clx, und x ^ >"
^ ff- ll)- über, so hat man für den veränderten Werth von 2 oder 2^
den Ausdruck:
2 ff- p/ llX ff- cff 6 / ff- ^ (1^ clx- ff- 2 8-" cl x kl z- ff- t/ c! z?-) ff- . . .

Bestimmt man nun die Constanten der zwcyten Gleichung so, daß
x/ —p und <ff —>z wird, so werden beyde Flächen, analog mit dem
oben (§. gr) Gesagten, eine Berührung der ersten Ordnung haben, so
daß in dem Berührungspunkte keine andere dritte Fläche zwischen jenen
beyden durchgehen kann, wenn diese dritte Fläche nicht auch denselben
Bedingungsgleichungenp" un-p und ip" —g genug thnt. (Vergl. H. «»4-)

Eben so werden diese beyden Flächen in ihrem gemeinschaftlichen
Punkte eine Berührung der zweyten Ordnung haben, wenn man die
Constanten der zweyten Fläche so bestimmt, daß nebst jenen beyden
Bedingungsgleichnngen auch noch die drey folgenden (vergl. §. gZ)
Statt haben:

1'/ u, s/ 8 und — t,

und man sieht, wie sich dieses auch auf die Berührungen der höheren
Ordnungen fortsetzen läßt.
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Z. >ib. (Tangircnde Ebene der Flächen.) Scy die zweyte

der in 116 betrachteten Flächen eine Ebene, und die Gleichung der¬

selben
^ ch ü)'/ -s- O.

Die Bedingung, daß diese Ebene durch den Punkt der ersten

Fläche, dessen Coordinaten x, 2 si„d, geht, gibt

2! -s- -ss- O.

Demnach wird die Gleichung unserer Ebene die Form haben:

2 — 2/ rV(x — x^) -s-

in welcher nur noch die bepden Größen ^ und L zu bestimmen sei)»

werden.

Die Bedingung, daß die Ebene mit der Fläche eine Berührung

der ersten Ordnung haben soll, gibt aber sofort

G) - W u»d G) - (V-
oder was dasselbe ist,

^--(N °°d
und diese drey Gleichungen bestimmen die drey Größen L und v,

so daß man daher für die Gleichung der gesuchten tangirenden Ebene hat

2/ -- 2 F-

2> — 2 — x(x> —x) -s. 9(^ — 7),

wo x^/2e die variabeln Größen der tangirenden Ebene sind.

I. Nennt man a, fi, 7 die Winkel, welche die tangirende Ebene

der Flächen mit den coordinirten Ebenen der x^, X2 und 72 bildet,

so hat man (Einl. h. 9, I.)

cos.« ---- — , oos.fi
F F F ll" ^' FF ll -

und cos.v --- ^ — ,
l/1 -I- 4-

k -- (N und -I - (A) Ist-

Lx. Die Gleichung des Ellipsoids mit drei) Aren

^ II ^ .i>" ^ b'- " «2

gibt sofort
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also ist auch die Gleichung der das Ellipsoid taugirenden Ebene

^ ^ ^
II. Diese langireude Ebene berührt die gegebene Fläche nicht etwa

bloß in dem Elemente einer Curve, die in dieser Fläche einhalten ist,
sondern vielmehr in allen den Punkten, welche um den gemeinschaftli¬
chen Punkt beyder Flächen, diesem Pnnkte in allen Richtungen zunächst
liegen; oder mit andern Worten: die tangirendeEbene enthält die tau¬
girenden Geraden von allen den Curven, die durch irgend eine Ebene
entstehe», welche die Fläche in jenem gemeinschaftlichen Punkte schnei¬
det. Denn wenn man die Gleichung der taugirenden Ebene in Bezie¬
hung auf ihre Coordinaten, d. h. in Beziehung auf x^, und 2/
disserentiirr, so erhält mau

62/ p ü x^ -s- g c!

Nimmt mau also llx^ — äx und 6/, so hat man
ü?/ — p ü X -s- gcl)' — Ü2

so daß also für alle Punkte, welche de» gemeinschaftlichen Punkt bei¬
der Flächen zunächst umgeben, Ü2> ^ 1I2 ist.

III. Setzt man in der Gleichung der taugirenden Ebene eine der
Coordinaten x/, oder 2/ gleich Null, so erhält mau die Gleichung
der Knotenlinie (tz. ll) der taugirenden Ebene in der coordinirtcn Ebene
der beyden andern Coordinaten. Man könnte diese Gleichungen der
Knotenlinien so beuützen, wie oben die Sublangente, um zu einem ge¬
gebeneu Punkte der Fläche die tangirende Ebene zu ziehen.

Z. .17. (Normalen der Flarhen und Curven des gröbsten
Aöbtstls.) Diejenige gerade Linie, welche in einem gegebene» Punkte
auf der Fläche senkrecht steht, heißt die Normale der Fläche in die¬
sem Punkte.

Da die Normale auch auf der taugirenden Ebene dieses Punktes
senkrecht stehen muß, so hat man sofort für die Gleichungender Nor¬
male (EinI, 11):



§. 117. 21?
6,

' - 7 -i- -- «
oder

x^ — X -j- ps2> — 2) — o j
)^ — 7 ^) — oj'

Nennt man a/Z/ die Winkel der Normale mit den drei) Richtun¬
gen der Aren der x^s, so hat man, wenn o — ist:

cos. a ----- — - cos.L — — ? und cos.v ----- - .i' i' ^ r

I. Die Entfernung dieses Punktes x)>2 der Flache von irgend
einem Punkte x")-"?" der Normale ist gleich

v/(x"—-xP -j- —-s. ^" — 2)-,
also auch gleich

(2" —, 2) > -s-1)'- -s-
Ist in diesem Ausdrucke 2" — 0, so erhält man für die Länge

der Normale zwischen dem gegebenen Punkte der Fläche und demjeni¬
gen Punkte, wo die Normale die Ebene der x^ trifft, den Ausdruck

U ----- — 2 1-s--j-(H.
Lx. Für daS eben angeführte Ellipsoid hat man

N ^ — >/c^ -s- b>4 c^ x^ -s> s'' I>^ 2'.

Für die Kugel ist a-----b-----c, also auch
N ----- a,

oder gleich dem Halbmesserder Kugel.
Ist das Ellipsoid durch Umdrehung der Ellipse — -s------ t umIi ----

die Are der c entstanden, so hat man -s- ^ ---- I, und ist eö

durch Umdrehung dieser Ellipse um die Are der a entstanden, so hat

man —ff - - , - — 1.

II. Unter allen den Curven, welche durch einen gegebenen Punkt der
Fläche, in dieser Fläche, gezogen werden können, wird eö eine geben,
die, in diesem Punkte, die größte Neigung gegen eine der drey coor-
dinirteu Ebenen, z. B. gegen die Ebene der x/ hat. Man nennt sie
die Curvc des größten Abfalls ((louobe 6v Is nlus grÄnclc
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xente), und sie wird in den ausübenden Künsten oft mit Vortheil
gebraucht. >

Man wird diese Curve finden, wenn man unter allen den Gera¬
den, die in der tangirendcn Ebene durch den Berührungspunkt gezogen
werden können, diejenige.bestimmt, welche mit der Ebene der x^ den
größten Winkel bildet.

Allein die Knotcnlinie der tangirenden Ebene mit der Ebene der
x? ist

— 2 — x(x> —x) -f- gO —)'),
und da die gesuchte Gerade auf dieser Knotenlinie senkrecht stehen muß,
so ist (nach Einl. §. 3, I.) die Gleichung der gesuchten Geraden

^ ll(x'--x) — o ... (I)
Diese Gleichungist eigentlich die Protection der gesuchten Curve

in der Ebene der x^. Verbindet man sie daher mit der Gleichung der
Oberfläche

32 ---- p>3x -j-
so wird man diese Curve selbst erhalten.

Dx. I. Die Gleichung einer Ebene ist
^x 4^ 13^ 4^ 1-2 4°. O —» 0,

^ g
also ist auch x " — — und g — -, und daher die Gleichung (I)

7 L Soder
X

Allein die Knotenlinie der gegebenen Ebene hat zur Gleichung (H. 7)
^ ^ ^ v

^x 4- L7 4^ 13 0 oder 7 ---- — -X —

und ans diesen beyden Gleichungen folgt (Einl. §. 3, II.), daß die ge¬
suchte Linie des größten Abfalls auf der Knotenlim'eder Ebene in X7
senkrecht steht, wie bekannt.

üx. II. Für die Kugel hat man die Gleichung
X^ 4^ ^ ^ ^ 3,2.

Dieß gibt x — — ^ und g — — so daß daher die Gleichung (I)
in folgende übergeht:

XU7 .— 7»x 0, oder auch — — 0.

Allein dieser Ausdruck entsteht (h. 28) durch Differentiation aus
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der ursprünglichenGleichung
- Lonsr.

Die Projection der gesuchten Curve des größten Abfalls in der
Ebene der x^ ist also eine gerade, durch den Anfangspunkt der Coor-
dinaten oder durch den Mittelpunkt der Kugel gehende Gerade. Diese
Linie selbst entsteht daher durch den Schnitt der Kugel mit einer Ebene,
die durch die Are der 2 geht, oder diese Curve ist ein größter Kreis
der Kugel, der durch den gegebenen Punkt derselben senkrecht auf der
Ebene der x? steht. Liegt dieser Punkt im Scheitel oder in dem höch¬
sten Punkte der Kugel, so ist x^?-0, also auch jene Gleichung

(lonxl. ---

oder, da dieser Ausdruck unbestimmt ist, so haben auch alle durch den
Scheitel der Kugel gehende größte Kreise den stärksten Abfall gegen die
Ebene der x/.

Z. .18. (Probleme über noch gegebenen Gesetzen beweg-
liehe tangirenbe Ebenen.) Um von dem oben erhaltenen Aus¬
drucke der tangirenden Ebene einer krummen Fläche einige Anwendun¬
gen zu geben, wollen wir zuerst folgendes allgemeine Theorem voraus¬
schicken.

Wenn man zwischen den Größen abo, eckk/c:/, eck/lz^c" und
UIUU" die zwey Systeme von Gleichungen hat:

»2 k'- -s. 0- U- >
g,2 -s- U/2 t . . . (>) und
g,/2 K//2 ^ U"21

so/ -s- l>l>/ -s- 00/ ^ ki I
gg// Iz 1,// -s- o c;k/ ^ 0 i . . . (s),
»/a// -j- Iz/lz// -s- c/c// — oj

so gelten für dieselben Größen sofort auch die zwey folgenden Systeme:
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»b . s'd' s"b" >

^ ^ ^77" ^ 0>

so , s" c" I

^ -KT" ^ ^77" — o ) - - > (4).

d c 1/l/ k"c" I

Den», nimmt man die drey unbestimmten Größen u, u/, u" so a»,

daß man hat

a u -s- u^ -s- »/^ u ^ — zz

du -s- d/ u/ -s- b>" u" — j?/

v u -s- u/ -s- «// u^ ^ ^>^/

so hat man, wenn man die letzten drey Gleichungen quadrirt und ihre

Summe nimmr, vermöge der Gleichungen (>) und (2):

-s- ^,2 U/^2 ^>2 ^,,2 ^,/,2 . . ^ ^g).

Mnltiplicirt man aber dieselben drey Gleichungen nach der Ord¬

nung durch abo, durch eckige/ und durch so erhält man

für die Summe dieser Produkte wieder vermöge der Gleichungen (1)

und (2):

u ^ p g -s- p-l» ^

H/2 ^,/lz/

Id^u// A// -s- P/Iz// -s- ^>//o^^.

Sucht man endlich auö den drey letzten Gleichungen die Werths

von u^, u/2 und u/", und snbstituirt sie in der Gleichung (s), so er-

hält man

^ ^ Ii-- ^ k--2^/

, „ /b"- , d'2 ^ IV-2 X

^ k'(M M -i- ^777)

> t ^2 ^ A-2 ^„2^/

, , b , »/1>/ , s"l>/"X
-i- -s- — ^

^ VM ^ Ist? ^ N"T)

-I- ^71---I- ^77^) — ^

Da aber dieser letzte Ausdruck für alle Werths von x, i>"

gelten soll, so enthält er auch sofort die Gleichungen (3) und (ä).

l. Dicß vorausgesetzt, sei) die Gleichung gegeben
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^.x- -j- Lp- — ,,

welche, wenn L, L positive Größen sind, bekanntlich für ein El-

lipsoid gehört, dessen drey Aren ^ sind.

Suchen wir nnn diejenige Fläche, welche dnrch die Bewegung

des Dnrchschnittspunktes entsteht, in welchem sich drey Ebenen schnei¬

de», die unter sich senkrecht stehen, und deren jede jenes Ellipsoid in

einem Punkte tangirt.

Sind x/p/2/ die Coordinaten des Berührungspunktes des Ellip-

soids mit der ersten Ebene, und bezeichnet man die Coordinaten der

beyden andern Berührungspunkte mit zwei) und mit drei» Strichen, so

hat man zuerst, da diese Berührungspunkte alle ans der Fläche des

Ellipsvids liegen:

^.x" -s- Lp" -s- 62" — il

^.x"- Lp/" -s- ^2/" — - - - (-^)-

^.x///- -s- Lp///- -s- cl2///' — I j

Die Gleichungen der drey berührenden Ebenen selbst aber sind

(nach h. 1 ib, I):

X x/ -s- Lpp/ -s- L 2 2/

X x// -s- Lpp// -s- kl 2 2// ^ I ).

^ x x/// -s- L p p/// -s- L 2 2/// ^ 1 )

Da aber, der Aufgabe gemäß, diese drey tangirenden Ebenen ans

einander senkrecht stehen sollen, so hat man (Einl. H. 10)

^-x/x" -s- L-p/p" -j- c-2^2" — 0!

^.^x^x^" -s- L-p/p/// -s- (l-2/2/// ^ o) ... (L).

-s- L-p//p/// -s- e-2"2^> — os

Setzt man nun, der Kürze wegen,

^x/ ^ n Lp/ — l> und (! 2/ — a,

^.x" »/ Lp// --1 k>/ » 62" --- c',

^1. x/// c>// Lp/" l)// » (ü 2/// «z//,

so verwandeln sich die Gleichungen (L) in die oben mit (2) bezeichneten

Ausdrücke, und die Gleichungen (il) gehen in folgende über:

jX' ^ iss Q ' !

a'- K" 0" '
-j -I ?7- — l ) . . . ((.).

' tt > e / ^

>>/" . ii"- 0"" 1
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Setzt man ferner
H- a- -s- 8- -j-
13^ --- -s- 8" -f. o"

g//T p,//-

so sind diese drey letzten Gleichungen identisch mit den oben durch (l)
bezeichneten Ausdrücken. Da also bereits die Gleichungen(>) und (2)
auch hier gelten, so werden, nach dem Vorhergehenden, auch sofort
die Gleichungen (3) und (4) Statt haben. Quadrirt man also die vor¬
hergehendendrey Gleichungender berührendenEbenen, nachdem man
die erste durch 11, die zweyte durch und die dritte durch dividirt
hat, so gibt die Summe dieser drey Quadrate, wenn man dabey die
Gleichungen(3) und (4) berücksichtigt:

^ -l- 5- -s- 2- ^ -I- ^ -i-

Addirt man endlich eben so die Gleichungen (L), nachdem man
die erste derselben durch H-, die zweyte durch und die dritte durch

dividirt hat, so erhält man

so daß man daher, vermöge der beyden letzten Gleichungen, hat

x- -s- 7- -j- s- — ^ -s- ^ -s-

und diese Gleichung zeigt, daß der bewegliche Durchschuittspunkt der
drey untereinander senkrechten, das Ellipsoid stets berührenden Ebe¬
nen, eine Kugel beschreibt, die mit jenem Ellipsoid concentrisch ist/
und deren Halbmesser gleich der Quadratwurzel aus der Summe der
Quadrate der drey Aren deS Ellipsoids ist.

Geht das Ellipsoid in eine Kugel über, deren Halbmesser r ist,

so hat man ^ 13 --- (3 ^ ^7, also auch
x^ -s- 7" -ss 2- — 3 0^

für eine mit der gegebenen concentrische Kugel, deren Halbmesser gleich
'st-

II. Seyen eben so drey concentrische Kugeln gegeben, und die
Fläche zu suchen, welche durch die Bewegung deS DurchschnitlSpnnk-
tes von drey unter sich stets senkrechten Ebenen entsteht, deren jede eine
jener drey Kugeln berührt.
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Sind abo die drey rechtwinkligen Coordinaten deö veränderlichen
Punktes auf der Oberfläche der ersten Kugel, deren Halbmesser gleich
H ist, in welchem diese Kugel von der einen dieser Ebene berührt wird,
und bezeichne: man für die bcydcn andern Kugeln diese vier Größen mit
einem und mit zwey Strichen, und nimmt man übcrdieß den gemein¬
schaftlichen Mittelpunkt dieser drey Kugeln für den Ansang der Coor¬
dinaten, so haben offenbar die vorhergehenden Gleichungen(>) auch
hier Statt.

Die Gleichungen der drey berührenden Ebenen aber sind (nach
§. "b, I.)-

nx -s- 0 2 H',
g/x -s- I)// -s- 0^2 H/', >
g^x -s- ^s- 0^2 —

Da aber diese drey tangirenden Ebenen unter sich senkrecht seyn
sollen, so haben (Einl. §. y, II) auch die Gleichungen (s) Statt, und
daher, nach dem Vorhergehenden, auch sofort die Gleichungen (3)
und (/»).

Wenn man aber die drey gegebenen Gleichungender tangirenden
Ebenen quadrirt, nachdem man die erste durch k, die zweyte durch k/
und die dritte durch H" dividirt hat, so gibt die Summe dieser drey
Quadrate, wenn man dabey die Gleichungen (3) und (4) berücksichtiget:

x- 2- — R- -j- H" -s- H"-,

woraus folgt, daß die gesuchte Fläche, welche der Dnrchschnittöpnnkt
jener drey Ebenen beschreibt, eine den gegebenen drey Kugeln conceu-
trische Kugel deö Halbmessers -s--ff 11"^

Sind die Halbmesserder drey gegebenen Kugeln unter sich gleich,
und ist jeder derselben gleich r, so wird dieses Problem mit dem beson¬
dern Falle der Uro. I. identisch, und man hat

x^ 2' ZxT

III. Seyen endlich zwey ihrer Gestalt und Lage nach gegebene
Flächen gegeben: man suche diejenige Fläche, welche von einer beweg¬
lichen Ebene beschrieben wird, die zu jenen zwey Flächen immer Tan¬
gente bleibt.

Seyen die Gleichungender zwey gegebenen Flächen
2 I?(x, ?) und 2 k(x, ^),

deren Differentialgleichungenwir so ausdrückenwollen:



>1? ^ -s- ?'"sx7).il7 und

ü 2 — sx 7) . ü x -ch- 5" sx 7) . ü 7.

Nimmt man ans der ersten Flache für den Berührungspunkt der¬
selben mit der Ebene denjenigen an, dessen Coordinaten

X 7 ^ L lind l? — ? , L)

sind, so ist die Gleichung der berührenden Fläche für diesen Punkt
(tz. "ö)

k?(>, L) — (x —kl) -s- (7 —v) . . . (l.)

Sind eben so

x — t>, 7 ^ d, 2 s(a, d)

die Coordinaten deö Berührungspunktes auf der zweyten Fläche, so ist
die Gleichung der berührenden Ebene für diesen Punkt

Da aber beyde tangirendcn Ebenen zusammen fallen und nur eine
einzige, beyde Flächen zugleich berührendeEbene bilden sollen, so müs¬
sen die drey Coessicienten von X72 in den beyden letzten Gleichungen
identisch seyn, wodurch man erhält

I" L) k, k), >
L) ^ f"<>, b), /

H) — v) — L . L) ' ' ' )
ksa, b) — a . l^(a, b>) — b» . k"(a, b) /
Eliminirt man daher aus den fünf Gleichungen I., II., III. die

vier Größen L, a und b, so erhält man eine Gleichung in X7S,
welche für die gesuchte bewegliche, beyde Flächen tangirende Ebene ge¬
hören wird.

Diese Elimination zu vereinfachen, kann man zuerst aus den Glei¬
chungen l., II. und aus den zwey ersten der Gleichungen III. von den
vier Größen L, a und Iz drey, z. B. die drey letzten eliminiren;
dadurch erhält man eine Gleichung in X72 und ^,«die wir N —0
nennen wollen, und diese Gleichung wird für die den beyden Flächen
gemeinschaftlichetangirende Ebene gehören, deren Lage durch die un¬
bestimmte Größe ^ particularisirt wird. Differcntiirt man daher diese
Gleichung zwey Mal in Beziehung auf ä,, so erhält man

""d

Eliminirt man dann auS den beyden ersten dieser drey Gleich»»-
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gen die Größe so erhält man, wie zuvor, die gesuchte Gleichung
der die beyden gegebeneu Flächen ringsum berührenden Fläche, oder

man erhält die Gleichung der die beyden Flächen berührenden Ebene
in allen Lagen der letzteren.

Diese Heyden ersten Gleichungen Äl o und ^ o zu¬

sammen genommen, und ohne ans ihnen die Größe zu eliminire»,
gehören für den Durchschnitt zweyer nächsten tangirenden Ebenen, die
also eine gerade Linie seyn wird, welche die erste gegebene Fläche in

dem Punkte ^ tangirt. Läßt man dann in diese» Heyden Gleichungen
die Größe ^ in ^-s- übergehen, so werden die so entstehenden
zwey neuen Gleichungen die nächstfolgende tangirende Gerade geben.

Diese beyden tangirenden Geraden werden sich in irgend einem Punkte

schneiden, und dieser Dnrchschnittspunkc wird offenbar derjenige Punkt
der ersten Tangente seyn, für welchen die Werthe von x/2 sich nicht

ändern, während (in den beyden Gleichungen ül —» und

der Werth von ^ in tL -f- übergeht. Wenn man daher diese Hey¬
den Gleichungen bloß in Beziehung ans eL differentürt, so werden die

beyden so erhaltenen Gleichungen für jenen DnrchschnittSpnnkt den
zwey nächsten Tangenten gehören. Da dieser Punkt sich auch ans der
ersten Tangente befindet, und da überdieß die Differentiation von

die Gleichung hervorbringt, so wirb man für den DnrchschnittS¬

pnnkt dieser zwey nächsten Tangenten die drey vorhergehenden Gleichun¬
gen haben:

Diese Gleichungen werden die vier Größen x/5 und ^ enthal¬
ten, und durch die letzte Größe -L wird der Punkt auf der ersten Fläche

angezeigt oder particnlarisirt, für welchen man den DnrchschnittSpnnkt
der zwey nächsten Tangenten gesucht hat. Will man daher diesen
DurchschnittSpunlt unabhängig von dieser Größe ^ erhalten, d. h. will

man alle ans diese Weise entstehenden Dnrchschnittspnnkte je zwey
nächster Tangenten, oder will man die krumme Linie erhalten, in
welcher alle diese Dnrchschnittspnnkte liegen, so wird man, aus den
drey letzten Gleichungen, die Größe .«V, eliminire», und das Resultat

dieser Elimination wird die zwey Gleichungen dieser Cnrve der Dnrch-

Ichnittöpnnkte sämmtlicher Tangentenpaare geben. Man pflegt diese
Littrow'e Zlnl, ». hol). Math. ,5
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Curve die W en d u 11g s c u r v e der die beyden gegebenen Flachen
ringsum tangirenden Fläche zu nennen.

Eliminirt man endlich aus den drey Gleichungen(III.) die zwei)
Größen u und b, so wird man eine Gleichung zwischen und IZ erhal¬
ten, welche für diejenige Curoe gehört, in welcher unsere gesuchte tan-
girende Fläche die erste gegebene Fläche 2 —I?(x^) berührt. Da
diese Curoe selbst ganz in der gegebenen Fläche 2 —b'sx, 7) ent¬
Hallen seyn muß, so wird diese Curoe durch die aus der so eben erwähn¬
ten Elimination resultirende Gleichung, und durch die Gleichung
2 — I?(x, ^) vollständig dargestellt seyn. Eliminirt man eben so aus
den drey Gleichungen (III.) die zwei) Größen und IZ, so wird die
aus dieser Elimination hervorgehende Gleichung, verbunden mit der
Gleichung 2 — 5(x, /), diejenige Curoe darstellen, in welcher unsere
gesuchte tangircnde Fläche die zweyte gegebene Fläche ^----ksx, ?)
berührt.

Ist eine dieser Flächen leuchtend und die andere dunkel, so wer¬
den die gesuchten tangirenden Flächen diejenigen seyn, welche den Schat¬
ten und den Halbschatten des dunkeln Körpers begränzen. Die zwcy
so eben erwähnten Curven aber werden diejenigen seyn, die auf dem
dunkeln Körper den beleuchtetenTheil von dem beschatteten trennen,
und die auf dem leuchtendenKörper de» Theil, welcher sein Licht auf
den dunkeln Körper sendet, von dem absondert, dessen Strahlen die
dunkle Fläche nicht mehr erreichen.

Um das Vorhergehende ans ein Beyspiel anzuwenden, seyen die
beyden gegebenen Flächen Kugeln. Sey U der Halbmesserder leuch¬
tenden, i- der dunkeln Kugel, 0 die Distanz ihrer Mittelpunkte, und
endlich der Mittelpunkt der leuchtenden Kugel zugleich der Anfang der
Coordinaten. Dieß vorausgesetzt, hat mau für die Gleichungen der
beyden Kugelflächen

2' — x'
2^ .— sx — c)- —

Daraus folgen sofort die beyden Gleichungen, die wir oben durch (I.)
und (II ) bezeichneten,nämlich

^ L". — —— «(y-k)
2 — , ' . . . (I.)V U- — ^ — dt- ^

und

2 — '' " t-> —cU — b'- — —a) __ l, (y —d) ^ ^
1/— (!> —— t»-
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Setzt man die analogen Coefficienten dieser beyden Gleichungen
einander gleich, so erhält man für die zwey ersten der Gleichungen (III.)

^/ll' — — II - /l - — (s — c)2 — d2 ^
Ii 1.

V/ll- — -1- — k- V^r2 — (- —L)7 — 1^2^
und endlich für die dritte der Gleichungen (III.)

^11'—^—11' ——L)'—I?- -I- — ^ ^ — n.

Die zwey ersten dieser Gleichungen(III.) geben sofort durch Di¬
vision

Ii ^ . L.

Gubstituirt man diesen Werth von b in dieselben zwey ersten
GleichungenIII-, so gibt jede derselben, wenn man sie quadrirt:

^,2 (a —e)' . Ii-,
und die dritte der Gleichungen(III.) geht in folgende über:

(II- — o) -s- a — R2 g — o.
Diese beyden letzten Gleichungengeben

— (Ii -I- r) und ^
5

i» ^ v — - (o -j- Ii)
- - - (-)-

Substituirt man aber diesen Werth von in der vorhergehenden
Gleichung (I.), so erhält man

«2 c — Ii X (Ii 1(11) — Ii o ^2 — . ^ ^ - . - 1>),
/li2 02 ^ j.V2^li >)2 ^ 1j2 x2

und dieß ist die Gleichung zwischen X72 und L, welche wir oben durch
bezeichnet haben.

Differeniiirt man sie zwey Mal in Beziehung auf die Größe L,
so erhält man

La 2 2-2 )' v/ll' c-2 — 11' (11 ? 0)- — . . . (2) und
L07 — — 2 v/k- 02 — Ii- (Ii?r)' — L' 0' . . . (3).

Von diesen gibt die Gleichung (2)
„ >2 ^2 «2 - il'. ? .'»2j
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und dieser Werth von L, in der Gleichung (,) substitnirt, gibt

-s-. so' — slie — ... (4),

die Gleichung der gesuchten Fluche, welche die beyden gegebenen Ku¬

gelflächen ringsum berührt. Diese Gleichung gehört, wie man sieht,

für einen Kegel; das obere Zeichen für den vollen, das untere für den

halben Schalten.

Die Gleichungen (2) und (3) geben durch Division

— 2^ -s- -^2 0 ,

und diese letzte Gleichung, verbunden mit der Gleichung (4), gehört

für die oben erwähnte W e n d u n g s c u r v e der tangirenden Fläche.

Da aber die Gleichung -j- 2- 0 nur für die Werths / — 0 und

2 — 0 bestehen kann, so gibt die Gleichung (4):

e

i'

' ^ ss

Die WendungScurve ist also hier ein einziger Punkt, der Schei¬

tel des Kegels und der letzte Werth von x ist die Entfernung des Schei¬

tels von dem Mittelpunkte der leuchtenden, so wie

4^ 0

vom Mittelpunkte der dunkeln Kugel.

Substitnirt man ferner die oben (Gleichungen (->)) gefundenen

Werths von 4 und a in den beyden Gleichungen

I? (.4, LH ---142 — — und

k(->, IzH r» — (a — 0)' —

so erhält man

?(4,LH -f- L» N- — —

k (-> , k>)2 -f- -^! t'2 ^

und die Gleichungen (i>) und (Z) sind die Gleichungen der acht Projek¬

tionen der vier BerührungScurven in den Ebenen der x/ und der X2.

Die Gleichungen (s) zeigen, daß diese Curvcn in einer auf xp senk¬

rechten Ebene stehen, und daß sie vom Anfangspunkte der Coordinaten

um die angezeigten Werthe von 4 und a entfernt sind. Die Gleichun¬

gen (Z) aber zeigen, daß diese Curven Kreise sind, deren Halbmesser
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zum ZluSdrncke haben

i/ N- (Ii -l- -)' und -10 ? ii)'-

Ist endlich x — o -s- <H, so wird die Gleichung (4)

- (Ii-^)2

welches der Halbmesser deS kreisförmigen Schnittes deö vollen und deS

halben Schattens ist, der durch eine Ebene entsteht, die senkrecht auf

x)- ist, und die um die Größe L von dem Mittelpunkte der dunkel»

Kugel entfernt ist.

XVI.
Krümmung der Flächen.

Z. >,<). (Äugeln, welche eine gegebene Fläche berühren.)
Da zu einer Berührung der Flächen von der zweyten Ordnung, nach

§. l>5, fünf Bedingungsgleichnngen befriedigt werden müssen, so kann

eine Kugel, deren allgemeine Gleichung nur vier Constanten enthält,

nicht in dem Sinne zur Krümmnngskugel einer Fläche verwendet wer¬

den, wie wir oben den Kreis zum KrümmungskreiS der Curvcn ge¬

braucht haben, oder man kann im Allgemeinen keine Kugel angeben,

die mit einer Fläche rings um den einen Punkt derselben zwey Elemente

gemeinschaftlich hätte.

Diese Gleichung der Kugel ist nämlich

(x — gP -s- (y — KP -s- (2 — cP n-,

wo alle die Coordinatcn ihres Mittelpunktes, und Ii ihr Halbmesser ist.

Die ersten Differentialgleichungen derselben sind

x — o -s- p> (?. — c) — o und

^ — I> g- cp(s — o) ^ o.

Behandelt man diese Gleichungen analog mit jenen in §. gi und

y5, so erhält man für die drey Constantcn s, I», e folgende Werthe:

p R ^ ^ cslt Ii
n x -s-

z/



2Z0 Z. 120.

Bestimmt man also die Werthe von p, g ans der zwischen x, 7

und 2 gegebenen Gleichung der Fläche, und substitnirt dann die so er¬

haltenen Werthe von a, b>, o in der Gleichung

(P—->F -s- (7 —b>H -s- — oH — IlP

so erhält man die Gleichung einer Kugel, die mit der gegebenen Fläche

eine Berührung der ersten Ordnung hat. In dieser Gleichung der Ku¬

gel sind x/P^ die veränderlichen Größen, und der Halbmesser der

Kugel bleibt unbestimmt. Vergleicht man die vorhergehenden zwey

Differentialgleichungen mit denen des §. 117, so sieht man, daß die

Mittelpunkte aller dieser Kugeln in der Normale der Fläche liegen.

§. -sc». (Betrachtung der Augcl, welche die zwey höch¬

sten Glieder der Entwicklung von 2 mit einer Fläche gemein-

sehattlich hat.) Wir haben oben (H. 1,5) gesehen, daß zwei) Flä¬

chen in einem gemeinschaftlichen Punkte eine Berührung der zwepren

Ordnung haben, wenn für sie die Bedingungsgleichung, die eigentlich

fünf andern Gleichungen gleichgeltend ist, Statt hat:

(P —p)üx -f- (g/—g)<l/ -ss- — r) ü x^ -f- (5/ — zsj rl x cl^

-s- ^-(1/— tjüp^^-o.

Den bepden ersten Gliedern dieser BedingungSgleichnng ist bereits

durch die Kugel genüge gethan, die wir in §. »ig gesunden haben,

wo aber der Halbmesser lt derselben, wie man gesehen hat, noch

unbestimmt geblieben ist. Man könnte nun in dieser Kugel den Halb¬

messer v so bestimmen, daß auch die drey folgenden Glieder unserer

Bedingungsgleichnng verschwinden, oder baß man hat

2(5/._5) ^ ss-

Allein durch diese Annahme wird offenbar eine Relation zwischen den

Größen clx und clp eingeführt, die doch sonst ganz unbestimmt waren.

In der allgemeinen Gleichung jeder Fläche

ll 2 püX -s- g c>7

ist nämlich, wie bereits erinnert wurde, «l^-^päx das Differential

der Ordinate 2 in dem Durchschnitte iVt/ (Fig, PH der Fläche mit ei¬

ner der x? parallelen Ebene, und eben so ist ü? gclx das Tnffe-

rential der Ordinate 2 in dem Durchschnitte ZIN der Fläche mit einer

der 72 parallelen Ebene. Sucht man aber daS Differential der Or¬

dinate für den Durchschnitt Ul^IPO der Fläche mit einer auf x/
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senkrechten, übrigens willkürlich gegen die Az'e der x stehenden Ebene,

so wird diese Ebene unsere Fläche iu der krummen Linie lUdU schneiden

und die Projektion dieser Curven in der Ebene der X7 wird die gerade

Linie IU seyn. Diese Projektion <0 IU wird also zur Gleichung

haben
7 — «x -s- /Z,

und dadurch wird eine Abhängigkeit unter die beyden Ceordinaten x

und 7 gebracht, die sonst, für die Fläche im Allgemeinen, nicht Statt

hatte. Das Differential dieser Gleichung ist

cl x. ^

und da diese Größe a die Tangente deö Winkels bezeichnet, welche

die Projektion (^IU mit der Are der X bildet, so ist durch diese Größe
ll V

a oder ^ die Richtung bestimmt, in welcher man bey der Fläche von

einem Punkte derselben zu dem nächstfolgenden Punkte fortgehen muß,

um die bestimmte Curve ans dieser Fläche zu erhallen.

Diesem gemäß drückt also unsere letzte Bedingungsgleichung aus,

daß die durch sie bestimmte Kugel die Eigenschaft hat, daß keine an¬

dere Kugel zwischen ihr und zwischen der gegebenen Fläche in dem

Punkte durchgehen kann, der zu den Coordinaten x-j-ckx und 7-^67

gehört; oder wenn man die Größe ^ ^ " setzt, und dieser Größe

ro einen bestimmten Werth gibt, so wird die erwähnte Eigenschaft un¬

serer Kugel für alle diejenigen Punkte gelten, für welche denselben

Werth hat, d. h. für alle Punkie der Curve Nvl0 die in dem Durch¬

schnitte einer ihrer Lage nach bestimmten, auf X7 senkrechten Ebene,

mit der gegebenen Fläche liegen.

Um nun den Halbmesser U dieser Kugel unserer Bedingungs¬

gleichung

— r) -s- 2 (5/ — s) c>i -s- sU — t) ro' ^ v

gemäß zu bestimmen, so gibt die bereits in §. 1,9 aufgestellte Gleichung

der Kugel

(?ck — a)' -s- (7/ — d)> -s- (2/—oP — IU,

wenn man ihre partiellen Differentialien sucht, da wegen dem gemein¬

schaftlichen Punkt beydcr Flächen x^ —x, 7^ — 7 und 2^ — ? ist,

folgende Gleichungen:
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X —a 1>

o — ?. e — ?! c —- /.

so daß daher unsere Bedingnngögleichnngin die folgende übergeht, wenn
man die oben (H, 114) angenommeneBedeutung der Geißen u, » und 1
beybehält,

r -j- 2 co 5 -s- co- t ———21—O2 ^ ^ t >0 — ?.

oder da bereits (§. i>g) wegen der Berührung der ersten Ordnung der
Kugel mit der Fläche

— It

^ ' st- -st <!'
erhalten wurde,

R ^s>-chl>"-s- 2 pg-l- (> -st cstl r,)-s . y/1 -st II - -st <st

und dl'eß ist der gesuchte Werth de? Halbmessers der Kugel, welche die
oben erwähnte Eigenschafthat.

§. ,21. (Bestimmung dos größten und kleinsten lverthes

dieses Hlltömetters sl.) Da in dem vorhergehendenAusdrucke von

Ii das Verhältniß ro — willkürlich angenommen wurde, so wol¬

len wir denjenigen Werth von co suchen, für welchen Ii ein Größtes
oder ein Kleinstes wird.

Allein der erwähnte Werth von II kann auch so gestellt werde»

Ii — ^ ^ ^ ^ ^ - z/1 -st p - -st x-
i' —st 2 L—st r (i>2

und da zugleich
— k

c —i- — .. -st,/ .
so entspricht der größte oder kleinste Werth von II auch zugleich dem
größten oder kleinsten Werthe von v Eliminirt man daher die Größe
II aus den bepden vorhergehende»Gleichungen, so erhält man

-st- ^ sc — 2) st'-st 2 8 co -st tor") ... st).
Differentürt man diese» Ausdruck in Beziehung ans c und co und

setzt dann ckc? gleich Null, so hat man
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" -s- (s-s-tuH (2-e) --- o ... (II),

welche Gleichung, durch ^ multiplicirt und von (I) subtrahirt, gibt

-s- p g co -s- (i-fiseH (2— u) --- o ... (III).

Elimiuirt man aus (II) und (III) die Größe 2 — 0, so erhält man

für 01 eine Gleichung der Form

— c^o... (IV),

wo der Kürze wegen gesetzt wurde

^ — 0 -^1') 5 — xgt,

L ^ (. -s-^) 1- — (>-s-I>yt,

c (i-s-i'y s — xgv.

Lößt man endlich die zuletzt gefundene Gleichung auf, so hat man

— 1; -l- p/n- -e- /> ti
co — — ' ,

und dieser Werth von 00 ^ gehört also unter allen krummen Linien,

welche durch den Berührungspunkt in der Fläche gezogen werden kön¬

nen, für jene Curvcn, welche die größte oder kleinste Krümmung haben.

Da II, d Funktionen von x und ^ sind, so wird die letzte Glei¬

chung selbst eine Differentialgleichung für x und / sei) 11, und sie so¬

wohl, als auch ihre ursprüngliche Gleichung, aus deren Differentiation

jene entstanden ist, wird die Gleichung der Projektion jener Curve in

der Ebene der x^ seyn.

Da der Werth von <-> doppelt ist, so sieht man, daß jedem Punkte

der Fläche im Allgemeinen zwey solche Curven der größten und klein¬

sten Krümmung entsprechen werden. Diffcrentiirt man endlich den vor¬

hergehenden Ausdruck von H noch einmal, so findet man leicht, daß

in der letzten Gleichung das obere positive Zeichen für den größten und

das untere negative für den kleinsten Werth von H gehört, so daß also

unter allen Curven, welche durch einen Punkt der Fläche in dieser Fläche

gezogen werden können, immer zwei) find, deren eine die größte, die

andere aber die kleinste Krümmung hat.

I. Um den Halbmesser dieser bepden ausgezeichneten Curvcn zu

erhalten, wird man den gefundenen Werth von c,i in dem oben gege¬

benen Ausdrucke von H substituiren. Zu diesem Zwecke wird mau am

bequemsten so verfahren
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Multiplicirt man die Gleichung (II) durch 8 und (III) durch r,

so ist die Differenz dieser Heyden Produkte

(i -j- p") li — ^ co
^ ' 5- — I' li

Substituirt man in diesem Ausdrucke den oben gefundenen Werth

von or und setzt der Kürze wegen

Ii --- (r-ssx-) r -s- »' —

so erhält man

— i, -s- -t-
« — c — Ii ,

2 (rt— 8»)

und daher auch

^ s - i, y/s- 4- -l-
2 (>- t — 8 -)

Setzt man aber der Kürze wegen

le- " I -s- -s- und A — t — s-,

so wird

L' -s- 44L Ii- — 4^-8,

so wie
— i> 4- l/ ii - — ^ ^

und man erhält daher für den gesuchten größten und kleinsten Halb¬

messer
. 1.1

N — s- Ii -s- l/b- — 4^ ^ .
-6 ^ 4_ /l.2 ^ 4 1,2 .

II. Da die Lage der Ebene der x)' willkürlich ist, so kann man

annehmen, daß sie der, die Fläche in dem gegebenen Punkte tangiren-

den Ebene parallel ist. Unter dieser Voraussetzung wird

Sind aber » und /Z die zwei) Werthe von c^, die der Gleichung

iV -s- L i2 (ü 22^ o

entsprechen, d. h. sind -r und /Z die trigonometrischen Tangenten der

Winkel, welche die Heyden Curven in dem gegebenen Punkte der Fläche

mit der Are der x bilden, so ist (Einl. §.3. I.) die trigonometrische

Tangente des Winkels, welchen jene Heyden Curven unter einander in

dem gegebenen Punkte bilden, gleich

> -p
oder

l/ n 4. 4
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Da aber für auch ^ ^ —o ist, so ist die Tan¬

gente des letztgenannten Winkels unendlich oder die beyden Cnrvcn der

größte» und kleinsten Krümmung der Fläche stehen in ihrem Durch¬

schnittspunkte auf einander senkrecht.

§. >22. (Andere Ableitung des Halbmessers dieser Kugel.)

Stellt man durch x/2 die Coordinaten eines gegebenen Punktes der

Fläche und durch x/^/2' die des Mittelpunktes einer Kugel vor, die

durch jenen Punkt der Fläche geht und k zum Halbmesser hat, so ist

(x —x'P -j- (7 — 7')" ch- (2 —2/P — ... (>).

Differentürt man diese Gleichung partiell, so hat man

X —X/ -s- x (2—2/) — o ... (2),

7 — 7' ch- x (2 —2') — o ... (3),

welche beyden Gleichungen, nach §.>>7, den Normalen der Fläche

in dem gegebenen Punkt angehören.

Geht man aber von diesem Punkte der Fläche zu einem nächst¬

folgenden in irgend einer willkürlichen Richtung über, so werden die

Normalen der Fläche in diesen beyden Punkten nur dann einander

schneiden, wen» stch diese beyden Normalen in einer und derselben

Ebene befinden, und dann wird dieser DurchschnictSpnnkt der beyden

Normalen derjenige Punkt der ersten Normale seyn, sür welchen die

Coordinaten x/7/2/ sich nicht ändern, während x und 7 sich ändert.

Denn in den Gleichungen (2) und (3) sind x^'?' die veränderlichen

Coordinaten einer und derselben Normale, während die Größen X)'2

und xg, die zu einen bestimmten Punkt der Fläche gehören, für die¬

selbe Normale constant und nur dann veränderlich sind, wenn man von

einer Normale zu einer anderen übergeht. Differentürt man also die

Gleichungen (2) und (3), indem man x/)'/--/ als constant betrachtet,

so hat man

llx -j- gel 2 -s- (2 — 2>) llg — 0,

67 -s- gll2 -s- (2 — 2/) ll es — o.

Eliminirt man aus diesen beyden Gleichungen die Größe 2 — 2/,

so erhält man

llj, (c>7-j-gc>2) — llg (el xp (Z 2) ... (st).

Man hat aber, nach h. inst, die allgemeinen Bezeichnungen
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— rZ x -s- sc!/ und

sti^ säx -s- tä)',

so daß daher die Heyden vorhergehenden Gleichungen die folgende Ge¬

stalt annehmen

ölX -s- p^iilx I><zcl/ -ch- (rclx -j- sc!)') -22- 0... HZ),

cl^-s-^^clx-j- g-cl/ (2— 2^) ss 3 x -s- t cl )>) ^ c> ... Hb),

oder auch, wenn man ^—aus der ersten, und 2—>2/ aus der zweyten

eliminirt und die oben angezeigte Große v, E und A, lr, k bey-

behält

A (2 — 2^)^ -s- Ir (2 — 2^) -s- Ir- --- 0 ... (7),

(g).
3x^ ^ äx ^ ^

Die vier Gleichungen (2, 3, 5 und st) gehören für den Durch-

schnittspunkl der bcyden Normalen. Da aber zur Bestimmung der

Coordinaten x^^c dieses Durchschnittspunktes schon die drey ersten

dieser Gleichungen hinreichen, so ist die lehre Hb), die keine dieser Coor¬

dinaten enthält, nichts anderes, als eine Bedingungsgleichnng, wel¬

cher genug geschehen muß, damit die Heyden nächsten Normalen sich

in der That schneiden können. Diese letzte Gleichung gibt also den

Werth von d.h. die Richtung, in welcher man von einem Punkte

der Fläche zu einem anderen gehen muß, damit die Normalen beyder

Punkte in einer Ebene liegen und sich daheoschueiden.

I. Die Gleichung (6) gibt

— d P- 4 1.2
2 2^ — ,

2Z

und diesen Werth von 2 — 2/ in (2) und (3) substituier, gibt

^1, — z/>>- 4 m A

— cz^-

— xc — x

2 8

z/m - 4 Mg

und diese Werthe von x

s>) substituirt, geben

ü 1r -s- v/b

xc, ^ — )/, 2 — 2^ endlich in der Gleichung

Resultate, die sämmtlich niit jenen des >2, übereinstimmen.
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II. Dieser Halbmesser H läßt sich auch noch auf folgende Weise

finden.

Snbstituirt man die Werths von x/— x und 7^— 7 auö de»

Gleichungen (2) und (3) in

k- — (x/—x)' -s- (7^ — 7)2 -s- (2> —

so erhält man

II — —2) . ss-

Eliminirt man aber aus den beyden Gleichungen (Z) und (t>) die
ll V

Größe —, so hat man

I -p p2 (7/ 5)1- s?/ 2)»

g — — 2) 5 l -tz- l^2 — ^2' — 2) r ^

und wenn man hierin

2^— 2 H -s- ^") - setzt, so ist

(l't—5-) .21)^8 -s-

(' — 0 (9),

und aus dieser Gleichung findet man den gesuchten doppellen Werth

von k, wie zuvor.

Z. 123. (ÄmvcnduliZ des I'orl)crgcheilr>eil auf t'ctoildere

-I'ällc.) I. Die Gleichung des Ellisoidö mit drei) Aren ist

Von dieser Gleichung sind die Werthe von p, ^ und von I-, », l

bereits oben (§.,12, ?.x. II) mitgetheilt worden. Substituirt man

sie in der Gleichung (4) deS §. 122, so erhält man

a- (d- —c-H --7^

-s- sl>^ «2) x^ »2 sl)2 (z2^ ^.2 g2 ^2 ^2 ^2)^ ^

I»2 sg2 ^>2) 2^ 0,

oder einfacher

__ X7 0,

wenn man der Kürze wegen setzt

u„d
I>2 t»« l-2)
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Diese Gleichung gibt also den Werth von oder die Richtung,

in welcher man auf der gegebeneu Fläche fortgehen mnß, wenn die
nächstfolgenden Normalen sich schneiden sollen, oder, waS dasselbe ist,
in welcher man fortgehen muß, um iu den beyden Curven der größten
und kleinsten Krümmung der Fläche zu bleiben.

Setzt man t>—d, so daß das Ellisoid

a" ' e-

durch die Umdrehungder Ellise — -s- ^ > um die A.re o entsteht,
so ist lll — > und N —o, also auch jene Gleichung

ü . li v

Lößt man diese Gleichung in Beziehung auf^ auf, so findet

man die zwei) Wcrthe dieser Größe

ü)' 7 X
tk X X ck X '

Die erste dieser Gleichungen gehört für eine gerade Linie, die
durch den Anfang der Covrdinaten geht, weil das Verhältuiß der Hey¬
den Größen 8/ zn clx dasselbe ist, wie das der Größe 7 zu x. Die
zweyte Gleichung aber folgt durch Differentiation des Ausdruckes

x- -s- 7- — nO,

und gehört also für einen Kreis. Jene ist die Projektion aller Meri¬
diane ans die Ebene der x^, und diese ist die Projektion der Parallel¬
kreise der Fläche in derselben Ebene der x/. Bcyde Curven sind in der
Oberflächedes Rotations - SphäroidS auf einander senkrecht, und zu¬
gleich diejenigen, in welchen sich die auf einander folgendenNormalen
schneiden. Da in diesem Beyspiele die veränderlichenGrößen x und /
auS den Wurzelzeichen treten, so finden sich diese beyden Cnrven der
größten und kleinsten Krümmung vvn einander unterschieden; wenn
dieß nicht der Fall ist, sind bcyde nur zwey Äste einer und derselben
Curve.

II. In einem zweyteu Beyspiele nehmen wir den sogenannten ge¬
raden Kegel von kreisförmiger Basis. Ist r der Halbmesser dieser
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Basis und - die Tangente deS Winkels der Seitenlinie deö Kegels mit

der Are, so ist die Gleichnng des Kegels

x". -H 5- (2—sH.

Dieß vorausgesetzt hat man
» s- z-

r- (iü — a) ^ ^ r» — c>)^

r --- ^ , 8 — . , t >--- —.
— a)Z r^> t^ —

Setzt man nun, wie in §. 121, II, die Größen p h c>,
so ist

—'O — s und I> — v — t.

Substituirt man diese Werthe in der oben 121) erhaltenen
Gleichung

— v /u- -ss 4^ e1 ,2 ^

so hat man ^
t—i- -i- ,

2 8

oder wenn man darin die so eben gefundenen Anödrücke von r, s und t

setzt, ^ ,
e^, — ,

2 x ^

und diese Gleichung gibt für " — ^ die zwey Werthe

-!7 ^ x — -U -
clx 7 ltx ^ x^

und diese zwey Ausdrücke sind den folgendenbeyden gleichgeltend
x- -j- und x ^

wo s und I> consiante Größen bezeichnen. Daraus folgt also, daß auf
der Oberfläche eines Kegels die beyden Curven der größten und klein¬
sten Krümmung, in jedem Punkte deö Kegels, durch die Seitenlinie
deö Kegels und durch den mit der Basis parallelen Krciö ausgedrückt
werden. ->

III. Suchen wir endlich noch den Halbmesser der größten und
kleinsten Krümmung für alle die Oberflächen, welche durch die Rola-
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tion einer auf der Ebene X7 senkrechten Curve nm die Are der 2 ent¬

standen sind. Diese Oberflächen haben, wie wir bald (5- >3>) sehen

werden, die Gleichung

2 ---- k (X--I-7-),

wo k irgend eine willkürliche Funktion bezeichnet.

Sey der Kurze wegen

ü 2 ---- sx <l X -fi 7<I 7) . k/ sx^-s-72) und

ä . kc (x'-s-/^) — (x ll x-s-7 ll 7) . ^x^-s-7-),

wo k/ (x" 7^) und k" (x^ 7^) wieder andere Funktionen von

der Größe (x^fi-7^) bezeichnen, für welche wir abkürzend bloß und

k" schreiben wollen.

Dieß vorausgesetzt, hat man

1> — xi^, ci --- 7^,

r --- s ^ X75" und t — 7" k".

Sucht man daraus die oben HH. is>, I) angeführten Werthe von

A, kr und k, so erhält man

^ k" 4- (x--s-7')

ll (x--j-72)

so wie

>/!O —stk-g (x^-s-7-) (k,Z —k^).

Substituirt man diese Ausdrücke in dem vorhergehenden Werthe

Ii — ^ ^ '

Ii 4^ 1/1^ —

des größten und kleinsten Krümmungshalbmessers, so findet man, in¬

dem man das obere oder untere Zeichen nimmt,

^ ^ ^ (^7-) ^

und I

K/>— __ s' 4- cx2 4-)2)
t' 4- (x^),'^ t" -

Nehmen wir für einen besonderen Fall daö Ellisoid, welches

durch die Umdrehung der Ellise
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um die Are der I> entstanden ist, so hat man für die Gleichung des¬

selben

Dieß vorausgesetzt ist also

1>- X 1>2^
^ ^

b- t) > XV k>^> .
— - ^24 8 — , r — tu' x'2),

also auch
„ Ii- „ !>»

— und — ,

so daß man daher für dieses Ellisoid erhält

^ ^ ^ ^ ^ l-2)

^ (a^—d-) 2^-.

Für!- —o hat man H^a,

für ^ —l> ist ,

für s —d endlich ist n^ —11" —a.

Man kann »och bemerken, daß die Normale I>i der erzeugenden

Ellise ist (tz. <)g)

N sl.» -s- (o- —Ii-) 22^,

so daß man daher hat

IV « und 11" — l>l-'.
U- d->

Wir haben aber ebendaselbst (tz. 98) gesehen, daß der Krüm¬

mungshalbmesser p der erzeugenden Ellise

«z s- «z

ist, so daß man also hat

IV — lx und H" --- p.
1,2

IV. Bemerken mir noch zum Schlüsse dieses Gegenstandes, daß

sich, dem Vorhergehenden zu Folge, jeder Punkt einer gegebenen

Oberfläche auf zwey solchen Curven befindet, von welchen jene, die

iüttrow's Anl, z> höh. Math. > t>
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Tangenten und Krünunungskreise der
Curven von doppelter Krümmung.

Z. 124. (Verschiedene Ordnungen der Berührung dieser
Cnrven.) Da eine einzelne Gleichung zwischen drey veränderlichen

Größen für eine Oberfläche gehört / so gehören zwey solche Gleichungen/

wenn sie zusammen betrachtet/ oder als coexistirend angesehen werde»/

für den Durchschnitt zwey er Flächen. Dieser Durchschnitt

wird im Allgemeinen eine krumme Linie seyn, deren Elemente nicht in

einer und derselben Ebene liege» / d.h. sie wird eine krumme Linie von

doppelter Krümmung seyn.

Wenn aber ein Gegenstand/ wie z. B. eine solche Curve von doppelter

Krümmung/ durch zwey Gleichungen ausgedrückt wird/ so kann er of¬

fenbar auch durch zwey willkürliche Combinationen dieser Gleichungen

ausgedrückt werden. Am einfachsten wird man im Allgemeinen diese

beyden Gleichungen darstellen, wenn man auS der ersten z.B. die

dem kleinsten Werths von N entspricht / die Curve der größten Krüm¬

mung, und die dem größte» Werths von Ii entsprechende, die Curve

der kleinste» Krümmung heißt. Haben diese beyden Werths von Ii

dasselbe Zeichen, so sind jene beyden Curven in demselben Sinne ge¬

krümmt, so wie im entgegengesetzten, wenn sie verschiedene Zeichen

haben.

Wenn man endlich zwischen der Gleichung der gegebenen Fläche,

und zwischen den vier Gleichungen (3), (S), (b) und (3) des §.>22
d v

die vier Größen x, 2 und — eliminirt, so erhält man, durch

die Coordinaten x^?/ ausgedrückt, die Gleichung derjenigen Ober¬

fläche, welche der Ort der Mittelpunkte aller Krümmungskreise jener

Curvenpaare ist, die auf der gegebenen Fläche gezogen werden können,

und diese neue Fläche wird im Allgemeinen ans zwey Theilen bestehen,

von welche» der eine alle Mittelpunkte der größten Krümmung, und

der andere alle Mittelpunkte der kleinsten Krümmung enthalten wird.
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Größe 2, und ans der zweyten die Größe 7 eliminirt. Dadurch erhält
man zwey andere Gleichungen der Form

7 hx) und « ^ sx),

die ebenfalls dieselbe Curve von doppelter Krümmung, und zwar so
ausdrücken, daß die erste 7---x(x) die Projection jener Curve in der

coordinirten Ebene der x/, und die zweyte 2 —x sx) die Projection
derselben in der Ebene der xs gibt.

Man sieht, daß in einem solchen GleichungSpaare nur mehr eine

einzige der drey veränderlichen Größen, z.B. die Größe x unabhängig
ist, da für jeden gegebenen Werth von x auch das 7 durch die erste,

und das 2 durch die zweyte Gleichung bestimmt wird. Läßt man also
x in x-s-kl übergehen, sy erhält man für die beyden andern Coordina-
ten die Werthe

. , Ü7 , Ii- 627

Eben so wird man für eine zweyte Curve, deren Gleichungen
zwischen den Coordinaten x/, 7c, undConstanten gegeben ist, wenn
man ebenfalls x^ in xc-j-lr übergehen läßt,
Coordinaten

, , , Ii- 6-V^
7' ^ 71^ ^clx'

cl7/
>.2 clx'
Ii- cl-7'

1.2 cl x'-

für die beyden anderen

-I- -

-l- -

Sollen nun diese beyden Curven einen Punkt, zu welchem die

Coordinaten x, 7, 2 gehören, gemeinschaftlich haben, so gibt dieß die
drey Bedingungsgleichungen

x — x^, 7 — 7^, 2 — 2^.

Sollen sie weiter, in diesem Punkte, eine Berührung der ersten

Ordnung haben, so wird dieß durch die zwey neuen Bedingungsglei¬
chungen ausgedrückt:

Ü7 ä 7^ ^ ^ cl ?. cl 7/
clx cl x^ clx cl x'^

und eben so wird man für eine Berührung der zweyten Ordnung nebst

den fünf vorhergehenden Bedingungögleichunge», noch die zwey fol¬
genden babe
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Als Beispiel für solche Curven von doppelter Krümmung hat

man die Gleichungen 7^ —sx und 2---l>7 für den Durchschnitt von

zwey parabolischen Cylindern, von welchen der eine auf der Ebene der

X7, und der andere auf 72 senkrecht steht.

Z. 126. (Tangenten dieser Cnrvcn). Um die Gleichungender
geradlinigen Tangente einer Curve von doppelter Krümmung, deren

Gleichungen

7 ? sx) und 2 (x)

sind, zu finden, nehme man für die gesuchten Gleichungen dieser Tan¬

gente die folgenden an:

7/ ^ gx> -f- cr,

2^ — I,x^ -s- sZ.

Dieß vorausgesetzt, geben die drey ersten der in tz. 124 angeführ¬

ten Bedingungen, d.h. erstens die Bedingung, daß die Tangente durch

den Punkt x, 7, 2 der Curve gehen soll, die zwey Gleichungen

^ — s (x^ — x),

2/ 2! l> (x^ x),

und eben so zweytenS die Bedingung, daß die Gerade mit der Curve eine

Berührung der ersten Ordnung haben soll, gibt

und r> — —;
clx clx

woraus daher sofort folgt, daß die gesuchten Gleichungen der Tangente

der Curve sind -

7/ — 7 (x^

2^ — 2

cti

l. Am einfachsten ist es, diese Curven von doppelter Krümmung

als Polygone von unendlich kleinen Seiten anzusehen, von welchen

nur immer je zwey nächste in einer Ebene liegen; dann sind die Tan¬

genten dieser Curven die Verlängerungen dieser Seiten deö Polygons.

Nennt man x, 7, 2 die Coordinaten des Anfangspunkts einer dieser

Seiten, so sind x-j-äx, 7-^-67, 2-s-Ü2 die Coordinaten des

Endpunkts desselben. Nennt man dann cl s den Abstand dieser beyden

Punkte, d. h. die Länge irgend eines Elements der Curve, so werden

die Größen <lx, Ü7, Ü2 die Projektionen von ü s auf de» Aren der
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X, 2 seyn. Nennt man also auch a, fZ, die Winkel, welche die

Tangente mit diesen drey Aren der x, 7, ii bildet, so hat man
cl x ^ ^ ü?.cos. cr — , cos. O — -I— und cos. V --- -—,
ck s cks os

und anch durch diese Gleichungen läßt sich die Richtung der Tangente
für jeden Punkt der Cnrve bestimmen. Sie können leicht ans die vor¬
hergehendenGleichungender Tangente gebracht werden, da man hat

— V cos. L .5^ — 2 cos. 7- - — - und —
x^ — X 008. a x^ — X L08. «

Substituirt man in diesen Ausdrücken die gefundenen Werthe von
cos. «, cos.fZ und cos. so erhält man die vorhergehendenGleichun¬
gen wieder.

II. Da zwischen diesen Cosinus die Bedingungsgleichung (Einl.
§. y) besteht:

cos.2« -f- cos.-jä -f- cos.')- ,,
so hat man auch

<l 5 ^/ckx^ -s- ck)^ -f- <12^
für daö Element des Bogens der Curve.

H. i2b. (Uormalcbeue dieser Curve.) Eine Normale auf eine
Curve von doppelter Krümmung zu ziehen, ist eine unbestimmte Auf¬
gabe, da es unzählige Gerade gibt, welche durch einen gegebenen
Punkt der Curve auf der Tangente derselben senkrecht stehen. Aber
der Inbegriff aller dieser Geraden bildet eine auf die Tangente senkrechte
Ebene, oder die N o r m a l e b e n e der Curve. Um sie zu bestimmen,
hat man sofort (nach §. > >, I.)

(x >— x^) cos. « -f- (p — 7/) cos. fZ -f- (2 — 2') cos. 7 ---- 0.
Substituirt man in diesem Ausdrucke die vorhergehendenWerthe

von cos.«, cos./z und cos.^-, so erhält man
(x — x^) ckx -f- (7 — p/) ckv ^ (? — 2^) ü 2 ^ 0

für die gesucht e Gleichung der Normalebene, die durch'den Punkt x/2
der Curve geht, und deren veränderlicheCoordinaten x/p^ sind.

Z. 127. (Äriimmuugselienc dieser Curve.) Diejenige Ebene,
welche durch zwei) nächstfolgende Tangenten einer Curve von doppelter
Krümmung geht, heißt die K r ü m m n n g ö e b e»e dieser Curve.
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Die Gleichung derselben in dem Punkte der Curve, dessen Coor-

dinaten x, 7, 2 sind, wird die Form haben:

2 — 2^ ------ X (x — x^) -s- u (7 — 7/).

Disserenrürt man diese Gleichung zweymal in Beziehung auf x

und 7, so erhält man, wenn man kein erstes Differential constauc

voraussetzt:

82 — ^ 8 x -s- L87,

8^2 — X8'x -j- Ii 8»/,
woraus folgt:

, 8?8-v — 8v8-s ^ 8x8-2 — 8 2 8-x
^ ^ ^und L ----- -—- ——.

8x8-)' — 8 )' 8- x 8x8-)- — 8 7 8- x

Setzt man daher der Kurze wegen

X ----- 8)'8-2 — 828^7,

X ---- 82 8-x — 8x8^2,

^ — 8x8^7 — 878'x,

so erhält man für die gesuchte Gleichung der Krümmungsebene, oder

wie sie auch genannt wird, der Osculationsebene

(x^ — x) X -j- (;>/ — 7) X -tz- (2/ — 2) 2 ^--- 0,

in welcher man eines der erstenDifferentialien, z.B. 8x, als constant

annehme», also 8"x----o setzen wird. Diese Gleichung gibt ein Mit¬

tel, zu entscheiden, ob eine Curve von einfacher oder von doppelter

Krümmung ist, da im ersten Falle die Osculationsebene für allePunkte

der Curve gelten oder dieselbe bleiben muß.

F. ,28. (Krümmungskreite dietcr Curve.) Um denjenigen

Kreis zu finden, der mit der Curve von doppelter Krümmung eine Be¬

rührung der zweyten Ordnung hat, werden wir nicht nur die Größe

dieses Kreises oder seinen Halbinefier und den Ort seines Mittelpunkts,

sondern auch die Lage seiner Ebene im Räume bestimmen müssen, und

daher für die Gleichung dieses Kreises das System einer Kugel, und

eine durch den Mittelpunkt dieser Kugel gelegten Ebene nehmen. Ist

p der Halbmesser dieser Kugel, und sind a, d, a die den Größen x,

7, s parallelen Coordinaten des Mittelpunkts derselben, soistdieGlei-

chung der Kugel

(x — g)'- -j- (7 — l.P 4- 0 — 0)- — p-.

Die Gleichung einer Ebene aber, die durch den Mittelpunkt die¬

ser Kugel geht, wird die Form haben:
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X — a -ff (7 — I») -ff (2 — c) lZ o,

wo ^ und L zwey Constanten sind, welche die Lage dieser Ebene im

Räume ausdrücken.

Soll der Kreis, der durch den Schnitt dieser Ebene mit der Ku¬

gel gegeben ist, mit einer Curve von doppelter Krümmung eine Berüh¬

rung der zweyten Ordnung haben, oder soll p der Krümmungs¬

halbmesser der Curve seyn, so müssen, nach dem Vorhergehenden,

nicht nur die Werths von x, 7, 2 in beyden Gleichungen, sondern auch

ihre ersten und zweyten Differentialien mit jenen der gegebenen Curve

identisch seyn. Differentürt man daher diese beyden Gleichungen zwcy-

mal, ohne irgend ein Differential als constant vorauszusetzen, so er¬

hält man:

(x — v) Z X ff- s7 — 7 "ff (2 — 0) ? -s 0,

6x -ff ^ 67 ff- L1Z2 ----- 0,

(x — ») öl^ x -ff (7 — I>) 7 -ff (2 — 0) 2 -ff ü x^ -ff ci 7^ -ff 6 2' ---- c>,

ck^x ff- ^6^7 ff- Ii ü-2 0.

Die vierte und sechste dieser Gleichungen geben sofort, wenn

man die vorhergehende Bezeichnung der Größen X, X und 2 beybehält,

^ ^ und Ii —

Substituirt man diese Werths von ^ und v in der zweyten jener

Gleichungen, so gibt die zweyte, dritte und fünfte, welche Gleichungen

bloß die Größen s, 1,, e enthalten, wenn man wieder

ck s- — ckx^ ff- 67^ -ff- öl 2^

setzt, nach einigen Reduclionen:

(X ll i-, — 2 ll <i s-
a — x —— ,

X- -ff X- -ff 2.-
, (2 ll x -—Xll /.) ll »-

b " 7--- x- -ff X- ff- 2- '

(Xll 7— X ll -l) ll8-

^ ^ ^ X- ff- X- -ff 2- ^

und durch diese drey Gleichungen werden die Coordinaten u, I,, c- des

Mittelpunkts des Krümmungskreises bestimmt. Substituirt man end¬

lich diese Werthe von (s — x), (l> — 7) und (o — 2) in der vorherge¬

henden Gleichung

si- ---- (-> — x)' ff- (ll — 7)- -ff (0 — 2)-,
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so erhält man den Krümmungshalbmesser? durch folgenden Ausdruck:
<1«5

— , .
V >2 -I- V- -I- ^2

Seht man in diesen Ausdrucken c — o, so ist auch X — X^o,
und man erhält die analogen Ausdrucke der Größen o, l> und für
ebene Curven, die wir oben (tz. gS) gefunden haben.

I. In den vorhergehendenAusdrücken ist kein Differential kon¬
stant angenommen worden. Setzt man aber <l s constant, so ist

äxä^x-s-st^ü^x-s-rlsä^ — o, also auch
X<ls — 26? — äs'-g-x,
^ ü X — Xcki? 2222
X<I)- — X<Zx 2^2 und

X- -s- X- <222 äs- (ä-x- -I- <12^- -f. cN-ii-),
so daß man daher für die vier vorhergehenden Bestilnninngsstücke erhalt

<>«2 ^2 X
<1- -s- <12^4 <I-,.2'

<182 <1-^
<1-x2 ch. <12^2 »2^2^

<1»2 <12^
<12X- -j- <12^2 <12?.2

ÜS2

l/cl2x2 -tz. <12^,2 <12^2

ll. Man kann diesen Werth von p noch auf folgende einfache Art
finde», indem man zuerst den Winkel u zweyer nächster Tangenten oder
den Contingenzwinkelder Curve sucht (vergl. §,<ch).

Sind nämlich X, ü, L die Cosinus der Winkel, welche die erste
Tangente der Curve mit den Axen der x, ^ bildet, also auch

X -s- <ZX, v -j. 6L, c -s- äe
die analogen Winkel der nächstfolgenden Tangente, so hat man (Eins.
S. ?, I.)

oos. co --- X (X -f- a X) -s- L (IZ -s- <! v) -j- c (e ü c),
und da die drey Coordinaten unter sich rechtwinklig sind, so ist (eben¬
daselbst)

L.'- ü- <^2
(X ^- <! X)- -f. (k -si. ä k)- -f- (L -f- cl(l)2 — »,

oder auch
.4.64 -f- Lstk -j- Cäc --- - ^(stX- 4- stk2 -f- st(i'-).
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Allein der vorhergehende Ausdruck von cos. ^ gibt auch

8iri.2 ---- — 2 kl -j- IZkl k -s- 5! 6 (?)

— -i-vlli;cllc)-,

so daß man daher hat, wenn man die vierten und höheren Potenzen

von c!^, «IL, kl kl wegläßt:

sin.2 k^ --- ll -s- cl »2 -s-

Es ist aber (§. 125,I.)

^ k ^ c — — -
kl 8 ^ kl 8 ^ kl 8 '

also auch, wenn man den Bogen statt dem Sinus nimmt:

^ ^ ^ äl) '

und dieß ist der gesuchte Zlusdruck des Winkels der Contingenz der

Curve. Da nun, wenn wieder p den Krümmungshalbmesser der Curve

bezeichnet,
<13 .

p — — ist,ÜZ

so hat man auch
ll 8

wie zuvor.

III. Wenn man in der vorhergehenden Gleichung

512 --- 6^2 -s- cZIZ- -j- äc-

die Wcrthe von ^ ^ ^ !!—, (l saus ^.125, I.) sub-

stituirt, so hat man
. , kl 8^ <1^X — >l X kl 8 <l" 8

n -— ,
cli-5

oder da

kl «2 gx2 -s- 6^2

llsll2s — ist,

^ ^ ^ c>2 z. — ll x »2 sll i: cl- x .— ll x »2 ,

oder nach der in H. 127 eingeführten Bezeichnung

V ä « — Xklv . ^
"" ^ ^

^ <1X — Xll/.
ci /) ' ,

65; ^
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ae ?äx
äs- ^

und daher, wenn man diese Werlhe in dem vorhergehenden Ausdrucke

von co substituirt:

^ ff- r- ff- 2-,

ein anderer Ausdruck des Winkels der Contingenz.

IV. Nennt man eben so r^IZ/O die Cosinus der Winkel, welche

die Normale der Curve mit derOsculationsebcne (§. 127) derselben bil¬

det, so hat man

X- "
/x- -s. r- -j-

L> --- ^

-

/x- -t- V- -i- 2.- ^

v/x - -j. 1t - -I- />-'

Nennt man aber g den Winkel, welchen zwey nächstfolgende OS-

culationsebenen unter sich bilden, oder was dasselbe ist, nennt man 8

den Winkel zweyer nächster Normalen der Curve, so hat man wieder,

wie zuvor,

g- --- -j- (60')- -s- (äc-)-.

Man pflegt diesen Winkel 6 zweyer nächster Oöculationsebenen

den Flexi 0 n S wi n k e l der Curven zu nennen, und man sieht, daß

sein Ausdruck in x, 7, 2 die dritten Differentiation dieser Coordinaken

enthält.

V. Um auf die vorhergehenden allgemeinen Ausdrücke ein Bey-

spiel anzuwenden, scy die Curve von doppelter Krümmung gegeben,

deren Gleichungen sind

7- --- sx und 2- ---- g- — 7-.

Diese Curve gehört demnach für den Durchschnitt eines paraboli¬

schen und eines kreisförmigen Cylinderö. Die Gleichungen derselben

geben, wenn man ä x constant setzt,

^ s äx ^ I ä X
^ 2 z^ 2 2^

ll-äx- s-äx-
ä'V----- ä-2 — und

^ 4)" 42-

äs- --- (s' -s-
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Dieß vorausgesetzt, hat man

also auch

a^dxZ s^dx^ „ s-dx^X ---- , X -n- — -, 2 - ,8 2^ ^ 2^> ^

-s.- X2 ^ 22 ^ ^21 v/°° -s- 4x° -j- 4^-°,

und daher der gesuchte Krümmungshalbmesser

p ^ 1/ '3 ^ Sa" -t- 42^ '

XVIII
Erzeugung der Flächen.

Z. 129. (Cissindrilche Flächen.) Ein Cylinder, in der allge¬
meinsten Bedeutung deö Worts, einsteht durch die Bewegung einer ge¬
raden Linie, die während ihrer Bewegung einer andere», unbewegli¬
chen Geraden, immer parallel bleibt. Seyen die Gleichungen dieser
erzeugenden Geraden in irgend einer Lage derselben

X 3 2 -s- oe und ^ — 1,2 "ss D.
In diesen Gleichungen sind die Größen s und K constant, die Hey¬

den andern Größen <5 und D aber sind entweder zugleich constant, oder
zugleich veränderlich; also muß auch jede derselben eine Funktion der
anderen seyn, oder mau muß haben /Z —d.h.:

^ — Iz 2 ^ sx — 32) . . . (I).
Disserentiirt man diese Gleichung partiell, so hat man

b (zl) ^ -t- ' (1^) "k" °«d

Ivo eine andere Funktion der Größe (x— 3 2) ausdrückt. Eliminirt
man aus diesen beyden Gleichungen die Größe x-^, so hat man

' ^'(N d-bG) . , ' (Iy,
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und die Gleichung (I) sowohl, als auch ihre Differentialgleichung (II)

kann als die allgemeine Gleichung der Cylinder angesehen werden,

welches auch diejenige Curve seyn mag, durch welche die erzeugende

Gerade während ihrer Bewegung gehen soll, eine Curve, welche wir

die leitende Curve nennen wollen.

I. Wenn man die Gleichungen der erzeugenden und die der lei¬

tenden Linie kennt, so kann nian die cylindnsche Fläche finden, welche

durch diese Bewegung der erzeugenden Linie entsteht. Sind nämlich

II —0 und V —0 die gegebenen Gleichungen der leitenden Curve,

und sind, wie zuvor, die Gleichungen der erzeugenden Geraden

X — »2 ^ -l und 7 — 1,2

so wird man aus diesen vier Gleichungen die drey Größen x, 7, 2 eli-

miuiren, und als Resultat dieser Elimination eine Gleichung zwischen

a und xa finden, wodurch die Form dieser Funktion bestimmt

wird.

Hx. Ist die leitende Curve ein Kreis in der Ebene der X?, dessen

Halbmesser i-, und dessen Coordinaten des Mittelpunkts 4 und IZ sind,

so hat man sür die beyden Gleichungen II —0 und V —0 der leitenden
Curve

2 — 0 und

(x — .4)2 -s- (7 — IZ)"- r"-.

Verbindet man damit jene zwei) Gleichungen der erzeugenden Ge¬

raden, so gibt die erwähnte Elimination

(« 4)2 -j. g)2 — .

Substituirt man aber in dieser Gleichung sür « und die vori¬

gen Werthe x — »2 und 7 —b>2, so erhält man

(x — a 2 — 4)2 -s- (7 — d 2 — L)2 — i'2,

und dieß ist die gesuchte Gleichung des CylinderS.

II. Wäre die erzeugende Gerade und irgend eine Fläche W —c>

gegeben, und sucht man den Cylinder, welcher diese Fläche ringsum

berührt, so wird man aus der Gleichung — 0 die partiellen Diffe-

rentialien von und suchen, und sie in der allgemeinen

Gleichung (II) des Cplinders substituiren, wodurch man eine Gleichung

erhält. Behandelt man dann diese beyden Gleichungen

u nd B —0, wie vorhin die Gleichungen II — 0 und V —0, so erhält
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man die gesuchte Gleichung deö die Fläche W — o umschließenden

CylinderS.

lilx. Ist die gegebene Fläche ein Ellipsoid, so hat. man

>2 ^ 2 ^2

also auch

V2x ^7

Soll nun die erzengende Gerade in einer der X/ parallelen Ebene

liegen, so werden ihre beyden Gleichungen seyn:

x « und ? b>2 -s- xa;

also wird auch die allgemeine Gleichung (II) des CylinderS seyn:

Diesem gemäß, haben wir also die folgenden vier Gleichungen:

^ -s- ^ 1 — 0, — 0,^.2 " ^ ^2 e I

X ll, ^ k>2 -s- xa.

Eliminirt man daraus die Größen x, 2, so erhält man

— «-) (L- -s- b-LY;

also ist auch die gesuchte Gleichung des das Ellipsoid umschließenden

Cylinders

^ — k, 2)^ ^2 — x^) sll- -s-

Bemerken wir noch, daß man, wenn man die vorhergehende all-

gemeine Gleichung (ll) des Cylinders noch einmal differentiirt, erhält:

5^ undd ^6x2/ ^

---0.

d V,äxcl)/ ^

Eliminirt man aus diesen beyden Gleichungen die Größe so

hat man

V-I)V V-lxil)/ ^

und auch diese Gleichung muß einer Fläche angehören, die durch die

Bewegung einer geraden Linie entsteht; allein diese Bewegung ist nicht
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mehr an ihren früheren ParalleliömuS gebunden, da diese Gleichung

von u und l, ganz unabhängig ist (vergl. §. ri3).

A. >3o. (Conilcl)c ^lürlsvir.) Eine conische Flache wird durch

die Bewegung einer Geraden/erzeugt, die immer durch einen gegebenen

festen Punkt, und durch eine gegebene krumme Linie, die leitende

Curve, geht.

Sind s, b>, e die Coordinaten des feste» Punkts, so werden

die Gleichungen der erzeugenden Geraden die Form haben:

x — s — « (2 — c) und ^ — d ----- /Z (2— 0),

und man wird, wie in §. 12g, schließen, daß eine Funktion

von a seynmuß, woraus sofort folgt, daß die allgemeine Gleichung

der conischen Flächen

^^ ? l ) ... I,2 — e — e/

und daß ihre, eben so allgemeine Differentialgleichung ist:

0 - 2 ^ (a-x) ^ -f. - - - N.

I. Sind also die Gleichungen undV---c> der leitenden

Curve gegeben, so wird man auö ihnen und auS den beyden Gleichungen
X Z V — k

--- cr Und ---Pcr2 — 0 2 — e

die Größen x, 2 eliminiren, und dadurch die Gleichung des Ke¬

gels erhalten, der durch diese Bewegung der erzeugenden Geraden

entsteht.

Dx. Ist die erzeugende Gerade ein Kreis deö Halbmessers r, der

in einer der Ebene x/ parallelen, und von ihr um die Größe <3 abste¬

henden Entfernung liegt, und dessen Coordinaten deS Mittelpunkts 4,

und L sind, so hat man für die Gleichungen der leitenden Curve

(x — 4.P ^ — LP r2 2 --- (3.

Verbindet man damit die beyden vorhergehenden Gleichungen der

erzeugenden Geraden, so findet man

(4 — a — (3aP -s- (Ii — I) —t3P llP I,^,

und die gesuchte Gleichung des Kegels ist

s(z„ä)2 -s-(x-H LP s(Ii^kZ)z-s.(^I,)(3P ---- r^2.

II. Um aber die Gleichung desjenigen Kegels zu erhalten, der
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eine gegebene Fläche c> ringsum berührt, wird man die Werths

von und auö dieser Gleichung in der vorhergehenden all¬

gemeinen Gleichung (ll) des Kegels substituiren, wodurch man eine
Gleichung'I'^ o erhält, und mit diesen beydcn GleichungenW — c>,
'1' —o wird man, wie zuvor mit den Gleichungen
versahren.

Lx. Sey die gegebene Fläche eine Kugel deS Halbmessers r,
deren Mittelpunkt im Anfangspunkte der Coordinaten liegt, so ist

>V — o ---- x- -s- -j-
Dieß gibt

also auch, mittelst der Gleichung (ll),
'l? ----- o ^- (? — c) ? ss- x^ -s^ — o.

Ist aber der feste Punkt irgendwo in der Are der 2, so ist
a --- I, ----- 0, und man hat daher für die Gleichungen der erzeugenden
Geraden

Die Combination dieser vier Gleichungengibt

also ist auch die Gleichung des gesuchten Kegels

> ^ — 1-

Ist der feste Punkt ein leuchtender Punkt, so ist die Curve, in
welcher sich die gegebene Fläche und der Kegel berührt, und deren
Gleichungensind W----0 und V —0, diejenige Curve, welche auf der
gegebenen Fläche den beleuchteten Theil von dem beschattetentrennt.
Ist aber der feste Punkt das Auge des Beobachters, so ist jene Berüh.
rungöcurve der scheinbare Umfang, unter welchem dem Auge jene Fläche
erscheint.

Differentiirt man endlich auch hier die Gleichung (II) noch ein¬
mal , so erhält man

/ä-,. X /XI-2X / ü-ü X-
V,ss?> v<l?v X ! «l ^



wie zuvor, für eine Fläche, die durch die willkürliche Bewegung einer

geraden Linie entstanden ist.

A. i3>. (lir'-tationskläcl)cll.) Eine Rotationsfläche entsteht

durch die Drehung einer Curve um eine feste Gerade. Sind

X — ^2 -ff a und ? IZ2 -ff- l>

die Gleichungen dieser festen Geraden oder der Rotationsare, so wird

die Gleichung einer, auf diese Are senkrechten Ebene (nach Einleit.

§. 1 >, I.) die Form haben:

x -s- L ^ -ff- 2 a.

Eine Kugel aber, deren Mittelpunkt in dem Punkte liegt, in

welchem die Rotationsare die Ebene der schneidet, und deren Halb¬

messer ist, wird zur Gleichung haben:

(x -ss- (7 -s- 2- -- /Z'-,

und jene Ebene sowohl, als auch diese Kugel wird die gesuchte Rota¬

tionsfläche immer in einem Kreise schneiden, woraus sofort wieder

folgt, daß /Z eine Funktion von a, oder daß sepn wird, das

heißt, daß man hat

(x - 2)- -ff - (7 — b)- -ff- 2- 5 (4x -ff- L7 -ff- 2) . . . (I),

und dieß ist die allgemeine Gleichung der Rotationsflächen. Die ihr

gleichgeltende Differentialgleichung aber ist

(t. _ 5 v2) - (2 - X -j- ^2)

-s- ä (d — )) — L (g — x) --- 0 . . . (II).

Ist für einen speciellen Fall die Rotationsare zugleich die Are

der 2, so ist — Ii — 2 — l» — 0, und man hat daher

^ 7^ ^ ^ ^

I. Sind wieder V---o die gegebenen Gleichungen einer

Curve, die um eine gegebene Are rotiren soll, so wird man aus der

Verbindung dieser Gleichungen mit den bepden folgenden

^x-ff-IZ)--ff-2^a und

(x — 2)- -s- (7 — 1))^ -ff- 2^ x«

die Gleichung der gesuchten Rotationsfläche, wie zuvor, ableiten.
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klx. Ist diese Curve eine Ellipse in der Ebene der X2, deren
Halbsten m und n sind, und deren Mittelpunkt von dem Anfang der
Coordinaten um die Größe x-^-7, entfernt ist, so sind die Gleichungen
dieser Ellipse

^ (ü)' ^ " u"d 7--°-

Ist die Notationsaxe zugleich die Are der 2, so hat man
X' -s- 7^ -s- 2^ — ^>ac Ulld 2 -r,

woraus man sofort für die gesuchte Rotationsfläche findet:

? ^ ^ 7'l

für x — 0 erhält man!
^2 ^,2 7.2—t— zM- n-

für die Fläche, welche durch Rotation der Ellipse um die'Are n ent¬
steht. Ist x —in, so hat man

INN -f. in^/n- -— 2» ^ nx/x^ -s- 7^
für die Fläche, welche durch die Rotation der Ellipse um den Scheitel
der Are m entsteht. Setzt man in der letzten Gleichung so
erhält man

in -s- p^in^ — 2' ^/x- -f- 7^
oder

-ff 7^ -s- — 4 -ff 7^)
für die Fläche, welche durch die Rotation eines Kreises des Halbmes¬
sers in um eine Are entsteht, welche den Kreis am Endpunkte eines
seiner Durchmesser berührt.

Wir haben bereits oben (tz. i>3) auf die große Allgemeinheit der
Gleichungen mit partiellen Differeutialien aufmerksamgemacht. Die
Gleichung einer Oberfläche, die durch die Rotation eineö KreiseS deö
Halbmessersa um seinen Durchmesserentsteht, ist

x^ -ff 72 -ff 2? — g-
Das Differential dieser Gleichung

xüx -ff 7 <l 7 -ff 262 --- 0
aber drückt alle die so entstandenenOberflächen aus, welches auch der
Halbmesser deö sie erzeugenden Kreises seyn mag. Allein die Gleichung

Littrow'6 Anl> j. höh. Math.
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die, wie wir gesehen haben, aus der endlichen Gleichung

2 — ? (x- -j-

entstanden ist, drückt bloß aus, daß die Fläche durch die Notation ir¬

gend einer Curve, deren Ebene auf jener der x/ senkrecht ist, um die

Are der 2 entstanden ist, ohne etwaö über die Natur, Große und Lage

dieser Curve festzusetzen, die daher auch ganz willkürlich, selbst diö-

continuirlich und sogar völlig gesetzlos seyn kann.

H. »3s. (Aelll>c!t!äclien.) So werden diejenigen Flächen, ana¬

log mit unfern Wendeltreppen, genannt, die durch die Bewegung einer

Geraden entstehen, die immer durch die Are der 2 und durch eiue ge¬

gebene Curve gehend, der Ebene der x^ parallel bleibt.

Diese Fläche wird die Eigenschaft haben, daß jede durch die Axe

der 2 gelegte Ebene jene Fläche in einer der x^ parallelen Geraden

schneidet. Die Gleichung einer solchen Ebene ist aber

7 — »x,

und die einer der x/ parallelen Geraden ist

2 ^ Iz.

Da auch hier wieder die Größen a und ll von einander abhängig

seyn müssen, so hat man für die Gleichung dieser Fläche

oder die Differentialgleichung derselben

Tx. I. Ist die leitende Curve ein ans xz? senkrechter Kreis des

Halbmessers u, und liegt der Mittelpunkt dieses Kreises in der Are

der x vom Anfangspunkte um die Größe 0 entfernt, so sind die Glei¬

chungen dieses Kreises

X — 0 UNd -j- 2?

Verbindet man sie mit den folgenden

? a und 2 <x>i!,X
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so erhält man, wie zuvor, für die Gleichung unserer Fläche

die bekanntlich von manchem unserer Gewölbe gebildet wird.

ülx. II, Sey die leitende Curve die Schraubenlinie, das heißt,

eine Gerade, die auf der Oberfläche eines senkrechten Cylinders mit

kreisförmiger Basis aufgewickelt ist. Ist i- der Halbmesser dieser kreis¬

förmigen Basis, und ist die Are des CylindcrS zugleich die Are der 2,

und ist endlich die Gleichung der aufzuwindenden Geraden, so lange

sie noch in der Ebene der 72 liegt,

I'

so sind die Gleichungen der Schraubenlinie

x^ -s- 7^ — i>2 und
. . X

2 — . nro. sin. - .!'

Verbindet man sie mit den zwey vorhergehenden Gleichungen

7 NX und 2 --- xa,

so erhält man für die gesuchte Gleichung unserer Fläche

2 — . uro. tans. - oder
7

x — 7 tanz.

Z, >33. (Eitthüllrndc Flächeil.) Sey v —0 die Gleichung

e iner Fläche zwischen X72 und einer constanten Größe ce>. Gibt man

dieser Größe 0, nach und nach alle möglichen Werthe, so erhält man

eine Folge von Flächen, deren jede von der anderen nur durch ihren

besonder» Werth von co verschieden ist. Die Reihe aller dieser Flächen

aber wird durch eine andere Fläche begränzt werden, von welcher letz¬

teren alle jene umschlossen und berührt werden, und die wir daher die

einhüllende Fläche nennen wollen.

Gibt man in der Gleichnng der eingehüllten Fläche II —u der

Größe 0, den nächstfolgenden Werth 01 -s- c!c>,, so erhält man die Glei¬

chnng der nächstfolgende» eingehüllten Fläche, die in Gestalt und Lage

von der vorhergehenden nur unendlich wenig verschieden sey», und die¬

selbe in irgend einer Curve schneiden wird. Diese Curve wird die ge-
.7 *



meinschaftliche Berührungslinie der beyden eingehüllten Flächen mit ih¬

rer einhüllenden Heyn, und die Punkte dieser Curve werden diejenigen

Punkte der ersten Fläche II^-o seyn, für welche die Werths von x)-2

sich nicht ändern, während in <>i -s- cl o, übergeht. Daö heißt also:

Differentürt mau die Gleichung II o bloß in Beziehung auf <^, so

gehört die resnltirende Gleichung für jene Curve, und da diese Curve

nothwendig auf der ersten eingehüllten Fläche liegt, so sind die beyden

Gleichungen dieser Curve, in welcher sich zwey nächste eingehüllte Flä¬

chen schneiden, oder in welcher zwey nächste eingehüllte Flächen von

der einhüllenden berührt werden:

II o . . . (I),

(Ä - ° - «">
Wir wollen diese Curve die Charakteristik der einhüllenden Fläche

nennen.

Gibt man also in diesen beyden Gleichungen der Größe ^ nach

und nach alle möglichen Werths, so erhält man alle auf einander fol¬

genden Charakteristiken, die sich alle auf der einhüllenden Fläche be¬

finden, und auö denen allein, wenn man sich so ausdrücken darf, diese

einhüllende Fläche zusammengesetzt ist. Elimiuirt man daher auS jenen

beyden Gleichungen die Größe co, so erhält man in x / s eine Glei¬

chung, die von co unabhängig ist, und daher für alle Charakteristi¬

ken , d- h. für die ein h ü lle n d e F lä ch e selbst gehört.

Wenn man aber in diesen beyden Gleichungen (I), (II), nach¬

dem man der Größe einen bestimmten Werth gegeben hat (wodurch

die Lage der Charakteristik im Räume für einen besondern Fall bestimmt

wird), diese Größe ca in ca -j- äoi übergehen läßt, so werden die zwey

neuen Gleichungen (I), (II) für die nächstfolgende Charakteristik gehö¬

ren, die der Form und Lage nach von der vorhergehenden wieder nur

unendlich wenig verschieden seyn, und sie im Allgemeinen in einem oder

auch in mehreren Punkten schneiden wird. Dieser Durchschnittspunkt

zweyer nächster Charakteristiken wird offenbar derjenige Punkt der er¬

sten Charakteristik seyn, für welchen die Werthe von x/? sich nicht än¬

dern, wenn sich (in den Gleichungen I und II) der Werth von 01 än¬

dert. Wenn man daher diese beyden Gleichungen bloß in Beziehung

auf » differentürt, so werden die beyden so erhaltenen Gleichungen für

jenen Durchschnittspunkt der zwey nächsten Charakteristiken gehören,
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und da dieser Punkt sich auch zugleich auf der ersten Charakteristik be¬
findet, da überdieß die Differentiation von (I) die Gleichung (II) wie¬
der hervorbringt, so hat man für diesen Durchschnittspunkt je zwey
nächster Charakteristikendie drey Gleichungen:

. . . (I),

- - <">-

(N--° - ^ ^
i» welchen wieder der Werth von 00 diejenige von allen andern Charak¬
teristiken bestimmt, auf welcher man den Durchschnitt derselben mit
der nächstfolgenden Charakteristikgenommen hat. (Vergl. §., >3, III.)

Gibt man daher in den drey vorhergehendenGleichungen der
Große 01 nach und »ach alle möglichen Werthe, so erhält man die
Aufeinanderfolge jeder zwey nächsten Charakteristiken, d.h. elimi-
nirt man aus jenen drey Gleichungendie Größe <o, so erhält man zwey
andere Gleichungenin x/2 ohne <,0, welche zwey Gleichungenfür die¬
jenige Curve gehören werden, welche von den sämmtlichen Durchschnitts-
punkten jeder Charakteristik mit der ihr nächstfolgendengebildet wer¬
den. Diese Curve wollen wir die W e n d u » g s c u r v e stiele äs
oebvousssment) der einhüllendenFläche nennen.

Man sieht, daß diese Wendungscurve von allen Charakteristiken
eben so berührt wird, wie die einhüllendeFläche von allen eingehüllten
berührt wird. Daß sich dieselben Betrachtungen auch auf ebene Cur-
ven oder auf eine Gleichung Hl — 0 zwischen zwey veränderlichen Grö¬
ßen anwenden lassen, ist für sich klar.

klx. I. In der Ebene der x y sey irgend eine Curve verzeichnet,
deren Gleichung ^>x seyn soll. Der Mittelpunkt einer Kugel,
deren Halbmesser v ist, bewege sich auf jener Curve. Der Raum, wel¬
chen die Kugel durchläuft, wird die einhüllendeFläche aller dieser Ku¬
geln seyn.

Ist der Werrh von x für irgend eine bestimmte Lage deö Mit¬
telpunktesder Kugel, so ist die Gleichung der Kugel

(X I-H' (^ ? -f- 2^ ---

Setzt mau der Kürze wegen 5^01 ---- ^ ^" und ---u ci u
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und differentiirt man die vorhergehende Gleichung zwcy Mal in Bezie¬
hung auf 01, so erhält man

(x — cH -s- ()-— ce>) . x/cv o . . . (II),
()' — ? o . . . (III).

Dieß vorausgesetzt, gehören also die GleichungenI und II zusammen
genommenfür jede einzelne Charakteristikder einhüllenden Fläche.

Eliminirt man ader <» aus I und II, so erhält man die Gleichung
der einhüllendenFläche selbst.

Ferner gehören die Gleichungen I, II und III zusammen genom¬
men für de» Dnrchschnittepunktvon je zwcy nächsten Charakteristiken.

Eliminirt man aber die Größe ^ aus I, II und III, so erhält
man die beyden Gleichungen in 57s, welche für die Wendungscurve
der einhüllenden Fläche gehören.

Ist nun, um dieß auf ein besonderes Beyspiel fortzuführen, die
feste Cnrve, auf welcher sich der Mittelpunkt jener Kugel bewegt, ein
Kreis des HalbmessersH, so ist

^ z/k- — k>", also auch

ca " und

Diesem gemäß sind jene drei) Gleichungen

("),

(x — ca)" -j- ()->— 2- — r? —- o . ^

(III).
Eliminirt man ca aus I und II, so ist die gesuchte Gleichung der

einhüllenden Fläche
H ss- " ^/x^ -j-7^.

Die zwey Gleichungen I und II zusammen genommen gehören
für die Charakteristik,und man sieht, daß diese Charakteristikeine ebene
Cnrve ist, da ihre Projection in X7 (Gleichung II) eine Gerade ist.
Diese Cnrve liegt also in einer auf X7 senkrechten Ebene. Für den be¬
sonder» Werth von 0, — 0 ist auch x---o, und daher die Gleichung (I)

also die Charakteristikein Kreis, dessen Halbmesser i-, und dessen Mit-
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telpunkt von dem Anfangspunkte der Coordinaten um die Größe H
absteht.

Bewegt sich auf demselben festen Kreise des HalbmessersIV der
Mittelpunkt eines Ellipsoidö, das durch die Rotation einer Ellipse um
die Are der -? entstanden ist, und sind ^ und L die halben Aren dieses
Ellipsoids, so hat man

^ ^ ^ v',
also auch
(x — -H' -s. -s. (2^ — c, . . . ^

X " -s" (1 x c,l) . ^ 0 . . . (II),
^ — ?ca) . — (?^)^ — l --- n . . . (III).

Da hier die Größe ist, wie zuvor, so gibt
die Gleichung (II) sofort

UV ^--- ^ oder —

und mit diesem Werthe von co findet man aus der Gleichung (l)

II -s- -V^- —2-

für die einhüllende Fläche, übereinstimmend mit der Rotationsfläche,
die wir oben (§. >3») gesunden haben, wenn man daselbst n ---- .^V,
m — v und p — II setzt.

Ilx. II. Für die Gleichung einesKegelS mit kreisförmiger Basis,
dessen Spitze im Anfange der Coordinaten ist, und dessen Seitenlinie
mit der Are deö Kegels, die zugleich die Are der 2 sepn soll, einen
Winkel bildet, dessen Tangente n ist, hat man (H. i3o)

x^ -s- g-
Es bewege sich die Spitze dieses Kegels in der Peripherie eines

Kreises des HalbmessersR, der in der Ebene der x)' liegt, und dessen
Mittelpunkt im Anfange der Coordinaten ist, so hat man für die Glei¬
chung dieses beweglichen Kegels

(X -j- ()5 gl ^ ^ ^
Das Differential dieser Gleichung in Beziehung ans ^ gibt

(?-V^ —"'). n . . . (II),
— eo"
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woraus sofort folgt !Rx
" — .

v/ X" -j- z-li
und dieser Werth von c^>, in der Gleichung (l) substituirt, gibt die
Gleichung der alle diese Kegel einhüllendenFläche
sx -s-— Ilx)' -s- — ^7)^ ^ (x"-s-7");
oder, wenn man diese Quadrate auflöst und alle Glieder durch (x'ss-7")
dividirt:

X' -fl )-- 2ll x/x^fl-7' — II'.
Setzt man in diesem Auödrncke so erhält man für den

Durchschnittdieser einhüllendenFläche mit einer der x^ parallelen und
von ihr um die Größe b abstehenden Ebene die Gleichung

x? -s- ^2 — g- g b)2.
Dieser Schnitt ist daher ein doppelter, concentrischer Kreis, des¬

sen Halbmesser H -j- ad und II — ad ist.

Z. >34. (Oevcloppalsse Flächen.) Wenn eine Fläche durch
die Bewegung einer geraden Linie entsteht, deren je zwei) nächste La¬
gen immer in einer Ebene sind, so wird diese Fläche developpa-
bel genannt. Diese Flächen können nämlich als aus ebenen Elemen¬
ten von unbestimmterLänge, aber von unendlichkleiner Breite beste¬
hend betrachtet werden. Da je zwey nächste dieser Elemente sich in
einer geraden, in der erzeugenden geraden Linie schneiden, so läßt sich
die ganze Fläche in eine einzige Ebene, ohne Bruch und ohne Verdopp¬
lung, ausbreiten, oder sie läßt sich developpiren. Die cylindrischen
und conischen Flächen (H. i2<), >3o) sind nur sehr specielle Fälle der
developpablen Flächen.

Wenn sich eine Ebene so bewegt, daß sie durch alle auf einander
folgenden Punkte einer gegebenen Curve von doppelter Krümmung auf
dieser Curve senkrecht steht, so werden die Durchschnitte je zwey näch¬
ster dieser normalen Ebenen eine devcloppable Fläche bilden. Diese ge¬
radlinigen Durchschnitte von je zwey nächsten Ebenen nennt man die
Charakteristik der developpablen Fläche. Da endlich je zwey
nächste dieser Charakteristikenimmer in einer Ebene liegen, so wer¬
den sie (wenn sie anders nicht parallel sind, wie bey den cylindrischen
Flachen) sich in irgepd einem Punkte schneiden, und die Aufeinander-
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folge aller dieser Durchschnittspulikteder Charakteristiken werden eine
Curve bilden, die man, analog mit §. >33, die W e n d » n göcurv e
der developpablen Fläche nennt, nnd zu welcher die Charakteristikendie
auf einander folgendenTangeuten sind.

Man sieht aus dem Gesagten, daß man die developpablen Flächen
auch als solche betrachten kann, die durch die Bewegung einer Geraden
entstehen, die immer Tangenie einer Curve von doppelter Krüm¬
mung ist.

Seyen also x ---- k? und ? I?2 die Gleichungeneiner Curve.
Betrachter man auf ihr einen Punkt, dessen Ordinate ? —ist, so
werden die beyden andern Coordinaten dieses Punktes x nnd
z- --- seyn. — Sey ferner

2 ^x v)- -j- (3
die Gleichung einer Ebene. Soll diese Ebene durch den Punkt 2 —-»
jener Curve gehen und ans dieser Curve senkrecht stehen, so ist durch
diese zwey Bedingungen die Lage der Ebene vollkommen bestimmt, also
sind auch die Größen L, <3 bestimmt, und man sieht, daß diese
Größen mit dem Werths von sich zugleich ändern werden, daß sie
also Funktionen von <^>seyn müssen, so daß man daher hat

2 — x<z>»-s-)-^co-s-k> . . .
Dieß ist aber dieselbe Gleichung, die wir scbon oben (§. i>3, II)

behandelt haben. Wir haben aus ihr a. a. O. die folgenden vier Glei¬
chungen durch Differentialion der Größen x, 7 und 2 abgeleitet:

? kci (g),
x ?(2 — xxY7) . . . (ll),
1 — ^(2 — px — <Z5) . . . (0),

und — rt (6),
wenn man die Bedeutung der Größen p, <5, r, s und t nach §. »>4
beybehält.

Jede der drey ersten Differentialgleichungen (»), (I,) oder (e),
die nur mehr eine willkürlicheFunktion enthalten, ist die gesuchte
Gleichung der developpablen Fläche, und eben so ist auch die zweyte
Differentialgleichung(<Z), die keine weiter willkürliche Funktion, aber
dafür partielle Differential-Coefficienten der zweyten Ordnung enthält,
eine eben so allgemeine Gleichung der developpablen Fläche. Diese
letzte Gleichung (<I) wurde auch schon oben (§. 12g, >3») aus den cy-



266 Z. 134.

lindrischen und conischen Flachen abgeleitet, wenn man die Gleichun¬
gen der letzteren durch Differentiation von den sie particularisirenden
Größen a und b unabhängig macht.

I. Die vorhergehendenAusdrücke sind durch Differentiation der
Gleichung (ei) in Beziehung auf die veränderlichenGrößen x^2 ent¬
standen. Allein dieselbe Gleichung (A) läßt sich auch in Beziehung auf
die ebenfalls veränderliche Größe ^ auf eine ähnliche Weise behandeln.
— Gibt man nämlich dieser Größe co nach und nach alle möglichen
Wcrthe, so erhält man die Folge aller auf die gegebene Curve senkrech¬
ten Ebenen, deren je zwey nächste sich in einer geraden Linie, der Cha¬
rakteristik/schneiden. Differentiirt man also die lGleichung (A) in Be¬
ziehung auf ca, so erhält man

x^/bi -ff -ff i o . . . (IZ),
und die zwey Gleichungen (A) und (L), zusammen genommen,sind die
der Charakteristik. Da aber die Gleichung die einer Ebene über¬
haupt, und da die Gleichung (L) die einer andern auf senkrechten
Ebene ist (Einl. §. 8), so ist die Charakteristikeine gerade Linie, wie
zuvor.

Eliminirt man aber aus den beyden Gleichungen (^e), (L) die
jede einzelne Charakteristik particularisircnde Größe ca, so wird das
Resultat dieser Elimination die Aufeinanderfolge dieser verschiedenen
Charakteristiken, d. h. die Gleichung der developpirten
Ebene ausdrücken.

Differentiirt man die Gleichung (v) wieder in Beziehung auf co,
so erhält man

-ff --- o . . . ((l),
und diese Gleichung wird für die nächstfolgende Charakteristikgehören,
wie (v) für die zunächst vorhergehende gehört. Beyde zusammen ge¬
nommen, werden daher für den Durchschnittspunktdieser zwey nächsten
Charakteristikengehören, d. h. sie werden einen Punkt der Wendungs-
curve anzeigen. Eliminirt man daher aus den drey Gleichungen (^),
(v), (L) die diesen Punkt der Wenduugscurve particularisirendeGröße
c->, so erhält man zwei) Gleichungen, die von co unabhängig sind, und
daher allen Punkten der Wenduugscurve augehören.

Die Elimination der Größe aus den beyden Gleichungen (r4),
(lt) gibt daher die gesuchte Gleichung der deeeloppablen Fläche in end¬
lichen Ausdrücken, und die Elimination derselben Größe a- aus den
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drcy Gleichungen (.^), (U), (L) gibt die zwei) Gleichungen der Wen-

dungscurve der developpablen Fläche.

II. Betrachtet man aber, nach dem Vorhergehenden, die deve¬

loppablen Fläche» alö solche, die durch die Bewegung einer Geraden

entstehen, welche immer Taugente einer Curve von doppelter Krümmung

ist, so seycu wieder
52 und / — ?2

die Gleichungen dieser Curve. Wählt man in ihr einen Punkt, dessen

Coordinate 2 — 0, ist, so hat man für diesen Punkt

x ---- 5 0- und x ---- 15 0,;

und wenn man diesen Punkt der Curve als den Berührungspunkt der

Tangente betrachtet, so hat man für die Gleichungen dieser Tangente

(h. 125):
X — 5 ---- (2— 0,) . 5/,

^ — I? bi (2 —- co) . I?,

und die Elimination von co auS diesen beyden Gleichungen wird die

allgemeine Gleichung der developpablen Fläche seyn. In der That, dif-

ferenliirt man die erste Gleichung in Beziehung auf x, 2 und die zwepte

in Beziehung auf/, 2, so erhält man

1 ----- P . k/co und 1 — ^ . ie/01,

woraus wieder folgt

p ^--- wie zuvor.!

Z. ,35. (Nester die Dit'tcrcntiatioil der conttanteil Gröhcil

cilirr gcgestcncil Gleicll»ng.) Die Methode, eine gegebene Glei¬

chung zwischen x, / und einer constanten Größe in Beziehung auf diese

Constante zu differentiiren, und dann aus den so erhaltenen zwey Glei¬

chungen diese Constante zu climiniren, ein Verfahren, dessen wir uns

zur Auffindung der einhüllenden Flächen (tz. -33) bedient haben, läßt

sich auch noch bey vielen andern Problemen vorteilhaft auwenden. Wir

wollen, zum Schlüsse dieses Abschnittes, nur einige derselben chäher

anzeigen-

I- Eine Gerade bewege sich so, daß die Summe ihrer Entfernun¬

gen vom Anfangspunkte der Coo'rdiuaten, in der Are der x und / ge¬

zählt, immer gleich einer constanten Größe e sey. Um die Curve zu

finden, welche durch die auf einander folgenden Durchschnittspunkte die¬

ser Geraden mit ihrer nächstliegenden entsteht, oder welche diese Ge-



26» Z. 125.

rade in allen ihren Lagen berührt, sey a die Entfernung der Geraden
vom Anfange in der Richtung der Are der x, und K in jener der so
hat man, wie man leicht sieht,

- -s- -

und da nach der Bedingung der Aufgabe g -f- b — v seyn soll, so ist
auch die Gleichung dieser Geraden

- -I- -c
7

(I).

Das Differential dieser Gleichungin Beziehung auf a gibt aber
7),

und wenn man diesen Werth von a in der Gleichung (l) substituirt, so
erhält man

— x)^ .— 2osx-s-v) -s- c^ ---- o,
die Gleichung der gesuchten Curve, die also eine Parabel ist.

Soll sich aber die Gerade so bewegen, daß ihr senkrechter Abstand
von dem Anfange der Coordinaten immer gleich einer constanten Größe
R ist, so hat man, wenn « den Winkel der Geraden mit der Are der
x bezeichnet, für die Gleichung dieser Geraden

x sin. a -s- ^ cos. cr --- R.

Das Differential dieses Ausdrucks in Beziehung auf a gibt

tsnZ.und wenn man diesen Werth von a in der vorhergehen¬

den Gleichungsubstituirt, so erhält man
x^ -si- ^ ^ II-,

die Gleichung des Kreises, dessen Halbmesserkl ist.
Wenn sich endlich zwey Gerade, deren Gleichungen

^ — sx -s- !z und ^ s^x -s-
sind, so bewegen, daß sie sich immer unter demselben Winkel m schnei¬
den, so hat man

tSNA. m
— a

i -i- -c a '

und wenn man in diesem Ausdrucke für s und ihre Werths -
5-b

und substituirt, so erhält man für die Gleichung der Curve, in
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welcher die auf einander folgenden DnrchschnittSpnnkteder Heyden Ge¬
raden liegen:

x' -s- —b)(x—h>^) — xsl»— h/) eotanA. k> — 0,

oder einen Kreis, dessen Halbmesser gleich s ^ ^ ist.
II. Sey HFig. 45) eine gegebene Curve, deren Coordi-

naten ^ ^ x^ und ?U — 7^, und (3 ein fixer Punkt, dessen Coor-
dinaten ^ ZZL-^/Z find. Man ziehe <3U und durch den
Punkt U die Gerade U3L so, daß die Normale UH der gegebenen
Curve den Winkel LAS halbirt, oder daß (lUU — IlUS ist. Thut
man dasselbe für alle nächstfolgenden Punkte U der gegebenenCurve,
so werden die so entstehenden Geraden US sich je zwey in einem Punkte
schneiden, und die Folge aller dieser Durchschnittspunkte8 wird eine
andere Curve sSs/ bilden, die man die Brennlinie (Catacaustik)
der gegebeneu Curven mUi»/ nennt, weil in der That bey der Re¬
flexion deS Lichtes von einem Spiegel mUm^ der einfallende Strahl
(lU mit der Normale UR denselben Winkel, wie der zurückgeworfene
Strahl NS, bildet.

Dieß vorausgesetzt,wollen wir die Gleichung der Brennlinie zwi¬
schen den rechtwinkligen Coordinaten I — x und D8 — ^ suchen.

Die Gleichung der Geraden (!U ist (Einl. H. 3, IV.):

Wird daher der Winkel Uvk^g gesetzt, so ist tan^. g
Allein es ist auch

tan?. DHU ^ und
n x

tsnA. lZUK lauF. sillo — D —R) --- — tanA. fv -s- II) oder

, -s-
taa-.I)UH --- -2.',

clx'

welchen Ausdruck wir der Kürze wegen durch g/ bezeichnen wollen.
Endlich ist noch

tsng. RLU tanA. HU kU — R U IZ) ,

und da HUL ---DUR ist:
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und da die Gerade MSL zugleich die Tangente der gesuchten Curve

s8s> seyn muß, so hat man für die Gleichung dieser Curve
. ll ,

ll X' ,

' cl x^

Differeutiirt man aber diese Gleichung in Beziehung auf x>, und

seht der Kürze wegen x/ — ^ und g' — so erhält man

. . ,y.
-i- -r('-bS'-)llX^

und wenn man aus den Heyden letzten Gleichungen die Größe (x— x/)

elimiuirt:

7^7'-!-— - - - (Hl)-

u

In den Heyden letzten Ausdrücken kann man aber mittelst der ge¬

gebenen Gleichung der Curve inIVIrrck zwischen x^ und?/ alles, was

rechts von dem Gleichheitszeichen ist, auf eine Funktion der einzigen

Größe x> zurückbringen. Eliminirt man dann aus den Heyden letzten

Gleichungen diese Größe x>, so erhält man die gesuchte Gleichung in

x?, welche für die Catacaustik gehört.

Lx. I. Ist die gegebene Curve eine Ellipse, deren Mittelpunkt

der Anfang der Coordinateu und deren Excentricität o ist, so hat man,

wenn der fixe Punkt (l einer der Heyden Breunpunkte der Ellipse ist,

a — o und /3 --- o, also auch ö — ^ ^ ^ , und die Heyden Glei¬

chungen (II) und (III) gehen in folgende über:

x — -s- c und ? o,

woraus folgt, daß die Vrenulinie der Ellipse ein Punkt, und zwar der

andere Brennpunkt ist, so daß die aus einem Brennpunkte dieser Curve

ausgehenden Strahlen, nach ihrer Reflexion, sich in dem andern Brenn¬

punkte wieder vereinigen.
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klx. II. Ist die gegebene Curve ein Kreis, dessen Gleichung
22-- 2a x^ — x'2 ist, und ist der strahlende Punkt in dem Endpunkte

eines Durchmessers dieses Kreises, so ist —o und

g--r, ^---21,x^ ^ > x' ^
also auch

, . 3a — 2 x' , a- . . 2 a
-i- 6' " ' -ch- 6' — —,

ÜS' a^
3 x^ x^)-'

Dieß vorausgesetzt, hat man für die Gleichungen (II) und (III) :
6 a x^ — 2 x'2 . a— 2 x

u»d

Eliminirt man aus diesen Heyden Ausdrücken und aus der gegebe¬
nen Gleichung --Z 2ax/ — X " die Heyden Größen x> und so
erhält man

-s, (>g x- -s- 12 a^ — 3l> ax)
. H3a2x2 — Z5 a x- -» ^-a^x -I- yx»

A " o,9
oder wenn man a ^ ^ setzt:

-j- x^ -f- (2x^ -f- 3^ — g^x) -f- 12.V" x^ — b^.x2 — gL^s x g.

oder endlich, wenn mau statt x die Größe 2^. — x setzt:

3^ -s- x^ — ^2 ^ 2 VX — 2 x^) — 2 ^ x^ 22^ c>

für die gesuchte Brennlinie, die also die Cardioide ist (Einl. i5, IV.).
Nimmt man überhaupt au, daß die Strahlen (3Al alle unter sich

parallel und senkrecht aus die AbscissenaoeH.? auffallen, daß also der
strahlende Punkt <3 unendlich entfernt ist, so hat man x/ g/, und
die Heyden oben gefundenen Gleichungen gehen in folgende einfachere
über:

x 2^ x> — (Ill)

und ? --2 5/ -f- . . . (III').

klx. III. Ist die gegebene Curve die Parabel ?/" --- ax/, so
hat man

""v
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also auch jene zwey Gleichungen
/ / ^ ^ 2X>/x'

X --- 3x/ und V ---- vax^— II — 7^7)—7^,^ V 4»'/ Va
woraus man, durch Elimination von x>, für die Gleichung der Brenn-
linien erhält ax /Z 2xX^

Wenn aber die Strahlen (lIVl parallel mit der Abscissenaxe
einfallen, so vereinigen sie sich, nach der Reflexion, in dem Brennpunkte
der Parabel, wie man aus den beyden Gleichungen (II ) und (III)
leicht findet.

III. Beschließenwir diesen Gegenstand noch mit folgendemin¬
teressanten Probleme.

Der Scheitel eineö geradlinigen Winkels bewege sich auf der Pe¬
ripherie einer Ellipse, während seine beyden Schenkel eine andere con-
centrische Ellipse berühren, die mit der ersten Ellipse dieselbe Lage hat.
Man suche diejenige Curve, welche von der Sehne immer berührt wird,
die durch die beyden Berührungspunkte der zweyten Ellipse mit den
Schenkeln des Winkels geht.

Sey die Gleichung der von dem Winkel tangirten Ellipse
L.-x^ -s- — 1 . . . O),

und überdieß die Gleichung der sie tangirenden Geraden
7 ?x -f-

Da der Scheitel deö Winkels durch einen Punkt der ersten Ellipse
gehen soll, dessen Coordinaten a und l> seyn mögen, so hat man auch
d — -j- und daher für die Gleichung der letzten Geraden

^ — 1) — l? (x —> a).
Da ferner diese Gerade die zweyte Ellipse berühren soll, so müs-

ll v
sen die Werths von ^ aus der letzten Gleichung und aus der Glei¬
chung (-V) einander gleich seyn, wodurch man erhält

Demnach sind die Gleichungender tangirenden Geraden
X

^ ^ ^ ° ""d

.^.'ax -s- L'l»/ 1 . . . (L),
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und diese letzte Gleichung ist die Gleichung dee erwähnten Sehne für
irgend eine Lage deö Scheitels deö Winkels, welche Lage durch die
Heyden Größen a und l> particularisirt wird.

Um daher den Durchschnittöpunktdieser Sehne mit der nächstfol¬
genden Sehne zu erhalten, wird man die Gleichung (L) in Beziehung
auf die Größen s und k» differentiiren, wodurch man erhalt

^.-xclii -s- L^^cllz — o.

Da aber der Scheitel deö Winkels, nach der Bedingung der Auf¬
gabe, sich auf einer Ellipse bewegen soll, so scp die Gleichung dieser
Ellipse

-f- , . . . (5). ^

Da nun die Werthe von ^ aus den beyden letzten Gleichungen
identisch seyn müssen, so hat man

n . . , HD),
und die Gleichungen U, und O sind die verlangten. Sucht man aus
IZ und l) die Werthe von X und 7, so erhält man den Ort des Durch-
schnittspunktes von je zwei) nächsten Sehnen, nämlich

und 7 —^ L.2 ^-2 ^2 IN- 1,2) ^ (^'2 »2 Ii -1,2) '
oder nach der Gleichung L einfacher ausgedrückt:

^2 ZZ'2
x ^ . n und 7 . k>.

?kllein diese DurchschnittSpunktehängen noch von den Werthen
der Größen a und d, d. h. von der Lage des Scheitels des beweglichen
Winkels ab. Will man sie also davon unabhängig machen, so wird
man diese Größen a und k> aus den drey Gleichungen lZ, (1 und I)
eliminiren, wodurch man eine Gleichung in x/ erhält:

welche für die gesuchte Curve gehört, zu welcher jene Sehne, in jeder
ihrer Lage, Tangente ist. Die gesuchte Curve ist also, wie die letztere
Gleichung zeigt, wieder eine Ellipse, die mir den beyden vorhergehen¬
den Ellipsen concentrisch und von derselben Lage ist.

Nennt man und l,/ die halbe große und kleine Axe der ersten
Ellipse, in welcher sich der Scheitel des Winkels bewegt, und sind
eben so a und k> dieselben Größen für die zweyte Ellipse, welche von

Littrow'S Zlnl. z. höh. Math. , g
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den Schenkeln deö beweglichen Winkels tangirt wird, »nd sind endlich
und dieselben Größen für die dritte Ellipse, so hat man

— l>!Z — — i und
g2

v
d^ L' ^ i,"-

" L? ^ d

oder die?l>en der dritten Ellipse sind die dritten Proporlionalzahlen
zu den analogen Az'en der beyden ersten Ellipsen.

Waren endlich die beyden ersten Ellipsen Kreise und —r,
so wie —i-/ die Halbmesser dieser Kreise, so wäre auch die ge¬
suchte Curve ein den beyden vorhergehendenconcentrischer KreiS, dessen

>-2
Halbmester — ist.

Wir werden in der nun folgenden zweyten Abtheilung dieses Wer¬
kes auf die Differentiation der Gleichungenin Beziehung auf die in ih.
neu enthaltenen constanten Größen wieder zurück kommen, da diese Be¬
trachtungen einen der wichtigsten Zweige der neueren AnalysiS bilden.
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