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XIX.
Ginfachfte Jntegralforneln,

§. 136. (Begritf dev Integralrechnung.)  So wie wiv im
Borhergehenden das Differential von irgend einem gegebenen endlichen
Ausdruck, 3 B. von xm, durd) die BVorfepung des Jeidhens d anges
seigt haben, wodurch wir d . x™ = m xm—+ dx erbielten, c¢ben fo
wollen wir audy, wenn umgefehre das Differential m x™—*dx gege-
Den und der urfpringliche endliche Ausdruck ju fuchen i, durch dejfen
Diffeventiation diefes Differential mxm—*dx erhalten wird , diefen
urfpringlidyen Ausdruct durch die Vorfesung des Jeid)ensd S angeigen,
fo dag man alfo hat

fmxm—tdx = x=,

9Man nennt aber diefen urfpringlichen endlichen AusdrucE eimes
Differential8 dag Jntegral diefes Differentials. Demnach ift xm
das Sntegral von mx=— dx, da das Differential dev erften Grofe
gleid) der gwepten ift.

Dasfelbe Integral ldfit fidh audh fo ausdriicten

; - Rl =1
da der unverdnderliche Faftor m auf die Differentiation, alfo auch auf
die Sutegration feinen Ginfluf hat. Cben fo fonnen wiv fdhon jest
Demerfen, daf man jedem Sntegral audy irgend eine conftante Gréfe
C bingufiigen Faun, da diefe durch die Differentiation wieder verfchwin:
det, fo daf wiv daber in unferem gewdhlten BVeyfpicle haben werden
m fxa=tdx =xm -+ C.

Der eigentliche Werth diefer Conftante wird leicht gefunden,
wenn man den Werth des Jntegrals fiir ivgend einen befonderen Fall
Fennt.  2Weif man 3. V., daf das Jntegral gleich a wird, wenn
x==0 iji, {o hat man, wenn m eine pofitive Japhl ift

A=0 ~-}- Gitobet iti=a;




278 §- 1350,
ird aber bas Jutegral gleid) B, wenn x=A ift, fo hat man
B=A" 4+ C odet C=B—An",
Gben fo haben wir cben fiir die natirlichen Logarithmen gefunden
dilog, x — de,» alfo ift aud) f‘f}; — log. x -}~ G, oder, was

dasfelbe ift, %i = log. x -~ log. C = log. Cx. it bier fiir

einen befondern Fall das Jntegral gleid) log- a, wenn x=Db ift, fo

bat man a = Cb oder C =;, alfo aud fiir das gefudhte Integral

d x ] ax
—_—— i S
f:i o8 b

Diefe Conftante wollen wir in der Folge bey jedem Jntegral der
Sarge wegen als hingugefest annehmen,

1. Dieh vorvausgefest, erbalten wir fofort eine Anzabl einfacher
Sntegrale durdy unmittelbare UmFehrung der in dem Lorbergehenden
aufgeftellten Differentialausdriuce. o geben die im §. 35 gefammel:
ten Formeln:

xm—1

Ill-{—l’

—tlog mat: X

fx"‘ dx —

dx

o X

Jdxsin.x = — cos.x,
fdx cos. x = sin. x,

dx :
e — lang.x
c05.2 X 8 {

ax

!
log, nat. a

fexdx = e, wo log.nat.e=1,

t{‘a‘ dx

|

dx 1 TR 1 bx
— = = ArC SN — == = — aYTC, 008, —
Va2 —b2x2 b a b a
dx 1 i bx 1 : bx
—_— e —= aAre, lang. ——="— —— arg, cotang. —
J a4 bex? ab D ab a1 a !

aus welden fid) ofue Mithe nod) mehrere andere Ausdriicke jufammen
feben Taffen. o it 3. .
1 1 1

-!_:E &3 2 (1-x) + P (l—o:n},"I

alfo ijt auch




§. 137, 270

*dx L dix S8 Cidex
JT_—T\-._ +I+-;J'[—i’

unb daher nach dem LVorhergehenden

1 x +4x i
Jﬁ'—l-"\—"—‘*‘ £ log. (1 4x) — § log. (1 —x) = ; log. MR, R
| —x2 L —X
11, Gben fo Hat man, wie {dyon fiie fid) Flav ift,
* dx 1
J,T—*._}’—: = r log. (a + bx),
f(a 4+ bx)"dx = Llll _--!:—]—)-- 0 (a + bx)»t ,

dx ¥ 1
J(a + b x)m ST (n—1) b (a-4b x)m--l"

. ~n\m Sn—1 1 (a + b xn)jm-f
f(‘l-{-h)\} g i — nb (m--1)

Xn diefen Ausdricfen ift die verdnderlidhe Grofe aufier den Klam=
mern das vollftdndige Differential derjenigen in den Klammern. ©o
ift in dem legten BVeyfpiele x»—'dx bi§ auf die conftante Grofie dasd
Differential von x=. Man vereinfacht diefe Ausdricfe, wenn man
a - bx oder a-}bx? gleid) einer einfachen veranderlichen Grofie
z {ebt.

L

§. 137. (Anwendung aut Sinomialformeln.) Sest man
in Den bepden vorhergehenden Gleichungen

[lt s
— arc.sin.x und ——— == arc, tang.x
Vi—x* B =
ftatt x die Grofe x V—1, fo erhalt man
Adx 1 X —
= = ———i} arc,Bn; X \/—-— 1

\/ T—]—_x_ V —1

7 dx 1 —
J— - =— ——— . arc.lang. X \/— 1.

]i=— %= \;’.u—-l

uno

&8 iff aber (8. 68)

i = Ky .
= - —— logs (cos m— VY —1" sin, a).

V—1

. : Lt ! gdlit
we. sin. xyY—1 = — ——— log. (x4 V1 4x*),
V=




280 §. 137

alfo audh die erfte jener Gleichungen

dx o K

f it EGEE Vi,

Eben fo war

» lang. a

. tang, a

01X 1 ==X
s, R P -
= 108,

1 i—x

wie m §.136, 1.

L 2Wiv haben fonad) die Jutegrale

fﬁlx J"' dx ¥ idex 5 Youdx
=7 = e un ==
14 x* pi—axe’ ,‘/l_lg_‘\'.'. J-,/,,_,X;

Sept man in ifnen x V ftatt x, fo erhdlt man folgende vier

Ausdriicke,
f dx 1 4
T e AV, tANg, X V—’
a -{- bx= \,/.1 Iy = <
dx 1 va- x vb
= Jog, ——L
R 5 \/ ; b va— x vb

dx 1 [ b b x2
Sarertialied, — —— loo c 2| L b need]
f\/-a__'__;_\"i v b I”:J' E_X "/;1 l V,I i S fie

i

dx - 1
——— — = arec, SIn.x
Vi R AT

und ftatt der dritten diefer Gleichungen Fann man auch nehmen

» dx 1 =] 1
J;/-ﬂ—'— = T ]f)g. [x Vb L \/;z —[—« b x’q =57 I!)g. 1/('1

-+ b X2

,,-’lj
i
a

= 55 log. [xVb 4 Va + by,

] v

Da die Conftante — lo

1
e « Via, nady bem Worbergehenden , ohnehin

as

befonders beftimmt werden mufp.
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§.138. (Anwendung aut Trinomialformeln.) Sept man
in den vorbergehenden vier Gleihungen x--c ftatt x, und {dyreibs
mait, nad) der Entwidelung diefes Ausdrudes,

S e S A =S Y )
ftatt a die Grofe —m0 —,
4 Cc
-] ]) » » [+ ’
b
» cC 2 ] —
2¢
fo exhdlt man
1x bdacx
s i — T - arc. tang. ;—+—_- '
afbx4cx? Viac— b2 \/.’;ac-—])—'

dx 1 Toe btz2ex—Vhr—jac

a —.—T)x +ecx® 7

T Sy =7
\/J"‘"'i"c 2 IJ~',‘-'30x—|—\,/h"-——.'|au

dx 1 5 -
= —log.[bt2cx}2Ve(atbxtcxt
fv&.— TEhaipori: Vo log.[b4-2ex - 2Ve(atbxtexl)]

dx 1 3 2¢x—Db
f e LR L e e e

;;ﬁ—_h\ﬁ——c\'—_- ve Vijac+ b-;'

Bon den bepden crften diefer Formeln wird man die erfte oder
die swepte nehmen, wenn 4 ac — b? pofitiv oder negativ ift, um
imagindre Ausdride ju vermeiden. Jjt aber 4 ac=D>b*, fo wird
fiir diefen befondern Fall a4 bx - ¢x* = (Va4 x Ve)*, und
daber das algebraifche Integral

dx 1
(va-J-x ye)? Coi cx - \fi_(. -
. ; . . 1
@eit man aber in den bepden lepten diefer vier Formeln — =

1x = B
tatt x, alfo aud (-,,\ ftatt dx, und verwechfelt man die Vuchitaben
2

a, b, ¢ mit ¢, —b, a, {o erhdalt man die Formeln

L3 loe. 2 Ya . Vat+bxdecx*—a2a—bx

L i 3 ST ’

: : 1 ;
e e ATCHSING S
fﬂ V—a--bx4cx* Va SV
Jft in diefen Ausdricfen a==o0, fo hat man das algebraifche
SIntegral

11 dx S O e \/hx—{—l:;;
X \/l?x-{-cv b x
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L. 3ft ber Kiirge wegen X = a -} bx -4 cx?, fo hat man iibey-
baupt, wie man fich fogleich durdy Differentiation tibergeugen fanm,

dx 1 x2 b dx
S
xX 2 a X 2 a X
und
xdx b dx
— = — Joo. X — — e
X ac 8 2 ¢ e

1x cdx 7 ]. .
fo daf man alfo f% und f————ki\x findef, da man fi\—‘ bereits aus
dem Vorbergehenden Fennt.
II. Cben fo ift audy

f‘:ljz b + 2ex 2 = B i
x* (n—1) (4ac—bz) X" =) (i -—Dbi) o=t

und

xdx —1 b dx
SOy U D ’
f\“ 2(n—1)ecX" ! S f.\ i

und durd) diefe beyden Ausdriicke wird man, da man bereitd f"-

Fennt, aud) f—— und j— finben , wenn mon n=2 fest, und

pann eben fo f— und j —, twenn man n=3 fest u. f. w.
Auf diefe Weife erhdlt man 3.

(A 4 Bx) dx (zAc —]"]1] dx
e L o AET T
"(A Bx) dx n.—\c:(h-}—n(.x)u—li (4ac — b?)
J X F 2 (n—1)ec (jac — bz X*

: i ;A(’n——.S}c Bl;:l

e, T T PR LT

(u—‘l)i.at—h Ry

HI. Das voryiglichite Gefchaft dev Integralrecdhynung, fo feul fie
fid) auf Differential- Ausdriicke einer eingigen verdnderlichen Grofe be-
dieht, bejteht, wie man {chon aus dem bisher Gefagten ficht, in der
Suriictfhrung jedes folchen gegebenen Ausdruces auf jene urfpriing:
lihen, die fcdhon unmittelbar aus der Differentialrechuung durd) blofe
Neverfion folgen, oder viberhaupt auf der NRebuftion des gegebenen
Husdrudes auf ecinfadyere, wie fic im §. 136, L jufammen geftelit
worden find.,

Diefen Jwedk erreicht man im Algemeinen auf drey verfdhiede:

uen Wegen. Y. Durd) Jerlegqung des gegebenen Differentials, v
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Partialbriiche, wie wir fogleich im Kap. XX fehen werden. IT. Durd)
Ginfiihrung anderer verdnderlichen Grofen, alfo burdy Subftitution,
wie Kap. XXI u. f.  Endlicy L durd) Amvendung gewifjer Formeln
involutorifcher Art, mit deven Hulfe ein vorgelegtes Sntegral unmits
telbar auf ein einfadyered, und diefes wieder auf ein einfacheres u. f.
gebrache wird, wovon wir im Kap. XXIL u. f. mehrere Beyfpiele fins
ben werden.  Diefe lepten Mittel, bdie fruchtbarften von allen, begie=
ben fidy beynabe durchaus auf die fogenannte theilweife Jntegras
tion. St ndmlich u fowohl als » irgend eine Funftion von x, fo
hat man (§.27)

d.uy=udy 4 vdu,
alfo ift audy, wenn man von jedem Gliede diefes Augdructed das Sn=
tegral nimmf,

fudy = uy — j‘z' du.

Sft daher von den bepden Integralen fudy oder Jvdu das
eine bereits aus dem Worbergehenden befannt, fo ift durd diefe Gleis
cdhung fofort auch dad andere gegeben.

Wm Ddief durc) ein Wepfpiel gu erldutern, fep bdasd Sutegral

X2 dx -
Yy = J'—(I ’_;? su TUL)L]L

Nimmt man die Groffen uw und » fo, daf man hat u = Ix
g xdx 1 ,
und dy = - - oAty = =t TR e
0 =y alfi ) =y fo gibt die vorher
gehende Gieidhung

2 3
- Pt E ax
y = — :

1—x2 1 2y

47 A dx AR - .
Allein dad Jnfegral fl- —— Daben wir fdon oben aleich
=
I 1-4-x i 3 ;
T log—= gefunden, alfo ift auc) das gefud)te Jntegral

* x2dx : X ; 14x
r o — —_———— — - ) J AT TR
J 3 lué.

(1—x) T 1—x e

AR AL LR AR W e




Sutegration der vationellen Funftionewn

§. 139. (3erlegung gebrochener rationaler Funktionen
i thre binomifchen Partialbriiche.) Wenn in dem SJutegrale
[Xdx die Grofe X eine gange oder aud) eine gebrochene rationale
Sunftion von x ift, fo [afe fich ein folches Sutegral immer auf die

Form
dx

(a + bx)m

jurlicEfiibren , und da diefe Sntegrale {dyon oben (§.136, I) gegeben
find, fo fann auch die Integration der vationellen Funftionen als ge-
geben angefeben werden.

fla4bx)mdx over

1 10 X LR
@ey namlich) y = dex und X fowobl al8 aud) X/ eine
; = : ; 2 . U
gange rationelle Funftion von x. Man Fann diefen BVrud) 3o fmmer

fo amuehmen, daf die hochfte Poteny von x im Jabler Fleiner ift, ald
im DNenner, da, wenn diefes nicht ftatt haben follte, die Divifion von
X durd) X/ fofort einen anderen Brud) geben wird, weldher die ange-
fubete Cigenfdhaft hat. Ware 3 B,

gegeben, fo erhdlt man durd) Divifion

yi=ifxdx -I—JH—{-] dx,

X=—1

wo der erfte Theil fxdx ==-Ix? fich nad) §. 136 integriven lapt.
Ginen foldien Bruch %, alfo vorausgefesit, serlege man den
Nenner dedfelben in fene einfachen Faftoren
a - bx, a’ ~ bex, at 4 bfx ...
und unterfcheide dann folgende Falle.

I. 9enn alle diefe FaFtoren unter {idh ungleich find, f{o [ete

nan
X A At A

sl e g o el g e
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wo A, A4 A/ .. confante Grdfen find, Die fich durch BWerglet:
dyung ber bepden Formen ded Bruches auf die beFannte SBeife Leftints

men laffen. _
5 - x* 41
Ex. @y = e dx gegeben, fo hat man

X3 == X

BRI el L i dL B

\"-—"\—(n x -1 X |- 2

woraus man fofort findet A=—=2, B==1 mund C=3, o daf man

\ dx dx s ‘.i.‘._
= — ._,-Jnx-—_l_i 4F fx_l__z I :J‘__-.,

og e+ - /355

21
. Wenn der Nenner X/ des Brudyed =% mehreve § B. n gleidye

paber hat

Kaftoren pon der Form a--bx und dberdief die unter fich ungleichen
Saftoren hat,

a4+ Bx, o 4 fB'x, a —+ Blx ...
fo wird man annehmen

X A A A , Mt

\T (a 4 h \}u “ [1 —i—- b \)'\'—‘ U (|_+ la_;].“:'_'-\- T S F[' 1_..1_ bx

T ;J—’ “F- i‘}!’[ \_-
wo dann die Gréfen A, As... und B, Bl wi¢ guvor beftimmt
werden.

Ex. @Gep y= o hat man
2 T fol L

LY,

e

33 —|— ;z:&'—‘—l—x {\

woraud folgt A=B=-—1 und C =1, alfo iff aud)

A I * dx * x
_vm__l_'_‘____ il g [

y (_1—}—;'];'- 1A x x

_i_
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§. 140. (3evlegung gebrochener vationeller Funkitonen
in trinomifche Partialbriiche,) unter den cinfachen binomifchen
Jaftoren, die wir im §. 139 betradytet haben, wird es ofter imagindre
Grofen geben. Diefe ju vermeiden , wird man daber je zweyn der jus
fammen gebhorenden binomifchen Faftoren diefer Art durd) einen eingels
nen trinomifchen Faffor darftellen, der, wie befannt, immer eine
reelle Form bat.

1 o . X o y :
$Hat alfo der Nenner. X/ ded Brudyes 3 Die unter fich unglei-

’

chen trinomijchen Faftoren

a -+ bx 4 ex® a’ - b/x 4 e/x* 4 ...
fo witd man aunehmen
X A 4 Bx A  Bix
X’ i a-L bx J ex® + a’ 4 b'x 4 e'x2 HI_ s
3 a -+ bx - e3 : L ¢l
Hat aber der Nenner diefed Vrudje8 mebreve 3. B. n gleiche
FaFtoren der Form a -~ bx - ex*, und tiberdief die unter fich uns
gleichen Faftoven
a - fBx -+ pxt, al
fo wird man annehmen
X A4Bx A‘JB'x ) A" L Bx
'}T'_- (a-tbx-f¢c A-fjll_l_ (a4 b x 4 cx*)n—1 (a4 bx -|-_:~._‘sz_":+' b
: An—i L Po—i x : C4Dx ik C'4D'x

= I 1

atbxtex® ' atfxtoyx? ! oagixdyxt

und durd) diefes Werfahren wird man das Integral y = \ld‘: auf

die Form bringen
(A - Bx) dx (A -I-B\) dx
e SR = il
ﬁ..l.hx—[—cx_: ﬁd "-FJ\.—LQJ.)J
die wir fchon oben (8. 138, II) gegeben habem.
= ) 1
Rx Sityi=— f 2L0F — gegeben , fo hat man

x5 — Hxt r)x

b e i A B 4 Cx
)"—Gx'l-i‘*t:;—'"z:'-—v +~—- 5"
) ] X 1 X ‘ll-—]-.,)
Dieh gibt A=B =7 und C=— 3, alfoift auch
dx (1 —3x)dx
}___f -+ = X_H_i__obcr
y = * log (3_1)-—-—10"\/\ -—|\-|—o-—-—11c lang. (x — 2).

Ay AR VAN fAa Y ATA L YL Ay
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8, 141 — 142.

XXI.

MNeduftion der trvationalen Vinomial
formeln auf vationale.

§. 140, (Wenn X blof; eine 2Art vou ivvationalen Binom
enthalt,)  Wenn in dem Ausdruce dy = X dx die Grofie X blof
die irrationalen @rﬁﬁcn

(Y () () o

enthalt, fo febe man

a - bx
—_—— = gmnp. ’

f + gx
wodurd) man, wenn mnp ... =t ift, erhalt
t(bf—ag) . 2" dx

dx = LY R e

fo daf alfo dy vational wird und nad) Kap. XX integrivt werden
Fann,

§. 142, (Die Grifze x"dx (u—}-hx“)frnlimml machen.)
Der Ausdruc
dy = zx"dx (a bx")gll'
lafit fidh in folgenden Fdlen rational madhen.

I, 9enn f—; eine gange 3abl beyeichnet, wie fiie fich Flar ift.
~ eine gange 3abl ift. Denn fest man

a 4 bx" =z,

fo wird ms

—1

D e
dy = -7— q z H_'l By (}' 1) dz,
nl b
Ex it dy = xtdx \/1—x ; fo finbet man
(I—-—x) -—j(l——x).

11, SBenn talla
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m 1 1 . .
III. $Genn —;I-—-— J,—% gine gange 3abl ift. Denn der geges
{

bene Ausdruck von dy Eann aud) {o gefdhrieben werden

)
Ill’{—Li’ 1

dy = x ¢ (b 4 a x—“')’_l.ﬂx;

und diefer iff, nady II, rational, wenn
cine gange 3abhl iff.

—, {o findet man

dx
Bl o oy g 2, i B T
Ex; ..._'n!-t d) — X5 (1 4 x2)2

1

o PRI G

§. 143. (JAndere Grifen rational machen,) Wenn in

bem Augdrucke
dovie— e dix

bie Gréfie X blof die irvationale Grofie Va--bx-cx* enthdlt, fo
fann man dy rational madhen, wenn man annimme

Va -+ bx 4 ¢cx* = Va 4 xz

oder
Va 4 bx 4+ ex* = xVe + z
I, Um auch den tranfeenventen Ausvruc
d x
dy = ——
i a 4+ b cos.x
auf eine rationale Form zu bringen, fey cos.x = 1 — z sin, X/
fo ift
. 27 1 — z2% adz
sin,x — ———, c©os.x — ——— und daher dx = =0
1 72 1 == 2> (R

-
Wir haben demnad)
2 dz

d}? T a b4 (a=—bh) 2z é

und diefer Ausdruct (Aft fich nad) den in §.137 angefiihreen Fovmeln
integriren. Man findet
b -}-acos. x

1
fiva > b y= ———— arc: cos, Iy
i Y a2 —b? a4 b cos. x
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, 1 b - a cos. x -f-sin.x ./ b? —az
firta . bl y =ve———5u - gl 008; i ey
V b*— at a--b cos, x
I e i X 1 -
i ar e e —= =~ ang, = 'x.
f % a ) 1-4-cos.x a R

e ; J i dx
Daraus folgt auch fofort das Integral —————, Wenn
> (a < I cos, x)m
m eine gange pojitive Jabl ijt

XXIL
NRedbuftion algebraifdher Ausdride anf
cinjacdhere Formen,

§. 144, (Reduktion der Grife x"dx (a + bx")’ ey
ber Ausdruck gegeben
dy = xmdx (a -} b x)?,
o m, n und p willkicliche gange oder gebrochene, ypofitive oder ne=
gative 3ahlen begeichuen.
Seben wir der Kirge wegen
al Jban = Xy xmkl o X =,
]-D ift
dU = (m-4-1)xm « XPdx = px=t . XP'dX
oder
dU ' ="(m-1)xn  Xidx = npbxiieAXTntd ¥ 000 (1),
Jevner if
X! = X7t | (a -} b x"),
alfo audy, wenn man diefen LWerth von XP in (1) fubfituire,
dU = (m 4 1) ax™ X&a i dix
4 (m 1 4 np) bxmte , X dx ... (2)

Cudlich ifft bxr =X

a, alfo auch die Gleichung (1)

dU = (m <1 -}np) x» . X’dx—npaxn;, X5 'dx . (3).
Jntegrive man die eingelnen Glieder diefer Gleichungen (v, 2, 3)

nad) der Ordmung, fo hat man aus (1)

Litteow's Anl. g Hih. Math.

1]




cm==1 ‘-1' = |
fanXPdx e xm+1 . X i npb fxmio | XP'dx,
* m -1 m--1 ¢
frroXr—ds - TR BT gy
npb nph
und aus (2)

m P=J N e “'1-1"' - XP (“:]_ + nJ b 1‘|n“t-lk et -
fx X dx = (m |)_d AT (m 4 1) a J'\ . X ‘]K"

cm—-n X v P—1 : xm1 X (m4-1)a xm Faut
f,\ Mk dx— (ill+1+“l')b (m 1 'i‘“l')hJ X t]\.r

und endlich aus (3)

. XP npa )
—— — L = 2 m Xl X
m - 1 -4 1111+m 41 »-|-1|p "\ d\’

xm-1 X m 1
n I) a + +]1 p'l
@est man in der ywepten und vievten diefer fechs Gleidyungen
m — n fjlatt m und p - 1 flatt p, und in der dritten und fechdten
derfelben blof p —[— 1 ftatt p, fo erhalt man
et = S 2D ek s )
xm—na , XP1H! (m —n {—T)
nb {ll—i—l) ulalp I)
xm-t1 NPt (m -1-n—|-n|- |)I)
a(mo1) a{m--1)
xm—nta X0 (m—n--1)a
b(m+np-41) b(m+f "P—!-‘J‘!
xm-4-1 | NP ¢ npa : Sne—) -
m-fnp-1 T m -~ Ifﬂp 41 jx“' RS AR (V)
xm1 X (m-4-n--np--1)
an(p-41) an(p--1)
wo immer X — a 4 bx» ijt,
Diefe fed)8 Sleichungen find fehr niglich, um das Sutegral

Vi— f&:'“ (a + b x”)pdx
auf einfachere und fdhon aus dem Borhergehenden beFannte Integrale
guricf gu flbren.
Sn der Gleihung (1) wird der Crponent p wvon X' um die
Cinbeit vermindert, aber dabey der Erponent m der Gréfe x™ um
die Grofle n vermehrt, oder dag Integral

X 'dx — — 2P

[xnXPdx.

[xoXdx Sxm—a XM ax | (1m)

J'xmxr dx fx"’+" . -X-P d Xeos (III.)

j'xm X xm—a XPa. (1Y)

fxmaidix ==

rx"‘ skt dr——

A= X VL)
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fxoXPdx wirdauf « fxmtn XPThdx

gebradht. Sept man dann, in derfelben Gleichung (I.), ftatt m und
p die Grofe m <= n und p — 1, o wird dadurch das Jntegral

J'x”':{]'(]x aufi L xontant XEsid x

gebracht , und wenn man in () flatt m und p bdie Gréfe m -}~ 2n
und p — 2 fest, fo wird badburd) bag Jntegral

J’mepd\\, Gllf J‘x.;.-{—:;n _ “\1'—3(1:{

gebracht, und fo Fann man fortfabren, bi8 man ju einem lefiten Jnte-
gral der Form
j‘xm-i--rn & Xl’—" &x

fomme, dag man bereits au$ dem Worhergehenden integriven Fann,
wodurd) alfo auch die GOrofe

J"x'“ : b
felbfi integrirt feyn wird.

Abnliche BWemerfungen gelten quch fiir die librigen fiinf Gleichun=
gen.  Ju der Gleidhung (I1.) 3. B. wird der Crponent von X immer
um die Einbeit vermehrt und der von x und n vermindert, daber
biefe Formel gut amvendbar ift, wenn p negativ und m pofitiv iff.
Sn den Gleichungen (1I) und (IV.) bleibt im Gegentheile der Erpos
nent von X ungedudert, wdahrend der von x vermehrt oder vermins
pert wird.  Sn den Gleichungen (V.) und (VL) endlich wird der Cr-
ponent von X ftets um die Cinbeit vermindert oder vermehrt, wadh=
vend der Erponent von x gany ungeandert bleibt.

SRir wollen auf diefe widytigen Formeln cinige Bepfpiele amvens
ben, um den Gebrauch derfelben veutlicher ju machen.

6. 145. (Bentpiele 3u den vorhergehenden fechs Glei-

chungen) @ep dy =x—6. (1 —x?)7d x gegeben.

Hier iit alfo

m=—i— 6, n=2; a— —Db=1 und [I::
SGendet man davauf die Gleichung (1) an, fo hat man

X2 = : L
Vo= o e i X dx.
v 5 x5

ig*
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@ebt man in derfelben Gleichung (L) m = — 4 und p=2
wabhrend a, b und n wie yuvor bleiben , fo ift
f.\:_'i . Xodx = — '--_? — fx_-" oXady,

Gept man endlich in (L) m = — 2 und p ==, fo ijt

2 X3 L
et b S SR TR b s B T
Jx = iJ: Sdix
@ubftituivt man diefe Ausdritcke in einander, fo erbalt man
5 3 1
X+ X X® d x
e s O el v

Auf diefe Weife ijt alfo das gegebene Integral auf das einfache

f‘-l X dx 3
e —_— = 81N, X
VX Vi

suriicgebracht, und man hat daher

Y =Mfx=ti— x*);""dx

e AL '_._'r: ; - _“____ X _Et_-—_xi)_. — are, sin. x.

L. Depfpiel ju der Gleichung II.

@ep dy = x* (1 4 x2)—3dx gegeben.  Seht man in Dder
Gleidyung (11.)
a=Dbe=1, n=2 m=4, p=— 3,
fo erhalt man
fxv . Xdx = — 2x8X =L 3 || S G e
Sdam m=2a, p=—2, fo hat man eben fo
aldx

1 x2

fx" X — e ol -+ %J
] -
und da fl (-I—\f"' = arc.tang. x ijt, fo hat man
b =] fx" ( -}-x")_3dx
Xi

3x A
L5 S TR 1 it Anohs
d (I _l _\1)2 8 (1 __i_\._!J { g al'C. t l"b X

Cben o findet man nach der Gleichung (1V.)

T xadx X < = el
j = 7 (x* 4= 3) Vi-x2 ~- 3 arc.sin, x,

Vo -4 x2
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und nach der Gleidhung (V.), wenn man n = 2 und m = o feht,

f:lx\/:—_l—ﬁ = xVa-b: -+ b x* -—!— = -—loﬂ' [xVDb -+ \/“q—T\_J
und
fdx Va—bx* = L1xVa—b {-—[—- £ :\.’}_’ arc. sin, x \/I—E ‘
§- 146, (AUlgemeines Benfpiel su Ven vorhergehenden
fechs ®letchungen.) Nislider nod) iff e, ftatt den einjelnen
Depfprelen, twie fie der §. 145 enthalt, gange jufammengehorende Gat=
tungen von Formeln wenigftend bis auf eine gewijfe Grdnge ju ent-
wicfeln, um fie dann bey vorFommenden Fdallen anwenden ju Fonnen.
Cin foldyer Ausdruck ift der folgende
Y xmdx
—__—1/ — t
wo m nad) der Ovdnung die nattrlidhen Iablen v, 2, 3 ... be-
geichnet.
@etit man in der Gleihung (IV.) a= — b =1, n=2 und
p =— %, fo erhdlt man

xm ] x xm—1 V1 —x* _I__ 1 wm—:z d x
\/1 — x* Vi— %2 ;
Sept man in diefemn Ausdrucke guetff m =1, 3, 5, 7 . . .,

und bemerft, dap

xdx 1
f\/fx = — \/l — X und J axs: = @rc, sig. X
1—x%

Vii—zxr

ift, fo findet man

» x5, d x 1 g

— = — = —— 1 —-X2
\/1-—-\"‘ ‘5 V 4

xi.dx x4 1 1424 f——
------—.~—(-_--+. oS
Vi—x 5 . 5

»x7,.dx \" r, 1,2:4,0 ————
e e +.. 20 N s
\/1_.\-.: L At
. f. f.
@efit man dann in demfelben Ausdrude m —=2.4.6 ...,
jo erbalt man

» x2dx

;-l —X*

: O e e : .
= -— 1 X V1—x* - -are, sin. x,
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A d 3
f\—/—il_x_ﬂz—(‘—[—f-«)—q\ Vi — x? -L;—i'uc sin. X,
1 — x2 : J
x6d x x5 1.5
Ve e T?+'.(. ;;a VA=

14355

+ -

2.4.0
Eben fo wird man den Werth von

f' dx
xm \'/l ALY

fir m =1, 2, 3... beftimmen, wenn man in der Gleichung (I11)
a=-—b=1, p=— und m negativ fest, wodburd) man erhale:

arc. sin, x W {. f.

dx AR m— o dx

xm /1 — x8 L GI :)?"‘_‘. + m — 1

xm—2 i,/'l — X
@ebt man dann in den fo erhaltenen Ausdricken

dx’ :
it alfo. dx — — \\ , fo wird

d x’ . 1
e i — -— are, sin, —,
x* \ 2 —1 x

wobdurd) man ﬂ[]o auch bie Slbcrrl)c von

file m =1, 2, J.. er[m[r.
Das Vorhergehende wird hinreichen, die am Ende diefer Sdhrift
gefammelten Jntegralformeln N, L, 1L und I1L zu erlautern,

X XTI,
NRedbuftion des Ausdructs
Jx™ (a4 bxHJcx)r. dx
auf einfachere Fovmen,

f | §- 147. (Das Integral [dx (a + bx F cx*)p ant
Jdx (a4 bx 4 ex?)— suriicksufiilren.) @ept man in den
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vorhergehenden Gleichungen (V) ded §. 144 die Grofe m==o und
n—z und x = c-x, fo erhdlt man
__(e4x) [a 4+ b (¢ 4 x)?]

o] ~\2 |p ro—
f[a~+b (c 4 x)Jrdx e
a1 —“_lt__f fla4 b (c4xypdx
2 P T 2
Set man aber in diefem Ausdrucke , wie oben §.138,
: ; fhac — bt
ftatt a Ddie Orofe _}—”_T—L’

4
» b b » Cy
b

» C » » o] )
< C

fo geht a--b(c+x)* fiber in a-+bx--cx?, und man erhalt fofort

"dx e (b = miex) (Al bx 4 cx?)?
jdx®+bx+cx:ﬂ i 2¢ (2p + 1)

p([‘:lc—-]]"') 2 X
b e (G R e BT
Gang auf diefelbe Weife erhalt man audy aus der Gleichung (VI),

wenn man iberdief p negativ fest,

dx i b 4 2¢cx ]
fa+hx+cx'1)“ (p—1) (4ac — b?) (:1+bx—|—cx"-)"'_' %

i ac (2p — 3) f' dx :
(p—1) (4aec — b%) (a4 bx ¢ x2)P ! ¥
Durth diefe Ausdrice wird man alfo qud) Das Integral
f{]x\/a_u—}?—b—x_;_c;i
auf dag fdhon in §.138 gegebene Sntegral

f‘ dx
Vi FibE L on

guriicfithren.

§. 148. (@rinomifche Integrale auf binomifche bringen.)
Da fich da3 Teinom a 4 fx 4 yx* auf das Binom a - bz* guriids
bringen [dfit, wenn man x = z — £ fest, wo dann a — « — I;
; Ay EAe &

und b =1y witd, {o hat man

Jxrdx(a4-fxtyx*)p = (—1)* f(i 3 Z)m .(af-bz)r.dz
i
Sft aber m cine gange pofitive 30HT, fo Iaft fic) das Binom
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) L 3 . e ALY 5
(f——z) m eme endlid)e Angahl Glicder entwiceln, und man
N
wird dann eine eben fo grofie Anzabl von SInfegralen der Form
j‘.'f,“ .(a 4~ bz*)rdz

erbalten, die man nady dem Borhergehenden (5. 144) angeben Fann,

§- 149. (Das3 ntuzw[f—— al 'ij— uny J - brin-

gen.) ©efit man audy hier, der Kiirge wegen, X=a-bx 4 cx?,
und differentiirt man die Grofe xm— X, fo erhdlt man

Lt (m—1)xm—2 X dx xm—1(bLaoex)dx
d_‘-lrl- L X2 — . ! o —_— \C],'
X X VX - VX od

IS~ "'”'—‘) g3 1(’“1 e Vg pla cmxmdx
g ixusrNE— X dx s T Vdx +_

alfo auch, wenn man vor jedes diefer Glieder das \nttjmlduduu i
{est, ba

1
3

rd_ xm—1 X: — ym—1 Y

i11’;

xm dx xm l\’ b (2m—1) Pxm—1dx a(m-—1) Pxm—adx
f VR T Ao 55 A oA J WX o, cm VAR

@ebt man in diefem Ausdruct m ftaft 2 —m, fo erhdlt man

dx VX b{az2m—3) /m dx
GBI e -;1_{111-—- 1)xm—1  aa (m— 1) S XM=Y

({m-- ) dx

‘ aifm - 1} Xm—2 ¥ *

L Um eben fo das Sntegral | [xrdx /X auf [\d\-,/\ und

SAdx VX gu bringen, bdifferentiive man das Produft \"“’\ fo Dat
man

3, £ % o
d.xm X% = (m—1)xm—= X=dx +izxm—t(b-}acx) X dx,
woraus, wie guvor, folgt:

!

. xm—1 \"' ]'{ m 'E_ I) m—1 ¢
Sx de\“"Ziﬂ—{—») urnT'f}h Ll

aime—) AL LK
= T{J”—‘T:‘?)-j) e K'I,/- !

woe X —a - bx 4 cx? .
| Das Worbergehende geniigt, die Formeln der MNr. 1V. vev er-
wabnten Tafel gu erflaven,
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§. 150. (Integral Der Form fxsdx(@x"4 bx)r) Da
fich diefes Integral auch fo darftellen [afit:
J‘.\‘I‘l"'i':lx (a + bxs—),

=
=4

fo fete man q-+rp=—m und s—r=n, wodurd) man wieder
Form

fx'“{l X (.’! —!— 1;\“)11
ethdlt, die wir fchon oben (Kap. XXIL) bebandelt haben, fo daf fich
aud den dort (8. 144) gegebenen Ausdriicten auc leicht die folgenden
deductionsfornteln ableiten lajfen, wo der Kiirge wegen

X = 2ax — x* gefefit wurde,
xm d x xm—1 ¢/ X (am—1)a Pxm—idx
R b e e
dx VX {n = > dx
e g sintsps M, Al el P u. f.w.
xm X (2m—a1)axm ' (am—a)a Jxm— X

M. {. die am Cnde Leygefiigte Tafel Nv. IIL.

G s - = xxrd x
§. 151, (.flllt‘g,l'ulr der Jorm fiﬁ,,,_ ) Qinte:

x - a)in (x - b)n®
grale diefer Form lajfen fich durch Jerlegung des Auddructs
1
(x - a)m (&~ b)n
in feine Partialbriche, nach §.139 und 140, auf die bereitd friiher
betradyteten Ausdricke

Y xmd x xm ( x
= oder e
(a 4 x)1 (a4 bx 4 ex?)p

xdx

suriicffibren. St 3 B dy—=—————
guriictfubren, It 3. B. dy YRR

1 1 1 1 1

gegeben, fo findet man

Ay o Ty !

(x ;l)[g—:- b) E-J:-u £I‘K-—]'—- a Br&gay x -+ b
alfo ift aud

1 xdx 1 Tydx
)'__!J ey _\—i~{1ﬁ]_l—-(l x-5~-|:‘

Da aber

> l .
j;' L = x —alog. (x4 a), und cben fo

X - a
j_x_x"i;-\b — x — b [0;;. (.\' -'i— b} ift, I‘u [}ﬂf man

Y= e Ib log, (\x-—i—h] — a log. (\-|—-L|)]

) —




§. 152,

it in einem glvepten Bepfpiele
dx
(* +ax 4+ b) x + ©)
gegeben, fo fee man nady §. 139 und 140,
1 Sk A 4+ Bx +
(x*+n+b) G+o X fax+b T x + ¢

dy =

, B_—“—l und C———-, wo m==c?—ac-}b ift.
Diefi glbt daber

e ch A dx 1 xdx dx
Vies m fx“+ax+13_1-1—1fy.'1+ax+b+1n
Da aber

dx

il log. (x - ¢y und

(zx+4a)dx -
fﬁ Dk s s = log. (x* 4} ax -+ b)
ift, fo l')at nan aud;

2 [ dx 1 e (x -} )2 ]
ST TR -{-h -—i—d\-l-h —a . 9xataxtb]’

wo das Integral

dx
x* 4 ax 4 b
fdon in §. 138 gegeben ift.

Auf diefe Weife wird man die Formeln der Nv. V. der erwdbhnten
Kabelle erlautern.

- XXIV.
Suteqration der trigonometrifdhen und
[ogarithmifcdhen Differventialausdrite.

§. 152, (Iutegrale fdx sin"x cos’x, Jfdx sin"x,
Jdx cos.™x.) et man in den fehs Gleidhungen des §. 144
ftatt p  dic Grofe (n—1),
» n *» » 2,
» a:::~—-b ] » 1

» x » ¥ sin. X
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fo erhalt man fofort die fechs erften Formeln der Ne. VI ber angehing:
ten Rafel. Diefe Formeln fiihren, wenn m und n ganse Bablen find,
pas gegebene Jntegral
fdx sin,mx cos."x,

sulest auf die einfachen Formeln gurtict:

Jdx sin, X =— — C€O0S, X,

fdx cos. x = sin. X,

f._ll.f_, — log. tang =

p gt
51, X 2

1_.
f_“ X — log, tang. x und

sin. X €0S. X

|

|

fdx tang. x — log. cos. x.
1. Ausdriicke der Fortm
dx sinmx und dx cos."x
laffen fid) fofort integriren, wenn man ftatt sin.mx und cos.mx vie
oben (§-49) gegebenen Werthe diefer Grofen in Sinug und Cofinus
ber vielfachen Winfel x verwanvelt.
St 3 . dy=dx sin,*x gegeben, fo bat man
sin3x = 2 sin. x — g sin. 3x, alfo aud
y — — 2 cos. X - 75 €05, 3 x.
1I. Gben fo wird man
dy = fdx sin. mx cos. nX

infegriven , wenn man nady einem befannten Ausdruck feft:

sin.mx cos.nx = X sin, (m—-n)x -4 I sin. (m— n) x,

6. 153. (Iutegrale /X (log. x)* . dx.) Da das Produft uv
von gwey verdnderlichen Grofen u und » das Diffevential gibt:
d,ury = udy 4 vdu,
fo hat man audy, wenn man von jedem Gliede biefer Ausdricde das
Jntegral nimmt:
fu(lv = up =— fv(]u T sangnn(A)y
woraus folgt, daf in allen Dden Fallen, wo eiued Dder bepden
Jntegrale
fudy oder fvdu
befannt ift, auch das anbdere al8 gegeben betradytet werden Fann., Diefe
fogenannte theilweife Integration, deren wir uné fdhon ofter
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im Vorhergehenden bedient haben, Faun befonders hier mit Nupen an=
gewenbet werden (vergl. §. 138, IIL).

St der Ausdrudt

yr==dfiX (logix)» Sid x
gegeben, wo X irgend eine Funftion von x begeidhnet, fo fese man
u = (log, x)* und dy = Xdx, fo wird
I x .
du = n (log. x)*—! ‘x—\ und v = [Xdx,
et man der Kitvge wegen den lehten Ausdruc
fXdx = X¢,

fo erhdlt man, nach der Gleichung (A)
SX (log.x)n . dx = X/ (log.x)» — nf;(iog. x)irdx .. . (a)

oder aud), wenn man in diefem Ausdrucke 1 — n ftatt n fests

X/dx — N’ 1 Xdx
f  jn == r — + v g AL (h)’
x (log. x)n. (n—1) (log, x)n—1 n — 1) (log. x)n—:

e e A
wo alfo X = e ift.

Ex.” Sft'X ===, fo ijt

S & P m‘"i'l

alfo audy die erfte (a) der vorhergehenden @Ieir{}tchn

Jxm (log. x)ndx == _—“r ‘L:-‘ﬂ’;”" — + =[x (log. x)*— dx.
@ept man in diefem Ausdructe ftatt n die Gréfen n—1, n—oe,

n—3..., fo erhdlt man

’

Jxm (logs x)rd xii== —}fi_l_ [“0" e — (log. x)»—

i -

nin—n) n:‘n—lj(n
—— (log, x)—2 - o, \ |1--i
+ (- 1) ( Y8 ) (m - 1) UU +
eine endliche Neibe, wenu n eine gange pofitive Jahl ift.
&iir den befondern Fall m=—1 hat man

(]n:-:.x}"rlx i (]t_!g‘ x)“*‘"
f X oz oot == T

Cben fo erhdlt man durd) die jwepte (b) der vorhergehenden
Gleidyungen
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xm x xm-1 m - 1
(]nr \Jn = n — 1 [([nu X )n—1 _ (n'—:* ‘.)_[_.iu"_",x}"‘-'l

(m--1)2
m—2)(n—38)(og.x)»—3 T ** " |/

auf welchem Wege man endlich ju dem leten Gliede oder ju deren
Sntegral Fommt :

(m == 1)n—1 xm (l x
mM—1)(n—2).ssd.2,1 iur:_-].x'
I. @ept man z=xm1t', fo wird diefes Jntegral

xm  x dz
et e

Um das leste Sntegral gu finden, hat man, nad) dem WVorher-
gebenden (8- 43),

ax = 1 -} xlog.a 2% (log.a)* + )\—5 (log.a)® 4+ ... «
2 TR

Multiplicive man alle Glieder diefed Ausdrucks durd) —'1_—\ und

integrivt diefe Produtte, fo hat man

Taxd x (x log, a) (xlog. a)3 (xlnu a)d
':IQ”'.X-'!— X] D Byl (=l - o 7, W e
J X 2 ! o E + ol o* 2 .lfl.q:
St nun a* = z, fo ijt
dz
t oot at—Rlop oo s — s und
log,x = log. (log.z) — log. (log. a).
2dft man daber die conftante Groffe — log, (log.a) weg, da

man fie al8 in der allgemeinen Conjtante C der Jntegration begriffen
annehmen fann, die tberhaupt jedem Jntegral (nach §.135) beygefiigt
werden muf, fo erhdlt man

dz g (log. fln‘.;,:f,}" (log. z)
f — = log. (log.z) + log o 3:—-—I—.__‘ £t J”L,

0g, % 1,

o diis STy dz, 1 g
und man nennt diefen Auddruck JT =7 den Jntegral: Logarithmus
IJ:,_;.';
von z.

§. 154, (Integral /X a*dx.) Sest man in der Gleichung (A)
§. 153 die Grofie u =X und dv=a*dx, alfo aud

Lo

¢

du — dX und P 7

o erbdlt man

Nax 1 d X
Bt dir— = fLET i ardx
'l I !l\' i In;; a j‘(d X !
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ok . - dX
alfo auch, wenn man in diefem Ausdrucke flatt X die Grofe (d—C)
fest:

((1\ ox

1X | 1* X

f(‘ )a‘dx__.-——n‘\ = f(( )'1(]\
log, a log. a d x®

und eben fo

([13 X)

] x2 15

d\ e 843 asdx u. f. w.
dxz log.a ]wr_n dxs

C-ul'rfhtuur man diefe Auddriicke in einander, {o erhdlt man
r‘ a*dx —

ax 1 dX dz dsX
s [ 153 () e () —qmnas) el
0g.a og.a \dx (log.a)y>\dx (lu a)e\ d x3

St nun X eine foldhe Funftion von x, daf fiir irgend einen
y : 2 InX A
Berth von m der Diffevential - Coefficient Cl—\), alfo audy alle fols
genden verfdypwinden, fo bridyt die vorhergehende Reihe ab.
Ex. L. St X = x», fo findet man

fx" catdx =

ax L2 S n(n—i)xn—2 nmnm—i)...3.2.1
SR : Perl g
log, a [ log. a + (log.a)> + : | (log ].

g.a)* | (log. a)n

Ex. IL St aber X = 5“-, fo fepe man wieder

Ghdx -
u=a ud d» = —, alfo aud
X

1
P = —
(n— 1) xn—1 f

woburdh die Gleichung (A) ded §. 153 in folgende ibergeht:

axd x ax log, a axd x
_x" TR (0 i)zt + (n—1) yxn—t

Behandelt man diefen Auddruck wie juvor, indem man n in
n—1,; n—2, n—3,.. itbergehen [aft, fo findet man

axd x ax x log,a (x log. a)=
= — —-'—'T]:l e = — e —
xn (h—"1) xn—=1 n-—a (n—2)(n—3)

750 _"(xlu;__;, :'1}"' P TIOR ,}_ (xh:g_ ;1')1-—-5’ :{
] (‘n.—'_J,IJ {_llu--d_j tn—1 ¢ (ni—2a} (_11-—--3)‘..5.‘.’.‘ 1

+ (log. ayn—1 *ax x'd
=) =2y (=) e o anu T T Gt
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MWir Fommen daber hier in dem leften Gliede der Entwidlung
axd
auf das Jntegral fl ; Z, oder auf den bereitd oben (§.153, L) an=

gefiibrten Sutegral = Cogarithmus, da man, wenn man a* = z fest,

erhalt:
axd x 18 dz
f T f.](:g‘ 7

Uber die vorbergehenden Sntegrale f. m. die Nv. VI. der anges
hangten Tabelle.

AL A TR A

XXYV.
Sutegration dburd) NReibhen.

xm d x ; i
§. 155. (Integral fT\-; :“ durch eine Reiye,) Wenn alle

vorhergehenden BWerfuche , ein vorgelegted Differential auf einen ein=
facheren Ausdruct , deffen Integral man bereits fennt, guridyufibren,
nidyt jum Swecfe fitbren, fo bleibt nichtd mehr tbrig, als das gegebene
Differential durd) Entwicklung desdfelben in eine Reibe aufzulofen, und
dann die Glieder desfelben eingeln ju integriven. Daf die fo erhaltenen
eihen gur Ausibung nur braudbar {ind, wenn fie convergiven, ift

fir fidh tlar.

i s azdx =
Ware 3.B. dy = gegeben, fo wirde man, wenn aud)

bas qefudite Sntegral y — a are. tang. = 1o nicht beFaunt wdre,
8 grat y 8z

durd) die Divifion der Cinbeit durd) a* - x* erhalten:

x*d x xtdx
y=dx——-—a—_,—+ i A T
wo dann die Sntegration der eingelnen Glieder gibe :
%3 x5 x7
M=ty B! el a

wenn man annimmt, daf x mit y zugleich verfchwindet, oder daf die
Gonftante der Integration (§.135) gleich Null iff. Dief ift aber der=

felbe Ausdruck, welden wir oben (5.46) fiir a are, tang.; erhalten
haben.

————

2 e oo me—e—n W = = 3

e
— e Bl -
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\!(

Sftdy= — gegeben, fo findet man

n
xm \'“ X m~ -]—n !\“".' n
SEEIT i T e ... oder qud
an + xn a azn 55
xm ‘
S AT e amanie

und daber

” ~n-}- dgnd-
xmf-n--1 xm-an--1

(m —-1) an (.m—l—n—]— |).:'_" (m, 4 2n -+ !J-'la“-_-
Dbel- St \m—u—l—l an , xm—an--1 4 Aan , xm— -:‘i11+l
X m—n -1 m—an 41 " m—3n -+ 1 P
Jft x fehr flein, fo convergivt die erfte diefer Neihen, und die
wepte, wenn x fehr grof ift.

entweder y =

§. 156, (Integral y=/x"dx (a4 bx*)*.) Wit haben
bereitd oben (§.142 und 144) bie Falle angegeben, in weldjen f{ich
diefer Ausdruck integriren [aft. Fiir alle andeven Fdlle wird man ihn
daber in Neiben entwiceln,

Cs ift aber, nach Newtonsd Binom

T

(b = (s )

5 r T {r‘— s) b2 A
=1 1 - — XM J— S s
[ + 5 2 5= (l'-f ¥ ]"
oder aud

T Ty ¥

(a4 b x“): = .\'_"_ (]) 4 a \.\--..k.f
L —I—._ = X U ! “_“ l 7m+ ]
)&- ¥ i}'
fo daf man daber Hat:

r x:ura"':i r b xm--n-1 r (r—s) b2 x2m--n--1
i m--1 +; ‘E ;ll-t—n—i—l —Iﬁ g5z :l: i 211 + ; ]

a yi—m

e !_1' rn == s (m—mn--1)

-—.L- r(r —\t.]‘ ._ g xt—an i N g
y 2.8 bz~ rm -'rri{ul—-_an—'i—u-r“

s o pESR . = i =
Wo t=m 1 4 Ui, und wo die evfte Neihe nach den fteigendeny

die gwepte aber nach den fallenden Votenzen von x fortgent.




§. 157 — 158.
1 —e
§. 157, (TI'I‘IuIluiv-'— (l\'ﬂ/._.__. ) Da
Vi1 —igtistie= "1 — 2 e¥xii— 'I“;C"?i“ — _. cf'\r

T 2.4 '4“‘--1-(1
fo findet man fofort

dx 3! x2dx 5 xtd x
Yy = f = e e C']r e
ViR =t Vil =%z SR AV ey

Allein diefe Integrale find bereitd oben (§. 146) gefunden worden.
@ubflituivt man fie daher in der gegemvartigen NReibe, fo erhalt man

' = arc, sin. x -}~ ’L?]"\'\/l—— x? — - arc. sin, x]

_.-cr[( _[_‘3 )\/1—\~-—2—a1'051n-(:l

1.3 .5
‘-‘-‘-'I-";I arc. sin. \:’ RO
und diefe Neibe convergivt, wenn e fehr flein ifi.
I, Gben fo findet man

dx Jr 1 _x(lx
\/(l —x%) (a4 v Vi—x 2a vaJ v — x2
x? f]\

|1l“' /& i

§. 158, (Bernoulld's und Taylor’s Reihen.) Wenn man in
ver Gleidhyung (A) desd §.153, das heifit, wenn man in der Gleidyung
Judy = u» Jvdu fept:
u= X und v=x, fo erhdlt man

.
[Xdx = Xx — [x i_'\) dx.

l.[)«

Diefelbe Gleichung (A) gibt aber, wenn
dX
u = (T:) un, ¥ = =x
dX 32 £dX
fx (;1‘.;)‘1" = ?(E) e

und eben fo, wenn

12X
u = ((:l“‘) und
“ dz X 7, d2X (e i X
o (:t i “'(ux = 35 (ﬂ“

Citteotv's Anl. 5. hoh. Math,
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Sefst man dief fort, und fubftituirt dann diefe Gréfen in einan-
! dber, fo evhalt man

i &5 X
1,2.304 dxs

2 £
f\dt-—«\\____ {—\ ‘(‘1\

1,2 \dx dx

weldyes die gefuchte, von Jobh. Bernoulli gegebene Reibe ift, durdh
weldhe maun jedes Integral der Form [X dx in eine nad) den Potengen
von x fortgebende Meile entwicteln Fann.

Ex. ' 3ft X = 1

Tl alfo aud

dX 1 dz X = f
({f\) ¥ (1-,'—x)i"r d x* ) (_-*_-\; Hemle

fo findet man
dx x 1 X2 X3
yi = — AL S — . o
—1+\ : ‘_![1+x)-1+;§(l+.\")"'+ 4
weldhe i)u‘:[)c alfo audy gleich log. (1 + x) ift, wie man findet, wenn
man in dem Ausdructe log, (1 —3x) = — X — X — X} — ..,

Des §. 42 die Grofe x in - verwandelt.

d2 X
I. Da bdie Ouotienten ( ) ( .. Ofter eine unbequeme

dx?

Geftalt annebmen , fo Fann man die Grofe X von einer anderen w ab-
hangen lajjen, die felbjt wieder eine Funfeion x iji, {o daf man hat

(§. 30, L)
d X 3R d X deo
(E X) i ({-1 w) (lk \) <

e Gepen Wwir Gberdief, der Kiivge wegen,

dp = xdw, dp/ = pdw, dp/’ = p/de u f

il Sey nun wieder in der Gleichung (A) ded §. 153 die Grofie
{ u=—X und »=x, fo erhdalt man, wie yuvor,

fXdx = Xx -—f(:i?)\d\;

ober nach unferer eingefibrten Bejeichnung

dX
[Xdx = Xx — f(‘ m) dp.

it dann in der Gleidhung (A) die Gréfe

dX
n= (E) umd v = |




fo hat man

()

St ferner

- (e [E)er

dz X
= ('L_ 7) und d» = dp/ = pde oder v = p/y
adw-=

fo hat man

)= (D) r = fE)w

Auf diefe Weife erhalt man

: 74X d2X ds X
de:‘:xx_l)\[ltu)_-l ( )mp”(llna)_

weldhes die von Taplov fir das Sutegral [X d x gegebene Neibe ift.

Ex. @ey
(]S = d.\'.‘l/;\: GERiE
gegeben.  Hier ift alfo

X — Va* — x*, und baher ( )

@est man daher do = xdx, fo wird man l)abln

dX e cl X 1
(Ll 2] i {1 t ) SR ST . & 1
A3 X 3 da X 3.5
( oy e e f
lm X3 d o X7

Ferner ift

P = fxﬁc-) = [x*dx = 2x3,
1 i % I £
pl= .3_5-X', P! = ?)———-& W Tor

fo baf man daper fur das gc{nd‘tc Sntegral erhalt:

x7

D - v 1 : 10 b & T.t:j
de\/a*-x» = Xx -} 3 T o e -+ 3.5.7"?{1‘-_“-“'

20
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XXVI

Allgemeine anndhernde Methode, be-
qranite Jutegrale 3u beftimmen,

§. 159. (Begramte Integrale) Sey Xdx ein gegebener

Differentialausdruck, deffen Integral die Grofie
XL

vorftellen mag, wo C die Conftante der Jntegration begeichnet, die,
nady dem Vorhergehenden (§.135), jedem Integrale hinzugefigt wers
den muf. Da diefe Conjtante im Allgemeinen unbeftimme ift , und ihe
Werth erft dann angegeben werden Fann, wenn man den Werth des
Sntegral8 X/ fiiv einen beftimmeen Werth von x fennt (wenn man
5 . weif, daf XY= A fiir x=a wird), fo nennt man bdiefe Jnte=
grale unbeftimmte oder unbegrangte Integrale.

Hat man 3. B. den Differentialausdruck d y=x2dx gegeben, fo
ift befanntlich das Integral desfelben

y = x4 C,
ein unbefiimmtes Jntegral, da der lepte Ausdrud gilt, wo man
auch,” das x zu gablen, anfangen oder aufhoren mag. Nebmen
wir aber 3 V. an, daf wir diefe Grofie x mit dem Werthe x=a
su gablen anfangen, und daf fiir diefen Werth von x die Grofie y ober
bas gefudhte Sntegral gleich Null fey, fo hat man
o == 1a% -} C,

und dadurcy ift die Conftante € der Jntegration beftimme worden, da

man hat C=-—3a%, {o daf alfo unfer, wenigftens in feinem Anfange
beftimmte JIntegral gleid) ift
y =i (2 —a),

und diefer Ausdruct von y gilt fir fe den Werth von x, wie groff oder
wie flein man aud) denfelben annehmen mag. Cr ift daber in Vegie=
bung auf feine Ausdehnung, auf das Ende von der verdnderlidyen
Grofe x, nody immer unbeftimmt. 2RIl man aber aud) diefes Enbde
von x, oder will man auch die zwepte Grange des Integrals fefifesen,
und ninmt man 3. B. an, daf das Jntegral mit x=a anfangen, und
mit x=>b enden foll, fo hat man e¢in an feinen beyden Grdngen bes
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fimmtes Sntegral, und foldye Jntegrale werben begrdngte JIntes
grale (Intégrales définies) genannt.  9Man pflegt fie auf folgende
Art gu begeichnen:

" :
J *dx = = (b? —aY),
b

indbem man dem Integralzeichen [ die bepden Werthe von x beyfiigt,
fite weldyen das Jntegral anfangen und enden foll,
Wir haben oben (§, 146) die unbeftimmten Integrale des Ausdricts

j‘ xmdx
/'__.?L
Vi — x*

gegeben, wo m die-natiirlichen Sahlen 1, 2, 3... bejeichnet.  Sudt
man aber die begransten Integrale diefes Ausdrudts, und gwar swifchen
ben Grdngen x==o0 und x=1, fo hat man dad unbeftimmte Jntegral
y = f-—j—M_lx.___ SV + C;
Vi — x2

fiir x=o0 wird y/=1, und fir x=1 witd y/=o. Subtrahirt
man alfo den jwepten diefer IWerthe von y von dem erften, {v erhalt
man dad begrangte Integral

f

xdx

— =1
1.-\/1 Lo

Gben fo war das unbeftimmee Integral

x2d x it et 5
Y= = — -_;XVI — x* - £ arc. sin, x,
Vi — x2%
Da aber arc. sin, 0 = 0 uUnd are,sin, 1 = s ift, {o [)ar' man

fiir das begrangte Jntegral

LI B ’
P i
oVl — x*

Behanbdelt man eben fo alle fibrigen, in §. 146 angefithrten Jn-

tegrale, fo erhdlt man, wenn man der Kirse wegen X ftatt /1 — x*
fchreibe:

3 "x d
g‘ — L unb f atl
o X 2 o X
f’ x2dx S Yxidx .
e 9 —_— Z,
— |5 =:

‘x4 x U] 3 ‘x5 x el
i I e e T T ; R e
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fo dafi man daber allgemein erhalt:

Moxend x 3, T e
J, ST s : 2 und

o N e DO o 2 n 2
“xanr  x ai . 608 o 2n
o X _I_:-d.l:)--".ll}..,{zll-i-‘lj’

und daber aud

¥ xangd x ‘xent1 d x 1 5
e ) = o,
o fu X ARIS=RT N

Biv werden diefe durc das gefammte Gebiet der mathematifchen
Analyfis febr wichtigen begrdanyten Jntegrale in einem der folgenden
Abfchuitte diefer Schrift naher betradyten.

§. 160. (QAnalogic dev Integrale mit Den Summen Jer
Differentiale.) Nennt man F (x) 4 C das unbeftimmte Integral
ded Differentialansdructs f(x)dx, und nimmt man diefed Integral
swifden den Lepden Grdangen x=a und x==b, fo bat man, nad
§.159, fiir diefes fo begrangte Integral den Ausdruck

f:f(x) A5 BT ().

Wenn man nun der Grofe x nach und nach unydblig viele Werthe
beplegt, die in unendlich Fleinen Abftufungen von x=a big x=Dh
wadyfen, und wenn man diefe allmapligen Wergroferungen von x durd
dx begeichnet, fo [aft fich leicht geigen, dafi die ©umme aller fo ent-
i ftebender Werthe von f(x) d x gleid) dem begrdangten Jntegrale
il F (b) — F (a) ift.

il Denn wenn man , nach dem Geifte der Differentialvechnung, bdie
i boheren Differentiale gegen das erffe weglaft, fo hat man, {don nad
dem erfien Begriff eined Differentials, den Ausdruc

F(x4dx) — F (x) = f(x) dx

DBegeichnet man demnady durd) 8;, 8., 95 ... 5. eine unbegrdnte
| Angabl von unendlich tleinen Grofen, fo daf man hat
5+ 6+ 6 +...+8=Db—a,

und nimme man fir die bepden Grofen x und dx nad) und nach bdie
Grofenpaare

a und o,

a —-f- 0y »
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a - & 4 6, und 9y,

=’ )

b —d: 2 &y
fo ethalt man
F (a4 ) — F (a) = f(a).8,,
]“ (ﬂ ——I—v él ~!—- (\.:) = ({l -Jl— r") — rli.l -§— :\;) . :“_, '
Fatd, 48, 408) —F@to48)=1(-+ 3 +8) 5
F (1)) — F (b — &) — f(b-— 8n) + Suy

und die Summe dicfer Gleidyungen ift,

F (b)—F (a) = £(a).6; 4 £ (a~5,) .8, F (a4 0,48.) . 5.
e £ (b= 0a)s Ot

wodurd) der oben ausgefprodene Sag beftatiget wird.

Man fann ficd) diefen Sap verfinulichen, wenn man fich durdy
bie Grifen 8, 6, ... die Juwadfe der Abfeijfen, und durdy f (a),
f (a 4 8,)... die gu diefen Abfeiffen gehorenden Ordinaten einer Curve
MNPQ (Fig.31) vorftelit, fo da AB=a, AU=Db und BC=3s,,
CD=5,...; ferner BM=f£(a), CN=f1 (a-6,)..., und endlid
die Flachenrdume AHMB = F (a), AHNC =F (a+9,)... und
AHVU=F (b) ift.

ﬂbrigené febt das Worhergehende, wie man fieht, voraus, daf
bie Funftion f(x) gwifden den beyden Gringen x =a und x = b
ftetig fortgehe, und nicht etwa irgendwo unendlid) grof iwerde.
Rir werden auf diefe widytige Vemerfung fpdter wieder guvids
fommen,

6. 161, (Allgemeine anndhernve JIutegration.) Alle bisher
betrachteten Sntegralausdriicke laffen fich unter der Form JE(x) dx
varftellen, und man Fann, nady §. 89, diefen Ausdruc immer ald bdie
Klache einer Curve betrachten, von welcher x die Abfeiffe und y= f(x)
bie dagu gehorende Ordinate ift. Nimmt man die Quadratur Diefer
Fldche swifchen den beyden Grdngen x=a und x=b, fo erhalt man
das begrdngte Sntegral

f’[ &) dx
€8 fey alfo der Augoruct
Y= fif(x) dx

gegeben , wo Diefes Integral durch Feined dex bisher angefuprien DNit=
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tel, felbff nicht durd) NReiben (§.155), ju finden ift, ja wo felbft die
Sunftion f(x) nodh) unbefannt feyn fanu, fo daf man blof die TWerthe
diefer Junftion fir einige gegebene Werthe ihrer Stammgrofe x Fennt.
tebmen wir §. W, an, daf man folgende jufammenhingende LWerthe
von x und f(x) habe:
X3 eelne ignt g, i O Rl R Tl SR
R AR Ul T o By Pt e R -
Dief vorausgefest , fieht man leicht, daf £(x) unter die folgende
Form gebracht werden Fann :

f(x),z-‘i—-'l.xw—lj_x—c,x-- d”'A

8. ha. e id

+x.x-b.x—-c,x—-d”.
aJa—bila—e.a—d,,,.

X1, Ae— ] X =— el sx ——d

<

| JJ,[TF-‘_‘_{A.J)—C.IJ—-“

: C 4+ u.f.
(M. {. Cauchy’s Cours d’Analyse. L p. 525,)
Multiplicivt man alle Glieder diefes Ausdructs durdh d x, und
fest ibuen dann das Jntegralzeichen [ vor, fo erhalt man
A n
}"=er(‘) dx e TS e J dixia—x.b—x, c—x,d—x,,,
B

a.b—a.c—ad—a,.,
C

fidx.b—x.c —x,d—x...

+

—[xdx.a—x.c—x.d—x,,,

‘lJ:il:—--ll,C S T = F
. bt --—fxdx.ﬂ——-x.h——-x.d-—t
S SR e R e Gatkdbic
U e i

Hat man daber nur zwey Werthe von f(x)=A, und B fiic
x=o0 und a, fo wird der vorhergehende Ausdruck

a Al B~
y :ff(x)dx = 2 fdx(a—x) 4+ = fxdx;

o a: % ' s L

alfo audy, wenn man nady den JIntegrationen x==a fept:
y = 3a (A4 B),
fo daf daun die Flache y, gleich dem arithmetifhen Mittel, gwifchen
den Grofien aA und ab ift.
Hat man aber drey Werthe von f(x)=A, B, C... fix x=0,

a, b, {o gebt der vorhergehende allgemeine Ausdruck in den folgenden
tiber:
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y:lifj,f(x)ﬂx:-s\—-fdx (a—1x) (b—x)
+a{h t"kdx(b—_‘\')—[_h fxdl(il'"'k)

Sebt man hier, nach den Jutegrationen x..-.b, fo exhalt-man
fiie den gefudhten Werth des gegebenen Jntegrals
Ab B b3 Ch(3a—2b
Kigent T g e o
und {o fann ntan fm‘tgef)cn, indem man vier, finf und mehe der gege-
benen Grofen A, B, C... in Betvachtung ieht. Allein viel einfacher
werden diefe refultivenden Gleichungen , wenn man die Differengen dev
auf einander folgenden Werthe von x unter fid) gleid) grof nimme, d. .
wenn man b —a —c¢c—hbh=d—c... fest. Auf diefe LWeife finvet
man fiiv das Integral y = [f(x) dx wifhen den bepden Gringen
x=a und x==a- m nad) ber Ordnung folgende Ausdructe:

f1+lnf (x)dx = Im [f(a) 4+ f(a 4 m)]
tm [f(a) 4+ 4f(at2tm) 4 f (a4 m)]
sm[f(a) +3f(a+sm) - 3f (a-f-5m) +-{(a+m)]
N

Qdft man alfo die Grife x =a durd) gleiche Intervalle s wadfen,
fo daf x nady der Ordnung gleidy a, a5, a420, a345... wird,
bis endlich der leiste diefer Werthe von x=1>b wird, fo wird man unfer
swifdyen diefen beyden Grdngen x=a und x=>b eingefchlofjenes Jnte-
gral, auf folgende Weife darftellen.

y =

ﬂ !1

I 2Wenn man blof zwey Werthe von x, ndmlid) x—a und
x=b fennt:
b
g :f_ £(x) &ix == [ HeE @
I, 98enn man drep LWerthe x=a, a-}-o und b Fennt:
= 15 [f(a) + 4f (a4 0) 4+ £ ()]
111. SIGcm: man vier Werthe x=a, a5, a-}-25 und b fennt:
y = 26 [f(a) 4 3f(a+3) + 3f(at28) 4 fb].

IV. RWenn man fiinf Werthe x—a, a5, a-}206, a+4396
und b fennt:

y= 28 [7f (a) 4 32f (a-} 8) 4 12F(a - 25) - 32f (a=}-38) 7L (b) ]
WA R

N R
e

—
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Ex. lm auf bie vorhergehenden Augdriicte ein fpecielles Beyfpiel
anguwenden , fep
: d x

G 1 X
gegeben, fo daf man dafer das Jntegral fit swifdhen den beyden
X
Grdngen x=1 big x==2 in Zabhlen angeben foll. €8 ift beFannt,
vaf y = log.nat, 2 = 0.6931472 ift, eine 3abl, welche bie vorher:
gehenden Ausdriicke defto genauer wieder geben follen, je weiter man
in ibnen fortgeht.

e unfer BVepfpiel it a==1 und b=2, f(a) = 1 =1

d
f(a-9) :_—_ﬁ und f(b) = =1
@Gebt man alfo in L. die Grofe 5=1, fo ift
y =141 = o
Su 1L aber ift 6 = £, alfo aud)

y =30 + 42 = obos
Sn M1, it ¢

b= ud y = (14§ 243 = 0.69375.

Sn IV. endlid) ift

3 M,y =T sk anak ot 2= 0093194,
alfo das leste Nefultat nur mebr um o,000027 ju grof.

o E—

§. 162, (Andere Darltellung des Vorhergehenden) Da
biefe gang allgemeine Methode der Jutegration von fo grofer Wichtig-
feit ift, fo wird es nicht unangemejfen feyn, fie nod) auf eine anbere
LWeife darguftellen.

Nehmen wir, wie juvor, an, daf die Grofe x =a nad) und nach
um die Fleine Grofe 8 wadife und ina, a5, a-25, a-L-3s5, ..
tibergebe, bis fic endlih a 4~ no = b wird, {o daf demnady swifchen
den beyden duferften Werthen a und b eine Angahl von n— 1 Jwi:
fchenglicdern entbalten ift, und daf wieder, wie oben (§. 160), F (x)
pag unbeftimmte Integral von ff(x)dx, alfo audy

D8 begrangte Sntegral ff(x)dx von x=—a bi§ x=D>b qusbdriice.
Wenn nun a in feinen nddyifolgenden Werth a -5 dibergeht, fo
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hat man nach) Taylor’s Theorem (5. 39):
dF a gz d>F a 83 d>F a
P = Fa 0  —— —— e —_ i
F("+5) dnk da 1.3 d a2 1.2,3 d as
r : 11x 12 f'x
Gepen wir der Kiirze wegen S X fix, — =frx, uf
€ dx d x*
, : 4 1.F x
Da mun Fx = [fx.dx ijt, fo hat man gud 1—1-— = fx,
ax
d.Fa d* Fa d,fa EL
und eben fo —— = fa, e f/a u. f., fo daf daber
« d= d

der vorhergehende Ausdruck von F (a--0) auch fo gefchricben werden
fann:

F(a}6) = Fa -} 6.fa - s0*.f/a 4 ;.‘-(“‘.f“a -+ ...
und gang eben fo erhalt man anch fiir die ndchfifolgenden Werthe
F(a-}28) = F(a-}-6) -+ 5. f(a-l9) {_ 182, f/ (a -1~ 8) + cHEY
F(ad-38) = F (af-28) 4 5. F(acf-20) 4 2500 (a-20) . o

F(a+-nd) = F(a-}ns—2s) 4 8. f(af-nds—0d) ;6% . f4(at-no—d8)+...
Addirt man aber alle diefe Neihen jufammen und bemerft, vaf

nd=—>b — a ift, fo erhalt man

F(b) — F() =id.>f(a-]-19) - 56 =f/(a -} 198)

1

A 1o =M (a418) 4 ... (3)s
wo i nach der Neibe die Jablen o, 1, 2,3, . . ., und Wo = dad
Summengeidyen angeigt, das fich auf die n Werthe von & begieht, die

swifchen i=o0 und i =n-—1 enthalten find, fo daf man . 2. bat
=f(a4-18) = fa 4 f(a--8)4-f(a-|-25) 4 ..o f(a4nd— 5).
Nimme man nach und nady die Srofen £x und f/x, oder f/x und

firx u, f. w. ftatt den Grofen Fx und £x, fo erhdlt man cben fo
fb — fa = 8.=f(a }19) —-I-- Lot =1 (a 4 19) —1— v Tai

frh — fla — 6.=H(a —|-10) + ...
Dief vorausgefest , wird man, wenn man die dritfen und hobe-
ren Potengen der {ehr fleinen Grofie o weglafit, in der ®leichung (a)
ftatt £ 62 = (a--10) fepsen Fonnen ;8 (fh—fa)—7 6% (f/b—1'a),
und ftate 288, =4/ (a4-1d) » » Lo (f/b — f/a).
Diefemn gemdp wird alfo audy die Gleichung (a) in folgende libergeben:
F(b) — F(a) = 6.=((a4-1id) 4 +6.(fb — fa)
— L5t (b — {/a);
oder was dadfelbe ift, man wird haben
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b
¥y =f f(x)dx
=5.[;—['ﬂ—[—f(a—{-—ﬁ)-{—f(a-i—gﬁ)—{— —[—r(a—i—-nﬁm—ﬁ)-—‘--_}[])]
L5 L (BD —818) oy (M)
und diefer Ausdruct wird das gefudhte 3’111:cgm[ f f(x)dx befto ge:
nauer darftellen, je fleiner die Grofe & vder %(h—a) ift, und je lang=
I
famer die Funftion f(x) wifchen ihren beyden Grangen a und b fid
dndert.  Jn den meiften Fallen wird man das lepte, in 6* multiplicivte
Glied, gang weglaffen Fonnen, fo daf dann die Gleichung (A) nur
die befondern Werthe von f(x) enthdlt, die in abhlen gegeben feyn
Fonnen , obne daf die Form diefer Funftion befannt yu feyn braudyt.
Ex, Wenden wir diefes auf unfer vorhergehended Beyfpiel an,
2 .
wo y =j % su fudyen ift, fo bat man f(x) = 1, alfo auch

fa:%, £b = -, f(;:—-[—ﬁ):;\_;_—a, f(at20) = —— _N,uf

Nimmt man auch noch das lehte in 6 mllf(tp[iulu Glied der
Gleidhung (A) in Nuictficht, fo ift
fla=— — und fIb = — —I;.
az b=
Sheilt man dann das Jntervall b—a in n gleidhe Theile, und
nennt jeden diefer beile 6, fo iff 6 = I-Il(h —a), und daber die Glei

dung (A)

f“dx [ n+>+#ﬁ+ a3 2

1 1
_{— .’1+(Il—ljo + P ;1..{_5[5;] T [-— I l’z:l
ober Da a=1 und b=-= i|'t
14~ :: ' 1-—1—-&0 + Migh

Y. -—'.r — 5
1 1
o - —_ =
_{ 1 - (n-—-—l)a 2 (n - ‘ll‘a)] i

Ymmt man blof drey Theile, oder iff n =3 ud s =1, fo
bat man

+ l—‘ —iy =0 {1{)3050.

e O IR R
ummt man aber vier Theile, oder it n—=4 und =17, o

hat man ,

y=ilt bt ] — o = 06gBia v

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\
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XXVIL

Sntegration der vollftdndigen Diffeven:
tialausdriicde von gwen oder mehr ver:
andervlichen Grofen.

§. 163. (Integration dev voll{tandigen Ditterentialans-
driicke fiiv swey Varviable) St u eine Funftion von jwey verdn=
detlichen Gréfen x und y, fo hat das Differential diefer Funftion (nad
§. 54) die Form

du = Pdx -} ﬂnh,
o B = ({ = r Q= (ﬁ) die pavtiellen Differential-Coefficienten
vou u in Beyi af)unq auf x und y find. oll nun der gegebene Aus-
druck Pdx - Qdy ein vollftandiges Diffevential feyn, d. b. foll
fich in der That ein endlicher Ausdruct von x und y angeben [ajfen, der
das Jntegral von Pdx - Qdy ift, fo muf, nach §. 58, die Bedins
gung8gleichung beftehen:

d B d 0
LS — i S S Bl
d \) (ul x) = )
Rebmen wir daher an, daf diefe Vedingungsgleidyung in der That

Gtatt habe, und fuchen wir das Integral u des gegebenen Ausdruds
du=Pdx ﬂd\'

(l 1
3u diefem Jwecke wollen wir guerft die Gleidung P = e ober
X
du = Pdx blof in Vegiehung auf x integriven, fo daf man hat
u= (Pdx 1| ¥
wo ¥, al8 eine nod) unbeftimmte Junftion von y, vie Stelle der Cons
ftante der. Sutegration (§. 135) vertvitt. Seben wir, bder Kuirge we=
x
gen, diefes Jntégral [Pdx = U, fo daf man fat
a=U- Y.
Um nun dic Conftante Y ju beftimmen, fo gibt die leste Glei-
dung, wenn man fie in Vegiehung auf y differentiive:

et
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du
— V=) f{ii:
oder da (d)) Q ijt
4y 17) val=iil
. B dy
ober , wenn man integrivt:
3 11
Y — 0 L (¢
T e s
@ubftituict man aber den fo gefundenen Werth von Y in der vors

hergehenden Gleichung u=U-+Y, fo hat man fiir das gefuchte In=
tegral der gegebenen Gleidung du=Pdx 4 Qdy

=3 3 ) G
=0+ Q= (z;)] ars
ein Ausdruck, der vollftandig beftimmt werden fann, Dda bie Grife

ety dU 5 ol sl AR : fo 1A
L{\) 4% (1 )J — S bIo§ eine Funftion von y iff, die fein x ents
- ay

palt. Denn differentiivt man diefe Grofie blof in BVegiehung auf x, fo

ds do 2T
(52) =)o (aym)
dz U dr
ober da ( ) = ( ) i
dydx dy
d U dP
(o) —0n) (ol
alfo vermége der oben aufgeftelten Bedingungsgleichung
dS
G
aum 3ud)cn, daf die Grofie S von x gang unabbangig feyn muf.
. 9Bdre man, ftatt von P, von der Groffe Q ausgegangen, und
hdtte man das in Vesiehung auf y genommene Jntegral
j'{;} diyg =V
gefest, fo wirde man fiir das gefuchte JInfegral des Ausdrudes
du=Pdx - Qdy erhalten haben

u‘m vV 4 JT_I.’ (3\7)_1 dx,

i dvy . L :
wo wieder die Grofe P — (I-]‘-;-) eine blofe Funfiion von x ohne y ift.

¥ rlx —xdy

Ex. L St der Ausdruck du ==~ :

hat man

gequbcn , tweldyer

h ¢

x2--y?

der Bebingungdgleichung (1) geniigt, dba P —= _iT_-; und Q=—
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ift, fo Dot man

U ,1}”“ are. tang ~ umd ('H)
= |- __ — are, tang. — 1
J)-L+x- y x +v'—’

alfo aud) 3
e

und daber fiir Das gefudhte Integral
X
u == arc, tang. }

Ex. IL. St der Ausdrud

(11 l‘\'-’-(l}' x:lx -]—-wld\
Qe et e S e LS lineS P
X a(x-y) +}._

gegeben , welcher der Gleichung (1) cbrnfaIIﬁ gcuug thut, fo hat man

Q_-:.._l,_ Y __, qalfo audy

2 (x4 Y) \/\ +y*
Y. d
V=/Qdy = :log. (t—[—v)—-\/,\---ﬁ—y“ und P —»( \) —

dx

und dabher das BL]”L'{‘{L’ Sntegral

= tlog. (x+7¥) -+~ log.x — \/\ -«]- 1

§. 164. (Integration der voll{tandigen Differentialans~
Yriicke von drey Darvtablen)) Die Differentiale diefer Gattung has
ben bdie allgemeine Form

du = Pdx 4 Qdy -+ Rdz,
und wenn diefer Ausdruct ein vollftandiges Diffevential, d. h. wenn
er in der That integrabel fepn foll, fo mijjen gwifchen den Grofen
P, Q, R Die drey oben (8. 58, 1) aufgefiellten BVedingungsgleichuns
gen Gratt haben.

Dief vorausgefest, witd man, um dad Sutegral u ju finden,
juerft nady §. 163 das Jntegral von Pdx - l)d} juchen. ey die=
fes .jnft’glﬂ[t gleich YV, fo hat man

= [(Pdx+4+Qdy 4 Rdz) = W + Z,
wo Z 11101'; eine Gunftion voun Z feyn wird. Dasd voljtdndige Diffe:
vential der legten Gleichung ift aber, da W cine unftion von x, y
und z ijt:

Pdx + Qdy + Rdz = (‘”‘) dx (““) dy
a5 (‘1“) de 4 a7

e
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Nimmte man daber je zwey der Wariablen x, y, z ald conftant
an, fo erbdlt man

4w d W d W il?;
P = (‘(-1-‘- ( ) umd R = ( ) +

Die lepte diefer drey Gleichungen gibt fofort

2= e alee) e

und fomit iff das gefudyte Integral

T P 'l AT
u=W + J I.i—-('d‘:-)] dz,

- VYN A ;
wo wieder B — (:&) eine blofie Funfeion von z iff.

Ex, ©ep die Gleichung gegeben

Rt x[lxj—‘ \_d:-—|-. zdz 4+ zdxl' - x“r]z St 2dz,

VXt y* + 2 x* A u?

die, wie man fieht, den drey BVedingungsgleichungen ded §. 68, I
ent{pricht.

Sept man nun Pdx 4 Qdy =dW, fo erhdlt man, nad §. 163

W = \/le--]—yl--{-z2 —- arc. tang, :,
alfo ift auch

d W X dW
(d_,) V\_+) —|-/--_xl‘+”ﬁ und B—(v)_z

fo wie i
fL= ()]0 =2

und daber dad gefudhte Jutegral
Tl — \/x*—!—y"-«{—z-*’- -} arc. lan.::;.;t -+ Fa%,

Man fieht , wie fich dief auch auf Funftionen von mehr als drey
DBariablen fortfesen [Aft.

AR VA TR A R R
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XXVIIT.
Sntegration der Diffeventialausdrude
per zwepten und hoheren Ordnung.

§. 165. (Integral von d*y = Xdx*). wisher baben wir
nue die Ausdriicke der Form
dy = Xdx
behandelt, wo X irgend eine Funftion von x begeichnet. €8 fey nun
per Differentialausdruct
AR = X dx2
gegeben, wo X wieder eine Funftion von x ift. Da man diefen Aus-
drucE aud fo {chreiben fann:
12
¢t = xa Xy
X

(
fo hat man fofort, wenn man dx al8 conftant betradtet,
fiiv das Jntegral ded lesten Ausdruds

‘T]l—‘\ = [Xdx 4 C.

@ept man damn P = fXdx, foift dy =Pdx - Cdx, und

paber, wenn man wieder integrive:
yoe= [BdxalrCx =00
wo C und G’/ die Conftanten Der bepden Jntegrationen find. Stellt
man den Werth von P wieder her, fo hat man
y = fdx[Xdx + Cx + € . . « (D)

1. Shtan fann aber audy, mittelft der theilweifen Sutegration (§. 153),
diefes Doppelte Integral auf jwey einfache gurdcfibren. Denn febt
man in der Gleihung fudr ==uv — fvdu die Grofe u=P und
x=y, {o bat man

fPdx = Px — [xdP = x [Xdx — [Xxdx,
alfo audh fiir das gefuchte Jntegral
Vii=— .‘c_}',‘-{dx — f\(xﬂx Jio, Bl
in weldhem Ausdrucke man eigentlich
S Xdx o G ftatt  [Xdx, und

Litteoin's Anl. §. Hobh. Math.
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JXxdx 4+ C/ ftatt fXxdx
feben muf.

Ex. Jjt dic Gleichung d*y = x*dx> gegeben, fo iff X =x2,
alfo aud
SXdx = 2x* und JidxfXdx =ifdx >5x? —
und daber, nad) der Gleichung (I):

y=gﬂ;+ﬁx+0’-
!Ai

x4
3.4

’

CEben fo ijt
xfXdx = xfx?dx = x(3x* 4 C) umd
fXxdx = 2x4 - C/,
alfo auc) beyder Differen nach der Gleichung (11):
}':7}1'—;— Cx — C!
3.4
wie guvor, da die Grofe C/ pofitiv oder negativ feyn Fann,

§. 166. (Differentialausdriicke der dritten und hiheren
Ordnung.) S ein Differentialausdruct d®y == X dx* gegeben, wo
X eine Junftion von x, und wo dx conftant vorausgefest wird, fo
bat man audy

diy dry d2 y

— = Xdx;, umd daher — = [Xdx - C.

dxz . 'dwe dx

Aus der lesten Gleidhung aber folgt
‘]: — dx(Xdx4 Cdx odet 31 = fdx [iXdx < Cx Gl
und daber, wenn man noch einmal infegrive :

y = fdxfdxfXdx 4 Cx* 4- C/x <} Cu,

da man offenbar ftatt £ C aud) die unbeftiimmte Conftante C fubftituiren
fann.  Cben fo wird man fir d4y — X dx* das Jntegral erbalten
y = fdxfdxfdx fXdx 4 Cx® 4 C/x* 4 C¥x |- ¢ u. f

Ex. Die Gleidung d®y = x> dx® gibt X=x2, alfo aud

[Xdx = ;x5 -} C,

fdxfXdx = [(x’ 4 C)dx = T. 4 Gx Gl

fdxfdxfXdx = f(;:-l- + Cx Cf) d x

X

— = L e
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I Auch Fann man, wie in §. 165, 1., diefe jufammengefesten
Jntegrale auf einfadye guricbringen. So Haben wir aus der Gleichung
:r]\\ = X am angefiibrten Orte bereits erhalten:
y = x[Xdx — Xxdx = ffde'l.
Jit nun die ndadyftfolgeude Gleidhung d*y = Xdx® gegeben, fo
fatten wir bereits oben fiir das Sntegral derfelben gefunbden
y = fdxfdxfXdx = fdx[[Xdx2,
@ubftituirt man in diefem Ausdrucke den vorhergehenden LWerth
von [[Xdx*, fo erhdlt man
y = [xdx [Xdx — fdx[Xxdx.
©Gept man aber in der Gleihung fudy = uy — f»du
u = fXdx und » = x2, foift
JxdxfXdx = Ix*Xdx — T[x*Xdx.
et man in derfelben Gleichung
u = [Xxdx und » = x, f{o ift
fdxfXxdx = xfXxdx — fx*Xdx,
Gubftituirt man endlich diefe Werthe in dem vorhergehenden Ans=
drudevon y; fo erhdlt man fiir das Jntegral der Gleichung d¥y = Xdx3
y = ix*fXdx — x{Xxdx 4 £[X*dx.
Fabrt man fo fort, fo erhdlt man die folgenden Sntegrale:
NBon ver Gleidyung ift dag Jntegral:
dy = Xdx y = [(Xdx;
d*y = Xd 2 y=+[xfXdx — fXxdx],
A o : :
-I-j!_x"‘[.{d:\‘-—ﬁxj\.\;Jx—-i—f_-\x” dx]|,

|

[]::}, — X dx3 ¥y

fy=Xdxt y=_——[vfXdx—3xfXxdx
X i e t

+ 3 xf..\'l dx — f}U d x] i fe,
o die numerifchen Coefficienten die des Vinomiums find, und wo das
efef des Fortgangs diefer Reiben fiir fich dentlich ift. Ubrigens muif-
fen aucy bier die Conftanten jeder eingeluen Jntegration befonders be-
Hidichtiget werden, wie dief fchon oben (5. 165, 1) bemerFt worden ift.
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XXIX.
Ouadratur der Curven

§. 167. (Quadratur der Parabeln und Gyperbeln) Wi
wollen nun in diefem und den jwey ndchftfolgenden Abfchnitten die bis:
her vorgetragenen BVorfdyriften dev Sutegralvechnung auf die Geometric
amuvendert.

tennt man F die Flache, welde swifdyen gwey Ordinaten eine
cbenen Gurve enthalten und auf der einen Seite von der Abfeijjenary
auf der andern aber durd) den Vogen der Curve begrdngt ift, fo Haben
wir bereits oben (§. 89) fiir das Differential diefer Fldche den Augdrud
@ dF — ydx
gefunden, LWenn man bafer aus der gegebenen Gleidjung der O
viefen Ausdruct auf die Form
dFF = Xdx
bringt, wo X ivgend eine Funftion von x ift, fo wird man, durd die
Sutfegration diefer Gleichung, nach den vorbergehenden tegeln, den
SBerth der erivdhnten endlichen Flache F, durch x oder y ausgedridt,
bejtimmen , und in diefer Beftimmung befteht die fogenannte Quabdr:
tur der Curven,

§. 168, (@.lil’lhl’ﬁtlll’ der ]Jilt‘lll‘ll‘l,) @o haben wir a. a. 0.
fiie die Apollonifdye Parabel, deven halber Parameter p ift, die Ol
dhung y* = 2px, alfo aud)
dF — dx.Vapx
erhalten. Das Sntegral diefer Gleichung ijt
F 2y/apx® 4 C ober
F sxy 4+ C.
3dhlt man diefe Klache ¢ wvon dem Scheitel der Parabel, fo (il
o—o fiir x=0, alfo aud) C==o, und man erhalt

Il

F = ixy.
Raplt man aber piefe Fldche von berjenigen Ordinate, bie durd
ven Brennpunft der Parabel geht, und fir die y = p, alfo aue
x = > p.ift, fo verfdhwindet dad Sutegral
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F = 2Vz2px3 | C
fiir x= Dy wodurdh die Conftante € = — Fp*, und daber die ge=
fuchte Flache

Biss Sy~ gps
witd. @udyt man endlich diejenige Flache, weldhe awifchen den beyden
Ordinaten y==a und y=Db entbalten ift, fo findet man

l vilxe— 51,“. (b® — a®).

1. Die Parabeln der hiheren Orduungen haben die Gleichung
)|“ |— axm!
woraus folgt
m - m-n
s I

F=[ydx = fn;,:. i

dx = x * 4 G
m -4 n

1I. Gben fo hat man fiir bie Hyperbeln dev hoheren Ordnungen
xl'll }.-Il — a ’
alfo aud)

- n—m
nan —

F:fydx:mx' -+ C.
§. 169. (Quadrvatur des Greifes und der Elliple)) Sit
BP = x (§ig. 11), FM =y und der Halbmeffer des Kreifes BA
fo ift die Fldche des Ab[chnittes B M P
F= [yds = fdx\/-.aax-— X

=1,

alfo auch

] BTN a—x
F = — i{a—x)Vaax — x* - ;a* arc, cos -

6,

Da fiir x=o0 aud) F=o0 wird, fo ift aud) C=o0. Man er=
fonnt Teicht in dem erften Theile diefes Integrald die Fldde des Drey-
ecf8 APDM, und in dem gweyten die Slddye des Kreisfectors BM A,
Fir x = 2a erhdlt man die Fldche des Halbtreifes = 5 a*=, alfo
auch die ded gangen Kreifes = a*=.

Sit aber der Anfang der Coordinaten im Mittelpuntte A des Krei-
fes und AP=x/, PM =y, fo hat man fur die Fladhe NAPM

over

e s— I —— 1
R j'dx‘\/az S e — }X’\/a'z = 2 —}— Za? arc. sin.-} -41— L

a

I Fiir die Cllipfe, deren Halbaren a und b find, hat man, wenw
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der Anfang der Coordinaten im Sdeitel der grofien Are 2 a ift :
1 e P L S
yE— {-\/cax = x*,
alfo audy fir die Slahe BM P

I Moo lSEl o
= a—thlx\/'_‘.ux—x’,

oraus durd) Jntegration folgt

a-—x b(a—x
F — T e S

B e
Vz2ax — x2,
a 2 a

Wenn man alfo tiber der grofien Ave der Clipfe, als Durdymef:
fer, einen Kreis befchreibt, fo verhdlt fich der ellipeifche Abfhnite ju

i : A PR thec] :
dem des Kreifes, wenn bepde diefelbe Abfeiffe baben, wie —: jur Cine
: =R Bl o ! Bl
beit. Alfo ift auch die Sldche der gangen Cllipfe gleidh —: ax — abx

IL. Cben fo findet man fir das Differential des elliptifchen Aug:
fdnittes

abdx

d. BAM — —— = dF.
2 Vat—xz
Berldngert man die Ordinate P M , bis fie den ertwdbnten Kreis
in M/ fdhneidet, und nennt F/ den Kreisaus{hnitt BA M/, fo ift

aldx

d. BAM! = . —_— = d F",
2V a2 —x2
: dF ab b F b
alfo wieder dF" = a7 =5 1md daber aud) et
i a* i Z a

IIT. e die Hyperbel, deren $Halbaren a und b find, hat man
b ——
Y= w \,/_\l — at,

alfo ift auch der Boperbolifdhe Ausfchnitt, der wifchen der balben Are
a, gwifen einem Bogen der Hyperbel und swifchen der geraden Linie
entbalten ijt, weldje den Endpunft diefes Vogens mit dem Mittelpunfte
der Hyperbel verbindet , gleidh

dx

sab § —— tablog. (2x -2 Vx’-—ag).

X% — a2

Biebt man diefe Fldche von der Hes techtwinfligen Dreyeds ab,
deffen Catheten x wnd y find, fo cxhalt man fifr die Slade OBM per
Dyperbel (Fig. 33), deren Seheitel in O liegt :
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OBM = ixy — fablog.(2x 4 2V x* —a*) 4 C;
ober da y =:{- Vxt—az ift, und da diefe Flihe OBM fiir x=a
verfchwinden foll :

b e g gz
OBM =" 2 v gL gy o, ER VR R
2 a a

§. 170. (Quadratur der tranfeendenten Curven.) 1. Fhe
die Logiftif it y = log.x, wo AP=1x, PM =y (§ig. 21), alfo
auch

fydx — fdxlog.x = x log.x — x 4 C.

@oll die Flache jugleih mit x verfdwinden, fo findet man
C=o. Cudlid) hat man fir x=AB=1 bden afymptotifchen NRaum
ABmn=—1,

IL. e die Cyclois hat man (Fig. 43), wenn CQ=x, QM =y
it (5. 22, 1):

Yi—a arc.cos.(: - :l) -+ V2ax — x?,
alfo audy
__ (pa—x)dx
€8 ift daber die Flddhe CMQ = [ydx = xy — fxdy.,

Ullein das Jntegral fxdy = fdxVz2ax — x* ift gleid) der
Kretsflahe CNQ des die Cyclois erzeugenden Kreifed. Bollendet
man daber das Nechted CQMG, dejfen Fladhe xy ift, o ift die (B
cloidifche Fladie GMC gleicdh der Kreisflidhe CN Q. Fiir x=CD=2a
ift die Flddye des Halbfreifes L a2 = gleich der Flache AMCE, und da
die Flache des Nedytedes ADCE = 2a% = ift, {o ift aud) die Flache
AMCD ber halben Cyclois gleid) 2 a® =,

dy

§. 171. (Quadratur der Spivalen) Fir die Spiralen
(8. 23) wird e$ bequemer feyn , die Quadratur derfelben nach den Po=
larcoordinaten (§. 93, I1) vorjunehmen. Nady diefen Fat man fiir die
Sldche ¥, die der RNadiud Weetor juriicklegt, wabhrend er um den Pol
einen MWinkel v befchreibe :
F = *frtdw

Um dief auf die Spiralen anzuwenden, deren allgemeine Gfei-
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dung r =a . " ift, fo hat man fofort
a2, yin+4a ;
== W}‘ -+ C.

St die Grofie n pofitiv und wird die Fldde F von der feften Se-
taden CA (Fig. 27) gegablt, von welcher auch die Winfel » geredhnet
werden, fo verfdywindet.die Conflante C der Jntegration, und man hat
a?, yan 41
Ftir die Spirale des Arcdhimedesd (§. 23, I) ift n =1 und

F =

1 ¥
a=—, alfo audh r = =5) und daber
- o
M=l
247~
Nadh einer vollen Drebung des Nabius oder fir » — 2 = ift die
Kladye [0/ = +x. Nady ywen Revolutionen ift » =47 und F/===
Nadh drep NRevolutionen ifft F =22z, Uberhaupt hat man nady dev
nteh Drehung F* = n®. iz, und nad) der (n-}-1)fen Drehung
Frdt = (n4-1)*. s=, {o dafi alfo die Flache, die jundchft nad vder
nten Drehung nod) ju den vorhergehenden hingufommt, gleich ift
- ata Y — : 3L
Fot l"M[(Il~[—1)7—n]3x.
Siir die Togarithmifdhe Spirale (§. 23, II) ift » = log. v, alfo

aud
F = ffr’dz* = r* |+ C.

§. 172. (Quadratur 3wilchen {chictwinkligen Coordina-
ten.) 9Man bemerfe nody, daf {ich die Quadratur der Curven guch
gwifchen fhiefwinfligen Coordinaten auf diefelbe LWeife vornehmen laft.
it namlidy « der Winfel, weldyen die bepden Coordinaten x und y un-
ter fidh) bilden, fo wird man nun in dem rechtwinfligen Coordinatenfy-
fteme ftatt y die Grofie y sin.a fepen, und dann fir den Naum, der
von diefen fdyiefen Coordinaten und von der Curve begrdngt wird, den
Ausdruck haben
F = [(ysin.a)dx,
oder da a conftant ift: :

F = 5in_ctf}-‘dx.

@ind a und b die Halbaren einer Hyperbel A M (Fig 44), und
nimmt man die Abfciffen CP = x von dem Mittelpunfte C ber Hy-
perbel auf dev einen :Jifpmprvrv perfelben und die Ordinaten PM =y
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ber andern Afymyptote parallel, fo ift bie befannte Gleichung diefer
Curve

. B e
v == &2y WO B 7= Ly/at b2 1|k
Dief gibt
h d x ’
F — &sina | — = € sin.a, log. x C
3 g r

wo log.x den natiivlichen Qogavithmusd von x begeichnet. Jft die Ab-
fciffe Des @cheitels A bdev Hyperbel oder ift x = CB =¢, fobat
man, wenn man die Fldde F = ABP M von der Ordinate AB aus
3dhlt, C = — &* sin.a log.&/ alfo aud

F =— ABPM — & sin.a . log.

.

Lo B

Sept man e=1, foift F=sin.a. log. x, alfo sin.a Der Mo-
bel Des Syjtems.

Siic a — 45° 44/ 25¢ ift sin. @ = 0.434294 der Movel Des
Briggifchen Syftems.

Giiv a=Dh ift die Hyperbel gleichfeitig und xy = 5% alfo audh,
ba hier a=go® ift:

F = [ydx = a* log.x - C.

3ahle man auch hier dieFliche ¢ von der Orvinate AB des Scheiz

el A, foift F=o fixt x=CB = AB = V2a*, alfo
C — — Zatlog.y/+a* ober
xVa

F — ABPM = -a? log.—.
a

Slimmt man AB=BC=1 oder a = V2, fo ift
F — ABPM = log. x.

§. 173. (Deveinfachung diefes Derfalirens, wenn die
Curve durch swey Gleichungen ausgedrickt wird.) Ofter ift
8, su beflimmten Qwecken , bequemer, ben analptifchen Ausdruck el=
ner ebenen Gurve, nicht wie bisher, durch eine eingige Gleichung jwi-
fchen x und y, fondern durd) jwey ®Gleichungen ju geben, deren eine
den Werth von x und Ddie andere von y durd) eine dritte Grifie ¢ be-
seichnet,  Gin Vepfpiel einer foldyen Jerlegung haben wir bereits oben
(Ginl, §. 22) bey der Cyclois gefehen , deren ey ®leichungen find

x = a(p —sin.g) und y = a(1 — Cos. %).

Die erfte diefer Gleichungen gibt
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73.

X = adg (1 — €0s. ¢),
aljo ift audh fofort
F = fy dx — nﬁ‘['dp(l — CO05. ¢)* oder
B at(2 o =a tin. ? - 7sin, 2 ¢),
Sir g ==z, b. 5§, fiir die halbe Cyelois, bat man
F = la*z, wie juvor.

L Auf gleiche Are Tdft fich audh die Cllipfe behandeln, deren Gleis

dhung ijt

x2 )-: 3
Tl
@eft man x = a cos, ®
vorbergehenden
dix——

und y = bsin.g, fo fann man der
Gleichung diefe bepden fubftituiren, und da dann
adg sin: ¢ ift, fo bat man
F=fydx = ab fdgsincg

= 1ab fdo (1 —cos.29)
oder I == zab

(¢ — Lsin. 2 %)

Jhir ¢ — 1~ erhalt man die Fldche pes elliptifdien Quadranten
gleid) Zabz, alfo audy die Fldcye der gangen Cllipfe gleich ab =, 1ie
uvor,

IL Bemerfen wir bey diefer Gelegenbeit, bdaf dasfelbe Berfah-
ren audy oft vortheilhaft auf die Gleihungen der Sladyen angewendet
werden Fann, die man auf diefe Weife durch drey Gleichungen jwifchen
swey willfurlichen Rulfsgrofen ¢ und p qusdriicten wird,

©o bat man fir die Sladye , weldye durdy die Notation einer Gl-
lipfe um ibre tleine Are b entjtanden ift, bdie Gletchung

x= ._;: }‘ + LT

=y
a e

und diefer Gleidyung fann man auch die drey folgenden fubftituiven :

Y. == a6in.0lcos. % iz = bsin; e
Stir das Cllipfoid mit drey Aven endlidy, oder fur die

X = acos.¢ cos.g,

Gleichung
Xz y2 22

PR _.[_ — ——

a? ' B2 c? 7

fann man audy folgende drey Gleichungen fe

X = a ¢0s,9 cos, 3,

Ben:
= b sin. ¢ cos, 4,
Wo man iber die Vedeutung diefer Huilf
feben Faun, was wir oben (Cinl. §. 12

Z = ¢ sin 7,
Sgrofen ¢ und % dasjenige nach-
+ 1) gefagt haben.
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Lo

§. 174. (Flache, die swifchen swen Curven enthalten ift,)
SGepen gwey Curvenigegeben, die beyde diefelbe Are Der x und in Ddies
fer Arxe denfelben AnfangSpuntt der Coordinaten haben. Sn dem End:
punfte P der beyden Curven gemeinfchaftlichen Abfeiffe x errichte man
auf die Abfciffenare eine fenfrechte Gerade, welche die erjte Curve in
pem Punfre M, und die jweyte in dem Punfte M/ fhneidet. Sept
man Ddiefe gwey Ovdinaten PM = y und PM/ = y/, fo hat man fiic
die erfte Curve, deren Gleichung ywifdhen x und y gegeben ijt, filr das
Diffevential der jwifchen ihr und der Abfcifenare enthaltenen Flache,
wie bisher, den Ausdruct [y dx. Fiir die ywepte Curve, deren Gleis
dung gwifdyen x und y’ gegeben ift, wird die analoge Flache gleich
Sy'dx feyn, fo daf man daber fiir diejenige Fldde, weldhe jwifchen
diefen beyden Curven und jywifchen denjenigen zwep Ordinaten enthal=
ten ift, die ju den gemeinfdyaftlichen Abfeiffen « und B gehoren, den

Auddruct haben wird
F =ﬁ (y—y)dx,
IJ

der y grofier als y/ vovaudfelst. Fiir den entgegengefesten Fall y <y

wird man Haben
ot e
g

@ep 3 B. AMBDC (Fig. 46) ein Kreis ded Halbmeffers a.
Auf den Durchmejjer A D = 2a diefes Kreifes fey die Cllipfe AM'B/D
befdhricben , deren halbe grofie und fleine Ave AC = CD = a und
CB/= Db if. Nimmt man die gemeinfchaftliche Abfciffe AP = x
von dem @djeitel bepder Curven, fo bat man filir den Kreid
AVIEG— e \/ﬁ_\*,
und fir die Ellipfe

b —mo—
]':\1"' = }-"’ — —E;\/z‘;lx 7‘\2!'

und daber fiir die gwifhen Kreis und Cllipfe enthaltene Fldche A M/M

F = f(y-—-}"‘) dx obder
F :'::f(\/;a\ G I:\/zax“xl)dx
1 = ————
o (1 —- -;)f dxVz2ax — x3,

Das Jutegral fdxy/2ax — x* wurde aber fdon oben (§. 170)
gleidh
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a=-—X

Z a? arc. €os, — = (:t-—x)'\/::ax — x?

gefunden, fo daf man daber hat
F = AMM/ — Zfa(a—Db) arc. cos.

a—X

a

— L@—ba—nVrax—x . . . O

Qiir x==a gibt diefer Ausdruct die Flade AB B/=—1+a(a—b)=,
wnd wenn man diefen IWerth vier Mal nimme, fo erhdlt man fir den
Staum, der gwifden dem Kreife und der gangen Gllipfe enthalten ift,
den Ausdruck

a (a—Db) =
L ody einfadyer gelangt man zu pemfelben efultate, wenn
man die oben (5. 174, I) fitr den Kreis und filr die Gllipfe eingefiibr-
ten Veeichnungen gebraucht.  Dann ift namlic
X = acos.¢, y == asin.¢ und y/ == bsing,
alfo aud)
F=f(y—y)dx = a(a—b)fdgsin>p oder
F e Za(a—b)(p — Zsin.ag) . . . (D),
wenn F mit o jugleich verfhwindet, Fir ¢ = 5= erbdlt man Ddie
Sliche ABB/ = fa(a—Db) =, wie juvor.

@epst man in dem lepten Ausdrude (II) von F fiix cos.¢ ben

LWerth

a—xX

. . 1 TR
; fo ift sin.g = - Vzax — x* und
i a

b . ‘1{-’17—'3] ™y
Slﬂ.2§)=351ﬂ‘f‘b(}05‘}°:—-——_l~—— 2ax — X,

az
a—x
und von

Gubftituivt man diefe TWerthe von ¢ = arc, cos.
?

sin. 2 0 in der Gleidyung (1), fo erhdlt man die Gleidjung (I) wieder.
1. Denfelben Ausdruck der Quadratur
F = [(y—y)dx
wird man audy in allen denjenigen Fdllen anmwenden, Wo die Curve,
beren Quadratur man fucht, von der Are der x nidyt gefdhnitten wird,
fondern 3 . al$ eine gefchloffene frumme Qinie gany tiber oder unfer
diefer Are Tiegt, vorauggefest, daf die Ordinate y vev Gurve fiir jeve
Abfeiffe x einen doppelten Werth gibt. o hat man flir einen Kreis
des Halbmeffers a, wenn man die Abfeiffen AP = x (Fig- 47) auf

einer feiner Tangenten nimmt, fiir die Ordinate y =2 + Var—xt.
@ept man daber
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PM=y—=a- Var—x: ud PW = A Va?— x%,
fo hat man
dF = {y-—-y-‘)ﬂx — aVa*—x*.dxy
alfo auch fiv die Flache F — ABMM/ den Ausdruc

F = xVa*—x* -} a* arc. sin, = .
i

Fir x=a it F =3a*= die Fladye ded Halbireifes, wie guvor.

1L SQenn die beyden oben erwabuten Gurven fich in zwey Punt=
ten fdyneiden oder aud) beriihren, und wenn x=a und x =[5 die Ub=
feiffen Diefer gwep Punkte find, fo wird auch hier der Ausdruck

F = f:(y-—-—y")dx
¥
die jwifdhen den beyden Gurven eingefchloffene Fldche geben, und Oief
wird audy nodh der Fall feyn, wenn y und y/ swey verfchiedene Ordi=
naten einer einyigen, gefchlofjenen Eurve begeichnen, wo dann & und 3
bie Fleinjte und die grofite aller Abfeiffen {ind, die den perfchiedenen
Punften der Curve entfpredyen. 9Rdre 3 B. die Gleihung
<1m + }.-.'.m —11

cintet Gurve gegeben, fo findet man daraus

1 1
== (l __xam):m; o Jr; — (l‘-—K“")'““_r
und daher aud
1
F = gj‘j(l——x““)-:"dx.
el
—capis dy xNrm—1 X 3 fye .
Da ubrigend = (—) ift, fo wird die Tangente ber

X ¥

Gurve mit der Ave der y pavallel feyn, wenn man hat y==o0, das
heifit, wenn x = —1 und x = - ift, und diefe bepden Werthe
von x find offenbar audy vie fleinfte und grofte unter allen moglidyen
Abfeiffen. Demnadh hat man

Ple=2 (1 —xmymdx, S

wofdr man aud) fesen Fann (§. unten §. 240)

F = I_rlf (1 ___x:'.m)'-!:dx-

Fiiv den befondern Fall m=1 wird die Curve ein Kreis ded
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Halbmeffers 1, und daher F =z, mwie guvor.  Fiir den Fall m = =
aber ijt die Gleichung der Curve
x? L y® = 1, und daher
L L
j ;f (r—=x*)*dx,
¢]
©@et man x = sin2¢, fo wird

o _ 1.3 1.3, f
.Fx:?.f (€os.g — cos.90)dg = (Jx(-—J— - ‘)):%m
o 2.4 4.6

aq

8-

IV. Der vorbergebende allgemeine Ausdruck fir F wird felbft
dann nod) beftehen , wenn die Grofen y und y/ ibre Form mit der Ab-
feiffe x dndern, und nady und nach anderen Curven jugebdren. m
Dief durd) ein Vepfpiel deutlich su madhen, fey die Gleichung gegeben

Yy = 1 — 1%,
die einer Parabel m D n (Fig. 22) sugebirt, deren Scheitel in D, und
wo der Anfangspunft der Coordinaten in A ift, fo daf man Bat
AC=AC/ =1,

Bieht man durch diefen Punfe A eine Gerade A M, bderen Glei-
dung y = Zx ijt, und 3icht man auf der andern Seite von AD eine
gwepte Gerade, deren Gleichung y — — $x i, fo bat man fur die
Differeny der Ordinaten der Parabel und diefer bepden Geraden aquf
e erften Seite der pofitiven x

¥o== L — X%
und auf der Seite der negativen x
Y =1 — x* 4 3x,

Bon diefen bepden Werthen ven y verfdhivindet der erfte fite
X=75, und der jwepte fiir x—=— L IWill man daber bdie Fladye be-
ftimmen, die, auf der Seite CD G’ der pofitiven y, swifchen der Pa-
rabel und wifchen jenen bepden geraden Linien enthbalten ift, fo wird
man in dem allgemeinen Ausdrucfe von F die Grofen a =2 und
nehmen, und fonad erhalten

2

Fle— fﬂ (y' —y)dx

oder aud) (f unten §. 240)

F=fh y/d x +f=y(|x,

= —=




bas beift

a

F:f’ (lw—xz—i—-t)d\-] -j_(l—}.ff:x)ﬂx.

Nimmt man diefe Integrale gywifden den angegeigten Grdngen,
fo erbalt man

B — 2 sl s __r AlE 08 5 .= B4y
& i a7 1agl0 "

XXX.
Nectification der Curven,

§. 175, (Rectification Der Pavabel) Da fiie redtwinflige
Coordinaten x und y dasd Diffevential des Vogens s einer ebenen Curve
bereitd oben (§. 68) gleid)

ds — \/d x? :1}*
gefunden worden ift, fo wird man auch die Lange diefed Vogens wi-
fhen gwey gegebenen Punften desfelben erbalten, wenn man mirtelft
ver gegebenen ®leidyung der Curve den vorhergehenden Ausdruck von
ds auf die Form f(x).dx oder f(y).dy bringt, und dann diefen
Ausdruct jwifchen den beyden gegebenen Grangen desfelben integrire.
Siiv die Parabel hat man y* = ax, alfo ift auch

i = .;.dx\/‘_z und  ds = %dx‘/“ + ,-Ixr

X
oder audy, wenn man a=4b fest:

€8s ijt aber

V.b_i“x=-—__f..__.—l— ___h .

X \/l,x-ll—-x-' Vl_lx--i- x?
und nady dem Worbhergehenden
xd x dx
— = Vbx 4-x* — ibf und
\/b x - x2 ‘/ + \/l)\ -+ X%

J‘ dr . = log. (h-—[—ﬂx-—[--?\/h\—]——x),
V’h\ + x*
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alfo Bat man audh, wenn man diefes Sntegral mit x jugleich verfchwin:

den laft:
]‘_!_.—.‘ ﬂ_/,( x=
s.== Vbx fox® dablog X T AVREES,

)

wo man wieder den FWerth von b = ra fubftituiren fann. Aud) hat

dy ———
man ds = —\/a* 4 4y*, und daber
a

= L iy + el i e

§. 176. (Rectification der Elliple.) Gite die Elipfe hat man
die Gleidyung
x2 vz

_..'Ji_"‘T’—: 1
as b*

'1'-—- b2
alfo audh , wenn man ——— = & fept:

L
dx a? — g2 x%
ds = — SUeR
A a'.__x?.

!

ober wenn man x = ax/ febt:
ds = dx-‘\/——“l e
1 — X2
Das SIntegral diefes Ausdructs wurde aber {don oben (5. 157)
gegeben, fo daf man paher bat

- x X X< p X
§ = a arc.sin.— - ~ae I_-— V‘i —_—— = farc.sm.-—]
a 2 a
11 3
+ —. ast ;—]——’r«——- ) 1_—_———!a1c bll'l-— - 16
2.4

wo die Conftante der Intearation verfchwindet, wenn s==o fiir x=20
ift. Fiie den Quadranten der Ellipfe wird man in dem vorhergehenden
Ausdrucke x =a fesen. Nimme man dann den fo erhaltenen LBogen
vier Mal, fo exhalt man fiir den Umfang der gangen Ellipfe den Aud-
druck

= a9 aNe 1 o AR R Y
2am 1 — (&)} — | — & iy | (et R
,-[ o) ,_J(Z__,Ie) (2 ba)
1( et ) ]
"T,T 3.4 6.0 R

Fiir a=Db oder e==o erhalt man den Umfang des Kreifed

— oax, wie befannt.
Qegt man aber, wie guvor (§. 174, 1), fiv die Ellipfe die bey-
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ben Gleichungen ju Grunde
x = asin. und y = b cos. ¢,
fo erbalt man fofort
s — \/HE_-_-]E d }'.-’_ = adge V1 — & sin.2 o,

goft man diefe Wurgelgrofe nach dem Binom auf, und fubftituire
dann ftatt sin.*¢, sinte, sinfo, , . . die oben (§. 49) gegebenen
Ausdriicke in Sinud der vielfaden BVogen ¢, fo erhdalt man fofort

8 Ton i A

~=¢ — ;& (¢ — —sin. 29

a 3 22 s
; 4

1.1 1.3

__,;EU ﬁ?—:bln.ﬂy—i—“———blflt?)
B s i 15

g el e i e S Y —— sin, 49
2.4.6 AR I 28 9_{— 2

5 sin.{)go) [{B P

Oft ift e8 audy nothwendig, den BVogen OM = s (Fig, 33) ber
Clipfe nicht durdy den vorbergehenden Winfel ¢, fondern durch den
MWinfel MR O = w aqusdgedricft gu erbalten, welchen die Normale
ME der Gllipfe in dem Punfte M mit der grofen Ave derfelben bildet.

Bebhalt man die vm'f)rr_;c[)cnbc %ebeurung von a, b und e bey,

fo finbet man aus der (»Iud)ung — —{— = = 1 der Cllipfe
a cos, by = a(1—e?)sin, ©
X = ——) T T

\/| — gt sin o \/x —g-hln.-c.;Jr
fo daf :

.2 =t _i_i_‘lr_mu o

% + et 1 + (1 —¢e*) tang.” o
wird , wo dann die Normale

MBae ety g
I — g* 5inw

und der Kritmmungshalbmefjer p der Ellipfe in dem Punfte M
a1 — %)
P :
(1 — ¢ sin'l{a);

wird, Differentiive man die vorhergehenden Ausdricke von x und y in
Vegiehung auf o, und fubfiituivt dann diefe Werthe von dx und dy
in der Gleidyung
; disi= \/dx‘_ dy?,
fo erbalt man

Sittrow’s Anl, 4. Hioh. Math. 22
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a(1—e)do

ds'— e R any
(1 — ¢ sin?w)®
woraus gugleih folgt, daf fir die Curven der yweyten Ordnung aud)
ds =p.dow

iff. Gntwictelt man aber in diefem Ausdruce von ds die Wurgelgrofe
(1 —esin2w) > nad) dem BVinom, und integrivt man dann die
eingelnen Glieder, wie guvor, fo erhdlt man, wenn man der Kurge
wegen febt

3 4 gthb by Wi s 7.0

a=—) B= —a;, y= —08, 0 = =¥ 1. f. 1.,

22 4> : 8=
fiir Den elliptifchen BVogen AM — s oder fiir
W

-_-JT = (1 4 aet + Bet J- pe® | 6 4. . )—

150

— (ae? - Bet - pef - 8e® 4oL L ... L) SN COSL0

— 2 (et - et 4 8 L ) sin® @ cos. ©
5 A
T g_;é(.fan e e T S S MR S ) sind e cos,
2.4.0 ’ ;
= 3—;—; (e = vl L SRR e ) sin,” ® cos. @
T4 e s

Fiir ©w=0qo° verfdhwinden alle Glieder diefer Neihen, aufer den
erften, und wenn man dann diefes Glied vier Mal nimmt, fo erhdlt
man fiir den Umfang der gangen Clipfe den Ausdruck

1 aTE> 3t el - Seb e s )e
e )

ab%, @

a

§. 197, (Rectification der Gyperbel.)  Giir diefe Curve hat
-

man
%2 \-'.! ~
S R al{o e
a* b=
b2x d x X2 —2q2
dy = —dx und ds = _\/”75_:_’
aty 3 L=

a*® g :
enn & = =T gefest wird.
Entwickelt man die Wurgelgrofe Vx> — e*a> nady dem Binom,
fo erhdlt man

— ¥ oate 1 E
VXQ CRACRIIS Sy i e SO
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fo baf Dann bie eingelnen Gliecder, in weldhe ds aufgeldft wird, alle

bie Form
dx

xm /X — az
erhalten, wo m eine ungevade 3ahl ijt. Man hat aber aus dem Boes
hergehenden
dx Rl 1 \/x"' —az

T e
xm \/;':_ az (m-—1)a* xm—1i

m— 2 dx
+ (m—1)a* f\m—m \/x-._ ‘!.~

durdh welden AusdrucE man endlic) auf das Glied

1 a X
— ——— — _ arc.cos.— ODer =— a arc. sec.-
\/\ — 0= a X %
fommt.  Nimmt man die angegeigte Cnbwicklung vor, und febt man
3 3] ’ 5] a
Der Siirge wegen
i 110 1,1.3.56
a— 3= —p 7y = - Z b — ————
Wi R R 2.4.67 : '_J,..;.h_tj“'f"
fo erhdlt man fir den gefuchten hyperbolifdhen Bogen, von dem Sdheis

tel der Curve gezahlt, wo x=a ift, den fu[gmbcn Ausdruck

a2
SR e R
s 1 a2 €% x 4

X

s e [u. L LB _]_kuu + e (\ar . ] a arc. sec. Se

eyt man aud) hier, wie lwn der Cllipfe, x = a sin. und
y =by/—1.cos.¢, foerhdlt man fir den BVogen der Hyperbel
— fu do, \/;_— c._:._si..l_l.l.i_?;
o a* —[— b2 — a? % L.

Man fieht, daf die elliptifchen und Hype rbolifchen Bogen eine
c{gm-. Klaffe tranfcendenter Grofen bilden, da fie aus einer unendli=
dhen Neihe von Gliedern beftehen, deren jeves felbit wieder eine unend:
liche MNeibe ift. Die Pavabel ijt, wie wir gefeben haben, durd) einen
einfachen logavithmifchen Ausdruck vectificabel, aber nicht die bepden
andern Curven der yweyten Ordnung, bie weder unmittelbar von dem

Kreife, noch von den Logarithmen abhingen.
g2 ¥
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6. 178. (Rectification der hiheren Pavabeln.) Diefe Curs
ven haben die Gleichung
X = altysy
wo m eine gange oder gebrodyene pofitive 3ahl begeichnet. Daraus folgt
Bs il dy /i e meya—y)
und dag Integral diefes Ansdrucks ift, nad) dem Vorbergehenden, al-
gebraifch, wenn m gleidy 3, 7, 5, . . . it
3

" * " a 1 n
ir m = 2 it x> = a*y?, oder, ivenn man . ftatt a> fept,

ax® = y® die Gleichung bder N eilfchen Parvabel. Fuiw fie ift

9Y
5= dy‘/x +Z-":’
alfo aud

3
si— -f_«a(l —|—~2~) — Sa
< 4 a

§. 179. (Retification dev Ciffois.) Fiv fie hat man die
Gleidhung (Cinl. §. 14, Fig. 6)

yt (a—x) = x%

Dich gibt
adx hal—ax
as_z(ﬂ—x}‘/a—x ]
=3
Sept man 42 = xf- = u*, fo folgt
a sandn
- a‘—x—m und dk:(\T:ﬁ"
alfo aud
an®du dadu

ds = = adu - o)
und davon ift das Jntegral
- u — 3
s = au - *a\/3 . log. g - Const.

St s=o flir x=o0 oder fir u=2, fo ift die Conftante der
Sntegration

SR R 4 “_f_t—\{?;
Const, = 2a *a)/3 , log. e el
und daber
s = a(u—=2) - ay3.log. il i 241/ £ +\/3_".(11—\/3}f
\,/114—3

wo man ftatt u feinen Werth % fubftituiren Fann.
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§. 180. (Rectification der Evolute der Elliple)) Fir
diefe Curve haben wir oben (.99, L, Fig.18) die Gleidhung er=

balten
X Y a b
G +@ =G
@eft man der Kiirge wegen

a® — b2

3
—— = ¢ un a
b b (I—-) = my,
)

fo bat man

woraus fofort folgt

ds = dx ‘/l.--m“ 4 m2¢ix 3,

wovon, nady § 141, das Jntegral rational ift.  Man findet

Syl S [(1 — m?) x% + m? c;']’ -~ Const.

1—m?3

) " . m3ic
Xt s = o fiir x =10, foift Const. = — — .
T

§. 181, (Rectification derfelben Curve fiiv m=1.) Mit
diefer Curve ift diejenige nabe verwande, deren Gleichung

w|e

x:T - yi —i L
ift. 9Man findet fie als Aufléfung des folgenden Problems.

Gine Gerade von gegebener Linge a bewege fidh fo, daf ihre
beyden Endpunfte immer auf den Schenfeln eines rechten WinfFels blei
ben.  Man fuche die Curve, welde diefe Serade in allen ihren Yagen
berithrt , oder wad dasfelbe ift, die Curve, weldhe durdy die auf ein-
ander folgenden Durdhfchnitte diefer beweglichen Geraden entfteht.

@ind die ©dyenfel des vechten Winfels gugleich die Aren der
Coordinaten x und y, und ift der Sdyeitel ded LWinfels der Anfang
ber Coordinaten, fo hat man fiir die Srife der gegebenen Geraden

xds yds

a==——— = o . 5 (L)

dx dy
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oder audy, da ds* = dx* -} dy* i,

d x2 dx dx

xdyds 1 vidias B Al

Diefer Gleidhung Differential, fuir ein conftantes dx, ift

xds dzy xdy dzs
G -G e

dzs dydz2 y
oder Dg — = 2§
dx=

dx>ds /

xds d>y xdy diyiiidz y
((h i “) o (T; Y)i;:'-:' T

Da die lepte Oleicgung durch S heilbar ift fo ift fie den fol-
genden gwey Gleidhungen gleichgeltend '

dzy
== und
xds xdy dy
— - B o i Y e S
ds Bt (dx }) ds 0 @

Die erfte diefer jwey Gleichungen gibt nach einer dopypelten Intes
gration
y = Cx 4} C,
wo C und C/ conftante Grifien begeichnen. Diefe Gleichung gehort
alfo fitr eine gerade und gwar fiir die gegebene gerade Linte a felbft.
Wenn man aber die bepden Gleichungen (L) und (IL) im Jus
fammenbange betrachtet, und aus ihnen die Conjtante a eliminirt, fo

erbdlt man
dx dy
-~ 5 =0
Vx vy

wovon das Integral if

wlw

x - y* = Const.
G ift aber y = a fiir x =0, alfo Hat man fix die gefuchte
Gleichung der Curve
i i ).";‘ e
Die Geftalt derfelben ift nabe die in Fig. 18 gegebene.
Um noch die Nectification diefer Curve ju finden, fo ift das Diffe-
vential der lesten Gleichung

x dx -} y_—"'(]y — 0,
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alfo aud)

3 Baes
dis=— (%) dx oder s = > Vax* - Const.
St s —=o fiir x=20, fo verfdwindet auch diefe Conftante,
und man hat

3
—
s =— 3

ax? ober endlid)y s = a [' g (E.)!_.[

§. 182. (Rectification dev tranfeendenten Curven.) i
dbie Logiftit bat man

x = a log.7/
alfo ift aud
1 v
dsi— -[—y)- a* 4 y*
wovon das Integral ift
s = Var-y* 4 a log. Vi ey ot + C.
3
Sft y =D fiir s = o, fo ift bie Conftante dev Snutegration

E L L, 1/‘{‘, b
C = — Va*-}-b* — a log.—i—j_-h—]—l-

Diefelbe Gleihung x = a log. y gibt aud)

x

dy

LSk

— e" obet — = —e’.
y dx a
dy o
Sept man aber - = tang. «; foif

dx adw

ds = uno dx — e
CO5, W 5N, w COS. W
alfo aud)
x do
] J —,
51N, @ COS.~W
Da aber
1 1 Sinl. @
_— = —— - —— und
§11l. w COS5.~ S5iMN. COS,- W
do © dow sin.e 1 5
— . — log. tang. — s s g e it
fs‘nn o = o 5/ cos.2w COS, t

fo hat man audh fiir den gefuchten Bogen

1
5 =

(]
_ log. tang, — Const.
COS5. -i o 50 2 + -
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I, §ir die Cyclois hat man (Cinl, §.22, 1)
y = a arc, cos. (1 — :.) - m,
wo (§ig. 26) CQ =x, QM =y ift. Dief gibt
dy =22 =D ) de = dx |2,

Vzax — x2 x

fo daf man daber bat

si—tav/a gy,
wo s mit x gugleid) verfhwindet. Fiir x = 2a ift s = 4a, alfo
ift aud) der gange Bogen der Cycelois
ACB = 8a,
Auch findet man aus den beyden Gleichungen (§. 174)
xe=a(g—sin.g) und y = a (1 — cos.9)
fir ds = Vdx* 4 dy* den Ausdruc

ds = 2adesin. ¢, alfo aud) s — — dacos.g -+ C.

Sjt s==o fiir p =10 fo ift C= 4a und daher
s = 4a (1 —cos,~¢) = Basin.? o

Juir o ==z ift cos.29¢ = o, alfo aud) die Hdlfte des aanien
elliptifchen Logens gleid) 4a, wie guvor,

II.  Ftr bie Cvolvente des Kreifes endlid) Datten wir oben
(§.99, IV.)

X — acos.9 4| apsin,g und y = asin.@ — ap €os. ¢.
Diefi gibt fofort

ds = agde, alfo audy s = Zag?

§. 183, (Rectification fiiv Polarcoordinaten,) Da fir folde
Coordinaten das Differential bes Bogens

ds = Vdr® 4 r*ds*
ift (5§93, IL), fo bat man fiie die Avchimedifche Spirale, deren
Gleidhung (8. 23, I.)

war, aud) fofort




(2]

§. 184.
s — :I-;J‘L'lv . Vv oder
§ = .ql_:r- SR \/ﬁ—r_—}—- 2 log. (v |- \/T—T—T),
wenn s mit » verfchindet,
Fiiv die logarithmifche Spirale ift v =a”, alfo aud
ds = a’dv . YV} log*a ober
\/1 - |n;;._"-i-1

log. a

8 =T I

wenn wieder s mit v gugleich verfdwindet. Jft log.a =1, f{oijt
s = r Va.

§. 184. (Auffindung rectificabler Curven.) m foldhe Cur-
ven gu finden , filv weldye der Ausdruct von ds = Vdx:+dy? ein
algebraifches SIntegral gibt, hat man, wenn dy = pdx gefest wird,

ds = V1-+p»

@ ift aber der allgemeine Ausdruct fiir die Ordinate

y = fpdx oder y = px — Jxdp,
und eben fo ift auch

— xdp
s = x V1 —+p* — —P—-_— 1 X
Vit pt
Diefe beyden Jntegralien Fann wan ald Sunftionen einer ande=
ren veranderlichen Grofe u anfeben. Nimmt man dann an

2 xd :
Jxdp = P und [——ll}-)— = Q
Vi+p?
{o bat man
dP —
e P ud s=x Vi4p* — Q
wo die Conftante dev Integration nod) ju beftimmen ift.
x d A
Da aber xdp = dP und PRI dQ ift, fo bat
Vi 4 p®

man aud)

—— 10
pdE =1dQ Vidg-p* und p = .

Vdrz—dQ: {

Nimmt man nun fir P und Q gwey Funttionew von u aiy fo
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wird auch p und dp und daber audh x durc) u ausgedriickt werden
fonnen, fo wie qud) y durch die Gleichung
Yy =px — P,

Climinict man aber dann aus diefen Werthen von x und y die

Grofe u, fo findet man die gefuchte Gleichung der rectificatlen Curve

gwifden x und y, und daraus aud) den BVogen s verfelben durdh die
Gleidhung

s ==X V14 p* — Q.

2 3 1
Ex. Sft P=u und Q_—_‘il—:, foifft dP=du, dQ:ll(ﬂur

I’-_—‘—;; dp = a® (a*—u*)" *du, x=_:_:(a2__u':)f
‘/il-'v—nﬁ *

-

15

|

und y = —

t]

i

Climinirt man die Gréfie u aus den beyden lepten Gleichungen,
fo erhdlt man

2 2
.\’—]-—)’3:._._&;

wie in §. 181, woraud man dann den Logen s enfweder durd
3
s = [Vdx*dy? = 2 ax* -~ Const.,
oder auch durch die Gleichung erhdlt,

e — V“Jz"l':: — Qr

e iy

XXXI.
Complanation der Fladen

g. 185, (lil'llﬂﬁl‘lllﬁl"lﬁl'l]l‘ll.) 9Benn efne Q'-uwc OMN (g'fg.
33) fich um eine Gerade OC dreht, fo befdyreibt jeder Punft M der=
felben einen Kreis, deffen Ghene fenfrecht anf der Notationsare O C
und deffen Mittelpunfe in cinem Punfte B diefer Are liegt. St alfo
AB = x und BM =y bdev Halbmeffer dicfes Kreifes, fo ift der Um=
fang desfelben gleich 2 =y, wo die Are der x gugleid) die NRotations-
are ver Curve ift. Dicf vorausgefest, wird dag Clement MN=ds
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bes Wogend diefer Curve die Oberfldche eined abgefirjten Kegeld bes
{dyreiben , Deffen eine Grundflache den Umfang 2zy hat, und vas
Glement der Oterfliche des fo, durch Notation einer Curve um die
Axe der x éntﬂef)eubcn Korpers wird feyn

$ = 2=z [yds,
wo ds? = dx* - dy? ift.

Die Complanation der Flachen befteht in dev Beftimmung diefes
Werthes von P.

Ex. 1. Fiiv die Clipfe hat man bie Gleichung, wenn die Ab=
feiffen x auf der grofien Are 2a von bem Mittelpunite genommen
erden

b —

y = — a* —x*,

$Rird diefe Elipfe um die Are der x, alfo um ihre grofe Are ges
breht, fo hat man, wenn a*e* =a* — b* iff,

e e A% — g2 x2

dom VA by =i VM ara

V + d) heaige I

und daher

. abw . _—

d = 2w J_\'ds = —— [dx Var—e*x2,

> a
Das Integral diefes Ausdruced ift

brx _— — abmx L Mex
P = Va: — e*x* |+ —— arc.sin.—.

a e a

Diefes JIntegral von x=o0 big x=1u doppelt genommen,
gibt fiir die Oberflac)e Des ganien verldngerten @phroids

sabx s
— arce, sin, e.

5
ab*x

¢
. . 1 .
Nimmt man e =o oder a=Dhb, fo wird 5 arc.sin,e.= 1y

und daber die Oberflicye der Qugel, deren Halbmejjer a ift, gleidh
4 a* .

Ex. 1. SQerden aber die Abfeiffen x auf der Fleinen Are 2.b
wieder vom Mictelpunfte genommen, fo ift die ®leichung dex Cllipfe

d —‘-'——'_':__ 7
Y= Vb —x2,

alfo audy, wenn wieder a*e® == a* — b* ift,

2

¢ = 2z [yds = ::r fdx Vbt |- ater xi

1
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Davon ift aber das Jntegral

df‘!.'

— Vbt faterx? —f——lon- (aex= /bt 4-a*e?x?) + Const,

Soll ¢ mit x gugleid) verfdhwinden, fo ijt

ab?x

Const, — — log. b.

@est man in diefem Ausdrucke juerft x — - b und dann
x=—Db, fo erhdlt man fiir die Differen; diefer bepden Werthe,
2. b. fiie die Oberflacye des ga115¢:1 abgeplatteten Spbdroids
2a*w -+ -——-l g- : +c

L

1

' " . 1 e -
Bir e=o oder fiir a—> ift - log ===y alfo ijt

audh die Oberflache der Kugel, deren Halbmeffer a ift, gleid) 4 a2 .
wie juvor.

Ex. IIT. §iiv die Parabel, deven Gleichung y* = ax, hat man,
enn fie fich um die Are der x drebr,

= 27z [yds = = Jfdx \/uz + 4ax,

alfo aud
& = — (.:lz 4+ 4ax)* — t a’x,

Oa

wenn & mit x gugleich verfdywindet.

Nimmt man aber die Ordinate y auf der Tangente der Parabel
im Sdyeitel derfelben, und ift diefe Tangente die Axe der Abfeiffen und
gugleich die Drehungsare der Curve, fo ijt

2 =2z (xds oder 9 = =x Jdx Vax 4 4x%,
und davon ijt dag Jntegral, wenn a = 8h gefest wird,
1 2 | x*
2 == (b+x) YVabx 4 x* — zb? log. ]+l+i ik ’

wenn @ mit x verfdpwindet,

Ex. IV. §ir die Hyperbel hat man

dy
Xy = § a* ober e St

und daber
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dy S
Geht man Ii = tang.w, fo ijt

= as dx d w
i L e e e e e
2 tang. o X 2 51N.  COS. W
alfo audh

a?q dw
b = — —_—
2 §in. @ CO0S.* w

WVergleicht man diefen Augdrudt mit dem in §. 182 erbaltenen,
fo fieht man, daf diefe von dem bhyperbolifchen Bogen durdy NRotation
ergeugte Slache gleich dem Produfre der Oberflac)e eines Halbfreifes
Ded Nadius a in den BVogen der Curve y = e* ift.

Ex. V. Die Cyclois (Fig. 26) drehe fich um die Axe CD. Jft
CQ=x und QM =y, {o hat man

y = a arc. cos. (1 — E) -+ V2ax —x%

alfo aud)
(34 — 13 2
= M:,.__x).—_‘_—_‘{. und ds = dx S5
\/9, ax — x? " 4

Dief vorausgefest ift die gefuchte Oberfldcye der Cyclois
o3 ydx
B = z2x . (2a)? f‘\“ ’

welche8 Sntegral fiir x = o verfdywinden foll. Sntegrivt man theil
weife und fubftituirt den vorhergehenden Werth von dy, foift

dy

& — 4y V2ax — 4= (2a)* . fdx V2a—x,
alfo aud
e 8r —m™m™m™ 32
&= 4y V2ax | = Vza(za—x)} — -Ts—aisr.

Fiiv den Balben Vogen CA der Cyclois iff x=2a und y=a=

alfo aud
d = Ba*n (?f e ‘-;)

Wenn fich aber der Bogen CM der Cycloid um eine durd) den
Punft C mit der Geraden AB parallele Ave breht, fo fey die auf
diefer Are genommene Abfcijfe gleich x und die von M auf diefe Are
gesogene @enfrechte gleid) y. Damn Wwird man, wenn man die vors
hergehende Differentialgleichung der Cyclois
(za — x) dx

V'}.ux — X"

dy =
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beybehalten will, file die gefuchte NotationdsFliche den allgemeinew
Ausdruct haben

% = ax xds,

ift,

24

oder da ds = dx V"
¢ = 2z fdx Y2ax, qlfo aud

47

rb:-:i—\ ‘ \/1‘..’1)(,

wenn wieder @ mit x gugleich verfdhwindet. Fiir die halbe Cyelois
CA ift x = 2a, y = ax und daber
16
D= Y atzw
fiir die convere Flddye, welche durch die Umbdrehung deg BVogens CM A
um eine Are entftebt, die durd) C mit AB parallel gejogen wird.
X

Cben fo findet man fitr die Logiftif, deven Gleichung y = e* ift,
sin. o J 13 (3]
b — a'x [L_:JE - log, tang. (E - —“)] -+ Const.,
1 -

C
tenn man —di- = tang. & od¢r x = a log.tang.w - alog.a

fet, wie in §. 182,

Die Kettenlinie, deren Gleidhung y =X a { e* 1 e ::E
ift, gibt

x

2 X
D == zr:f}-'ds — 2r [\-{—1'! (L’T + e T):I

§. 186. (Complanation der Flachen iiberhaupt.) Um zu
dem allgemeinen Ausdructe des Flacdheninhaltes emner frummen Ober:
flache su gelangen, fann man fich (wie in Fig. 42, §. 114) diefe Ober-
flache durd) unendlic) nabe Chenen getheilt vorftellen, von weldyen die
eine, . B, MM/ Q/ Q‘f‘, mit der Cbene der xz, und die anderen, wie
MNRP, mit der Cbene dev yz pavallel find. Diefe Chenen theilen
die coordinirte Cbene der xy in unendlich Fleine Nechtede Q Q'RIY
beven Flacheninhalt gleich) dxdy ift. Jedes diefer Nedhtecte ift aber
Die Projeftion des ihm entfprechenden Rechteckes M N M/ N/, in welche,
burd) die enwdbnten ywenp Syfieme von Cbenen, die gegebene Ober=
flache felbft getheilt wivd. Nennt man dafer d © das Element M N M/ N/
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biefer Fldache, und begeidhnet man durch n den ABinfel, unter weldhem
die Flache diefes Elemented gegen eine mit dev Ehene der xy paralle:
len Gbene geneigt ijt, {o hat man

dxdy = d & . cos.n.

Allein diefe Neigung n des Clementes d & gegen die Chene dev
xy ift identifch mit dem 9Rinfel, welchen die in dem Punfte M Die
Fldche tangivende Ebene mit der coorv dinirten Ebene der xy bildet.
Allein nady dem Worhergehenden (§. 116, L) hat man

1
COB TN e e

\/l p‘--—i- :1—"
d = dz : : T - Ty
wenn p = (T) und q = (l_\) bie partiellen Diffeventialcoefficiens
X ay
ten der Gleichung der Flache find, alfo ift auch
do = dxdy \/1 —- p* J— 0%
weldher Augdruct ywey Mal, in nhuhu.u auf x und dann in Vegies
hung auf y, oder umgefehre , integrive werden muf.
Ex., I. §ir die Kugel ded Halbmejfers a hat man

x? - y2 4 2* 4 a% alfo aud)
p = — —, g = — \/ und Vai4-pr 4t = ;‘

%

Gir erhalten demnach

Jdx \/1-[ PPt =

'1[1\

_—f

Vi—w—y

welcher Ausdruck in BVegiehung auf x gu integriven ift, fo dap y al8
cine conftante Grofe betrachter witd. Sept man dev Kiirge wegen
at — v = a/*, fo ift diefes Jntegral

II X AlbaiS,
— —= a arc. s, — .

Var— a’
it nun in A (Fig-42) ver Mittelpunft der Kugel, und {ind
AX, AY, AZ:bdie drep al$ pofitiv vorausgefesten Halften der drep
Goordinatenaren, fo wird man bemerfen, Dafi man, {o fern man von

der SQurjelgrofe 4 Va® — x* — y* nur das pofitive Jeiden ge-
nommen bat, auch nur den fiber det Gbene XAY bder xy entbal:
tenen Xheil der Kugelflache erhalten fFann, und daf, von diefem Kheile,

das gefundene Jntegral a urc.sm‘-“-_ gleichfam die Summe aller der
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Glemente M N M/ N/ oder die 3one darjtellt, bdie zwifchen den wey
ber xz pavallelen Cbenen M/Q/Q# und N/R/R/ liegen und gu
per Abfeiffe AP = Q/Q = x gehoren, fiir welde die Orbdinate
PQ =AQ" =y uberall diefelbe oder confiant iff. Nimmt man
nun diefe Jone, oder, wasd dasfelbe iff, nimmt man diefes JIntegral
von x—=o0 bi§ x=a’, b. b. nimmt man e$ von der Cbene YAZ,
gu der x=o0 gebort, b ju Dder ibr pavallelen Cbene, Ddie ju
x = a/ = Va*—y? obder endlich, nimmt man diefe Jone von dem
hodyjten Punfie derfelben, tiber der Ebene xy, bi§ dort, wo fie diefe
Cbene xy fchneidet, fo erbalt man fiir die Oberfladye diefer Sone den

Ausdruct
fdx V1 +p* +q* = 7 am=,

2Bill man dann die @umme aller diefer Jonen haben, Ddie jwi=
fchen der Ebene NIN/R/T und der Cbene X AZ der xz enthalten
find, d. b. will man den Theil der Oberflache der Kugel haben, deffen
Projeftion in xy dasg NRechtedd AP/R/R¥ {jt, fo hat man
o=y & VIFPrFE=fly. ix ViFFFT

= [zax . dy = faxy,

und nimmt man diefed Jntegral von y = o bi8 y =a, fo erhdlt
man fiir den vierten Theil der tber der Chene liegenden Halfte der
Kugelflache

Lt e
und daber, wenn man diefen Werth adytmal nimme, fiir die Ober:
flache der ganzen Kugel den Ausdruck

4a*z, \vie guvor,

Ex. II. Gin Kegel, deffen Are in der Are der z und dejfen
Mittelpunft der Freisformigen Vafis im Anfange der Coordinaten liegt,
hat jur Gleidyung

at (b— 2t = b* (2 4 y?),
wo a der Halbmefler der Vafis und b die Hobe des Kegels ift.
Dief gibe

P:——

bx by

=Y

Y e S RN
Vitp+ ¢ =< Vatby

fo daf man daber Hat




&l

1 e T - 1 r———
fb:;l,/a‘-|—1ﬁ f(]x.]dy:—.;\/a'-_i_l)l Jydx,
ober, wenn man, wie guwwor, Ddiefed Jntegral von y = o bis

y = Va'—x* nimmt

= = V a? =+ b? fdx Y at BT
d
oder, wenn man integrirt,
& = — \/a:+b1 . I:?C ‘./.i;:-—!iz -}~ a? are, sin. 1] 4
2a a

wenn @ mit x verfchwindet.

Diefer Ausdruc gibt alfo denjenigen Theil der Oberfliche ded
RKegels, der von ywep parallelen, auf der Are der x fenfrechten Che-
nen begrdnyt wird, von weldyen die eine dic Chene xz felbjt ijt, und die
andere von ibr um die Gréfe x abfieht,

2Wird daher diefes JIntegral von x =o bis x = a genommen,
fo erhalt man den vierten Thedl der Oberfliche des Kegels, alfo ift
audy diefe gange Kegelflache, ohne die Bafis, gleid

Lar Va* <4 b2

§. 187 (Allgemeine Complanation durch Verdnderuug
der Variablen.) Da die Integration ded allgemeinen Ausdrudes

o = [fdxdy \/W,
mit dem aus der gegebenen Gleichung der Fldche erhaltenen Werthe
von x, y, @ und p, q oft grofen Schwierigfeiten unterworfen ift,
fo wird 8 niiplid) feyn, eine Methode ju fennen, wodurd) man dicfen
AusdrucE auf einen anderen juricfiihren fann, der von willkirliden
Variablen & und 4 abhdngt, die man daber {o wablen fann, daf
die Sntegration dadurdh erleichtert wird.

Es fey ju diefem Bwede

dx = Pde 4 Qdy und dy = Pl/dg ~+ Q’d4.

Da nun der vorhergehende Ausdrud von @ feiner Natur nach fo
befhaffen ift, daf die erfte Jntegration desfelben , 3 B. nad) x, die
Groge y conftant vorausfest, fo witd man, um dad Produft dxdy
su erbalten, nicht die beyden lepten ZWerthe von dx und dy ohue
weitere8 duvc) einander multipliciven , fondern man wird annehmen
miijjen, daf die beyden Gleichungen

itteon's Ant. 4. Hoh. Math 23
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dx = Pdy 4- Qdy md o = P/de 4 Q/d+¥
sufammen beftehen.  @ubftituirt man dann den Werth von d aus
der gweyten diefer Gleichungen in der erften, fo hat man

PO'—P'0O
dx — —* .L-( @,
QI 4
Stellen wir dann den vorhergehenden Ausdruck von @ der Kitrge
wegen fo dat

= [[Udxdy,
{o witd man haben

und diefer Ausdruc twird fich auf die Wariablen y und 5; begiehen,
wenn man, mittelft der gegebenen NRelationen, die Grofe 3 eliminirt,

Um aber dann aud) nody die Grofie dy 3u entfernen, wird man,
i in dem 2Werthe diefer Grofe, do = o machen, wodurd) man erhalt
i g dy = Q'dy,
und fomit den gefuchten Ausdruck

¢ = [[U (PQ/—P/Q) dedy

erhalten.
Ex. Jir das @IIipfoib mif d m) Aren hat man die Gleichung

Nimme man, wie oben (§.174), die Grofen ¢ und P fo an,
daff man Dhat

x = a sin.p cos.¥, y — b sin.p sin.9, z = ¢ cos. g,

fo ift
P

a C0S.% C08.7,

Q = — a sin. ¢ sin. 9,
Pus— b cos.¢ sin. 4,
Q= b sin. ¢ cos. 1,
PQ/— P/Q = ab sin.¢ cos. .
€38 ijt aber
¢ — [fdxdy V14p*+ fjd\t]yv —[—IUL ;’]4‘:,
alfo qudh

'ﬂ:ab]ﬁ]wdlp L, ¢ ¢S, ¢ Vl _i_i.glil ‘@ cos. A + ¢t sin.? g sin® q_,!

acosio bcos?g
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oder, was dasdfelbe ift,

o : c¥ 3° ; \ A
¢ = ab .Ud?-' di sin. ¢ \/ 1 - (1 — — 0§21 — 7[—-3111.'* LI') sin.? @,
a y b i &
@ept man i der Wurgelgrofe diefes Ausdruces ftatt 1 deffen
Werth sin2p - cos.24, fo erhdlt man, nad) einigen einfachen de=

puftionen

¢ = ab [[dedy sin.¢ . V1— (At cos.t P - B*sin? 4) sin. ¢,

b, e 2 s | s e
Wwo A? = ———iund. B = i
a2 b*

Gept man, wmt nod) mehr abyukivgen,

C* = A*cos 29 - B?sin.*9,

fo erhalt man
& = ab [[dodd sin. o Vi1 — C? sino.
ot man endlicd) diefe Wurgelgrofe nach dem Binom auf, fo ere
halt man eine Neihe, deren eingelne Glieder man nad) dem Worphere

gehenden ofne Anftand integriren wird,

6. 188, (Complanation er Flachen nach Guldvin’s Re~
gel.)  9Biv Haben oben (§. 185) fiic die Oberfliche & derjenigen Kot
per, die durch die Notation einer Curve um eine in ihren Chenen lies
gende Gerade, als Are, Ddie gugleich die Abfeijfenare ift ) entftehen,
ben Ausdruck gefunden

¢ =px [yds.

Allein in der Lhre des Gleidgewichtes der Korper oder in Der
Statif wird geseigt, daf die Coordinaten X, Y des Schwerpunftes
einer ebenen Gurve, auf diefelbe Coordinatenare' begogen, die Werthe

baben

wo s oder fds die Ldnge der enwdhuten Curve oder die SPeripherie
bes vou ifhr eingefchloffenen NRaumesd beseichnet.  Gubjtituict man den
Werth von [yds aus der gweyten diefer ®leichungen in den vorhers
gehenden LWerth von @, fo erbalt man

D= 2me X 8,

Diefer Augdruck wird uns alfo ein fehr bequemes Mittel geben,
die Oberflache @ folcher Korper ju beftimmen, die durd) Notation
einer gefhloffenen Curve oder Figur entfianden ijt, veren Umfang s

27
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und deren fenfrechte Entfernung Y des Schwerpunfted von der Rota-
tiongare man beveits fennt, wie dief 3. B. bey dem Kreife, der Ellipfe,
bey den regelmafigen Wielecken u. f. der Fall ift, wo der Sdpwerpunfe
befanntlid) in die Mitte derfelben fallt. — Diefes Theorem hat der
Sefuit Suldin i. 5. 1640 betannt gemadyt, obfdyon bereits Payps
pus, der im vierten Jabrhundert n. Ch. in Alerandrien lebte, das:
felbe in feinen Gdyriften erwabhnt Hatte.
Ex.I. @ep AD (Fig. 48) ein Nechtect, dejfen Seiten
ABi= CD = a und A Ci= B = h.

@ey ferner EP = c die fenfrechte Entfernung der Seite CD
von der NotationSare P X und G der Scywerpunft des NRedjteces.
Da diefer Schwerpunft in dem Durchfdhnicte der beyden Diagonalen
ves Nechtecres liegt, fo ift feine Entfernung von der NRotationsare
Y=PG=1b-c. Der Umfang des Nedytectes aber ift s =
2 (a-}-b), alfo it aud) die Oberfliche ? des durd) die Motation diefes
NRechtectes um die Are PX entjtandenen Korpers

Do s 2 o (a+b) {b—[—zc).

§lir ¢ = o ift # ==2bax (a-+Db) die Oberfliche eines Cylins
ders, deffen HEhe a und deffen Halbmejfer der Bafis b ift, bdie beys
den Grundfladen mitgezablt.

9Nan bemerft von felbft, daf diefe Fladye @ diefelbe bleibt, wenn
audy das NRechteck vor feiner Drebung eine andere Lage gegen die Ave
PX bat, wenn nur der Ort ded Sdpwerpunfted G derfelbe bleibt.

Auch fet diefer Ausdruct von @ voraus, Ddaf die erzeugende
Curve die Rotationsare PX nicht {dyneide, weil fonft die gwey Theile
der Curve, von weldyen der eine 1ber und der andere unter der NRota:
tionsare liegt, jeder fitr fich eine eigene Oberflache erzeugt, Dderen
Differeny dann durch die Gleidhung

d—=2x.Ys

ausgebrickt wird.  Gebt 3 B, die mit PX parvallele Rotationsare
durch den Punft P/ und fest man wieder EP/ = ¢ und 1wie juvor
GE =1b, foift s= 2 (a4b) unds =GP/ =1 b — ¢
alfo audy
o= 2x , Xs = 2=z (a4 Db (b —2¢),

und dief ift der Ausdrud der Differeny der beyden Cplinder, die durd
die Motation der Nechtecte AD/ und C D’ um die Are C/D/ ent:
ftehen.
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Ex. II. Cin regglmdfiges FiinfecE ABD (Fig. 49) drebe {id)
um die Are PX. ©en AG =a der Halbmefjer ded umfchriebenen
Kreifes, fo ift die Seite des Fuinfeckes

‘A Bi=—"a V-"i—zv':?’
alfo auch das Qoth GE = VA G*—; AB* obder
GRSy \/3""’5.

2

St endlid PE — ¢ die Cntfernung der &eite ded Fiinfeckes
von der Orebungsare, fo ift s=5.AB und Y =c - GE, alfo
auc) die Oberfldce des durch etation des Polpgons entftandenen
Korpers

¢ — 10acw ‘/OHE -+ S5a*=x ‘/u-{;w.

2
Flir c=o ift 2=5a*= \/5+V‘5.
2
Ex, III, 3ft endlidh) CP = ¢ die Entfernung des Mittelpunt-
ted eines Kreifes des Halbmeflers a von der Notationsare PX (Fig.
50); foift Y = ¢ und.s = 2a =, alfo aud) die Oberflache des durd)
die Notation des Keeifes erzeugten Korpers

¢ = jacx?.

Derithrt der Kreid dic Notationsare, fo ift ¢ = a, alfo aud

di— a2,

I. Der vorhergehende Ausdrud @ = 2« [yds begieht fich auf
dbie Flddye , die durch Notation einer Curve, deren Gleichung y = fx
ift, um die Are der x entftebt. Jft aber die Gleihung diefer Curve
y=b - fx, wo b eine pofitive Conftante begeichnet, fo wird der
vorbergehende Ausdruck in den folgenden iibergehen

¢/ = 2z f(b4|y)ds oder ¢ = & | 2b=x. s

Orebt fich alfo eine Curve juerft um irgend eine Are, und dann
um cine andere, die mit der erfien parallel und von ihr um die Diftang
b entfernt ift, fo wird die Differeny der pwep fo ereugten Fladyen
gleich fepn dem Produfte der erseugenden Curve in dbie Peripherie einesd
Sreifes, deffen Halbmefjer die Diftang der bepden Rotationdaren ift,
voraudgefest, Daf bie bepden Aren den erzeugenden BWogen der Curve
nidht [dhneiden, und daf fie bepde auf derfelben Seite diefes Vogens
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liegen. — Qiegen aber diefe Aren auf verfdhicdenen Seiten ded erjeu:
genden BVogens der Curve, fo findet man
P4 ¢ — 2b=x.s,
i oder dann ift die @ umme der beyden fo erzeugten Fldcken das Pro-
dbuft ded erjeugenden BVogens in die Devipherie des Kreifes, deffen
Halbmeffer die Diftang der beyden Aven ifh.

s ssaAR A A LR R

XXXIH.
CGubatur der Korper.

. §. 180. (Notationstlichen,) 9Nehmen wir wieder guerft an,
; af die Curve O M N (Fig. 33) fich um die Ave O C der x drehe, fo
Wwird jede Ordinate BM =y eines Punftes M der Curve die Fldche
eines Kreifes befdyreiben, deffen Mittelpunfe B in der Notationsare,
und dejfen Halbmefer y iff. Die Flade diefes Kreifes wird daber gleich
y* .= feyn. Cben fo wird audy die Ordinate CN=y -} dy des nddft:
_ folgenden Punftes N der Curve einen Kreis befchreiben, dejfen Flache
il (y+dy)2.x ift. Die jwifchen Ddiefen beyden Qrdinaten enthaltene
Il Slade BCMN der Curve aber wird einen Cylinder befchreiben, dejfen
Bafis im Mittel ein Kreis der Fladye gleid) (y +-2dy)*.x, oder was
dasfelbe ift, gleich y>x, und deffen Hobe gleid) BC=dx, dejfen
Forperlicher Ynbale oder deffen W o Lum alfo gleich y*.xd x fepn wird,
Da nun der gange, durd) die Notation der Curve um die Are der x
entftandene Korper blof aus foldhyen Cplindern sufammengefest gedacht
Wwerden fann, oder da jeder diefer Cylinder gleichfam das Element des
gefudhten Korpers ift, fo wird man fiie den Forperlichen Nauminbalt,
oder fiir dag Wolum V deg Korpers den allgemeinen Ausdruckt haben:
: V—ﬁf}-‘ldx.

Ex. I Der fenfrechte Kegel mit freisformiger Vafis entiieht durd
bie Umbdrehung eines rechtwintligen Dreyects CP M (Fig. 1) um eine
feiner Catheten CP. St CA=x, AB=y, CP=a und PM =D,
wo b der Halbmeffer der Vafis, und a die Hohe des Kegels ift, fo
bat man
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bx
M=

a

alfo aud)
S b2 m, x3
Vo= vy dx Sy
wenn V omit x verfdywindet. Fiir x=a ijt dad Volum Ded gangen
Kegels
Y = zab*=
Ex. 1L §iir die Parabel ift y> = ax, alfo ift auch das BVolum
pe8 Korpers, der durd) Notation Dder Parabel um die Are der x
entjieht:
Y. = azxfxdx = sx.y%ay
wenn ieder V mit x verfchwindet.
Ex. 1L @ir die Hyperbel ift

2

y

== llﬂ (2ax — x*),
a®
wo (Big.44) AQ=x, QN==y ift. Dief gibt fofort
; mh?
v :-n_:-f(zax—l— x?) de = fzxy? 5_1“13.13.:. 3

Der erfte Theil diefes Ausdructs iff der von dem geradlinigen
Drepecte A N Q befcyricbene Kegel, der entfteht, wenn fich diefes Drepeck
um die Are AQ dreht. Der yweyte Theil ift daher dasd Bolum , wel:
dyes vas hyperbolifche Segment wabrend der Drehung befdyreibt, das
von der @ehue AN und von dem Bogen AN begranst ift.

@ep CR fenfrecht auf CQ, und NR mit CQ parallel. Jft
CQ=RN=x und CR=QN=y, fo ift die Gleichung der Hyperbel

o
[
e

— i

|
i-| i

ol

—_

Dreht fich nun die Hyperbel um die Ave CR, fo ijt dad BVolum

bes fo entftehenden Korpers
T

V = =fx2dy = F=aty - gxxty;

wenn V. omit x verfdhwindet,

Gben fo findet man fiiv die Cogiftif y= e* das burd) ihre Hota-
tion entftandene WVolum
V= jaz (y*—1),

wenn 'V mit x gugleid) verfhwindet, und die Kettenlinie
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y = 3a et - eh:) gibt

N = ﬁ;-—r [x 4 fa(es — c—T)].

§. 190. (Fnwendung des Dorhergehenden auf die Kugel.)
3t MAN (Fig. 51) ein Kreisbogen des Halbmeffers CA=a, und
it AP=x, PM=PN=y, fo hat man y*=2ax—x% Heifit
nun V/ da8 BVolum , weldyes durd) die Umdrehung der Kreisflache
APM um die Are AP entfteht, fo ijt

V! = zfy*dx = = (ax? — 1x?),

Fiie die Halbfugel ift x==a, alfo das BVolum der gangen Kugel
gleich 5 aln.

Um eben fo das Wolum V ded Korpers ju erfalten, der durdy
die Notation ded Kreisfectors ACM um AC entftebt, fo bat man fir
das Wolum V4 ded Kegels, der durd) die Rotation des rechtwinkligen
Dreyects CPM um CP entjteht, nach dem Worhergehenden,

Vi = 7 (a—x) (2ax — x?),

und da V= V/4- V4 ijt, fo hat man aud) fir das gefudyte BWolum
des Kugelfectors MCN

V== 2 aizx,

iiv die Halbfugel ift x==a, alfo aud) das BWolwm derfelben gleidy
3 8%z, wie juvor.

IL. 3ft man ein dem ‘erften concentrifcher Kreisbogen des Halb-
meffers ca=a’, und iftap==x‘, fo ijt bas Wolum » des von dem
@ector a Cm befdyricbenen Korpers

v = sa*rmx’;
alfo ijt aud) das Wolum des von der Fldde A Mma um A C befdhrie=
benen Korpers, oder das Wolum des gegebenen Theils einer Kugels
fchale, deren Dide a—a’ ift, gleidy

V— v = 3=z (a>x — a2x/?),
X a8l
oder da T = ift:
2
Y Mv::a—:(aa——a’3)x,

und dbaber aud), wenn man x==2a fest, das Wolum der ganjen
Kugelfdhale gleid)

.

_'*{_' (a® — a”),
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et man in dem lehten Ausdrucfe a’=o0, fo erhdlt man fie
die gange Kugel 5a®x, wie juvor.
IL. Um eben fo das Bolum V bdes Kérpers su finden, der durch
bie Notation des Kreisfegments M AN (Fig. 51) um feine Chorde M N
entjteht, fep CP=b, PM=PN=c umd PQ=x, QR=y, {o
ift die Gleidyung des Kreifes
(b 4 y)* 4 x* = a* oder
y* = a* — b? — x> — 2by,
alfo ift aud
fy*dx = (a* — b)) x — jx* — abfydx
Allein fiur x==c ijt

b
fydx = ;a* arc. cos, — — ilhe,

alfo ift audy, wenn x=c genommen wird, das gefuchte Volum
1
V = Izo (2a* 4 b*) — 2xa*b arc. 005.;’.
®iir b="0 ijt c=a, wenn a den Halbmeffer des Kreifes beyeid)s
et alfo aud) das BWolum der gangen Kugel gleid) $a°x, wie guvor.

§. 191. (Anwendung des Dorhergehenden auf das Spha-
roid.) Wenn fich eine Clipfe, deren Halbe grofie und fleine Are a
und b ijt, um die grofe Are, die jugleid) jene der x ift, drebt, fo
hat man

alfo ift aud

a*
wenn V. mit x verfchwindet. Fiir x=a erhdlt man dad halbe Spha-
roid, alfo ift auch das Wolum ded ganzen Sphdroids gleich Fab* 7.
MNimmt man aber die Abfciffe x vom Sdeitel der Ellipfe, fo ift

y =§\/2ax — XY

e (o).

Fiir das gange Sphdroid ift x=12a, alfo aud) das Volum ded-
felben gleih +ab? x, wie guvor.
I Sft aber da8 Gphdroid durd) Notation der Ellipfe um ihre

und dabher
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Fleine Ave b entftanden, fo ift, wenn bdiefe Fleine Ave gugleich die dev
x ift:
und Ddaber

V=180 —x)dx =

a‘mx Al
b (b2 — 5 x2).
&tir die halbe Cllipfe ift x==b; alfo ift auch) das BVolum des gans
jen ©phdroids gleid) +a* bz
Nimmt man die Abfeiffe x vom Scheitel der Elipfe, fo ift

e ke
y:E\/szwx:,

= a? g x® x
== il et m—
v b ( 3b

Fiir das gange Spharoid hat man x=2b, alfo audh) V==a b =,
wie guvor. Man fieht daraus, daf fich das Wolum ded verldngerten
Spharoids zu dem' des verfiiryten verhalt, wie b ju a.

und daber

§. 192, (Amwendung des Vorhergehenden anf die Cyelois,)
LWenn die Cyclois ACB (Fig.43) fih um die Are CD drebt, fo bat

man (Cinl. §. 22)
X

= CQ = a (1 — cos.¥) umd
y = QM = a (¢ 4 sin.¥), alfo aud
dx = ad#y sin. 3,
und daher, wie man nad) einigen einfachen NReduftionen findet:
[y*dx = $a%9* (1 — 2 co0s.¥) - Fa®$ (4 sin. ¢ — sin. 24)
-+ a° (5 cos. ¥ — ¢ €05, 29 — 3 sin.* 9 cos. p — L),
wenn dasd Jntegral in dem Punfte C, das heifit, fiir ¢ =0 ver[dywin-
det.  Alfo ift auch das WVolum desd {o entfiehenden Korpers
Y = ,—Lfyz dx.
&iir die halbe Cyclois CM A ift » ==, alfo auch das Lolum bdes
durd) die NRotation von CD A um CD entjtazdenen Korpers
W= 5 ),— - 8).
L Drebt fich aber die Cpclois um die Are ADB, fo ift (Cinl.

§. 22)
X AP = a (p — sin.¢) und

= PM = a (1 — cos.9).
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oMit diefen Werthen von x und y erhdlt man

V= zJ‘}-z dx=a’z[t¢— sin. ¢ -|-3sin, ¢ cos. ¢ (1 —3¢€05.9)]s

wenn das Sntegral mit ¢ gugleid) verfchwindet, Fiir die halbe Cyclois
CAD ift e==, alfo aud)
Y = ;atz%
II. Dreht fich endlich die Cyelois um die mit AD parallele burd)
C gehende Are CE, und fept man CG=x und GM=y, fo Dat
man
x = a (¥ } sin.g) und y = a (2 — cos.9),
alfo aud
[y*dx a® f(r — cos.9)? . (1 |- cos. $) dd,
und daber
V=nxfpdx =az(Gp:—7 sin, ¢ — & sin, 29 - - sin. 3¢).
i die halbe Cyclois CM A hat man $ ==, alfo aud)
‘? =

L ad zh,

1
a

§- 193. (Cubatur nach dem Ausdrucke /X dx,) Wenn der
Korper, deffen BVolum man beftimmen will, ju bepden Seiten elner
durd) ibn gehenden Geraden fymmetrifd) liegt, fo wird man diefe Ges
rade fite eine der drey Coordinatenayen, 3. B. fiir bie ber x annehuien.
Gey dann X die Flade des Schnitts ded Korpers, ber durd) eine quf
diefe Are fentrechte Ebene entfteht, fo wird man Xdx alg dag Volum
cine8 der Glemente anfehen fonuen, aud welden der Korper bejtebt,
fo daf man hat dV = Xdx, alfo aud

Ve == f?{ dx.

Man fieht, daf diefer Fall alle durdh Notation einer Curve enf:
ftandenen Korper in fich begreift, da diefe um die DiotationSare immer
fymmetcifd) liegen.

Ex. I. Fiv das Sphdaroid mit drey Aren hat man

£ _|_ : L % — 1
at b e ;
wo &, b, ¢ die drey Halbaren begeichnen. Wenn diefes Cllipfoid purdh
¢ine anf die Are der x fenfredhte Chene gefdhnitten wird, fo wird piefer
@dynitt, deflen Flache X feyn foll, die Geftalt etner Gliipfe Haben.
Da man aber
xZ

y2 92y x*
be -‘I- 6 g
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bat, fo werden die Halbaren diefed elliptifchen Scnittd fepn:

b.‘/n-ﬁ;—: unv c.\/l—x—ir

fo dbag man daber (nach §. 170, L) Haben wird:

X = bex (1 — i),
a

x5
V= fXdx =bor (x — =),
wenn V- mit x verfhwindet. Sudyt man aber nun denjenigen Theil
ves Clipfoids, bder gwifchen den pwep auf der Are der x fenfredyten
Chenen enthalten ift, juwelchen die Werthe x =a und x=f gehoren,
fo bat man fir das Bolum diefes Theils

V = benx (;3 e — 'g-_'—,;:_') oder

V=bex f—a) (1 — ZEZEEE),

alfo aud

Fiir das ganze Spbhdroid ift f=2a und a=—a, fo daf daber

vas Wolum des gangen Sphdroids ift
V = jabe,

Slir a=b=c hat man V==<a®x das Volum der Kugel, wie
usor.

Ex. 1L Der oben (§.186, IL) betrachtete Kegel hat jur Gleichung

a® (b — z)* = b? (x* 4 y?).

Der Kreis aber, der durd) einen mit xy parallelen Sdynitt des

Kegeld in der Hobe z entjteht, Hat zum Halbmeifer %(h——z), alfo

aud gur Fldache _
G Zil-_..(b—z)z.rr,

b2
fo baf man daber fiir dag Wolum des Kegeld bat:
a*m a*m
V=73 /b—2)rdz = 557 (b— 2 :
Diefes Jntegral von z=o0 bié z==b genommen, gibt fiir dad
BVolum ded gangen Kegels
ober diefes LWolum ift gleidh dem Vrodufte der Fladye a* = der freisfor-
migen Vafid des Kegeld in den dritten Theil feincr Hobe b.

atbhr,
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6. 194. (Algemeine Cubatur der Korper.) Es wurde bes
reits oben (§. 186) bemerft, daf bdie Projeftion jedes Elements
M N M/N¢ (ig-42) einer Flddye in der Cbene xy gleich dem Rechtecte

QRQ/R/ = dxdy
ift. Das vierfeitige Prisma M N R Qr, Ddeffen Vafis Ddiefes NRechteck
und deffen Hobe die Ordinate QM oder R/N/ =z ift, bat ju feinem
Bolum das Produft z.dxdy, und diefed Produft fann daber aud) ald
das Glement des Bolums V des Korpers {elbft angefehen werden, fo
daf man daber pat:
dV — zdxdy;
weldher Ausdruct fo wie der von d@, in § 186, bebandelt werden
muf.  Man fubftituivt ndmlidy in ihm guerft den Werth von = in x
und y aus der Gleidyung der gegebenen Flddhe , wodurch man fiiv 4 V
einen Ausdrud der Form
dV =1 (x.y) . dxdy
erhalt, Mimme man in diefem Ausdruce guerit die Srofe y conftant
und 3 B. glei) PQ=FP/Q/ an, und integrirt blof in BWegiehung
auf x, fo erbdlt man die Neihe oder die Summe aller dev Prismen,
deren Grundflddye gwifchen der mit A X parallelen Geraden Q1 Q¢ und
R/R/ Tiegen, und weldye von ey auf A X fenfrechten Gbene begrdngt
werden, Ddie gu den Werthen x—=a und x=a/ geboren.  Diefen
Sheil des gefudyten Forperlichen Bolums erhdlt man demnad) durd) das
Sntegral
fzdx,

indem. man dasfelbe von x=a bi8 x =a/ rimm¢, fo daf alfo der ana-
Iptifche Ausdruck diefed Integrald nur nody al8 eine Funftion der
®Gréfie y erfcheint. Um daun auch die andern Neiben der dbhnliden
Prismen gu erhalten, deren Grundfldcyen in dem nod) unberidfichtigs
ten Raume AP QQ’/ der Ebene xy liegen, wird man den fiir [zdx
durd) die erjte mttglarwu ethaltenen endlidyen Ausdruct mit dy mul=
tipliciven, und von dem fo erfaltenen Produfte dy fzdx das Jnte-
gral in Begiehung auf y fuchen.

Nimmt man diefes lepte Integral von y=p bi y=p4/, fo ers
balt man dadurd) das Wolum ded Korpers

V = fdy [zdx,
oder vielmehr denjenigen endlichen Theil diefes WVolums, dev gwifchen
swep auf AX fenfrechten Chenen, ju denen x=a und x = af gehort,
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und jwifchen zwey anderen auf AY fenfrechten Chenen, ju denen
y=p und y =p1 gehére, enthalten ift.

Man fieht, daf man die Ordnung diefer IJntegration auch ums:
Febren und juerft in BWegiehung auf y, und dann in BVegiehung auf x
integriven fanu, wodburd) man erhalt:

Y = f(lez dy.

Auch Fann man fich die Clemente ded Korpers alg Prismen vor-
ftellen, die auf einer anderen dev drey coordinivten Chenen, i B. auf
ber Gbene der xz fenfrecht fteben, und deven Grundfldchen in diefer
Gbene Nechtecfe des Ausdrucks dxdz, deven Hobe aber y ift, fo daf
daun das gefuchte Wolum ded Korperd

V= fdzfydx
auf analoge Weife beftimmt werden wird.  Mit Rckficht auf die an=
gegeigte theilweife Jnteqration endlich Fann man das Wolum des Kor-
pers allgemein durch das drepfache Jntegral

Vie— ffj'll?{ d y dz

parftellen, vorausgefebt, daf die Dichtigheit der Forperlidhen Maffe,
aus weldyer der Korper befteht, in allen feinen Punften diefelbe ik,
wo dann de in dem Kovper entbaltene QDuantitdc der Majfe M dent
Wolum V desfelben propovtionivt fepn twuwd. )t aber diefe Dichtigfeit
Des Korpers verdnderlich, fo fey p die Didytigleit irgend eines Cle=
ments dV des Korperd, wo alfo p irgend eine Funftion von x, y
und z feyn wird. Da nun tiberhaupt bey jedem Korper die Maffe des=
felben fich verbdlt, iwie das Produft der Didheigheit in das Wolum,
fo wird , wenn dM das entfprechende Clement dev Majfe des Korperd
ijty

dM ="p. dV
feyn, und da dV=dxdydz ift, fo wird man fiir die gefucyte Maife
bes Korpers den Augdruct haben:

M = fffp(]xdy(]z,

wo man fir in allen ihren Theilen Homogene Korper p gleich efier
Gonftanten, oder auch gleid) der Einbeit annehmen fann, fo daf dann
M=V=[[fdxdydz i

§. 195. (Glnwendung Ves Dorhergehenden auf die fugel
und den fegel) Die Gleichung der Kugel des Halbmeffers a ift

x4 5t o 2=y
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fo dafi man daber hat
NiS== ‘[‘(1)!_}1(].\'\/;{"‘ — X — y*
Um das Integral J'mlx\/:ﬁ — x* —y* ju erhalten, muf y al8
conftant angenommen tverden. @ey alfo a*—y*=a’*, fo hat man
flir diefed Jntegral

e s, N ot &8
r 2 2 = 1y adT 2 1 2 . =1
fd.\\/a* —X .....;x\/di x* - Za/® arc. sin. —

fite die oben erwdbute Neihe der gwifdyen den Geraden Q7 Q¥ und R/R/H
enthaltenen Prismen.  Nimmt man Ddiefe NReibe von dem hochften
Punfte der Kugel bis ju demjenigen, wo fic von der Ebene der xy
gefchnitten wird, d. h. nimmt man dag leste Jntegral von x =0 bis
x=a, fo erhdalt man
fdx\/;“::i — Tatx = 1 (a* — y*) =,
fo daf daber das gefuchte Volum der Kugel fepn wird:
V = [8yfdxVa® —x = j=fdy(a? —y?) obder
V= ;= (a%y — 37°)
und dief ift der Ausdruck fiic denjenigen Theil des Forperlichen Subalts
der Kugel, der fiber der Cbene xy auf der Seite der pofitiven x und y,
und gwar jwifden der Ebene xz und dev mit.ihr parallelen Ebene ent=
halten ift, die von der Cbene der x z um die Grofe y abjteht. Sebt
man daber in dem fo erhaltenen Jutegral die Grofe y=a, oder was
dasfelbe iff, nimmt man diefes Sutegral von y=o bi8 y=a, fo ers
Halt man fiv das Volum des achten Theils oder fiir das Wolum ¢ines
Qctanten der Kugel

affo audh fiie das BVolum der gangen Kugel Sa® x, wie juvor.
I, Giir den in § 186 betvachteten Kegel hat man
a* (b —2z)* = b? (x* -+ y*) ober
1 LA
zi= 2 (a=Vx+y);
alfo audh fiir das Bolum desfelben
1 o ot T
V== _i fi]XJ (a — \/x: - y*) dy.
9Man hat aber
f(a— V x? -y?)dy = ay — =y V/x? +y* — 1 x2log. (y + V x*4y?2),
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weldies Jntegral, von y=o bi$ y =1\ a* — x* genommen, gibt:
a -} \/ﬂ'l — x2
e e

saya* — xt — Ix?log.
Das gefuchte Wolum ded Kegel8 ift daher
g PR i ol S
Y= ;Zfdx [a\/a —x? — x‘log.—-—.—].
Das erfte diefer Integrale ift
Jadxya* —x* = *a (x Var —x* -} az arc.sin.:l);

fiir das jwepte aber erbalt man nad) der Form fudr=uy —fvdu
den Ausdruck

fxzdx.lﬂg‘wzgxﬂog _’+\/3 = 4z f‘/t-dx
a-ux-
Endlidh ift noch

x2dx x
— — -—x a* — x? ~a? are, sin, —,
f\/ Jai e = a

a* — x?

timmt man daber alles Vorhergehende gufammen, fo erhdlt man
fiir dad Wolum ded Kegels

TP Ten b x3 2 xZ
V=-;—bx\/a‘——~xz—l—;;—a1b al‘c.sm,:—_x]ona“i“/a &
a

Gal, o ’

X

wenn V mit x ﬁughi&) verfdpwindet, Fiir x=a erhdlt man den vierten
KTheil des Qege[é
befannt.

II. @Gudyen wir nody, in einem dritten Bepfpiele , bad Wolum
de8 Korperd, der gwifdhen der coordinivten Ehene der xy, swifchen
der Fladye (ded hyperbolifden Paraboloidd) xy=cz, und jwifhen
einem Cylinder enthalten ift, deffen Vafis ein Kreis des Halbmeffers r,
und deffen Ave mit dev Are der z parallel ift. Fiir diefen Korper geht
der allgemeine Ausdrud V= [fzdydx in folgenden tiber:

r, alfo aud) den gangen Kegel gleich ——f ; Wie

Y = 1 Jfxydydx,

Jutegrirt man Ddiefen Auddruck in BVegiehung auf y von der be:
fiummten Ordinate y, bis gu der unbeitimmten y, fo bat man

- 1 x I
= ch,,(’ — ) xdx
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St nun (x— a)? -+ (y —b)* =12 die Gleidyung ded gegebenen
Cplinders, fo hat man, wean man der Kivge wegen

P = y/r¥— (x —a)> fet?
Vo= bi— B yi=uh cl=MPAunp e p2 ¥a 4b, P,

Ferner ift audy, fir diefelben ywey Grdngen y, und y die Abfeiffe
Xpo=—a—T Wb x=—=a-

Fr, und daber
__ a h ‘,u-ll--r
Vi

\/n_— (x—a)*. xdx,
LY a—1 4

SGept man x—a=rt, fo wird diefer Ausdruck

w At A 5
V — _;1-5J+ (a —: rb) Vo — 12
Allein 8 1jt

('Tli/l—L:,Tdt o und iI_Vl—tl,l]t:%T,

fo daf mau daber fiie das gefuchte

< ik

Wolum bhatr

43 abir2.xw
V=

e ¥

§. 196. (@ubatur der Korper uberhaupt,) Wendet man auf
die Cubatur der Klachen die oben (§.:8-) fur die Q‘gmplgumiun Der=
felben gegebene Methode an, fo wird man, ndem man U=z fept,

fiiv den allgemeinen Ausdruct des Wolums erhalen:

V== ffzdxdy = Sz (RQ!—PiQ) dodd.
Kfir dDas @phdroid mit drey Aren, dejjen Gleidyung ift
3% ¥z : 72

a%
ift fchon dafelbft der LWerth von

P Q" L3P Q ab sin.¢ cos. ¢
gegeben wordern, fo daf man vaber fiir diefes Sphareid hat:
» ‘T i

abe [[dedd sin. ¢ cos.?o.
Sutegrivt man diefen Ausdruc guer in Begiehung auf ¢, fo hat
man

V —

— — Zabec [d4 cos.lo,
Zabe,.cosi o,

oder
\T L

Nimmt man diefes Integral von ¢ =o0 bis ¢
nan

7Ty

—

0 erbalt
Littrotw's Anl, 5. hoh. Math.
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Y = } abe. ‘tr",r
und nimmt man diefen Ausdrud von ¢y —o big y==2x, {o hat nan
fir das gefudyte Wolum des Spharoids

Ni= éahc « Ty

wie fdhon guvor (5. 193) erhalten wurde.

§.197. (FUlgemeine Cubatur durch Polavcoordinaten.)
Sey M (Fig 52) ein Punft ded Korperd, uud O der Anfang der rechts
winfligen Coordinaten x, y, z.  Jjt daun OM = r die Entfernung
diefes Punftes M von O, und it MO X =0 der Winfel ded Nadius
QWectors r mit der Are der pofitiven x, und ijt ¥ die Neigung der Ebene
MO X gegen die coordinivte Cbene der xy, oder iberhaupt gegen eine
durd) die Ave A X willfuclich gelegte fixe Cbene, fo bat man (Cinleit.
§. 12, 1I1.)

x —rcos. 8, y=rsin. 0 cos.d und z =— r sin. @ sin. ¢,

Man verlangere die Gerade OM big gu einem andern Punfte m
pes Korpers, und fepe Om=r/. Dann befdhyreibe man aus dem
MNMittelpunfee O in der Chene M O X oder m O X die jwey Kreisbogen
MN und mn, und bejeichne duvch 8/ den infel N O X, Endlid)
drebe man die Cbene diefes Winfel[8 NOX um bdie Are O X, und
nenne ¥/ die Neigung diefer Ebene in ifrer neuen Lage mit jener firen
Gbene. Wdbrend diefer Vewegung wird der vierfertige Raum M mn N
einen Korper, eine abgeftumpfte Pyramide Mq befdhreiben, bdeffen
BWolum wir U nennen wollen.

Allein diefes WierecE M mn N har einen Flddyeninbalt, der gleid)
dem der Differeny der bepden Kreidfectoren mOn und MO N, alfo
gleich

f=1@2—1) (0/—0) =@ 41 (x/—71) (0/ —0)
ift. Durch die erwahute Drehung ver Chene N O X um die Are OX
Defdyreibe aber audy jeder Punft M diefes Wierecks einen Kreisbogen
MP, deffen Halbmefler dag Toth MR von M auf die Are O X ijt, fo
dag alfo diefer Kreisbogen MP =0 M. (3 — 7)) fﬂ)ll Wwird. Timmt
man bdiefes BVieveck fehr Flein an, fo ift dad Wolum ded o entfiehenden
Elements U des Korpers gled

=My

Es it aleyr BM=OM sin. MOX, od¢t RM=r sin. 8, und
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daber MP =r (¢/—1) sin, 0. Subjtituivt man dicfe Werthe von
MP und f in dem [epten Ausdructe von U, fo erpalt-man
U=1ir(@ 1)@ —r) B —0) (¢ — 3) sin. 0.
Werden nun die drey Dimenfionen des Wolums U unendlich Flein,
oder febt man
Mm=1r —r = dr,
und eben fo die Winfel
MON =0/ — 0§ =df mmd MRP — ¢/ — ¢ = dy,
fo wird aud) der Factor (x/4-r) in 2r ibergehen, und man wird fiie
pag BWolum U, d. h. fir dag Element d V des Wolums des gegebenen
Korperd
dV = r? sin. 0 , drdod+
erhalten.

Auf diefe Wheife wird daher dad Lolum desd Korpers in Clemente
jerlegt, deren jedes die Geftalt etner abgefiirgten vierfeitigen Pyramide
oder eines rechtwinfligen Parallelepipeds hat, dejfen drey Seiten find:
erjtens die Gerade Mm=dr, gweptens der Kreisbogen MN=rd g,
deffen Mittelpunft O ift, und drittens der Kreisbogen

MP — RM.d4 = r sin, §.dy,
beffen Mittelpunft der Fufpunft B des Lothes ijt, dasd von M auf die
Are O X herabgelajfen wird.
. MNennt man dS die Flade der Vafis MNP Q der Pyramide,
fo ift
dS = MN.MP = rdg.RMdy,
wo BRM = r sin, 0, alfo aud)
dS — r* sin, 0 , d8d9 ijt.

Die Hohe diefer abgefiirjten Pyramide aber ifft Mm=dr, alfo
iit audy das8 Wolum derfelben , oder das Wolum des Elementd des ge-
gebenen Korpers

dV dr . dS ober
dVv r? sin, 8 , drdBdd, wie guvor.
I, Wdve aber MNP Q = d e dad Clement einer Kugelflade,
deren Halbmejfer MO =1 ijt, fo hatte man
doo = MP . MN, obder da
MP = d4 sin. 8 und MN = do ift,
dw = sin, 0 . d8d.

1

24 *
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Sft dann de’ das analoge Clement einer Kugelfliche, deren
Halbmefifer v ift, fo bat man
doi: doli= 1.2 1% odet ' do/ = r*dw;
alfo ift aud) das Clement M q des Forperliden Bolums
dV = dr . dow! = r*drdw,
oder wenn man den vorbhergehenden LWerth von d e fubftituive :

dY — r* sin, 8 . drdfd4, e juvor.

§- 198. (Allgemeine Cubatur dev Karper durch Vevinde-
rung der Daviablen.) Es gibt aber nody eine andere, allgemeine
Darftellung ded Clements eines forperlidien Wolums, die mit der des
§. 187 analog ift, und von weldyer das fo eben (§. 197) angegeigte
DBerfabren nur ein befonderer Fall ift.

Gey der Auddrud

Udxdydsz
gegeben, wo U eine Funftion von x, y und z bejeichnet. Man ver-
wandle diefen Ausdruck in einen ihm gleichbedeutenden , det aber von
brey anderen veranderlichen Grofen abhangt, die wir durd) v, @ und ¢
begeichnen wollen.

Bu drefem Swecfe nehme man an:

dx = Pde - Q d$ - Rdr
dy = Pldp 4 Q¢ + wdr {0 Lo,
dz = P¥dg 4 Q/d4 - B/d r

wo P, Q Funftionen von-r, o und 3 fepn follen.

Da der gegebene Ausdruct [ ffUdxdydz dreymal integrive
werden: foll, dag erjte Mal 3. V. in Begiehung auf x, wo alfo die
Grofien y und z al$ conjtant angefeben werden, oder wo dy=dz=o
gefest wird, fo findet man den entfprechenden LWerth von dx durdy die
drep folgenden Gleidhungen:

dx = Pde¢ - Qd4 - Rdr,
o= Pide 4 Q‘dy - R/dr,
0. ==

Pilde 4 Q4dy 4~ Rudr.

Climinitt man aber qus diefen drey Gleidhungen die Grofen dr
und d, und fest man der Kiirge wegen
T = P (Q/I/ — QV/R/) 4= Q (P4R/ — P/RI) - R (P4 QU —P1Q!),
fo erhdlt man
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Tdo
und diefer LWerth von dx bringt dag Produft dxdydz auf die drey
variablen Grofen @, y und z gurtick.

Unt weiter eben fo dy gu finden, witd man do=d z=o0 {esen,
wodurch die siwey lepten der Gleidhungen (1) werden:

dy = P/dy 4 R/dr md o = Q#dy | Ridr,

woraus man, durch Elimination von dr, erhalt:

dx = F

d b
el

dy = (Q'R// — QrTv)
fo baf man alfo hat:

und fomit ift das Produft dxdydz auf die drey veranderlichen Gro-
fien @, ¥ und z gebradht worden.
Um endlich noch d z gu eliminiven, wird man de =d+4 = o f{efen,
wodurd) die Teste der Gleichungen (I) in folgende tibergeht
dz = R/dr,
fo baf man alfo bat:
dxdydz = Tdrdedy, obder
[[fUdxdydz = JffUTdrdedy,
in welchem Testen Ausdrucfe die Grife U cbenfalld al8 etne Funftion
von r, @ und v ju betrachten {jk
Bahlt man, um die Anwendung diefes allgemeinen Werfabhrensd
auf die Cubatur der Korper gu geigen, die Grofen v, ¢, ¢ fo, daf
man Bat (Cinl. §. 12, 1L.)

X =— T Sin. ¢ cos, ¥,
y = r sin. ¢ sin. 3,
Z =— I €08, 9,

fo erhdlt man, wenn man diefe drey Gleichungen nad) v, ¢ wud ¥
Diffeventiivt :
P = r cos. ¢ cos. v,
P/ = r cos. ¢ sin. 9,
P/ = — r sin, ¢.
Cntwidelt man eben fo die Grofen Q, Q7, QO und B, R/, B4,
fo findet man '

T = r? sin. ¢.
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@ebt man daber, fiir die Cubatur der Kérper, U=1, fo ift
der allgemeine Ausdruct des Clements eines Forperlichen BVolums
dV — dxdydz, obder
dV = T.drdedv, ober endlidy
dV = r* sin, ¢.drdedy, wie zuvor.
Hitte man aber die Winfel o und ¢ fo gewahlt, daf man hat
(Cinl. §.12, IIL)

X =T COS: @y

r =— 1 81 7 I

Yy = r sin. ¢ cos, ¥,
z = r sin. ¢ sin. 3,

fo wiirde man ebenfalls T'==12sin. ¢, und daber aud

dV = r* sin. ¢ . drdgdy
gefunden Haben.

§. 199, (Grimsen des vorhergehenden drenfachen Iute-
grals.) um die Grangen gu beftimmen, zwifchen weldyen man die
drey auf einander folgenden Sntegrationen des Ausdrucks

dV — 1 gin, 0 . drdfdy
i nehmen Dat, wo die Winfel § und ¥ die in §. 197 angefubrie Ve-
geidnung haben, muf man gwey Fdlle unterfcheiden,

3n dem erften Falle foll der Anfang O der Coordinaten innerhalb
dem Kdrper liegen, oder {elbjt einen Punft des ju fuchenden Volums
bilden.  Jn diefem Falle wird man uerit in Vegiehung auf r, und
dwar von r=o bis r=u integriren , wo u eine Funftion von 6 und ¢
begeichuet, Ddie durd) die befannte Gleichung der Oberfliche, deren
LWolum man fud)t, gegeben iff. Wenn vief gefcheben ift, fo wird man
von 8=o bi8 6 ==, und von ¥ =o big ¥ = 2= integriven, wobey
Die Ordnung, in weldjer man diefe bepden Jntegrationen vornimmt,
willEarlic ift.

I. 98enn aber der Anfangspunft der Coordinaten oder der Pol
derfelben aufer dem Kérper liegt, fo wollen wir durd) u und u/ gwey
gegebene Funftionen von O und ¥, und durdy o und w’ jwep andere
Funftionen von %, und endlich durd) a und o ywey gegebene Winfel
beseichnen und annehmen, daf man Ddenjenigen Theil des Forperliden
LVolums fucht , der von gwey feiner Seiten swifden zwen Oberfladen
entbalten ift , deren Gleihungen r=u und r = u’ find; der auf der
anderen Geite von gwey conifdhen Oberflachen begrangt wird, die beyde
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ihren Sdyeitel im Anfange der Coordinaten, und ifre gemeinfchaftliche
Are in der Are der x Haben, und deren Gleihungen find § = und
g =/, und der endlich pwifchen gwey Ebenen enthalten ift , weldye
durch Ddiefe gemeinfchaftliche Ave der bepden Kegel gehen, und weldye
die infel « und af mit derjenigen fiven Ebene bilden, von welder
man die Winfel ¥ ablt. Dief vorausgefest, wird man guerft in Be-
siebung auf r, und gwar von r=u bi§ r==u’ integriren, Ddaun in
Besiehung auf 8 von b= big =/, und cmhd) in Vegiechung auf
P von p=a bid ¥ =a/,

§. 200. (Flmwendung des Vorhergehenden aut die Hugel,)
Rdimmt man den Pol der Coordinaten im Mittelpunite der Kugel, fo
ift der Ausdruct fr*dr von den Winfeln 8 und unabhdngig, fo daf
man, wenn man in Vegiehung auf r von r==o0 bis r=r integrirt,
fofort erbalt:
Y = -;1"3ffsin. 6.dod.
E8 ijt aber [df sin.8 = — cos. 8, oder Wenn man diefes SJue
tegral von 6=o bis == nimmt, {d0 sin,6=2, alfo aud)
Vo= irfdy = 3% . 4,
und daher, wenn man das leste Jntegral von $=o bis 4=2=x
nimmt, das BVolum der gangen Kugel
V = £z, 1iie juvor.
I Al8 BVeyfpiel gu §.199, 1. feyen fiir die gwey erften dafelbft
erwdbhnten Fldchen gwep concentrifhe Kugeln gegeben, die ihren ge-
meinfchaftlichen Mittelpunft im Anfange der Coordinaten haben, und
deren Halbmeffer a und a/ find.  Sepen ferner dic bepden a. a. O. er-
wahuten Kegel von freisformiger *bana, 0. h. feyen die Winfel & und
o/ conftant, fo hat man, wenn man den Augdruck
dV = r? sin, 6 . drd8d+
suerft in Begiehung auf r integrivt, und das Sutegral von r=a bid
r=—a’ nimmt:
A = fr?*dr = 5 (a® — a%),
alfo audh
V = Afdf sin. 0 . d9
Da8 Integral [d B sin. § ==— cos.  von B=uw bi§ 0=0w ge-
nommen , ift gleidy cos. —cos, w/, und dasg von dy, swifchen den
Grdngen a und of genommen, ift gleid) «/—a, fo daf man alfo Hat:

N ;

o

I

e
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V = A (¢ —a) (cos. » — cos. w),
wo (Fig.53) CBD und cbd die bepden Kegel, und wo die Winfel
ACb=ACd=ow, ACB=ACD = find.  Legt man dburd) die
gememfdafiliche Axe CA der bepden Kegel jwep Cbenen A CM und
AGCN, die mit der Cbene BCD die Winfel BAM —=ac und BAN=w
bilden, fo fchneiden jeme Kegel von der Kugelfchaale, Dderen Dicke
a’—a ijt, ein ringformiges @tiict aus, von weldyem der auf der ei:
nen Geite durch die Figur Mm N n begrangte Korper den fiic V gefun:=
Denen Ausdruck jum BVolum bat, {o daf alfo
V =2 @®—a%) (a«/ — a) (cos. © — cos, w’)
ift. LWenn Ddie Hohlung des erwdbnten Ninged gani verfchwindef,
D.D. wenn der Ning in feiner Mitte gang ausgefallt wird, fo ijt w =0,
Lird tberdief aud) a=—o0, fo verwandelt fich bdiefer Ning in einen
fpbdrifchen @ector, von weldyem der st MNmn gehorende Theil das
Wolum
Y ='3a® (@ ~— a’) (1 — cos. )
bat. MNimmt mon a=27z, a’—o und w/==x oder cos.c/=o0,
{o bat man fiir das Wolum der Halbfugel

V.= Za%=z, 1ie juvor

§. 201. {(Qubatur der Kirper nach Guldin’s Regel) oo
wie wir oben (§.188) bdie Oberfliche & der Korper gefunden BHaben,
Die durd) Notation einer Figur entftehen, deren Umfang s und Abftand
X des @chwerpunted von der Notationsare beFannt ift, eben fo wird
oud) in der @tatif gegeigt, daf das Volum V eines fo entftehenden

)

Korpers, wenn F die Oberflache der ebenen Jigur, und Y der fenk-

redyte Abjtand bes Schwerepunfes diefer Flache von der Notationsare
ift, gleidh

i == X
ift, fo baf man alfo durdy diefe einfache Gleichung das BVolum aller
otationsflachen beftimmen Fann, wenn die Fldade F der eryeugenden
Sigur, und der & cywerpunft derfelben fchon befannt ift.

Ex. 98enn fidh eine Cllipfe AEB ('E_'\'."g,{}rl), deren Halbaren a
und b find, utr eine Gerade P X bdreht, die von dem Mittelpuntre der
Ellipfe um die Grofe CP =c entfernt ift, fo ift Y=1c und E=abz;
alfo quch das LWolum des fo entftehenden Korpers

Yi— 2z LV R — anhicx2,
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weldhes audy bie Neigung der einen oder der anderen Are der Cllipfe
gegen die Motationsare P X feyn mag.

Dreht fich daher ein Kreis des Halbmeffers a um feine Tangente,
fo iff in dem vorigen Ausdructe a==b==c, und daher das Volum ded
{o entfiehenden Kovpersd

a
.

ST

Dreht fich aber ein Halbfreis um feinen Durdymeffer 2a, fo ift
bie befannte Fldache des Halbfreifes F = La’z, und wic die Statif

4 4a ! a0 i = !
Tehrt, Y == 3 alfo ift auch das Wolum des fo entjtehenden Korpers,
O

pas heifit, das Wolum der Kugel
V =232z, g2 )
Y = zalx, ivie guvor,

I, St y=fFx bdie Gleidjung der um die Are der x rotirenden
Curve, und fucht man dag Volum des Korpers, der duvch die Notas
tion eines Vogens diefer Curve entfteht, deffen Anfangspuntt die be=
ftimmten Ordinaten x, und y, bat, und der bis ju den unbefiimmten
Ordinaten xy fortgeht, fo hat man, nad) dem Worhergehenden

Y= = ['{\-‘1 — ) dx.

SWenn fich aber diefe Curve nicht um die Are der x, fondern um
eine mit derfelben parailele und von ihr um die Diftan; b entfernte Are
dreht, fo wird man fir das Wolum V/ des fo entfiechenden Korpers
(wie oben §.188, 1.) haben:

V! = = f[(y 4+ b)*? — (yo — b)?*] dx ober
Vi=YV 4} 2b :\j‘(_y — ¥,) dx.

Allein das Integral [(y—yo)dx ift offenbar die cbene Kladye,
bie ywifchen der Curve y=—1~fx, jwifchen ihrer Abfeiffenare und pwifdhen
den beyden Grangcoordinaten y, und y des um die Are der x rotirenven
Bogens diefer Curve eingefchloffen ift, und die wir oben (§. 167 u. f.)
durch F bezeichnet haben, fo daf man hat:

Vi= ¥V -+ 2bx.F,

WRenn fich alfo eine Curve juerft um irgend eine willFirlide Are
breht, die in der Cbene diefer Curve liegt, und fie nidyt fhneidet,
und wenn fidy diefelbe Curve dann wm eine andere, mit jener pavallele
und von ihr um die Diftang b entfernte Ave dreht, fo ift die Differen
der beyden fo entfichenden Notations - Lolume gleic) dem Produlte dex
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Flade F jener Curve in die Peripherie eined Kreifed, deffen Halbmef:
fer gleidh b ift.

. Cafit fich iberdief diefe Flache F = [ydx, durd) eine der
Are der x parallzle und von ihr um b entfernte gevade Linie, in zwey
fymmetrifdye Halften theilen, fo werden diefe Theile ju den Gleidyun-
gen y=2>b -4 fx und y =>b — fx gehoren, und der Ausdrud
V == y*dx wird in den folgenden tibergehen :
Y=n=f[(b4 fx)* — (b —fx)?*]dx odet V = 4bx[ydx

Eben fo ift aber aud)

F = [[(b+ fx) — (b—fx)ldx = 2 [ydx,
fo dag man hat
Y —ab=x" E.

it alfo eine Fldche F durch irgend eine Ape in gwey fymmetri-
fdbe Halften theilbar, {o ift das Wolum, das durch die Notation diefer
Blache um eine andere der vorigen parallele, aber nicht durdy diefe Flache
gebende Are entjteht, gleidy dem Produfte diefer Fldche F in die Peri-
pherie ded Kreifed, deffen Halbmeffer die Diftang jener bepden Aven ift.
Wenn fid) 3. B. die Clipfe b* x* - a*y? = a2b® um eine an dem
Cnbpunfee der flcinen Are 2b ervicdhtete Tangente dreht, fo it die
Sladye der Cllipfe F = abx, und daher das Wolum des fo entftehen:
den Korpers

V = 2ab%x2,

AmaY TR A LR R
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Jntegration der Diffeventialgleicdhun:

gen der erften Orvdnung und des cryen

Srades zwifdhen 3wep verdnderlichen
Grofen.

§. 202, (Sonderung der veranderlichen Grofzen) Wenn
in einer Differentialgleichung gwifhen jwep oder mebr verdanderlichen
OGrofien x, y, 2, . . . blof die erften Differentialien dx, dy, dz, .
diefer Grofen vorfommen, fo iff diefe Gleichung der erften Ord:
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nung, und gwar desd erfien, swepten, dritfen, . . « @radesd, wemn
diefe Differentialien blof in der erjten, jwepten, dritten Poteny vor:
fommen. Enthalt die gegebene Gleichung audy noch die ywenten Diffes
rentialien d2x, d*y, . . . diefer Grofen, fo ift fie eine Differential:
gleichung der gweyten Ordnung und wieder des erjten, jwepten,
dritten Grades, wenn diefe ywenten Differentialien blof in der erften,
gweyten oder Dritten Poteny in Der Gleidyung enthalten find, u. . fu
aRir wollen in diefem Abfchnitte die Differentialgleidhyungen der erften
Orbnung und des erften Grades gwifden gwey verdnderlichen Grofen
ndher unterfuchen.

Gigentlich gehoren alle bisher betrachteten Differentialausdriicte,
in welchen blof swey verdnderliche Gréfen und die Differentialien Ders
felben in Dder erften YPoteny vorfommen, ju Dden ®leichungen der
erften Ordnung und des erften Grades, da fie, wie wir gefeben haben,
fich fammtlid) auf die allgemeine Form dy = Xdx gurddbringen laf=
fen, in welcher X irgend eine Funftion von x begeichnet. Ullein in den
Gleidyungen Ddiefer Art find, wie ihr allgemeiner Ausdruct jeigt, die
swey verdnderlidhen Grofen x und y bereits gefondert, fodap auf
Ser einen Ceite des Gleichheitszeicdhens nur die von x und auf der ane
dern nur die von y abhangigen Grofen fiehen. Dag bisher Worgetra:
gene enthdlt die Worfchriften, foldye abgefonderte Gleichungen ju in=
tegriren. SRir wollen daber aud) in dem Folgenden aunehmen, daf
man von jeder gegebenen Gleidung das Integral verfelben finden fann,
fobald man durd) irgend ein Werfahren dabhin gefommen ift , Die gvey
perdnderlichen Grofen in ihr gu trennen, oder fie auf eine gefon-
berte Gleichung gurick gu flihren.

Allein diefe Sonderung bietet oft grofe SchwierigFeiten dar, und
man Fennt noch feine allgemeine Megel; fie ju Stande gu bringen.

Sede Differentialgleichung der erften Ordnung und ves erften
Grades pwifchen gwey verdnderliden Grofen x und y hat (8. 59) bdie
allgemeine Form

Mdx | Ndy = o,

o M fowobl alg auch N eine Funftion von den beyden Grofen x und
y ift. Die ©onbderung derfelben hat jum Swecke, fie auf die eftalt
Xdx 4 Ydy = o
sut bringen, wo X blof eine Funftion von x, und ¥ blof eine Funftion
von y ift. Kaun man fie auf diefe Geftalt bringen, fo hat man aud

fofort fitr das gefuchte Jntegral der Gleichung

*

e

e — =

N
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fXdx 4 fYdy = C,
wo fich dann das Jntegral (X dx fowobl als aud) (Y dy nach den
bisher vorgetragenen Vorfchriften angeben laffen wird.

Ofter bat diefe Sonderung feine Schwierigeit. Ware 3. V. die
Gleichung ydx — xdy = o gegeben, fo hat man fofort, wenn man
fie durch xy Dividivt:

dx dy

—_—— =0,

X ¥
eine gefonderte Gleichung, deren JIntegral, nac) dem Worhergehens
ben, ift

log.x — log.y == log.C ober aud log.;_ = log. G,
fo daf man daber fiir das gefudhte Sntegral derfelben die Gleichung
= =G erbélt
o e b .
y Y

Sft eben fo Ydx — X dy = o gegeben, fo hat man

dx dy
—f-— _l—: 0.

Sft XY/dx — YX/dy = o, foift aud)
Xdx o Ydy

g G
ek
it endlich :—l-}\ = XY, {o hat man aud)

1w
Xdx :(_1_-3-, i f. w.

§. 203. (Sonderung der Dariablen bey homogenen Glei-
fl]m“ﬂt‘n.) Cine Differentialgleichung heift homogen, wenn in ihr die
Summe der Potengen der verdnderlidhen Grofen in jedem Gliede der
Gleichung diefelbe ift. So find

xdx 4 ydy = o, xdx + BV ded dy g

homegene Gleichungen.

Bey Gleichungen diefer Avt [dft fich die Sonderung der BVariablen
x und z immer ausfihren, wenn man y = xz febt. Denn dann
nebmen in der Gleihung Mdx 4 Ndy = o die Grofen M und N
die Geftalt Zx™ und Z/x™ an, wo Z und Z/ blof Funftionen von z
find, und man exhalt fonach , wenn man in der gegebenen Gleichung
dy gleid) zdx 4~ xdz fept, und alle Glicder derfelben durd) xm di-
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vidivf
Zdx - Zi(zdx  xdz) = o ober
(Z -} Ziz)dx - Zixdz = o,
alfo aud
dx ; 7/dz L
eabio Y/ o= D S

wo die verdnderlichen Grofen x und z gefondert find,
Ex. I. @ep die Gleichung
xdx 4 ydy = aydx
gegeben, et man in ihr y = xz und dy = zdx + xdz, fo er=
hale man fofort
dx zdz

—— =10

X e —[—/_'

oder Da

zdz 1 F2zdz — ada + adz ]
_1—e-u.+z"‘—l_-:__:[_|——nz+y.l 1 —lan o %

ift, fo ift das gefuchte Jntegral der gcgebcncn Gleidyung

dz

loe, Llog, (1 — az -} =i
og.x -+ slog. (1 az z?) & = R THE
Dasé Jntegral J;_-_—lt!— aber ift {dhon oben (§. 138) ge-

geben worden. Fir a> 2 hangt Ddiefes Sutegral von bden Logarith=
men, und filt a <2 von den Kreisbogen ab.  Fir a=2 endlic) hat
man, nacd) §. 138

» dz 1
Jl--’r—t—z_-J(l-—r‘) -l*'/'r
und daber fite diefen lesten Fall das gefuchte ,__\Iltegml

log.x 4 log. (1 —2) + —— = C;

X =i

¥
odet, wenn man den Werth von z = = wieder hertellt :

X
log. (x—y) + = = C
Da aber jede Grofe u aud) durd) log. e ausgedriickt werben fann,
wenn log. e == 1 ift, [o fann das leste Sutegral auch fo gefchrieben
werden :
_ log. (x—y) - log.ex—¥ = log. G,
ober endlich

x

(x—y).e 7 = C.
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Ex. IL ey die Gleidjung
xdy — ydx = dxVx* 4y

gegeben. ©ebt man y = xz, fo findet man
dx dz

T
alfo auch, wenn man (nach §. 137, I) integrivt:
log.x — log.(z + V1 + 2z2) = log.C,
und wenn man den Lerth von z wieder herftellt:
y-{-ﬁ:(}‘obcr — 3+ Vx> F3: =G,
oder endlid)

=O’

x? — 2Cy = C% .

§. 204. (Gleichung (afmx4ny)dx 4 (b+pxtqy)dy=o).

Diefe Gleidyung fann homogen gemadyt werden, wenn man
x=t}a umdb y=u-+§
fest. Dann erhdlt man ndmlid)

(8 +ma-+fnp 4 mt-4nu)dt

+ (b4 patqB4pt4qu)du = o0

Da aber die Grofen « und B willkirlid) find, fo Fann man fie fo

annehmen, daf man hat
a 4+ ma - nf = o uud b 4 pa 4 qff = o.
Durd) diefe Annahme wird

bn & aq

a=————"— und @ S i o
1nq—up _mq—np

ap — bm

Il

und die gegebene Gleichung geht in folgende tiber:
(mt +nu)dt 4+ (pt4 qu)du = o,

bie in Begiehung auf t und u homogen ift, und daher, nad §. 170,

integrirt werden Fann.

I. St mq=np, fo werden dieWerthe von « und £ unendlidh

grof.  Allein dann ift px + qy = L (mx 4 ny), und die geges

m

bene Gleichung geht in die folgende iber:
adx + bdy + (mx + ny)(dx +2ay) =o.

et man in ihr mx - ny =z, fo erhdlt man
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ax A (bm -+ pz)daz oy

amn — bm? 4~ (nn — pm) =z

und von diefer Gleihung Fann das gweyte Glied nadh §. 138, 1T intes
grict werden, Fir mn — pm = o endlid) hat man

(bm -4 nz)d=z
e o A e BN o, alfo aud

i
bmz 4+ ;nz?

x -+ S = G
§. 205. (Gleichung dy + Xy dx = X/dx), Sn diefer
Gleidyung, “in welcher X und X/ blofe Funftionen von < begeihnen,
fann man die verdnderlichen Grofen fondern, wenn man
y = Xz, qljo aud) dy = zd X/ 4 X//dz
felst, wo X/ wieder eine Funftion von x ausdriictt. Durd) diefe Subs
flitution geht namlich die gegebene Gleichung in folgende uber:
2d X0 - X dz - XXiizdx = X/dx,
Da aber X# eine unbeftimmee Funftion von x begeichnet, {o Fann
man fie fo nehmen, daf der Ausdruct
Xtdz 4 XX#zdx = o
wird , wodurd) man alfo aud) z2d X/ — X/dx =o echalt.
Die erfte diefer Gleichungen, durd) Xz dividirt , gibt

i;i 4 Xdx = o oder log.z 4 fXdx = G,

ober endlid)
z = C.e—SXix,

it diefem TWerthe vou z gibt dann bie sweyte jener Gleidyungen
ANl — TI: e/Xdx, X/dx oder
1
X — .chfx‘“ . Xidx - CA

Daaber y=X"z und z =C.e— rEdx war, fo ift aud) dbas
gefudyte Jntegral der gegebenen Gleichung
Ve e—fxd.t ! U"efx(n A X_f’d:{_*.(:-‘]'
Ex. L iir die Gleichung dy 4 ydx =x*dx ift
X =1 und X/ = x*,
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alfo [Xdx=x, und dabher

y = c—-‘b“x: 4 C’I‘ T -f— C}.
€8 it aber

§. 200.

ifix? gerdx = er(x* —ax-z),
alfo ift auch
y=0C.e > - x* — 2x 41 z

X d

Ex. IL. §ir die Gleidhung (1 — x*) dy -+ xydx =adx hat man
. T—x2 K/ e ega j\dx o 10{;.\/1—-1':,
alfo aud)

Ry _ L ¢
/¥ = (r—x%) ' ?,

woraus man das gefuchte Integral erhalt

y = ax -4 C.V1—x2.
Ex. III. G die Gleichang dy 4 LEFE gy 'l\l fat man

X — \—j—! HUY SN l_r

alfo aud 1
fXdx =log.x — '\ ud e/ —=x.e =, fowie e/ X = %e:,

demnach dasd gefuchte Infegral
1

= .
x

y = =[fe *dx--C]. (Bergl §. 66, IL)

§. 206. (Reduction der drenglicdrigen Gleichungen er
erften Ordnung.) Wenn eine gegebene Differentialgleichung der er:
ften Qednung nur gwey Glieder hat, fo ifi die Sonderung derfelben
immer febr leicht. Denn hat man

B.ugzhdz = a,utzfdu,
welches die allgemeinfte Form einer jwepgliedrigen Gleichung der erften
Ordnung ift, fo hat man audy fofort

B Rt dim et e e
o die Werdnderlichen fdhyon gefondert find.

Nicyt fo verhalt es fich mit den drepgliedrigen Gleichungen, de-
ren allgemeine Form

youizhdz of BLugzhidu = a.uezfdu

ift.  Wir wollen fuchen, fie auf ihre einfachjte Geftalt juricf gu fiihren.
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Dividirt man alle Glieder derfelben durd) yuizf, fo erhdlt man
Z—tdz - g i G e — f; PR A e )
E8 fey nun

SU e dy d x

Ny M =idnie— —— e
k — 1 41 5 ;_;-——i+|’
fo hat man
X = us—=iT1 und y = zt—f+t,

Differentiivt man diefe Werthe von x und y, und fubftituirt die
fo erbaltenen Ausdriicke von du und dz in der Gleichung (a), fo er=
halt man, wenn mon der Kirge wegen
(=t o k—fFf4+ 1B

e

@—i+uyt. T G=T+1)y
e — g b — f
lllz—_-—-—! n ———
Bl 1 k — f 41

gefest Dat, fiir die gefuchte cinfadyfte Form der gegebenen dreygliedri-
gen Gleichung:
dy J- byridxi— axodxy & o ((A)

Konnte man die leste Gleihung fir alle LWerthe von m und n
integriven, fo wiirde dadurd) auch die Integration aller dreygliedrigen
Gleichungen der eviten Ordnung gegeben fepn.  Da aber dief unmog-
lich ift, fo bleibt nur nod) iibrig, einige der einfachjten Fdalle diefer
Gleichung befonderd ju betrachten,

§. 207. (@ll‘irl}!lltg dy + by*dx = ax®dx). Sept man
in der Gleichung (A) die Grofe n=2z, fo erhalt man die vorjtehende,
welche die Niceatifche Gleichung Heifie, weil RNiccati fie yuerft behan-
delt bat.

I. Der einfadyfte Fall ift der fiir m =o0. Dann ijt

dy - by*dx — adyx,
woraud fofort folgt

dy
dxE= . - 4
a, — b y2
und davon ift dag Jutegral (nadh §. 136)
1 va —i— }'\'lr

9 \/n b AL i /A )
I @ept man in der Niccatifhen Gleihung y =2, fo er-
balt man

Littrowy's Anl. 3. Hoh. Math. oh
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nzk—tdz - bztdx — axmdyx,

und diefer Ausdrud wird fomogen feyn, wenn k — 1 =2k —=m,

das beifit, wenn k= —1 und m=—2 it
Der zwepte einfache Fall der Riccatifchen Gleidhung it alfo fiir
M =02
dy 4 byrdx = 1%,

und da diefe Gleidyung homogen wird, wenn man y = ; fest, fo laft
fie fich audh integrirven.
1L @ept man in der Niccatifdhen Gleicdhung y = El_{ uE :—, fo
findet man
bz
dz J- ;_I-dx = axritdx'. & (@),

und Ddiefer Ausdruck wird homogen , wenn m= — 2 ift, wie juvor, fo
wie er fic) auch fondern Idft, wenn m= — 4 ift, denn dann hat man
: dx dx dz
dz bz* —a)— = o pn S et T ot
z 4 (bz e Obe stz e - = o.

1V. ©est man in der Gleidhung (a) die Grofe

1
Za—— i und xm+38 — x/,

fo findet man

dvy/ s 2 dx/ g N 1”::-_2
! o = X s i U
) m+3} = m+3(\) dx/3
oder, wenn man der Kurge wegen
a 4 g b AN 1yidm + 4 Rl o
11|+3 ==eb v 11|+3 A uud 'l'ﬂ—_ == f‘br'

(])ri’ + h}'n"'—' dx! — al’x{m"dx;’i
ein der Niccatifhen Gleichung gang dhnlicher Ausdruck, den man alfo,

nac) IiL., wieder fondern Fann, wenn man y/ — I_;_' _f..i fest,
X X

und wenn die Grofe m! = — 4 iff.

Y Fande diefe lepte Bedingung nicht Statt, fo wird man in der o
nady z/ transformivten Gleichung wieder

/

1 2/ = }L- und - (x)m+3 = xu

und neuerdings zur Abfirgung
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i b '
e = b/, ——— = a¥ly, — T—;-—-i——d'- = m%
fesen, wodurd) man zu der Gleidyung gelangt :
dy/ 4 biiyirdxtl = at/x™"dx/;

und da audy diefe wieder der NRiccatifchen dbnlidy ift, fo wird fie fidh
fondern [ajfen, wenn m# = — 4 ift.

@ett man diefes Berfahren fore, fo findet man, daf fidy die
Riccatifche Gleichung fondern [dfit, fo oft
m, obrr—:—:—i:—i=m", uber—-%:m”; obt‘r—-%=mmu_ f.
gletch der 3abl — 4 ift, das heift, fie [dBt {ich fondern, wenn m eine
der folgenden Jablen ift:

4 8 13 16
R i A S i (MR ST "_"‘Tu-f.,

alfo ttberhaupt, wenn

ift, wo N jede gange pofitive 3ahl bejeichuet, N=o0 und N=co mit
eingefchlojfen , wovon die erfte m==o0, und die jwente m=-—2 gibt,

V. 9Man fann aber aud) in der gegebenen Gleidung y = —
und x/ == x™+1 fegen, wodurd) man, wenn der RKiirye wegen
b m
SR = a' umd — —
m—-1 m-1 m 1
genommen wird , exhalt:
dy/ -+ biy2dx!/ = alxmdx/
Da dief wieder die Form der Niccatifchen Gleichung ift, fo wird
man mit iby, wie juvor, verfahren fonnen.  ¥Wenn man ndmlidy in ihr

= m/

]

J 1 %
e b’ x’ x4
fett, fo wird man finden, dap die Niceatifdye Gleichung fich in allen
; 4N :
den Fdllen fondern [dft, wo die ahl m! = — T\-':T ift, wo alfo
4N N
S , oder wo m=—___ZI
m -4 1 aN — aN + 1
ift, dad beifit , wo
m:—%; '—%r '—-',7‘; '_1';2}'-‘ i;'f.
L 3
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§. 208. (Aufluchung des integrivenden Factors), wie
baben beveits oben (§. 61) bemerft, daf man in den Differentialglei-
dhungen, durd) Combination derfelben mit ihrer urfprimglichen Glei-
chung, eine conftante Grofe eliminiven Fann. St nun die urfpriing-
lige Gleichung von der Form f(x, y) = C, fo daf die Conftante C
von den veranderlichen Grofien x und y getrenut erfdheint, fo wird das
Differential derfelben ein vollftdndiges Differential fepi, und da-
ber nach dem, was Cap. XXVIL, §. 163 gefagt worden ift, integrict
werden Fonnen.

Hat man 3. B, xdy - ydx =0, fo ift diefer Ausdrucf ein
vollitandiges Diffevential, wie er denn aud) in der Shat durd) die Dif:
ferentiation ber Gleichung xy = C entftanden ift, daber audy die lete
Gleidyung dasd Integral der erjten ift.

Cuthalt aber die wfprangliche Gleidhung jene Conftante als ei
nen Factor der verdnderlichen Gréfe x oder y, fo wird diejenige Dif-
ferentialgleichung, in weldher man den Werth jener Conftante aus der
urfpriinglichen Gleichung fubftituive hat, Fein volljtindiges Differential
mebr feyn, und daber aud) nicht unmittelbar integri‘t werden Fonnen,

Hat man 3. B. die Gleihung y — ax =0, fo ift das Diffe:
vential derfelben dy — adx = o, alfo quch, wenn man a eliminirt:

xdy — ydx = o,
und diefes Diffevential ift nicht volltandig oder unmittelbar nicht in-
tegrabel.  Jn der That wird audh die oben (5. 58) gegebene Bedin-

: 1P 10 o ; ;
gungsgleichung G—\—) — (:T}L) der Jntegrabilitdt nicht erfiillt, da

hier P—=—y, Q=x, alfo

1P 10 in
(.'.. ) = — 1 und (-———‘ ") == 1Tl
dy dx

Allein wenn man in der erwdbhnten urfpringlichen Gleichung die
Grofie a ifolict, fo daf man bat
)
fo exbalt man durd) Differentiation

xdy — ydx

= 0
o5 !

und dief ift allerdings ein vollftandiges Differential,

da Dier
- (44 : dp 74O 1 g
P _;5’ Q = ﬂf]J.J dlld) (.I_}) — (_) _ - — 1)L,

dx
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Man fieht daraus, daf die Jntegrabilitdt einer gegebenen Glei:
dung, wenn fie nicht fchon an fich ein vellftandiges Differential iff,
an die Wiederherftellung eines verloren gegangenen Factors, der in

e D .
unferm Beyfpiele = ift, gebunden ift.

€3 fep nun die gegebene Differentialgleichung

Pdx 4+ Qdy = o,
wo P und Q Funftionen von x und y bezeichnen. Nehmen wir an,
vaf diefe Gleichung fein vollftandiges Differential fen, daf fie aber
ourd) den Factor z dazit gemacht werden fann. Da fonad)

Pzdx —-{— (:BV.(]}' =
¢in vollftdndiges Differential ift, fo muf man, nady §. 58, die Vediu-
gungsgleichung haben :

a (1) = d(”’)

oder wenn ntan die Cntwidlung derfelben vornimmt :
Pllz dpP d# dQ

_+Z__“Q:I\+ !

dy dy dx
oder endlich
dz dz dP d 0O

Pd—)—— (‘!K - /(-(-l—‘- — rl).) — B P e (50 B

Konnte man nun aud diefer Gleichung den Werth von z in x und
y ableiten, fo wirde man dadurd) aud) jede gegebene Differentialglei:
dung der erften Ordnung gu einer vollftandigen Differentialgleichung
madyen , und fie daber nady Cap. XXVIL, §. 163 integriven fonnen.
Allein meiftens ift diefe BVeftimmung des Werthes von z aus ver Glei-
dyung (A) febr {chwer, wo nicht unmoglidh, da z im Algeneinen von
den bepden verdnderlichen Grofen x und y abhdngt.

I. Sn denjenigen Fdllen aber, wo z nur eine jener beyden Wer-
anderlichen, g B. x, enthalt, it es leicht, den Werth diefes Faoctors
z durch die Gleichung (A) gu beftimmen,

Danu ift namlich

o dz | d ].’ d O

e A
dz - dx dpErtait g o)
PR L T A K)’

fo daf alfo aud) die Grofe

over
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1 fdP dQ
Q\dy — dx

eine Funftion von x fepn wird, die wir durd) X begeichnen wollen,
Dan bat alfo in diefem Falle

log.z = (Xdx ober z — e/Xdx,

IL. @olite z nur eine Funftion der Grofe y feyn, fo wiirde man
eben fo erbalten

Y = l(.‘]_(; g d—] und z — eSfYdy,

T P\ dx dy
Ex. I, §ir xdy —ydx =o0 bhat man P—=—y, Q=x,
. . A 2
alfo wenn z nur eine Funftion von x iff, X = — = und daber

- C
log.z = fXdx = log.x* 4 log.C oder z = it
wie juvor.
Ex. IL @ir dx 4 (adx 2bydy)Vi4x* = o bat man
Pe=14 aVi+x, Q=z2byyi+x,

alfo aucy, wenn z blof von x abhdngen Fanu:

et ';\1 und fxd:;:—]og.\/l-i—xﬁ;
alfo audy z = : A
1 - x-

Multiplicivt man alfo die gegebene Gleidhung durch diefen Factor,
fo erhdlt man
dx
\/l -+ x2
von twelder das gefuchte Integral ift
ax 4 by* 4 log.[x 4+ V1 fx*] = C.

Man Fann nod) bemerfen, Ddaf |ich der Integrationsfactor bey
homogenen Gleidhungen immer leidyt finden [dft, was aber ofhne grofien
Nupen fiir die Anwendung ift, da man die homogenen Gleichungen
(nach §. 170) foudern, und daber, auch ohne jenen Factor ju Fennen,
integriven fann. 3t endlid) diefer Factor gefunden , oder ift die geger
bene Gleidyung fdyon an fich der Bedingung der Jntegrabilitdt entfpre-
dyend, fo wird man ihr Sntegral nady dem oben (§. 163) mitgetheil:
ten Werfahren bejiimmen fonnen, da in diefem Falle der gegebene Aus:
druck ein vollftdndiges Differential ift.

Merbwiirdiger it e8, daf gwepgliedrige, bereits gefonderte Glei:

4+ adx 4 2bydy = o,
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dyungen , deren jedes Glied ein tranfcendentes Integral hat, fiir ihr
gemeinfchaftliches Integral zuweilen einen algebraifchen Ausdruck ers
Dalten. So gibt die Gleidyung
dx dy K
Ve YR !
wenn man fie Glied fiiv Glied integrirt:

P < iy
arc. sin, — — arc. sin. - — C.
a a
Atlein wenn man die erfte Gleichung durd) xy multiplicive, fo

hat man
xdx ydy

e P )
4 \/:if‘-—-x'l \/;14 — y%

@et man nun in der Gleidyung (§.153) fudy = uy — f[rdu
juerft

= 0.

< d d
s x_; und damm u=x und dv = L i

\/a-—' X \/ at— }- {

u=y und dv =

fo erbdlt man

i y\/a‘_-:_; -+ f(]}-'Va"'—-*XZ
= — :{\/aT;y1 - j'dx\,/u'* y: 4 G;
ober, danach der gegebenen Gleidhung fdyy a? —x? = [dxVa: —
ijt:

yVar—x? — x\a?—y2 = C

fiir das gefuchte algebraifche Jntegral der Gleidhung
dx Vi

Diefe Bemerfung hat die erfte Veranlaffung ju der Theorie der elliptis
fdyen Funftionen gegeben, weldye wir in dem gweyten Kheile diefer
@dyrift ndher betrachten werden.  Hier wollen wir nur bemerfen, dafi
bie swey einfachten und amvendbarfien diefer elliptifdhen Funftionen
folgende find:

f.(pr ) = fr.lgu\/l — a%sin.?@ und

4] X dog

Rt Vi a® sin.2 g
Wo a = sin. der Modul, und ¢ die Amplitude der elliptifchen
Sunftion beift. Hat man bereits Tafeln berechnet, bie den Werth von
£.(g,0) und F . (¢, 0) fiir jeden Werth von ¢ und  geben, fo wird
man diefe beyden Sntegrale al8 gegeben anfehen, wie man die Aus:

!
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priicke sin.x, arc.sin.x, log. x u. f. al8 gegeben anfieht, iweil die
afeln fiir diefe Grofen bereits bevechnet find  Solche Tafeln fiir jere
beyden Funftionen findet man in Legendre’s Exercices de Cale. in-
tégral. Vol. IIL

Kann man aber diefe Funftionen als beveits befannt anfeben , fo
find badurch nicht blof mebrere der bereits oben vorgefommenen Snte-
gralien gegeben, wie 3. B. die fiir die Nectification der Ellipfe und Hy«
perbel (8. 176 und 177), fondern man fann auch eine grofie Angabl
anderer, febr allgemeiner Ausdriicke auf jene ywey Funfrionen juriich:
flihren, unter welchen icy hier nur das Jntegral erwdhne

f Xdx
VA £ Bx  Cx* + Do F B .

. 2= hx Jex2 st -

N B 2 J p e Funf-
wo R E e T eine rationale gebrochene Funf
tion von x iff. 9. f. Legendre a.a. Q. Vol. L. und Crelle’s Jour-
nal. Vol. X. p. 28o.

XXXIV.
Jutegration der Differentialgleichungen
per erffen Ovdnung und des 3wenten
Grades zwifchen ywey verdnderlichen
Grofen.

§. 209. (Gleichungen Yer Form dy*J-Pdydx+Qdx*=0.)
Nach der oben (§. 169) aufgefteliten Crfldrung find die Diffevential-
gleichungen der erften Ordnung und des jwenten Grades foldhe, weldhe
nur die erten Differentiationen dev verdnderlichen Grofe und jwar in
ihrer erften und jwepten Poteny enthalten.
Sbre allgemeine Form ift

dy? -+ Pdydx - de: =50, &5 luEAY,

oder , wenn man durd) dx* dividirt

dyy2 dy
£l o L =
((i x) gkt (d\) TpiR=ee;
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goft man diefe quadratifde Gleidhung in Beyiehung auf die
1y : -
Grofe (‘E"\:) auf, und begeichnet man durdh) t und t/ thre Wurseln,
{o bat man
dy dy
— — t=0 ud -~ — t/ = o,
dx dx
und diefe beyden Gleichungen lajfen fich, al8 Differentialgleichungen
der erften Ordnung und des erflen Graves, nad) dem vorhergehenden
Kap. XXIX, integriven. @md alfo M=o und N =o die Jnte-
grale der beyden lesten Gleichungen, fo wird aud) vad gefudte Inte-
gral der Gleichung (A) entweder M = o, oder N =0, obder aud)
08 Produft MN = o feyn, da die Gleicdhung (A) der folgenden

dy d
([‘ 5 ") e i “) T
gleichgeltend ift , weldyer alle jene endlichen Gleichungen genug thun,
Die einen oder die bepde diefer Faftoren auf Null bringen.
Ex. I, 3jt die Gleichung
dy* — a*dx* = o

gegeben, {o erlegt fie fich in die gwey Faftoren

dy 4- adx = o und dy adx =0,
deren Sntegrale find

y+ax=C und y — ax = G
und jede diefer gwey Gleichungen ift alfo aud) das IJntegral der gege-
tenen Gleichung, fo wie audh ibr Produft

O 8% — C) (5 — ax — €)= o
denn wenn man die leste Gleichung differentiivt, fo erhalt man
y+ax—C)(dy—adx) 4~ (y —ax — C) (dy + adx) = o,
und wenn man hievin die Werthe von

y=— C—ax md y = C/ 4 ax
fubftituire, fo hat man wieder

{ dy = — adx mund dy = 4} ady,
wie guvor,
Macht man dy = mdx, wovon dag Integral y =mx -4 C
iit, fo geht die oben gegebene Gleichung dy* — a* dx* = o in fol:
gende nber

m* — a? = 'oi
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Climinirt man aber die Grofe m gwifdien den beyden Gleichun:

gt y = mx - C und m* — a* — o, fo erhdlt man
(7— C)F — a* x> =)o,

und quch diefe Gleichung it als ein Integral der gegebenen Gleichung
dy* — a*dx*= o angufehen, fo wic das vorhergehende Produft
(y -ax —C) (y —ax — C) = o, obfchon jene mur eine, und
diefe gwey Conjtanten enthalt. Veyde Gleihungen driicfen ndmlich
bag @yjtem von jwey geraden Linien aus, Ddie gegen die Are der x
im entgegengefebten @inne geneigt find,

§. 210. (Gleichungen der Form
dy" + Pdy"—dx 4 Qdy*—dx* +...4 Tdydx"— 4 Udx"=o.)
Audy folche Sleichungen lajfen fich, wie die in §. 176, behandeln,
wenn man ihnen die Geftalt gibt

)+ () (B) 4=

und wenn man fie in Vegichung auf die Grofe (:l ‘) aufloft. @ind
ax

namlid) dann t, t/, ... die Wurgeln diefer Gleihung, fo erhalt
an

il i
i—t:o, LZ—U

dx dx

@ind tun M=o, N=o0, P=o0... die Sutegrale der lehs
ten einfadyen Differentialgleichungen, fo find fie audh gugleich die Jn-
tegrale der gegebenen Sleichung, fie fowobl, als auch das Produft
MNe=o odet MNP =o u f. Sind endlich die Faftoren P, Q

B ; dy : S
B ... conjtante Grofien, fo ift aud q, =D cine conftante Grofe,
X

. — G 1 .
alfo y=px -4 Cund p =—)T—. @ubitituivt man diefen Werth

1y -
bon p flatt El_‘\ in der gegebenen Gleichung, fo erhdlt man fofort das

gefuchte Jntegral derfelben.
Ex. 3ijt die Gleidung
dy¥ 4-dx* = o oder p* -+ 1=o0
gegeben , fo hat man fir die Wurgeln diefer Gleichung

P=—=tpb=3ta M= iun ip=s = 2 y_3

3




§. 211 305
alfo find aud) die Jntegrale der gegebenen Gleidjung
y=—x+C oder y==(@+V—3) 4 C ober
y=;@=V—=38+0
oder audy das Produft aud je gwepen oder endlich das Produft aus
allen dreyen diefer Gleichungen.

§. 211, (Befondere Falle.) FWenn die gegebene Differential-
1y : .
gleidyung aufer il—z nue eine der jwep WVariablen, z B. x, enthdlt,
1 . g
und Teicdhter in Begiehung auf x, ald auf :d_{' aufsuldfen ift, fo Fann

man {o verfahren.
Man fuche guerft aus der gegebenen Gleichung den Werth von x,

. 2 : 1y
den wir durcd) X begeichnen wollen. et man dann {li = p oder

dy = pdx, alfo audy

y = px — fxdp + G,
fo hat man fofort, wenn man x =X fest,

y = Xx — (Xdp 4 C.

Eliminirt man dann p wifchen diefer und der erflen gegebenen
Gleidhung, fo erhdle man eine endliche Gleichung gwifchen x und y,
die das gefudhte Integral Der gegebenen Gleidyung ift.

Ex. Sft xdx + ady == b Vdx*4dy* gegeben, fo hat
man

x}+ap=b Vi —~+ p?y

Yl T LBV
und daher der vorbergehende Werth von y
y = — +ap* 4 bp Vidp' — b fdp Vi+4p* + G

I. Wenn die gegebene Gleichung swar beyde BWariable, allein
eine von ihnen, 3 B. y, nur in der erflen Poteny enthdlt, fo nehme
man von ibr den Werth von y in x und p, wodurch man erhalt

dy = pdx — Mdx | Ndp ober
(M —pydx 4 Ndp = o.

alfo audy
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Kaun man nun die lehte Gleichung integriren, fo erhdalt man
dadurch eine Gleichung gwifdyen p und x.  Climinirt man dann aus
diefer und aus der gegebenen Gleichung die Grofe p, fo hat man das
gefuchte Jntegral der gegebenen Gleichung.

Ex., Sft ydx — xdy = a Vd x'-'_:]——d?; gegeben, fo bat

man
y =px 4+ a Vi-4pa
Das Differential diefer Gleichung ift, wenn man dy = pdx
ft'g\[',r
apdp
xdp + —— =
Vi p
Diefe Gleichung zerfallt in die beyden Faftoren
dp = o und x - - P =
Vitp?
Der erjte Faltor gibt p — c. Subftituirt man diefen Werth
von p in der gegebenen Gleichung
y=rpx 4+ aVitp,

fo hat man fiir dag gefuchte Sntegral derfelben
y = Cx 4 a 1/1-—[—(]:..

+x

Der yweyte Faftor gibt p = ————,
ar—x2

Virdpr = — ] e i ﬂ~.;

X Vﬂ.:—‘:‘-:

und daher, wenn man in der gegebenen Gleichung fubftituirt,

x2 _|_ y'{ — a'_'{
weldye Gleichung feine willfirliche Conftante enthalt, und aud) quf
feine Weife in dem vorhergehenden Jntegrale
y=0Cx +a Vi

entbalten ift, und welde daber al8 eine befondere Auflofung
der gegebenen Differentialgleidhung angefehen werden muf.

II. Hier folgen nod) einige hierher gehorende Beyfpiele mit ihren
Auflofungen, deren Ableitung man in Culer’s Differentialrechnung,
Part. I. Sect. IIL , nadfeben Fann.

(A) o ydx — x VAx* 4 dy* = o gibt um Jutegral
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log.x = C & % log.[Vitp +p] — 2 p Vidp — %

i = : e | dy AT Y |
wo awifdyen beyven Gleidyungen die Grife p = o eliminivt wird.
ax

(B) ... ydx — xdy = ax Vdx*fdy? gibt eben fo

\tl\-l—uT»,

(©) . — = Vdx* - dy* gibt gum Sntegral
\/z\y

\"I'R. \_.f.‘
x4+ Vi) — =G (x—Vir)
Da das Clement des Vogens einer Curve ds = /dx* - dy?
ift, und da man eben fo hat
\'/0\} \fl.\_—|—~xtl_\;!
V 2 Xy
fo ift das gefundene Jntegral die Gleichung einer Curve 3111!]d‘i11 den
recytiinfligen Coordinaten x, y, fiir welche der BVogen s =)/= xy ift.
(D) ... adx 4 bdy = Vdx*+fdy* gibt jum Integral
(b*—1) y 4 abx 4 x ya*—b* —1 = C,

alfo die Gleichung einer geraden Linie, flir weldhe der Bogen
s = ax 4 by ijt.

XXXV.

Befoubere Anflofungen der Diffevential:
gleichungen

§-212. (Crklarung der belondeven RAuflofung.) Wir
haben fo eben unter den Beyfpielen ded §. 178 den Fall angetvoffen,
o eine gegebene Differentialgleichung , nebft ihrem gewdshnlichen un-
beftimmten Jntegrale mit der willficlichen Conftante desfelben, nod
ein andered Integral enthalt, welches feine willfivliche Conftante mit
fich fibre und auch in jenem unbeftimmeen Jntegrale niche enthalten ift,
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denungeachtet aber, wenn man fie differentiict, die gegebene Differen=
tialgleichung wieber eryeugt. Soldye Sntegrale nennt man befon-
dere Auflofungen Dder zu ihnen geborenden Differentialglei-
dyungen.

Die gegebene Gleidhung war

ydx — xdy = a Vdx*4dy*

und fiir fie wiirbe das unbeftimmte Sntegral y = Cx 4 a /1 +C*
mit ihrer willfirlichen Conftante C, fo wie auch die befondere Auf:
I6fung y = Va* —x2 gefunden, weldye Feine neue Conftante enthalt
und durd) feine Annahme von C mic jenem Jntegrale identifch ge-
macht werden Fann, obfdyon bepde endliche Ausdriicke von y der geges
benen Differentialgleichung entfprechen. Denn wenn man in diefer
Differentialgleihung y =Cx 4 a V1 4 C* und dy = Cdx, oder
—xdx

Vaz—xz
wird, in bepden Fdallen, bder gegebenen Differentialgleichung genug
gethan.

Gben fo verhdlt ed fidh mit der Diffeventialgleichung

dy* — xdxdy + ydx* = o.

wenn man in ihr y = Va* —x* und dy = fubfiituirt, fo

Denn fucht man aud ihr den LWerth von
Ay e V=g

= —————= oDt

dx 7

xdx — ady E
T, =
\/xl—,:iy - 4

fo findet man, da

xdx—-—ady_v,_\l—qy
vlz—;i)'

ift, dad unbeftimmte JIntegral der vorgelegten Gleichung

\/m+x+0=e oder 4y + 2Cx - C* = .
Allein derfelben Gleichung entfpricht auch die endlidye Gleichung
by — x* = o,

und da diefe in dem vorhergehenden Integrale nidyt enthalten ift, fo ift
fie die befondere Auflofung dev gegebenen Differentialgleichung.
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§. 213. (Auttindung dieCer befonderen Anflotungen einer
gegebenen Differentialgleichung.) ey U = o eine gegebene
Gleichung gwifdyen x, y und einer Conflante a. Differentiict man
diefe Gleichung in Begiehung auf x und y, und eliminirt man dann
aug diefen beyden Gleichungen die Grofe a, fo exhdlt man cine Gleis
cdyung der Form

dU = Pdx 4 Qdy = o,
wo P und Q Funftionen von x und y obhne a find.

Man Fann aber aud) die Groffe a ald eine veranderlidhe Grofie
Detrachten , wenn dadurdy die in der gegebenen Differentialgleichung
beftehende Werbmipfung swifchen dx und dy nidt aufgehoben wird,
und unter diefer Worausfepung wird das Differential der Gleidhung
U = o die Form erbalten

dU/ = Pdx - Qﬂ}' -+ Rda = o,
o auch R eine Funftion von x, y und a ift.

Diefe Gleidhung d U/ = o geht daher in die frihere Gleidung
dU = o 1iber, erflens, wenn a conftant oder da = o ijt, und
aweptend, wenn die Grofe B/ felbft gleich Null gefest wird.

Da nun dad Nefultat der Climination einer Grofe aud wey
Gleichungen, nicht fowobl durc) die BVefdaffenbeit diefer Grofe felbit,
fondern nur durdy die Art ihrer Werbindung mit den tibrigen Grofen
bedingt wird , fo erhdlt man durd) Elimination von a aus den bepden
Gleichungen U =0 und d U/ = o offenbar diefelbe Differentialglei-
dyung wieder, wenn man auc) a al$ eine variable, durch die Glei=
chung B = o beftimmte Grofe behandele. Fuhrt man alfo nun das
verdnderlich gewordene a in die Gleidung U = o ein, . h. fhafft
man a aus U = o mitteljt der Gleichung B = o weqg, fo erbalt
man ebenfallg eine endliche Gleichung, die aber, in fofern die Glei-
dung B = o in der That ein variabled a darbiethet, und da bas
Nefultat der Elimination von a aus den Gleidyungen U= o0 und
R = o nidyt aud) durch Subftitution {rgend eined conftanten LWerthes
flir a in der Gleihung U = o erhalten werden fann, die erwdhnte
befondeve Auflofung unferer Differentialgleichung fepn wird.

Demnad) wird man alfo diefe befondere Auflofung einer Differen:
tinlgleidyung aus ihrem allgemeinen Integral U auf folgende Art fin-
den.  Man Ddifferentiive diefes Integral blof in Veziebung auf die da-
vin enthaltene unbeftimmee Conftante, und eliminire dann aus dem fo




400 §- 213.

erbaltenen Differential und dem gegebenen allgememen Jntegral U bie
erwabnte Conftante. Dasd Nefultat diefer Elimination ift die befondere
Auflofung der gegebenen Diffeventialgleichung in allen den Fdllen, wo
fie durch Feinen fpegiellen LWerth der im allgemeinen Integral entbalte-
nen Conftante dargeftellt werden Fann.

@o Datten wir in §.178 das aligemeine Jntegral

y = Cx -+ a Va4 Ca.
Dief in Vegiehung auf C differentiivt , gibt
Tk o

und die Elimimation von G aug diefen beyden Gleichungen gibt

Gi=

!

<2 _1_ y: — a%
al8 die befondere Auflofung der Differentialgleichung
ydx — xdy = a \/axl—f— dy®

Cben fo gibt das allgemeine JIntegral des §, 179
4y -+ 2Cx 4+ C* = o,
und deffen Differential in Begiehung auf C gibt x = — C, alfo ijt
auch das Mefultat der Climination vou C aug diefen beyden Gleichun:
gen ober
Ny = =0
die befondere Auflofung der Gleihung
dy? — xdxdy 4 ydx* = o.

I. Man fieht, daf fich dasfelbe auch auf Differentialgleidyungen
von drey und mehr veranderlidien GSrofen antvenden Tafit, und daff die
Gleichung, weld)e diefe befondere Auflofung vorftellt, fiiv die einbiillende
Curve oder fity die einhiillende Flache (§.133) gehort, welche eine nach
etnem beflimmten Gefese bewegliche Curve oder Flade, die durch die
Gleichung U = o gegeben wird, umfchlieft und an allen ibren Orten
bertibet.

Dasfelbe [afit fich endlid) auch auf Differentialgleichungen der ho-
heren Ordnungen fortfesen. Jift 3. B. die Gleichung gegeben

xd*y* — adxdyd?y -+ -xdx* = o,
{o ift bas nadyfte Integral derfelben

U= (x*-}C)dx — 2Cdy = o,
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wo C bdie willfirliche Conftante ift. Allein dag Differential von U,
blof in BVegiehung auf C genommen, gibt

und die Elimination von C aus diefen beyden Gleidyungen gibt

dy2
A .
* dxz T 3
F ] |y ol " ! £
und diefe Gleidhung oder -(1—"' + x = o ift daher die bejondere Aufz
ax

[6fung der gegebenen jweyten Differentialgleichung. Wir werden im
gvepten Wande auf diefe infereffanten Vetradhtungen wieder juriicf
fommen.

§. 214, (Qurven, deren Subtangente w, £, gegeben ift)
Wir wollen diefen Gegenftand mit einigen Aufgaben befdhliefen, bdie
fich auf die Sntegration der Differentialgleichungen begiehen,

I. Man fuche die Curve, deren Subtangente gleich einer gegebes
nen Funftion X von x iff.

Die allgemeine Gleidyung diefer Curven ift
dx
=

ydx
dy
@oll 3. 5. die Subtangente conftant feyn, fo fey X = a, fo ift

>
= X ober log.y —.:J

log. y —:.g, fiir dic Logiftif. — Soll die Subtangente gleich der dops

pelten Abfeijfe, alfo X = 2x fepn, fo hat man y* = Cx fiir die
Parabel. — oll, fiir Polarcoordinaten, die Subtangente gleich
vem NRadiug Wector r feyn, fo hat man
r2dy
—— =1 ot v — log.r
dr
vie Gleichung der Togarithmifdyen Spivale.
IL  Um bie Curve gu finden, Dbderen Norntale ihremt Kvitms

: o e A o5 rds -
mungshalbmeffer gleich ift, hat man fir die Normale 3‘;- = und fite
X

e ’ = d x3 gt
den Krimmungshalbmefjer — Toqag! Went d x conjtant angenont-
X -_}’
men wird. et man diefe bepden Ausdriicke einander gleich, o er:
balt man
rd2y 1y=
RN .\{_ &5 = —- d¥y
dx dx

Litteon's Wnt, 3. Hoh. Math. afy
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dy
oder, wenn man —— = p und =2 = dp febt,

ydp + lld}' = — dx,

. wovon das Integral ift
1! py = C — x,

oder wenn man den Werth von p wieder herftellt

ydy = Cdx — xdx,

Das Jntegral diefer Gleichung ijt aber, wenn x mit y jugleid)
verfdywinden foll,

y* = 20x — x%
weldyes die Gleichung des Kreifes ift.
TIL Um die Curve su finden, deven Krimmungshalbmefjer eine
conftante Grofe a ift, hat man

2 d s’ N d y )
ﬂ‘_.mdxd.-" S d x2
. 1y
3t wieder ‘E— P aI|o y ,. fo ift die leste Gleichung
_ i 3 ad
( 'l(;-lxll = el ( +P oder dx = — —Lp—'l';
! (r+p3)?
& wovon dag Jntegral ift
R e
b ’
Vitp:
1 :
oder, wenn man den Werth von p = (a{ wieber berftellt,

Da8 Jntegral diefes Ausdruckes ijt
y — € = ya*— (x — C)* obdet
(x—O) + (j—C) =
die Gleidung des SKreifes.

diyi=—

§. 215, (@rajectorien). PWenn in der Gleichung einer gegebe:
nen Gurve die in ibr enthaltene conftante Groge fidh nady und nad)
durdy alle Abftufungen dndert, wenn 3. B. der Parameter einer YPa-
vabel fid) dndert, wdbrend der Sdheitel derfelben nuverdnderlich ift;
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fo erhdlt man eine Neihe von einander unendlicy nahe liegenden Paras
beln, die alle denfelben Scheitel und diefelbe Abfeiffenare haben, Man
fuche diefenige Curve, weldje alle diefe auf einander folgenden Curven
unter einem und demfelben Winfel fchneidet, bdeffen trigonometrifche
Tangente gleich k feyn foll. 9Man nennt die gefuchte Curve die T a=
jectorie der gegebenen Curven.

Sit die Gleichung der gegebenen Curve ywifdhen den Coordinaten
x, y und der Conflante a audgedriickt, fo witd die trigonometrifche

5 ; =2 Ao = ot G g
Tangente ded Winfels diefer Curve mit der Are der x gleich - Tepn.
ax

Druct man aber die Gleichung der gefuchten Trajectorie durdh
die auf diefelben Aren bezogenen Coordinaten x/, y/ aus, fo wird die

o

trigonometrifche Tangente des Winfeld diefer Trajectorie mit der Ave
sl sy die, . : — s
der x gleid T feyn. Nimmt man diefe bepden Tangenten fiiv einen
X
der Durchfchnitespunfte beyder Curven , fiir welchen alfo x/ = x und
y! =y ift, fo wird der Winfel der beyden Tangenten jugleid) der
2Winfel der beyden Curven in diefem ibren gemeinfchaftlichen Punfee
feyn , und da diefer LWinfel gleich der Differeny der beyden Winfel iff,
weldyen die Tangenten der swep Curven mit der Are der x bilden, fo
wird man haben

dy’ dy
dx' dx
k :'—,'—d‘}— S e 415

dy
) S e

1 v 2 d
Sn diefer Gleichung wird nan den Werth von d—}\;, nadydem man

i ihm x = x/ und y =y’ gefest hat, und dann in dem fo erhal-
tenen Ausdruce den. LWerth von a aud der Gleichung der gegebes
nen Curve fubjtituiven: das fefultat diefer Subftitutionen wird bdie
Gleidyung der gefudyten Trajectovie fepn.

Ex. SGey die Gleichung der gegebenen Curve y = ax, alfo eine

I Lol i
durd) den Anfang der Coordinaten gehende Serabde. QIEﬁgIbt'T"-za,
ax t
md daber die Gleichung (1), wenn man in ihr a = :—, das beift,
Y
= = |ebt
X

k. (x/dx! 4 y/dy!) = x/dy! — yrdx/,

20 ¥
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ober wenit man durd) x> - y* dividirt und dann nady dem beFannten
Ausdrucke infegrivt

Fi

k . log. V/x* 4 yi* = arc. tang. : :

Cent man x/ =rcos.», y/ =rsin.v alfo x* | y2 =%

fo ijt die lebte Gleichung
k., log.vr = v

Die gefudyte Trajectorie ift alfe bdie logarithmifche Spirale.
(Wergl. §.93, 1V.)

Ware ftatt der Geraden eine hohere Pavabel gegeben, deren Glei-
thung y» =ax™ ift, fo wixde die Gleichung (L) in folgende liber=
gehen

k(my/dy’ 4 nx/dx/) + my/dx! — nx/dy’ = o,

dy ma xm—1 my = d y my’ .,
i — —— e —— | -_— = : .
Da Il X n )'"—‘ nx allu aud) d?\: nx’ Iﬁ

Da aber diefe Differentialgleichung bHomogen ift, fo laft fie
fid) integriven. Fiir m = n = 1 erhdlt man den vorhin betradytes
ten Fall. -

§. 216, (@rtl}ugmmlcL"f'ruirrwrirn‘) St der Winfel, den
die Trajectorie mit den gegebenen Curven bilden {oll, ein rvechter LWin-
fel, fo it in der Gleidyung (L) die Grofe m unendlidy, und Ddiefe
Gleichung gebt daber in folgende einfadyere tiber
1 —t-d—\ }1'—1:0 S (T )
und Ddief ift die Gleidhung der orthogonalen oder rechtwinfligen Tra-
jectorien.
Ex. 3t die gegebene Curve die Parabel y» —axm, {o findet
man
my/dy/ 4+ nx/dx!/ = o,
deren Integral ift
miy/2jeimx 2 i1
oder Ddie orthogonale Trajectorie ift eine Cllipfe oder Hyperbel, weun
n pufitib oder negu(iv IFL Nitm—n— 1; fo it die ggge[}(‘_nc Surve
eine durch den Anfangspunft gehende Gerade, deven Gleidhung y=ax
und die Trajectorie derfelben hat jur Gleichung
x? 4 32 = C,
die fiiv einen Kreid gehort,
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Wenn endlid) die orthogonale Trajectorie ein Spjtem von dhns
lichen Gllipfen, die alle denfelben Mittelpunft und ibre grofien Aren in
ber Are der x baben, fo bat man fiir die Gleidung einer diefer
Cllipfen

= ]~: Va® —x>

Diefe Cllipfen werden aber einander dhnlich fenn, wenn in allen
bag Werhltnif ~ dasfelbe bleibt. Sey alf 2=, foif

y = m yaz—x2
dy Xy dy x’yf
un o e SV snie Fer, |
O bajes dx az—xz/ HURGIT dx az—x

Dadurd) geht die Gleichung (IL.) in folgende fiber
x!yidy’ dx
1 ——mmo oder }"‘(1}""—‘([1‘—}’)—‘-";
Wovon dad Integral ift
X2 yit — ga?log, x/,
Gehen die Cllipfen in Kreife 1iber, fo hat man y* = a* — x2,

alfo aud %% = — }l, und daber die Gleidyung (11.)

deren Jntegral log. x/ =log. y/ 4 log, C oder x = C y fiie eine
gerade Linie gehort, twie {dhyon oben gefunden wurbde.

0. 217. (Rettenlinic,) Man fudye die Gurve, deren Bogen s
der Tangente des Winfels ¢ proportional ift, den die berihrende Ge-
rade an dem Endpuntee diefes Vogens mit der Are der y bildet.

it a eine conflante Grofie, fo hat man demnad) s = a tang. ¢.
Allein e8 ift audh allgemein

d x : oy
T; = sin.¢ Ui 'T = €05, 9,
v = d ado 4
und da die erfte Gleidung gibt ds == ——7 , fp hat man
COs5.- @
Sin. ¢ a .ir-
dx — ad¢g — = und dy = —

C05.-@ €Os, ©
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Die Jntegrale der beyden lesten Gleichungen find

gt ik 5 d 90 4 ¢

X = p + € ud y = a log. tang. —— - C.

Laft man x und y mit ¢ gugleid) verfchwinden, fo it C=—a
und C/ = o, alfo hat man fir die swey Gleidyungen der gefuchten
Curve

da
So il a mnd y = a log.tang.
Gliminirt man aus ibnen die Hilfsgrife ¢, fo hat man, da
go 4o 14-sin.o .
=Tt i,

2 cos. g
a4 x4 Vaax X2
!
a

90 49
e

tang,

y = & 105’.

fiir die Gleichung der gefudyten Curve, deren Differential
adx

Vaax -+ x*

dy = if.

I. €3 war cos.¢ =£—x, alfo ift aud) tang. ¢ =l/_?_'%'~"—’—
Subijtituivt man diefen Werth von tang. ¢ in der erften Gleidhung
s = a tang. ¢, fo erthdlt man
§* = 2ax - x%

ober, wenn x = x/ — a gefesit wird,
§* = x/* — a?
fo Daf alfo diefe vectificable die Kettenlinie (8. 21) iff, wo (Fig. 25)
NP —=x, AP=x/ und PM = y ijt.

II. Um die Gleichung diefer Curve noch anders audzudriicen, fo
gibt der lehte Ausdruct devfelben

e y
c{ﬁ_a+x+\/z‘xx+:\'t e &
a

, alfo gud)y e * = eyl

und daber
y

y
22X - o

e a n Q
=== e e — 2,

oder, wenn man wieder x = x/ — a febt,

9 x!

A AR A VLAY




§. 218. h01T
XXXVI

Sntegration der Differentialgleichungen
per wenten Ordnung ywijdhen 3wey
BVarviablen,

§. 218, (€rfte und 3wente Integrale folcher Gleichungen.)
St U=o eine endlidhe Gleichung gwifchen x, y und zwey Conftanten
a und b, fo fann man fie ywep Mal nady einander diffeventiiven, und
dann aus den drey Gleidhungen U=o0, dU=0 und d*U=o jene
bepden Conftanten eliminiven, wodurd) man gu einer Diffeventialgleis
dung der jweyten Ordnung Fomme, die von jener Conftanten unab-
bangig ift. — GCliminirt man aber aus den gwey erfien Gleichungen
U=o0, dU=o0 blof die eine a, oder Dlof die andere b bdiefer zwey
Gonftanten, fo erhdlt man zwey Differenttalgleichungen der erften Ords
nung, die wir V==0 und V/==o0 nennen wollen , und e8 ift flar, dafi
man die Differentialgleichung der zweyten Ordnung von U=o erhalt,
wenn man aus V.—=o und dV=o die Grofe a, oder aud), wenn
man aqus V=o0 und d V=0 bdie Grdfe b climinirt. Daraus folgt
daber, daf jede der zwep Differentialgleichungen V=0 oder V/=o0
der erften Ordnung als das exfie Jutegral der Gleihung d*U=o
angefehen werden fann, wdhrend U=o dad gwepte oder das
endliche Sntegral diefer Gleihung d*U=o ift. Man fieht gu=
gleich, daf man diefe endlidye Gleihung, oder daff man das gweyte
Sntegral U=o0 einer 'gegebenen Gleihung d*U=o erhalt, wenn
man die beyden erfien Sntegrale V=0 und V/=o derfelben Fennt,

und wenn man aud den bepden leften die Grofe —:-1-% climinivt, {o wie,
daj das gwepte Integral einer jeden Differentialgleichung der gweyfen
Ordnung gwey Conftanten der Jntegration enthalten muf,
Sit 3. B. die Gleichung
U= 0= ax -+ 2y | by

gegeben, fo findet man

dU o= (aty)dx 4 (b4 x)dy und

$2U= o0 = 2dxdy 4 (b x) &*y.

Il
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Climinirt man au$ diefen drey Gleichungen die Grofen a und b,
fo erhdlt man
¢*U = 0 = xyd*y 4 2ydydx — zxdy2,
Cben fo gibt die Climination von a aus U und dU
Y=o0=(b-}x)xdy — bydx,
und die Elimination von b ausé U und dU
Vie=0 = (a+4y)ydx — axdy,

und endlich die Climination von .:.l_‘; au8 V und V/

o0 = ax -} xy - by,
weld)es wicder die urfpringlich gegebene, endliche Gleidhung ift.

219. (€infachlte Formen dieler Gleichungen.) Sn den
niun fo{g-.nbu: Ausdriicfen begeichuen die Grofen X, X/... Funftionen
von x, und Y Funftionen von y. Die Grofe x wird als unabhdngig
oder ibr erftes Diffevential dx conftant, alfo d*x==o vorausgefest.

Detradhten wir guerit einige einfadye Gleichungen der jweyten
Drdnung, derenBntegral gang ohne Schwierigfeit erhalten wird.

[1‘

Lo o ais iz X =0
Diefe Gleichung qibt fofort
dy %
und wenn man nod) einmal infegrivt:

y + fdxfXdx — Cx L ¢/,

wo C und C/ die (Euufmnlen der Jntegrationen find.

1028 Y =

Multiplicict man bwfvn Ausdruck durcd) dy, {o hat man

dx

dy d

dx'd\ L+ Ydy = o, alfo aud)

d
( }) ~+ Ydy.= o, ober

dx

a
(_1 4 2[Ydy = C, ober

dx
dy

T = V(‘ = “Jld)f

dx
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worausd fofort folgt:
dy
R e (65
f\/lj —_ '.',J'Id)' +

dz=
A ——},——ai} — o gegeben, {o hat man

x = L log. (ay 4 V/CF w2y + €
wofiie man auch, da C und C/ willkirlidye Conftanten find, fehen
Fann, wenn log. nat. e = 1 ijt:
v, =G iter X i I R e A
St aber (i: < a*y = o gegeben, fo ift

x = _ arc. sin, T -+ G/, woraus folgt:

(13

. sin, a (x — ¢’), ober aud)

Multiplicivt man diefe Gleidhung durd) dx, fo it

d‘cdy__ Xdx
dy* e i %

1 dxdzy .. 1
alfo audy, da —-—:l—‘ pas Jntegral von d;_,} fiir dx = const, ift,
Y 4

(lx dy e 1
i P SR ey erd
und baber

dx

= 0/ AL N v T A
y £ + C -+ _lelx'
Gben fo findet man

1Y. -fl—y-l LB ) SRR S L Cf-—!—fdy.ef"'-‘)“—“,

( 1 g

v. Z24xd=0.. C/ 4 fdx.eC—/Xix,
b
dey \ _dy dy

VL __'—I_lp—_ g = ¢ + b—fltl}

d x> dx




; . - d2y dy o i,
§. 220. (Gleichungen, die blof; T umd =, ohne x

y t!lll]lllttil) @ept man in foldhen Gleichungen dy=pdx, fo ift

dz }

dp
=p umd —= = -ﬁ, und dadurc) wird die gegebene Gleichung

d
auf die Form H'; =P gebrad)t, wo P eine Junftion von p iff. Dar-

aus erhdlt man
d
c-;-f A S
und dba dy = pdx =p. <L ift, fo wird audy
y-—C"—[— ‘”1" LR L AT

Climinivt man dann aus den bepden Gleichungen (1) und (11),
nadydem man fie integrivt hat, die Grofe p, fo hat man die gefuchte
Gleidyung wifden x und y.

Ex. I. Die¢ Gleihung ad*y = dydx, gibt auf diefe Weife

it
xr.::Cf-[—a]og. .

Ex. IL. Gben fo erhdlt man qus

@xt +dy2)* 4 adiyds = o
fir die Gleidyung (I) und (I1)

\/T:t-[;—_il = C und }+\/I+p = (0
und daber, wenn man p eliminirt:
(x—0C) 4 (y—C) =
Ex. I, Die Gleidung ad*y = dx\/dx* J- dy* gibt eben {o
fir (1) und (I1):

Py g adp A apdp

und d Y
'l/l -+ p* l/l + P
alfo audy

x4+ C =alog (p+Vitp) um

v+ C=av1 + p*;

aljo auch, wenn man daraus p eliminit :
x 4~C=a log. %50 VISEENS: e

a
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ady

2x. 1V e
Ex. IV. . . dx-=+ T

4+ be=o gibt fiix () und 1T
x =HGH— i\ log. (b—ap) und
¥
y =0 — 2 — — log. (b 4-ap).
Die erfte diefer Gleidhungen gibt
log. (b 4 ap) = a (C—x) und
pe=: (eC =),

und wenn man diefe Werthe in der wepten Gleidung fubftituirt, fo
erhalt man
y=-C! — =i [abx —ie0=ex],

az
d*y ady bdy2
E}hv- ’ dT"l“—-—*'d\ +T;:‘,.—+C=0-
Diefe Gleichung gibt fofort

—C Rd
i _*f.c-{-'ap—i-hp:'
wenn dy = pdx ift.

: ; &y ¢
§. 221, (Gleichungen, die blofs E%’ ;—ii umd x, aber

nicht y enthalten). @ept man wieder

iy dy  dp
5 = by alfo auch Ry

fo verwandelt fich die gegebene Gleidung in eine der evften Ordnung
swifchen p und x. Kann man diefe integriren und p durch x ausdriis

cfen, fo ift
y = C -+ [pdx,
oder wenn man bequemer x durd) p ausdriicken Fann:
y = px — [xdp.
1. Auf diefelbe Art wird man verfahren , wenn die gegebene Glei=
2y d ;
dyung blof :—\i, :—1—):- und y, eber nidht x enthdlt. Denn daun ift

dy dzy dp dp dy pdp ;
P E e e e R T und dadurch verwandelt

fich die gegebene Gleichung in eine der erften Ordnung jwifdhen p
und y.  Kann man diefe integriven, und p durd) y ausdricken , fo ift
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Ju—C—]~j.'dY

oder wenn man bequemer y duvch p ausdriicen Fann:

L 7+f>dp

Lo fztdx? + a*dy?) d*y = bxdx*dy.
Dief gibt fofort
(x* 4- a®p?) dp = bpxdx,
oder, wenn man x ==pz fegt:
dp bzdx
Das Jntegral diefer Gleidyung ijt

P=C.[a*++ (1 —D) z*[*0=m,  qlfo aud
X =pz = Cz[a* 4 (13 — D) z‘-_];“‘"‘.“_“sf
und daber
Y= px — {xdp, ober
y =C*z[a*4-(1—b) z* ]‘“‘"——bC*fz‘d.c[a*—{—(l—b) 22]*=» 4-C,
gir den befonderen Fall b= ift

P zdg 7%

log, — =" 22 == (800 g
C a? 2 a d

X = pz = apy2 ]og.%, alfo aud)

y = ap*Va log.%u afpdp ‘/z log.-lé- -+ G,

B e (ﬂx*-l—dy?)];m Xdxd2y.
Dief gibt

alfo audy

et man der Kiirge wegen

= 1 5 ;
i __I_ff_\’f’ fo ird P




und daher
= C/ X (il
y + fpdx + f —

] dy

dx='

Multiplicive man burd) 2 d y und integrivt, fo hat man, wenn

1
z =f(:11 dy ober

dz dy %
—_— = = et wir
dy (dx Sefb ; b’
dz
—— — 28 COSsy — 2bz = o0y
dy

und von diefer Gleichung ift das Snt’eg,ra[
g =Gy erby o ———rr (sin. y — 2b cos, y).

Differentiict man diefe C—S)Ield)ung in Begiehung auf y , und fellt
12 AN
den Werth von (:—li) = C:—)() wieder her, {o bat man

dy::zb. .e’b-‘-}— (cm y + 2b sin. )

d x*®
als dad erfte Integral dev gtgbbeuen CJIetd)ung. 3
9y = o (14 22)
@ept man dy = pdx, fo hat man
2 a—x)dx,
G + 9’

wovon das Integral ift:
bp

Vit p
oder, wenn C = o ift:

Ex. IV.

= ax — Ix* -} G;

(zax — x?) dx
\/:’; b = (zax — x*)2
bas gefudyte erfte Integral der gegebenen Gleichung.  Man halt aber
eine Differentialgleichung der jweyten Ordnung filr integrivt, wenn
man ihr erftes Sntegral oder ihre Diffeventialgleihung dev erften Ord-
nung angeben Famn.

dy =
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o ; : el e st 2wy
g- (Gleichungen, welche nur die Grifen e

und y in der erften Potens enthalten.) Sey die Gleichung
gegeben

&y -+ A-{l-:-r‘- 4+ By = o

d x= dx y {

wo A und B conftante Grofien {ind. Seht man y=e/22x, {o ift

dy : d2y
Y e— Sudx “ee ) i 2
—~ = u umd == = (u -

dx 3

du :
Siehi udzx
d x e/ g
alfo gebt vie gegebene Gleichung in folgende fiber:
d
u? +;-1—l\fl-j—Au—{—]3_'—_.0.
Da in diefer Gleichung die verdnderliden Gréfen u und x ab-
gefonbert werden Fomnen, fo 4t fie fich integriven. Man Bat
ndmlid

du
X = — e (1),

u - Au + B
alfo audy wenn lk=4B — A* pofitiv ift:

A 2 X
+ are. tang. ki i
vk

VI

und wenn k/=A2* — 4B pofitiv ift:
S 1em. A -ax — vk
VL A+ ax 4 vk

L. 9Man Fann aber auch die gegebene Gleidhyung auf folgende merfs
wiirdige LWeife integriren.

Wenn man die Grofe u conftant annimme, fo hat man 'd]—l:mo,
und man mufi daber baben v AuJ-B=o.

Sind m und n die Wurgeln diefer Gleichung, fo ift

Judx = mx - C oder fudx = nx 4 C/,

und daber

y = e tC o= ¢C.emx, oder qud) y = C. emx,

und eben fo

X = —

y = Clenx,
Der exfte Werth von y gibt

d Y mex [1")’ ] g
= Cme und  —— = Cm*em*, alfo qud)




Yi999;
d*y A %7 Bl L
=5 K—\— y=C.e** (m*+ Am =4 B) = o,
und eben fo exhdle man mit Dem gwepten LWerthe von y die Gleidyung
d=y dy bl
—_— -+ AT; 4By = C/. e* (n* 4~ An - B) = o.

E8 wird dabher die Gleidhung y=Cem*--Clenx ebenfalld der
gegebenen Differentialgleidhung Geniige leifter, was oudy die Werthe
von G und C/ {ind, und jene ift daber das vollftandige Integral vou
Diefer.

Sind die bepden Wurgeln einauder gleich, fo geht die Gleichung
(1) in folgende dber:

X = — —ﬁ——-=(}—]—-———l—~ oder

(o — mj)?* u— m

1

u=m+(}+x'

Man hat daber
fudx = C/ 4 mx - log. (C 4 x) umd
y = emx+C1g 01 = e, em*. (C+|x),
wofiir man {chreiben Fann
y = em=* (C 4 C’x).
Sind endlich jene beyden Wurgeln imaginde und von der Form
a4 by —1, fo hat man
fudx = ax & bxy/—1 -} const.,
ober wenn ¢ eine willfirlide Conjtante ift:
fudx =a(x+¢) * b (x4 ¢)y—1
= ax + bxy—1 + ac + bey—1,
Sepr man der Kiirge wegen
gactbev—1 — ¢ umd gdc—bev—1 — ¢/,
fo erhalt man
y = C . edXtbxy—1 L (G e2X—bxy—1

T rohx [C.ehxvf—-l —I—Cf.e“l}xvlﬁ’], oder

y = e** [(C - C’) cos. bx 4+ (C—C)y—1 . sin. b x],

wofiie man wieder fesen Fann:
y = e»= (Ccos,bx - C/ sin, bx).
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Ex. 3jt die Gleichung

1 d y 1

dzy
ET—{—L. -+ Yy =0

dx a

gegeben, und a<<4b?, fo {ind die bepden LWurgeln der Gleichung
‘3 u 1 2500
Dt E == =0

imagindr.  Sept man ndmlid) der Kiirze wegen

1V

il

1 7
p -,/a

2 b

ni=— —_——
2 b

und daher das gefuchte Jntegral

_:1'.., C\_E.1 e
[ cos vﬂ—-,—-C sin, —

Vi

§. 223. (Gleichung der Form _++ le\ + X4,y =0.)

Diefe Gleidyung [t fich auf diefelbe Weife, wie die vorhergehende,
behandeln, wenn man, wie dort, gwep particuldre Werthe von y an=
geben fanu, bdie derfelben Geniige leiften. Sind ndmlidy M und N
diefe MWerthe , fo wird das gefudhte Jntegral der gegebenen Gleidyung
fepn:
y=¢C€.M4 C.N,
wo C und C/ die gwey willfirlidhen Conftanten find.
Denn e ift
il 1N 12 v
d_‘-—c[ll‘l—(»';x! (*}7:0(1—‘1- —-C"(I\

dx dx* j x2 d x2

alfo aud
d" y
+ (l x

LM dM
— + X%+ \(ﬂt]

; d*N X d N
SE G [H - X-—_ -~ \"N] = o0,
weil von den gwey eingefdloffenen Factoren des zweyten Theils diefer
Gleichung , dev Voraus{esung gemaf, jeder fir fidy gleich Null ift.




0+ 223: 417

I. Kennt man nur einen particuldren LWerth von y, fo febe man,
wenn diefer Werth M iff, y=Mz, wo z irgend eine unbeftimmte
Junftion von x begeichnet. Dann hat man

dy (l ‘.1
— =z - M-—- un
dz _i 1 x b
d2y d2 M d ‘n[ |] d*z
T i a M
o T Lok e Tt
und wenn man bdiefe LWerthe in die gcgi’lu‘uc Gleichung fest, fo muf
ibr Geniige gefdyehen, oder man muf haben:
d> M d W[ d =z d* = d M

‘—d“—}- St -"+5Y—~+‘(u___}_\u\1,__o

d x dx2

dxzlf

Allein vcrmf\gc der Vorausfesung ift
eM , dM

B +\"‘I—°r

d x?
alfo muf aud

gliT\T t]/-[—_[“ll/ ‘{\T:]-i

dx ' dx dx
dz D
fepn.  Man fese affo — = z/, fo wird man haben

am 1
M. i_[_*{u,r—o, ober

4 d M dz’
> I A 8 3 o ‘oraus folge

C dz L]
Xl = oo 5 e
[Xdx = log Ny e 4 = P e )
alfo aud)

C ¥
g =G —l— fﬁ:—‘ . C“‘er‘!‘,
und daher Mz oder
y =M. G M [ emsxas,
weldhes das gefuchte Integral ift.
(1'5_‘,' A dy

]

R > [ — e e ol il P
Ex. 3t d x2 + a - bx “dx [P Y Qlﬂt{‘tlh
und fegt man, wie im vorbhergehenden §. 222, die Grofe y=e/udx,
fo erbdlt man die Gleichung
du Au B
] e AL
> T(lx+€|+bx+(;l+b;)-:—

Jitteolo™s Ant. g Hoh. Wath,
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die fidh, fir (a<-bx) u =t in folgende verwanbelt:

dt
.- (a +lnx)-—T,+ (A—b)t 4 B =
Sind aber m und n die Wurgeln der Gleichung
2 -+ (A—Dbt4|+Beso

2 ; : 1 :
fo wird fite t gleidy m oder n aud I[l":E = o, und ed find die wey par=
ticuldven Werthe von u;

m n
no=————mnd u =

a -+ bx a 4 l)x;
alfo find aud die ywey Werthe von

Sudx = -T—: log. (a4-bx) und fudx = g- log. (a 4 bx),

und daber aud) die ywey LWerthe von
y = efuds — (3 L b::).h. ud y = (a+b X)E;
fo daf alfo das gefuchte Sntegral ift:

m

y=1C.(a4bx)" 4 €/ . (abx)P.
1. Die gegebene Gleichung
dz } dy

+ X'y = o

Lat fich audy auf fulgemc Weife integriven, Seht man y = eSuix,

dx

; e : ; Iy 12
o u irgend eine Junftion von x begeidhnet, alfo aud) -‘Ii und (1_y
ax {

wie oben (5. 222), fo gebt die gegebene Gleichung in folgende iber
s + du + Vi + Nl — 0,

weldye das gefudyte erﬂcyltegml der gegebenen Gleichung ift, die aber

nue felten nody einmal integrivt, oder auf das ywepte Jutegral juriicks

gefiihet werden Fann.

§. 224, (Gleichung der J’nrm% + \%9:_]“\:\ = X1

St man y=Uz, wo auc) U irgend eine Funftion von x feyn foll,
fo gebt diefe Gleichung in folgende tiber:
llI i Z d]_

,_I__"

:
dx " dx (l\

d2z

‘_"[“\d\"P”)_" ez, “T_T_-xu_
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Beftimme man nun die Grofe z fo, dap

12 v
S xSl + X'z =
dix2 dx
witd, fo hat man jur Beftimmung der Funftion U die Gleidjung
dU d=z dU d=U
Gl i e Xz i=—i = X#
dx :lx+ el +£dx'~' i
LU \
oder , wenn man = U/ fept:
il dU’
f—/ + XUlz 4 zo— = X/ ober
2 dz dx
dUl 4 (‘{ Lhl ) Ul e XWES,
v kA
St nun z eine gegebene Funftion von x, und fest man der Kiirge
wegen
2 d;
=X
+ zdx’

wo alfo auch) V eine Funftion von x ift, fo gibt bdie lepte Gleidyung,
wenn man fie durd) e/Vdx multiplicivt :
ef/Vix dU/ + ef/Vdx  U/Vdx = efVix | Xr;if’
und davon ift offenbar das Jntegral
U} < efVix = [e/Viz, }Cua_‘ oder

dx

Gl T e fVRx ]:fef\f'dx XX C]
€8 ift aber
f\.—dx___f()(_i___—)dx_fxdx—j—log zx,

und bdaber
ofVis == 77 . ef¥ix b e—SVir = L, e—/Xix;

alfo ift aud
U":'.l._._‘ e_..fx,:lt U"(_.fx'lx_ Xﬂzdx..l..c—l und

X — fU"dx + GJ;
y ='zfUldx 4 C'z
Man ficht demnad), baﬁ die Integration der Gleichung

d*y
dxz + dx + Ry 5

d 2

und endlid

-7
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d>z d

X

von Der Integration der in dem § 223 lvletrad)tctcn Gleichung
y

abbdngt.
sl dy dy o
§. 225, (Gleichung der Form —+ A - +By = X,
wo A undy B conftant {ind.) Die Integration bdiefer Gleichung
hangt nady dem in §. 224 Gefagten von der Jntegration der Gleidpmg
d? z dz :
LT; + A a—x —I—« Bz = o0
ab, und man leiftet, nad) §. 223, bdiefer Gleichung Gentige , wenn
man z=e™* fegt, wo m fo beftimme wird, daf
m* 4+ Am - B =o
ift. Da nun fiir diefen Fall X =A, und dasg vorhergehende X/ =X
wird , fo bat man
U/ = e—@F2mx [fe@+msXdx 4 C] « und
Ce—(Adam)x
a— (A-2m)x (Ad-m)x ST N
fie— 2+ dx fed+ Xdx Gt 1 ¢/
f{'—* mx X d x

A4 2m

Ce— (A2 m)x .

SRR e ko
Da aber z=em* und y=Uz ift, {o wird, wenn man n ftatt

— (A 4-m) fent:

Cenx

e—(A-4am)x
(A 4-m)x Y
A-2m fL A }idx +

y — C‘renlx LT

-

m-—1n

enx

J"e-—mx Xy A= T fe—nx Xdx

emx
m — n
Da vermoge der BVorausfesung m 4-n—=— A, {o ift n diesan:
pere Wurgel der Gleichung m* 4+~ Am 4- B = o,
Far den Fall, wo m =n, ijt
A+2m=o0 ud A4 m=—m, alfoaud
U = fe-mxXdx 4 C und
U = fdxfe—"‘*}{dx 4+ Cx -} G/ ober
U = xfc—""'de —_ fe""”"Xxdx + Cx } ¢/,
und daber
y = emx 1\ J‘e—- "”Xd){ SL J‘e--muxxd \J + em: (Cx + CJ’)_




0. 220. 421

Fiir den Fall endlich, wo die Wurzeln der Sleidyung
m* 4 Am -4+ B=o
imagindr, und von der Form a + by — {ind, hat man
emx — glat+bv—1)x __ pax abx V=1
ool = Nai(con b=t V—1 . sin. bx),
und eben fo
enx = e* , (cos. bx — }/—1 . sin. bx).
Gubftituirt man diefe Werthe in dem vorhergehenden erfien Ans-
druck von y, fo erhalt man
y = ¢e** (C cos. bx - G7 sin, bx)

+ %:[Sin- bx -fe—'“.}{dx cos, bx -HCOS.]JX.J‘E_”.XGX sin.hx'\].

6. 226. (Gleichung der Form :—1—} +aty + X=0) Um
diefe Gleidhung su integriren, wird man nur in den Ausdriicfen des
vorhergehenden Paragraphs die Grofe A=—o, B=a* und X=—X
fepen. Dadurd) geht die Gleidhung m* 4-Am 4 B=o in m*4-a*=o0
fiber, fo daf daber m==n=a)/—1 ift. Sepbt man daher in der les=
ten Gleichung des vorhergehenden Paragraphs die Grofe a=—o, b=a
und X=-—2X, fo erhalt man fir das Integral der hier gegebenen
Gleichung E

LB Cc’ 1 . )

y = — sin.ax -+ — ©0s, ax - - cos. ax fXdx sin. ax

afrEy
RS uxf}{dx C05. aX,
a

St bier die Grofe X aus Gliedern der Form K. S (mx - €)
sufammengefest, fo bringt jedes folche Glied in y ein Glied der Form
It sin,
i‘ll" ___h .ﬂ'-‘ * cos. (mx + E)
bervor. Jjt aber, fiiv einen befouberen Jall, m==a, {o bringt das
Glied 1{.,‘ (ax - &) in dem Jntegrale y evjtens ein Glied
it sin.
¢ cos. (é\ X —1_ "]
bervor, weldes aber {dhon in dem Ausdruce

L el N
— 5§10, aX -~ — CO08. 84 X,
H | i

Ga :
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wegen der conftanten Grifen C und C/, enthalten gedacht, und daher
weggelajfen werden fann; dasfelbe Glied bringt aber aud) in y nod)

bas Glied
Hx

e ol e ) St ol

2a

Bervor, wo bas obere oder untere Jeichen genonumen wird, wenn in
X dad entfprechende Glied ein Sinus oder ein Cofinus ift.

A e AR LR AR R

XXXVII.
Sutegration der Differentialgléichungen
per erfien Ordnung 3wifcdhen drey
Varviablen,

§. 227. (Renmseichen dev Jutegrabilitit diefer Ausdriicke.)
Sey die Diffeventialgleidhung gegeben: '
Pdx 4 Qdy 4+ Rdz =0 . . . (I),
wo P, Q, R Funftionen von x, y und z find. Soll Diefer Ausdruct
in Der Xhat durch die Differentiation irgend einer endlichen Gleidyung
wifdyen x, y und z entftanden feyn, fo mup es einen Factor p geben,
der Den Auddruct
p(Pdx Q(]y -+ Rdz)
sueinem vollfdndigen Differential madt. Betrachtet man dann
eine Diefer drey Grofen, 3 B. x, al$ conftant, fo muf aud
 (Qdy 4 Rdz)
ein vollftdndiges Differential fepn, oder ¢ muff die Vedingungsglei:
dung Statt haben:

.&ijg) d 1 ﬂ) o e
dz
(l Q d i {”l il "
,U( ) + (tlf P (d\) ([l})l=0
Gang auf diefelbe LWeife erhdlt man quch, wenn y oder z con:
ftant iji:
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dR duw dr dg s
:1-?) -+ 1t ‘(T:) — (dz) — P (E; — 0 und
dP dp d {l] de N o
RE) s m () & (=R )=
Multiplicict man die erfte diefer drey Bedingungsgleichungen

purdy P, die ywepte durd) Q und die dritte dburch B, fo gibt die Summe
diefer Produfte

d Q dR dR dP dP dQ e
P(H-—_) i Q(‘“—‘az) T B(—~—-ET e ol (1))

dy dx dy

und dief ift die Bedingungsaleichung , weldye Statt haben muff, wenn
bie Gleichung (1) durd) Differentiation irgend eines endlichen Ausdrudd
swifdyen x, y und z entftanden fepn foll.

§. 228. (Integration der Gleithung Pdx Qdy+4Rdz=0.)
$Benn man fich, nach dem vorhergehenden Paragraph, bereits verfichert
bat, daf diefe Gleichung integrabel iff, d. h. daf fie ver 2Bedingungs=
gleichung (I1) entfpridyt, fo nehme man eine ihrer drey WVariablen,
3 . z al$ conftant an, wodurd) man die Differentialgleichung

Pdx 4 Qdy = o
swifdyen gwey verdnderlichen Gréfen x und y erhdlt, die man alfo,
nady dem Worhergehenden , integriven wird, Nennt man bann C die
Conftante diefer Jntegration, fo differentiive man das gefundene Jnfe=
gral von neuent, dod) fo, baf man nun alle drey Grofen x, y, %
als variabel, und C al8 eine Funltion von 2 betrachtet. Wergleicht
man dann diefes Differenttal mit dem urfpringlich gegebenen
Pdx 4+ Qdy 4 Rdz = o,
fo gibt Ddiefe Wergleihung fofort den gefuchten Werth von C durd) bie
dritte Bariable z,
Ex. I. MNimmt man in der integrablen Gleichung
dx(y+2) +dy(x+2 +dz(x4y) = o
die Grofe z conftant, fo bat man
dx (y +2) 4 dy (x4 2) = o,
wovon das Integral ifi:
log, (x + 2) - log. (v + z) = log. G ‘oder
(x 4= 2) (y +2z) = C.




424 0. 220.

Differentiivt man aber die lesste Gleicdhung in BVegiehung auf x,
y uud z, fo erhdlt man
dx (v +2) + dy (s + 2) F dz (x +y+ 22) = dC,
und wenn man von diefer Gleichung die gegebene fubtrabirt, fo ift
dC = 2zdz oder C = 2z |- C/;
alfo ift aud) das gefuchte Integral
42 (y+2) =2+ C oder xy+ xz + yz = C.
Ex. IL. Nimmt man in der integrablen Gleichung
dx (ay — bz) -+ dy (ez —ax) + dz (bx — cy) = o
wieder z conftant, fo findet man

ay — bz 1 ay — bz
- — = — log. C obet et/ B ludod 2 o)
@

x|
s 0'7.
aE Sty 0% — ax

Bergleidht man aber das Differential der lehten Gleihung mit
ver gegebenen, fo findet man, daf C in der That cine Conftante, und
daf daber das gefuchte Jntegral ift:

ay — bz

Cd — ax

— 1

§. 229. (Wenn die Gleichung Pdx + Q dy+Rdz=o0
der Bedingungsgleichung (D) nicht entfpricht,) Sn viefem
Salle hat man lange geglaubt, dafi dann jene Gleidhung Fein Sategral
habe oder abfurd fey. Allein Monge hat gegeigt, daf folche Diffe-
rentialgleichungen {mmer durch zwey endliche Jutegrale, die eine will-
farlidye Funfeion enthalten, dargejtellt werden fonnen, und daf foldye
Gleidyungen daber gewiffen Gattungen von Frummen Linien von dop-
pelter Kedmmung jugehoren.

AWird z als beftandig betradytet, und nennt man p den Factor,
der die Gleidjung Pdx - Qdy integrabel madht, und fest man

f(}.Lde + ;LQd}-‘) — U,
fo ift da8 gefudhte Sntegral der lesten Gleidhung
U ="GC,
wo C nad) bem BWorhergehenden irgend eine Funftion von z begeichnet.
Differentiirt man jept diefe Gleichung in Begiehung auf alle brepy Wa:
riablen, und bemerft man, daf

dU dU ;
(K) = pP und (H) = uQ
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ift, fo hat man

pPax + 008y + [(3) — ()] 4=

und dief mit der gegebenen Gleichung

pPdx ;LQdy -+ pRdz = o
verglichen , gibt:

1 1 1
iR = (( [) (l (‘) o (l] (‘) (r U By
dz dz

@ept man daher C=g¢z oder gleid) irgend einer Sunftion von
z, fo bat man die bepden Gleihungen

U= ¢z

(if) — )u.R = u" (

l.oz
Wo ¢z ='(‘(_l_‘-:i ift; und biefe bepden Gleichungen ftellen daber Das

Sutegral der gegebenen Differentialgleichung
Pdx 4 Qdy -} Rdr = o vor,
Ex. 3t die Gleidyung gegeben:
diz i xdx 4 ydy
z—c¢  x(x—a) +yGy—Db)
die jener Vedingungsgleicdhung (1) nicht Geniige thut (aufer wenn
a=Db=o0 wdre), fo hat man, wenn man z conftant fept:
xdx 4 ydy
X (x —) = gy =) T
@ept man alfo den Factor
p=x(x—a) +y@G—Db),
fo wird diefer Ausdruck xdx 4 ydy, alfo integrabel, und er gibt
x* - y* =G
Sepst man daher U= x* - y* und C = 9z, alfo qud)

dU 5
Qg 4

R — e —

@ —

fo erhalt man, das

ift, fiir dag Sntegral des gegebenen Ausdructs die beyden Gleichungen
gz = x* -+ y*,
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x(x—a) 4 y(y—Db)

g;i’z:
N —

r
in weldyen ¢ z irgend eine willFirlidye Funftion von z begeichnet.

3n der That , obfchon der hier gegebene Ausdruck der Gleichung
(IT) nidht entfprid)e, fo wird er doch, wenn man jwifdyen den Grofen
x und y eine Abbangigfeit feftfest, die man durdy bdie Gleichung
¥y = ¢x ausdrucken fann, cine beftimmte BVedeutung annehmen , die
dann durd) die Gleidhung

dz (xt+ox.0'x)dx

e S x(x—a) 4 9x.(px—b)
awifdhen bloff swey Grofen x und z gegebeén wird. Nimmt man . B,
fiir den einfachften Fall px—x an, {o erhdlt man

dz axdx adx

z —.c | x(xi—a) {ix(x—bh) T 4% e A

woraus folgt:
z—c¢c=C.(2x—a—Db),
und dadurch wird das Jntegral des gegebenen Differentialausdrucks
durd) das Syftem der bepden Glejdjungen ausgedriickt:
Yy = xy
z—c¢=0C.(2x — a—b).

ArmiALRL AL LA LA T

XXXVIIL.
Sutegration der pavtiellen Differen:
tialgleichungen.

S 5t dz !
§- 230. (Gleichungen der Form (T\-)_—ﬂﬂj wo R eine
Funktion von x, y und z ift). Gine endliche Gleichung jwifdyen
Drey verdanderlichen Grofen x, y, z, von welden ey, § B. x
und y, unabbangiy find, bat befanntlich zwep erfte Differentialglei:

oy dz . : ;
chungen, von weldhen die eine (1—) ober das partielle Differential
X

: : ; dz K
von z blof in Begiehung auf x, und die qudere eben fo (1_) gibt.
dy
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Die Jutegration diefer ypavtiellen Differentialgleichungen bildet
cinen eigenen und febr wichtigen Sweig der Analyfe.  Wir wollen hicr
nur die vorghiglichiten derfelben fury angeigen,

SWenn die gegebene Differentialgleichung blof ben einen der bey=

. ; R e L7 :
den partiellen Diffevential-Coefficienten, §. . (:1_;) enthalt, alfo von
1z : skl : :
ber Form CTE) — R ift, wo R eine Junftion von x, y und z be-
seichnet, fo hat man aud)
dx

: ; 1z i s
Da aber in der gegebenen Sleichung G—i) =R die Grofe y ol ene

1z
({, dx = Ndx oder dz — Rdx = o,

conftante ®rofie betrachtet witd, fo if dz — Rdx—=—o eine ge-
wobnliche Diffeventialgleicdhung jwifchen den beyden Bariablen z
und x, deren SJntegral daber nach dem Worbhergehenden gefunden
werden fann. — ey U — C=o Ddiefes Jntegral, wo'C vie
Gonftante der Jntegralien egeichnet. Allein diefes G ift hier nicht die
gewdhnliche Conftante , wie wir fie bisher betrachtet haben, da fie of:
fenbar auch von der Grofe y, und jwar auf eine gang willfaeliche Weife
abhangen fann, ohne daf dadurd) die Gleichung U 4 C = o aufhort,

dz Exe ) :
pas Sutegral von (l]—i) =R ju fepn. Diefem gemaf werden wir

alfo fiir das Jntegral der gegebenen partiellen Diffeventialgleihung den
Augdruck haben:

Uie— Ly
wo fy jede willfiliche, felbft discontinuirliche, jo gang gefeslofe
FKunftion von y begeichnet.

dz ;
Be, T. { —i= y
X (d .\) a gibt
dz — ady =107
und davon ift bag Integral
U= o= 2z — &x.
Alfo ijt auch das Jntegral der gegebenen partiellen Differentialgleichung
z — ax - fy.
9Benn eine gerade Linie in der coordinivten Chene der xz mit der
Are der x einen Winfel bildet , dejfen trigonometrijdye Tangente gleich
a ift, fo wird ifre Gleidyung z = ax - C fepn. 9Benn fich dann ir
gend eine willfirliche und willfirlid) gelegte Curve von einfacher ober
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doypelter Kedmnung mit fich felbft parallel und fo bewegt, daf ein be-
flimmeer Punft derfelben immer durdy jene Gerade geht, fo wird diefe
Curve eine Fladye befchreiben, deren Gleichung (3—:) = a ober audh
z — ax -} fy ift.

12
B e ) _ gibt
((1\ \/x +y- 8

S e oy vober z = \x*+4y*,
 VeEiy

alfo ift aud) das gefudite Integral
ZR e \/f*{—v'—' + f}'

dz
Ex. IIL. (a—‘) v\“_l gibt eben fo

Z =l yHarci sm.; + fy,
und auf diefelbe Weife erbdlt man
von (:—i) =1{ Dag Jntegral x __% = fy, oder, was dasdfelbe ift:
; 22 = zxy 4+ fy;
('(E = \/'\Lzz v x=—Vyr—z 4 fy,

dx

12
(u o » z—x* fy, u.f w.

§. 231. (Gleichungen, dic beyde Cocfficienten ({1—?) und
((1 ) aber ohe x yz, enthalten). I Sey ;.( )-l- ( )=c

und a, b, ¢ beftandige Grofen.
Sept man der Kirge wegen

|
p—( ) umd q = El:)

fo bat man allgemein fiir jede volltanbdige Differentialgleichung swifchen
drey verdnderlichen Grofien:
dz = pdx | qdy.
In bem gegebenen {peciellen Falle ift aber
¢ — ap
b '
alfo audy , wenn man diefen Werlh von q fubftituirt:

Az %;-:]_v - {: (bdx — ady).

¢ —ap 4+ bg oder q =
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Da aber der lehte Ausdruck integrabel fepn foll, und da % dy
{dhon filr fich integrabel ift, fo muf e8 aud E(hdx — ady) feyn,

d. b, die Grofe p muf ivgend eine Funftion von (bx — ay) fepn.
@Gesen wir alfo fp(bdx — ady) = f(bx — ay), {o hat man

[ 1
z=cy + pf(bx —ay),

und dief ift das Integral der gegebenen Gleichung.
St fiir einen fpeciellen Fall b=—a und c=o0, alfo die ge-

: 1z 1z P 3
gebene Gleidhung (:T\) = (%), fo bat man fitr ihy JIntegral
z = f(x+ y)

II. Gey (i—'_ : - j—:) ==1 gegeben, oder p* - q>* =1,
alfo aud ]
=V1—p* ud dq = — PTP .
. : \/1 — p:.

E8 ift allgemein z = [(pdx - qdy), und fiberdieh
fipdx = px — [xdp und fqdy = qy — Sydq,
alfo ift auch
2= px <= Gy — Yixdpf-ydq),
Subjtituirt man in diefen allgemeinen Ausdruck die vorhergehen-
den Werthe von q und dq, fo erhalt man
Py

Z8—pPXE q\/T:I_J' — fdP(X—' \—/]_P‘)r

und das gefuchte Integral ift das Nefultat der Climination von p ausd
ven bepden Gleichungen

ZZPK—-{—-}'V‘I-—'P:-—'[P md x — —2 = =4lp;
L =T pF
Siir den einfachiten fpeciellen Fall ift £/ p = o, alfo auch
Py x : y
X — ———— ober = ——— und \/1—--:
Vi o T BT Voen
und daber das gefuchte IJntegral
7 = ‘/xt + y': F

weldyes aber nur eine particuldre Auflofung ift.
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§. 232. (Gleichungen, die beyde Coefficienten und jwey

d 17
der ‘E‘lﬁi?tlt x y z enthalten.) @ey _\\( /) o+ BY (:l;,):c

gegeben, wo X e¢ine Funftion von x, und ¥ von y, und A; B, C be-
ftandige Grofen begeichnen.
S G AXipe, g : ;
Da bier ¢ = T-l'— ift, fo geht die allgemeine Gleichung
dz=pdx - qdy in folgende tiber:
C dy dx dy
d6=i giurgn AKX D (\\ HI)’

und daraus folgt, wie uvor, daf AXp eine Funftion von

1 d x 1 (dy

vfid o7

feyn mufi, und baﬁ man daher fir das gefudyte Integral hat
d ¥ dx 1 dy
e[ 1G [x =al)
: 2 dz )
Ex, Jur Ax Cl\) -+ By (;G) — C it X=xamd Y=y,

alfo auch das Jntegral
2 h:r y+ .=

St tiberdicf A=B=1 und (‘:o, fo bat man

(rl\) i (:) po-

wovon dad Jutegral z = f'} ift.

5 ' 7
§. 233, (Gleichung der Form AK( )-{—BY( ) CZ.)
Sey die Gleicdhung gegeben
A‘((rlx‘ -—|-—Bl(d!)=cz,

wo X, Y, Z nady der Ordnung Funftionen von x, y, z find.
Gleidyung gibe

CcZ —Hxp
L5 BY ’

und wenn man dief in dz = pdx -+ qdy fubjtituivt:

CZ
dz — =< dy = (ﬂt— ——d)) ober
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da dy  AXp fdx dy
ST BY UG M{“Tf)

woraus fofoet , wie guvor, fir das gefuchte Integral folgt

1 dz 1 J_\‘__{, 1 dx 1 dy
Gf? T e (:if"f#ﬁf—y‘)-

I iir den befondern Fall X=x, Y=y, Z=z hat man

b(8) +9a(E) =

wovon das ,_511tegm[ f—— iff. Gben fo ijt von

dz dz i - 7 x
(dx) 4y ((1\) = 2z das Jntegral - —] f;.

§ir den fpeciellen Fall X =x3, NI e )
A= B =C =1 bat man
d x 1 dy 1 dz 1
Criaamian -l i 5 kil 7 e g

; dz dz
fo daf daber von der Gleidhung x* (H-:—) 4 ¥ (d—‘) = 2% dad Jns
tegral ift ?
b= i 3= f(l e .).

Gben fo ift von —(d ) - (:::) = - bad Sutegral
7T e —7).

o (Bleichung der Form z="P (‘“) +Q (d ;.))

dy

Sit bie Gleidung z =P ([1 ’) -} )(El ) gegeben, wo P f{owohl

al8 Q Funftionen der beyden Grofen x und y feyn follen, fo wollen
wir, um das volfldndige Integral diefer Gleidyung su finden, anneh:
men, daf man bereitd eine particuldre Aufléfung derfelben fenne,
die aud) in den meiften Fdllen leicht gu erbalten ift. ey z2=1U
diefe particuldre Auflofung, wo U eine Funftion von x und y, alfo aud)

0=2() + )"

Man fese uun allgemein z = U . £T, und 8 fey
dT = Rdx 4 Sdy.
Um die fo eingefibrte Groge T su finden, hat man, wenn
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ift
((-i ?) ([I[ ) f‘l‘ + 'L] 4 fJ rl\ uIib
ix

llz) (l:l)f,r + US. 7.

dy

Fhop dz diz\ i
Gubftituivt man diefe Werthe von (H) und (J}-) in der ge-

gebenen ®leidyung, fo hat man, da z="U . fT ift:
dU

ULT = [P C:‘L) +Q (dv)] £T 4 U[PR 4 QS]. #T.

10 . ; :
Daaber U= P (( J) + Q ( ) ift, fo find die beyden er=
ften Kheile der lesten Gleidhung einander gleid), und man hat daber
PR
PR 4 QS = o ober S=—-(L—,~;
und endlich, wenn man diefen Werth von S in der vorhergehenden
Gleidung dT = Rdx - Sdy fubjtituirt:

AT — li(dx == d_‘_,-).

Die Auflofung unferer Aufgabe reducirt fich daher auf die Integra-
tion der gewobnlichen Diffeventialgleichung Qdx — Pdy = o jwi=
fchen ben bepden Grofien x und y, die wan nach dem Worhergehenden fins
den wird. Nennt man dann T das fo gefundene Integral, {o ift fofort

0 1S

dz dz
By Eilemyy (Ll \) + ({1-\
Bon diefer Gleichung ift z = x -y eine particuldre Aufldfung.
Weiter ift P=y und Q=x, alfo geht die Gleidyung Qdx— Pdy =o
in folgende 1iber xdx — ydy = o, von welder das Jntegral ijt
T =x*-—y* Dasd gefudte Integral der gegebenen Gleichung ift daber

= (41 £(2—).

|

P AL et — (x—{—}-‘)([ ;) -+ (y—x) (d{)

dx dy
Bon diefer Gleihung ift z = Vx> y* cine particuldre Auf:
[6fung, und man hat P=x-y, Q=y —x, und diec Gleichung
Qdx — Pdy gebtin folgende tiber:
dT = (ydx —xdy) — (xdx 4 ydy) = o.
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Wm diefen Ausdruct gu infegriven , multiplicive man ihn mit

bem  Factor ; fo evhdlt man

T' = ‘are. tang, o Zlog. (x* 4-y?),
b
alfo ift auch dad gefudhte Jntegral der gegebenen Gleichung

T — \/\:_—f—-T* i f[m'c. [an?..; — slog. (x* »{—}'i):[,

§: 235. (Gleichung der Form P (d-f) +Q ;—T’) =101

d x
Jit diefe Gleidyung Pp 4 Qq = o gegeben, wo p, q die vorferges
hende Bedeutung haben, und P, Q Funftionen von x und y zugleid

H ()« i g
find, fo bat man p = — _‘]-,..!-, und wenn man diefen Werth von p in

der allgemeinen Gleichung dz — pdx - qdy fubjtituirt, fo erbdlt
man
dz = 1 (Pdy — Qdx).

Da aber z eine Funftion von zwey verdnderlidien Grofien x und
y feyn foll, fo mup li,'-(l’dy — Qdx), alfo audy (Pdy — Qdx)
¢in volljtdndiges Differential feyn, oder docy durd) irgend einen Factor
o dagu gemacht werden Fonnen. Heift dann U das Jntegral von
Pdy — Qdx=o0, foift

z — fU
b8 gefuchte Sutegral der gegebenen Gleidyung.
x| dz dz s

Ex. I. €ey “(K) —y (F) =0, oit P=—y, Q:x,
und die erwdhnte Differentialgleidhung dU=o iff xdx 4~ ydy = o,
alfo ift audy U = x* - y* und

2 = 9 (x*+y?)
die befannte Gleidhung der durd) Notation entftandenen Flichen.
dz dz .

Ex. Il. Gey \(i) 4y (T\) =o, fo it P=x, Q=y
und dU=xdy —ydx = o. Diefe Gleihung wird durc) den
Factor — integrabel, fo daf man hat U= Y, alfo auch

3 1§

At
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. St P=X cine blofe Funftion von x, und Q=Y eine blofie

Gunftion von y, alfo die gegebene Gleichung X( ) + X (‘]") 107

fo geht die Gleidung dU=Pdy — Qdx in folgende tiber:
Xdy — Ydx = o,

Ll ll " .
alfo ift U —f % —k ®ang eben o erhdlt man audy fii die

iz

Gleidyung Y (T) + X (1_) = o den Ausdrud
X ay
= dey — j‘de.

dz
§- 236, (Gleichung der Form P( ) + U( ) R).
Diefe @Iud)uug, in weldher jede der Gréfen P, Q, R al$ Funftion
von allen drey Wariablen x, y, z voraudgefest wird , ift die allge:
meinite, die man fir partielle Diferentialgleichungen der erften Ord=
nung ywifhen drey Grofen x, y, 2z geben fanu,

d B o -
Sudyt man daraus den Lerth von (1—:) , und fubjtituivt ibn in
L

! 1% 1% o &
der Gleichung dz = (:T:) dx 4+ (%) dy, {o erbalt man
Pdz— Rdx — 11(‘1311}-‘ e de).
@ind nun die Grofen P, Q, R fo befhaffen, daf der Ausdruc
Pdz — Rdx nur die Grofen x und z, und daf Pdy — Qdx nur
bie Grofen x und y enthalt, fo muf es einen Factor p geben , der
Pdz — Rdx, und einen Factor p/, der Pdy — Qdx ju einem
volljtandigen Differential macht. Nennt man U und U/ Ddiefe vollftdn-
digen Differentiale, fo hat man

Pdz — Rdx=—.dU umd l’d}—(nl\_._ aur,
|15

und die vorhergehende Gleichung geht dann in folgende iber:

Da aber bdiefer lepte 2 u*bmrf nur dann integrabel fepn fann,

wenn :J—q irgend eine Funftion von U ift, fo fey ; = ¢'U, alfo aud
dU/ = ¢/U. dU; und das Jutegral diefer (‘J[Lid‘lllia oder
U= o U

ift yugleich dad gefuchte Jntegral dev gegebenen partiellen Differentialz
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gleichung. TWeniger einfach wird die Aufléfung, wenn die beyben Glei-
chungen dU =10, dU/= o Ddie erwahnte Gigenfchaft nidht Haben.
(M. {. Lacroix, Vol. IL., &. 531.)
2k dz d =z e R
Ex. ©ep \(R) -} y(;;) =az, foift P=x, Q=y,
R =—uaz, alfo {ind aud) jene jwey Differentialgleichungen

dU — xdz — azdx = o0 und dU/ = xdy — ydx = o.

dimmt man fiv die exfte derfelben den Factor p =—_—1+—, und
x.l 1

w . 1
fir die swepte p/ = —, fo bat man
gwente p = V)

xdz — azdx xdy — ydx
— =0 WM ————— = 0y
xil"l—l X

und davon find die JIntegrale

& = hd
U = ey —Ulhi=i=,
xa

alfo ift aud) das gefuchte Jntegral

Y i 5 afolbe 1 v — xa J
e =0y pder was dasfelbe ift, z=xo. f;.

Fiir a=1 hat man

dz dz Y
\(E_\) —i—y(-‘-ﬁ) —z ud z= af;,

die befannte Gleichung der conifdhen Fldchen.

L. Gliminict man aus den bepven Gleichungen dU = o und
d U/ = o die Grofe dx, fo erhdlt man Qdz—Rdy = 0. Dem:
nady reducice fich die Auflofung unferer Aufgabe darauf, das Integral
von gwep der drey folgenden Gleidhungen ju finden:
Pdz — Rdx = o, Pdy — Qdx = 0, Qdz — Rdy=o.

: . dz

Ex. I. @ey die Gleihung x (K) -+ z(
ben. Hier it P=x, Q=12, R=—y, alfo fd auch fene drep
Diffeventialgleihungen :
xdy — zdx = o, xdz | ydx = o, zdz -} ydy = o.

dz

) -+ y = o gege-

dy

Das Jutegral der lepten it y* - 2z* == a’ @ubftituirt man dar=
aus den Werth von y in der yweyten Gleichung, {o exbalt man
dz e
Vi _f_ _ — o oper log.x -} arc. sin. - = log. b,
y i
as — u*

uf *
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Man Hat daher

L3
arc, sn. =

U=\/_'."—;-zl ump U/ = x.¢ '
und daber fiiv dad gefudhte Infegral

z

N N ————

x.e Vyr et — ¢ (y* + 2).

) ’ dz i
IL St endlich die gegebene Gleichung P (ﬁ) +Q (:If) =R
in Begiehung auf die Grofen x, y, z Hhomogen oder von gleidhen Di:
menfionen, fo fese man x = tz und y = uz, wodurd) die Srofen
P, Q, Rk die Form annehmen Przr, Q/z", R/z", und wo daher die
vorbin angefibrten Differentialgleichungen in folgende dbergeben :

dz dau

(P*‘—H"t)—z— — Ridt=0 mnd (Q"—l’l"u)wz— — du=o,

; R 12
die nach der Climination von fy—f geben

(Qd’-—l’n"u)dt — (PP—=Rit)du =0 . .. (1)
Da bdiefe Gleidyung nur die Grofen u und t enthalt, fo wird man
ibe Sntegral fuden und dadurd) den LWerth von tin u befiimmen, um
ibn in der einen oder Der andern der bepden Gleidhungen
dz Rdt dz Rdu
e TR IR T D A o T T I e (2)
Z — it % Q' — R{u
u fubftituiren.

. : 1z %
Ex iir die Gleichung \z([—l—:) - yz(i:—!) =xy bat man
aX ay
P=xz=ts, Q=yz=nzt, R=xy—=tnz,
alfo aud) Pi=t, Q/=u, Ri=tu. Damit gibt die Gleichung (1)
(r —ut)(udt — tdu) = o,

it
Das JIntegral von udt — tdu = o ift -=a odet t=— au.

@ubftituirt man diefen Werthvon ¢ in der jwepten der Gleichungen (2),

fo bar man
dz __ audu

4 1 — &u:’
wovon dad Jntegral it

IO.’;,.Z- = — %103.(! —-au‘:) + l(\g.b oder Z.\’l ™ au; :h’

woraus folgt




27
[ — 1 Y
z\/l——-ut: ‘? ober \/z — Xy == ‘Pf‘_-r

wofiir man audy fdyreiben fann 2z* — xy = qo x

B o d2 d2 7
§. 237. (Gleichungen der Form (w)=l’ und ( [1'?):]'))‘
Um nun nedy einige der vorgiglidhfien partiellen Differentialgleichun=
12
gen des jwepten Grabesd ju betradyten, fey guerit (:1—‘) =P, woP

blofi eine Funftion von x und y if. Da diefe Gleichung aud) fo aus-

gedruice werden Fann:
122
2% —=pd X,

dx

fo ift ihr erftes Iutegral ;T»Er:.fl’d x -}~ G, oder dba C eigentlic) eine
Funftion von y ijt:

dz

— = [Pdx 4 ¢y oder dz = dxfPdx 41 dx. ¢y,

dx

und wenn man diefen Ausdruc wieder in BVegiehung auf z und x in=
tegrirt:
z = [dx(Pdx | xoy | 3y,
wo oy und $y willkirliche Funftionen von y begeichuen.
} ) d2 i L
Gany eben fo gibt die Gleichung (d_\“) = P, wenn P wieder
¢ine Funftion von x und y ift: X
z = [dy[Pdy —{— yex - x.
Ex. Die Gleidyung ( ) = gll‘[
Pdy — =7 x [P
[Bdx = — und jdeIdx

alfo ift aud) z = :b—:_' + x9y -4y,

§- 238. (®leichungen der Form ( )'— P(dx) T D

St in diefer Gleidung P fowohl al8 auch Q eine Funftion von x und

dz A2z du
. . =L, Lo 5 i
v, fo fen (d x) = u, alfo aud (dx‘-) — (‘_i \) wobdurd) unfere

Gleidyung auf die einfachere ded erften Grades

du
(dx) = Pu -+ Q

= V- s

~
- S E

i P

s N SN Ll

i

F

| 4 |y
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guriicFgefiibre wird. Diefe Gleidhung gibt du = Pudx -} Qdx,
Die mit bem Factor e—Pdx multiplicivt, jum Sntegral gibt

Dited i fleml. de -+ ¢y odex
dz

u r:m:c“’fe_“’.de -+ ¥
wo der Kiirge wegen o = [Pdx gefest worden ift. Multiplicit man
die leste Gleidhung durd) dx, und integrivt in Begichung auf z und
x, {o hat man

z = fe?dxfe °Qdx 4 ¢y [fe®dx - ¥y
I. Gben fo gib (]lf =I’(=U)+Q das Jntegral
ze= fe¥ fl_yfe )dy—!—gﬂc _['e“’dy-[-tpy;
o w'-—deyn‘t
dz z __"
((lx)
=k )

und bafger
o @Y sl By

Gang auf diefelbe "J.Bui» gtl\t (T — ;(-—

Sntegral
b x $ei !
S AT T + a-j-1

dz
§. 239. (Gleichungen der Form ({1\4,)"!" ( )=Q?

dx

wo P {owohl als Q Funktionen von x und y find,) Sept man

audh bier ({1—:) = u, fo exhdlt man ('::-1:-) +Pu=0Q. Um diefe
Gleichung gu integriven, wird man die Grofe
— Xt obdet du=tdX —[— Xdt
fesen, wodburch) man erhlt
tdX 4 Xdt + PXtdy = Qdy.
Da man bier die willfirlihe @rofe X fo aunebmen Fann , daf
Xdt4 PXtdy =o i, fo witd dann aud) td X =Qdy fepn
mijfen. Die erfte diefer ywey Gleichungen gibt

s 9y + P75
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dt

dt -~ Prdy = o ober "0 = — Pdy,

L
wovon das Jntegral t = e— /Pl ift. Subftituirt man daun diefen
Werth von t in der ywepten Gleihung tdX = Qdy, fo bat man
dX — e/Pdy, Qily ODEr s — fcfl"l." ; Qdy -+ GC;
imd da endlidy v = tX war, foif
dz

nh=— ——) — e— SPiy, U'uf[’“)’ . ﬂﬂy - C] -+ C.

d x

@epst man alfo wieder o/ = S P dy, und I45t die jwey Conftan-
ten C und C/ Funfrionen von x und von y feyn, fo hat man fiiv dasd
Sntegral der gegebeuen Gleidhung

z——fdv ’_"’J[c“’ ﬂdv + ¢x] 4+ ¥y
)——0 jum

d =z

1. Gben fo hat die Gleidung ( m\) 4P (
Sntegral den Ausdruck
2 = [dye—gllierslOdx + oy] + $x4
wo o = fPdx if,
1L St P = o, fo hat die Sleidung (7= ) = Q um Jn:

i

dy

tegral
z = [dxfQdy - fdx.¢x |- 4y ober
z= [dyfQdx + fdy .oy = $%/
und bepde Ausdriicte fonnen als iventifch betrachtet werben, Oenn
pa die Funfrion ¢ gany willfirlic) iff, fo Fann man fdx.gx=9¢x
und [dy.¢y = ¢y feben.
1. Sft P =Q = o, fo ift die gegebene Gleidung

und ihr Jntegral
@ebt man

x’ iz

bl R L A R el

a
wasd alfo blof eie 'ﬁi’nbcrung der Coordinaten x, y einer Curve voraus:
fept, fo ift
dx’ d x* o
dx = dy’ 4+ — und dy = dy! — — @l aud)
dx’e

dxdy, = dyf — —

as
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fo daf alfo dann die Gleidyung

(d\d\ 2

in folgende libergeht:

d2z S
((] s Aoz W, N
) o a

vic aud) fo gefdhrieben werden fann:

(:1]\{) T (d\ )

fo daf daber, wenn von den bepden Gleichungen

d*z B! b dzz
(dltl\) e ( (

Dad Jntegral der einen befannt ift, babnm) aud) bas der andern gege-
2 o e SN 122 .
ben wird. €8 ift ndmlid) von (TL':_) Das Jnfegral
axay

z =iex - 4y,

1nd von ( ) — a? ( ) ift Das Jntegral
= ?(}'—[— —) + 1?(}“— ;_');

ober was dasfelbe if:

2= 9 (x4 ay) + $(c—ay).

A e A A

XXXIX.

Principien der Rechnung mit begrdns:
ten Sutegralen.

. 240, (Derfehicdene Ausdriicke Yesfelben begrinsten
Integrals.) 98ir haben beveits oben §. 159 u. m. der begranzten
Sntegrale (intégrales définies) erwdhnt, die entfteben, wenn man
ein allgemeines Sutegral ffx . dx zwifden jwey Grdangen der
@tammgrofie, 3 B. gwijden x=a bi$ x=>b nimmt. = Dennt man
Fx dag allgemeine oder unbeftimmte Sntegral Jix.dx, fo daf man
bat Fx == (fx.dx, fowitd man das begrdngte Sntegral im Allge-
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meinen fo ausdricken fonnen:
b :
f fxfiid x3c="Rhi —VEa,
i

Su diefem Ausdructe wird der Theil Fb — Fa, nebft den bey-
pen Gréfen a und b, qud) noch) andere, 3. V. felbft die verduderlidye
£, enthalten, wenn ndmlic) diefe fchon in der gegebenen Funfrion fx
begriffen ift. Da aber cine folde Grofie & bey der Jnutegration von
SEx . dx al8 eine Conjtante betrachtet wird, fo wird dann die Grofe
Fb — Fa audy al8 eine Funftion von & angefehen over gleich + E be-
tradytet werden fonnen, fo daf man die Gleidhung hat

‘r:f(x, Edx = &,

@o hat man g B. dasd allgemeine Integral
(E—1)dx

1 = (E—1)X

t (E—a1)dx
Jﬂ b e iog. !
o1+ (E—1)x

fo dag alfo der Logarithmus irgend einer Grofe & durc) das begrdnste
Sntegral eines Ausdructs gegeben wird, deffen veranderliche Grofie x
ift. Dasfelbe [afit fich audy auf andere algebraifche oder tranfcendente
Sunftionen amwenden. Auf diefelbe Weife wird man aud), wenn £x vie

= log. [1 + (E—1)x],

alfo ift aud

bepden Grofien £ und v enthalt, das begrangte Jntegral f:r(x, &)
als eine Funftion von & und v betradyten, und fo die Gleihung auf
ftellen fonnen: S

J1 f(xp & v)dx =4 (Ev),
und dasfelte VWerfahren wird fich aud) auf swey - und mehrfadye Jn-
tegrationen amvenden lajfen, fo daf man hat

fb ‘]‘f‘_h:f(xr yrE)dy = 2E,
o b 7
J dxffdyfdf(x,)',-z,og)dzzy‘:g, I

Man bemerfe von felbft, dap folche Ausdricfe einer Funftion von
£ oder von £, v, . . . durcy begranyte Jntegralien, Deren verander:
lihe ©tammgrofen x oder x, y, . . . find, eben fo allgemein al8 in
ibrer Amvendung fruchtbar feyn werden,
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Aud dem WVorbergehenden entfpringen gleichfam von felbt fol:
gende Ausdricfe, Ddie man al8 ¢ben fo viele Theoreme der Nechnung
mit begrdngten Sntegralen anfehen Fann.

L Sedes Integral Ddiefer Art [aft fich in gwey andere aufldfen,
0a man offenbar hat

fbfxc]x :fmfxdx —{—fb fxdx.

IL. Die beyden Grangen ded Integrals laffen fich umFehren, denn

ed ift
fbfxdx = ——f:fxd:\'.

I St fx gleidh) einem Aggregate mehrerer anderer Funftionen
von x, oder ift fx=px + qx+4 rx ..., foift aud

fhfx.dx =fhpx.c1x -[—f.hqx.dx —I-fbr:c.dx 4+ ...

IV. @ep ¢ x irgend eine andere, von fx unabhdngige Junkftion,

. Siikionbex
und der Kiirge wegen le =3’ x.
ax

SGeht man dann x =y, fo ift dx = ¢’y.dy, und daher
gebt das unbeftimmte Jntegral ffx.dx tber in [f(Yy)¢/y.dy.

@Gucht man nun ausd der Gleichung x = ¢y durd) Umfehrung
den Werth von y in x, den wir durd) die Gleichung y =4 x qus-
driicken wollen, fo wird man fiir x=a haben y = ¢ a, und fiir x=>b

1]
eben fo y = b, fo daf daber das begrdnste Integral f fx.dx
a

B .1
gleich wird dem Jntegral f: : f($y)d'y.dy.
Oder endlidh, wenn man das Seidhen y, dasd hier nur ald Mit=
tel gebraudyt wurde, mit x verwedhfelt, fo hat man

b nb
f:_‘ fx.dxz.f;a £ x)Px.dx;

ein widytiger @at, von weldhem alle ndchitfolgenden nur ald befondere
Sadlle gu betradhten find.
V. Gs it fuir jeden Werth von h

h hy—h
f fx.dx =:f "f(x-h) dx.

Denn ift x=y-+h, foift y=dx=x-—h. Demnad) gibt x==a
die Gleichung fa =a — h, fo wie man fiir x=">b hat ¢b=>b —h.
Gudlidhy ift nody ¥x =y -4~ h, alfo audy /x = 1. Subftituivt man
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diefe Werthe in 1V., fo erhdlt man die hiev in V. aufgeftelite ®lei-
dyung , wodurdy in die bepden Grdngen a, b eine willfirlide Grofe h
eingefiihre wird.

@efst man, um diefen befondern Fall nody mehr gu befchranfen,
h=1, {o hat man

flhfx.d‘x =fh—"af(a+x).dx,

wodurd) eine der beyden Gringen a, b auf Null gebracht wird.
Ex. Sit fx = e, alfo aud) f(x-+4h) = ext* fo bat man
die unbeftimmeen Jntegrale
fEx.dx = e* und fi(x4h)dx = ext?,

b
und daber ift das begrdngte Integral fa fx.dx fowohl als aud)

a—h

it eben fo £x = (1 4x)?%, alfo aud) f (x4 h)y= (1 4x+4h)}

fo findet man fiir bepde begrdngte Jntegrale den Augdruc
1By — 300y
V1. Gben fo hat man
fhfx.dx =fhf(a—]—b—x).(]x.

Denn fest man in IV. die Gréfe x=a--b—y, foift
}',_'—'_[jII.X:a+b'—'x.

J’I’”“f(x+1l).dx gleich b — es,

Der Werth x=a gibt daher fx _—_'b, und x=»hb gibt ¢x == a, alfo
ift audy, da P/x = — 1 {jt:

f“i‘x.dxz_f:f(a+b—x).dx,
oder nad) Nro. 11.:
b
fhfx.(]x =f f(a4b—x).dx,

wodurch die verdnderliche Grofe mit einer andern verwedhfelt wird,
wdhrend die bepden Grdangen diefelben bleiben.
VII. @ept man eben fo x =y - +(a--b), o erhalt man
'rh[x.dx:f;(b_‘a) f[x 4 f(a4Db)].dx,
) ;
wodurd) die beyden Grdnjen gleich grof gefeht werden.
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YII. St ferner
b(y—a) —a(y—§)
p—a
x(B—a) + ab —ap

b—a

fo bat man aqudy

Yo e

Demnady ift y = fpa =« fir x=a, und y =
Uberdief bat man

b —a
dixic= dy = ober
B—g

alfo ift aud) nady Nro. 1V.:

j e =L f (l‘f“""_”‘_"’ e
1.,——-:;: p—a

wodurd) die bepden Grangen a, b in jwey andere «, 3 verdndert
werden.

Will man 3. B. die Grangen a, b in die swey einfaden o und 1
oder umgefehrt mr.vanwrn, forbat man

f‘hfx.dx:(h :u)fll‘La—I—(b-—a)x].dx,

ff\ dx.—.——— ft_a dv,
f—()‘- -3 P

und aus diefen Ausdriicen erhalt man noch die beyden einfadyen

b 1 i T !
ffx.dx:l)f fhx.dx und fﬁ:.dx—-—*-‘l-fr f-t.dx.
o o o 1 o T

tan fieht daraus, welden Nuen cine tabellarifde Sammlung
pon Jutegralen jwifchen den Grdngen o und 1 gewdbhrt, um-daraus
eine grofie Angahl anderer Jntegrale jwifdhen andern Grdngen abzulei:
fen. Aucy bemerft man von felbft, daf man in einem der bepden Theile
der vorhergehenden Gleichungen die verdnderliche Grofe x mit irgend
einer andern u vevwechfeln Fann, fo daf man 3 V. flatt Der vorlepten

Gleichung hat
fhfx.dx = hf1 fbu.du,

und daf man felbft in diefem Augdruce noch die Grofie b in x verwan:
deln fann, wodurch man erhdlt

b 1
f fx.dx — xf fxu,du

WIll man endlich die beyden oft vorfommenden Grdngen o und »
 die neuen Grdngen o und oo verwandeln, fo fann man annehmen




§. 241 — 242.

1
= 1— oder audh x — e— "V
ey b {
wo in dem erften Falle
1 - 1 .
R e und im gweptin y = — = log. x wird,
6. 241. (Auflofung Yer Funktion [(x) dieler Integrale
in wen andere £(x) und £(—x)). Nady §. 240, L. Hat man

f“ o a\_f" P dx i fn dixs

Sept man aber x=—1y,

f_ fx. 3‘=—fhf(—)) dy _f £(=y)edy
ifuf(——-x).d.\.

. " ~ 0 -~ -
SGubftituice maon diefen Werth von f fx.dx in der erften

Gleichung, fo erhdlt man

[7 xaax = [T + ] dx.

L Sit f(—x) = f(x), wie 3. B. wenn fx gleid) einer geraden
Poteny von x oder gleid) cos. x ift u. fi, fo hat man

fﬂ fx.dx == ﬁj‘afx‘dx.

Sit aber £(—x) =— fx, wie 3. B. wenn fx gleid) einer un=
geraden Poteny von x oder gleich sin. x ift u, f., {o hot man

Jh_f,\".dx — U

§. 242, (€rginung der Taylor’ fehen Beile))  Wir haben
biefe Grgdnzung bereits oben (§. 82) gegeben und gefunden, dap man
bﬂt

f(x—i—-m) = fx -} oflx - %f”x —]— S B

(x4 0w),

und eben fo fir die Reihe Maclaurin's:

X:ft!+xf’0—i—%;f*fﬂ+..-"i‘u—d—_

wo 0 cine ywifchen o und 1 enthaltene 3ahl begeichnet.  Da aber der

{2 (0x),
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wabre Werth diefer Grofie 6 nody nicht beftimmt ift, fo wird 8 vortheils
baft fepn, diefe Crgdngungen beypder NReihen
R = ,M—u;-—: fo(x4+0cw) und r = %.__];fn (8%)
auf einem andern Wege, unabhangig von der Kenntnif der Grofe 6,
3u fuchen.
Man {ieht leicht, daf man hat

f(x+w) = fx -—}-fwff(x+m—z).(lz,
wenn dad unbeftimmte Sntegral :
fiix+o—z) = — (x4 o0—2)
gefebt wird.
Sest man aber in der Gleidyung (§. 138, IIL)
fudv = uy — fvdn
die Grife » =z und u = (x4 o —2), fo erhdlt man durd) die
fogenannte theilweife Sntegration, wenn der Kiirge wegen x -4 w—z=t
gefest wird:
Sft.dz = zft 4 fafre.dz,
und eben o
fzfit,dz = a2y + Lfa2fiit . dz,
[z fitle, dz =325t | 5 f221"t. dz,
: UG T AT

®eht man dann von Ddiefen unbeftimmten Jntegralen, nad
§. 240, 1II, gu den begrangten tiber, fo hHat man

fuf‘t.dz = wirx +fwzf‘fL.dz,
fwz[“t. dz = ;2 fiix 4 -;fwzzf“”t.dz,
o

o

f‘“ iy, dz = o3 fuix | .;.f"’zsf“:. dz,
o Lv]

e {8 iAn;

Subftituirt man diefe Ausdriicfe in einander, und nimmt dabey
auf die juerft gegebene Gleichung

f(x+o) = fx + f‘*m.az
Niickficht , {o erhalt man




fx —}-w{'fx—[-fuzf”t.d?
fx 4 ofix 4 Jw? frx - f z2fily , dz

= fx + wfix 4 Jo?fix _|_ b put

—-[—-;-—-gf z"t, de,
1T [

Sept man diefed bis jum nten Gliede fort, fo ift
f(x-—i«w):fx-{-wf‘*c-{—-’-m’f“t—}— ;
e __—{“_”f =y, dz,
und eben fo exhalt man fiir Maclaurin's Neibe

fx — fo 4+ xflo + Ix*f/0 -+ .
| e f“ 1 n—1 {n
L o+ - (“_I)f p—ifet. dz,
fo daf man daber fir jene beyden Crganungen bat
R = _—-—l f zi—tfnt.dz und

1.2.8...(0—1)

r = g (I-l 5 f 2 ot dz.

I. Die gefundenen Ausdriicke von R und r Taffen fidh, nadh
a4o, mannigfaltig abandern.
Set man 5 V. © — z=1u, fo geben bdie vorigen Grdngen
2 — o und z = o in folgende tiber, u = und u= o, {o dap
man daber hat

1 AL n
R=-~— (n_])j (o —up— £ (x+v) . dy,

und eben fo findet man fir x —z =nu
1 % n
P —— X — n—:f .d "
: 1.2.3.'.(n—1)£,( u) k2 B

Sept man aber in Ddev erften Ergdngung z == we und in der
septen z = ux, fo hat man

(AL - f ur—! f“ |_.)C(l il U)I ; d a

1.3:3..(n—0)




A8 §. 243,

§- 243. (’-‘thumnq ver begransten Integrale aus Yen un-
beftimmten.) Sn vielen Sallen laffen fich von einem aufgeitellten
Dl]_ﬂrmrmma:mruu begrdngte Jntegrale angeben, wdahrend man die
unbeftimntten nicht Fennt, und bier ift e8 aucy, wo diefe NRechnung
thren vorguglichiten Nupen dufert.  Aber auch der verFehrte Fall findet
ofter feime vortheilhafte Amvendung, wo ndmlid) das unbeftimmte In-
tegral fdyon befannt ift, und das begrdngte daraus abgeleitet werden
foll, eine Aufgabe, bdie meifiens Feine befondere @dywierigfeiten dara
Diethet,

L @o bat man 3. B., wie man leid)t durdy Diffeventiation fins
det, die bepden unbeftimmeen Jutegrale
a cos.,ax - b sin,ax

a |- b?

fe—h“sin. axidoi=y— b=

und

a sin,ax — b cos.ax
S b2
@ebt man nun voraus, daf die Gréfe b pofitiv iff, und fucht
man diefe Jntegrale pwifchen den Grdangen o und oo, fo bat man,
da e~ gleich Null ift,

o0 a
f e—Psinax , dx — T umd

Je—P*cos.ax , dx = e—P*

0 as -|—]}~
o0 b

f exlieos asan dix o ot TE
o a4 b2

IL - Um eben fo, fiir ein andered BVeyfpiel, das Sntegral von

_\/"LI_,_ pwifdyen den Grdngen x =0 und x = 1 ju finden, fo hat

1 — 22
man, wie wirv fdyon oben (§, 146) gefunden haben, das unbeftimmee
SJntegral

xm d x )"J—l \/ﬁ + m-—1 xm—zd x
B i s - —.

\/l—\‘ \/1 — x2
Da nun, fiie die beyden angegebenen Gréfen das Glicd
i Vi1i—x2
verfchwindet, fo ift
M ymdx e e 0 P xm—adx

e

o VrEe R TR i
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woraus man durd) wiederholte Subititution erhalt

xm (] x m—a . m-==3 ' mLB, . (m 1) xm—ar | x
Ve R O s =t
wo r eine gange Jabl beseichuet. E$ ift aber
-—Ll_\—:_ = — Vi—=x*" und —t—]_(— ==4arc.sin. X;
V' HTiX le — X%
alfo aud

@eft man daher in dem vorhergehenden Ausdrucke juerft m=ar
und dann m = 2r - 1, fo erhalt man

'oxard x Mo ubas =1L Jm

= — = . A ey 2 T )
“\/I__‘_: LY S VIR ) 2

' oxarda S A

AT 3.5.7...(2r41)

tibereinftimmend mit §. 1406,
IIL Auf eine dhnliche Weife erbdlt man folgende Ausdriicte, deren
Entwidelung wir der Kitrze wegen dem Lehrer tberlajfen.

.ovbhmx A ey
§in. sin. dixt ==Y
—_—f ;l d

i

2 bmx cCTX
€08. —— €05, —— = 0,
a a
—a

a8 I e
IR X cCw X
j sin. s Lk L dx "0

e e L

wo b und ¢ eine gange und a eine willfirliche 3abl begeichnet.

§. 244. (eber das Euler’lche Integral) Guler bat fidh

1 Lt

Tt

Sntegral

i 1 \P—?
THp) = J (log.:) dx

befchaftigt, daber e8 auch feinen Namen fragt. Man fieht, af es,
swifchen den bepden angegeigten Grangen genommen, nur eine Funf-
Cittvow's Unl. 5 Hoh. Math. L)

guerft mit dem
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tion von der Gréfie p feyn Fann. Da alle BVemiibungen vergebens
waren, diefe Funftion von p in einem gefchloffencn Ausdructe durdy
algebraifdye oder audy durdy bisher befannte trandeenvente Erofien aus:
judriicfen, und da fie doch in dem gangen Gebiethe der Analyfis eine fo
widytige Molle fpielt, fo hat man ihr das befondere Beichen I' (p) ge-
geben ;- und diefe Funftion Gamma p genannt.

m nur die vorgiglichiten Gigenfchaften diefer Funftion Fennen
gut fernen, bemerFen wir juerit, Daf man, wenn man x = e~ fest,
fie audh) auf die Form bringen Fanu

ee] o
1'(p)::f pixiinydix Sh Nt ()
0
Der lepte Ausdrudt gibt durd) theilweife Integration (§. 138, 111L.)
fermtdx = — e ' + p fe— <2
und bdief mit (1) verglichen, seigt fofort, daf fir diefe Funftion die
Gleidyung befteht
r(p+y)=pr - . . (2).

Diefelbe Gleichung (1) jeigt auch, daf man bat I'(1)==1, und
¢ben fo gibt die ®leichung (2) den Ausdrud I'(2) = 1, und tibexs
dief, wenn man in thr p =0 fept, I' (0) = oo

I. Aug derfelben Gleichung (2) fliefen fofort aud) die folgenden

r 4y =rT @)
r(p+2 =@+ e+
re+3)=0@+2T7rT (p+2)

r(p+n+1) = (p+n) L (p+n) umd
r(p+1) =17 @)

r(p)=(—1) I (—1)

r (p—1) = (p—2) T (p—2)

I (p—n+1) = (p—n) T (p—n).
Die Multiplication der Glieder der crften Reihe gibe
T (p+n 1)
P (D) (42 .- @n) =TIl
und eben fo gibt audy die gweyte Reihe

' (p41)

P =1 @—2) s @) = e
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@ept man in der vorleten Gleichung p==1 und {chreibt n— =

ftatt n, fo erbalt man
''(n) =1.2.3.4 ... (m—2) (n—1),
alfo auch
[F (n—- l)]‘" - ITRAET A e TR (n—1)* n?,

woraus folgt, dafi, wenn p eine gange pofitive Jabl, I'(p) Ffeine
tran|cendente Grofe mehr ijt.

II. @ept man in derfelben Gleihung (3) ftatt p die Grife
1 — p, fo hat man

(—p) (2—p) @—p) ... (n—p) =
und diefer Ausdruct, mit (3) multiplicivt, gibt
(=) @—p) B —p) . . . (2 -=p)

_F(n4-1—p).T(n-+r4p)

e 7

pl (_1:) - I (1—p)

I (nd-1—n)
1" (1—p)

oder audy

n )2
(remF =200 2 Gl 63
F'n4-1—p). I'(n+t+14p) 1
& CEE "PI (TG —p)"
Da der erje Faftor ded pveyten Theiles diefer Gleidyung fich der
Ginbeit immer mebr ndbert, je grofer n i, fo hat man die unend=
liche Deibe

(=2 (-2 (-8 =iy
12 a2 3 pli(p) . (1 -—l:]'

WVergleicht man diefe unendliche Anzahl Produfte mit der oben
(5. 65) gegebenen Reibhe,

inxmx(i = 2) (1= 2) (b= )

fo bat man

@) . I(—p) =- o (4),

sin,p =

1L, et man in der Gleihung (4) fiatt p nad) dev Ordiung

BV ST e e n—1 :
o e 13 el e B e fo erhalt man

r (@) =V=/




und wenn man alle diefe Ausdriicke unter einander multiplicive,

026762

2

% i SR S m
‘ilnv—bln - PR
n

oder Da die Grofie unter dem Wurieleichen gIeuc[; - it

(e 60 e (el \/

1V. 2Benn man endlich in der Gleichung (1) die Grofe x=ay"
fest, wo a und n pofitive Grofen begeichnen, fo crhdlt man

p e o ayl -
@) =na" [ eutyniay,

Nimmt man daher np = q und flellt die Grife x wieder her,

: {I 1 =2 n_q—1
Eli=i)l= mat ettt d it nl iies).
n o -

Macht man in diefer Gleihung a=q=1 und n==2, fo
bat man, ¥ I'(3) = Vx if,

fo ift

o0
f e rdx =\~
(1]

1

§. 245. (Integrale der Form f i ki

(1]

~» T k1
eV dx = o, f -———-—..d o —
b o @ - b cos.x




§. 245. 455

©O sin. x T ; : L
dx=T, L et man in dem Ausdrucke y = o el (4
& 1 -a*
die Grofe x = 2* oder z = V'x, fo erhdlt man
1 =} 22
y S AL G,
1= e
Allein es ift
i e + it
1+7‘“1+zvg+z ln-z\/:a-{-z-:’
alfo audy (§.138)
g . .
2 [(=Eiay = V2 . arc.tang. Bt 2 . auc, tang =T
1 - z4 Va+ s \,’2—1
Da aber arc.tang, a -} arc. tang. 3 = arc. tang. la +f‘3 ijt,
iy I
fo bat man
& V2
~dz = /2 . avc. lang, ——
e z V arc. lang. ——

und daber, wenn man ju den bepden Grangen o und 1 tbergeht, da

TG s g
arc, tang, =—r— T
g. o0 L

+7=d/__j ;_{_\:dx__ﬂ.
1 Tll 0 1 —l—- X \«!'.’..

I @ey y :fd""—‘ dx, wo h jede pofitive oder negative
Rabl aufier o begeichnet, fo ift audh
—1

. 1 .
y = f(cos.hx 4 }/—1 .sin. hx)d x=c sin.hx — .cos hx,
il

und daber fofort fir die Grdngen = und —x

f eV—1 dx = o,

Glir den befondern Fall h = o ift fdx = x, alfo audy

m
f dx ==2x
—%
dx

I Um ye== j “T—- su finden, wo a > b ift, fey
0 a ) COS,. X

X == 2 arc.tang. z, woraud folgt z = tang. 2x, fo daf alfo den
bepden Grdngen x = o und = die anderen z = o 'Und co entfpre:
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g X
dien.  @udyt man daraus sin. — und cos.—, und bemerft, daf
2 2

man bhat

COS — = n,? — I LI[l COS, X = -
v X CSs. sin, r 5
Imb bab?l

1 1 - =2

a-'bcos.x = a- b L (@—h)=!

Dieff vorausgefeht, Dat man fiir das gefudite allgemeine Ins
tegral

1 a—b

dz
T ﬁl—{—b-}-(a—b)y_‘- = V e arc. angre V‘a_--[-_l;’f

a*—b

und wenn man diefes Integral ywifdyen den Grdnzen o und co nimmt,
fo erbalt man

J" dx b4
o a-+b cos.x Vai—b

) o0 d x 4
IV. ‘Um das begrangte Jntegral y :f —— -+ sin.x §u fins
(8]

pen, bat man (nady §.240, 1I1.)

fCD-u]\ d\_—f -»m xd +f i‘_‘(] + QI:..X(]X‘]"-H

alfo. auch (nach §. 240, Y.)

0 sin. x
i x

(1]
4 §in. X sin. (7 - x) sin, (2 ® 4-x)
= fTax [HApsmtn g miren g L
b 3 3

ober, wad dasfelbe ift
fmsin.x s
05 IR
Al 17(1 h i 1 1 l_ '—I]
_f x-SIRIX[X+2ﬂ+X+;|ﬁ+X+6ﬂ+K
; =
._f dx smx[_}_mL dr-i—x -} 51:+x+“'_].

@tatt dem gweyten Gliede diefed Ausdruckes Fann man aber aud)
(mad) §. 240, VL) fdreiben




T s : ' +]
— dx sin.x | —— il S I
o ’T‘"—" 4 n bn—x

fo daf man daber hat

QO sin. x
s dx
0 X
(B 1 1 1 1
=] dxsin.xf -— i S s
o X 27T—X 2m-X T 4m4-x Onn—x

Man hat aber die beFannte Neihe (Euler introd. in anal. in-
finit, Vol. I §.171)

1 1 1 1 1

e ! e e “*)

e n--m dn—m ’:: -+m Sn—m Sn—+-m
Sept man bier n == m —x — x, {o ethdlt man
Gept man hier und , fo erhdlt mar

X 1 . 1 1
L cotang. - = - - el G e
= 2 274 x fr— %

fo daf man daber Hat

sin, X . A X
sdx = L sin,x cotang. — . dx
0 X 2

T e 13
—) f c0s.*— ., dx = 2 (1 4cos.x) . dx = P
( 2 i 0 e

0]

Gept man endlich nx flatt x, wo n frgend cine pofitive Jabl
begeichnet , fo ift audh

o0 sin. M x b4
cdx = -

0 X

*) Man evhalt diefe Neihe durd) die Jnfegration des Ausdrndes

f{\n---m—: — Krn-[—n—a) dx
Fila=s :
1 — x30

1
weni man ———— = 1 - xm0 f xdn - xbn - et und dann die

Suteqrale Der eingeluen Glicder jwifchen den Grangen x = o und x =1
nimmt.
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OO0 ¢os. 1 x

Integral SRS
( il o m?--x2

T
cdx = — , emr), Se
p— ) @ey
w= |2 %4 h, w be
.-;- —dx, fo ift auch, wenn man den Vrud) +x1 nad

Den negativen Potengen von x> entwickelt,

COS. "X CcOS5. 1 X COS5. I'X
= dx — dx - dix el
u f x'l f x4 f XI"I X

Allein durd) theilweife Integration erhdlt man leiche
fl.ﬂs rx d\ e COoS5. TX UL r L Slﬂ IE d( u"b

xh (l] -—1) xh—1 h—1 \1‘_

sin, T x sin.Tx COS.TX
dx — — -+ =l
xk (k —1) xk—2 k—= xh—

und daber audy, durdy wiederbolte Subftitution,

COS.T X 5 r R
.dx==sin.rx = e
x2n 2n—1,2n—32.Xn—s 2N0—1...20n—4 x2n—4

r2n—3

M e
— 2n—1 ..3.2.1,%%

1 T2
—CO08.1'X il _ : +
(20—1)xsn—1 21—1.,20—23.211—3.x2n—3
= TIn—2

Fo=—rbpiee

20— 1,00 3a3,1.X

ran—i 5in. X
+ o (.1_\;
— an—1.2n- A o 0 X

o das obere oder untere ,-;31‘th)¢11 genommen tvird, wenn n gerade
ober ungerade ift.

Dief vorausgefest, fuchen wir juerft den Werth von u fiir den
ES‘(III X — OQ.

Str diefen Fall verfchwinden aber in dem erfaltenen Ausdrucke

COoS: TX . . ~ 5 T
von f 0 dx alle Glieder bis auf das leste, fo daf man fiir

=t oy l.‘l[)ﬁft

f‘l‘m.‘ll‘\dx sy

sin, ' X
—_— dx,
cos 1rx sin, X
J - dx - - f ~dx o fw.
xf v 2 aie ) X

Demnadh ift der Werth von
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CO5. 1TX

e e

1 - X2

dx

fiir den Fall x = 0

% o P sin,rx
S i L

Allein da

TTao g s e

sin,rx T
dx = —
X 2

3 :
uw = — - (er—e~ 7).
4

und (nadh §. 245, 1V.)

ift , fo ift auch

I. Guchen wir nun eben fo den LWerth u von u fir x = o,

s i o 1
oder , was dasfelbe ift, {lir z = oo, wenn man x = — fept.
Z

Unter diefer BVorausfepung wird

cos.;
0= ~dz
B
dz

dz r2 dz
R ST 5 2 (1—1—;; wOar)
fcrnd}r. (§. :3&;] erhalt

und da man durd) die Serfaﬂ[ung der
1 1 nlis
i &

.
an—q 72 f

-'.'nll_i.. y—') = 70
as obere obder untere Jeichen, wenn n gerade oder ungerade ift,

7an—3
I)at man auch

. Li’,._.._mﬂ_‘___'%_‘__

i (2n ;-_:)7,;—1. i (2 n—3) z2n—3 (2 n— ) zan—>H

1
G p i e T tang, z.
Da nun auch in diefem Ausdrucke fiir z = oo alle Glieder ver=

§ gleid) arc, tang,co = — Wird,

| A

fdwinden, bis auf das lebte, weldye

fobat man
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daz i3 T dz { -
ft-!-z’i R TR ﬁ=(r+n'-‘) A

rd dz i T f
2.3."ﬁ-‘(l-—]—7,3) Hz.3.f; ) Wetliedby
alfo ift auch der Werth von

LOsae IS. 1I'X
cos.1”r .
L — ~ dé—f-—;—_{_\d‘
fir z =00 oder x—=o
T2 T4 T T 5
W= (1 T o L e = T @ ot o),

Beridficdhtiget man alfo bepde Grangen x = oo und x = o, fo
bat man

OO cos.rx n
— —dx —u/ e all =" emr
o 1y 3

2 s s | e X
alfo aucy, wenn man in diefem Ausdruct — ftatt x fet,
m

O TX
CO5. ——
T "
S e o e ’

v o m* -} X~ 2 m

und daber auch, wenn man r in mr verwandelt,

§. 247. (Diffeventiation und Jutegration diefer Aus-
driicke. j IJa ein begrdngtes Jntegral, gleich feinem LWerthe gefept,
eigentlid) eine identifche Gleichung bildet, fo Fann man auch mit diefen
Jntegralen eben fo, wie mit allen identifchen Gleichungen verfabren.
Wenn eine folche Gleidyung gwifchen mehreren Grofen gegeben 1jt, fo
find mit ibr jugleic) audy alle Differential - und Sutegral : Gleichungen
gegeben, die man aus jener erfien, in Ve siebung auf irgend eine i
ibr enthaltene Grofe ableiten Fann, felbft wenn biefe Grofe friber als
_ eine Conftante betrachtet worden ift. Durd diefes Werfahren lafjen
e fid) aus jedem gegebenen begrdnjten Sutegral unzdblige andere ablei:
: ten, wie wir fogleid) an einigen Beyfpielen fehen werden,

I, Sn der lesten Gleichung des §. 246 wurden die Grofen m und
r als conjtant angenommen. Dief hindert aber nicht, diefe Gleichung
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in BVejiehung auf die eine ober die andere diefer beyden Grofen ju
differentiiven. Thut man dief, 3. B. in Vegiehung auf r, fo hat man

X Sin.T X P
—dx = = e—™r,
o Mm%t 9

und diefe Gleichung ift eben o richtig, als die, aus weldher fie abs
geleitet worden ift.  Fiv den befonderen Fall m = 1 geben beyde
Gleichungen

CO cos. T X C:O\qm X T
: dx = — —lidx — = e,
o 1 X* 1+\— 2

IL. Wie im Borhergehenden die Differentiation, fo laft fid) aud
bie Sntegration auf diefe Ausdriicke amvenden. o ift, wie man fo-

gleich fiebt,
f xm—tdx = —.
5 m

Multiplicivt man diefe Gleichung durd) dm, fo hat man

1
m
dx ., xm—! dm = —.
A dm

Sntegrivt man dann Ddiefen Ausdruct in Vegiehung auf die BVa-

am—1

tiable m, fo erbalt man, da beFanntlid)y fam—'dm =T 111,

f w—l_ . dx = log.m -}- Const,

L log.x

Um diefe Conftante der Sntegration gu beftimmen, bat man

fl-lt' me= 1
1
dx
— Const,,
: log. x

; Xie=1 o |
= dix] —=logyml
B, lu:__;.x

alfo ift auch

I, Nady §.243, 1. batten wir
(oo b
2 —bx = A i L b
fo e cos.ax.dx_..u_,_}_b:.
Multiplicict man diefe Gleichung durd) da, fo ijt
(o] bda
—bx - iy
fo dx . e cos.ax . da = ——— e
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woven bag Integral in Vegichung auf a ift,

O g—bxsin.ax
0 X

wo die Conjtante der JIntegration gleich Null ift, da der Ausdruct fiir
a = o verfdwindet.

Gang eben fo gibt audh die gwepte der'in §. 243, L angefiihree
Gleichung

a
dx = b are. tang. =

OO eg—bx gos. a3
f L—#dx = — ;log.(a*4-Db?) - C.
0

Da die Conftante C der Integration die Gréfe a nidht enthal-
ten Fann, weil cos.ax an den beyden Grangen von a unabhdngig ift,
fo fann man c fiatt a fegen, wodurd) man erhalt

§o

und da in den beyden Testen Ausdriicken die Grofe C denfelben Werth
Baben muf, fo ift audy

¢—Dbx ¢

B Tlog. (e*+b%) 4 C,

X

CO5.4aX — COS5.CX

e o]
x
0 X

h2 - ¢2

=1
c o, —_—
° b2 a2

—l)

Da wir diefen Gegenfand, des Mangeld an Naum wegen, nidyt
weiter verfolgen Fonnen, fo wird e8 gentigen, einige der voriiglich-
ften auf diefem Wege erhaltenen Refultate angufiihren.

X sin,rx Jd x

(ool j
,ro (_m =+ x2) -(.I.__-‘t 3 pcos.rx—-p?)

30 log. (1 4 2 p cos. rx - p?)
o m* - x*

T 1

Ve T B
9 ulllri p

o dxi= i I(}g (] i PC""'PJ,

il 0 “|J|'~'-|—x'—‘

SO Jog. sin. v x T 1 — g—emr
_D. — dx = _]Og‘ _ )
o m? - x2 2 1m 2
(o 0] Ing. CO5.1'X e 1 - p—2mr
. dx = — log. —
o
21m 2

co ]r.q. tang. rx P £2mr — |

22— dx = — log.————,
o m* -} x* » m eaur 4 g
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OO x tang.rx s

0 1n:+ x2 ¢amr + 1

OO X cosee, r'x T
L S I o e W]

0 m> + X2 emr — g—mr

Oz, dz O d=z ks
o 1—{-7,"_. 0 l+'.f."‘__'.'.\/’.!f
C
f €0s.2 X d\—f =am.x.dx=—;\/—,
0 2
o0 T SH b=
f cos.raxcos.bx . dx = \/5 . 8in. 3 (z + =)
—m e
cO m : b2
f sin.?ax cos.bx . dx = \/— . sin. + (rz — —-—) u. f-w.
ad a

=)

IV. Das vorbergehende Werfabren [aft fich, wie e fdheint, nur
auf foldye begrdngte Jntegrale amvenden, die wenigftens eine unbe=
ftimmte Gonftante enthalten. Allein bey einer ndberen WVetrachtung
pes Gegenftandes fallt diefe Vefdyranfung weg, da man, wenn das
Sutegral feine unbeftimmte Conftante enthalt, eine folche willFirlid)
einfibren Fann.  Wenn 3. B, der Ausdruct gegeben ware

foofx Hidix,
0

deffen Werth gleich A feyn foll, fo hat man, wenn nan die unbe-
fimmte Grdnge m einfiihrt, nad) §.240, L,

f"'rx cdx 4 [Tx, dx = A

m
Set man dann in dem erjien diefer Jntegrale x = maz und in

1m ”
dem gwepten x'= —, {o erhalt man
%

j‘u‘[f(mx) | -—f('“)_]:lx:;i,

und da diefer Ausdruck die unbeftimmte Grofe m enthdlt, fo Fonnen
aus ihm, wie guvor, viele andere abgeleitet werden, wie . .:

(RECDEHONE Ct
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§. 248. (Beltimmung dieter Integrale durch Difteren-
tialgleichungen.) Sm Worhergehenden haben wir, durcy Differen-
tiation oder Integration in Vegiehung auf eine Conjtante irgeud eines
bereits beFannten Jntegrals, mebrere andere Jntegrale abyuleiten
gelebrt,  Allein felbft wenn das gegebene JIntegral nod) unbefannt
ift, Tdgt fich dasfelbe, durch Diffeventiation der Conftanten, auf eine
Differentialgleichung guricfibren, bdie dann, wenn man fie integrive,
den gefuchten Werth des gegebenen Jntegrals gibt. Sep . B. das
unbefannte begrangte Sntegral

o0 sin.ax
o Tt
gegeben, weldes wiv der Kitrge wegen y nennen wollen. Diffeventiive

man diefe Gleichung
O  sin,ax
y = f o T dx
o X(m?*-4-x?)

in Begiehung auf a, fo erhdlt man
((1 y OO cos,ax
— ) = 5k qiode
da -Jo m*4xt
Allein nady §. 246 hat man

CO cos.ax =
dx e g—ma

o m>--x* 2 m

dy Bmute st
a7 T

Sntegrivt man diefe Gleichung in BVesiehung ouf a, fo erhdlt
man

alfo ift aud

s
T

y = —

g—ma _l__ G

Die Conftante der Jntegrarion aber wird dadurdy beftimme, daf,
nadh) der gegebenen Gleidyung, die Grofe y jugleich mit a ver{dywin:

2 m=

den foll , wodureh man erhilt C :-;%, fo daf daber Das gefudyte

Sntegral feyn wird

o0  sin.ax s !
f{) x{lu‘-—t—x'-:)d‘\ _;;(l”—c o

L Audy die JIntegration der partiellen Differentinlgleichungen
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(&t fich auf diefelbe Weife amwenden. It 3. B: dad Sntegral ju
fuchen

T

P box
¥y _—_f dx ., e "t cos.apx . VX
o

Wo ex und Px ey willflicliche Funftionen von x und wo a und b
unbeftimmee Conjianten begeichnen, fo hat man, weni man Die geges
bene Gleichung gwepmal in Vegiehung auf a und auf b Ddifferentiict,

12y 2 o
(-‘ ‘) = — f dx . e P¥%cos.apx . (¢X)* P
da? o 1

e 8 :
(‘—i) = f dx . e P cos.apx . (9¥)*§x.
d b* a -

Abdirt man diefe bepden Ausdriicte, fo i

d2y dzy
O+
und von der lesten Gleichung ift das Jntegral
y = f(b4+ay—1) +F(b—a V—1)
wo wieder £ und F pwey willfieliche Funftionen begeichuen.,

Das Vorhergehende wird hinveichen , die IWichtigFeit diefed Gies
genftandes ju evfennen. Weitere BVelehrungen dariber findet man in:
Lacroiz , Traité du calcul Vol. 1II, Legendre, Exercices de
Cale. Integr. Cauchy , Exercices de Mathématiques; Poisson,
Journal Polytechnique. Yol. XIX. und Piola in Opuscoli mat, €
fisici, Milano 1832. VYol. L

X1
Pringipien der Differengen :Recdhnung.

§. 249. (Allgemeine und {ummatorifche Glieder der Rei-
lyen durch die Ditferemsen ev einselnen Glicder,) Su ver Diffe-
ventialrechnung haben wir die Weranderung der Funfrionen blof in V-
gichung auf die Form gefucht, weldye diefe Werdnderungen , in den
verfchiedenen Gliedern ihrer Cntwicelung, annehmen , ofne auf die
®rofe, auf den ergentlichen Werth diefer BVerdnderungen, u fehen.

— S S S

= N
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€8 fey nun u irgend eine Funftion von x, die fir x =x -4 h
imu,, fit x=x-+2h in u,, fir x=x-3h in uy w ff
fibergeht, fo dafi man die Reibe bat

1 LA TIPS e e A T

Nehmen wir die Differengen der nddyifolgenden Glieder diefer
NReihe, und von diefen Differengen wieder die Differengen u.f.w., und
fegen wir der Kiirze wegen (analog mit §. 87)

o, —iar . = Dy

U, — u,; = Al

u, — u, = Qu,,

Mnd— ne e = LT
Au, — Au E=UAL
Au, — Au, = A%u, ,
An, — Nwdus =i N2u

-

Aun T &llll—l = az Un_—L1 )

A*ua, — QA*u = Alu
A% u, — A%y = Dduy,
A, — Afu, = Alu,,

ﬂ" ks R e ) &t Un—y — Q" Up .
I Dief vorausgefest, erbdlt man durch eine einfadhe Subftitu-
tion der lelten Ausdriicke in einander

1, — u -+ 24Au -+ A%y,
u, = u 4 3Au 4+ 3A*u - Adu u f

Man bemerft bier fogleich die Form des BVinom$, bdabher man
durch Analogie erhalt,
u, = u —-l—-l],&tl + “.:l_ﬂ—l- &”—uﬁ—%—;ﬁ:‘u + .(])
fo daf man alfo fiie jedes Glied der obigen NReibe einen Ausdruck ey
halt, der blof von dem erften Gliede u und von den Differengen A u,
A*u, A%u ... der tibrigen Glicder abhingt.

Gben fo erbalt man durd) eine dhnlidje Subflitution

Aw = a—m,
A*u = u, — 2u, + u,
Ddu = uy; — 3u; 4+ 3u, = u uf,
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und daher wieder durd) Analogie, wie wir aud) fhon oben (§.87) ges
funden haben,
n,n—1 N.Nl—l:N—12

~Up—g = ————————————{i 3 +. A (].l.)

1% 3 IN2 O

Aru — Up— NUp—y —[—-

fo daf man alfo die Differeny A,u irgend einer Ordnung n blof durd
diejenigen Glieder der anfangs gegebenen NReibe ausdriicten Fann, die
gur Bildung diefer Differeny Hyu gebraudyt worden find.

Eben fo ift endlich die Summe der bepden erjten Glieder der ge:
gebenen eibe

S=u-4u =-z2u- Ay
die der drey erften Glieder
S, =u-+t+u +u =38u 4 3Au } A%u

u. . w., aljo wieder analog die Summe S, der n erften Glieder

wtou fou .

n-41.n I 1.0n.n— 3
S.;:(n+1)n _-—_l-.ﬁ“&u —]-—%*LA‘U—[—--..(III.)

Man fann Ddiefe Neihen einfacher ausdricfen, und jwar die
Neibe (L) durd)
’ u, = (1-}Auv)",
und die NReihe (IL) durd
Avu = (u—1)1,
vorausgefesit, daf man in der Entwidelung diefer Binome ftatt der
Grponentialgrofe A n® und u® den Jnder Avu und u. fest.
Il Sit 3 B.'u ==, alfo aud)
u, = (x+h)m, uw, = (x+2h)"... u, = (x4 nh)~,
und daber die Aeihe (IL)

Ara=[x nh]*—n[x4-(n—1) h]m 4 [x+(@—2)h]m

[x4+@—=3)h]"+...

Nn.n—1

1.2.

Siir-ein anderes fpesielles Bepfpiel fen

Il

3 Y 3
W= e R T &, Mty A

alfo die Neihe gegeben

L3
e

1 d 27 64 1

mit ihren Differengen
Sittro’s Ank  Hoh. Math. Jo
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0 6
foift u=1, Au=r, Au=12, Ao = 6, und daher, Wwenn
man n = 3 {ebt,

die NReibe (1.) u, = 1 -} 21 436 '—[; 6= 04
» » (L) Mu=64— 8 424 —1= 0
» (IL) S; = 4 + 42 | 48 6= 100:

§. 250. (Iuterpolation der Reiben) Nimme man an, daf
pon einer gegebenen eihe die auf einander folgenden Differengen Au,
A*u, A%u ... immer Fleiner werden, wa$ fehr oft der Fall ift, o fann
man den Ausdruct (L.) des §. 249 aud) anwenden, um die Jwifdens
glieder der gegebenen Neibe, fir weldye ndmlid) n irgend ein Brud
ift, su finden. Um 3 B. in der lepten Jeihe das Glied gu finden,
weldyes in der Mitte swifdhen 27 und 64 liegt, iff n =2, und mit

3
diefem Werthe von m gibt die Neibe (1) den gefucdhten Werth diefes
Gliedes u; = 42 . 875. 9Nan nennt dief: die gegebene NReibhe in-
terpoliven, und man fieht, twelchen Nupen diefes WVerfahren bey
der Conftruction von Tabellen u. f. gewdbren Fann,

@ind bie Glieder der gegebenen Meibe nicht aquidiftant , wie ju:
vor , fondern weif man 3. B. nur, daf fir die Grofen x =0, 1, 3
und 7 die Werthe u =1, 2.1, 525 und 18.73 geboren, fo
fann man annehmen

u— a4 bx 4 ex* 4 dxj,
wo offenbar a = 1 ift. Subjtituivt man in diefem Ausdrucke filr x
die Werthe 1, 3 und 7, fo erhdlt man die Bedingungsgleichungen
101 =b 1+ ¢ 4 d
4.25 = 3b 4 gc¢ - 274,
1773 = 7b - 49c 4 3434,
woraus folgt b = 1.01952, ¢ = 0.06953 und d = o0.02095, fo
daf man fiir das gefuchte allgemeine Glied hat
u = 14 1.01952 x4-0,00953 x*--0.02095 x*.

Der lete Ausdruck gibe
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flie x =2 den Werth von u = 3.48,

¥ X T » v, u=— 7.09

Il

y X Sl » u=1045 1w f

weldhe Werthe von u aber nur anndbernd ridytig find, da der wabre

Ausdruck, aus weldyem die obigen Iahlen 2,11, 5.25 und 18.73 abs
geleitet wurden, ift

A

u=1-{-x—}—--’:—i—i_..i_ll__'“__.

100 1000

I. Man fieht daraus, daf dad Problem der Interpolation cin
unbefimmees ift, fo lange die eigentliche Form dev Neihe nicht be-
Fannt ift, und die gegebenen Vedingungen nicht hinveichen, alle Glie=
per derfelben ju beftimmen. Dasfelbe geht aud) aus demjenigen In=
terpolations - Ausdruct hervor, den wir oben (im Cingange ded §.161)
gegeben Baben, wo fiir x =0, a, b... der entfprechende Werth
von u= A, B, C... angenomuien worden ift. Denn man fieht,
dafi man ftatt der a. a. . angenommenen Neibe aud) die folgende hatte
feen Fonnen

(x—a)m (x—hb)n(x—c)r. .. x(x—h)(x—r¢c)..

] A -;-]"1-|—«...

ampnen. ., a(.’l—];)'(u— C)aa

ober aud)

sim.m (x—a)sin.n (x —b)sin.p(x—¢e) ..
el A

sin,masin.nb sin.pe. ..

sinimesinn (x—h)sin.p (x—¢€)...
+ "tIII m : . p ]g + R

siit, ma,sin.n(a—Db)sin.p(a—e)...
da auch diefe Formen den aufgeftellten Bedingungen genug thun, Die
IBahl diefer Form ijt in vielen Fallen von grofier WidjtigFeit.  Wenn
fich in den gegebenen Vedingungen wiederfehrende Perioden geigen, fo
wird man Ausdricke der Art

n = a--bcos.x-|c sin, x -} b/ cos. 2x -+ ¢/ sin 2x - ...
ober
u = a-f cos. (mx 4 n) o [/ cos. (m'x - nf) - ...

oft fehr angemeffen finden u. f. w.

§.251. (Analogie der Differensen mit den Potensen,
Wenn in der Funftion u = fx die @tammgrofie x in x - h iber=
geht, fo hat man, nad)y Taplors Theorem,

Jo*
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dn h* d2u

u’:u—!—ha—x—f— -+ ...

oder DA u/ — u=Au ift, die Grifie Au in der BVedeutung des
§.249 genommen,

1.2dx*

I du hz dzu
f— 'l - — e e FU S
=e dx 1.adx2 !

Jtach dem Worhergehenden aber hat man aud), wenn e die Vafis
oer natiirlichen Cogarithmen begeichnet,

x2 x3

+

X4 18200

er — 1 =

x
1

S T

du
oder, wenn man x = h %.T fett,

du
h e du h2 du hs dus

e —-—l:]]E-—I— +

@et man daber wicder, der Kiivge wegen, dru flatt dur, fo
bat man

1.2.3d x5

. 4w

1.2 dx2

hdu
A== gl Eean gy

und daber audy, wenn man diefelbe Verfepung der Jeichen dru und

d u™ beybehalt,
pot »
A'u — (e1llx b ])'

Rtimmet man von diefen beyden Ausdricken die Logarithmen, fo ift

] n |
h. o= =log (144w und b, 2 — [log (s 4 au)]s,

dx

d xn

wenn man aud) hier Au in Avu verwandelt.

§. 252, (i‘inlumntiunm.) St n=—=ax 4 b, wo a und b

conftante Grofen vorftellen, fo ifi nach der vorhergebenden Begeihnung
Au = a(x-4h) 4+~b — ax — b obder
Alni = qh; !

Da demnad) Ah die Differeny von ax ~-b ift, fo fann
auch umgefehrt ax 4~ b diec Summe von ah genannt werden.
LWahlt man daher fiir diefe @umme das Jeichen =, fo bat man

ax 4+ b = Zahioder a=h = ax -+ b,
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oder endlich

I
Shesx b,

a
wo man fiir 1-]; irgend eine Conftante C fessen Fann, fo daf man alfo hat
; =h = x -} Const,
4t aber u=xm, fo ift audy
Axm = (x4 h)» — xm,

woraud man fiir m =1, 2, 3, . .. erhdlt

Ax = hy,

Ax? = ashx 4 h?,

Ax3 = 3hx* 4- 3h*x 4 h*, u fw.

Ausg der erften diefer Gleichungen folgt durch Neverfion =h =x,
oder eigentlich, nad) dem WVorbergehenden, =h = x -4 Const., weldye
Conftante wir funftig bey jeder durd) = qusgedriicften Summation als
{dyon bingugefiigt vorausfegen wollen. Da tibrigens

=h = =Zh.1» = h=1
ift, fo bat man audy
N
i h'

Chen fo gibt die ywente jener Gleidyungen
Z(2hx - h?*) = x?, obder
2h =x + h2 =8 = xt i ooer

; x2 X

=X — — —
a2 h 2!
und auf diefelbe Weife
2 |
= e L il = '
3h 2 6
x4 X3 h x2
S — e - — :
4h s A
x5 x4 hxs h
S e e R e, _— — U
= Bh 2 3 3 f

Statt diefe Auédriice weiter fortjufesen, nehme man allge:
mein an

=xm o— A xmh __[__ Bxm _I__ Cxm—1 _1__ D xm—: _]_ e

Nimmt man von jedem Gliede diefer Neibe die erfte Differeny,
fo erhalt man
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A
" = A (m4 1) xm - (m--1)m . xm—1 h?

1.3
A

= l.,ﬂ.a(n'i—i-l)m(n]-—-l),7{"'—1h3+.”
-E—- Bm , xm—h
B
B L
—!—‘ G (m-~|) . xm— | + Mg

@ebt man die Faftoren einer jeden Poteny von x gleid) Null, fo
erhdlt man nach einigen Neduftionen

o (m—+-1) h'
x
B=— T (m1) by

A g B
C = — m(ny—-’-l)mh —-—-I—z- mh u. f.f

A

und wenn man dief weiter fortfest, fo findet man endlich

xm--1 m h xm—1 m.m—1.m—2h3xm—3
= xm — I om ___f — —
=X = —— = Iy - : T
(m--1)h 3 22,3 2%.3%.5
m.,m—1,., m—4,h%#, xm—b m.m—1..,m—~0.h?.xm—7
: 25,32,5.7 28,3%.52,7

m.m—1.,.m—38, h?.xm—9g

+

29.3%.6.7.11
bgrm m—1...m—10, htl, xm—un
211 36,53, 72011, 13

m,m—1,..m—12, 6 hi3, xm—3

-+

212,3%,52, 92, 11.13
36irm.m—1.,..m—14, ht5, xm—i5
b= 0

e T '
216,37, 6%, 9% .11 .13 a7

Diefer Ausdruck gibt das IMittel, die Summation aller alge-
braifchen , gangen und rationellen Ausdriicte ju finden. o hat man
§- B, wenn der Kurge wegen h = 1 gefebt wird,
= (x}—5x* 4 6x — 1)

x4 x¥ x? x3 x2 X xz x
A ) YRS R ST ST
_“(4 2+4) 0(3 2-{-0)4—6(1 2) A
oDer

=(x3—5x% 4 6x —2)
= ﬁ (3x* — 20x® 4 6gx* — 58x) -} Const.
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I. Gben fo hat man fiir Crponentialgrofen
A.ns = a* (ab — 1),

alfo auch

at = Za* (at — 1),
porausd folgt:
n‘
=ar _
ah — 1

11 §iir trigonometrifdye Fuvttionen iff 5. %B.:

Lot ey h
A cos.x = cos. (x -+ h) — cos. x = — 2 s1n, — Sin. (x - ‘-)_,

2

I :
alfo auch , wenn man x — —' ftatt x fchreibe:

h
A cos. (x —_ _)
2

51N, X = . —— A
et
2 sin, —
/]
und daher durc) Neverfion:
b
con )
. 2
=81 = — —
n, X % '
2 810, —
2
und eben fo erhdlt man aud)
3 ( h
31n0. X — =
)
= CO0S f—
b h
2 51n,

9Man bemerft von felbfi die Analogien bdiefes Calculs mit der
Differential= und Integralrechuung.

§. 253. (Summation auf cinander folgender Produkte.)
S u = x (x4 h) (x 4 ahy...[x  (m—1) h] gegeben.
Mimmt man davon die Differeny, fo ijt
Au=(x-+h)(x4-2h)... (x+ mh) —x (x-}-h)... [x+ (m— 1) h]
ober

Ao = (x4h) (x4 2h) ... [x 4+ (m—1) h] m b.

Da aber

\'&u EZdu u

mh m h m h

iit, fo bat man aud
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=(x-h) (x}2h), .. [x 4 (m—1) h]
=3 (x+b) (x+2h)... [x -+ (m —1) h] - const.,

m b

=

oder wemn man x =x—h und m = m - , fet:

Zx (x+h) (x42h) .., [x 4 (m—1) h]
(x 4+ h)
- T:—+-ﬁx (x4 h) (x4 2h) ... [x 4 (m—1) h]... (A).
Auf diefelbe Weife Fann man and) mit demr Ausdrucke

F (x+b)(x—+2h)...[x4(m—1)h]
verfabren, da deffen Differeny gleich

Ou

1 1
R ICE T I CE YD e s y s Ferwyomy
Das beifit, gleicdh ift
AL]. =

— mh
X (x4 h)(xJ2 h)...(x4mh) "’
Die Neverfion diefes Ausdrucks gibt, wenn man wieder fir u
feinen Werth fept:

— 1L I

-

=X (x4 h)... (x4 mh) ~mh  mh X (x4h) (x-}2h) ... [x 4 (m=1) |I];
alfo audy, wenn man m = m — 1 fept:
1

et X(x4-h) (x+4-2h),..[x4 (m—1)h]

—_1
— (m—)hx (x4h) (x-4-2h).. X4 (m—3) i) O soye (L)
I. QNun Faun aber in jeder gegebenen Neihe

Wit Woap Mol e Sl in S pegie STl
bas allgemeine Glied u, als die Differeny der Summe aller vorher=
gehenden Glieder angefeben werden, fo gwar, daf wenn man die
@umme
u - u fua s, = S,
fest, man fofort Hat:
A8, = u,, alfo audh S,_, — =
Daraus folgt alfo, daf die gange Summe der deibe, das allge-
meine Glied mitgenommen, gleich ijt
Sip = Zu, -+ u,.
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Wenden wir diefen Ausdrudt auf dic Gleidhung (A) an, wo das
allgemeine Glied ift
u.‘:x(x—i—h) (x+“ll {\-l—-(m*l) hl,
fo erbalt man
Sx (x--h) (x ~]- 2}1) . [x 4 (m—1) h]
=B G W) @ S ahy T AR @) )

m-}-1 h-
4 »JL x (¢ 4 b) (x4 2h) . . . [x 4 (m—1)h],
oder wenn man die bepden leften Glieder jufammensieht:
Sx(x-h) (x+f+2h) ... [x+4 (m—1) h]
il X{X-I-]I)(Y.-i-)h] (x4-mh) 1~ const.
(m41)h
Und eben fo exbdlt man aud) aus ber Gleichung (B) den folgen=
den Ausdruck:

1

S
X(x4=h) (x42h)...[x 4 (m—1)h]

sty
_ - 4~ const,

5= (m—u)h (x4 h)(x42h)...[x 4 (m—1)h]

Mittelft diefer bepden Ausdriicfe erbalt man die Summen der=
jenigen Neiben, deren Glieder die fogenannten diveften oder reciprofen
figurirten Sablen find. Fiir die erften oder fir die Reihen, deren
X (x--1) x(_\—!—t}(\+ }

TR AN
wenn man h=1 und nad der Drbuung m=—1, 2 3 et

X X k
S = (x41) 4 C
fiir die ©umme der Aeihe 1, 2, 3, 4 .
X (X1 x :
_1.2—):: ) 2+ C
filr die Gumme der NReibe 1, 3, 6, 10, . .,
x 1) (x -
§ XEEDEEY = X (1) (x+2)(x+3) + ©

) S A 1

allgemeines Glied ?; ¢. 1jt, Dbat man,

S

filr die Summe bel NReibe 1, 4, 10, 20 . . .,
wo die Conftante gleich Null ift, da alle diefe Ausdriicte mit x gugleid)
verfchwinden,
Gben fo erhdlt man fir bdiejenigen Neiben, deven allgemeined
et 1 | b 12 :
Slied - - . dft:
U.ub ' X+ xEF1)E+2) ik




&

1 2 :
L X (X 1) :_—x 1 +C’
3
1.2,3 S _—_._1.__,_.__:-—--——-——,._. C!
X+ (x+2) R EEE
1 B
.y, -/S —_— . = — - Ci’a‘
bt x (x41) (x+2) (x+3) GrnEFacERET Y

wo die Conftante C=2, G/ =3, CU = 30 C =21, dt. So
gibt 3. B. diejlegte Gleihung fiir die Neibe

1 1 1

BB + 2.0.4.6 -I_ 8L4.5.6 _}- ;

1

pas fummatorifde Glied = -~ — —
f U f\JLC te d(x+1)(x+2) (x+3)

in diefem Ausdruce x =1, 2, 3..., fo erhdlt man fir das erfte

Olied 7, fir die Summe der gwey erften -, filr die der drey erften

7o U . fo

3bo

@ept man

§. 254. (Gleichungen mif Ditferensen.) Wenn y eine Funke
tion von x ift, und wenn h die beitdndige 3unabme der Stammgrife x
begeidynet, fo wird eine Gleichung jwifchen Differengen im Allgemeinen
die Form haben:

Sy Ay REAR y R o)

3n einer folchen Gleichung fann man die Differengen Ay, A y...
durd) die auf einander folgenden Werthe der Grofe y erfesen, da man
bat:

by =y, —y, By = Yoo — 87; ~ ¥u Wy
fo dag alfo jene Gleichung die Geftalt annimmi :
E (50 Y1 Yar Yoy - 22) = 0,

und aus diefer Form fieht man, bdaf jede folche Differenzenaleidiung
den Werth der gefuchten Funfrion durch eine beftimmte Anzahl der die
fer Funttion vorhergehenden homologen Funftionen gibt. it 3. B. die
gegebene Gleichung der erften Orduung, fo wird man aus ihr die Grofe
ys durdyry ausgedriict erbalten ; ift fie der ywenten Ordnung, fo wird
fie den Werth von y, durdy y, und y geben w. . f.  Sede foldye Glei-
dyung ift daber einer Neibe gleich, in welcher man jedes Glied durch
eine beftimmte Angabl der vorbergebenden Glicder erhdlt. Denn ift
3. B. die Oleihung yo =1 (x, y,y,) gegeben, fo Faun man daraus
die folgenden ableiten :

Yo=18(+hb,y,,y); ya=T(x+2h, 7, y) uf
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und daraus wird man die Neihe bilden Founen:
Yor Yay Yoo Jsioistety
deren jedes Glied aud den gwey ihm jundchit vorhergehenden gebildet
wird, und in welcher daber die bepden erften Glieder y und y, gang
willfitelich {ind,
I Um nun auch ein Veyfpiel von der Jntegration einer folchen
Gleidyung su geben , wollen wir die Gleidhung annehmen:
Ay + Xy =X/,
wo X und X/ blof Funftionen von x find (vergl. §.205). @epen wir
der Kiirge wegen die conftante Junahme Ax der Grofe x gleid) der
Ginbeit voraus. Nimmt man dann y=uz, fo hat man
Ay = ulbz -} zAu - Auldz,
und unfere gegebene Gleichung gebt in folgende tiber:
ulAz 4 zAu -} Auvlz 4 Xuz = X/,
Sn ihr Fann man den heil zAu 4 Xuz gleid) Null annehmen,
fo dbaf man Dat
Aud Xu=—o0 und ulz -4 Auldz = X/,
Daraus folgt fofort
X/

Pl = =
= .
u - Au

Az = ober z —

xl
u -l— Au
Unfere Aufgabe veducirt fid) daher auf die Integration ded Auss
drudd Au - Xu=o, in weldyer fich die Variablen frennen [affen
(§.203), da man bat

Au
—_— — X,

18

@ey u=ct, alfo auch (§.253, L)

St ol b Lot BEGIRL

DRSS Iel (e =), Wb R T= 0 1= X,

woraus dabher folgt

et = ; X, At = log. (1 —X) und t = =log. (1 —X).
Da aber die Summe der Logarithmen der Funftion (1 —X)

gleich dem Produfte der auf einander folgenden Werthe von (1 —X)

ift, die swifchen den Grdngen des Jntegrals entbalten {ind, fo fey die:

fes Produft

(1—X,) (=X, (r —X2) e (1—}(.._:) (—Xi)= [1 —Xzes L 4
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wodurd) man erhalt:
t = log. [1 —- Kx_.']*; u— et = [1 —_ Xt_ﬂ]’.

Da nun v, =u - Au ift, fo hat man audh

i bl g X
winls A nte=ai o X;L_h umd z = = {'—-\:*]x-q-.’
und daber endlich fiir dag gefuchte Integral
: 3 % =t p. 6
Yy = [I _kr—-j]x . -—rm
St fiir einen befouderen Fall X=A cine Conftante, fo hat man
e X
Yy = (I - A) . «-(—I_'—A)T_t_—i'.
Sit aberdief aud) nody X/= B conftant, fo ift
X
eyl BT R e —_— X)) — = s AN
(1 - '.\]"'t_‘ X (1 \) B (1 £ ) 4
oder (nady §.252, 1)

X4 B (11— A)—=—1 B
e = r— = 1)
(1 —X)xs (1—A)— — (r—A)=, A
und daber dasd gefudhte Sntegral

B
Y —=r@i— A= [{_I T |- u(mst.] :

Weitere Ausfihrungen diefes Gegenfiandes findet man in Lacroix,
Traite du ecale. diff. Vol. LI,

Sma Aty AL S T

XLE.
Principicn der BVarviationsredhnung,

§. 255. (€rklavung diefer Wechnung.) Ae vorhergebenden
Betradytungen fefen voraus, daf die ALhAngigheit der Differentialien
dx, dy, dz... von einander, wdhrend dem LVerlaufe der Nechnung,
immer diefelbe bleibe.  Alein e gibt aud) andere Unterfuchungen, in
weldyen fidy diefe Abbangigleit, der Natur der Aufgabe gemaf, dandert.
Wenn 3. B U eine Funftion der Grofen x, y und ihrer Differentialien
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e
]
(4]
(4]

N

dx, dy begeichnet, fo ift das Jntegral fUdx, ywifden je ywey be-
ftimmten oder gegebenen Werthen von x, einer unendlichen Angahl von
LWerthen fahig , wenn man die Relationen ywifdyen x und y fich dudern
Laft. Nimmt man, fiiv einen fpecicllen Fall, U=y an, fo bejeichnet
pas Integral [y dx die Fladje einer Curve, weldje zwifden gwey ge-
gebenen Ordinaten, wifdhen der Differeny ibrer Abfeijfen und wifdyen
Dem Logen der Curve, der von jenen beyden Ordinaten begrdangt wird,
entbalten ift. Allein diefe Flache wird verfchieden feyn, wenn man,
in der dem Jntegral [dx ju Grunde gelegten Gleichung der Curve,
verfchiedene Curven annimme, und man wird daber die Frage aufitellen
Fonnen: weldye Gleichung einer Curve ,- oder welde NRelation jwifchen
x und y muff man, unter allen moglichen, wdblen, damit die durd)
diefes Jutegral [y dx ausgedriicite Flache ein Grofites oder ein Klein=
ftes werde. Soldhe Fragen nun gehoven in die Wariationss
redynung.

Wenn . B, MM/ (Fig. 54) diefe Curve ausdriden foll, fir weldye
dag Jutegral U dx ein Groftes ift, fo muf diefes IJntegral fiir jede
andere Curve m m¢ einen fletneren Werth haben, Um diefer Vedingung
gu genugen , muf vor allem unterfudyt werden, welchen Cinfluf eine
'J'i'nbcrnng in der Nelation von x und y, d.h. in der Natur der Curve,
auf dag Jntegral [Udx hat. Bey diefer Anderung wird aber die
Grofe y, unabbdingig von x, fid) dndern miiffen, da, wenn man
gwen Curven betvadytet, su demfelben x= AP jwey Ordinaten PM
und Pm gehbren, und die Differeny Mm bdiefer Ordinaten muf von
Pen Differengen RM/ und rm/ wobl unterfdyieden werden, da diefe
legten jwifchen gwey ndchftfolgenden Ordinaten derfelben Curve
Statt haben. Aus diefem Grunde unterfcheidet man aud) diefe bepden
Diffevenzen der Ordinaten, felbft wenn fie unendlich Flein genomnien
werden, bdurch befondere Ieichen. Heift ndmlich MR =dy, das
Differential von PM ==y in bderfelben Curve MM/, fo it Mm=3dy
dieWariation von derfelben Ordinate PM =y, wenn man von einet
GCurve MM/ gu ibrer nddyjifolgenden mm/ iibergeht.

I. 3ieht man mr mit M1, und ms mit MM/ pavallel , fo Dat
man

PIM/ = y 4 dy und Pm =y | éy.

Geht man dann von dem Punft M gu m/ dber, fo erhdlt man

PPm/ = Pm 4 rs -} sm/ =y -} 8y 4 dy | ddy
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Da aber, wie wir vorausfesen, der Punft m/ dem m der ndd)fi=
folgende, auf der Curve mm/ ift, fo hat man aud

Pim! =y + 0y + d.(y+9y) =y + 8y + ¢éy + déy,
woraus daber folgt:
ddy = doy,
oder Die Wariation des Differentiald ift gleid) dem Differential dee
Bariation , und die beyden Jeichen d und o lajfen fich willfrirlid) eines
vor das andere fesen.
Gang eben fo ift alfo aud
od*y = dsdy = d*sy,
fo wie
5dU = dsU u {. w.
1L Auch fiir die Integralzeichen bat eine analoge BVerwedyslung
Statt. Denn ijt
IU dx — V,
fo ift aud
diV=-—="lUdz=unprtios d Vi =10 Jlldx,
Wenn nman aber in 5.dY, nad) I, die Seichen d und & verfebt,
fo it aud
d 5o Ve =0 Udx;
ober wenn man integrive:
ISV — J.(S. de.
@tellt man aber in dem lesten Ausdruck den Werthvon V= [Udx
wieder her, fo hat man
§.fUdx = f5.Udx.

§. 256. (Daviation des Integrals /Udx.) ey U eine

Y - s 5 =1 dy dz
Kunftion von x, y, z und den Differential : Coefficienten -1—1, =
oax ax
12 y : e S L Sa .
—; Y ... diefer Grofen. Man fudje die Wariation von [Udx, oder
=

die Grofe 8 fUdx.

Der Gleidhformigleit und Symuetrie der Formeln wegen wollen
wir auch die Grofe d x veranvderlich annehmen, ob{chon fie, nady dem
Worhergehenden, als eine conjtante Grofe betrachtet werden foll, da
¢8 von und abhangt, am Ende der NRechnung die Grofen d*x, d x ...
wieder gleid) Null gu fesen. .
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tehmen wir, der Kiirze wegen, folgende Begeidhnungen an:
diyii= pdx, dp = qu, dq = rdx... und
dz = p/dx, dp'= q/dr, dgq/=r'dx...

Da enblidy, der Worausfesung gemdf, U eine Funktion von x,
Y 2z, p; Pleeo ift, fo Fann man annehmen:

dU = Ndy 4 Pdp -+ Qdq -+ Rdr 4 ...

4+ Nrdz 4 P/dp/ 4 Q/dq’ 4 Redrl 4.,

Um nun den MWerth von 65U ju erhalten, fo wird man in dem
Ausdrucke vou U die Grofen x, y, z in x6x, y-4-9y, 240z
yerwandeln, und dann von dem fo verdnderteu Werthe von U den er=
ften Werth diefer Grofe U fubtrabiven. Da dief aber gan; basfelbe
Revfahren ift, weldes man bey der Differentialredynung anmwendet,
fo wird man in dem bereitd aufgeftellten Differential d U von U, nur
das Seichen d in & verwandeln, um fofort auch die gefuchte Variation
85U von U ju exhalten. Diefemnach if daber

5U — Noy - Pop -+ Qoq Siete ol )

- Nioz + Plop/ 4 Qiogi4 ...

Qaffen wir juerft, der groferen Ginfadheit wegen, die Grofe 2
gang weg, fo daf U blof al8 eine Tunftion von x, y und ihren Diffe=
rentialien p, q, r... betradytet, oder daf z=p/=q’'=r’... gleich
Null gefet wird, und daf man daber hat:

oU = Noy + FPop e Qéq + ...
Dich vorausgefest, hat man
5.[Udx = fo.Udx = f(Usdx - dxsU)
= Uox — [6xdU 4 fdxoU,
und wenn man den vorhergehenden Werth von d U und 5 U fubftituirt:
6. fUdx = Udsx | J‘N dx 5y — pdx)
-+ fPd., by —1p 5x)
- f{‘)t]. Gp—qdx) 4. ..

Um diefen Ausdruct abjuivgen, fey

LA

8y — podx = wy

fo ift aud

d e 1 d o
5 —] = - n ——
op — (qox = Tk Ot rox — — ., (]{-_—x 1. f. w.
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und baher
6.J‘de = Usx - J‘N(-Jtlx - _f[’dm
+ 1Qd .

Ff Bd ot A2 4

Jntegrirt man aber diefe Ausdriicke theilweife, fo ift

d o de d 0 d0

) .‘—_-: e e ; o=k

f(‘-d dx de dx t.o»-}—fod dx /

1 dw i de dR do 1 dR
RGeSt i == P R alh nE Se — . —— B
i dx dx dx dx dx St dx dx *

1 dR
— (o [T R (e T L Y
fm Ax d T i f f

Subitituirt man diefe Ansdriicke in der vorhergehenden Gleichung,
und bemerft man, daf, wenn z nicht Null ijt, man nodh einen jwen=
ten, dem vorigen gang ahnlichen Ausdruct erhdlt, in welchem man blof
NFPQ,..in N/P/ Q/eey und =8y —pdx i w/'=05z—p/ix
verwandeln darf, fo erhale man fiir die gefudite volftdndige Variation
de8 gegebenen Integrals fUdx, wenn d£ conftant angenommen wird,

> ds
6.fde=fr,-J(]‘.\' (L\—d_l--.}_ e L —f—...)

dx d x2 dx
. diPs d= d3 R’
11 ] AT e e e . e
Frods (VM- T T+
s d O d*R ds S
J 6% 2y Sk el Rl S el g
-—}—-D:\—j—m( d x Wl x2 dxs L )

10 dz R’ ds S
<l P = R et ol R
Py ( dx i dx2 dx3 T ‘)
de dR dz S
o dx (Q 5 ondx e LIV P ')
T d w’ O/ d “‘_.J._ d= 5
IS L PN m e R
12w ds
“{‘A';a(“— £ ) Liggsiin

von weldhem Ausdrucde das Gefes des Fortgangs deutlich ijt.

§. 257. (Beltimmung des graGien oder kleinften {Verths
des Integrals S UdAX)  Um den grofiten oder Fleinften Werth ded
Sntegrals {Udx su erhalten, wird man, nach den bePanuten Wor-
fchriften Dev Diffeventialvechnung , die BVariation 6. Ud x diefes Jnte:
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grals gleich Null fesen, wo dann ein Grofites ober ein Kleinfted Statt
haben wird, je nadhdem der Werth von &2, [Udx, jwifchen denfelben
Grdngen, wie vorhin das Jntegral SUdx genommen, negativ oder
pofitiv ijt.

Allein , inbem man diefe WVariation 6. fUdx, das heifit, indem
man den fo eben erhaltenen Ausdruct diefer BVariation gleich Null fest,
bemerft man, daf diefer Ausdruck aus jwen, wefentlich unter {ich
verfchiedenen Theilen befteht. Der eine diefer Theile hat ndmlidy
pas Jntegralzeichen [ vor ficdh, und der anderve ift davon frey.  Man
wird daber jeden diefer swey Theile fir fich gleich Null fesen miijen.
hut man dief mit dem erjten Theile, fo erhdlt man

) dP II'-“;
0 — wdx (]\ —’J'—\ +Tt- S ile i .)

7 g
- w/dx (N" —_ l{ll[\— < f‘?— — .);

und dieh find jugleich die Gleichungen der gefuchten Curve von doppels

ter Kriimmung, fir welde das Jntegral U dx, jwifchen Dden . geges

benen Grangen genommen , ein Grofites oder ein Kleinftes ift. Fiie

eine ebene Krumme, deren Gleihung jwifdhen x uud y gegeben ijt,

Tx 4 ... weg.

Allein da diefe Ausdriicfe erfte, gwepte und felbft hohere Differen-
tialien entbalten, fo werden fie integrivt werden mijen. Diefe Jntes
grationen werden daber audy eine, gwey oder mehrere Conftanten ein=
filhren, und die WVejtimmung diefer Conftanten ijt ¢S, die von dem
gwepten Theile jener Ausdricde, welhe das Ieichen [ nicht enthalten,
gegeben witd,  Diefer gwepte Theil wird ndmlid)y mit den Vedingungen
in BVerbindung ftehen , weldye far die Cudpunfee jener Curven fejigefest
worden find, fo daf fie 5. B. gwep five Punfte, oder daf fie nody) un=
beftimmte Dunfte von gwey anderen Curven, auf weldyen jene erfte
Gurve fenfrecht ftebt, fepn follen u. dgl.

I. Nimmt man alfo suert blofi auf den erften Theil jener WVarias
tlon Nickfidht , fo hat man, wenn man, wie frabher bereits gefagt wors
den ift, die Wariation von x oder die Grofe ox gleich Null fest, fiir
vie gefuchte Curve die Gleichung

UZ(N s +d‘Q_ —-.-)55'

dx dx=

d P’ dz O+
4 (N" AN s = Rpl .)éz N Sy

dx d x?*

fale der swepte diefer Ausdricle o = N/ —

Cittron's Anl, §. hoh. Math, 31
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Sind mun, twie ¢8 bey Curven von dopypelter Kriimmung der Fall
ift, die bepden Grofen y und z von einander unabhingig; fo werden
es audy ihre BVariationen fepn, nud der Tete Ausdruck wird den gwey
folgenden gleich gelten:

dP d> ll
0= THTE -+ I= bieice 5
dr’ dz Q/ sige s 1D
Q= N"—— _— l — T
dx d x2

und diefe bepden Gleichungen werben die der gefuchten Curve feyu.

1I. @ind aber die Grofen y und z durd) irgend eine gegebene
Bedingungsgleichung verbunden oder von einander abhdngig, foll 3. 2.
die gefuchte Curve auf irgend einer Fladye liegen, Dderen Gleidyung
€=—o0 ijt, fo wird man fir diefe Bedingungdgleichung haben:

d e 5 d g s
()07 + (G)e==o
Gliminict man dann aug diefer Gleichung und ausd der Gleichung

(1) eine der gwey Grofen 5y oder dz, fo wird dadurch auch die andere
entfernt, und man exhalt die eingige Gleichung:

dP cl'—‘Q g
pa— Y s — e e
Y s (BI dx dx2 )(.I/)
d P’ dzo
— (\‘r -+ d;‘ . ) e e (L)

und diefe Gleichung (1I1), verbunden mit der Gleihung L=o0, wird
fitr jeden befoudeven Fall die gefuchten LWerthe von y und z geben.
Auch Fann man, wie e in der Medyanif ju ge[dyehen pflegt, diefen
Fall auf den erjten tn (1) suvicEfibren, wenn man jtatt den Gleichun=
gen (1) die folgenden annimme:

4 dP d=Q de
=ty Wik A, ll\ s ( )

dy

N/ d P’ + dz {.]‘ (1u)
a—— —_— =

dx d x2
wo A einen unbefimmten Factor begeidhuet.  Climinive man ndmlidy
aus diefen Leyden Ausdricken die Grofe A, fo erhalt man wieder die
Gleicdhung (I1); find aber die Grofen y und z von einander unabhdn:
gig, fo ift A=o0, und man erhdlt die Gleihungen (11).
Wir wollen nun die vorhergehenden allgemeinen Vetradhtungen
auf einige Veyfpiele amvenden.
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§. 258. (Ritrzefte Linte swifchen 3wey gegebenen Punkten.)
Um die firgefte Cinie, die man wifden gwey Punften in einer
Ebene ziehen Fann, gu finden, fo-hat man fitr diefe Linie den allges
meinen Ausdruck
J‘\/lj x? - dy* = fdx\/: -|— }_ﬁ_,
alfo ift audh, fir unfere Aufgabe:
U= V1 -} p* und daher &6U = pd PO Pl
Vi pt
WVergleicht man diefen Werth von s U mit dem der Gleidhung (A),
fo bat man
: Pak DT
Vit
und alle ibrigen Groffen N, N/, P/, Q... {ind gleich Null. E8 ge-
hen demnach die Sleichungen (1) in folgende eingelne tiber:
d*y

dP — o, oder dp = o, obder endlidy ia = o
X

Das erfte Integral diefer Gleichung ijt %l\ = C, und wenn man

diefen Ausdruc nochy einmal integrivt, fo erhdlt man

y = Cx 4+ ¢
fiir die gefuchte Firgefte Curve, Ddie alfo, wie befannt, die gerade
Qinie ift.

Sind die ywey Punfte, durd) welche diefe Gerade gehen foll, ge-
gebene fefte Punfte, fo {ind die Variationen der Coordinaten derfelben
fir fich gleich DNull, und der gweyte, von dem Jeichen [ unabhangige
. Rheil von 6 fUdx Fommt weiter in feine BVetradytung.

Nehmen wir aber an, daf diefe wey Grangpuntee nicht betimmee
feite Punfre feyn, fondern daf fie fich nur auf wey Grdangeurven be:
finden follen, deven Gleichungen

dy' = midx/ und
dy/t = m/dx"
find. Um nun die gwey Punfte diefer Granzcurven u finden, durdy
weldie unfere fiirgeite Gerade gehen foll, {0 hat man fiir den jwepten
Kheil von (SJ'de in unfecnt fpeciellen Falle den Ausdruck
Udx |- Po — o ober
Usx - P (6y — pdx) = o.
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Seht man aber ds = Vdx> 4 dy*, fo ift
d
U= V147 \/ - :ii = und
PR & 0
VA g b 1 aa
Subitituirt man diefe Werthe von U und P in den vorhergehen-
den Ausdruct, fo hat man

ds ly dy
i L —]—-: Sy —-—"hix) = o obet

dx ds dx

dy dy2\ 8x 1
ek ds — —2=)__ = o, obet endlid
ds 2 + ( 2 ds / dx f /
d dy 1x

Wendet man diefen Ausdruck fiir jede der beyden Grdngeurven
an, und nimmt die Differeny bepder Ausdriicke, fo exhalt man fiir den
ermdf)n[ril gwepten Theil

dx ¥
x// -—«-—L‘» ——"*LSX"——-—r f==0
(1::" + ds’ d s’ Y (4

oder wenn man die vorhergehenden Werthe von & y/ und sy fubftituirt,

( “4;”] []\)dv’"‘—-( 4-1“1'1\):5.{“'.:‘:0.
ds ds

Da aber die bepden Grofen 6x/ und Sx// von einander gang uns
abhdngig find, o ift die leste Gleidhung den benden folgenden gleidhs
geltend:

dx# 4 mdy/! = o und dx/ -+ m/dy/ = o, ober

dy 1 dy’ 1
—="— — i) — — —
dx*f m'’ d x* m'’

und bdiefe Gleidyungen eigen, daf unfere Geraden auf den beyden
Grangeurven fenfredyt ftehen, oder denfelben unter rechten Winfeln
begegnen muf, um die firgefic Gerade ju fepn, die man jwifdyen dies
fen bepden Grangeurven giehen Fann.

I. @Qudit man aber die Furgefte Cinfe im Raume, oder berid:
fichtiget man auch die dritte Coordinate z, fo hat man fiir dag Element
Ded Vogensd diefer Linde

Vdx? + dyr 4 dz* = (1\\/1 + p* + ll-"r




=
.
=
ot
co
.
ot

alfo ift audh

e e 1 L p‘dp’
U=V 4+ p* 4 pA ud dU = ekl RGP
Vil DS 1”’
und dabher

P=—l]-]-_,-; Pl=2 pnp N=eN=Q=0.,.=o.

Cs ift alfo auch der Theil des vorhergehenden Ausdrucds unter
den Jntegralzeidhen

dP d P’ )

1z = 2 TR
oder wenn man infegrive:

dy d =z B

dx e

und wenn man nod) einmal integqrivt:
y=Ax 4+ A/, z = Bx |- B/,
alfo die gefuchte Cinie wieder eine Gerade.

@Sind die benpden dufierfien Punfte derfelben fiv, fo verfdhwindet
der andere Theil der Wariation & [Udx, der das Jutegralzeichen nicht
enthalt. &oll aber 3. 2. die gefuchte Curve an ihren Endpuntten durd)
gwey Frumme Fladyen begrdngt feyn , deren Gleichungen find

dz/ — m/dx/ - n/dy! fiiv den Anfangspunft, und
dz/{ —= m#dx/ - n//dy’ fir dben Endpunft der Curve,
{o ift der gwepte Theil der Variation
Usx 4 P 4 «/P/ = o ober
Udx —-[- (oy — Pr".,\'} P -—{— (_'5.7, —_— 11"5_\') Pi = o.

Subftituirt man aber in der lefsten Gleichung die vorhergehenden
Werthe von dz/ und dz/ ftatt Sz, und nimmt wieder die Differengelr,
fo bat man, da die Gvdfen 5x4, x4, Sy’, Sy unter fich unabbhan=

gig find, folgende vier Gleichungen:

dz' dz"
1 m/ =0 My 1L mf—=—o0
+ dx’ _{ d x* /
da’ d z*
A= nY =0 » 1 —— ni! =0
+~ d y rl | ll J_,, 4

und da diefe Gleichungen die der Novmalen quf jene bepden Flidhen
find, fo muf die gefuchte fiirgefte Curve, ober die gefundene Gerade,
auf fenen beyden Flachen fenfrecht ftehen.
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II. Gudyt man endlich von allen, auf einer gegebenen Fldadye
gwifdhen gwey gegebenen Punften diefer Fladhe, lisgenden Curven die
fivgefte, fo fey die Gleichung diefer Fladye

g — o= Adx -+ Ddy -—I—- Cdz,

wo A, B, C Funftionen von x, y, z find. Diefi voraudgefest, hat
man, tie guvor:

U=Vitpfp?, P= -5, 1-‘1=-1l)—;- ud N=N=o;
alfo ijt auch die Gleidyung (I11)
(Zif) Ry 4t
de
Gt G ia

oder endlich, da Udx = \/dv + dy? 4 dzz =ds ift:

dg dy d{ l] %
' i AN i 111
(d z) ds ((i\) dh ( )’

und dief ift die allgemeine Gleihung der Fiirzeften Linie auf einer
gegebenen Flache.

|
=]
o
or
>
-

111, Driicft man die Gleichung dev gegebenen Fldache in der Ge-

ftalt qus: )
dz = mdx -} ndy, foiff

df = 0 = dz — mdx — ndy,

d@ de
(E) = 1 und (ET) — =

fo daf daber die lepte Gleidyung (1I1) in folgende tibergeht :

alfo aud

dy ll/

.—[—(] = R ()

Aud ibr [aft fich fofort nod) eine andere Gleichung ableiten, €8
ift namlich

dx2 rl} d 22
ds? i dsz + Te ! alfo aud)
d': dx dy dz dz
ds 'de._l—ds. 'Eh’-ll—s‘['ds“o‘
@ept man aber in dem gwenten Gliede diefes Ausdruds
dy dz

.ds._.'—ﬂd.m;




und i dem dritten
dz = mdx 4 ndy,
fo erhalt man
dx dz
l'l.E«-]—mcl.I::U T e by,

IV. St bie gegebene Flache durd NRotation einer Curve um die
Ave der x entfianden, fo it x = ¢ (y>42%). Diffeventiirt man diefe
Gleichung blof in BVeziehung auf y und z, fo ift

dz y
7 A e p S
: ydy + zdz o oder ([l_\') =
alfo 1jt aud

n = — -,
und die Gleichung (a) wird
dy y dz
], ——=.d-—=
{ ds 7 ¢ s £

oder da ds conftant ift:
zdry — ydiz
N
wovon dag Sutegral ijt:
zdy — ydz = Cds . . . (a);
und diefe Gleichung, verbunden mit jener ver gegebenen Flade Y=o,
veicht Bin, die gefuchte fiirzefte Cinie ju beftimmen.
St diefe Fladhe eine Kugel bes Halbmejferd a, fo ift
x* 4y 4 22 — a* = o, alfo aud)
dz x
(ll‘i) ey .':’
und dabher die Gleichung (b)
dx X dz nd2x — xd?=z

e o RS = oper —— — = 0y
ds 7 ds ds

deffen Integral ifi:
Zdxiexdz = Glds . . (DY,
Die Gleichungen (a’) und (b’) gufammen genomuen geben:
zdx — xdz = A (zdy — ydz).
oMultiplicivt man bepde Theile diefer Gleichung durdy den Factor

2 fo findet man fiir dag Jntegral perfelben




Ezi\l}_'—}—ﬂ odet x — Ay |+ Bz,

% &
pie Gleidhung einer durch den Anfangdpunft der Coordinaten, . h.
durd) den Mittelpunft der Kugel gehenden Chene. Werbindet man {ie
mit der gegebenen Gleichung der Kugel felbjt, fo ifi der Durchfdhnitt
bepder Fladen die gefuchte Firvgefte Qinfe, die alfo ein grofiter
Kreid der Kugel ift. Weitere Ausfriihrungen diefes Gegenftandes
{- m. in Lacroix, Traité duo cale. diff, et intégrﬂl. YVol. IL. Cap. X,
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