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E i n fa ch st e Integralsor in e l n.

§. >30. (Legrit't' der Intcgralrcc'Ijiinilfl.) So wie wir im
Vorhergehenden das Differential von irgend einem gegebenen endlichen
Ausdruck, z. B. von x>", durch die Vorsetzung deS Zeichens ä ange-
zeigt haben, wodurch wir cl . x"> — inx^'clx erhielten, eben so
wollen wir auch, wenn umgekehrt daS Differential mx^'clx gege¬
ben und der ursprünglicheendliche Ausdruck zu suchen ist, durch dessen
Differentiation dieses Differential inx"—'clx erhalten wird, dicjcn
ursprünglichenAusdruck durch die Vorsehung des Zeichens / anzeigen,
so daß man also hat

^inx^'clx x"'.
Man nennt aber diesen ursprünglichenendlichen Ausdruck eines

Differentials daS Integral dieses Differentials. Demnach ist x»'
das Integral von rnx'"^'äx, da das Differential der ersten Größe
gleich der zweyten ist.

Dasselbe Integral laßt sich auch so ausdrücken
IN ^x,'"—' cl x X",

da der unveränderlicheFaktor in ans die Differentialion, also auch auf
die Integration keinen Einfluß hat. Eben so können wir schon jetzt
bemerken, daß man jedem Jutegral auch irgend eine coustante Größe
(l hinzufügen kann, da diese durch die Differentiation wieder verschwin¬
det, so daß wir daher in unserem gewählten Beyspiclehaben werden

IN ' clx — x"> -j- (A
Der eigentliche Werth dieser Constaute wird leicht gefunden,

wenn man den Werth deS Integrals für irgend einen besonderen Fall
kennt. Weiß man z. B., daß das Integral gleich a wird, »venu
x —c> ist, so hat man, wenn m eine positive Zahl ist

a —^ o oder — a»
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Wird aber daö Integral gleich L, wenn x---^ ist, so hat man
oder (l — I! —

Eben so haben wir oben für die natürlichen Logarithmen gefunden
tl X X

ck . lo^. x — —, also ist anch i — lo^. x -s- <3, oder, was

dasselbe ist, x -s- lo^. (l lo^. dlx. Ist hier für

einen besondcrn Fall das Integral gleich loZ. wenn x^-l, ist, so

hat man s-^cb> oder <3 — ^, also auch für das gesuchte Integral

/^cl x , sx

Diese Constante wollen wir in der Folge bey jedem Integral der
Kürze wegen als hinzugesetzt annehmen.

I. Dieß vorausgesetzt, erhalten wir sofort eine Anzahl einfacher
Integrale durch unmittelbare Umkchrung der in dem Vorhergehenden
aufgestellten Differentialausdrücke. So geben die im §.35 gesammel¬
ten Formeln:

ck X
IN -j- I

6 x

— IvA. nat x,

^ckx sin.x — — cos.:

j'ckx cos. x
ckx

SIN.X,

tsn^.x,

IvjZ. Iis!, s ^
ckx — c" , wo loA. nnt. v — i ,

ckx

I l
(1 X I llx

s - -i- Ii- X- !> Ii

s- — Ii"- x^
(1 X I

— l7n °rc-. INNF.

I . Ii X I d X
— nrc. SIN. — — — — Sic. cos. .— ,

— ^ src. cotaiiA.

Ii X

s - -j- Ii- x"

aus welchen sich ohne Mühe noch mehrere andere Ausdrücke zusammen
setzen lassen. So ist z.

I — X- 2 (l-t-5) 2 (l-x/

also ist auch
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und daher nach dem Vorhergehenden
ä X

— r lo^sr-x) — ff lug. «-

II. Eben so hat man, wie schon für sich klar ist,
(Ix

-t- b.),

/(» -I- bx)mckx ^ (u ff- bx)-.^. ,
ä X I

2 (-(s -^- n x)>^

/(a ff- d x°)

(„»— l) n (a -tz- d x)°>—>
(a -t- N

x°— <1x ff- ;—— ,
n b i)

In diesen Ausdrücken ist die veränderliche Große außer den Klam¬
mern das vollständige Differential derjenigen in den Klammern. So
ist in dem letzten Beispiele x°—' ckx bis auf die constante Größe das
Differential von x". Man vereinfacht diese Ausdrücke, wenn man
aff-bx oder aff-bx- gleich einer einfachen veränderlichen Größe
« setzt.

Z. 187. (Anwendung aut lsttnumiait'orineln.) Setzt man
in den beyden vorhergehendenGleichungen

cl x
i ^ gl'0. Sl^ aro. sin.x und

ckx
ff-^

ur o. lang, x

statt X die Größe X > / so erhält man
/"> ä x . are. sin, x v/-

und
ckx 1 . 00c. ronZ. x >/— l .

Es ist aber (tz.bL)

IoA. (vos. a——1 . sin. a).

Setzt mau also X x/—i--s!u.a, so ist auch t ff ^ "/
und daher

avo . sin. xv/— > — 7^: log. (x ff- >/» ff-
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also auch die erste jener Gleichungen

Eben so war

—' i«» ' -l- > - '»NN, «

also auch, wenn rang.-x ^ — x > >st,
, > , > ^ Xaro.tan-x x v—, — los. -—-—,

und daher die zweyte jener Gleichungen

^ ll X I X

wie im h. i3t>, I.

I. Wir haben sonach die Integrale
üx 7'<1x ll X rix

ck /. -j-x- ^ — x- '

Setzt man in ihnen x statt x, so erhält man folgende vier
Ausdrucke,

clx , ^.,1
11—, . „ — ^71^ are. tans. X t/ -,

cl x , ^ x V 1>
ck» — dx^ 2 ^ ^

^ !> ^ ^
^ -lx . I . ,
I' . - — auo. SIN. X >/ -,ck — dx"- Vb r !»'

und statt der dritten dieser Gleichungenkann man auch nehmen

^r-- ^ v^-ssbq - ^ i°x. /.

" Vb ^ -f- '^a -j- dx-sj,

da die Constante lo^. /n, nach dem Vorhergehenden, ohnehin

besonders bestimmt werden muß.
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Z. >38. (Ailwendilug ank Trittomiattorineln.) Setzt man

in den vorhergehenden vier Gleichungen x-j-o stait x, und schreibt

man, nach der Entwickelnug dieses Ausdruckes,

^ — d-
statt a die Große

4<-

» 8 » » e,
I,

V c » » —,
2 e

so erhält man

Z' ll X > 2 8 -8 2 L X
t 1 — — ul a. raus. ,

-i-j-dx-j-cx- ^4-rc:-d- " 1-2

Z' ü X I . ^ 8 -st 2 cX — t/ 8^ — 4 a n

^a-st8x-stvx2 l/d- — 4 ac ^ d-j-scx-j-^/d2 —4ac^

— -^7 log. sd -s- 2 cX -s- 2 ^/o (u -st 8 x »s- 0 x^)^,-st 8 X -st c X»

u X I . 2 ox— 8
uro. sin

st a -st 8 x -st 0 x^ V e st4 s ^ -st 8»

Von den Heyden ersten dieser Formeln wird man die erste oder

die zweyte nehmen, wenn 4 so — 8- positiv oder negativ ist, um

imaginäre Ausdrücke zu vermeiden. Ist aber 4 so —8", so wird

sür diesen besondern Fall s -st 8x -st ex- (sta -st x sto)^, und

daher daS algebraische Integral
ll X I

^/4i/a-stx Vc)2 cx -st i/ae'

Setzt man aber in den beyden letzten dieser vier Formeln — ^
Ü X

statt x, also auch — statt äx, und verwechselt man die Buchstaben

a, 8, 0 mit 0, —8, s, so erhält man die Formeln

2 Va . sta -st 8 X -st c x2 — 2 a — 8 X

x sta -st 8 x -stvx- V» ^ x ^
ll x i . 8x 2U

urv. sin.

^x st — -it-st 8 x-st » x^ xt^ülic-j-82

Ist in diesen Ausdrücken a---c>, so hat man das algebraische

Integral

sl ^ ^ 2 st 8 X -stcx2

x st8x-stox^ 8x
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I. Ist der Kürze wegen X --- s K x -s- o x-, so hat man über¬
haupt, wie man sich sogleich durch Differentiation überzeugen kann,

/^ll X IX- j> X

Ix II X ^ II ^
Ulld

/^xckx i , I, /^äx
' — — IvA. X — ,X 20 ^ 20 X

so daß man also ^^7 und sinket, da man bereits auö
dem vorhergehenden kennt.

II. Eben so ist auch

/^llx d Z- 2ox 2(211 — 3) o ck x

ck X" (ll — .) (/, s v — b"-) X"^' (" — >) (4 » 0 ^ X"^'
und

^»xäx —1 k ^>llx
^ X" 2(ri—i)eX"^' II ^ X°^' ^

und durch diese bepden Ausdrücke wird man, da man bereits t —

kennt, auch und finden, wenn man 11---2 setzt, und

dann eben so und wenn man n —3 setzt u. s. w.

Ans diese Weise erhalt man z. B.

/^(X Z- IZx) <Ix L (2 X c — Uli) (^clx
1 1 ^ II ^ II 1
/^>(^-ffLx)<1x 2 o (d Z- 2 c x) — Ii (4 so — d?)

»I X" 2 (ri — i)c(4so — Ii -) X^"'
^ 2 iV (2 n— 3) c L Ii'l ^-> ll x

^ l.(ii — i) (/, sc — I>2) 20^ x""'

III. Daö vorzüglichste Geschäft der Integralrechnung, so fern sie
sich auf Differential-Ausdrücke einer einzigen veränderlichen Größe be¬

zieht, besteht, wie man schon aus dem bisher Gesagten sieht, in der
Zurückführung jedes solchen gegebene» Ausdruckes auf jene ursprüng¬
lichen, die schon unmittelbar aus der Differentialrechnung durch bloße

Rcversion folgen, oder überhaupt auf der Reduktion des gegebenen
Ausdruckes auf einfachere, wie sie im §. i3b, I. zusammen gestellt
worden sind.

Diesen Zweck erreicht man im Allgemeinen auf drei) verschiede¬

nen Wegen. I. Durch Zerlegung des gegebenen Differentials, in
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Partialbrüche, wie wir sogleich im Kap. XX sehen werden. II. Durch

Einführung anderer veränderlichen Größen, also durch Substitution,

wie Kap. XXI u, f. Endlich III. durch Anwendung gewisser Formeln

involntorischer Art, mit deren Hülfe ein vorgelegtes Integral unmit¬

telbar auf ein einfacheres, und dieses wieder ans ein einfacheres u. f.

gebracht wird, wovon wir im Kap. XXII. u. f. mehrere Beyspiele fin¬

den werden. Diese letzten Mittel, die fruchtbarsten von allen, bezie¬

hen sich beynahe durchaus auf die sogenannte theil weise Integra¬

tion. Ist nämlich n sowohl als ^ irgend eine Funktion von x, so

hat man (§. 27)

cl . UZ/ uclv -s- vckn,

also ist auch, wenn man von jedem Gliede dieses Ausdruckes das In¬

tegral nimmt,
cl V n? '— cl u.

Ist daher von den bepden Integralen /uckv oder /oäu das

eine bereits aus dem Vorhergehende» bekannt, so ist durch diese Glei¬

chung sofort auch daS andere gegeben.

Um dieß durch ein Beyspiel zu erläutern, sey das Integral

7 zu suchen.

Nimmt man die Größen n und v so, daß man hat u

und ckv 2 X >lx , also auch v —s— , so gibt die vorher-
(I X-)" I ' > "

gehende Gleichung

^ I - X- I—x2

(I X

?lllein daS Integral t - — haben wir schon oben gleich

! X

^ ^7^ gefunden, also ist auch das gesuchte Integral

^ ^ - X2)- I -.X2 ' V' , - X
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XX.

Integration der rationellen Funktionen.

Z. i3y. (Zerlegung gebrochener rationaler Funktionen
in ihre binomischen partialbrüehc.) Wenn in dem Integrale
/XNx die Größe X eine ganze oder auch eine gedrochenerationale
Funktion von x ist, so laßt sich ein solches Integral immer auf die
Form

<Va-I-l> x)"><Z x oder l
d x

-j- I) x)m
zurückführen, und da diese Integrale schon oben (H. >36, t) gegeben
sind, so kann auch die Integration der rationellen Funktionen als ge¬
geben angesehenwerden.

/^x
Sey nämlich ^ — ! —3x und X sowohl als auch X^ eine

. x .
ganze rationelle Funktion von x. Man kann diesen Bruch ^77 immer
so amichmen, daß die höchste Potenz von x im Zähler kleiner ist, als
im Nenner, da, wenn dieses nicht statt haben sollte, die Division von
X durch X> sofort einen anderen Bruch geben wird, welcher die ange¬
führte Eigenschaft hat. Wäre z. B.

? --

gegeben, so erhält man durch Division

wo der erste Theil /xäx ^.^x- sich nach §. i3k» integriren läßt.

Einen solchen Bruch ^7, also vorausgesetzt, zerlege man den
Nenner desselben in seine einfachen Faktoren

a -s- k>x, -s- k><x, -s- bi^x . . .
und unterscheide dann folgende Fälle.

l. Wenn alle diese Faktoren unter sich ungleich sind, so setzt
man

X' z kl X ^ -0 -j- m X ^ s" -tz. N" x ^
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wo ... constante Größen sind, die sich dnrch Vcrglei'

chnng der beyden Formen deö Bruches aus die bekannte Weise bestim¬

men lassen.

I5x. Sey 7 — ^ ^ ' ü gegeben, so hat man

X- I X ü .

' X-t-I ^ x-l-2 ^ X 3^x^> — 7X— 6 xss"! X-j-2

woraus man sofort findet — ^-, v---i und —so daß man

daher hat

oder

7 — IoZ.(x-s-2) .

X

II. Wenn der Nenner X/ des Bruches ^7 mehrere z. B. n gleiche

Faktoren von der Form a-s-dx und überdieß die unter sich ungleichen

Faktoren hat,

« -s- /3x, -s- /3^x, -s- /Z»x . - .,

so wird man annehmen

x^ (a d x)» ^ (a -j- t> x)n—l l" k ^7,^2 " ' .2 .^- k X

i " > .

> « -fi ^ X -i- fi' X ^ a" -j- X ^ ^

wo dann die Größen ^.^... und L, L^... wie zuvor bestimmt

werden.

kx. Se.) 7 s° hat man

- > I " ! ^
xZ -j- 2 X- -j- X ^ (x-j- 1)2 ' x-j- I x^

woraus folgt —, und e—I, also ist auch

'N X

X

oder

<l x r' llx
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Z. >/jo. (Zerlegung gebrochener rationeller Funktionen

in trinonutche ^artialbrnehc.) Unter den einfachen binomischen

Faktoren, die wir im tz. i3<) betrachtet haben, wird es öfter imaginäre

Größen geben. Diese zn vermeiden, wird man daher je zwey der zu¬

sammen gehörenden binomischen Faktoren dieser Art durch einen einzel¬

nen trinomischen Faktor darstellen, der, wie bekannt, immer eine

reelle Form hat.

Hat also der Nenner X/ des Bruches ^ die unter sich unglei¬

chen trinomischen Faktoren

a -j- kx -s- ox-, -j- k^x -j- e^x' -s- . . .,

so wird man annehmen

X ^ L. -s- Ux L/ -I- kUx

X^ s -H kx -s- ox- ^ -s- b"x -s- c^x^ ^ '

Hat aber der Nenner dieses Bruches mehrere z. B. n gleiche

Faktoren der Form s -s- b»x -j- ox", und überdieß die unter sich un¬

gleichen Faktoren

oc -s- Dx -s- 7X-, -j- -s- 7^x- . .,

so wird man annehmen

X , ä'-s.L'x ^ L."-s-L"x

X' (!» -s- 1z X -s- c x-)° ^ ^ -s- u X -s- c x")n—> (a -j- Iz X -s- o x^)"-^- > ' "

^.zz°--x e-s-vx O-l-v'x

g-s-bx-j-cx- a -j- ^ x -s- 7 x2 ^ -j- x -s- 7^ x" '

und durch dieses Verfahren wird man das Integral 7--- ^äx aus

die Form bringen

-s- vx) Ux -l- u X) cl X

^A-s-dx-j-cx- ^(a-s-Ux-j-c x2)m ^

die wir schon oben (tz. i33, II) gegeben haben.

Lx. Ist 7 — /' „z .)x — s S^en, so hat man

2 X^' ^
x2 Sx^-j-yx s X — I ^ X- /, x-j-s'

Dieß gibt ^ L — ^ und c also ist auch
' ^ — 3 x) Ux

7 — — ? t s- r I ^^oder
ZX— I '^x2 — ^x-j-S

7 ^ log. (x— r) — ^log. — 4x -s- 5 — ^ Aic. wng. ^x— s).
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XXI.
Reduktion der irrationalen Binomial-

formeln auf rationale.

g. i/ji. (lvcnn X lüoh eine Ärt von irrationalen Äinom

enthält.) Wenn in dem Ausdrucke cl^ ----- X<tx die Größe X bloß

die irrationalen Größen

enthält, so setze man

—A- ----- 2""'x . . . ,
e 4- gx

wodurch man, wenn mnx r ist, erhält

. >- (k> e — ne). <i -!
llx ---! - ,(I, —

so daß also 4/ rational wird und nach Kap. XX integrirt werden

kann.

?

Z. >4s. (Die Gröhc x'"äx rational machen.)

Der AuSdruck

cl^ x"'üx sa -s-

läßt sich in folgenden Fällen rational machen.

I. Wenn ll eine ganze Zahl bezeichnet, wie für sich klar ist.

II. Wenn " ^ ' eine ganze Zahl ist. Denn setzt man

so wird

n -s- k»x" ----- 2^,
„4-,

Lx Ist c>? ----- x^äx 1 — x-, so findet man

7 ------ ^ (>—x^)' — ^ (l—x)^.
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III. Wenn ^ - -s- ^ eine ganze Zahl ist. Denn der gege¬
bene Ausdruck von 67 kann auch so geschrieben werden

67 ^ X ^ a x^")i cl x,
^ , "p ,m -I fi i^ ^ > ?

und dieser ist/ nach II/ rational/ wenn ^ —^
eine ganze Zahl ist.

Lx. Ist 67 ^ ^7^1, so fi"det man
I

^ " 2 (> -i- ^ ^ ('

Z. 143. (Ändere Gröhcn rational machen.) Wenn in
dem Ausdrucke

ckz- — X . äx

die Größe X bloß die irrationale Größe v/afi^bx-s-cx- enthält, so
kann man 67 rational machen, wenn mau annimmt

>/g -s- dx-s-ox' — -fi
oder

x/s fi- dx -s- cx^ x^/c fi- 2.

I. Um auch den transcendentenAusdruck

67 —
i> -k- n cos. X

auf eine rationale Form zu bringen, sei) cos. x — 1 — 2 sin. x,
so ist

2 2 I 2^ ^ 2 lt 2
cos. X — >—5—7 und daher 6 X —

> -s- 2» . > -fi 2- > 2^

Wir haben demnach
2 cl 2

67 --- 0 -i- N (a — N) 2- ^

und dieser Ausdruck läßt sich nach den in §.187 angeführten Formeln
integriren. Man findet

I k -i- kl c08. X
für a > b> 7 — ^ arc. cos. —— ,' ^ ^ a-k-I>e»s.x'
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für c> < l> 7 — - Ii -P o cos, x -p- s!ii. x. h/b^ — ^

P^jz2—»2 c> a-j-b cos, x
, i <Ix i

für u Ii 7 ^ - WNA., X.
/^» ^ X

Daraus folgt auch sofort daö Jutegral , wen»
(.I -j- l) Q0L. x)'"

m eine ganze positive Zahl ist.

XXII.
Reduktion algebraischer Ausdrücke auf

eiuf a ch ere For in e n.

Z. ,/>4. (KcdnktitUl der Gröt'ze x/"U x (n g- U x-)''. Sey
der Ausdruck gegeben

a 7 2^ x^clx fa g- bx")^',
wo m, n und p willkürliche ganze oder gebrochene, positive oder ne¬
gative Zahlen bezeichnen.

Sehen wir der Kürze wegen
i, -j- l> x" — X und x'"4^> . X'' II,

so ist
a ki — fm -s-1) x^ . a x -s- p>x^>ch' . x^^' a x

oder
clkl ^ (m-f- i)x"> . X^clx g- npk>x'"ch" . X^'cl x ... fi).

Ferner ist
X? — x^' . (a g- bx"),

also auch, wenn man diesen Werth von X^ in (>) substituirt,
clkl sin ») g x"> . X^'clx

-f- (in -f- i -ch n zi) bx^" . X^'ü x ... fs).
Endlich ist k» X" — X — a, also auch die Gleichung (i)

a II ^ 1 I, p) x"> . x^' a X — nPIgx"> . x^'^' clX ... f3).
Jntegrirt man die einzelnen Glieder dieser Gleichungen (», 2, 3)

nach der Ordnung, so hat man aus (1)
Littrow'ü Zlnl, z, höh, Math. ,0
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/x^X^'clx — sx">-b" . X^'äx,
IN -si I IN -j- I ^

/x^X^'äx ^ ^ s^X^x,
Up Ii Njllz ^

und auS (2)

/-x-X^'6x -- ^ ^ ^ ^ b sx^.> . X^'6x,
(in -^- 1) N (IN -s- 1) N ^

/x">4^" .X) <1x — — — 1 -7- t^x^. X^ 6 x,
(in I -^- n x) b (ni st- I -j- n ^1) d ^

und endlich aus (3)

ix'"X'äx - -^- ^ /x- . X^'ckx,
^ 112 -j- I -j- II ' III -j- 1 -j- II ^

/xn. . X^'äx -- - ^ '" ^ ^ /x^X'stx.^ n^ia npa ^

Setzt man in der zweyten und vierten dieser sechs Gleichungen

m — n statt in und c st- 1 statt (>, und in der dritten und sechsten

derselben bloß p -s- > statt p>, so erhält man

sx^X^äx ^ s^g-.. . x^'äx ... (I.)^ IN st- l IN st- I ^ ^ ^

/x-^X^x ^ /x"—>X^'äx ...(lI.)^ nn(p-j-l) n^i(^-^-i) ^ ^ ^
^ ..n , xi"-b> . (nist-nst-nnst-i)Ii > ,-i> -,

-- ..»I-N -^

^ k(inst-npst-i) d (in st-I! p st-i) ^ ^ ^ ^

/x^X^x — st ^ /x"> . X^'Zx ... (V.)
^ IN st- II p st- I ^ IN st- II p st- I ^ ^ ^

ix". X" äX ^st- lm-^^npst-1) ^-l-. ^ . .. ^1.)
^ »"(pst->) an(pst-i)

wo immer X — a st- bx" ist.

Diese sechs Gleichungen sind sehr nützlich, um daö Jutegral

^ — /x°" (^a st- Ii x")^ >1x

auf einfachere und schon aus dem Vorhergehenden bekannte Integrale

zurück zu fuhren.

In der Gleichung (l.) wird der Exponent x von X'' um die

Einheit vermindert, aber dabey der Exponent m der Größe x"> um

die Größe n vermehrt, oder das Integral
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^"X^üx wird auf )x">-b" . X^ 'üx

gebracht. Setzt man dann, in derselben Gleichung (I.), statt in und

x die Größe m -s- n und x — -, so wird dadurch daS Integral

/x^X^'üx auf /x""l"2" . X^ä x

gebracht, und wenn man in (I.) statt m und p die Größe in-j- sn

und p — 2 setzt, so wird dadurch daS Integral

/x"'X^llx auf /x">-b^ . X^äx

gebracht, und so kann man fortfahren, bis man zu einem letzten Inte¬

gral der Form

/x'"^" . X^äx

kömmt, das man bereits aus dem Vorhergehenden integriren kann,

wodurch also auch die Größe

st'x'" . X^clx

selbst integrirt seyn wird.

Ähnliche Bemerkungen gelten auch für die übrigen fünf Gleichun¬

gen, I» der Gleichung (II.) z. B. wird der Exponent von X immer

um die Einheit vermehrt und der von x und n vermindert, daher

diese Formel gut anwendbar ist, wenn x negativ und in positiv ist.

In den Gleichungen (III) und (IV.) bleibt im Gegeniheile der Expo¬

nent von X ungehindert, während der von x vermehrt oder vermin¬

dert wird. I» den Glcichnngen (V.) und (VI.) endlich wird der Ex¬

ponent von X stets nm die Einheit vermindert oder vermehrt, wäh¬

rend der Exponent von x ganz nngeänderl bleibt.

Wir wollen auf diese wichtigen Formeln einige Beyspiele anwen¬

den, um den Gebranch derselben deutlicher zu mache».

g. istS. (Oeylpiele ;u den vorhergehenden tcchs Glei-

rhungen.) Sey ^ . (i —x^)- äx gegeben.

Hier ist also

— b, n-^2, — li^-i und x —

Wendet man darauf die Gleichung (I.) an, so hat man



Setzt man in derselben Gleichung (Ich m — 4 und x —

während s, d und n wie zuvor bleiben, so ist

. X' ckx — — — /x-- . X^ckx.

Setzt man endlich in (1.) in — — 2 und x — so ist

/x-- . x- clx — /x^ . .1 x.

Substituirt man diese Ausdrucke in einander, so erhält man

ü ^ ^
X- X- /^ä X

^ sx5 3 xZ X ch v/x '

Auf diese Weise ist also das gegebene Integral auf das einfache

/"''Ix 3x
! 77- — I 7^77777 — SIN. X

^ VX ^ ^2

zurückgebracht, und man hat daher

Z' — /x^^ (1 X-)- ckx

/I— X2)-
uro. sin. x.

ö x5 ' 3 x^

I. Beispiel zu der Gleichung II.

Sey ck^ -22- (1 ch-x^)^ckx gegeben. Setzt man in der

Gleichung (II.)

a — Ii — 1, n 777 2 und in — 4, x — — Z,

so erhält man

/x» . X^ckx 5 x-X^ -j- z /x- . X^ckx.

Ist dann in -2- 2, x -77- — 2, so hat man eben so

und da

/x^.X 'ckx-- — ^ x . X

'Ix

^ „2 ^ aro. tsng. X ist, so hat man

/ — /xck (I ch-X')^ ck X
x^> 3 X

4(l ck-x^)2 L ( > ck- x2)

Eben so findet man nach der Gleichung (IV-)
/"> Xl 3 X X

^ V/. -t- X- " ^ ö) /» -s- ^ uro. sin. x,



§. 146.

und nach der Gleichung (V.), wenn man n — 2 und in — 0 setzt,

^äx^/a-s-kx' — -sxV^a-^-dx^ -s- sx(/k> -s- >/a-ch-l>x^

und

ficlx (/a — dx" — ^x t/a — l>x^ -s- —- are. sin. x l/ - .
^ 2 v» » a

A. ,/ch. (Allgemeines L>ti)i'piel )tt den vorhergehenden
teehs Gleichungen.) Nützlicher noch ist es, statt den einzelnen
Beyspielen, wie sie der §. >45 enthält, ganze zusammengehörende Gat¬

tungen von Formeln wenigstens bis auf eine gewisse Gränze zu ent¬

wickeln, um sie dann bey vorkommenden Fällen anwenden zu können.

Ein solcher Ausdruck ist der folgende

x">clx

wo m nach der Ordnung die natürlichen Zahlen >, 2, 3 ... be¬

zeichnet.

Setzt man in der Gleichung (IV.) a — — I> — i, n 2 und

x - — 5, so erhält man

x"> n X X">—> z/ I —. x'k IN —l ä X

ck / 1 — x- m ^ m ^ /1 x" '

Setzt man in diesem Ausdrucke zuerst m---i,3,S,7...,

und bemerkt, daß

ovo. sin. x
xclx . <1x

1 — — —x- und l — —
-s l/1 — x2 z/ , „ x"

ist, so findet man

X-. cl X /X- . I .2> ,

^x-.ckx ^ /X. ..4 ,.2.4 X ^-^7

ss- x» -s- ^ x'- -s- ' ' /^z/i^x- V 7 ^ - 7 -j.0.7 1.Z.S.7/

u. s. f.

Setzt man dann in demselben Ausdrucke m — 2 . 4 . 6 .. .,

so erhält man

/-» x" cl,X ,
t — — 7 X z/i — aro. sin. x,

^ V > — x-

i — x-
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x-> ,1X /x^ I. 3 > , .1.3
s ,- — I— 7X I — X- aic. SIN. X,I / I X- X 4 2 . 4 > 2.4
r' X--Ix /x- ^ 1.5 ^ . .3.S X , ,

^ I.3.S . 5 x-4 srv. sin. x U. 1. f.2.4-v
Eben so wird man den Werth von

e» äx
»/ xm v/1 X-V7

für m--- i, s, 3... bestimmen, wenn man in der Gleichung (III)
a— — l> — i, — — 4 und m negativ setzt, wodurch man erhält:

ll X I -— x2 f m — 2 ä X
»/ x»> / l — x2 ("I i) xm-^l I» I ^—2

Setzt man dann i» den so erhaltenen Ausdrücken

x also ckx — — ^7_, so wird
3 X ll,i

I' , — — , — — sie. sin.I l X' I x^ x'2 l X

wodurch man also auch die Werthe von
6 x^

s-ck x'-rX'NI ^/x'2 I
für m--- i, s, 3... erhält.

Das Vorhergehende wird hinreichen, die am Ende dieser Schrift
gesammelten Jutegralformeln Nr. I., II. und III. zu erläutern.

XXIII.

Reduktion des Ausdrucks
/x" (a / lax ^ ex')? . cl x

auf einfachere Formen.

A. .47. (Das Integral /äx (a / dx ^ ex')? ant
/«Ix (a / I)x / ex/^' )urnck>utnhreit.) Setzt man in den
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vorhergehenden Gleichungen (V) des §. >44 die Größe m —0 und

n — s und x — 0 -s- x, so erhält man

> , , > , (<- -l- 'i) l-> -b K (« 4- X^Z

-I- I- xy^?äx 2p 4- .

^ 7^/^-j-d(c^-x)^--Zx.

Seht man aber in diesem Ausdrucke, wie oben >38,

> 4»° —
statt s die Große ,4 ^

» l» » » a,

3
» e » » —,

2 c

sy geht a-s-b(o-j-x)- über in a-s-bx-s-ex^, und man erhält sofort
sd 4- 2 cx) (s 4. 3 X 4- c x-)-'

)ckx(a-t-I,x-s-°x-)e 20 (2P 4-.)

p(4»o - 1,22 ^ ox-^'äx.^ 2t> (2P 4- I) ^ ^ ^ ^ ^

Ganz auf dieselbe Weise erhält man auch aus der Gleichung (VI),

wenn man uberdieß 9 negativ seht,

^ ck X 3 4- 20X

I (s Z- 3 X 4- c: X-)? (? — i) (4 ao — 3-) (s 4- 3 X -I- c x-st'^'

2» (2p 3) rix

^ (x — -) (4 a c — 32) ^ ^ dX 4- l- x2)v— '

Durch diese Ausdrucke wird man also auch das Jutegral

cl x

z/s -p- 3 X ^3 cx-

^<lx^/a -j- 3x ^ ax'

auf das schon in tz. >33 gegebene Integral

zurückführen.

A. ,48. (Trinonutehc Integrale ant binomitehc bringen.)

Da sich d^ Trinom « -s- /3x -s- )-x^ auf das Binom s -s- I>2- zurück-
ß

bringen läßt, wenn man x — ? — seht, wo dann — —

und 3^-^ wird, so hat man

^'x'"6 X («-s-/Z x-s-/x^)e ^ (— i)"' - (a^-l»^^)i'. 6?..

Ist aber m eine ganze positive Zahl, so läßt sich daö Binom



eine endliche Anzahl Glieder entwickeln, und man

wird dann eine eben so große Anzahl von Integralen der Form
. (a -s- d 2-)r cki5

erhalten, die man nach dem Vorhergehenden (§. >44) angeben kann.

Z. ,49. (Oas Integral^^ und lirin-
SdU.) Setzt man auch hier, der Kurze wegen, X-^a-^-Iix-s-ex-,
und differentürt man die Größe x">^'X, so erhält man

ä. (in— i)xm—2Xäx , x">--> (d-I-2 0 X) >1X
x'""> X- ^ -s- — odervx ' 2 vx

1 . —>> -> . Ii<2,n— 1) cinx^äxck.x^—X' — ^.x-»--cIxA - -x^-ckx-4 .VX ^ 2 VX ^ e/X ^

also auch, wenn man vor jedes dieser Glieder daS Integralzeichen /
setzt, da

/ä.x"'^>XV — x^'X- ist,

^x"> üx x">—>x^ Iz (2IN —1) r^xm—1 dx a(in—1) ^X"I—2 dx
VX cm 2 ein

I ) /^X"1—2 <
ck ckXCIN 2 CIN / V^X »IN

Setzt man in diesem Ausdruck m statt 2 — m, so erhält man
6 x

x"> VX a (in - e/x
vx d (2 IN— 3) Z' dx

I l)XM--> 2a(in 1) xm —I ^
c (in—2) dx
a (in — 1) x>"—2 x/x

I. Um eben so das Integral /x">cIx/X auf/xdx/X und

/ckx/X zu bringen, differentürt man das Produkt x"—>XF, so hat
man

z. z. I
ck.x""->X2 (na—1) X""--X-ckx -s- (k-s-sex)X2 ckx,

woraus, wie zuvor, folgt:

.. , x>»^> X2 U(2IN-I-l).
) x"'ä x/X -— -—^ s t x-"^> (l X z/x

c (in-j-2) 2 c (in2) ^
a (in — 1)

wo X^a-s-lix-s-ox^ ist.
Das Vorhergehende genügt, die Formeln der Nr. IV. der er¬

wähnten Tafel zu erklären.
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A. iSo. (Integral der ^'orm/'x'iclx (ux''-st dx°)r.) Da
sich dicseö Integral auch so darstellen läßt:

/x-i-str^x (2 -st bx-^)r,
so sehe m an g-strp —nr und s — l' — n, wodurch man wieder die
Form

^x">üx so -st t>x")l>
erhält, die wir schon oben (Kap. XXII.) behandelt haben, so daß sich
ans den dort (tz. >44) gegebenen Ausdrückenauch leicht die folgenden
NednctionSformelnableiten lasten, wo der Kürze wegen

X ^ ?ax — x" gesetzt wurde,

st'xm-lx X"I—l -/X <?. IN — I ) a stxm—- <l X
I IN ^ NI v^x ^
st üx ^ v^x st -Ix

^ x-n ^/x ^2111—i)ax>n (2 IN—>)a^x">—1^/X
M. s. die am Ende beigefügte Tafel Nr. III.

Z. ,5.. ^Integrale der FormS""-
grale dieser Form lasten sich durch Zerlegung deS Ausdrucks

(x -st a)"> stx -st d)»
in seine Partialbrüche, nach §. i3g und >40, auf die bereits früher
betrachtetenAusdrücke

x»><ix . x>n-l xI oder l
(a -st x)? -st jzX -st c x^)?

zurückführen. Ist z. B. 67 — -— ^ gegeben, so findet man
(x -j" a) (x -j- O)

(x -st i>) (x -st ü) r> — a ' X -st a d — a ' X -st ist
also ist auch

> X -I X I st X -IX
^ b — a ^ X -st a b — a z

Da aber
Z- b-

^ ^ ^ ^ — X — a log. (x -st .1), und eben so

x — l> log. (x -st I>) ist, so hat man

7 — ^ ^ ^ wg. (x^-b) — a log. (x-st a)st
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Ist in einem zweyten Beyspiele
^ <1X

^ ^x- -j- s X -tz. N) (x -j- e)

gegeben, so setze man nach H. '3g und -4o,
i ^ ch-

(x2-j-»x-j-b) (x-tzc) x» ax -j- d ^ x -j-

so ist ^ li ^ — — und 6 — —, wo m — L'—'g e-s-k ist.
IN IN III

Dieß gibt daher
v — s I e' ^llx .1 6x

^ m ^x'-i-^ax-^-d ni^x^-j-ax-^-d^inIx-j-e*

Da aber
IvA. (x-s-o) und

^s2x4--.)6x ^X- ->- n X -j- d ^ ^ ^

ist, so hat man auch

wo das Integral
/I a X

X- -j- s X d

schon in §. >33 gegeben ist.
Auf diese Weise wird man die Formeln der Nr.V. der erwähnten

Tabelle erläutern.

XXIV.
Integration der trigonometrischen und

logarithmischen Differentialauöd rücke.

Z. 1S2. (Integrale /'äx sin.^x cc>8.°x, /clx8in.^x,
/clx cos.^x.) Setzt man in den sechs Gleichungen des §. >44

statt x die Größe ^(»-—1),
» n » » 2 ,

V Q — 1) » » I,

X » V SIN. X/
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so erhalt man sofort die sechs erste» Formeln der Nr. VI. der angehäng¬

ten Tafel. Diese Formeln fuhren, wenn m und n ganze Zahlen sind,

das gegebene Integral
/dx sin.">x cos."x,

zuletzt auf die einfachen Formeln zurück:

/dX sin. x — — cos. x,
/dx cos. x — sin. x,

t^dx , ^log. lang.-,
SIN. X 2

/ iang. x undl sin. x cos. x

/dx tang. x — log. cos. x.

I. Ausdrücke der Form

dx sin/"x und dx cos."'x

lassen sich sofort i utcgrire n, w enn ma n statt sio.'"x und cos^x die

oben (^.siy) gegebenen Werthe dieser Größen in SinuS und Cosinus

der vielfachen Winkel x verwandelt.

Ist z.B. d^dx sin.^x gegeben, so hat man

sin.^ X ^ sin. X — ^sill. 3x, also auch

/ — — ^ cos. X -s- ^ cos. 3x.

II. Eben so wird man

d)^ — /dx sin. inx cos. nx

integriren, wenn man nach einem bekannten Ausdruck setzt:

sin. inx cos. nx ^ sin. srn-s-n) x -s- ^ sin. sin — n) x.

Z. 1Z3. (Integrale /X (IvA. x)" . ä X.) Da das Produkt UV

von zwey veränderlichen Größen u und v das Differential gibt:

d . uv udv vdu,

so hat man auch, wenn man von jedem Gliede dieser Ausdrücke das

Integral nimmt:

/udv -n- UV — /vdu . . . (^),

Woraus folgt, daß in allen den Fällen, wo eines der beyden

Integrale

/udv oder /vdu

bekannt ist, auch das andere als gegebe» betrachtet werden kann. Diese

sogenannte theilweise Integration, deren wir uns schon öfter
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im Vorhergehendenbedient haben, kann besonders hier mit Nutzen an¬
gewendet werden (vcrgl. §.>30, III.).

Ist der Ausdruck
^ — /'X (log. x)» . ä x

gegeben, wo X irgend eine Funktion von x bezeichnet, so setze man
II (log. x)" und äv — Xclx, so wird

6 u — ii (log. x)"^> — und v — /Xäx.

Setzt man der Kurze wegen den letzten Ausdruck
/Xäx X^,

so erhalt man, nach der Gleichung/V)

/X (log. x)" . clx — X/ (log. x)" — x)""' cl x . . . ha),

oder auch, wenn man in diesem Ausdrucke >—n statt n setzt:

^^p ^ , , ,b>.X x)»^ ^n—i) x)n—> " II — I
„ 6.X' ^

wo also X ist.

Lx. Ist X — x'", so ist
x> — /Xäx ---^ in -I- i ^

also auch die erste (a) der vorhergehendenGleichungen

/x"> (log. x)"cl x — " ^ —"— /x"> (log. x)"^> ä x.^ I» -j- I IN -s- I ^ x ,
Setzt man in diesem Ausdrucke statt n die Größen n — r, » — 2,

n — 3..., so erhält man

/x"> (log. x)"ä x — ^(log.x)" — - (log. x/-

^ "ln-DG-,) ^ ^ ^ /l^ (in-^i)2 ^ r, ^ >. s ^ ^ ^
eine endliche Reihe, wenn n eine ganze positive Zahl ist.

Für den besonder» Fall in——1 hat man
/^(lo-;. x)" l> X sing, x)»-^'^ ^ ^ " -ch '

Eben so erhält man durch die zweyte (K) der vorhergehenden
Gleichungen
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xmckx x-»» > in -1- >

^ (log. x)» II I l^(Iog. X)»—> (n 2) (log. x)»^^

, »-»)- i

^ (II—2) (II— Ä)(I»g, X)»^2 ^ ' ' ^

auf welchem Wege mau endlich zu dem letzten Gliede oder zu deren

Integral kömmt:
(m-sti)»—> ^>x>"5xn—> /^x>"ctx

. .. 3 . 2 . I log. x(n — I) (n—-2) ,

I. Setzt man 2 —x'»>, so wird dieseö Integral

r^x"> 6 x 5 ?.

IoZ. x log. i°

Um das letzte Jutegral zu finde»/ hat man, nach dem Vorher¬

gehenden (§.fi3),

a- » x log. -I- (log.aP -j- ^ (Io^.->)° -s- . . -

Multiplicirt mau alle Glieder dieses Ausdrucks durch und

integrirt diese Produkte, so hat man

/
»--(Ix . (xlog.a)- (xIo°.J)Z (xtog.s)l

—I^log.x-l-x log. a-s - — 17 —-
^ ^ ' 2' 2.5- '2.5.4-

Ist NUN -I- 2, so ist

X log. a log. 2 , <lx — —7—-— und
^ ^ 10A. a

log. X — log. (I0A. 2) — Zog. (log. g).

Läßt man daher die coustante Größe —log. (log. u) weg, da

man sie als in der allgemeinen Coustante <3 der Integration begriffen

annehmen kann, die überhaupt jedem Jutegral (nach H. >36) beigefügt

werden muß, so erhält mau

C 1 ,1 111 1 »8-^- 1 (>oz-5)^ . »8-5)4
t —^ log. (log. 2)-l-log. 2 — — -

^>0g. ?. ^ ^ 1.2- ^ 1.2.3-^1.2.3.42^
t! ^

und man nennt diesen Ausdruck ^ ^ ^ ^ de» Integral-Logarithmus
von 2.

A. 164. (IllteAl'ckb /Xu"Ux.) Setzt man in der Gleichung (^)

des H. >63 die Größe n-^Xuud ck^-^-a'ckx, also auch

3 u — 3 X und v —
log. s ^

so erhält man

/Xa'üx - -1-^ lo^. a 'VA » v^ll
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also auch, wenn man in diesem Ausdrucke statt X die Größe
setzt:

ss^) o^x ^ u^üx,
V^äx / log. -i log. g ffä x2 /

und eben so
/ä2X>

(7L?) ff'^ - fifi?!) ... s...^^c>x2/ log.» log.g^V^^^
Substituirt man diese Ausdrücke in einander, so erhält man

/Xs^x —
^ — ff-<^4....^.

log.-l log. s V s x/ ^ (Iog. !>)2 v^u x2/ (log.

Ist nun X eine solche Funktion von X, daß sür irgend einen

Werth von n der Differential-Coefficient <llso auch alle fol¬

genden verschwinden, so bricht die vorhergehende Reihe ab.
Dx. I. Ist X — x», so findet man

fix» . a^clx —
I" ^ nx»^> n (n—i)x»—- ^ n (n— >)...3.2.

log. log. a ^ (log. o)2 "ff ' ' — j(log. »)» ^1'

ülx. II. Ist aber X -ff, so setze man wieder

II ^ 05 üv --- —, also auch

(II — i) X»—> ^
wodurch die Gleichung (4) des H. >63 in folgende übergeht:

/"»!>^äx . log.» r»->^äx
^ x» (».— ,)xn-> ^ (II—I)^s X»—>

Behandelt man diesen Ausdruck wie zuvor, indem man n in
v — i, ii — 2, n — 3... übergehen läßt, so findet man

»r<Ix s" , x log. s sx log. o)2- . - I"i 4- -
^ X» G—i)x->— II

-ff
(II — 2) (n — 3)

G log. .
"ff (n ?.) (II — 3) (II — 4 ' (>2 2) (II 3)... 3. 2. >4

. (log. »)»-> (' X ll
' (ii — i) (n — 2) (o — 3) .. . 3 . ?. . i ^ x
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Wir kommen daher hier in dem letzten Glieds der Entwicklung

auf das Integral ^^ , oder auf den bereits oben (§. »53, l) an¬

geführten Integral-Logarithmus, da man, wenn man ->* — 2 setzt,

erhält-
c-s-ll X ü «

Über die vorhergehenden Integrale f. m. die Nr. VI. der ange¬

hängten Tabelle.

XXV.
Integration durch Reihen.

Z, >55. (Integral ^^7^7 durch eine Reihe.) Wenn alle

vorhergehenden Versuche, ein vorgelegtes Differential auf einen ein¬

facheren Ausdruck, dessen Jutegral mau bereits kennt, zurückzuführen,

nicht zum Zwecke führen, so bleibt uichrs mehr übrig, als das gegebene

Differential durch Entwicklung desselben in eine Reihe aufzulösen, und

dann die Glieder desselben einzeln zu integriren. Daß die so erhaltenen

Reihen zur Ausübung nur branchbar sind, wenn sie convergiren, ist

für sich klar.

Wäre z.B. 67 — ^ gegeben, so würde man, wenn auch

das gesuchte Integral 7 s sno. tan^. ^ noch nicht bekannt wäre,

durch die Division der Einheit durch s"-f-x^ erhalten:
. X-ü X x-clx

wo dann die Integration der einzelnen Glieder gibt:

x2 , x5 ^ >

wenn man annimmt, daß x mit 7 zugleich verschwindet, oder daß die

Constante der Integration (h. »35) gleich Null ist. Dieß ist aber der¬

selbe Ausdruck, welchen wir oben (H. 4b) für a aro. tanZ. ^ erhalten

haben.
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Ist Ü7 --- ^ - gegeben, so findet man

x"> xn> xmg-n x"'st--n ^ ,
st- — . . . oder auchZN X" » »2ii > ^3,i

X" -j-. »»

und daher
X'"st-> Xmst-"st-> x^-b^^st-

entweder 7 ^
(nist->)s" smst-nst->)s^" (lli^st 2N st- I ) »3a

oder 7 — 2°st -^ .IN n -j- I IN 2 n -j- l IN ^ n I

Ist x sehr klei-n, so convergirt die erste dieser Reihen, und die

zwepte, wenn x sehr groß ist.

A. >65. (Integral ^7—x^clx (a st- lzx")'.) Wir haben

bereits oben (§.142 und >44) die Fälle angegeben, in welchen sich

dieser 'Ausdruck integriren läßr. Für alle anderen Fälle wird man ihn

daher i» Reihen entwickeln.

Es ist aber, nach Newtons Binom

(s st- I, X"/ S^I -st- ^ X"^

^ , r Ii I> st — s) Ii- , ^1
i st- - . _ x"' st - t st- ... ,

l^ s a 2 s- a- st

oder auch

(a st- Ii x'st^ ^ x " (b> -st- s x—»)°

'F' , F b' > ^ > >'0—3) a- , Fl

so daß man daher hat:

^r l^ xu>st-l I- b X">-N"ck> > r st—s) li^ X-N'st-»'!-'
s^ili st-I ^ <> ' ii ' st' 2 s- ' ii- ' 2mst-ust-> ' ' st

und

7--l/l" ^ st- r.Ü.
/^i'N -j- 8 (i li-j- l) jl) I'N -j-- 5 (IN N -j- I)

, r (i- —5) a- xt—?n
's" ^ » ' , a « » ! /

2 8 I' n -j- 8 (in 2 n -j- I)

wo t m st- I st- -—- ist, und wo die erste Reihe nach den steigenden,

die zweyte aber nach den fallenden Potenzen von x fortgeht.
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Z. .57. Integral 7^/6 Da

v/1 — --n 1 — ?s^x- '—x-> — ' S^x«
2.4 2.4.6

so findet man sofort
3 x /-> x^ 3 x 1 . 1 x-> N x

x"

Allein dieseJntegralc sind bereits oben (H. 14b) gefnnden worden.
Snbsiitnirt man sie daher in der gegenwärtigenReihe, so erhält man
7 --- ai'o. sin. x ^ gro. sin. xs^

I.3.S . -7 KNI

" v?47s ^ -i- . . . ,
nnd diese Reihe convergirt, wenn o sehr klein ist.

I. Eben so findet man
>kX I r' rk X I /^xäx

^— x-) (a-4. x) >/i>^ — x^ 2 s A t/1 — x^
i.3 /-> x^ cl x

^77 2.4 »2 V»
x^cl.

X2

Z. ,53. (Srrnmilli's und Tastlm-'s Rcihcn.) Wenn man in
der Gleichnng(^) des h. ,53, das heißt, wenn man in der Gleichung

st'n elzi n v—<k u seht:
u X und v ^ x, so erhält man

/Xäx--Xx-/x^)3x.
Dieselbe Gleichnng(X) gibt aber, wenn

/3XX
" ^ 'st-

und eben so, wenn
/cl-Xx

" v ----^x- ist.-

. /32XX X- /ä2XX . . ^ /ä^xx ,

Littrow's ?lnl. z. höh. Math,

V
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Setzt man dieß fort, und substituirt dann diese Größen in einan¬

der, so erhalt man

^ 1.2 Xllx/ 1.2.3 1.2.3.äxäx'/

welches die gesuchte, von Joh. Bernoulli gegebene Reihe ist, durch

welche mau jedes Integral der Form /Xäx in eine nach den Potenzen

von x fortgehende Reihe entwickeln kann.

klx. Ist , also auch

/äX^ ^ i /^cl-X^ 1.2 5

Väx.

so findet man

ll X X x2 xZ ,

^ I -j- X I -j- X ^ 2 (l x)2 ^ 3 (^1 -j- x)- ^

welche Reihe also auch gleich log. (i -s-x) ist, wie man findet, wenn

man in dem Ausdrucke log. (r — x) --- — x — sx- — ^x° — ...

des §. 42 die Größe x in ^ ^ ^ verwandelt.

I. Da die Quotienten unbegueme

Gestalt annehmen, so kann man die Größe X von einer anderen ab¬

hängen lassen, die selbst wieder eine Funktion x ist, so daß man hat

(§- 3o, I.)

/-lxx /<lX> /äuX

V,äx/

Setzen wir uberdieß, der Kurze wegen,

ckp xckai, Z ^ p cl , ckp" — p/<lc>) U. f.

Sey nun wieder in der Gleichung (H.) deö §. iZ3 die Größe

u —X und v —x, so erhält man, wie zuvor,

/Xckx Xx — xckx,

oder nach unserer eingeführten Bezeichnung

/Xä---X--.^)ä->,

Ist dann in der Gleichung (^) die Größe

" ^ U"d



so hat man

Ist ferner
^-x>

H. IS».

und --- x6c,^> oder v —° - V)
so hat man

Auf diese Weise erhält man

/Xäx Xx - - I>^^) - - . . ,

welches die von Taylor für daö Integral/X»x gegebene Reihe ist.

Tx. Sey
»x^/a^ x'

gegeben. Hier ist also

X — — x- und daher

Setzt man daher ^ xäx, so wird man haben

/3Xx ^ i ^
X>lx v.a x»

3.S

^ X?' ^-0.) x^ '

Ferner ist

z, ^ ^ X 6 c,^> ---- ^x^clx --- ^ /

". f./
3. S ' ^ 3.5.7

so daß man daher snr daö gesuchte Integral erhält:
x- I . I x5 ,.,. 3 X?

/äxv/s" — x' --- Xx -s- 7 — 575-x7"^ 57s^'X^

20
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XXVI.

Allgemeine annähernde Methode, be¬
grenzte Integrale zu bestimmen.

Z. 169. (öegrälytc Zntcgrale.) Sey Xllx ein gegebener
Differentialausdruck, dessen Integral die Größe

X/ ss- e

vorstellen mag, wo (3 die Constante der Integration bezeichnet, die,
nach dem Vorhergehenden(H> >35), jedem Integrale hinzugefügtwer¬
den muß. Da diese Constante im Allgemeinen unbestimmtist, und ihr
Werth erst dann angegeben werden kann, wenn man den Werth des
Integrals X/ für einen bestimmtenWerth von x kennt (wenn man
z. B, weiß, daß ^ für x —a wird), so nennt man diese Inte¬
grale unbestimmte oder unbegränztcIntegrale.

Hat man z.B. den Differentialausdruck ll^-^x'clx gegeben, so
ist bekanntlich das Integral desselben

^ -s- <3,
ein unbestimmtes Integral, da der letzte Ausdruck gilt, wo man
auch, das X zu zählen, anfangen oder aufhören mag. Nehmen
wir aber z. B. an, daß wir diese Größe x mit dem Werthe x---a
zu zählen anfangen, und daß für diesen Werth von x die Größe 7 oder
daS gesuchte Integral gleich Null sei), so hat man

0 — -s- <3,
und dadurch ist die Constante <3 der Integration bestimmt worden, da
man hat (3——so daß also unser, wenigstensin seinem Anfange
bestimmte Integral gleich ist

7—5 0' — a"),
und dieser Ausdruck v on y gilt für jeden Werth von x, wie groß oder
wie klein man auch denselben annehmen mag. Er ist daher in Bezie¬
hung auf seine Ausdehnung, auf das Ende von der veränderlichen
Größe x, noch immer unbestimmt. Will man aber auch dieses Ende
von x, oder will man auch die zwepte Gränze des Integrals festsetzen,
und nimmt man z.B. an, daß dasJntegral mit x—a anfangen, und
mit x —k» enden soll, so hat man ein an seinen bepden Gränzen be-
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stimmtes Integral, und solche Integrale werden begränzte Inte¬
grale (Integrales cleknies) genannt. Man pflegt sie ans folgende
Art zu bezeichnen:

^ X' ck X — ^ (l>^ — eck),
indem man dem Integralzeichen / die beyden Werths von x bepfügt,
für welchen daö Integral ansangen und enden soll.

Wir haben oben (§. 14b) die unbestimmten Integrale des Ausdrucks
x>" cl X

— x^
gegeben, wo m die natürlichen Zahlen >, s, 3... bezeichnet. Sucht
man aber die begränzten Integrale diesesAnsdrucks, und zwar zwischen
den Gränzeu x-^c> und x— so hat man das unbestimmte Integral

7
ck' xclx , .

— i . — — — X- -!- c;
ck / I — x^/ >

für x —0 wird 1, und für x-r-, wird —0. Subtrahirt
man also den zweyten dieser Werthe von 7 von dem ersten, so erhalt
man das begränzte Integral

X rix5 1 — x-

Eben so war das unbestimmte Integral

^ — — — ^x ^1 — zck -f- ^ aro. sin. x.
ck z/1 —. x"

Da aber sro. sin. 0 — 0 und arv. sin. I ist, so hat man
für das begränzte Integral

X- cl X
5"-

/ > — x^

Behandelt man eben so alle übrigen, in h. 14b angeführten In¬
tegrale, so erhält man, wenn man der Kürze wegen X statt ^/ > —x^
schreibt:

undck" X slX
! "x^ ' /

» ^ x^>ckX10
>.3 .

»

ck"x?(1x 2.4
1° X 3.S^

li.3.6 , r » x'e ll X 2.4.6
2.4.6 )° X 3 . ü . 7 f.
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so daß man daher allgemein erhält:
I . z . Z . 7 . . . (2 n— >)

I ° X^ 2 . 4 . b , tt. , .
und

2 It 2

^X2n-s-idx 2.^.6.3... 2N
X ^ -j. s . 7 . 9 ... (2 n-j-'i) ^

und daher auch
/""x^nsx /^'x-»ch>clx i ,

^ -> X ' ^ ° X - n ->- i ' '
Wir werden diese durch daö gesammte Gebiet der mathematischen

Analysis sehr wichtigen begränzten Integrale in einem der folgenden
Abschnitte dieser Schrift näher betrachten.

H. >l,a. (Analogie der Integrale mit den Summen der
Differentiale.) Nennt man ? (x) -j- 0 das unbestimmte Jntegräl
des Differentialausdrucks k(x)<lx, und nimmt man dieses Integral
zwischen den bepden Gränzen x —s und x--^t>, so hat man, nach
§. >6g, für dieses so begränzte Integral den Zlusdruck

^ 1 (x) aX ? (lz) — ? 0).

Wenn man nun der Größe x nach und nach unzählig viele Werths
beylegt, die in unendlich kleinen Abstufungen von x —-> bis x —b
wachsen, und wenn man diese allmähligen Vergrößerungen von x durch
Z x bezeichnet,so läßt sich leicht zeigen, daß die Summe aller so ent¬
stehender Werthe von k(x) clx gleich dem begränzten Integrale

?(i>)-?(s) ist.
Denn wenn man, nach dem Geiste der Differentialrechnung, die

höheren Differentiale gegen daö erste wegläßt, so hat man, schon nach
dem ersten Begriff eines Differentials, den Ausdruck

? fx -ft (l x) — ti' (x) tfx) <l X.
Bezeichnet man demnach durch ö,, ö^, Sz... ö„ eine unbegränzte

Anzahl von unendlich kleinen Größen, so daß man hat
ö, -s- ö, öz -s- . . . -s- — Iz s,

und nimmt man für die bcyden Größen X und cl X nach und nach die
Größen paare

g und S,,
a ö ^ ,
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a -s- ö, -s- öz und öz,

I) ,

so erhält man

? (s -s- ö,) — ^ (a) --- t (->). ö,,

? sa-s-ö, -I- ö.^) '— I? (» s) ^ k (u-s-ö,) . öz,

I' sg -s- ö , -s- Z2 ^ Sz) t? (a -s- ö -s- ö^) ^ t (s ö, -j- öz) . dz

x (d) ^ x (d — ö^) --- k (b — ö..). ö„,

und die Summe dieser Gleichungen ist,

? (b) — I? (0) -- k (->). ö. -s- k(a ö.). ö.. -s- k (-. -s- ö. -s- ö..) . S, -i-...

-j- l (l, — ö„).ö„,

wodurch der oben ausgesprochene Sah bestätiget wird.

Man kann sich diesen Sah versinnlichen, wenn man sich durch

die Größen ö,, ö^... die Zuwachse der Abscissen, und durch k (a),

k (a -s- ö,)... die zu diesen Abscissen gehörenden Ordinatcn einer Curve

(Fig. 3.) vorstellt, so daß ^ k ^ a , ^ v —I, und LO-ö.,

cv —ö^...; ferner IkN---k(a), <3« — t (-»-s-ö,)..., und endlich

die Flächenräume ^ H NIZ? (s), — k'sa-s-ö,)... und

L.IIVV- ? (d) ist.

Übrigens seht das Vorhergehende, wie man steht, voraus, daß

die Funktion k (x) zwischen den beyden Gränzen x ^ s und x — Ii

stetig fortgehe, und nicht etwa irgendwo unendlich groß werde.

Wir werden auf diese wichtige Bemerkung später wieder zurück¬

kommen.

Z. ibi. (Ällgrmemc aimährrndc Integration.) Alle bisher

betrachteten Jntegralansdrücke lassen sich unter der Form /k(x)ckx

darstellen, und man kann, nach h. Ly, diesen Ausdruck immer als die

Fläche einer Curve betrachten, von welcher x die Abscisse und 7-^-t(x)

die dazu gehörende Ordinate ist. Nimmt man die Quadratur dieser

Fläche zwischen den beyden Gränzen x —a und xso erhält man

das begränzte Integral

^'k(x) ck x.

Es sey also der Ausdruck

7 Mx) ck x

gegeben, wo dieses Integral durch keines der bisher angeführten Mit-
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tel, selbst nicht durch Reihen (H. >55), zu finden ist, ja wo selbst die
Funktion k(x) noch unbekannt seyn kann, so daß man bloß die Werthe
dieser Funktion für einige gegebene Werthe ihrer Stamnigröße x kennt.
Nehmen wir z. B. an, daß man folgende zusammenhangende Werthe
von x und k sx) habe:

X . . . o, s, k>, c, cl . . .
l"(x) . . . L, c, v, D . . .

Dicß vorausgesetzt, sieht man leicht, daß ksx) unter die folgende
Form gebracht werden kann:

k (x) --

-i-

X — s . X — I, . X — c.x — lt
s . t> . o . cl

k» . x — o . x -— ct
a.a — k> . a — e.s — ct. L

x.x — i> . X — a.x 6 . .
b . ti — a . d - o . t, — ä . . . ^ ^ ^

sM. s Lanolins Lvuns c>'^nsl)-sa. I. 6sZ.)
Mnltiplicirt man alle Glieder dieses Ausdrucks durch 6x, und

setzt ihnen dann, das Integralzeichen/ vor, so erhält man

/k(x) äx -X- a.d.^.ct... —x.ä —X...
L

a.d — n.c — a.ct — o.. -/ üx.I,—x.c—x.ck — x...

/xclx.a — x.o— x.cl — x...tz.a — k>.c-—v.ct—d...

-! z sxüx.s— x.l> — x.ü— x...> — v.d — c.ct—c...o
lt. s. w.

Hat ma» daher nur zwey Werthe von k(x)----^, und IZ für
x —o und s, so wird der vorhergehendeAusdruck

z, — ^k(x)äx ^ /c!x (s—x) -fi ^ /xckx;
also auch, wenn man nach den Integrationen x----> setzt:

^ -s- L),
so daß dann die Fläche 7, gleich dem arithmetischen Mittel, zwischen
den Größen und s kl ist.

Hat mau aber drey Werthe von ksx) L, (l... für x ---0,
s, k>, so geht der vorhergehende allgemeine Ausdruck in den folgenden
über:
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7—^k(x)äx —(-» — x) (d —x)

-I — i' X 6 X 51, — x) -I—.—- f'x cl X 5a -— x).
" s (b—a)'' ^ d (a—d) ^

Seht man hier, nach den Integrationen X —Ii, so erhält man

für den gesuchten Werth des gegebenen Integrals

v — 53a —dl , > ek(Z-.-2k)
^ b a ^ ^ t» a eb—a) t) (a— b)

und so kann man fortgehen, indem man vier, fünf und mehr der gege-

denen Größen ^, L, L... in Veirachtnng zieht. Allein viel einfacher

werden diese resultirenden Gleichungen, wenn man die Differenzen der

ans einander folgenden Werthe von x unter sich gleich groß nimmt, d.h.

wenn man d — a —0 — d^-ü — 0... seht. Auf diese Weise findet

man für das Integral 7---/lfx) 6x zwischen den beyden Gränzen

X —a und x---a-j-in nach der Ordnung folgende Ausdrücke'.

^ (x) (IX IN fk (a) -s- 5 (a -f. in)^
— .?m fk(a) -f- 4 5(a-f-^rn) -s- 5 (a-f-in)sf

^ in fk (a) -j- 3k(a -f- ^m) 35 (a -f- ^m) -f^ 5 (a-f-in)^
U. f. f.

Läßt man also die Größe x —a durch gleiche Intervalle ö wachsen,

so daß x nach der Ordnung gleich a, a -f- ö, s -f-2 ö, a -f- 3 ö... wird,

bis endlich der letzte dieser Werthe von x —d wird, so wird man unser

zwischen diesen beyden Gränzen x-^a und x —K eingeschlossenes Inte¬

gral, auf folgende Weise darstellen.

I. Wenn man bloß zwey Werthe von x, nämlich x —a und

x^--d kennt:

7 — ^ k(x) äx — f5(a) -j- 5(d)f>.

II. Wenn man drey Werthe x---a, a-f-ö und 1> kennt:

7 " fk (->) -I- 45 (a -f- ö) -f- 5 (d)^.

III. Wenn man vier Werthe x^a, a-f-ö, a-f-2ö und d kennt:

7 -- f5(a)^3 5(a-f-ö)^-3 5(a^2ö)-s-5^.

IV. Wenn man fünf Werthe x —a, a-f-ö, a-j-sö, a-f-3s
und I> kennt:

7 -- ^5 öf75 (-.) -I- 32s(a -fö) -s- , 2 5(n 2ö) -f- 325 (a -s- 3ö) -f- 75(d)^

f. f.
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Vlx. Um auf die vorhergehenden Ausdrücke ein specielleS Beyspiel

anzuwenden, sey

Gränzen x^-. bis x^-2 in Zahlen angeben soll. Es ist bekannt,

daß 7 — log. nst. 2 ^ 0.693,^72 ist, eine Zahl, welche die vorher¬

gehenden Ausdrücke desto genauer wieder geben sollen, je weiter man

in ihnen fortgeht.

7 — -s- ^ 0.7S.

In II. aber ist ö — also auch

7 ^ ^ 0-69^.
In III. ist

ö.-e. und 7^ 0 .69375.

In IV. endlich ist

ö---; und 7 --^(7^ 0.693.74,

also daS letzte Resultat nur mehr um 0 .000027 zu groß.

g. .62. (Andere Darstellung des llorhergehenden.) Da

diese ganz allgemeine Methode der Integration von so großer Wichtig¬

keit ist, so wird es nicht unangemessen seyn, sie noch auf eine andere

Weise darzustellen.

Nehmen wir, wie zuvor, an, daß die Größe x —a nach und nach

um die kleine Großes wachse und in a, a^S, -z-s -2ö, s-s-3ö, . . .

übergehe, bis sie endlich 0 -s- nö 6 wird, so daß demnach zwischen

den beyden äußersten Werthen s und b> eine Anzahl von n—. Zwi¬

schengliedern enthalten ist, und daß wieder, wie oben'(tz. >6v), V (x)

das unbestimmte Integral von /lchx)ckx, also auch

das begränzte Integral /k(x)6x von bis ausdrücke.

Wenn nun .1 in seinen nächstfolgenden Werth u -s- S übergeht, so

gegeben, so daß man daher das Integral i zwischen den beyden

Setzt man also in I. die Größe s-^-., so ist
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hat man, nach Taylor's Theorem (tz. 3g):
^ ^ ^ ck-?s Ii ll-k'-r

?(sstö)"k^astö. i ' —i—^ ^ ? ' —r- ^ ' ' '> t / » ua ' I . 2 cl ' I . 2 . 3 cl
. . o „ cl f x . 3-sx „ .

Sehen wir der Kurze wegen --^—— L/x, --^--7. — t^x, u. f.
cl . ? x

Da nun k'x---/kx. 3 x ist, so hat man anch -^—-— kx,
-k.?>1 6- ? a cl.sz

und eben so " ^ ^ — ks, —— — k^a u. st, so daß daher
der vorhergehende Ausdruck von l?(-,>stö) auch so geschrieben werden
kann:

?(a-stö) -- k'a -s- ö.ku -j- stö-.f/a -st stö-.k"a -st . . .,
und ganz eben so erhält man auch für die nächstfolgenden Werthe
I?(a-stsö) ^ ?(a-s-ö) -st ö.ksa-stö) -st st ö-. f/(.->-st ö) -st . . .
x(u-st3ö) — I?(->-s-2ö) -j- ö.k(k.-st2ö)-st stö-.s'(s-s-2ö) -st . . .

?(a-stnö) — ^(->-stnö—ö) -st ö. stg-stnö—ö) st ö- - kstst-stnö—ö) -st...
Addirt man aber alle diese Reihen zusammenund bemerkt, daß

nö k> — a ist, so erhält man
?(k>) -?(->) ^- ö.^ksa -st iö) -st st^.^k^a -st iö)

-st stö'.25k^(a-stiö) -s- . . . (->),
wo i nach der Reihe die Zahlen 0,1,2,3,..., und wo ^ das
Summenzeichenanzeigt, das sich auf die n Werthe von ö bezieht, die
zwischen i —o und i —n—i enthalten sind, so daß man z. B. hat
^k ss —^—iö) k 51 -st k sn —st ö) -st k sei —st 2ö) -st . . . —st k su -st nö — ö).

Nimmt man nach und nach dieGrößen kx und k^x, oder k^x und
k"x u. st w. statt den Größen ?x und kx, so erhält man eben so

kl, — ka — ö.^ksta st iö) -st stö- ^k"(-> -st iö) -st . . .,
k^Iz — k/g --- ö.^k"(a -st iö) -st . . .

Dieß vorausgesetzt, wird man, wenn man die dritten und höhe¬
ren Potenzen der sehr kleineu Größe ö wegläßt, in der Gleichung (o)

statt stö^. ^k/ (s-stlö) setzen können ^ösklz— k->)— ^ö-sl^d— k^s),
und statt . ^k^ss-stiö) » » — k^s).
Diesem gemäß wird also auch die Gleichung (s) in folgende übergehen:
5(k) — ?(->) S.^k(s -st iö) -st ^-ö.skl, — ka)

— -stö-.(k/d — k/g);
oder was dasselbe ist, man wird haben
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7 —^ k (x) äx

-^ö-.(6d-k'->) . . . (^),

und dieser Ausdruck wird das gesuchte Integral ^ k(x)c!x desto ge¬

nauer darstellen, je kleiner die Größe ö oder - (d — s) ist, und je lang¬

samer die Funktion ksx) zwischen ihren beyden Gränzen a und d sich

ändert. In den meisten Fällen wird man das letzte, in ö- multiplicirte

Glied, ganz weglassen können, so daß dann die Gleichung s/7) nur

die besondern Werthe von 5(x) enthält, die in Zahlen gegeben seyn

können, ohne daß die Form dieser Funktion bekannt zu seyn braucht.

Lx. Wenden wir dieses aus unser vorhergehendes Beyspiel an,

wo 7 — ! zu suchen ist, so hat man k(x) — also auch

ka^-, k(-.-l-ö)^-^, k(ass-2ö)^^-^, u. f.

Nimmt man auch noch das letzte in ö- multiplicirte Glied der

Gleichung in Rucksicht, so ist

l>a - und t^1> ^ .
a- 1>-

Theilt man dann das Intervall 1>— a in n gleiche Theile, und

nennt jeden dieser Theile ö, so ist s --- — n), und daher die Glei¬

chung (^)

^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ -

oder da a —i und k>^2 ist:

ä X I"I ^ , I

^ ^ ^ ^ ^ TljTz -

^ "ssst- (n—>) 5 ^ 2 (u st- n8)^ ' ° ^ '

Nimmt man bloß drey Theile, oder ist n 3 und ö so

hat man

-^^5- o bgZoSb.

Nimmt man aber vier Theile, oder ist n — st und s ^ 5, so

hat man >

7 -I- i -j- z -I- ^ ^ ^ °-6?3'2 -'. si w.
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XXV l».

Integration der vollständlgen Differen-
tialauödrücke von zwey oder mehr ver¬

änderlichen Größen.

g. il>3. (Integration der valtt'tändigen Oit'terentiataus-
driiekc für ?wey Variable.) Ist u eine Funktion von zwey verän¬
derlichen Größen x und 7, so hat das Differential dieser Funktion (nach
§> 5.,) die Form

ll n " l? cl x -s-

wo n ^ ^ partiellen Disserential-'Coefficienten

von u in Beziehung auf x und ^ sind. Soll nun der gegebene Aus¬
druck U ll x<5 ll ^ ein v oll st ä n d i g e ö Differential seyn, d. h. soll
sich in der That ein endlicher Ausdruck von x und 7 angeben lasten, der
das Integral von U ll x -s- ä ^ ist, so muß, nach h. 53, die Bedin-
gnngsgleichungbestehen:

Nehmen wir daher an, daß diese Bebingungsgleichnngin derThat
Statt habe, und suchen wir das Integral u des gegebenen Ausdrucks
ctu —?clx -j-

Zu diesem Zwecke wollen wir zuerst die Gleichung U oder

ilu — ?llx bloß in Beziehung ans x integriren, so daß man hat

u — ^ ? <lx -i- ? ,
wo als eine noch unbestimmte Funktion von v, die Stelle der Con-
stante der Jutegration (H, ,35) vertritt. Setzen wir, der Kürze we¬

gen, dieses Integral /Uäx — kl, so daß man hat
u kl -j-

Um nun die Constante ? zu bestimmen, so gibt die letzte Glei¬
chung, wenn man sie i» Beziehung auf 7 differentiirt:

Xll u> /<l kl> .
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od-r d» >stl

oder, wenn man integrirt:

Substituirt man aber den so gefnndenen Werth von ? in der vor¬

hergehenden Gleichnng u —v-i-?, so hat man für dat> gefachte In¬

tegral der gegebenen Gleichnng ün —

ein Ausdruck, der vollständig bestimmt werden kann, da die Größe

^ ^ Funktion von / ist, die kein x ent¬

hält. Denn differentiirt man diese Größe bloß in Beziehung auf x, so

hat man

^ >
v^llx/ V.ctx/ X.lt^ctx/^

(Ä - (N - W'
also vermöge der oben aufgestellten Bedingungsgleichung

(Ä -
zum Zeichen, daß die Größe 3 von x ganz unabhängig seyn muß.

I. Wäre man, statt von ?, von der Größe ausgegangen, und

hätte man daö in Beziehung auf 7 genommene Integral

gesetzt, so würde man für das gesuchte Integral des Ausdruckes

clu---I'üx-s-^Ü7 erhalten haben

wo wieder die Größe ? — bloße Funktion von X ohne 7 ist.

Tx. l. Ist der Ausdruck äu — ^ ^ ^ gegeben, welcher

der Bedingungsgleichung (l) genügt, da l' — -^-7 und y ——
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ist, so Hot man
5'vclx X ^ /-IIi> X"d

also auch
/ävX

und daher für das gesuchte Integral X
II --2 Sic. iunL. - .

?
Illx. II. Ist der Ausdruck

(Ix (lx -j- ^7 x'llx -st 7(17
" X ^ 2(x-st7) /xi ^2

gegeben, welcher der Gleichung(I) ebenfalls genug lhut, so hat man
y -—l ^ also auch
< 2 (x -st 7) ^2

" /
X

V —^-lc>A.(x-ff7) —v^x'-ffst- und
und daher das gesuchte Integral

n — ^>os-(x-j-7) ^ V^-ff7'-

Z. ibst. (Integration der vollständigen Oiskerentialaus-
drüc ke von drei) banalsten.) Die Differentiale dieser Gattung ha¬
ben die allgemeine Form

cZu — I?<1x -ff -ff II «tu,
und wenn dieser Ausdruck ein vollständigesDifferential, d. h. wenn
er in der That integrabel seyn soll, so müssen zwischen den Größen

H die drey oben (H. S3, I) aufgestellten BedingungSgleichun-
gen Statt haben.

Dieß vorausgesetzt, wird man, um daS Integral n zu finden,
zuerst nach H. >63 daö Integral von ?itx -ff ^>67 suchen. Sey die¬
ses Integrale gleich I'V, so hat man

u stssl^llx-ffslcl^-ffllcl?) --- W -ff 2,
wo ?I bloß eine Funktion von l? seyn wird. Das vollständige Diffe¬
rential der letzten Gleichung ist aber, da W eine Funktion von x, 7
und 2 ist:

lstäx -ff hä? -ff II-I2 ^ üx ff- clx

^ (ss?) cl ^ -ff ll

V
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Nimmt man daher je zwei) der Variablen x, y, -- als constant

an, so erhält man

Die letzte dieser drey Gleichungen gibt sofort

und somit ist daS gesuchte Integral

wo wieder H Funktion von 2 ist.

Lx. Sey die Gleichung gegeben
X ä X -!- V 6 V -I- ?. cl ?. , ?. S x — x <12 . ^

«Zu ^ ^ s- 262,
-j- ^2 ^ X2 ^2

die, wie man sieht, den drey Bedingungsgleichungen des §. S8, I.

entspricht.

Setzt man nun —äW, so erhält man, nach §. »63

W — ^/x^ -s-^-2 ianA.

also ist auch

so wie
/U VV^ I ^

' --2 ,

^ /S
und H — I -— I — 2

X2 -j- 22

und daher das gesuchte Jutegral

U — ^,2 -j- ^ tSNg. ^ -s- 2^ /

Man sieht, wie sich dieß auch auf Funktionen von mehr als drey

Variablen fortsetzen läßt.
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XXVZI5.

Integration der Differentialausdrücke
der zwcyten und höheren Ordnung.

Z. ,S5. (Zntl-Zral Iwll offff — Xäx'). Bisher habe» wir
nur die Ausdrücke der Form

ck^ ---- Xüx

behandelt, wo X irgend eine Funktion von x bezeichnet. Es sei) nun
der Differentialausdruck

ck-^ —- Xckx^

gegeben, wo X wieder eine Funktion von x ist. Da man diesen Aus¬
druck auch so schreiben kann:

^---Xäx,cl x

so hat man sofort, wenn man rix als constant betrachtet,
für das Integral deö letzten Ausdrucks

Setzt man dann 0---/Xckx, so ist ck^ I'äx -ff Cckx, und
daher, wenn man wieder integrirt:

p — st'ockx -ff (l x -ff
wo e und die Constanren der Heyden Integrationen sind. Stellt
man den Werth von o wieder her, so hat man

7 /üxst'Xüx -ff (lx -ff L/ . . . (I).
I. Man kann aber auch, mittelst der theilweisen Integration (tz. >63),

dieses doppelte Integral auf zwey einfache zurückführen. Denn setzt
mau in der Gleichung st'uckv — uv —st vcku die Größe u —I? und
x —v, so hat man

st'I' (lX — 0x — st X ü ? " Xst Xckx — st'Xx ckx,
also auch für das gesuchte Integral

7 — x/Xüx — /Xxckx . . .
in welchem Ausdrucke man eigentlich

st'Xckx -ff l) statt /'Xckx, und
Littrow'S Anl- z. höh. Math- 2,
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/Xxstx -ff statt /Xxstx
setzen muß.

lilx. Ist die Gleichung st'^^-x-stx^ gegeben, so ist X —x^,
also auch

/Xstx^^-x'S und /stx/Xstx /stx. ^x- — A^7,
und daher, nach der Gleichung (I):

7 -ch cx -ff c,.
Eben so ist

x/X st X — x/x-st X X (^x^ ff- (l) und
/Xx stx ---- ffx» -ff (l^,

also auch beyder Differenz nach der Gleichung (II):

? ^ ^ ^ ^ ^
wie zuvor, da die Größe O positiv oder negativ sepn kann.

Z. ibst. (OiMrrntiuiuusdrürkc der dritten und höheren
OrdlNlNZ.) Ist ein Differentialausdruckst^ Xstx^ gegeben, wo
X eine Funktion von x, und wo stx constant vorausgesetzt wird, so
hat man auch

^ und daher ^ /Xstx -ff c.

Aus der letzten Gleichung aber folgt

— stx/Xstx-ff e st X oder ^ —/stx/Xstx-ff ex ff- o,

und daher, wenn man noch einmal intcgrirt:
7 --- /stx/st x/X st x -ff (lx^ -s- L>x -ff (l^,

da man offenbar statt auch die unbestimmte Constante L substitniren
kann. Eben so wird man für st^ — Xstx» das Integral erhalten
7 --- /stx/stX /stX /XstX -/ c x-> -ff x^ ff- c" X -ff c>" u. f.

Ilx. Die Gleichung st^7 —x-stx^ gibt X—x", also auch
/Xstx - ;x- ff- c,

/stx/Xstx /(^x- -/c)stx -ff e.x -ff o,o. 4
/st x/st x/x stX — -ff cX -ff stX

" -s- e^x -/ c".
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l. ?lnch kann man, wie in ,65, I., diese zusammengesetzten

Integrale auf einfache zurückbringen. So haben wir ans der Gleichung

^ —X am angeführten Orte bereits erhalten:

7 x/Xckx — /Xxckx --- //Xckx-.

Ist nun die nächstfolgeude Gleichung 6^7Xckx^ gegeben, so

hatten wir bereits oben für das Integral derselben gefunden

7 /ckx/ck x/Xckx — /ckx//Xckx-.

Substituirt man in diesem Ausdrucke den vorhergehenden Werth

von //Xckx-, so erhält man

7 — /xckx/Xckx — /ckx/Xx ck x.

Setzt man aber in der Gleichung /uckV — uV — /vcku

u /Xckx und v ^x-, so ist

/xck x/X ck x --- ^x-/Xckx — ^./x- Xckx.

Setzt man in derselben Gleichung

u ^ /Xxckx und V c--- X, so ist

/ckx/Xxckx -I- x/Xxckx — /x-Xckx.

Substituirt man endlich diese Werthe in dem vorhergehenden Aus¬

drucke von 7,- so erhält man für das Integral der Gleichung ck^-^Xckx?

7 — ^x-/Xckx — x/Xxckx -j- ^/X-ckx.

Fährt man so fort, so erhält man die folgenden Integrale:

Lon der Gleichung ist das Integral:

Ü7 —Xckx 7-^/Xckx,

ü-7 —Xckx- 7^-^-sx/Xckx —/Xxckxss,

ri^7 — X ckx- 7 — ^^^ ^x/Xx ck x -s-/Xx- ckx^ ,

^7 —Xckx^ —7—— 3 x-/Xxckx

-s- 3 x/X- ckx — /X^ ckxsj u. s.,

>do die numerischen Coefficienten die des Binomiums sind, und wo das

Desetz des Fortgangs dieser Reihen für sich deutlich ist. Übrigens müs¬

se» auch hier die Constanten jeder einzelnen Integration besonders be-

^u'ksjchttget werden, wie dieß schon oben (§. »bZ, I) bemerkt worden ist.

sr *



Z. >67. (Quadratur der Parabeln uud HWerbelu.) Wir

wollen nun in diesem und den zwey nächstfolgenden Abschnitten die bis¬

her vorgetragenen Vorschriften der Integralrechnung aus die Geometrie

anwenden.

Nennt man ? die Fläche, welche zwischen zwey Ordinaten einer

ebenen Curve enthalten und auf der einen Seite von der Abscifsenare,

auf der andern aber durch den Bogen der Curve begränzl ist, so haben

wir bereits oben (h. 8g) für das Differential dieser Fläche den Ausdruck

61? ^ 7 6 x

gefunden. Wenn man daher aus der gegebenen Gleichung der Cum

diesen Ausdruck auf die Form

6? Xäx

bringt, wo X irgend eine Funktion von x ist, so wird man, durch die

Integration dieser Gleichung, nach den vorhergehenden Regeln, beul

Werth der erwähnten endlichen Fläche Ich durch x oder 7 ausgedrückt, ^

bestimmen, und in dieser Bestimmung besteht die sogenannte Quadra¬

tur der Curven.

Z. >68. (Quadratur der Parabel.) So haben wir a. a. O,

für die Apollonische Parabel, deren halber Parameter x ist, die Glei-I

chung 7^ — 2px, also auch

6? ^clx.p/s^x

erhalten. Das Integral dieser Gleichung ist

? — 5v/2px2 oder

5 -l- c.

Zählt man diese Fläche 5- von dem Scheitel der Parabel, so iß^

für X----0, also auch <ü —0, und man erhält

Zählt man aber diese Fläche von derjenigen Ordinate, die durcil

den Brennpunkt der Parabel geht, und für die 7 —p, also aucl

x ^ ^ p ist, so verschwindet daö Integral

XXIX.
Quadratur der Curven.
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k' — ^z/2^ e

für x wodurch die Constante L — — und daher die ge¬

suchte Fläche

wird. Sucht man endlich diejenige Fläche, welche zwischen den Heyden

Ordinalen 7 —a und 7—l> enthalten ist, so findet man

I. Die Parabeln der höheren Ordnungen haben die Gleichung

7» ax">,

woraus folgt

I n> - mg-»

^ ,'7clx ^ sa".x"äx -- -f- c.
o 0 III g- n

II. Eben so hat man für die Hyperbeln der höheren Ordnungen

x"> 7" — a,

also auch

k' fi7äx — x'^" -s- O.^ ^ n IN

Z. iby. (Eluadratur des Armlos und der Ellipse.) Ist

(Fig. Ii), —7 und der Halbmesser des Kreiseö —s,

so ist die Fläche des Abschnittes LNO

I? ^7 <lx — ^ äx ^ 2 ax — x^,
also auch

k? — ^(a—x) /üax — x^ -j- ^a^ aio. cos. —-- -j- O.

Da für x —0 auch ?^-o wird, so ist auch Man er¬

kennt leicht in dem ersten Theile dieses Integrals die Fläche des Drcy-

eckö und in dem zweyten die Fläche des Kreissectors

Für x —2a erhält man die Fläche des Halbkreises — also

auch die deö ganzen KreiseS — a^.

Ist aber der Anfang der Coordinaten im Mittelpunkte ^ deö Krei¬

seö und ^.l? —x>, ON —7, so hat man für die Fläche

oder

? ^üx^^/a^—x/2 ^x^^s^ — x^" -f- ^ a- auc. sin. — -s- O.

I. Für die Ellipse, deren Halba.ren a und l> find, hat man, wenn
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der Anfang der Coordinatcn im Scheitel der großen Are s a ist:

— - ^/2 aX — x^,

also auch für die Fläche L AI!?

I? Helx^/22X x^ ,

woraus durch Integration folgt

I? - 2 I> gvc. cos. i - —" —^ sX x^.
' 2 22

Wenn man also über der großen Are der Ellipse, als Durchmes¬
ser, einen Kreis beschreibt, ffo verhält sich der elliptische Abschnitt zu

dem des Kreises, wenn beyde dieselbe Abscifse haben, wie ^ zur Ein¬

heit. Also ist auch die Fläche der ganzen Ellipse gleich s?? — glz?r.

II. Eben so findet man für das Differential deö elliptischen Aus¬schnittes
2 lz <1X

cl . LA. AI ---<11?.
2 1/2- x2

Verlängert man die Ordinate LAI, bis sie den erwähnten Kreis
in AI? schneidet, und nennt I?? den Kreisausschnitt L^AI?, so ist

<l . IIA. AI? <ll??,
2 l/->2 x"

^ <11? 2 I> K ... ,1? I>also wieder --777 —— und daher auch<ii' 2- 2 ? ? 1?^ 2

III. Für die Hyperbel, deren Halbaren a und I» sind, hat man
I' ,

^ --- - ^/x^ 2^ ,

also ist auch der hyperbolische Ausschnitt, der zwischen der halben Are
s, zwischen einem Bogen der Hyperbel und zwischen der geraden Linie
enthalte» ist, welche den Endpunkt dieses Bogens mit dem Mittelpunkte
der Hyperbel verbindet, gleich

r. s I, ^ --- rgp> log. (2 x -s- 2 z/x^ — s").A I- — 2^

Zieht man diese Fläche von der des rechtwinkligen Dreyecks ab,
dessen Catheten x und ^ sind, so erhält man für die Fläche OLAI der
Hyperbel ^Fig. 33), deren Scheitel in O liegt:
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YVN ^X7 — ^ot> log. (2X -j- 2 /x^ — S') -s-

oder da 7 ^--p/x^— s- ist, und da diese Fläche QLÄl für x---a
verschwinden soll:

0 LlVl — — /x' —s- — ^ s I, log.
2 a " " s

A. 170. (Quadratur der transrcndrutrn Cnrvcn.) 1. Für
die Logistik ist 7 log. X , wo ^ — X, pN — 7 (Fig. 2 l), also
auch

/7 c> X ^ / ü X log. x x log. x — x -s- tl.
Soll die Fläche zugleich mit x verschwinden, so findet man

(l —0. Endlich hat man für x —, den asymptotischen Raum
iL 15 m n — 1.

II. Für die CycloiS hat man (Fig. 48), wen» <8t^---x, <^---7
ist (tz. 22, I):

7 ^ a sio. 20s. ^ -fi- y/2 ax — x^,
also auch

. (2 n — x) a X>^7 — .
2 ll X x2

Es ist daher die Fläche — ^7 clx x 7 — ^x <l 7.
Allein daS Integral /xüv— /<1x^/2ax — zQ ist gleich der

Kreisfläche L N des die CycloiS erzeugendenKreises. Vollendet
man daher das Rechteck dessen Fläche X7 ist, so ist die cy-
cloidische Fläche t8Nd! gleich der Kreisflächecvl(^. Für x—<8v---2a
ist die Fläche des Halbkreises gleich der Fläche A.NCL, und da
die Fläche des Rechteckes ^LI)<8I8 ^ 2ist, so ist auch die Fläche
AÄ1LV der halben CycloiS gleich

§. ,71. (Quadratur der Spiralen.) Für die Spirale»
(^. 28) wird es bequemerseyn, die Quadratur derselbe» nach den Po-
larcoordinaten (§. 98, II) vorzunehmen. Nach diesen hat man für die
Fläche I?, die der Radius Veetor zurücklegt, während er um den Pol
einen Winkel v beschreibt:

5 ü v.

Um dieß auf die Spiralen anzuwenden, deren allgemeine Glei-



H. 1?2.

chuiig r V" ist, so hat mau sofort

? — -l- c.
2 (211 -j- l)

Ist die Größe n positiv und wird die Fläche ^ von der festen Ge¬

raden (Fig. 27) gezählt, von welcher auch die Winkel v gerechnet

werden, so verschwindet die Constante L der Integration, und man hat

I?
2 (2II-P- I)

Für die Spirale des Archimedeö 23, I) ist n — 1 und

g — —, also auch 1 — —, und daher27? 2 7?

247?-

Nach einer vollen Drehung des Radius oder für v — 2 ?r ist die

Fläche I" — Nach zwei) Revolutionen ist i- —und

Nach drey Revolutionen ist I' —Überhaupt hat man nach der

nie« Drehung und nach der (n -s -i )sten Drehung

ir»-)-, — ^-s. i)^> . 7?e, so daß also die Fläche, die zunächst nach der

ntcn Drehung noch zu den vorhergehenden hinzukömmt, gleich ist

s(n-s-,)- — 11^7-r.

Für die lvgarithmische Spirale (§. 28, II) ist v, also

auch

? ^ ^ ^r- -I- L.

g. 172. (Quadratur Milchen lclzicluünIüiZcn Coordina-

tcn.) Man bemerke noch, daß sich die Quadratur der Curven auch

zwischen schiefwinkligen Coordinaten ans dieselbe Weise vornehmen läßt.

Ist nämlich cr der Winkel, welchen die bei)den Coordinaten x und / un¬

ter sich bilden, so wird man nun in dem rechtwinkligen Covrdinatensy-

steme statt p die Größe 7 sin.« setzen, und dann für den Raum, der

von diesen schiefen Coordinaten und von der Curve begränzt wird, den

Ausdruck haben

^ — /(l siii.ll)6x,
oder da » constant ist:

Id sin. «Hp 6 x.

Sind a und I> die Halbaren einer Hyperbel (Fig ää), und

nimmt man die Abscissen LI' —x von dem Mittelpunkte L der Hy¬

perbel auf der einen Asymptote derselben und die Ordinate» — p
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der andern Asymptote parallel, so ist die dekannte Gleichung dieser

Curve

7X — wo - — ist.

Dieß gibt

? ^ ^ ^a . log. X -ft (3,

wo log .x den natürlichen Logarithmus von X bezeichnet. Ist die Ab-

scisse des Scheitels der Hyperbel oder ist x^Ols -^x, so hat

man, wenn man die Fläche ? — von der Ordinale ^13 aus

zählt, (3 ——sin. a log. e, also auch

? — sin. a . log. -.

Seht man 1, so ist ? — sin. cr. log. X, also sin. der Mo¬

del des Systems.

Für a — 46" sttft 25^ ist sin. a o.st3st2gä. der Model des

Briggischen Systems.

Für ist die Hyperbel gleichseitig und X7 — ^s", also auch,

da hier -r^-yo° ist:

I? ^ /7<lx — log. x -f- <3.

Zählt man auch hier die Fläche x von der Ordinate deöSchei-

rclö so ist ? —0 für x-^-(3IZ — ^IZ — also

(l — — ^ log. y/2. z- oder

lb' ^IZlLN

Nimmt man L.I! --- LL — 1 oder 0 ^ z/2, so ist

Z? ^ — log. x^

Z. ,73. (slrrrinfuclsnmz dieses llertuhreus, wenn die

Curve du reis zweis Sleichungen ausgcdrüekl wird.) Öfter ist

es, zu bestimmten Zwecken, bequemer, den analytischen Ausdruck ei¬

ner ebenen Curve, nicht wie bisher, durch eine einzige Gleichung zwi¬

schen x und 7, sondern durch zwey Gleichungen zu geben, deren eine

den Werth von x und die andere von 7 durch eine dritte Größe ? be¬

zeichnet. Ein Beyspiel einer solchen Zerlegung haben wir bereits oben

(Einl. §. 22) bey der CycloiS gesehen, deren zwey Gleichungen sind

x — s — sin. ^>) und 7 a si — cos. ^-).

Die erste dieser Gleichungen gibt



also ist auch sofort

— —cos. oder

? 2222 g" ^ — 2 sin. -s- ^sin. 2

Für y> 2222 ?2, d. h. für die halbe Cyclois, hat man

? — ??, wie zuvor.

I. Auf gleiche Art läßt sich auch die Ellipse behandeln, deren Glei¬

chung ist

»2 t>^

Seht mau x 2222cos. p und p 222-k> sin. ?>, so kann man der

vorhergehenden Gleichung diese beyden substituiren, und da dann

<lx 22: — all? s!n->p ist, so hat man

-22- /^clx 222 gli^il^sin.-y- -ü-^slz^'clxsi — cos. 2 x)

oder l? 2222 r,alz — ^sin.2^>).

Für x 222 erhalt mau die Fläche des elliptischen Quadranten

gleich also auch die Flache der ganzen Ellipse gleich ab»-!-, wie

zuvor.

II. Bemerken wir bey dieser Gelegenheit, daß dasselbe Verfah¬

ren auch oft vortheilhaft auf die Gleichungen der Flächen angewendet

werden kann, die man aus diese Weise durch drey Gleichungen zwischen

zwey willkürlichen Hülssgrößen x und e, ausdrücken wird.

So hat mau für die Fläche, welche durch die Rotation einer El¬

lipse um ihre kleine Are l> cutstanden ist, die Gleichung

X2 Z.2 ,
^ n ,

und dieser Gleichung kann man auch die drey folgenden substituiren:

X 222 a cos, cos, i/>, 2222 a sin. cos, ^!, s 222 Ii sin.it.

Für das Ellipsoid mir drey Aren endlich, oder für die Gleichung

kann man auch folgende drey Gleichungen setzen:

X 222 a cos. x cos. if, — Ii sin, ^1 cos. ^>, 2 222 c sin

wo man über die Bedeutung dieser Hülfsgrößen 5- und ^ dasjenige nach¬

sehen kann, waS wir oben (Einl. §. >2, II) gesagt haben-
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Z, 174. (Fläche, die zwischen )wci) Curven enthalten ist.)

Seyen zwey Curven ^gegeben, die beyde dieselbe Are der x und in die¬

ser Are denselben Anfangspunkt der Coordinaten haben. In dem End¬

punkte 1? der beyden Curven gemeinschaftlichen Abscisse x errichte man

auf die Abscissenaxe eine senkrechte Gerade, welche die erste Curve in

dem Punkte KI, und die zweyte in dem Punkte KI/ schneidet. Setzt

man diese zwey Ordinate» I>K1 — 7 und ?KI/^ 7/, so hat mau für

die erste Curve, deren Gleichung zwischen x und 7 gegeben ist, für das

Differential der zwischen ihr und der Abscissenare enthaltenen Flache,

wie bisher, den Ausdruck // cl x. Für die zweyte Curve, deren Glei¬

chung zwischen x und 7/ gegeben ist, wird die analoge Fläche gleich

/p/ü x seyn, so daß man daher für diejenige Fläche, welche zwischen

diesen beyden Curven und zwischen denjenigen zwey Ordinate» enthal¬

ten ist, die zu den gemeinschaftlichen Absciffen « und sii gehören, den

Ausdruck haben wird

der 7 größer als 7/ voraussetzt. Für den entgegengesetzten Fall 7 <7^

wird man haben

Sey z. B, KKIN DL (Fig. stb) ein Kreis des Halbmessers a.

Auf den Durchmesser AD — 2a dieses Kreises sey die Ellipse .-k KI INI)

beschriebe», deren halbe große und kleine Are .^L —LD —-> und

LtZ/^-b ist. Nimmt man die gemeinschaftliche Abscisse AD-^-x

von dem Scheitel beyder Curven, so hat man für den Kreis

D KI — 7 ^ ^/2 a X — x^,

und für die Ellipse

Dkl' >/2SX — X-,a ^

und daher für die zwischen Kreis und Ellipse enthaltene Fläche L,kl'kl

?—/()' — p/)ckx oder

— ^^V^2SX — x-^-^^/aax — x^ ä X

— — -^/üx^/aax — x^.

Das Integral /äx >/2 ax — x- wurde aber schon oben (§. 170)
gleich



332 H. 174-

src. cos. — x)^2ux — x-

gefunden, so daß man daher hat

I' — UM — ? a (» — b>) arc. cos. ' ^ ^

— — la— ^>) (u— x)V^2s x — x" . . . (l).2 a

Für x----l gibt dieser Ausdruck die Fläche ^L IZ^^^s(s—b>)-r,

und wenn man diesen Werth vier Mal nimmt, so erhält man für den

Raum, der zwischen dem Kreise und der ganzen Ellipse enthalten ist,

den Ausdruck

a (a — l>) ??.

I. Noch einfacher gelangt man zu demselben Resultate, wenn

man die oben (§. 174, l) für den Kreis und für die Ellipse eingeführ¬

ten Bezeichnungen gebraucht. Dann ist nämlich

X — u cos. ^----asin.x und 7/ — b siii, H-,

also auch

^ (7 — 7>) d x — g (a — I,)^d x sin.2 5> oder

? — ^-a hs — l?)(?— -s. sin. 29) . . . (Ii),

wenn i? mit 9> zugleich verschwindet. Für ?> — erhält man die

Fläche — b>)n-, wie zuvor.

Setzt man in dem letzten Ausdrucke (II) von l? für cos. den

Werth - , so ist sin. x ^2 a X — x2 und

2 (a ^ x) --
sin. 2 <v — 2 sin. s cos ? — — 2 ax .— x^.

s-
!> X

Substituirt man diese Werthe von x svc. cos. —-— und von

sin. 2? in der Gleichung (II), so erhält man die Gleichung (I) wieder.

II. Denselben Ausdruck der Quadratur

5'

wird man auch in allen denjenigen Fällen anwenden, wo die Curve,

deren Quadratur man sucht, von der Are der x nicht geschnitten wird,

sondern z. B. als eine geschlossene krumme Linie ganz über oder unter

dieser Are liegt, vorausgesetzt, daß die Ordinate 7 der Curve für jede

Abscisse x einen doppelten Werth gibt. So hat man für einen Kreis

des Halbmessers s, wenn man die Abscisse» — x (Fig. ä?) auf

einer seiner Tangenten nimmt, für die Ordinate 7 — .1

Setzt man daher
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? U^ a-j-— x/ und ?Nc —^/— g——x^,

so hat man

ä k? ---> s/ — «Ix — 2 x/o' — x^.tlx,

also auch für die Fläche ? — den Ausdruck

? --- xx/s^ — x" -s- a" »re. sin. -

Für x —-> ist I? — ^g^?? die Fläche deS Halbkreises, wie zuvor.

III. Wenn die beydcn oben erwähnten Cnrven sich in zwey Punk¬

ten schneiden oder auch berühren, und wenn x —a und x —j3 die Ab¬

flüssen dieser zwey Punkte sind, so wird auch hier der Ausdruck

die zwischen den beyden Curven eingeschlossene Fläche geben, und dieß

wird auch noch der Fall seyn, wenn y und zwey verschiedene Ordi¬

nate» einer einzigen, geschlossenen Cnrve bezeichnen, wo dann -» und sZ

die kleinste und die größte aller Abscissen sind, die den verschiedenen

Punkten der Cnrve entsprechen. Wäre z. B. die Gleichung

einer Cnrve gegeben, so findet man daraus

^ — — si—x'"P"> und —x"")»>",

und daher auch

I? —x"")-">äx.

Da übrigens ^ — " ist, so wird die Tangente der

Cnrve mit der Are der 7 parallel seyn, wenn man hat 7 — 0, das

heißt, wenn x — — 1 und x -s- 1 ist, und diese beyden Werths

von x find offenbar auch die kleinste und größte unter allen möglichen

Absciffen. Demnach hat man

? 2^ si—x-"P">äx,

wof ür man auch setzen kann (s. unten §. 240)

^---4^ (1—x"")2">cl x.

Für den besonder» Fall m —> wird die Cnrve ein KreiL deö
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Halbmessers i, und daher V —??, wie zuvor. Für den Fall m —
aber ist die Gleichung der Curve

x- -j- ^ daher

l? — 4^ hi—x')'clx.
Seht mau x — sln.^^>, so wird

? ,2^ (cos.«? — cos.°x)clx --

IV. Der vorhergehendeallgemeine Ausdruck für I? wird selbst
dann noch bestehen, wen» die Größen 7 und 7/ ihre Form mit der Ab-
scisse x ändern, und nach und nach anderen Curreu zugehören. Um
dieß durch ein Beispiel deutlich zu machen, sei) die Gleichung gegeben

7 — i — x-,

die einer Parabel ml)n (Fig. 22) zugehört, deren Scheitel in O, und
wo der Anfangspunkt der Coordinaren in ^ ist, so daß man hat

— ,.
Zieht mau durch diesen Punkt eine Gerade 4M, deren Glei¬

chung 7 — ^x ist, und zieht man auf der andern Seite von 4 v eine
zweyte Gerade, deren Gleichung 7--- — ^x ist, so hat man für die
Differenz der Ordinate» der Parabel und dieser beyden Geraden auf
der ersten Seite der positiven x

7 . x- — ^x,
und auf der Seite der negativen x

7/ — 1 — x^ -s- ^ x.

Von diesen beyden Werthen ven 7 verschwindetder erste für
x^-^, und der zweyte für x —— Will man daher die Fläche be¬
stimmen, die, auf der Seite LDO der positiven 7, zwischen der Pa¬
rabel und zwischen jenen beyden geraden Linien enthalten ist, so wird
man in dem allgemeinen Ausdrucke von lb' die Größen « a, und
sZ ^ ^ nehmen, und sonach erhalten

"x

oder auch (s nuten h. 240)

? 7/ckx -s-
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das heißt

k' — (r — -s-^x) 3x -j-^ — x^ — zx)3x.

Nimmt man diese Integrale zwischen den angezeigtenGränzen,
so erhält man

XXX.
Nectification der Curven.

Z, ,76. (Nectilicatian der Parabel,) Da für rechtwinklige
Coordinaten x und 7 das Differential des Bogens 5 einer ebenen Curve
bereits oben (§. 83) gleich

3 s — >/ä x^ -s- 3 ) ^

gefunden worden ist, so wird man auch die Länge dieses Bogens zwi¬
schen zwey gegebenen Punkten desselbenerhalten, wenn man mittelst
der gegebenen Gleichung der Curve den vorhergehendenAusdruck von
3s auf die Form 5(x).3x oder k(^).3^ bringt, und dann diesen
Ausdruck zwischen den beyden gegebenen Gränzen desselben integrirt.

Für die Parabel hat man 5- --- ->x, also ist auch

3? ----- ^3x^/^5 und 3s — 3 x
oder auch, wenn mau setzt:

Es ist aber

^/" d ff- x ^ x 3

und nast) dem Vorhergehenden

^ ^ 2X -j- 2V/I-X -j- X-),^ i, X P- x"
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also hat man auch, wenn man dieses Integral mit x zugleich verschwin¬

den läßt:
, —, d -p 2 X -I- 2 t/ d X -p- x2

. v/dx-s-x-^- ^^

wo man wieder den Werth von b substituiren kann. Auch hat

man ä» — -s- 4^, und daher

. ^ v/^^7- -I- > ^ ^

Z. 17b. (Nectificatiott der Ellipse.) Für die Ellipse hat man

die Gleichung

^ -l- ^s-

also auch, wenn man - setzt:

rlX 1 / a- — i" x2
cl s — 1, —- 7^,

0 ' a- — x?

oder wenn man X — ax> setzt:

cls ^ llx^ ' ^' I X.'-

Das Integral dieses Ausdrucks wurde aber schon oben (§. 1Z7)

gegeben, so daß man daher hat

s --- s aro. sin. ^ ? 2 ^ ^^ ^

u .05» i . - I l : 210. SIN, - -s- w.
2.^ 0/ »2 2.^

wo die Constaute der Integration verschwindet, wenn s---o sür x-^o

ist. Für den Quadranten der Ellipse wird man in dem vorhergehenden

Ausdrucke x^-s setzen. Nimmt man dann den so erhaltenen Bogen

vier Mal, so erhält man für den Umfang der ganzen Ellipse den Aus¬

druck...s)- z (lA -)'
^?-.v

7V.2.4.b.i! /

Für s-^Zz oder e — o erhält man den Umfang des Kreises

-x- 2 a?r, wie bekannt.

Legt man aber, wie zuvor (h. 174, I), für die Ellipse die bey-
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den Gleichungen zu Grunde

X a sin. x und ^ l> oos. x>,

so erhält man sofort

<ls — ^/cl x^ -s- cl -rr- sin.2 ^>.

Löst man diese Wurzelgröße nach dem Binom auf, und substituirt

dann statt sin.-x, sin.»^>, sin^x, . . . die oben (H. stg) gegebenen

Ausdrücke in Sinus der vielfachen Bogen so erhält man sofort

- — — 76' l 7? — — srn.sx I

1. I />. 3 4- , ' . >
' 7 k'' k » SIN. 2» -s- . 8,n. st» I
2. st V^.st ^ ^ 2'>.2 /

i.i.Z ,/i.z.s ,s . . f> .
— e" I P '—> — sin. s» -p- sin. st»

2.st.ü Vl.st.b^ 2-i ^ " 2°.2

Oft ist es auch nothweudig, den Bogen 0Al — s (Fig. 33) der

Ellipse nicht durch den vorhergehenden Winkel x, sondern durch den

Winkel AllstO^-cn ausgedrückt zu erhalten, welchen die Normale

Allst der Ellipse in dem Punkte iVl mit der großen Are derselben bildet.

Behält man die vorhergehende Bedeutung von s, k, und e bey,

so findet man aus der Gleichung ^ -s- ^ i der Ellipse

acos.ro ^ as>—e")sin,ro
X — ^ UNd 7 —

st/ > — c- sin.- ro st/ > — e-

so daß

^ ^ ^ P <i — e"-) lang.2 -o. 1, V
' i (i —e'-)

wird, wo dann die Normale

Allst
— sin.^ co

und der Krümmungshalbmesser p der Ellipse in dem Punkte l>l

a (i — -2)
p ^ 7

(> — sin^ro)'

wird. Differentiirt man die vorhergehenden Ausdrücke von x und ^ in

Beziehung auf cn, und substituirt dann diese Werthe von <l x und <l)r

in der Gleichung

cl s >/ü x^ -s- cl ) ^,
so erhält man

Littrow'rt Ztnt. z. höh. Math. 2 2
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. a (i—c-) ü u
äs —

(i — e- s!n.- c-)'

woraus zugleich folgt, daß für die Curven der zweyten Ordnung auch

cl s — p. cl cn

ist. Entwickelt mau aber in diesem Ausdrucke von äs die Wurzelgröße

(i —cn) - „ach dem Binom, und integrirt man dann die

einzelnen Glieder, wie zuvor, so erhält man, wenn man der Kürze

wegen setzt

7--^, S--^u.s.w.,

für den elliptischen Bogen — s oder für

(t -s- cce" /Ze» -f. 7-° -j- Sc" -s- . .

— -s- /Ze» -s- 76° -s- öe» -s- ) sin. cn cos.cn

— -s- 75° -j- öe° -s- . .)sia.^cn cos.cn

^ ^ ^x>! Sxg ) sin.5 cn cos. cn

2.4

1 . 5

2 . 4 » 6
rz x» ^ ) sin.? cn cos. cn3.5 .7

u. s. f.

Für cn —go" verschwinden alle Glieder dieser Reihen, außer den

erste», nnd wenn man dann dieses Glied vier Mal nimmt, so erhält

man für den Umfang der ganzen Ellipse den Ausdruck

^ ^ (> -ch zZx» -l- 7x6 -s- -s» . . .).

H. 177. (Ncctikication der Hypcrbcl.) Für diese Curve hat
mau

I. — Ii — 1, also auch

^ 6 x ^
6v ^ 6x Und 68 X-

wenn s' — gesetzt wird.

Entwickelt man die Wurzelgröße ^ nach dem Binom,

so erhält man
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so daß dann die einzelnen Glieder, in welche cl s aufgelöst wird, alle

die Form
ll X

X-» z/x- — s-

erhalten, wo m eine ungerade Zahl ist. Man hat aber aus dem Vor¬

hergehenden
l i>2cl x

X- — s- (in — l) e>2
äx

ni-2 r-

^ (NI—- I) n- 9 X-->-- z/x--

durch welche» Ausdruck man endlich ans das Glied

3 X I cr X
- — - uro. cos. - oder — a svo. soo. -

Xz/x2 — »2 NX n

kömmt. Nimmt man die angezeigte Entwicklung vor, und seht man

der Kürze wegen
i.i i.i.3 r.,.3.s ,

ö ^ u. f.,
^ 2 . q. u 2.4.3.3

so erhält man für den gesuchten hyperbolischen Bogen, von dem Schei¬

tel der Curve gezählt, wo x —a ist, den folgenden Ausdruck

(X2-N2)'

— -s- ' ^ ^ ö-o g aiu. soo.
s. ' ' ' 2.4^ ^ 2.4.6 ° n

Seht man auch hier, wie bey der Ellipse, X-22 a sin. x und

l>/ —1 . cos. x, so erhält man für den Bogen der Hyperbel

s — — c' si».^ x,

wo iO -j- l>" — x2

Man sieht, daß die elliptischen und hyperbolischen Bogen eine

eigene Klasse transcendenter Größen bilden, da sie aus einer unendli¬

chen Reihe von Gliedern bestehen, deren jedes selbst wieder eine unend¬

liche Reihe ist. Die Parabel ist, wie wir gesehen haben, durch einen

einfachen logarithnüschen Ausdruck rectistcabel, aber nicht die beyden

andern Curve» der zweyten Ordnung, die weder unmittelbar von dem

Kreise, noch von den Logarithmen abhängen.
22 *
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Z. ,78. (Rectitication der Iiühcren Parabeln.) Diese Cur-

ven haben die Gleichung
x --- 2 . 7",

wo m eine ganze oder gebrochene positive Zahl bezeichnet. Daraus folgt

und das Integral dieses Ausdrucks ist, nach dem Vorhergehenden, al¬

gebraisch, wenn m gleich . ist.

Für m — 7- ist x- oder, wenn man ^ statt setzt,

ox- ^ die Gleichung der Neil'schen Parabel. Für sie ist

cls --- 67^/" > -ch

also auch

Z. 179. (Ucrtit'ication der Cittais.) Für sie hat man die

Gleichung (Einl. §. ist, Fig. b)

^ s»— x) zck.

Dieß gibt

d 8
gaX st 2 — Ix

2 (2 — x)

Setzt man ^ ^ ^ — 11^, so folgt
2 . . 2 2 >1(I II

s — x — und ckx — 7,— ,
—3 (u- —3)-

also auch
, 2 II- clu . 3 2 311

os — — 5- — aclu st ^-^7,u- — 3 11- — 3

und davon ist das Integral

8 — an st- -2 ^3 . IoZ. — ^ st- Lonst.
' " ^ 11 -j- 1/3 '

Ist 8^:0 für x-^-o oder für u —2, so ist die Constante der

Integration

(loast. — — 22 — ^ 2 /3 . 1oA. ^ ^ ,

und daher
, . . ./? 1 fist-i/ZItn—^3)8 2 sn—2) st- gz/3.IoA. —-—,

z/.ii —3

wo man statt u seinen Werth ^ ^ snbstituiren kann.
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§. ,8o. (Nertikicutiou dcr Evolute der Ellipse.) Für
diese Curve haben wir oben (§.99, III., Fig. l3) die Gleichung er¬
halten

Setzt man der Kürze wegen

" ^ c und /->X
'' (fi) ^ ""

so hat man

m -f. c',
woraus sofort folgt

cls — clx -f- in^o'x

wovon, nach h. ifii, das Integral rational ist. Man findet

s — — 7 —in^) x^ -f- -j- Lonsr.

Ist s o für x o, so ist (lonsr. — ^ .

Z. ,8i. (Reetikieation dertelden Curve für i.) Mit
dieser Curve ist diejenige nahe verwandt, deren Gleichung

x,2 -f- . gZ

ist. Man findet sie als Auflösung des folgenden Problems.
Eine Gerade von gegebener Länge -» bewege sich so, daß ihre

beyden Endpunkte immer auf den Schenkeln eines rechten Winkels blei¬
ben. Man suche die Curve, welche diese Gerade in allen ihren Lagen
berührt, oder was dasselbe ist, die Cnrve, welche durch die auf ein¬
ander folgenden Durchschnittedieser beweglichen Geraden entsteht.

Sind die Schenkel des rechten Winkels zugleich die Aren der
Coordinaten X und 7, und ist der Scheitel des Winkels der Anfang
der Coordinaten, so hat man für die Größe der gegebenenGeraden

, , , (,,>
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oder auch/ da <lx^ -ff 87^ ist,

<1X- <1X rl X

x <1)- <18 7 <1» a <17

Dieser Gleichung Differential, für ein constantes üx, ist

/°x <18 > ü-v . /x<1v > ü-s

(^ ^ °) ä? ^ ^ ff ü? ^

, , <1-8 ilvä-v..
oder da -— — , , ist,cl x- tl' x- cl 5

V. <IX ff <1x2 ^ 1, <>x <tx"- ä8

Da die letzte Gleichung durch theilbar ist, so ist sie den fol¬

genden zwey Gleichungen gleichgeltend

<12Z<
— --- o und

Die erste dieser zwey Gleichungen gibt nach einer doppelten Inte¬

gration

7 -- dx -ff c/,

wo (1 und O constante Größen bezeichnen. Diese Gleichung gehört

also für eine gerade und zwar für die gegebene gerade Linie s selbst.

Wenn man aber die beydc» Gleichungen (I.) und (II,) im Zu¬

sammenhange betrachtet, und auö ihnen die Constante a eliminirt, so

erhält man
<1X , 6 V

^ o,

Vx Vx

wovon das Integral ist

X.2 -ff 7? Const.

Es ist aber 7--a für X---- o, also hat man für die gesuchte

Gleichung der Curve

x^ -ff /

Die Gestalt derselben ist nahe die in Fig. >3 gegebene.

Um noch die Rectification dieser Curve zu finden, so ist das Diffe¬

rential der letzten Gleichung

x ' clX -ff 7 - ü 7 — o,
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also auch
3s /gV z 3

3x oder 8 — ^ ^/ax- -s- (lonst.

Ist s-^o für X---0, so verschwindet auch diese Constante,
und man hat

s ^ v^sx» oder endlich s — ^ a

§. 182. (Ncctit'ication der tranl'ccndcnteu Cnrven.) Für
die Logistik hat man

X — c> log. 7,
also ist auch

3s — — v/a" -s- ,

wovon das Integral ist

s -j- a log.

Ist 7 b für s—o, so ist die Constante der Integration
. ^ l/ a" -t- d" — a

c — — — a log.- ^
Dieselbe Gleichung x — a log. 7 gibt auck)

- 1 ^.. cl v 11"
V — 0 oder -I— — - o".^ 3xa

Seht man aber

3s —

^7
3 x

3x

lang, co, so ist

und 3x ^ a 3 <

sin. ki cos. ki

also allst)

Da aber
--a s.^ °>

3 ki

sin. ki cos.-10

sin. Ki cos." Ki s!n. ki vos.-ki

, sin. ki-s und

it ki , ki- — log. lang.-SIN. co 2
ll co sin.

cos.-e-) cns. co
'st,

so hat man auch für den gesuchten Bogen

s ---- a 1 —- s- log. lang. - j -s- (lonst.
V cos. ki ' ^ ^
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I. Für die Cyclois hat man (Einl. tz.22, I.)

/ — a ar0. 008. ^ -s- y/2 ax — x-,

wo (Fig. 2b) e (4 — X, N ----). ist. Dieß gibt

(2a — x) 3x . , ^
" X — > und 3 8 ----- 3 X 1/ —,

V 2 Ä X x^ 'X

so daß man daher hat

8 ----- 2 2 a X ,

wo 8 mit X zugleich verschwindet. Für X ^-- 2 a ist 8 ----- 4a, also

ist auch der ganze Bogen der Cyclois

4e<3L ----- 3a.

Auch findet man ans den Heyden Gleichungen (§. ,74)

X ---: a (x — 8ir>. ^>) und ^ ---- a (r — 008. -p)

für 38 ---: z/3x^ -s- 3)-^ den Ausdruck

3a ----- 2a3s>8in.also auch 8----— 4 a 008. - -s- (3.

Ist 8 ----- 0 für ? — 0 so ist L ----- 4a und daher

8 ---- 4 u (1 — 008. ^ x) ---^ 3a 810.^ x.

Für ^> ^-- -? ist 008.------ 0, also auch die Hälfte des ganzen

elliptischen Bogens gleich 4 a, wie zuvor.

II. Für die Evolvente des Kreises endlich halten wir oben

(§-??, IV.)

x ----- a 008. x -j- a 8iri. und ^ — a 8in. — a x co8.^>.

Dieß gibt sofort

3 8 ---- ax3x, also auch 8 ----- 5ax2.

A. ,33. (Rertification Kr Polarroordinatcn.) Da für solche

Coordinaten das Differential des Bogens

3o ----- ^/3 r» -f- r"3v"

ist (§. 93, III.), so hat man für die Archimedische Spirale, deren

Gleichung (tz. 23, I.)
V

2 ?r

war, auch sofort
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^ — chcl V . ^/» -j- v- oder8
2 7?

s — ^ . V . 5/ l -s-^ -s- 5 log. 0 -s- l/l -ch-v^),

wenn s mit v verschwindet.

Für die logarithmische Spirale ist r --- u", also auch

8 8 a" cl V . v/>-s-log." a oder
l/ > -p- log.- »

8 — r « ^log. a

wenn wieder 8 mit I- zugleich verschwindet. Ist Ic>A. a — I, so ist
8^1' p^2.

Z. 184. (Äut't'indung rectit'icadlcr Curven.) lim solche Cur-

vcn zu finden, für welche der Ausdruck von 8s — p/äx--j-ein
algebraisches Integral gibt, hat man, wenn 8^ —z,8x gesetzt wird,

8 s

Es ist aber der allgemeine Ausdruck für die Ordinate

/ — /p 8 x oder ^ — px — /x 8 p>,

und eben so ist auch
. /—i—^ OpX.1 p

Diese beyden Jntegralien kann man als Funktionen einer ande¬
ren veränderlichen Größe u ansehen. Nimmt man dann an

so hat man
a?

X---—, 7 — px — ? und 8 — X /,-s-p»2 — (4,

wo die Constante der Integration noch zu bestimmen ist.

Da aber x8p — 8? und —^ ^ ^ - — 8O ist, so hat
fi-x-

man auch
n 8 ? — 8 () z/l-l-r>^ und P — — .

^ ^ l/ctl-".—

Nimmt man nun für I? und ^ zwey Funktionen von u an, so



zfi6 H. 18s.

wird auch x und 8 x und daher auch X durch u ausgedrückt werden

können, so wie auch 7 durch die Gleichung

7 ^>x > u.

Eliminirt man aber dann aus diesen Werthen von x und 7 die

Größe u, so findet man die gesuchte Gleichung der rectificablcn Curve

zwischen x und 7, und daraus auch den Bogen s derselben durch die

Gleichung

8 --2- X !>' —

Lx. Ist und fi' ist

I> — ^ - - clj? — a" —u^) '8u, x — so-—u")'a- — u-

und 7 ^7.»2

Eliminirt man die Größe u aus den beyden letzten Gleichungen,

so erhält man

x- -s- 7- —

wie in §. 18», woraus man dann den Bogen s entweder durch
3

s — /^/6x2-fi-cl)'2 — L ^/sx.2 »fi. (lanst.,

oder auch durch die Gleichung erhält,

s — / r fi- j?" —

XXXZ.

Complanation der Flächen.

§. ,86. (Notatiansttächrn.) Wenn eine Curve OKIlV (Fig.

83) sich um eine Gerade 0 <ü dreht, so beschreibt jeder Punkt KI der¬

selben einen Kreis, dessen Ebene senkrecht auf der RotationSare

und dessen Mittelpunkt in einem Punkte L dieser Are liegt. Ist also

— x und VN — 7 der Halbmesser dieses Kreises, so ist der Um¬

fang desselben gleich 2^7, wo die Are der x zugleich die RotationS¬

are der Curve ist. Dicß vorausgesetzt, wird das Element KIN-8s
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deö Vogens dieser Curve die Oderfläche eineS abgekürzten Kegels be¬
schreiben, dessen eine Grundfläche den Umfang 2-57 hat, und daS
Element der Oberfläche des so, durch Notation einer Cnrve um die
Are der x entstehenden Körpers wird seyn

§ — 2 ^7 äs,
wo äs^ — äx^ -s- ä)^ ist.

Die Complanation der Flächen besteht in der Bestimmung dieses
WertheS von s.

Lx. I. Für die Ellipse hat man die Gleichung, wenn die Ab-
scissen x ans der großen Are 2 a von dem Mittelpunkte genommen
werden

^ s
Wird diese Ellipse um die Are der x, also um ihre große Are ge¬

dreht, so hat man, wenn ----— b,^ ist,
— , Xll- —

äs ^ p/äx^-s-ä)'- ---- äx ^ ^ ^
und daher

s 2 -r äs ^ ^ /ä X p/s- —e"x'.

Das Integral dieses Ausdruckes ist
knx . . ak>7r . -?x

s p/s" — e- x^ A sre. SIN. —.s 0 2
Dieses Integral von x —0 bis x —u doppelt genommen,

gibt für die Oberfläche deö ganzen verlängerten SphäroidS
, 2-I- are. sin. e.0

Nimmt man e ^ 0 oder a — I), so wird - aie.sin.e »,

und daher die Oberflächeder Kugel, deren Halbmesser s ist, gleich
4 a- ?r.

Llx. II. Werden aber die Abscissen x ans der kleinen Are 2 I>
wieder vom Mittelpunkte genommen, so ist die Gleichung der Ellipse

7^5 p/i^-x',

also auch, wenn wieder s-e- — s- >—l>- ist,

S 2?r/7äs --^-/äx p/b.» -s- s" e' x-.
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Davon ist aber das Integral

§ ^ z/d^ -ff s- x- -ff ^-^-log. ex »ff z/Iz'' -ff a^e"x") -ff Lon8t.

Soll s mit x zugleich verschwinden, so ist
_, 2^-7? , ,
sollst. — — —^— 10A. O.

Setzt man in diesem Ausdrucke zuerst x ---- -ff I» und dann
x--- — b, so erhalt man für die Differenz dieser Heyden Werlhe,
d. h. für die Oberfläche des ganzen abgeplatteten Sphäroids

, l>2 71 l -I- o
2 s- ?r -ff Ivss. .>z I — <z

Für k ----- o oder für a — k> ist IvA. — s, also ist

auch die Oberfläche der Kugel, deren Halbmesser » ist, gleich 4»-?r,
wie zuvor.

Tx. III. Für die Parabel, deren Gleichung 7" — ox, hat man,
wenn sie sich um die Axe der x dreht,

cS ----- 2z? //üs — ?r siüx z/s^ -ff ä^x,
also auch

^ ^ ^ 4 ->x)^ — z a- 7?,

wenn s mit x zugleich verschwindet.
Nimmt mau aber die Ordinate 7 auf der Tangente der Parabel

im Scheitel derselben, und ist diese Taugente die Are der Absciffen und
zugleich die DrehuugSare der Curve, so ist

s ---- 2?? ffxcls oder S — ?r /clx z/ax-ff4xff
und davon ist das Jutegral, wenn — Lb gesetzt wird,

^ ^ /— : r' , . Ii -l» x -I- z/2 b x -P x-
s --- 71- (d -ff x) z/2 I> X -ff X' — 7? I>^ IvA. - ,

wenn S mit x verschwindet.

Lx. IV- Für die Hyperbel hat man

- x^ oder — — -,
ll X X

und daher
- , a-?r /^>I x ,

-t> ----- 2 ?r ^ cls — - z/g» -ff /^x».
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Setzt man ^ — tanz, cr, so ist
S" . cl X cl -o

x> — UNd — ^ ,
2 lang. u X 2 SIN. u cos. u

also auch
g- n ü k>

2 sin. 10 cos.- s>

Vergleicht man diesen Ausdruck mit dem in tz. 182 erhaltenen,
so sieht man, daß diese von dem hyperbolischen Vogen durch Rotation
erzeugte Fläche gleich dem Produkte der Oberflächeeineö Halbkreises
des Radius a in den Bogen der Curve / --- ist.

Dx. V. Die Cyclois (Fig. 2b) drehe sich um die Are O D. Ist
e x und N so hat man

^ — a si e. cos. -s- ^/2 ax — x^,
also auch

(2S — x)klx , X'^
ci v — -—- und cls --- clx 1/ —.

n X x^ " X

Dieß vorausgesetzt ist die gesuchte Oberfläche der Cyclois
. . - /^V l> X

, s — 2--- . (2a)' ^
welches Integral für x ---- 0 verschwinden soll. Jntegrirt man teil¬
weise und substituirt den vorhergehenden Werth von cl^, so ist

H 4 ?r ^ p^2ax — st-? (2aH .^clx z/ 2 a — x,
also auch

Z 7. Z2
H 4^/ p^2ax -s — z/2a(2a— x)2 —

Für den halben Bogen der Cyclois ist x---2» und ^
also auch

ch -1^ 3 o-?r ^

Wenn sich aber der Bogen LlVI der Cyclois um eine durch den
Punkt O mit der Geraden ^clZ parallele Are dreht, so sey die auf
dieser Are genommene Abscisse gleich x und die von N auf diese Are
gezogene Senkrechte gleich Dann wird man, wenn man die vor¬
hergehende Differentialgleichungder Cyclois

(2 !> — X) <1X
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beybehalten will, für die gesuchte Rotations--Fläche den allgemeinen»

Ausdruck haben

S --- 2 ^ ^fx 8 s,

oder da Ü8 — 8x ist,

S-^-2?r^äx^/2gx, also auch

^ 4 7? ,

s — ^ X . 2 X,

wenn wieder mit x zugleich verschwindet. Für die halbe CycloiS

(l 4. ist X — 2 a, und daher

i 6
H — — g^ ?r

o

für die convere Fläche, welche durch die Umdrehung des Vogens clNvle

um eine Are entsteht, die durch L mit -4 u parallel gezogen wird.

Eben so findet mau für die Logistik, deren Gleichung 7 e" ist,

s ^ ioF.tgUA. ^5 Oougt.,

wenn man — — isnF. oder x — g IoZ. tanA. -s- g 1oZ. a

setzt, wie in §. 182.

Die Kettenlinie, deren Gleichung ^ g -fi «

ist, gibt

§---2n/).äs^-2-r^x-f-5g^e"-j-o

Z. 188. (Ccunfilauation der Flüchen iibn'I)anpt.) Um zu

dem allgemeinen Ausdrucke des Flächeninhaltes einer krummen Ober¬

fläche zu gelangen, kann man sich (wie in Fig. 42, h. 1,4) diese Ober¬

stäche durch unendlich nahe Ebenen getheilt vorstellen, von welchen die

eine, z.B. mit der Ebene der X2, und die anderen, wie

N.AUU, mit der Ebene der parallel sind. Diese Ebenen theilen

die coordinirte Ebene der x)- in unendlich kleine Rechtecke (^t^UIU,

deren Flächeninhalt gleich 8x87 ist. Jedes dieser Rechtecke ist aber

die Projektion des ihm entsprechenden Rechteckes lVINMl>U, in welche,

durch die erwähnten zwei) Systeme von Ebenen, die gegebene Ober¬

fläche selbst getheilt wird. Nennt man daher ä s das Element N
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dieser Fläche, und bezeichnet man durch n den Winkel, unter welchem
die Fläche dieses Elementes gegen eine mit der Ebene der x)- paralle¬
len Ebene geneigt ist, so hat man

8x8)- — 8 . cos. n.

Allein diese Neigung n des Elementes ck S gegen die Ebene der
X)- ist identisch mit dem Winkel, welchen die in dem Punkte M die
Fläche tangirende Ebene mit der coordinirten Ebene der x/ bildet.
Allein nach dem Vorhergehenden rib, I.) hat man

I
C08.N — ,

wenn x — und h die partiellen Differentialcoefficien-

ten der Gleichung der Fläche sind, also ist auch

8<K ^ 8x8)- . ^ p" -H g',
welcher Ausdruck zwey Mal, in Beziehung auf x und dann in Bezie¬
hung auf )-, oder umgekehrt, inlegrirt werden muß.

Tx. I. Für die Kugel des Halbmessers a hat man
x- -s- 7^ -ss 2" -s- s-, also auch

v — ^ und v/>

Wir erhalten demnach
a <1X

st8x ^ ^a' — x.2 —

welcher Ausdruck in Beziehung auf x zu integriren ist, so daß 7 als
eine constante Größe betrachtet wird. Setzt man der Kürze wegen
s- — 7^ — 0^, so ist dieses Integral

äx .x5, > — a ni e. sin. — .

Ist nun in X (Fig-st2) der Mittelpunkt der Kugel, und sind
.4.X, XZl die drey als positiv vorausgesetztenHälften der drey
Coordinatenaren, so wird man bemerken, daß man, so fern man von

der Wurzelgröße 87 4/-»" — x- — 7- nur das positive Zeichen ge¬
nommen hat, auch nur den über der Ebene XXX der X7 enthal¬
tenen Theil der Kugelfläche erhalte» kann, und daß, von diesem Theile,

das gefundene Integral a src. sin. ^ gleichsam die Summe aller der
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Elemente oder die Zone darstellt, die zwischen den zwey
der xi- parallelen Ebenen und liegen und zu
der Abscisse ^ gehören, für welche die Ordinate

— 7 überall dieselbe oder constant ist. Nimmt man
nun diese Zone, oder, was dasselbe ist, nimmt man dieses Integral
von x — o bis x --- g/, d. h. nimmt man es von der Ebene
zu der x^o gehört, bis zu der ihr parallelen Ebene, die zu
x — — v/s- — 7-, oder endlich, nimmt man diese Zone von dem
höchsten Punkte derselben, über der Ebene X7, bis dort, wo sie diese
Ebene x/ schneidet, so erhält man sür die Oberfläche dieser Zone den
Ausdruck

^'ckx >/l -s- ^ g

Will man dann die Summe aller dieser Zonen haben, die zwi¬
schen der Ebene und der Ebene der x2 enthalten
sind, d> h. will man den Theil der Oberfläche der Kugel haben, dessen
Projektion in X7 das Rechteck ^ ist, so hat man

^ — //<! 7 . 6x ss- x" . /<> x ss- -j- cs'
— . Ü7 — ^-->727,

und nimmt man dieses Integral von 7 — 1 bis 7 —a, so erhält
man für den vierten Theil der über der Ebene liegenden Hälfte der
Kugelfläche

und daher, wenn man diesen Werth achtmal nimmt, für die Ober¬
fläche der ganzen Kugel den Ausdruck

4a-5-, wie zuvor.

Lx. II. Ein Kegel, dessen Axe in der Are der 2 und dessen
Mittelpunkt der kreisförmigenBasis im Anfange der Coordinaten liegt,
hat zur Gleichung

a- sb> — 2P — b»2 sx^ -s- 7H,

wo a der Halbmesser der Basis und l» die Höhe des Kegels ist.
Dieß gibt

k>X Iz V
x — .. , -1 — . und

s p/ x2 z,2 s z/ X- -p- 72

z/, -j- x" -s- cz" 2-- - Z- lz'-,

so daß man daher hat
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s -s-3^ /8x . ^87 - p/s- k»i />ckx,

oder, wenn man, wie zuvor, dieses Integral von 7 — 0 bis
z? --- p/s- — x- nimmt

K - p/a^ -s- 3^ ^8x p/s^ — x^,

oder, wenn man integrirt,

H — v/s" -l- 3^ . I X p/s" — x^ -I- s" si 0, sin. - ^ ,2S ' 3.
wenn s mit x verschwindet.

Dieser Ausdruck gibt also denjenigen Theil der Oberfläche des
Kegels, der von zwey parallelen, auf der Are der x senkrechten Ebe¬
nen begränzt wird, von welchen die eine die Ebene x^ selbst ist, und die
andere von ihr um die Größe x absteht.

Wird daher dieses Integral von x n bis x --- s genommen,
so erhält man den vierten Theil der Oberfläche deS Kegels, also ist
auch diese ganze Kegelfläche, ohne die Basis, gleich

H,s?r p/s ^ -j- 33

Z. >87. (Allgemeine Complnimtion durch lleründernug
der banalsten.) Da die Integration des allgemeinen Ausdruckes

^ -ff l>" -ff ,
mit dem aus der gegebenenGleichung der Fläche erhaltenen Werthe
von x, 7, ? und g, gs oft großen Schwierigkeiten unterworfen ist,
so wird es nützlich sepn, eine Methode zu kennen, wodurch man diesen
Ausdruck auf einen anderen zurückführenkann, der von willkürlichen
Variablen 6 und abhängt, die man daher so wählen kann, daß
die Integration dadurch erleichtert wird.

Es sei) zu diesem Zwecke
8x — ?8y> -ff und 3/ ?^8^> -ch- <^8^,.

Da nun der vorhergehende Ausdruck von s seiner Natur nach so
beschaffen ist, daß die erste Integration desselben, z. B. nach x, die
Größe 7 constant voraussetzt, so wird man, um das Produkt üxä^
zu erhalten, nicht die bepden letzten Werthe von 8x und 87 ohne
weiteres durch einander multipliciren, sondern man wird annehmen
müssen, daß die beyden Gleichungen

Litttow'ij N»l> z- höh, Math. L?
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clx ? cl x -s- <^cl^> und o — ?^clp -s-

zusammen bestehen. Snbstituirt man dann den Werth von llit, anS

der zwepten dieser Gleichungen in der erste»/ so hat man

Stellen wir dann den vorhergehenden Ausdruck von s der Kurze

wegen so dar

s — //växll)',
so Ivird man haben

Vgxg). — d>y'-r"y)

und dieser Ausdruck wird sich ans die Variablen ^ und ? beziehe»/

wenn man, mittelst der gegebenen Relationen, die Größe ^ eliminirt.

lim aber dann auch noch die Größe 87 zu entfernen, wird man,

in dem Werthe dieser Größe, 6x> --- o machen, wodurch man erhält

ll/

und somit den gesuchten Ausdruck

s -i- //v
erhalten.

lblx. Für das Ellipsoid mit drey Aven hat man die Gleichung

— -l- ^ -i- — -
t>- e-

Nimmt man, wie oben (§.174), die Größen 9 und zl> so an,

daß man hat

X a sin. x cos. ^ ^ Iz sin. x sin.^>, s ---- c cos. H-,

so ist

? ^ a cos. cos. i/>,

— — a sin. x sin.

— l) cos. sin. ^ ,

1» sin. ^ cos. ^>,

? t> — I?/(^ all sin. cos.

Es ist aber

s ^ / l-s-1Z'. cl- --//äxcl7 . -s.^-s.^1,

also auch
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oder, was dasselbe ist,

§ aI) ssflck^- ck sin. ^ t — — Los." — — sinck sinck ^>.

Setzt man in der Wnrzelgröße dieses Ausdruckesstatt , dessen
Werth sin.'^ -s- cosck4, so erhält man, nach einigen einfachen Re¬
duktionen

K a I> ^cl ck ij> sin. 1 — Losck i/> -ss- Ii' sinck ij-) sinck
->"— 8"— ..

wo — -— und 1-^ ^ —- ist.

Setzt man, um noch mehr abzukürzen,
L" — ^.^eos"ij> -f- L"s!nck^,

so erhält man
s ^ alz jssA x ck >j> sin. x 1—L" sin." x.

Löst man endlich diese Wnrzelgröße nach dem Binom ans, so er¬
hält man eine Reihe, deren einzelne Glieder man nach dem Vorher¬
gehenden ohne Anstand integriren wird.

Z, ,83. (ComplantttitM der Flächen nach Guldiisss Nc-
Zt'l.) Wir haben oben (§> >85) für die Oberstäche H derjenigen Kör¬
per, die durch die Rotation einer Cmve um eine in ihren Ebenen lie¬
gende Gerade, als Are, die zugleich die Abscissenaxe ist, entstehen,
den AnSdrnck gefunden

S --- « ss^cls.
Allein in der Lehre des Gleichgewichtes der Körper oder in der

Statik wird gezeigt, daß die Coordmatcn X, X des Schwerpunktes
einer ebenen Cnrve, ans dieselbe Coordinatena/e bezogen, die Werths
haben

^ ...,5X und ? ',

wo s oder /ck s die Länge der erwähnten Cnrve oder die Peripherie
deS von ihr eingeschlossenen Raumes bezeichnet. Snbstitnirt man den
Werth von //äs aus der zweyten dieser Gleichungenin den vorher¬
gehenden Werth von S, so erhält man

s 2 n- . X s.

Dieser Ausdruck wird uns also ein sehr bequemes Mittel geben,
die Oberfläche <5 solcher Körper zu bestimmen, die durch Rotation
einer geschlossenen Cnrve oder Figur entstanden ist, deren Umfang s

23*
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und deren senkrechte Entfernung X des Schwerpunktes von der Rota-
tionöare man bereits kennt/ wie dieß z. B. bei) dem Kreise, der Ellipse,
bey den regelmäßigenVielecken u. f. der Fall ist, wo der Schwerpunkt
bekanntlichin die Mitte derselben fällt. — Dieses Theorem hat der
Jesuit Guldin i. I. ibsto bekannt gemacht, obschon bereits Pap-
pus, der im vierten Jahrhundert n. Eh. in Alerandrien lebte, das¬
selbe in seinen Schriften erwähnt hatte.

Lx. I. Sep ^1) (Fig-48) ein Rechteck, dessen Seiten
OD a und --- Lv d.

Sei) ferner LL — 0 die senkrechte Entfernnng der Seite OD
von der Rotationsare L X und O der Schwerpunkt des Rechteckes.
Da dieser Schwerpunkt in dem Durchschnitteder beyden Diagonalen
des Rechteckes liegt, so ist seine Entfernung von der Rotationsare
X----LO---^k>-j-2. Der Umfang des Rechteckesaber ist s
2(s-s-d), also ist auch die Oberfläche S deS durch die Rotation dieses
Rechteckes um die Are ?X entstandenenKörpers

2 . X s ^ 2 ^ ss -s- 8) sk> -s- 2 e).
Für 0—0 ist s 2 k sa-j-d) die Oberfläche eines Cylin-

ders, dessen Höhe u und dessen Halbmesser der Basis 8 ist, die bey¬
den Grundflächen mitgezählt.

Man bemerkt von selbst, daß diese Fläche -ö dieselbe bleibt, wenn
auch das Rechteck vor seiner Drehung eine andere Lage gegen die Are
LX hat, rvenn nur der Ort des Schwerpunktes O derselbe bleibt.

Auch setzt dieser Ausdruck von -s voraus, daß die erzeugende
Curve die Rotationsare LX nicht schneide, weil sonst die zwey Theile
der Curve, von welchen der eine über und der andere unter der Rota¬
tionsare liegt, jeder für sich eine eigene Oberfläche erzeugt, deren
Differenz dann durch die Gleichung

s -7- 2 57 . X 8

ausgedrückt wird. Geht z. B. die mit LX parallele Rotationsare
durch de» Punkt L-, und setzt man wieder LL- — c und wie zuvor
OL -7^ ^ I,, so ist s --- 2 (a-s-k») und 8 — OL- — ^ b» — c,
also auch

§ 7^7 2 57 . X 8 ^ 2 ss -s- k>) slz — 22),
und dieß ist der Ausdruck der Differenz der beyden Cylinder, die durch
die Rotation der Rechtecke ^VD- und OD- um die Are O-D^ ent¬
stehen.
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Hx. II. Ein regelmäßiges Fünfeck (Fig 4g) drehe sich
um die Are ?X. Sey XO —a der Halbmesier deö umschriebenen
Kreises, so ist die Seite des Fünfeckes

also auch daö Loth Cl kl — ^ ^ oder

Ist endlich ?kl — o die Entfernung der Seite des Fünfeckes
von der Drehungsare, so ist » 6 . ^ L und X — o -s- also
auch die Oberfläche deö durch Rotation des Polygons entstandenen
Körpers

- - ^ 6»'-.

Für o^o ist -s- V ' ^^ 2

rix. III. Ist endlich C? — v die Entfernung des Mittelpunk¬
tes eines Kreises des Halbmessers a von der Rotalionsare ?X (Fig.
So), so ist X — o und 5 --- ii a n-, also auch die Oberfläche deö durch
die Rotation des KreiseS erzeugten Körpers

S 4ao^.

Berührt der Kreis die Rotations«,re, so ist c — a, also auch

I. Der vorhergehendeAusdruck s --- 2 /76s bezieht sich auf
die Fläche, die durch Rotation einer Curve, deren Gleichung z? — kx
ist, um die Are der x entsteht. Ist aber die Gleichungdieser Curve
7 — 8 -s- kx, wo d eine positive Constante bezeichnet, so wird der
vorhergehendeAusdruck in den folgenden übergehen

2 ?? ^(l,-s-^) ck s oder s -j- 2 l> ^ . s.

Dreht sich also eine Curve zuerst um irgend eine Are, und dann
um eine andere, die mit der ersten parallel und von ihr um die Distanz
b entfernt ist, so wird die Differenz der zwey so erzeugten Flächen
gleich seyn dem Produkte der erzeugenden Curve in die Peripherie eines
Kreises, dessen Halbmesser die Distanz der beyden Notationsaren ist,
vorausgesetzt, daß die beyden Aren den erzeugenden Bogen der Curve
nicht schneiden, und daß sie beyde auf derselben Seite dieses Bozens
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liegen.— Liegen aber diese Axen ans verschiedenen Seiten des erzeu¬
genden Bogen.S der Crirve, so findet man

-s- S 2 k> . s,
od er da nn ist die Summe der Heyden so erzengten Flächen das Pro¬
dukt des erzeugenden BogenS in die Peripherie des Kreises, dessen
Halbmesser die Distanz der Heyden Aren ist.

XXXII.
Cubatur der Körper.

A. >8q. (Irotütionstläclfci!.) Nehmen wir wieder zuerst an,
daß die Curve OMR (Fig. 33) sich um die Are OL der x drehe, so
wird jede Ordinate lZ M---)' eines Punktes A der Cnrve die Fläche
eines Kreises beschreiben,dessen Mittelpunkt U in der Notationsare,
und dessen Halbmesser ^ ist. Die Fläche dieses Kreises wird daher gleich

seyn. Eben so wird auch die Ordinate Lvl^-7-s-<l z- des nächst¬
folgenden Punktes N der Curve einen Kreis beschreiben, dessen Fläche
(7 P tl ^ ist. Die zwischen diesen beyde» Ordinate» enthaltene
Fläche VLNVl der Cnrve aber wird einen Cylinder beschreiben,dessen
Basis im Mittel ein Kreis der Fläche gleich (ch ch-^-l)-)-oder was
dasselbe ist, gleich und dessen Höhe gleich IZL—rix, dessen
körperlicher Inhalt oder dessen Volum also gleich )^.5e<lx seyu wird.
Da nun der ganze, durch die Rotation der Curoe um die A,re der x
entstandeneKörper bloß aus solchen Cylindern zusammengesetzt gedacht
werden kann, oder da jeder dieser Cylinder gleichsam das Element des
gesuchten Körpers ist, so wird man für den körperlichen Rauminhalt,
oder für das Volum V des Körpers den allgemeinen Ausdruck haben:

V — 6 x.

klx. I. Der senkrechte Kegel mit kreisförmiger Basis entsteht durch
die Umdrehung eines rechtwinkligen Dreyecks LI'ÄI (Fig. 1) um eine
seiner Catheten LU. Ist x, LU —a und I'M —b,
wo I, der Halbmesser der Basis, und a die Höhe des Kegels ist, so
Hat man
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also auch

V ---- ^/7-gx ----^-,

wenn V mit x verschwindet. Für x —» ist daö Volum deS ganzen
Kegels

V —

Ilx. II. Für die Parabel ist 7' sx, also ist auch das Volum
des Körpers, der durch Rotation der Parabel um die A/e der x
entsteht:

V — sn-^xüx ---- ^x>7^.?e,
wenn wieder V mit x verschwindet.

Lx. III. Für die Hyperbel ist

^ ^ (2 ax — x-),

wo (Fig. ^(^ — x, <^^----7 ist. Dieß gibt sofort

V ---- -^_/(2s x -s- x"') äx — 7--ex7^ -f- ^b-x-.

Der erste Theil dieses Ausdrucks ist der von dem geradlinigen
Dreyecke^vll^ beschriebeneKegel, der entsteht, wenn sich dieses Dreycck
um die Axe dreht. Der zweyte Theil ist daher daö Volum, wel¬
ches das hyperbolische Segment während der Drehung beschreibt, daö
von der Sehne und von dem Bogen begranzt ist.

Sey Lk senkrecht auf L(>, und Nll mir L(^> parallel. Ist
L(^-----IM —X und LH —<^^-----7, so ist die Gleichung der Hyperbel

^ d- '

Dreht sich nun die Hyperbel um die Are LH, so ist das Volum
deS so entstehenden Körpers

V — n-/x"ll7 --- -s- ^-rx^7,
wenn V mit x verschwindet.

Eben so findet man für die Logistik 7 — 0" daö durch ihre Rota¬
tion entstandene Volum

V ^ >),
wenn V mit x zugleich verschwindet, und die Kettenlinie
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? --- -s- e gibt

V — sx -s- (0 - — v - .

Z. >90. (Amvendung des tlorhcrgelicndt'n autdic Kugcl.)

Ist (Fig>5») ein Kreisbogen des Halbmessers —g, und

ist —so hat man 2 sx— x^. Heißt

nun das Volum, welches durch die Umdrehung der Kreisfläche

um die Are entsteht, so ist

6 x ?? sa x^ — ? x^).

Für die Halbkugel ist x---s, also das Volum der ganzen Kugel

gleich

Um eben so das Volum V des Körpers zu erhalten, der durch

die Rotation des Kreissectors um entsteht, so hat man für

das Volum V" des Kegels, der durch die Rotation des rechtwinkligen

Dreyecks LUÄl um L? entsteht, nach dem Vorhergehenden,

V" — — x) s2 ax — x^),

und da V----V/»j-V" ist, so hat man auch für das gesuchte Volum

des Kugelsectors NLN

V --- ^a"-?x.

Für die Halbkugel ist x---s, also auch das Volum derselben gleich

wie zuvor.

II. Ist man ein dem ersten concentrischer Kreisbogen des Halb¬

messers va —s>, und ist SP---x^, so ist das Volum V des von dem

Sector a diu beschriebenen Körpers

v — ^s^?--x/;

also ist auch das Volum des von der Fläche ^ IVl ma um ^ <ü beschrie¬

benen Körpers, oder das Volum des gegebenen Theils einer Kugel¬

schale, deren Dicke a — ist, gleich

V — v ^ ss^ x — x/2),

oder da — — - ist:x » ^

V — V — ^ ss^ — a^) X,

und daher auch, wenn man X---2S setzt, das Volum der ganzen

Kugelschale gleich
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Seht man in dem letzten Ausdrucke »/----o, so erhält man für

die ganze Kugel wie zuvor.

III. Um eben so das Volum V deö Körpers zu finden, der durch

die Rotation des Kreissegments (Fig. 5i) um seine Chorde KI N

entsteht, sey (l? Al----? N---^ c und U — x, U — /, so

ist die Gleichung des Kreises

(b -s- -tz. ---- oder

--- — x" — 2li^,

also ist auch

6 x — (»2 — 1,2) x — ^x^ — 2 üx.

Allein für x----c ist

// äX ---! ^ src. cos. c,

also ist auch, wenn x —c genommen wird, das gesuchte Volum

V — 5?ro (2^ -s- (,2) — 2?ru'I, sie. cos. — .

Für K —0 ist c^---s, wenn a den Halbmesser des Kreises bezeich¬

net; also auch das Volum der ganzen Kugel gleich -^?r, wie zuvor.

Z. lgr. (Anwendung des dorhergelienden aut das Äphä-

roid.) Wenn sich eine Ellipse, deren halbe große und kleine Are a

und b ist, um die große Are, die zugleich jene der x ist, dreht, so

hat man

also ist auch

V — -r/^clx ----- (g2^.^x^),

wenn V mit x verschwindet. Für x-----a erhält man das halbe Sphä-

roid, also ist auch das Volum des ganzen SphäroidS gleich

Nimmt man aber die Abscisse x vom Scheitel der Ellipse, so ist

^ s x — x",

und daher

a V

Für das ganze Sphäroid istx—2s, also auch das Volum des¬

selben gleich ^ali-zr, wie zuvor.

I. Ist aber das Sphäroid durch Rotation der Ellipse um ihre
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kleine Axe b entstanden, so ist, wenn diese kleine Are zugleich die der

x ist:

7^-2 — x-,

und daher

v ^ /(b-(d- - zx-).

Für die halbe Ellipse ist x----K; also ist auch das Volum des gan¬

zen Sphäroids gleich ^-^lz-r.

Nimmt man die Abscisse x vom Scheitel der Ellipse, so ist

7 — ^ p/2dx — x^,

und daher

r> ^ 3 r>^/

Für das ganze Sphäroid hat man x--- 2 b>, also auch V— n-,

wie zuvor. Man steht daraus, daß sich das Volum des verlängerten

Sphäroids zu dem deö verkürzten verhält, wie d zu a.

Z. .y2. (Anwendungdes lchn'hergehenden aukdie Cgelois.)

Wenn die CycloiS (Fig.siZ) sich um die Are Lv dreht, so hat

man (Einl. H. 22)
x — — cos. und

7g ^-s-sin.^), also auch

<l x a ü sin. ^ ,

und daher, wie man nach einigen einfachen Reduktionen findet:

^7" ü X ^ 1/,' I ^ 2, gS ^ ^ g

-s- cos. ^ ^ cos. 21/! — ^ sin.' cos. i/> — ,

wenn das Integral in dem Punkte (l, das heißt, für zl>—0 verschwin¬

det. Also ist auch das Volum des so entstehenden Körpers

V — 7^ cl X.

Für die halbe Cyclois ist i/>—also auch das Volum des

durch die Rotation von LvtV um (lv entstandenen Körpers

I. Dreht sich aber die Cyclois um die Are ^evIZ, so ist (Einl.

tz. 22)

X — l? — n sx — sin. ^>) und

7 I'U a — cos. H-).
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Mit diesen Werthcn von x und / erhält man

V —> ä X — ?r s° x sin. x sin. x 00s. xsl — ^ cos. x)^,

wenn das Integral mit x zugleich verschwindet. Für die halbe Cyclois

<3XI) ist x—also auch

II. Dreht sich endlich die Cyclois um die mit XI) parallele durch

(3 gehende Are LT, und setzt man t3Q-^x und so hat

man

X — a -s- sin. x) und a s» — cos.

also auch

^^2 gx — cos. if)' . si -s- cos. ^-) clif,

und daher

V — -?/7'äx — ^ ^ 2 zi,i. Z

Für die halbe CycloiS (3 MX hat man 's —-r, also auch

V — 2.^^.

§. 193. (Cukutur nach dem Ausdrucke/X clx.) Wenn der

Körper, dessen Volum man bestimmen will, zu bcyden Sellen einer

durch ihn gehenden Geraden symmetrisch liegt, so wird man diese Ge¬

rade für eine der drey Coordinatenaren, z, V. für die der x annehmen.

Sey dann X die Fläche des Schnitts deö Körpers, der durch eine auf

diese Are senkrechte Ebene entsteht, so wird man Xllx als das Volum

eines der Elemente ansehen können, aus welchen der Körper besteht,

so daß man hat <IV — X-Ix, also auch

V /Xllx.

Man sieht, daß dieser Fall alle durch Rotation einer Curve ent¬

standenen Körper in sich begreift, da diese um die Rotationsare immer

symmetrisch liegen.

I3x. I. Für das Sphäroid mit drey Aren hat man

»2 ^ d- ^ <-2 ^

wo a, ll, c die drey Halbaren bezeichnen. Wenn dieses Ellipsoid durch

eine auf die Are der x senkrechte Ebene geschnitten wird, so wird dieser

Schnitt, dessen Fläche X seyn soll, die Gestalt einer Ellipse haben.

Da man aber
5- X-
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hat, so werden die Halbaren dieses elliptischen Schnitts seyn:

k . ^ I — ^ und o .

so daß man daher (nach h. »70, l.) haben wird:

x-d-.(> -I.
also auch

V -- /Xstx -- lloer ^x -
wenn V mit x verschwindet. Sucht man aber nun denjenigenTheil
des Ellipsoids, der zwischen den zwey auf der Are der x senkrechten
Ebenen enthalten ist, zu welchen die Werthe x----a und x—sZ gehören,
so hat man für das Volum dieses Theilö

V ——a — oder

v--

Für das ganze Sphäroid ist jZ —a und «--- — s, so daß daher
das Volum deö ganzen Sphäroids ist

V — ^sllcz . -r.
Für hat man das Volum der Kugel, wie

zuvor.
Dx .Il. Der oben (h. >3b, II.) betrachtete Kegel hat zur Gleichung

S' (li — 2)' — l>^ (x- -s» z-^).
Der Kreis aber, der durch einen mit x? parallelen Schnitt des

Kegels in der Höhe 2 entsteht, hat zum Halbmesser ^(l, — 2), also
auch zur Flüche

X — 0 —

so daß man daher für das Volum des Kegels hat:

Dieses Integral von 2 — 0 bis 2 —I, genommen, gibt für daS
Volum des ganzen Kegels

k -r,

oder dieses Volum ist gleich dem Produkte der Fläche s- ?e der kreisför¬
migen Basis deö Kegels in den dritten Theil seiner Höhe l».
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Z. »y4. (Ällgcmcinc Cudatur der Körper.) Eö wurde be¬

reits oben (h. >36) bemerkt, daß die Projektion jedes Elements

NNN/lX/ (Fig. 42) einer Fläche in der Ebene x^ gleich dem Rechtecke

HR(^R/ tlxü)-

ist. Das vierseitige Prisma NNR<^, dessen Basis dieses Rechteck

und dessen Höbe die Ordinate oder R/^/ —2 ist, hat zu seinem

Volum das Produkt x.üxü)', und dieses Produkt kann daher anch als

das Element des Volums V deS Körpers selbst angesehen werden, so

daß man daher hat:
ÜV — 2clxä)';

welcher Ausdruck so wie der von ck-S, in tz. >3b, behandelt werden

muß. Man substituirt nämlich in ihm zuerst den Werth von s in x

und ^ aus der Gleichung der gegebenen Fläche, wodurch man für <l V

einen Ausdruck der Form

äV — k (x. 7) . ckxü)'

erhält. Nimmt man in diesem Ausdrucke zuerst die Größe ^ constant

und z.B. gleich —an, und integrirt bloß in Beziehung

auf x, so erhält man die Reihe oder die Summe aller der Prismen,

deren Grundfläche zwischen der mit cVX parallelen Geraden und

R/Ii" liegen, und welche von zwei) auf ^X senkrechten Ebene begränzt

werden, die zu den Werthen x-^a und x —»/ gehören. Diesen

Theil des gesuchten körperlichen Volums erhält man demnach durch daS

Integral

/xäx,

indem man dasselbe von x---a bis x —«/ nimmt, so daß also der ana¬

lytische Ausdruck dieses Integrals nur noch als eine Funktion der

Größe > erscheint. Um dann auch die andern Reihen der ähnlichen

Prismen zu erhalten, deren Grundflächen in dem noch unberücksichtig¬

ten Räume der Ebene x? liegen, wird man den für /sckx

durch die erste Integration erhaltenen endlichen Ausdruck mit ü)' mul-

tipliciren, und von dem so erhaltenen Produkte cl) ^2 ü x das Inte¬

gral in Beziehung auf > suchen.

Nimmt man dieses letzte Integral von 5—^ bis so er¬

hält man dadurch das Volum deS Körpers

V /Ü)'/2ÜX,

oder vielmehr denjenigen endlichen Theil dieses Volums, der zwischen

zwey auf ,^X senkrechten Ebenen, zu denen x —« und xgehört,
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und zwischen zwei) anderen auf senkrechten Ebenen, zu denen
7—/z und 7—^^ gehört, enthalten ist.

Man sieht, daß man die Ordnung dieser Integration auch um¬
kehren und zuerst in Beziehung auf 7, und dann in Beziehung auf x
integriren kau», wodurch mau erhält:

V — /<lx/-ä/.
Auch kann man sich die Elemente des Körpers als Prismen vor¬

stellen, die auf einer anderen der drey coordinirten Ebenen, z.B. auf
der Ebene der x? senkrecht stehen, und deren Grundflächen in dieser
Ebene Rechtecke des Ausdrucks clxck?, deren Höhe aber 7 ist, so daß
dann das gesuchte Volum des Körpers

V — /ü 2 st'7 (l X
auf analoge Weise bestimmt werden wird. Mit Rücksicht auf die an¬
gezeigte theilweise Integration endlich kau» man das Volum deö Kör¬
pers allgemein durch das dreyfache Jutegral

darstellen, vorausgesetzt, daß die Dichtigkeit der körperlichenMasse,
auS welcher der Körper besteht, in allen seine» Punkten dieselbe ist,
wo dann die in dem Körper enthaltene Quantität der Masse N dem
Volum V desselben proportiouirt seyn wird, Ist aber diese Dichtigkeit
deö Körpers veränderlich, so sey g die Dichtigkeit irgend eines Ele¬
ments cl V deS Körpers, wo also p irgend eine Funktion von x, 7
und 2 seyn wird. Da nun überhaupt bey jedem Körper die Masse des¬
selben sich verhält, wie daS Produkt der Dichtigkeit in daö Volum,
so wird, wenn ckN das entsprechende Element der Masse des Körpers
ist, ,

6N g. äV
seyn, und da c! V—cl X 67 c! 2 ist, so wird man für die gesuchte Masse
des Korpers den Ausdruck haben:

///püxcl7ö>2,
wo man für in allen ihren Theilen homogene Körper gleich einer
Constanten, ooer auch gleich der Einheit annehmen kann, so daß dann

///äxclpcl- ist.

Z, icpZ. (Anwendungdes vorhergehendenaut' die Äuget
und den Äeget.) Die Gleichung der Kugel des Halbmessers s ist

^ -ss 72 2-
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so daß man daher hat

V — ^st/^stx^/s^ —> x- —

Um das Integral /stx^/s-— X- —zu erhalten , muß 7 als

constant angenommen werden. Sey also a"— ^^2", so hat man

für dieses Integral

^ st X — x^ ^ x — X" -s- ^0/" si e. sin. -,

für die oben erwähnte Reihe der zwischen den Geraden (><^"und l^Il"

enthaltenen Prismen. Nimmt man diese Reihe von dem höchsten

Punkte der Kugel bis zu demjenigen, wo sie von der Eliene der xp

geschnitten wird, d.h. nimmt man das letzte Integral vonx —0 bis

x — s, so erhält man

/stx^/s/- X- ^ --- 5(-E — ?')

so daß daher das gesuchte Volum der Kugel seyn wird:

V ^ st / ^ st Xv/a " — x^ " ^ st ^ oder

V ^ (a'7 — i?'),

und dieß ist der Ausdruck für denjenigen Theil des körperlichen Inhalts

der Kugel, der über der Ebene x^ ans der Seite der positiven x und p,

und zwar zwischen der Ebene X2 und der mit ihr parallelen Ebene ent¬

halten ist, die von der Ebene der X2 um die Größe absteht. Setzt

man daher in dem so erhaltenen Integral die Größe 7 — 0, oder was

dasselbe ist, nimmt man dieses Integral von 7 — 0 bis / —s, so er¬

hält man für daS Volum des achten TheilS oder für das Volum eineö

Octauten der Kugel
V --

also auch für das Volum der ganzen Kugel wie zuvor.

I. Für den in h 18b betrachteten Kegel hat man

S^ sk> — 2)' k>' (x" -j-

^ ^ (a — /x" -s- ) l) ;

also auch für das Volum desselben

V ^ /clx/(a — ^/x^ -j- z,-) st7.

Man hat aber

/ (-> — ^x--s->-) st^ — SP — ^-s-7"^?X- IoF. (7-s-
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welches Integral, von bis 7 — /^— x- genommen, gibt:

-s^/s^ — — -x^ IoA.—— .

Das gesuchte Volum deö Kegels ist daher

V --- ^- /6x — x- — x- IoF. ^ ^ ^ ^ .
Das erste dieser Integrale ist

üX — x^ ^ s ^x — x^ -s- svo. sin. ^ ;
für das zweyte aber erhält man nach der Form /uüv-^uv—/väu
den Ausdruck

^ 1 . 2 ü x" I ? I ^ ch" ^ ^" — x^ , , x" ll X
^X-äx.IoA.—l— --5x-IoA.-^- !-?-> .

Endlich ist noch
x^ cl X . . . . X

I ^ — — - x -I- ^ ai o. sin. -.ck /->2 — x^ a

Nimmt man daher alles Vorhergehendezusammen, so erhält man
für das Volum des Kegels

V ---^bx^/e^ — x^-s-^s^Iz gro. sin.- — ^ ,» bs x

wenn V mit x zugleich verschwindet.Für x---s erhält man den vierte»

Theil des Kegels also auch den ganzen Kegel gleich wie
bekannt.

II. Suchen wir noch, in einem dritten Beyspiele, das Volum
des Körpers, der zwischen der coordinirten Ebene der x^, zwischen
der Fläche (des hyperbolischen Paraboloids) x? —02, und zwischen
einem Cylinder einhalten ist, dessen Basis ein Kreis deö Halbmessersr,
und dessen Are mit der Are der 2 parallel ist. Für diesen Körper geht
der allgemeineAusdruck V — //^ü^äx in folgenden über:

V //x^ä/üx.

Jntegrirt man diesen Ausdruck in Beziehung auf x von der be¬
stimmten Ordinate 7» bis zn der unbestimmten /, so hat man

^ -c.
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Ist nun (x—a)'^ (y — b)- —die Gleichung deS gegebenen

Cylinderö, so hat man, wenn man der Kürze wegen

? — p/r-- (x — s)' seht:

7^ I, —. 7 ^ I, -j- I? und 7^ — )' 4 lz . 1^.

Ferner ist auch/ für dieselben zwei) Gränzcn 7^ und 7 die Absciste
x<i —a — v und x^n-s-i', und daher

V — —- ^ — sx — o)! . x <1x.
e .1—r

Seht man x — 0 —vr, so wird dieser Ausdruck

V — ^ r " (a -s- !' I) z/' I — l," . <1r.

Allein eö ist

i z/l—t-.tüt — 0 und i V > —. ü t — ^?r,

so daß man daher für das gefachte Volum hat!

e

Z. 196. (Cubatur der Körper überhaupt.) Wendet man auf
die Cubatur der Flächen die oben (H. --8-) für die Complanation der¬

selben gegebene Methode an, so wird man, indem man >0 — 2 seht,
für den allgemeinen AnSdrnck dcS Volnmö erhallen:

^ ^

Für das Sphäroid mit drei) Aren, dessen Gleichung ist

ist schon daselbst der Werth von
? ob, s!n. cos.

gegeben worden, so daß mau daher für dieses Sphäroid hat:

V — a 1>0 x cl sin. cos.2

Jntegrirt man diesen Ausdruck zuerst in Beziehung auf9, so hat
man

V — — -falzo^clis, cos.2 p, oder
V — e. gl, c. ^> . cos^. p.

Nimmt man dieses Integral von 9 — 0 bis so erhalt
man

Littrow'S ZUN. z. höh. Math. 24
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V — s al, e . if,

und nimmt man diesen Ausdruck von i/> —o bis ^ — 2^, so hat'man

für daö gesuchte Volum deö Sphäroids

V — ^ ado . ?r,

wie schon zuvor (§. Igst) erhalten wurde.

Z. 197. (Allgeinciile Cllbatnr durch Palarcoordinatcn.)

Sey lVl (Fig 5s) ei» Punkt deS Körpers, und 0 der Anfang der recht¬

winkligen Coordinaten x, !«. Ist dann OSl — i- die Entfernung

dieses Punktes Äl von 0, und ist lVIOX —g der Winkel deö RadiuS

Vectors v mit der Are der positiven x, und ist ^ die Neigung der Ebene

N0X gegen die coordinirte Ebene der x/, oder überhaupt gegen eine

durch die Are X X willkürlich gelegte fire Ebene, so hat mau (Einlest.

§. >2, III.)

X ^ v 005. 6, ---! r ein. g 005. und ^ r sin. g sin. 1^.

Man verlängere die Gerade 0M bis zu einem andern Punkte irr

deS Körpers, und setze 0m —rN Dann beschreibe man aus dem

Mittelpunkte 0 in der Ebene IVI0X oder mOX die zwey Kreisbogen

Äl X und m n, und bezeichne durch den Winkel X 0 X. Endlich

drehe man die Ebene dieses Winkels XOX um die Are 0X, und

nenne -f/ die Neigung dieser Ebene in ihrer neuen Lage mit jener firen

Ebene. Während dieser Bewegung wird der vierseitige Raum NmnX

einen Körper, eine abgestumpfte Pyramide Illc) beschreiben, dessen

Volum wir II nennen wollen.

Allein dieses Viereck lVlmnX har einen Flächeninhalt, der gleich

dem der Differenz der beyden Kreissectoren m0n undlllOX, also

gleich

k s (r-" - r-) (N - S) ^ s (r-> -s- v) (r/ - v) (g^ - g) ,

ist. Durch die erwähnte Drehung der Ebene X0X um die Are 0X

beschreibt aber auch jeder Punkt N dieses Vierecks einen Kreisbogen

N?, dessen Halbmesser das Loth l^IH von IVl auf die Are 0X ist, so

daß also dieser Kreisbogen AI I' ^ lk lVI. (ij,i — seyn wird. Nimmt

man dieses Viereck sehr klein an, so ist daö Volum deö so entstehenden

Elements II deS Körpers gleich

II k . ? N.

Es ist aber IIN —0N sin.NOX, oder H N —r sin. Ü, und
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daher kl? ——1/>) sin. g. Snbstituirt man diese Werths von
kl? und k in dem letzten Anödrucke von II, so erhalt man

II — 5 o (,./ (,,/ — i.) — g) zin. g.
Werden nun die drei) Dimensionendes Volums II unendlich klein,

oder setzt man
kl m — r'/ — r ---- 6o,

und eben so die Winkel

klon — g/— ö — ag und kl?? ^ ^6^,
so wird auch der Factor (r-z-sso) in 2 0 übergehen, und man wird für
das Volum II, d.h. für daS Element 6 V des Volums des gegebenen
Körpers

cl V — sin. g . 6i'6g6^>
erhalten.

Auf diese Weise wird daher daS Volum des Körpers in Elemente
zerlegt, deren jedes die Gestalt einer abgekürzten vierseitigen Pyramide
oder eineS rechtwinkligen Parallelepipeds hat, dessen drey Seiten sind:
erstens die Gerade kl-n —6>-, zweytenS der Kreisbogen Kldl-^o6g,
dessen Mittelpunkt O ist, und drittens der Kreisbogen

kl? — ? kl. 6 --- v sin. g . 6,

dessen Mittelpunkt der Fußpnnkt ? des Lothes ist, das von KI auf die
Axe 0 X herabgelassenwird.

I. Nennt man 6 3 die Fläche der Basis klkl?H der Pyramide,
so ist

63 kl dl. kl? --- r6g.?KI6^,
wo ?KI ^ r sin. 6, also auch

6 8 ^ sin. g . 6g 6^ ist.

Die Höhe dieser abgekürzten Pyramide aber ist KIm--6r, also
ist auch das Volum derselben, oder daS Volum des Elements deö ge¬
gebenen Körpers

6 V — 6v . 63 oder

6V — sin. g . 6o6g6^, wie zuvor.

II. Wäre aber Kldl?(^ 6^ das Element einer Kugelfläche,
deren Halbmesser Kl0—, ist, so hätte man

6c,i — kl? . KI dl, oder da
kl? --- 6i/> sin. g und kl dl 6 g ist,

6 sin, g . 6 g 6

24 *
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Ist dann das analoge Element einer Kngelfläche, deren

Halbmesser r ist, so hat man

clor : ll I : oder ll co/ r" cl ;

also ist auch daö Element lVl^ dcS körperlichen Volums

<l V cl r . cl 1ll r cl c^>,

oder wenn man den vorhergehenden Werth von 3 c^> snbstitnirt:

<1V — v" 8in. g . llvclgä^, wie zuvor.

g. igg. (Allgemeine Cnbutur der Körper dureh Verände¬

rung der banalsten,) Es gibt aber noch eine andere, allgemeine

Darstellung des Elements eines körperlichen VolumS, die mit der des

h. 187 analog ist, und von welcher das so eben (§. >97) angezeigte

Versahren nur ein besonderer Fall ist.

Sey der Ausdruck
IIclXckyll 2

gegeben, wo II eine Funktion von x, 7 und 2 bezeichnet. Man ver¬

wandle diesen Anödruck in einen ihm gleichbedeutenden, der aber von

drei) anderen veränderlichen Größen abhängt, die wir durch r, ? und it-

bezeichncn wollen.

Zu diesem Zwecke nehme man an:

ckx — ?ä^> -s- Ullu l

87 — I"llx -s- -s- H/äo ! . . . (I),

ll 2 — ll -s- -s-

wo ?, ((>... Funktionen von v, und ^ seyn sollen.

Da der gegebene Ausdruck st'st'ssll <1x <l 7 ll i? dreymal iutegrirt

werden soll, daö erste Mal z. B. in Beziehung auf x, wo also die

Größen 7 und 2 als constaut angesehen werden, oder wo ll7^cl^---o

gesetzt wird, so findet man den einsprechenden Werth von <lx durch die

drei) folgende» Gleichungen:

llx 7-1- -j- H6u,

0 — -ss- -s- II>(lo,

0 -s- -j-

Elimiuirt man aber aus diesen drei) Gleichungen die Größen llv

und -Ii), und setzt man der Kurze wegen

so erhält man
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und dieser Werth von rix dringt das Produkt üxe^cls ans die drey

variablen Größen ?, 7 und 2 zurück.

Uni weiter eben so c> 7 zu finden, wird man ck^-^cl? —o sehen,

wodurch die zwey lehten der Gleichungen (l) werden:

67 -s- cl r und o — (^^cl^ -j-

woraus man, durch Elimination von ckr, erhält:

cl'7 --

so daß man also hat:
. . ? cl c>(I 0, ,

und somit ist das Produkt üxcl^cl^ auf die drey veränderlichen Grö¬

ßen x, ->/-und 2 gebracht worden.

Um endlich noch cl? zu eliminiren, wird man cl — cl o sehen,

wodurch die lehte der Gleichungen (I) in folgende übergeht:

62 — IU/ür,

so daß man also hat:

clxcl^cls l'clrckscl^, oder

///v üxcl 7 cl ^ — ///bl 1' ckrä 5. ä,

in welchem lehten Ausdrucke die Größe v ebenfalls als eine Funktion

von r, ? und i/> zu betrachten ist.

Wählt man, um die Anwendung dieses allgemeinen Verfahrens

ans die Cubatur der Körper zu zeigen, die Größen r-, x, so, daß

man hat (Einl. 12, II.)

x — r sin. cos. ^,

7 r sin. sin. ^>,

?i — 0 cos.

so erhält man, wenn man diese drey Gleichungen nach r, 5- und ^

differentiirt:

? r cos. cos. ^,

c cos. sin. ^,

!>// — — zln.

Entwickelt man eben so die Größen und U, IU, U",

so findet man

ck — v- sin. «.
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Setzt man daher, für die Cubatur der Körper, IIso ist

der allgemeine Ausdruck deö Elements eincS körperlichen Volums

6 V — cl X ck)-<l i!, oder

6V — l'.cluü^cli/,, oder endlich

6V — r" sin. x.cluäxcl^, wie zuvor.

Hätte man aber die Winkel 9 und i/> so gewählt, daß man hat

(Einl. tz. >2, III.)

X — u 00s, §-,

^ — I' sin. cos. ^,
i! — r sin. sin.

so würde man ebenfalls II —1-2 sin. x, und daher auch

ü V — 0^ sin.

gefunden haben.

Z. >99. (Gl änzen des vorhei gehenden dregtaehen Inte¬

grals-) Um die Gräuzen zu bestimmen, zwischen welchen man die

drey auf einander folgenden Jutegrationen des Ausdrucks

c! V — >'2 sin. s . ckrü s cl ^

zu nehmen hat, wo die Winkel g und ->/>die in §. >97 angeführte Be¬

zeichnung haben, muß man zwey Fälle unterscheiden.

In dem ersten Falle soll der Aufaug 0 der Coordinateu innerhalb

dem Körper liegen, oder selbst einen Punkt des zu suchenden Volums

bilden- In diesem Falle wird mau zuerst in Beziehung auf r, und

zwar von —0 bis 1 — » integriren, wo » eine Funktion von 6 und

bezeichnet, die durch die bekannte Gleichung der Oberfläche, deren

Volum man sucht, gegeben ist. Wenn dieß geschehen ist, so wird man

von 6 —0 bis 6^57, und von 1/, —0 bis integriren, wobei)

die Ordnung, in welcher man diese beyden Integrationen vornimmt,

willkürlich ist.

I. Wenn aber der Anfangspunkt der Coordinateu oder der Pol

derselben außer dem Körper liegt, so wollen wir durch » und »/ zwey

gegebene Funktionen von ö und >/-, und durch ca und c.,/ zwey andere

Funktionen von und endlich durch « und zwey gegebene Winkel

bezeichnen und annehmen, daß man denjenigen Theil des körperlichen

Volumö sucht, der von zwey seiner Seiten zwischen zwey Oberflächen

enthalten ist, deren Gleichungen r---u und umsind; der auf der

anderen Seite von zwey conischen Oberflächen begränzt wird, die bcyde
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ihren Scheitel im Anfange der Coordinaten, und ihre gemeinschaftliche
Are in der Are der x haben, und deren Gleichungen sind g — c>, und
g —c>^, und der endlich zwischen zwey Ebenen enthalten ist, welche
durch diese gemeinschaftliche Are der Heyden Kegel gehen, und welche
die Winkel « und mit derjenigen streu Ebene bilden, von welcher
man die Winkel ^ zählt. Dieß vorausgesetzt, wird man zuerst in Be¬
ziehung aufr, und zwar von r--^n bis r —iutegriren, dann in
Beziehung auf ö von t> —01 bis ^ —0^, und endlich in Beziehung auf

von oc bis

Z. 200. (Änwcndung des Horhrrgclicndrn auk die Kugel.)
Nimmt man den Pol der Coordinaten im Mittelpunkte der Kugel, so
ist der Ausdruck /r^är von den Winkeln ö und ^ unabhängig , so daß
man, wenn man in Beziehung auf r von r---c> bis r —r integrirt,
sofort erhält:

V — ^r^^^sin. ö . cl g
Es ist aber /äg sin. g --- — 00s. g, oder wenn man dieses In¬

tegral von 6 —c> bis S —?r nimmt, /äs sin. g —2, also auch
V -- ^r-/-l^

und daher, wenn man das letzte Integral von ^-^0 bis 1/-—2^
nimmt, daS Volum der ganzen Kugel

V ?r^, wie zuvor.
l. Als Beyspiel zu H. igy, I. seyen für die zwey ersten daselbst

erwähnten Flächen zwey concentrische Kugeln gegeben, die ihren ge¬
meinschaftlichen Mittelpunkt im Anfange der Coordinaten haben, und
deren Halbmesser s und n/ sind. Seyen ferner die beyden a. a- O. er¬
wähnte» Kegel von kreisförmiger Basis, d.h. seyen die Winkel c>r und
co/ constant, so hat man, wenn man den Ausdruck

A V r^ sin. ö . <lrcl 6 cli^>
zuerst in Beziehung aufr integrirt, und daS Integral von r —a bis
r^gc nimmt:

^ — /r-clr — ^ — a^),
also auch

V sin. ö . 61/,.
Das Integral st<l 6 sin. g — oos. 6 von 6 — 0^ bis 0 —ge¬

nommen, ist gleich cos. — oos. 0,^, und das von äi/>, zwischen den
Gränzen a und ^ genommen, ist gleich —«, so daß mau also hat:
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V — ? — a) (cos. ca — cos, co^),

wo (Fig. 63) O l! 16 und clzck die Heyden Kegel, und wo die Winkel

?(31> — ^Lck — Qi, ? L13 — ^ (l 16 — sind. Legt man durch die

gemeinschaftliche ?lre L? der Heyden Kegel zwey Ebenen und

? LN, die mit der Ebene U L16 die Winkel 13 — « und 13 ? dl

bilden, so schneiden jene Kegel von der Kugelschaale, deren Dicke

->/ — a ist, ein ringförmiges Stück auö, von welchem der ans der ei¬

nen Seite durch die Figur Umdln begränzte Körper den für V gefun¬

denen Ausdruck zum Volum hat, so daß also

2) («" — a) (cos. ro — cos. co^)

ist. Wenn die Höhlung des erwähnten RingeS ganz verschwindet,

d.h. wenn der Ring in seiner Mitte ganz ausgefüllt wird, so ist <^ — 0.

Wird überdies auch s —0, so verwandelt sich dieser Ring in einen

sphärischen Seclor, von welchem der zu N dl m n gehörende Theil das
Volum

V ^a/2 (a ,—

hat. N immt m an « — 2^, —0 und ca^ —^.-r oder cos.ro/-o,

so hat man für das Volum der Halbkugel

V —wie zuvor.

§.201. Kubatur l>rr Körper nach Gnldilt's Nrgcl.) So

wie wir oben (§. 186) die Oberfläche S der Körper gefunden haben,

die durch Rotation einer Figur entstehen, deren Umfang « und Abstand

? des Schwerpunkts von der Rotationsare bekannt ist, eben so wird

auch in der Statik gezeigt, daß das Volum V eines so entstehenden

Körpers, wenn I? die Oberfläche der ebenen Figur, und? der senk¬

rechte Abstand deS SchwercpunktS dieser Fläche von der RotationSare

ist, gleich
V 2?r . ?I?

ist, so daß man also durch diese einfache Gleichung daö Volum aller

Rotationsflächen bestimmen kann, wenn die Fläche I? der erzeugenden

Figur, und der Schwerpunkt derselben schon bekannt ist.

?.x. Wenn sich eine Ellipse ^ k. 1! (Fig. 60), deren Halbaren a

und 1> sind, utti eine Gerade ?X dreht, die von dem Mittelpunkte der

Ellipse um die Größe (lU —c entfernt ist, so ist? —c und ib" —ab?-',

also auch das Volum des so entstehenden Körpers

V — 2-r . ??



welches auch die Neigung der einen oder der anderen Are der Ellipse
gegen die Rotationsare seyn mag.

Dreht sich daher ein Kreis des Halbmessers» um seine Tangente,
so ist in dem vorigen Ausdrucke a —l> —v, und daher das Volum des
so entstehenden Körpers

Dreht sich aber ein Halbkreis um seinen Durchmesser 2a, so ist
die bekannte Fläche des Halbkreises k' — 5 und wie die Statik

lehrt, X ^ ist auch das Volum des so entstehenden Körpers,

daS heißt, das Volum der Kugel
V — 2?

V — er, mie zuvor.
I. Ist 7-^kx die Gleichung der um die Are der X rotirenden

Curve, und sucht man das Volum des Körpers, der durch die Rota¬
tion eines Vogens dieser Curve entsteht, dessen Anfangspunkt die be¬
stimmten Ordinalen x„ und ^ hat, und der bis zu den unbestimmten
Ordinate» x^ fortgehl, so hat man, nach dem Vorhergehenden

V -5/(7--^)clx.
Wenn sich aber diese Curve nicht um die Are der x, sondern um

eine mit derselben parallele und von ihr um die Distanz Ii entfernte Are
dreht, so wird man für das Volum des so entstehenden Körpers
(wie oben H. >88, I.) haben:

^ -?^s(^-s-k>)2 — (^— l>)^ cl x oder
V -s- 2d-/(7-^) rix. '

Allein das Integral / (7— )'«)8x ist offenbar die ebene Fläche,
die zwischen der Curve 7 —kx, zwischen ihrer Abscissenare und zwischen
den bepden Gränzcoordinaten 7^ und 7 des um die Are der x rotirenden
Vogens dieser Curve eingeschlossen ist, und die wir oben (H. >67 u. f.)
durch? bezeichnet haben, so daß man hat:

V/ — V -I- 2 d ^
Wenn sich also eine Curve zuerst um irgend eine willkürliche Are

dreht, die in der Ebene dieser Curve liegt, und sie nicht schneidet,
und wenn sich dieselbe Curve dann um eine andere, mit jeuer parallele
und von ihr um die Distanz l> entfernte Are dreht, so ist die Differenz
der bepden so entstehenden Rotations-Volume gleich dem Produkte der
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Fläche l? jener Cnrve in die Peripherie eines Kreises, dessen Halbmes¬

ser gleich l? ist.

II. Läßt sich uberdieß diese Fläche I? — /i^x, durch eine der

?lre der X parallele lind von ihr NM l> entfernte gerade Linie, in zwei)

symmetrische Hälften theilen, so werden diese Theile zn den Gleichun¬

gen )? — !,-s-kx und — l» — kx gehören, und der Ausdruck

V — cl x wird in den folgenden übergehen:

V — -r/ s(b>-ss-k x)" — (t, — 5x)^äx oder V — 4b^//clx.

Eben so ist aber auch

? /sch kx) — (d — kx)7Zx ---- 2/7äx,

so daß man hat
V — 2b-? . k?.

Ist also eine Fläche I? durch irgend eine Axe in zwey symmetri¬

sche Hälften theilbar, so ist das Volum, das durch die Rotation dieser

Fläche um eine andere der vorigen parallele, abernicht durch dieseFläche

gehende Are entsteht, gleich dem Produkte dieser Fläche I? in die Peri¬

pherie des Kreises, dessen Halbmesser die Distanz jener beyden Aren ist.

Wenn sich z. B. die Ellipse x^-j-um eine an dem

Endpnnkte der kleinen Are 2 l> errichtete Tangente dreht, so ist die

Fläche der Ellipse ? — und daher das Volum des so entstehen¬

den Körpers
V — 2al)"?r2.

XXXIII.

Integration der Differentialgleichun¬
gen der ersten Ordnung und des ersten
Grades zwischen zwey veränderlichen

Größen.

Z. 202. (Sonderung der veränderlichen GröHen.) Wenn

in einer Differentialgleichung zwischen zwey oder mehr veränderlichen

Größen x, 5,. . . bloß die ersten Differentialieu äx, 67, äs, . . .

dieser Größen vorkommen, so ist diese Gleichung der ersten Ord-
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nuiig, und zwar des ersten, zweyten, dritten, . . . GradeS, wenn

diese Differentialien bloß in der ersten, zweyten, dritten Potenz vor¬

kommen. Enthält die gegebene Gleichung anch noch die zweyten Diffe¬

rentialien cl^x, 6-7, . . . dieser Größen, so ist sie eine Differential¬

gleichung der zweyten Ordnung und wieder des ersten, zweyten,

dritten GradeS, wenn diese zweyten Differentialien bloß in der ersten,

zweyten oder dritten Potenz in der Gleichung entHallen sind, u. s. f.

Wir wollen in diesem Abschnitte die Differentialgleichungen der ersten

Ordnung und des ersten Grades zwischen zwey veränderlichen Größen

näher untersuchen.

Eigentlich gehören alle bisher betrachteten Differentialausdrucke,

in welchen bloß zwey veränderliche Größen und die Differentialien der¬

selben in der ersten Potenz vorkommen, zu den Gleichungen der

ersten Ordnung und des ersten GradeS, da sie, wie wir gesehen haben,

sich sämmtlich ans die allgemeine Fo'rm Ü7 — Xclx zurückbringen las¬

sen , in welcher X irgend eine Funktion von x bezeichnet. Allein in den

Gleichungen dieser Art sind, wie ihr allgemeiner Ausdruck zeigt, die

zwey veränderlichen Größen x und 7 bereits gesondert, so daß auf

der einen Seite des Gleichheitszeichens nur die von x und auf der an¬

dern nur die von 7 abhängigen Größen stehen. DaS bisher Vorgetra¬

gene enthält die Vorschriften, solche abgesonderte Gleichungen zu in-

tegriren. Wir wollen daher auch in dem Folgenden annehmen, daß

man von jeder gegebenen Gleichung das Integral derselben finden kann,

sobald man durch irgend ein Verfahren dahin gekommen ist, die zwey

veränderlichen Größen in ihr zu trennen, oder sie auf eine geson¬

derte Gleichung zurück zu führen.

Allein diese Sondernng bietet oft große Schwierigkeiten dar, und

man kennt noch keine allgemeine Regel, sie zu Stande zu bringen.

Jede Differentialgleichung der ersten Ordnung und des ersten

GradeS zwischen zwey veränderlichen Größen x und 7 hat (tz. 5g) die

allgemeine Form

Nllx -j- X cl 7 0,

wo M sowohl als anch X eine Funktion von den Heyden Größen X und

7 ist. Die Sonderung derselben hat zum Zwecke, sie auf die Gestalt

Xäx -s- Xcl/ — o

zu bringen, wo X bloß eine Funktion von x, und X bloß eine Funktion

von 7 ist. Kann man sie auf diese Gestalt bringen, so hat man auch

sofort für das gesuchte Integral der Gleichung
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/Xclx st- /Xst? -- c,
wo sich dann daS Integral /Xclx sowohl als auch /Xcl/ nach den
bisher vorgetragenen Vorschriften angeben lassen wird.

Osler hat diese Sonderling keine Schwierigkeit. Wäre z. B. die
Gleichung ?üx — xc!^ — ci gegeben, so hat man sofort, wenn man
sie durch x/ dividirt:

ü X cl z-
x 7 ^

eine gesonderte Gleichung, deren Integral, nach dem Vorhergehen¬
den, ist

log. x .— log./ ----- log. d oder auch log. ^ — log. d,
so daß man daher für das gesuchte Integral derselben die Gleichung

- — c erhält.

Ist eben so Xäx — X >l— o gegeben, so hat man
ll X <kV
^

Ist XX^äx — XX^ äv, so ist auch
Xcl X Xa 7
^ x^

Ist endlich ^ XX, so hat man auch

Xäx ----- u. s. w.

§. so3. (Sondcrnng der variablen bei) homogenen Glei--
ohungcn.) Eine Differentialgleichungheißt homogen, wenn in ihr die
Summe der Potenzen der veränderlichen Größen in jedem Glieds der
Gleichung dieselbe ist. So sind

i , i i , ^ vsX- st- <1V-
xäx -s- --- o, xclx st- - — — o

" X -r- st-
homogeneGleichungen.

Bey GleichungendieserArt läßt sich die Sonderling der Variablen
x und 2 immer ausführen, wenn man ^ —X2 setzt. Denn dann
nehmen in der Gleichung IVI ü x st- X cl/— o die Größen l>l und dl
die Gestalt 21 x^ und ^x"> an, wo 21 und 2/ bloß Funktionen von 2
sind, und man erhält sonach, wenn man i» der gegebenen Gleichung
6)' gleich 2<lx -st- xcl-- setzt, und alle Glieder derselben durch x>" di-
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vidirt:
Zäx -s- 2I^s2äx X62) — o oder

-s- Z/2)(lx -s- 2^x«l2 ^ o,
also auch

ll X ^ «I7.— -l- — — c>,
x /. -j- />' 2

wo d-e veränderlichen Großen X und 2 gesondert sind.
Lx. I. Sey die Gleichung

x cl x -j- 787 — a 7 «l x
gege ben. Seht man in ihr 7 --- x 2 n nd 87 — 2 llx -f- x «l 2, so er¬
hält man sofort

«Ix 7 «I 7,
i — »2-^-2-

oder da
2 <12 I 2 7. «l 2 — !> «I 2 z cl 2

I !l 2 -j- 2- 2 !_> »2-1-2- ^ > i> 2 -j- 7
ist, so ist das gesuchte Integral der gegebenen Gleichnng

log.x -s- ^Iog.(> — »2-s- 2"-) -I- — L.

Das Integral - aber ist schon oben (tz. ,36) ge-^ ^ I — » 2 -1- 2-
geben worden. Für »>s hängt dieses Integral von den Logarith¬
men, und für s<2 von den Kreisbogen ab. Für s —2 endlich hat
man, nach H. >33:

Ü7. I
^.-22-1-2^ ^ (> — i'.)" > — 7/

und daher für diesen letzten Fall das gesuchte Integral

log. x -I- log. (> — 2) -s- —- — <3;

oder, wenn man den Werth von 2 — - wieder herstellt:

Iog.(x -7) -f- — — tl.

Da aber jede Größe » auch durch log. e" ausgedrücktwerden kann,
wenn log. 0 -- > ist, so kann das letzte Integral auch so geschrieben
werden:

log. (x —7) -j- Iog.o^> ^ log. (l,
oder endlich
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Ilx. II. Sei) die Gleichung

xcl^ — 7<Ix — ä x ^/x^ -^7^

gegeben. Setzt man 7 — X2, so findet man
cl x cl«

^ I -j-

also auch/ wenn man (nach h. ,37, I) integrirt:

log. x — log. (2 -j- ^2:^) log.L,

und wenn man den Werth von 2 wieder herstellt:

7 -s-— e oder —7 -s- ^/x,2-s-7-: e,
l/ X- -si >2

oder endlich

— 2(^7 0".

Z. 204. (Gleichung (u-j-mx-j-N).)cIx-s.(d-j-px-s-cs7)ä^--o).

Diese Gleichung kann homogen gemacht werde»/ wenn man

x ---- r -j- a und 7 — u -s- /Z

setzt. Dann erhalt man nämlich

(a -s- ma-fi-n/3 -s- mt -s- n u) 6 t

-s- (lz-^-pa-s-g/3-s-pv-s-gu)än — 0.

Da aber die Größen <x und ^ willkürlich sind/ so kann man sie so

annehmen/ daß man hat

g-^-m-x-s-n/3 — o und b-j-pa-s-g/3-^o.

Durch diese Annahme wird

dn — acr , . ap — bin
a — t. ^

mg — 11p mg — np

und die gegebene Gleichung geht in folgende über:^

(m t-s-nu)3t -s- (pr-s-gu)llu 0,

die in Beziehung auf r und u homogen ist/ und daher/ nach §. 170,

integrirt werden kann.

I. Ist mg — ng, so werden die Werths von n und /Z unendlich

groß. Allein dann ist px -s- g? — ^(wx -j- n?), und die gege¬

bene Gleichung geht in die folgende über-

aclx -s- bä 7 (m x -j- n 7) ^6 x -s- - -l^ --- 0.

Setzt man in ihr MX -j- 117 --! 2, so erhält man
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(Km -I- p Ii) ä ?I
klx -s- - —

s IN n — d IN- -j- (in n — (> in) ü-

und von dieser Gleichung kann das zweyte Glied nach h. >33, II inte-

grirt werden. Für mn — pm — o endlich hat man

. , (bin n?.)il ?. . .
äx -—i— o, also auch' » IN n n IN-

bin?, ^n?.-
a in n — b in?

Z. 205. (Gleichttttg 's-X^äx, — x^ äx). In dieser

Gleichung, in welcher X und X> bloße Funktionen von x bezeichnen,

kann man die veränderlichen Größen sondern, wenn man

7 X"2, also auch 67 ---- 2äX" -s» X^Ü2

setzt, wo X" wieder eine Funktion von x ausdrückt. Durch diese Sub¬

stitution geht nämlich die gegebene Gleichung in folgende über:

2.ÜX" -s- X"Ü2 -s- XX^2Üx X/Üx.

Da aber X" eine unbestimmte Funktion von x bezeichnet, so kann

man sie so nehmen, daß der Ausdruck

X"Ü2 -j- XX"i-üx ---- o

wird , wod urch man also auch 2ÜX"— X><Ix — c> erhält.

Die erste dieser Gleichungen, durch X"2 dividirt, gibt

— -s- Xäx — o oder IoZ. 2 -s- /Xäx — (3,

oder endlich
2 (3 .

Mit diesem Werthe von 2 gibt dann die zweyte jener Gleichungen

üX" ^ ^ . X^ <1 x oder

X" . X^äx -j- O.

Da aber 7 — X^>2 und 2 — e . war, so ist auch daö

gesuchte Integral der gegebenen Gleichung

^ ^ ^^ X^clx -s- <3^s.

Lx. I. Für die Gleichung 67 -s- 7 ä x — x-äx ist

X — i und X/ --- x^,



also /XÜX----X, und daher
v --- ^ . ü x -I- Lst.

ES ist aber
st x^ . üX ^ o" sx- — 2 X -si- 2),

also ist auch
L . ^ -s- x" — 2 x st- 2.

ülx. II. Für die Gleichung si—x^) <1/-s-x^üx — säx hat man
X^ —?—7, st'X äx — log. >/-—X

also auch

woraus man daö gesnchte Integral erhält
^ — n X -s- L . V l—

IZx. Iis. Für die Gleichung cl)^ -st- ^ ^ ^ -ü X — hat man

X ^ und X> --- -,X- X
also auch

/Xüx ^ IVA. X — ^ und

demnach das gesuchte Integral

x.u sowie o
—/Xä. > 7

A. 20b. (Ncdnctioil der drci)glicdngcn Glcichungcil der
elfftcil Gl'riNUNZ.) Wenn eine gegebene Differentialgleichungder er¬
sten Ordnung nur zwei) Glieder hat, so ist die Sonderung derselben
immer sehr leicht. Denn hat man

/3 . US 2'' ü 2 w . u° 2^ cl u,

welches die allgemeinste Form einer zweigliedrigenGleichung der ersten
Ordnung ist, so hat man auch sofort

/3 . cl 2 — a . u°^S ll u,
wo die Veränderlichen schon gesondert sind.

Nicht so verhält es sich mit den dreigliedrigen Gleichungen, de¬
ren allgemeine Form

. ul 2^ ü 2 -st-- /3 . US 2^ cl u ac . u° 2^ ü u

ist. Wir wollen suchen, sie ans ihre einfachste Gestalt zurück zu führen.
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Dividirt man alle Glieder derselben durch 7>r'2^, ^ erhalt man

(->).
2''^^Ü2 -l- - . - . u°-^'cln . .

7 7
ES sei) nun

lind rw^'clu — 6 x

so hat man
Ii — t ^ i A — i -i- I-'

und 7 — 2^^^^'.
Differentiirt man diese Werths von x und 7, und substituirt die

so erhaltenen Ausdrücke von 6u und 62 in der Gleichung (c>), so er¬
hält man, wenn man der Kürze wegen

^ ^ (Ii — c g- ,)« ^ ^ (k — k st- .) ,?
ich- i)7^

0 — (? I, — kin — -—II n —
8 - . -i- > ' Ic - t st- .

gesetzt hat, sür die gesuchte einfachste Form der gegebenendreygliedri-
gen Gleichung:

Ü7 -s- l)7"clx — ax^üx . . . (^c).

Konnte man die letzte Gleichung für alle Werths von m und n
integriren, so würde dadurch auch die Integration aller dreigliedrigen
Gleichungender ersten Ordnung gegeben sepn. Da aber dieß unmög¬
lich ist, so bleibt nur noch übrig, einige der einfachstenFälle dieser
Gleichung besonders zu betrachten.

Z. 207. (Gleichung cl^ d)^clx — NX" rix). Setzt man
in der Gleichung (^.) die Größe n—2, so erhält man die vorstehende,
welche die Riccatische Gleichung heißt, weil Riccati sie zuerst behan¬
delt hat.

I. Der einfachste Fall ist der für m —0. Dann ist

67 -st- li 7- cl X ^ a cl x,

woraus sofort folgt
, ^7

-> — V 7-'
und davon ist das Integral (nach h. >3b)

' , e/o st- 7 v'Nx — - ^ lo". -— - .
2 l/» b ° - 7

II. Setzt man in der Riccatischen Gleichung 7 — 2>', so er¬
hält man

Littrow's Änl. z. höh. Math.
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N2^'Ü2 -fi 1,2^<Z x — gx'"clx,

uild dieser Ausdruck wird homogen seyn, weun ll — > — 2ll — m,

das heißt, wenn ll ——> und in — — 2 ist.

Der zweyte einfache Fall der Riccatischen Gleichung ist also für
in — — 2 :

. , , . !> s X
67 -fi ;

und da diese Gleichung homogen wird, wenn man I ^ seht, so läßt

sie sich auch integriren.

III. Seht man in der Riccatischen Gleichung 7 -fi so

findet man

62 -fi —— ll x — sx^^-llx . . . (s),

und dieser Ausdruck wird homogen, wenn in— —2 ist, wie zuvor, so

wie er sich auch sondern läßt, wenn in — — 4 ist, denn dann hat man

„ .rix ^ üx, s /,
62 -s- (02- — g)— n oder — -s-- — 0.

^ ^ ^ x^ X- ' b 2- — n

IV. Setzt man in der Gleichung (g) die Größe

2 — — und — xi,
7

so findet man

Ü7^ -I -7^ckx^— 7. (x^)
^ ^ in 4. Z 1» 4. Z ^ ^ '

oder, wenn man d.er Kürze wegen

-i , , ti IN A- 4
—--- ——- — und — setzt:IN 4- 0 III 6 IN s ^ ^

87^ -fi Iz7/"üx> — s^x^^cl x^;

ein der Riccatischen Gleichung ganz ähnlicher Ausdruck, deu man also,

nach III-, wieder sondern kann, wenn man 7/ —— fitzt,

und wenn die Größe m/ — — 4 ist.

Fände diese letzte Bedingung nicht Statt, so wird man in der so

nach 2^ trausformirteu Gleichung wieder

2^ ^ und — X",

und neuerdings zur Abkürzung
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»' , , K' m'-t»4
-n- k>^, — D—

in' -p Ä in' -j- 6 in' Z- 3

setze», wodurch uian zu der Gleichung gelangt:

^ --- a^x"^"clx^;

und da auch diese wieder der Riccatischen ähnlich ist, so wird sie sich

sondern lassen, wenn -n"^-— 4 ist.

Setzt man dieses Verfahren fort, so findet man, daß sich die

Riccansche Gleichung sondern läßt, so oft

in-j--j ni'g-^ . >n"Z-4 »
m, oder oder - —m", oder ---m^"u. f.

»>-j-3 IN-j-3 in"-j-3

gleich der Zahl —4 ist, das heißt, sie läßt sich sondern, wenn in eine

der folgenden Zahlen ist:
t s I, Is x
?, — 5-/ — ^ f.,

also überhaupt, wenn
4^

M ^-2
2lV — I

ist, wo vl jede ganze positive Zahl bezeichnet, vi —c, und N —ov mit

eingeschlossen, wovon die erste und die zweyte m — — 2 gibt.

V. Man kann aber auch in der gegebenen Gleichung x ^

und x/ setzen, wodurch man, wenn der Kürze wegen

S.K IN
d^, — und in^

III Z- I IN -p l IN

genommen wird, erhält:

x^'»'ll x^.

Da dieß wieder die Form der Riccatischen Gleichung ist, so wird

man mit ihr, wie zuvor, verfahren können. Wenn man nämlich in ihr

^ I , s'
^ d'x'

setzt, so wird man finden, daß die Riccatische Gleichung sich in allen

den Fällen sondern läßt, wo die Zahl - ist, wo also

in 4 n ^ 4 «loder wo in —
IN Z- I 2 ^1 — I 2 I

ist, das heißt, wo

in — — 4, —-
« ° >. -L.

26
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g. 20g. (Äntlnchung des integrirciidcn Factors). Wir

haben bereits oben (tz. st>) bemerkt, daß man in den Differentialglei¬

chungen, durch Cvmbination derselben mit ihrer ursprüngliche» Glei¬

chung, eine constante Größe eliminiren kann. Ist nun die ursprüng¬

liche Gleichung von der Form k(x, 7) — L, so daß die Constante tl

von den veränderlichen Größen x und 7 getrennt erscheint, so wird daS

Differential derselben ein vollständiges Differential seyn, und da¬

her nach dem, was Cap. XXVIl., h. >l>3 gesagt worden ist, integrirt
werden können.

Hat man z. B. x cl 7 -s- 7 cl x — 0, so ist dieser Ausdruck ein

vollständiges Differential, wie er denn auch in derThat durch die Dif¬

ferentiation der Gleichung X7 — <3 entstanden ist, daher auch die letzte

Gleichung das Integral der ersten ist.

Enthält aber die ursprüngliche Gleichung jene Constante als ei¬

nen Factor der veränderlichen Größe x oder 7, so wird diejenige Dif¬

ferentialgleichung, in welcher man den Werth jener Constante aus der

ursprünglichen Gleichung substituirt hat, kein vollständiges Differential

mehr sepn, und daher auch nicht unmittelbar integrirt werden können.

Hat man z. V. die Gleichung 7 — ax — 0, so ist das Diffe¬

rential derselben «7 — näx — 0, also auch, wenn man s eliminirt!

xc>7 — 7 cl x — c»,

und dieses Differential ist nicht vollständig oder unmittelbar nicht in-

tegrabel. In der That wird auch die oben (tz. SkZ) gegebene Bedin¬

gungsgleichung — ^^7/) der Jntegrabilität nicht erfüllt, da

hier ? — — 7, H — x, also

Allein wenn man in der erwähnten ursprünglichen Gleichung die

Größe -> isolirt, so daß man hat

X
so erhält man durch Differentiation

X ü )' — 7 c! X

und dieß ist allerdings ein vollständiges Differential, da hier

<
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Man sieht daraus, daß die Jntegrabilität einer gegebenen Glei¬

chung, wenn sie nicht schon an sich ein vollständiges Differential ist,

an die Wiederherstellung eines verloren gegangenen Factors, der in

unserm Beyspiele ^ ist, gebunden ist.

Es sey nun die gegebene Differentialgleichung

? <l x -s- (^67 c>,

wo? und Funktionen von x und 7 bezeichnen. Nehmen wir an,

daß diese Gleichung kein vollständiges Differential sey, daß sie aber

durch den Factor 2 dazu gemacht werden kann. Da sonach

?2tlx -s- (^267 — 0

ein vollständiges Differential ist, so muß man, nach SL, die Bedin-

gungsgleichuug haben:

oder wenn man die Entwicklung derselben vornimmt:

I ^ ( ) -s- ^ ,
<17 87 cl x cl x

oder endlich

cl ^ ä 2 , /cl V 'l 0 X

Könnte man nun aus dieser Gleichung den Werth von 6 in x und

)- ableiten, so würde man dadurch auch jede gegebene Differentialglei¬

chung der ersten Ordnung zu einer vollständigen Differentialgleichung

machen, und sie daher nach Cap. XXVII., h. »l>8 integriren können.

Allein meistens ist diese Bestimmung des Werthes von 2 aus der Glei¬

chung sX) sehr schwer, wo nicht unmöglich, da 2 im Allgemeinen von

den beyden veränderlichen Größen x und 7 abhängt.

I. In denjenigen Fällen aber, wo 2 nur eine jener beyden Ver¬

änderlichen, z. B. x, enthält, ist es leicht, den Werth dieses Factors

2 durch die Gleichung zu bestimmen.

Dann ist nämlich

U?. /<1I? clOx
? ^ ff 2 i ^ ^ I " n
X ll X v>> 7 cl X /

oder

<1/. U x />! i ' ' s! <.>X

?. ^ V 7 äx ^

so daß also auch die Größe
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i /<n> clYX
clx^/

eine Funktion von x seyn wird, die wir durch X bezeichnen wollen.
Man hat also in diesem Falle

lag.? ^jXclx oder 2

II. Sollte 2 nur eine Funktion der Größe 7 seyn, so würde man
eben so erhalten

X ^ und 2 -1-? V^lt x ll ) /
Ilx. I. Für X87 — vüx —0 hat man p — — 7, <^----x,

also wenn 2 nur eine Funktion von x ist, X — — und daher

log. 2 ^X 8 x — log. x^ -s- log. L oder 2---—,
wie zuvor.

ülx. II. Für 8 X -s- (a 8 X -s- 2 8 7 8 7) 1 -j- x^ 0 hat man

? l ff- s l -j- X? , <^---287 l ff- x^ ,
also auch, wenn 2 bloß von x abhängen kann:

X ^— und fiX8x — — log. ^/>ff-x^,
I ff- X- ^ ^ >

also auch 2 — '
ff-x-

Multiplicirt man also die gegebene Gleichung durch diesen Factor,
so erhält man

— — ff- s8x ff- 28787 — 0,
-l-x-

von welcher daö gesuchte Integral ist

sx ff- 8 7- ff- log. sx ff- v/ - ff- x-^ — c.
Man kann noch bemerken, daß sich der Jntegrationsfactor bey

homogenen Gleichungen immer leicht finden läßt, was aber ohne großen
Nutzen für die Anwendung ist, da man die homogenen Gleichungen
(nach h. >70) sondern, und daher, auch ohne jenen Factor zu kennen,
integriren kann. Ist endlich dieser Factor gefunden, oder ist die gege-
bene Gleichung schon an sich der Bedingung der Jntegrabilität entspre¬
chend, so wird man ihr Integral nach dem oben (§. -83) mitgetheil-
tcn Verfahren bestimmen können, da in diesem Falle der gegebene Aus¬
druck ein vollständiges Differential ist.

Merkwürdiger ist es, daß zweigliedrige, bereits gesonderte Glci-
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chungen, deren jedes Glied ein transcendenteS Integral hat, für ihr
gemeinschaftliches Integral zuweilen einen algebraischen Ausdruck er¬
halten. So gibt die Gleichung

<1X <17
X.2 ^2

wenn man sie Glied für Glied integrirt:
X . V ^SIV. SIN. sro. SIN. -s u

?lllein wenn man die erste Gleichung durch x) multixlicirt, so
hat man

XX 7 lk V
7 - . ^ x . ' / — 0.

Setzt man nun in der Gleichung (H. >63) /uü,- — u»- —
zuerst
u—7 und — — , und dann U---X und t!>- ^^—,

/11- —X". >/u-—7-
fo erhält man

— 7V^— x- -s- ^'87^/s^— x-
— — xx/a" — 7^ -s- ^ilx^/u-— 7^ -s- (!;

oder, da nach der gegebenen Gleichung — x- ---/6x^/s^ — 7'
-st-

7^/c>2 — — x^/u' — 7^ — k-
fü r das gesuchte algebraische Integral der Gleichung

8xx/a^ — 72 — 67^/11- — x".
Diese Bemerkung hat die erste Veranlassung zu der Theorie der ellipti¬
schen Funktionen gegeben, welche wir in dem zweyten Theile dieser
Schrift näher betrachten werden. Hier wollen wir nur bemerken,daß
die zwey einfachsten und anwendbarsten dieser elliptischen Funktionen
folgende sind:

b - Ü) — /cl ^/r — a^sin.^ lmtz

?.(?, ö) ^ s- ,^ r- I — a- SIN.-
wo -x-^sin.g der Modul, und x die Amplitude der elliptischen
Funktion heißt. Hat man bereits Tafeln berechnet, die den Werth von
k . (?, 6) und I? . (?, 6) für jeden Werth von x und g geben, so wird
man diese beyden Integrale als gegeben ansehen, wie man die Aus-



drücke sin. X, arc. sin.x, loA. X II. f. als gegeben ansieht, weil die

Tafeln für diefe Größen bereits berechnet sind Solche Tafeln für jene

beyden Fnnktionen findet man in lLxorcices clo Oslo. in-

tvAial. Vol. III.

Kann man aber diese Fnnktionen als bereits bekannt ansehen, so

sind dadurch nicht bloß mehrere der bereits oben vorgekommenen Jnte-

gralien gegeben, wie z. B. die für die Nectification der Ellipse und Hy¬

perbel (tz. 17b und >7'), sondern man kann auch eine große Anzahl

anderer, sehr allgemeiner Ausdrücke auf jene zwey Funktionen zurück¬

führen, unter welchen ich hier nur daS Integral erwähne

X6x

,a P I,x g- cx- -j- .
eine rationale gebrochene Funk-wo X

a" -j- d^x -p- c'x? -P.

tion von X ist. M. f. I-SALneti-ö a. a. O. Vol. I. und ^our.

nal. Vol. X. p>. 280.

XXXIV.
Integration der Differentialgleichungen
der ersten Ordnung und des zweyten
Gradeö zwischen zwey veränderlichen

Gros; e n.

§. 20g. (Strich lmgcn der ^fform et^"ch?ä^ctx-f-()ctx'^().)

Nach der oben (§. ibg) aufgestellten Erklärung sind die Differential¬

gleichungen der ersten Ordnung und des zweyten Grades solche, welche

nur die ersten Differentiationen der veränderlichen Größe und zwar in

ihrer ersten und zweyten Potenz enthalten.

Ihre allgemeine Form ist

-f- oü^clx -j- l^clx- — 0 . . . (V),

oder, wenn man durch cl x^ dividirt
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Löst man diese quadratische Gleichung in Beziehung auf die

Größe auf, und bezeichnet man durch r und o ihre Wurzeln,

so hat mau
ll V . ll V

t — 0 und -j ^ — 0,
ll X <t X

und diese beyden Gleichungen lassen sich, als Differentialgleichungen
der ersten Ordnung und deö ersten Grades, »ach dem vorhergehenden
Kap. XXIX. integriren. Sind also KI — 0 und X 0 die Inte¬
grale der beyden letzten Gleichungen, so wird auch daö gesuchte Jute¬
gral der Gleichung (t^) entweder N — 0, oder X — 0, oder auch
daö Produkt NX 0 seyn, da die Gleichung (^) der folgenden

gleichgeltend ist, welcher alle jene endlichen Gleichungen genug thun,
die einen oder die beyde dieser Faktoren auf Null bringen,

lilx. I. Ist die Gleichung

ll/" — s"llx^ ^ 0

gegeben, so zerlegt sie sich in die zwey Faktoren

ll)' -s- sllx — 0 und ll/ — nllx 0,

deren Integrale sind

/ -j- NX — O und / — ax — O9

und jede dieser zwey Gleichungen ist also auch daö Integral der gege¬
benen Gleichung, so wie auch ihr Produkt

-s. ax —- (l) (7 — sx — O) 0,

denn wenn man die letzte Gleichung differentiirt, so erhält man

(/ -s- NX — L) (ll/ — allx) -j- (/ — nx — O) (ll/ -s- nll x) — 0,

und wenn man hierin die Werthe von

/ — L — sx und / — -j- nx

substituirt, so hat man wieder

ll/ —— allx und ll/"-s-sllx,
wie zuvor.

Macht man ll/ — mllx, wovon das Integral / — mx -j- (l
ist, so geht die oben gegebene Gleichung ll/^ — ellllx" --- 0 in fol¬
gende über
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Eliminirt man aber die Größe m zwischen den beyden Gleichun¬
gen ^ — mx -ff L und — a- ^ o, so erhält man

(/ 6)' — o,
und auch diese Gleichung ist als ein Integral der gegebenen Gleichung
<1)-" — »2 ä x---- g anzusehen, so wie daS vorhergehende Produkt

-ff ax — (!) (x — sx — L) ^ o, obschon jene nur eine, und
diese zwei) Constanten enthält. Beyde Gleichungen drucken nämlich
das System von zwey geraden Linien auS, die gegen die Are der x
im entgegengesetzten Sinne geneigt stnd.

A. ?.,o. (Glclrl)tlngcll der Form
c)^" ff- ?cl^"^'clx ff- ff-... ff- ffVI^clx"-' -ff Dclx" 0.)
Auch solche Gleichungen lassen sich, wie die in §. >76, behandeln,
wenn man ihnen die Gestalt gibt

V ^ ^
und wenn man sie in Beziehung auf die Größe anflößt. Sind

nämlich dann r, tff t"... die Wurzeln dieser Gleichung, so erhält
man

t — 0.

Sind nun VI --- 0, N — 0, ? — 0 ... die Integrale der letz¬
ten einfachen Differentialgleichungen, so sind sie auch zugleich die In¬
tegrale der gegebenenGleichung, sie sowohl, als auch das Produkt
VI VI 0 oder VIN? --- 0 u. f. Sind endlich die Faktoren I>, <^,
II... constante Größen, so ist auch x eine constante Größe,

Substituirt man diesen Werthalso ? — xx -ffC und r, — -—
X

^ V
von i? statt — in der gegebenen Gleichung, so erhält man sofort das

gesuchte Integral derselben,
üx. Ist die Gleichung

cl/5 -s- clx^ c> zff -ff 1 0

gegeben, so hat man für die Wurzeln dieser Gleichung
l> — — '/ 1' — ?ff-^^ — 3 und ? — ff — ^ y/ — 3,
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also sind auch die Integrale der gegebenen Gleichung

/ — x -s- L oder / ^ — Z) -h. oder

^ 3) c",

oder auch das Produkt aus je zweyen oder endlich das Produkt aus

allen dreyen dieser Gleichungen.

H. sii. (öeümdci't ^ä!1e.) Wenn die gegebene Differential¬

gleichung außer ^ nur eine der zwey Variablen, z. B. x, enthält,
v

und leichter in Beziehung auf x, als auf — aufzulösen ist, so kann

man so verfahren.

Man suche zuerst aus der gegebenen Gleichung den Werth von x,
V

den wir durch X bezeichnen wolle». Setzt man dann x oder

öl/ p elx, also auch

/ --- xx — /xäp -I- c,

so h at mau sofort, wenn man X --- X setzt,

/ --- Xx — /XZx -j- c.

Eliminirt man dann x zwischen dieser und der ersten gegebenen

Gleichung, so erhält man eine endliche Gleichung zwischen x und /,

die das gesuchte Integral der gegebenen Gleichung ist.

Lx. Ist xclx -s- »3/ ---- d v/äx2-j-ä/2 gegeben, so hat

man

x -s- azi l>

also auch

X — — gx -s- I, > 4-

und daher der vorhergehende Werth von /

^ ^ /clx ^4-?' 4^

I. Wenn die gegebene Gleichung zwar beyde Variable, allein

eine von ihnen, z. B. /, nur in der ersten Potenz enthält, so nehme

man von ihr de» Werth von / in x und 1?, wodurch mau erhält

Z/ — ^»llx — Nllx-s^l^3z, oder

sN — zi^llx -j- dl ll p — <z.
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Kann man nun die letzte Gleichung integriren, so erhält man
dadurch eine Gleichung zwischen x und x. Eliminirt man dann aus
dieser und aus der gegebenen Gleichung die Größe x, so hat man daö
gesuchte Integral der gegebenen Gleichung.

Lx. Ist ^ äX — Xä ^ ^ a >/cI x^ ^ff cl gegeben, so hat
man

^ x 5 -s- a >/1 -s- x"-.

Daö Differential dieser Gleichung ist, wenn man <l^ —g>äx
setzt,

xclx -s-

Diese Gleichung zerfällt in die beyden Faktoren

ölz, ^ c> und x -s ^— --- o.

Der erste Faktor gibt p — c. Substituirt man diesen Werth
von x in der gegebenen Gleichung

7 — ? X -s- a v/ r -ff!>',

so hat man für daö gesuchte Integral derselben

^---Lx-ffa ^i-ffL^.

X
Der zweyte Faktor gibt ^^ ,

und daher, wenn man in der gegebenen Gleichung substituirt,

x- -ff

welche Gleichung keine willkürliche Constante enthält, und auch auf
keine Weise in dem vorhergehenden Integrale

^ — (lx -ff a 1 -ff

enthalten ist, und welche daher als eine besondere Auflösung
der gegebenen Differentialgleichung angesehen werden muß.

II. Hier folgen noch einige hierher gehörende Beyspiele mit ihren
Auflösungen, deren Ableitung man in Enler'S Differentialrechnung,
1'uvt. l. Lc-ot.III,, nachsehen kann.

(^) ... )> ä x — x v/<Ix--ff ä— o gibt zum Integral
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log.x — c 4^ -7 log. f/i4-— 7 r /> V?' ? !>',

wo zwischen beydcn Gleichungen die Größe o — ^ climinirt wird.cl x

(B) ... ^äx — xä/ --- rix z/clx^-j-ä^ gibt eben so

y 4 x -I- xä 7
(C) ... — /äx^ -f- 67^ gibt zum Integral

^2x7

(/x -f- ^ c . (/x — /7)^' .

Da das Element des Vogens einer Curoe äs — ^/äx'-s-ä^-

ist, nnd da man eben so hat

1 , Z'äx 4- xä7
a . ^2x7 ^

^2x7

so ist das gefundene Integral die Gleichung einer Cnrve zwischen den

rechtwinkligen Coordinaten x, 7, für welche der Bogen 8^:^/2x7 ist.

(I)) ... rxlx -j- ^67 — z/äx'-f-cl)-- gibt zum Integral

(l>"—1) 7 V alrx -f. x — d" — » ---- L,

also die Gleichung einer geraden Linie, für welche der Bogen

8 ^ ax g- l>7 ist.

XXXV.

Besondere Auflösungen der Differential-
gleich u n g e n.

g. 212. (Erklärunci der l'tlondrrcn iRuttösling.) Wir

haben so eben unter den Beyspielen des H. >7!) de» Fall angetroffen,

wo eine gegebene Differentialgleichung, nebst ihrem gewöhnlichen un¬

bestimmten Integrale mit der willkürlichen Constante desselben, noch

ein anderes Integral enthalt, welches keine willkürliche Constante mit

sich führt und auch in jenem unbestimmten Integrale nicht enthalten ist,
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demnngeachtetaber, wenn man sie diffcrentiirt, die gegebene Differen¬
tialgleichung wieder erzeugt. Selche Integrale nennt man beson¬
dere Auflösungen der zu ihnen gehörenden Differentialglei¬
chungen.

Die gegebene Gleichung war

)5clx — xcl^ a p^ck x^-j-ck )^,

und für sie wurde daö unbestimmte Jutegral ^ — (lx -s- g ^/, -j-L-
mit ihrer willkürlichenConstaute L, so wie auch die besondere Auf¬
lösung 7 — /a-— x^ gefunden, welche keine neue Constaute enthält
und durch keine Annahme von e mit jenem Integrale identisch ge¬
macht werden kann, obschou beyde endliche Ausdrücke von ^ der gege¬
benen Differentialgleichung entsprechen. Denn wenn man in dieser
Differentialgleichung — Lx-f-sp/i-f-O und (läx, oder

— X cl X
wenn man in ihr ^/a-—x^ und 67 --- . substituirt, sokl"
wird, in bepden Fällen, der gegebenenDifferentialgleichung genug
gethan.

Eben so verhält es sich mit der Differentialgleichung

ü)^ — xüxck^ -f- ^clx^ — 0.

Denn sucht man aus ihr den Werth von

V/x- — 47
so findet man, da

cl)' X 1/x» —— —! AA oder
<1X 2

X ll X 2 cl )5
-s- clx — 0,

x rl x — 2 <l ^ — /x^ — 4)5
V/x2 - 4)5

ist, das unbestimmte Integral der vorgelegten Gleichung

— 4)5-^-x^-<ü — 0 oder 4 )5 -s- 2 L x -s- c>.

Allein derselben Gleichung entsprichtauch die endliche Gleichung

4)5 — x- — 0,

und da diese in dem vorhergehenden Integrale nicht enthalten ist, so ist
sie die besondere Auflösung der gegebene» Differentialgleichung.
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Z. 2 ,3. (Anftuidlmg dicl'cr besonderen Auslösungen einer

gegebenen OitserentialglcieljungSey 11 --- o eine gegebene
Gleichung zwischen x, 7 und einer Constanie a. Differentürt man
diese Gleichung in Beziehung auf x und 7, und eliminirt man dann
auö diesen beyden Gleichungen die Größe a, so erhält mau eine Glei¬
chung der Form

311---k>3x-s-^37-^0,
wo ? und <3 Funktionen von x und 7 ohne a sind.

Man kann aber auch die Größe a als eine veränderliche Größe
betrachten, wenn dadurch die in der gegebenen Differentialgleichung
bestehende Verknüpfung zwischen 3x und 37 nicht aufgehoben wird,
und unter dieser Voraussetzung wird das Differential der Gleichung
11 ^ o die Form erhalten

311/ --- ?3x -f- (^7 1I3a o,
wo auch II eine Funktion von x, 7 und 0 ist.

Diese Gleichung 311/ — 0 geht daher in die frühere Gleichung
311 — v über, erstens, wenn s constant oder 3a —0 ist, und
zweytenö, wenn die Größe selbst gleich Null gesetzt wird.

Da nun das Resultat der Elimination einer Größe auö zwey
Gleichungen, nicht sowohl durch die Beschaffenheit dieser Größe selbst,
sondern nur durch die Art ihrer Verbindung mit den übrigen Größen
bedingt wird, so erhält man durch Elimination von a aus den beyden
Gleichungen 11 — 0 und 311/ — 0 offenbar dieselbe Differentialglei¬
chung wieder, wenn man auch a als eine variable, durch die Glei¬
chung H — 0 bestimmte Größe behandelt. Führt man also nun daS
veränderlich gewordene a in die Gleichung 11 0 ein, d. h. schafft
man a aus Ii — o mittelst der Gleichung H — o weg, so erhält
man ebenfalls eine endliche Gleichung, die aber, in sofern die Glei¬
chung H — o in der That ein variables a darbiethet, und da daö
Resultat der Elimination von a ans den Gleichungen 11 o und
II — o nicht auch durch Substitution irgend eineö constanlen WertheS
für a in der Gleichung 11-^-0 erhalten werden kann, die erwähnte
besondere Auflösung unserer Differentialgleichung seyn wird.

Demnach wird man also diese besondere Auflösung einer Differen¬
tialgleichung ans ihrem allgemeinen Integral 11 auf folgende Art fin¬
den. Man differentüre dieses Integral bloß in Beziehung ans die da¬
rin enthaltene unbestimmte Constaute, und eliminire dann aus dem so



erhaltenen Differential nnd dem gegebenen allgemeinen Integral II die

erwähnte Constante. Das Resultat dieser Elimination ist die besondere

Auflösung der gegebenen Differentialgleichung in allen den Fällen, wo

sie durch keinen speziellen Werth der im allgemeinen Integral enthalte¬

nen Constante dargestellt werden kann.

So hatten wir in h. 17kl das allgemeine Integral

/ — (3x -s- 0 p/1-s-<R.

Dieß in Beziehung auf d diffcrentiirt, gibt

-k- x

und die Elimination von <3 ans diesen beyden Gleichungen gibt

x' -s- 7- — g-,

als die besondere Auflösung der Differentialgleichung

7 clX — xcl 7 — s tz^cl x^ -s- «l 7^.

Eben so gibt das allgemeine Integral des 17g

st 7 2 (3 X d 0,

und dessen Differential in Beziehung auf <3 gibt x — — d, also ist

auch daö Resultat der Elimination von <3 aus diesen bepden Gleichun¬

gen oder
st 7 — x'- — 0

die besondere Auflösung der Gleichung

<37' — Xrix >37 -s- /clx- — o.

I. Mau sieht, daß sich dasselbe auch auf Differentialgleichungen

von drey und mehr veränderlichen Größen anwenden läßt, nnd daß die

Gleichung, welche diese besondere Auflösung vorstellt, für die einhüllende

Curve oder für die einhüllende Fläche (H. >33) gehört, welche eine nach

einem bestimmten Gesetze bewegliche Curve oder Fläche, die durch die

Gleichung II v gegeben wird, umschließt und an allen ihren Orten

berührt.

Dasselbe läßt sich endlich auch auf Differentialgleichungen der hö¬

heren Ordnungen fortsetzen. Ist z. B. die Gleichung gegeben

xcl'7" — 2 <3X <37 (3^ 7 xclx^ ^ o,

so ist daö nächste Integral derselben

II — sx^-s-d")<3x — 2 <3 <3 v — c>,
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wo L die willkürlicheConstante ist. Allein das Differential von II,
bloß in Beziehung auf d genominen, gibt

e —— o,
cl X

und die Elimination von d auö diesen beyden Gleichungen gibt

^ o,
cl X--

^ v
und diese Gleichung oder ^ g- x o ist daher die besondere Auf¬
lösung der gegebenen zweyten Differentialgleichung. Wir werden im
zweyten Bande auf diese interessanten Betrachtungen wieder zurück
kommen.

Z. 2i/,. (Curven, dcrcii LiubtanZtnte u. f. gcgelieir ist.)
Wir wollen diesen Gegenstand mit einigen Aufgaben beschließen, die
sich auf die Integration der Differentialgleichungenbeziehen.

1. Man suche die Cnrve, deren Subtangente gleich einer gegebe¬
nen Funktion X von x ist.

Die allgemeine Gleichung dieser Cnrven ist

—--X oder IoZ.7-^-
Soll z.B. die Subtangente constant seyn, so sey X ----- a, so ist

log. für die Logistik. — Soll die Subtangente gleich der dop¬

pelten Abscisse, also X — 2x seyn, so hat man ^ dx
Parabel. — Soll, für Polarcoordinaten, die Subtangente gleich
dem Radius Vector n seyn, so hat man

?2 cl V . ,--— ----- 1' oder V — los. rcle

die Gleichung der logarithmischenSpirale.
ll. Um die Cnrve zu finden, deren Normale ihrem Krüm¬

mungshalbmessergleich ist, hat man für die Normale und für
< tl X^ '
den Krümmungshalbmesser—> , wenn <lx constant angenom¬

men wird. Seht man diese beyden Anödrücke einander gleich / so er¬
hält man

—i - — — — rlx,
cl x tl x

Littrow's Alil. z. höh. Math.
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oder, wenn man ^ und ^ äx seht,cl X 2 clx

^ <1 -s- j) cl ^ ^ — cl X,

wovon das Integral ist

p), c —- X,

oder wenn man den Werth von i> wieder herstellt

^cl/ Oclx — xckx.

Das Integral dieser Gleichung ist aber, wenn x mit 7 zugleich

verschwinden soll,
---- 2 tl X x^

welches die Gleichung deö Kreises ist.

III. Um die Curve zu finden, deren Krümmungshalbmesser eine

constante Größe a ist, hat man

<1s2

cl x cl- ^
oder acl-x / ^ -lz'"V

clx- V-l x / '

Ist wieder ^ x, also so ist die letzte Gleichung

»cl? x > < 1
-s-x-). oder äx ---- -

('-fi?-)'

wovon das Integral ist

x--c- ^

V 1 -h- !>'

oder, wenn man den Werth von x ^ wieder herstellt,

(x — (!) 6 X
67 —

— (X — <l)2

Das Integral dieses Ausdruckes ist

^ ^ — sx — L)2 oder

O—O)' ^— z-

die Gleichung deö Kreises.

Z. 2,5. (Trajerturidn). Wenn in der Gleichung einer gegebe¬

nen Curve die in ihr enthaltene constante Größe sich nach und nach

durch alle Abstufungen ändert, wenn z. B. der Parameter einer Pa¬

rabel sich ändert, während der Scheitel derselben unveränderlich ist,
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so erhält man eine Reihe von einander unendlich nahe liegenden Para¬
beln, die alle denselben Scheitel und dieselbe Abscissenare haben. Man
suche diejenige Curve, welche alle diese ans einander folgenden Curven
unter einem und demselbenWinkel schneidet, dessen trigonometrische
Tangente gleich le seyn soll. Man nennt die gesuchte Curve die Tra-
jectorie der gegebenen Curven.

Ist die Gleichung der gegebenen Curve zwischen den Coordinaten
x, ^ und der Constante a ausgedruckt, so wird die trigonometrische

Tangente des Winkels dieser Curve mit der Are der x gleich ^ seyn.
Drückt man aber die Gleichung der gesuchten Trajectorie durch

die auf dieselben Aren bezogenen Coordinaten xch aus, so wird die
trigonometrischeTangente des Winkels dieser Trajectorie mit der Are

(1
der x gleich ^ seyn. Nimmt man diese beyden Tangenten für einen
der Durchschnittspunktebeyder Curven, für welchen also x> x und

^ ^ ist, so wird der Winkel der beyden Tangenten zugleich der
Winkel der beyden Curven in diesem ihren gemeinschaftlichen Punkte
seyn, und da dieser Winkel gleich der Differenz der beyden Winkel ist,
welchen die Tangenten der zwey Curven mit der Are der x bilden, so
wird man haben

<lz,
<1x/ ck X

k — ss^ - - - (I-)
' ^ - chx

kl V
In dieser Gleichung wird man den Werth von —, nachdem man

in ihm x — x^ und ^ geseht hat, und dann in dem so erhal¬
tenen Ausdrucke den. Werth von a aus der Gleichung der gegebe¬
nen Curve substituiren: das Resultat dieser Substitutionen wird die
Gleichungder gesuchten Trajectorie seyn.

Lx. Sey die Gleichungder gegebenen Curve ^ — ux, also eine

durch den Anfang der Coordinaten gehende Gerade. Dieß gibt ^

und daher die Gleichung (I.), wenn man in ihr u ^, das heißt,

^ - setztX ^

lc . sx/äx^ -j- ^ x^ckp> —> ^ckx>,
2b ^



oder wenn man durch x- -s- dividirt und dann nach dem bekannten
Ausdrucke integrirt x/

1c . log. l/x'' -s-— aro. rang.

Seht man x^^roos.v, )?/---: r sin. V also x^-s-
so ist die letzte Gleichung

b . log. r --- v.
Die gesuchte Trajectorie ist also die logarithmische Spirale.

(Vergl. §. y3, IV.)
Wäre statt der Geraden eine höhere Parabel gegeben, deren Glei¬

chung —ax"> ist, so wurde die Gleichung (I.) in folgende über¬
gehen

-s- nx^clx/) -s- in^ilx/ — n x^ cl — o,
üv m a xn>—- ni v .. . Sv m

da — — also auch —^ - ist.NX !I)-»^> NX NX NX
Da aber diese Differentialgleichung homogen ist, so läßt sie

sich integriren. Für nr ^ n — , erhält man den vorhin betrachte¬
ten Fall.

Z. 2lb. (Orthogonale Trajoctorion.) Ist der Winkel, den
die Trajectorie mit den gegebenen Curven bilden soll, ein rechter Win¬
kel, so ist in der Gleichung (I.) die Größe m unendlich, und diese
Gleichung geht daher in folgende einfachere über

' -I-A- -cl x/ aX

und dieß ist die Gleichung der orthogonalen oder rechtwinkligen Tra-
jectorien.

blx. Ist die gegebene Curve die Parabel — ax", so findet
man

nx^clx^ — o,
deren Integral ist

IN)?/- nx" L,

oder die orthogonale Trajectorie ist eine Ellipse oder Hyperbel, wenn
ir positiv oder negativ ist. Ist m --- n — ,, so ist die gegebene Cnrve
eine durch den Anfangspunkt gehende Gerade, deren Gleichung ax
und die Trajectorie derselben hat zur Gleichung

x- -s- ^ „ c-,
die für eine» Kreis gehört.
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Wenn endlich die orthogonale Trajectorie ein System von ähn¬

lichen Ellipsen, die alle denselben Mittelpunkt und ihre großen Aren in

der Are der x haben, so hat man für die Gleichung einer dieser

Ellipsen

7 — ^ s/a- — x-.

Diese Ellipsen werden aber einander ähnlich seyn, wenn in allen

daö Verhältnis ^ dasselbe bleibt. Sey also ------ m, so ist

> — m —x^,

und daher ^ — , also auch ^ — .llx ^ c! X a-—x/2

Dadurch geht die Gleichung (II.) in folgende über

x^ d d x^
' —7-7 7t—-^7—0 oder 6 )-/---- G2— x") —

(s- X'") 6 x^ ^ ^ X

wovon daö Integral ist

x^ -s- -7- 2a-log. x^.

Gehen die Ellipsen in Kreise über, so hat man ),"---- s- — x^,
<1V X^

also auch ^ — — ^7, und daher die Gleichung (II.)
rl x^ 6

deren Integral 1oA. x^----log. )^-j-lvA. 0 oder x—iL)- für eine

gerade Linie gehört, wie schon oben gefunden wurde.

Z. 217. (Acttcnlinic.) Man suche die Curve, deren Bogen »

der Tangente deö Winkels proportional ist, den die berührende Ge¬

rade a» dem Endpunkte dieses Bogens mit der Are der )- bildet.

Ist a eine constante Größe, so hat man demnach s --- a long.

Allein es ist auch allgemein

<i x . . si v
— ^ sin. ü> und — cos. v,
Us <1 s

und da die erste Gleichung gibt 6s ----- —, so hat maneos.2
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Die Integrale der beyden letzten Gleichungen sind

x -2- —- l- L und V -2- u los. taue. -I-
cos. e^z ' ^ ^ ^ 2 '

Läßt man x und / mit ? zugleich verschwinden, so ist C —— s
und — o, also hat man für die zwey Gleichungen der gesuchten
Curve

a ......
X — — a und ^ — a taug.

cos. ^ 2
Eliminirt man aus ihnen die Hülfsgröße x, so hat man, da
Yo->-v i g-sin.-2

tun F. — -Hl ,st,^ 2 cos. 5>
, A -I- X -I- 1/ 2 a X -t- X"7 --- U log. - ,s

für die Gleichung der gesuchten Curve, deren Differential
aclx

67 — . 'st-
V 2 c>x -j- x-

^ r> , ^/2ax-t-x2
I. Es war cos. ? --- - ^ ^ , also ist auch tsuZ. ?> — . - »

Substituirt man diesen Werth von tang. ? in der ersten Gleichung
s — u lang, x, so erhält man

22- 2gx -s- X
2.

/

oder, wenn x ---- x> — u gesetzt wird
/

so daß also diese rectificable die Kettenlinie (^.21) ist, wo (Fig.26)
Nl? 2222 X, 5.? ---- x^ und -2-- ^ ist.

II. Um die Gleichung dieser Curve noch anders auszudrücken, so
gibt der letzte Ausdruck derselben
? ... ./- r-71 ? a

e° 222- ->1--^, —^ ^ e ° -- -
-s-X-sil/2ax-^-x2

il il-s-x-j-1/ 2 aX -s- x2 e
und daher Z' Z'

2X " .— 22- c° -h- e ° — 2,

oder, wenn man wieder x — x/ — s setzt,

-I- -2 X ^
Ä
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XXX Vl.

Integration der Differentialgleichungen
der zweyten Ordnung zwischen zwey

Variablen.

g. 2 ,g. (Erlte und Meiste Integrale talchcr Gleichungen.)

Zst II —o eine endliche Gleichung zwischen x, 7 und zwei) Constantcn

» und l>, so kann man sie zwey Mal nach einander differentiiren, und

dann ans den drei) Gleichungen II —0, äll —a und ä"II —0 jene

beyden Constanten eliminiren, wodurch man zu einer Differentialglei-

chnng der zweyten Ordnung kömmt, die von jener Constanten unab¬

hängig ist.— Eliminirt man aber ans den zwey ersten Gleichungen

II—0^ 611—0 bloß die eines, oder bloß die andere b dieser zwey

Constantcn, so erhält man zwey Differentialgleichungen der ersten Ord¬

nung, die wir V—0 und V^ —0 nennen wollen, und es ist klar, daß

man die Differentialgleichung der zweyten Ordnung von II---0 erhält,

wenn man aus V —0 und äV —0 die Größe», oder auch, wenn

man aus V —0 und äV —0 die Größe l> eliminirt. Daraus folgt

daher, daß jede der zwey Differentialgleichungen V—0 oder V^—o

der ersten Ordnung als daö erste Integral der Gleichung <1"II —c»

angesehen werden kann, während II — 0 das zweyte oder das

endliche Integral dieser Gleichung cl'II —0 ist. Man sieht zu¬

gleich, daß man diese endliche Gleichung, oder daß man das zweyte

Integral II —0 einer gegebenen Gleichung ä^II—-o erhält, wenn

man die beyden ersten Integrale V —0 und —0 derselben kennt,
^ V

und wenn man auS den beyden letzten die Größe eliminirt, so wie,

daß das zweyte Integral einer jeden Differentialgleichung der zweyten

Ordnung zwey Constanten der Integration enthalten muß.

Ist z. B. die Gleichung

II — 0 — sx -s- »7 -s- l>7

gegeben, so findet man

cl II --- 0 — (» -j- 7) <l x -s- sb -j- x) »7 und

6- II — 0 2 tlx 6 7 -s- slz -j- x) 6- 7.
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Eliminirt man auö diesen drei) Gleichungen die Größen -» und d,

so erhält man

cl-II — 0 x^cl^^ -s- 2pü/clx — 2xcl)^.

Eben so gibt die Elimination von a aus II und 6 Hl

V — 0 — sk> -s- x) Xü — I> ^ clx,

und die Elimination von l> auö II und All

— 0 — (g -s- ^ ä X — axü ^,

und endlich die Elimination von ^ ans V und

0 — ax-^-x)'-s-Iz)',

welches wieder die ursprünglich gegebene/ endliche Gleichung ist.
t

A 2><). (Einfachste Formen dieser Gleichungen.) Inden

nun folgenden Ausdrücken bezeichnen die Größen X, X>... Funktionen

von x, und X Funktionen von Die Größe x wird als unabhängig

oder ihr erstes Differential clx constant/ also ä-x — o vorausgesetzt.

Betrachten wir zuerst einige einfache Gleichungen der zweyten

Ordnung, deren-Jntegral ganz ohne Schwierigkeit erhalten wird.

I ^ ^

Diese Gleichung gibt sofort

und wenn man noch einmal inkegrirt:

7 ^ /c!x/Xäx c.x -s-

wo L und O die Constanten der Integrationen sind.

I! ff- ^ — <>.

Multiplicirt man diesen Anödruck durch cl)', so hat man

also auch

°der

-I- 2/^7 — e, oder

^ - 2/xä).,
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woraus sofort folgt:

X-- s ^

/t0Y

-f- c.

v

Ist z.B. ——o gegeben, so hat man

x — ^ loZ. (37 -s- ^/e -f- ^7") -i- c^,

wofür man auch, da (l und willkürliche Constanten sind, setzen

kann, wenn log. n.it. e --- > ist:

? 6 . e->- -j- e/. e-

Ist aber ^ o gegeben, so ist

X — ^ nro. sin. ^ -f. O, woraus folgt:

^ ^ ^ . sin. n (x — c/), oder auch

e . , v'
V — . SIN. NX -j- — . eos. NX.
^ s ^ a

"> A ^ ^
Multiplicirt man diese Gleichung durch äx, so ist

Xäx,

also auch, da —das Integral von für 6x --x: consr. ist,

^---/Xllx-j-c oder —

und daher

üx " e -j- /xsx^

cl x

L ^ /Xäx'

Eben so sindet man

1^. ^o . . . x ^ ^ -i-

VI.

ctx-

.! x -

6z^
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?so. (Gleichungen, die l'lot) ^ und ohne x
^ enthalten.) Seht man in solchen Gleichungen <17—xäx, so ist

x und und dadurch wird die gegebene Gleichung

auf die Form ^ —? gebracht, wo ? eine Funktion von x ist- Da»
aus erhalt man

----- c . . . (i),

und da — p.^ist, so wird auch

. . . (ll).

Eliminirt man dann aus den beyden Gleichungen(I) und (II),
nachdem man sie integrirt hat, die Größe x, so hat man die gesuchte
Gleichung zwischen x und 7.

Lx. I. Die Gleichung aä^/---6^äx, gibt auf diese Weise

x ^ O »f- g log.-—
klx. II. Eben so erhält man aus

(clx^ -j- 67^)' -s- stl^^äx — o
für die Gleichung (I) und (II)

X -s- --- c und 7 -s- —

und daher, wenn man x eliminirt:
(x - c)- -j- (7 - c>)- »2.

Lx. III. Die Gleichung sc!" 7 äx>/llx" -s- gibt eben so
für (I) und (II):

6x^-^- und
,, ^ l/. -t- i"also auch

x -j- c — a log. (p -f. ch- l>') und
7 -s- -s- x-;

also auch, wenn man daraus p eliminirt:

x -s- c a log. 7 4- 0 -h 0-)- -
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Lx. IV. . . ^ ^ ^ -s- d c- o gibt für (1) und II)

X ^ e — ^ log. (d -s- g x) und

^ ^ ^ log. (d gx).

Die erste dieser Gleichungen gibt

log. (d -f- sp) " o — x) und

x --- I — b),

und wenn man diese Werths in der zweyten Gleichung substituirt, so
erhält man

7 ssbx — ev---^.

Diese Gleichung gibt sofort

wenn ä? ---- xäx ist.

^2 v v

Z. 221. (GleichunZen, die bläh ^ und x, aber

nicht enthalten). Setzt man wieder

also auch

so verwandelt sich die gegebene Gleichung in eine der ersten Ordnung
zwischen x und x. Kann man diese integriren und x durch x ausdrü¬
cken , so ist

7 — 6 -l- /?clx,

oder wenn man bequemer x durch x ausdrücken kann '

y — xx — /xäx.

I. Auf dieselbe Art wird man verfahren, wenn dje gegebene Glei¬

chung bloß ^ und 7, aber nicht x enthält. Denn dann ist

^ p, ^ ^ und dadurch verwandeltrix ^Ux2 clx U^clx ci
sich die gegebene Gleichung in eine der ersten Ordnung zwischen l>
und 7. Kann man diese integriren, und x durch 7 ausdrücken , so ist

e -j- ap -j-
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/

oder wenn man bequemer ^ durch p ausdrücken kann:

X — ? u_

? ck '

1. . . (x^ 6 x^ ck 6^ Iix 6 x^ 6

Dieß gibt sofort

(x2 -s- — l,^,x6x,

oder/ wenn man x----x2 setzt-

6 p I> ?. 6 ?.

x ^ -j- (> — d) --.2'

DaS Integral dieser Gleichung ist

x — 0 . s»2 -f. —b) ^,ch

X --- xs --- (Ü2 sa- 's. (, — t>) n)^

und daher

? ---! z,x /x6x, oder
^ SN »

^ c--! sg--s-(,-.i,) 2"^ b g ^ ^2-s.(, —b) --2^^ -I- c

Für den besonderen Fall I, — i ist

-^-7 und2 »2

, p 6 ü

X-----— gp^/2 IvA. also auch

7 — ax-l/2 log. ^ — »/l>6x^/'2 log.^ -s-

II. . . . (6x'--j-672)? — X6X6-7.

Dieß gibt
6 x 61,

--7- — also auch

(l -j- p2)>

ck X I ^,2

Setzt man der Kürze wegen
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und daher

X - o/I"!--c.-I-

III. . . . -—--s- a SIN. X — I> —5.ll <1x2

Multiplicirt man durch 2<Zx und integrirt, so hat man, ivenn

gesetzt wird,

ä?: ,
. 2a cos. v — 2b 2 — o,

<lx

und von dieser Gleichung ist das Integral

2 O . e->>7 (sin-x — 2l, cos.x).

Differentiirt man diese Gleichung in Beziehung auf x, und stellt

den Werth von '^'eder her, so hat man

— 2k . 0 . e-d/ -ff ^ „ (cos.x -s- 2b sin. tl)<1x2 > i -1- 4K2 ^ ^ ^

als daS erste Integral der gegebenen Gleichung.

6"' IV- . (a — x) -s- .

Setzt man <lx so hat man

— (a —x)clx,

(- -ff ?')'

wovon das Integral ist:

—ax - ^X2 -s- c;
-i- P2

oder, wenn O — c» ist:
(2 a x — x2) <1x

clX —
1> (2 ax —> x2)2

das gesuchte erste Integral der gegebenen Gleichung. Man hält aber

eine Differentialgleichung der zweyten Ordnung fnr integrirt, wenn

man ihr erstes Integral oder ihre Differentialgleichung der ersten Ord¬

nung angeben kann.
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g. 22s. (Gleichungen, welche nur die Gröhen ^
und ^ in der ertten Puten? enthalten.) Sey die Gleichung
gegeben:

ll x^ llx ' ^

wo ^ lind v constante Größen sind. Seht man so ist

^und -s-Ux rix- ' ctx/

also geht die gegebene Gleichung in folgende über:

n^ -I- -I- -l- IZ — o.
ct x ^ '

Da in dieser Gleichung die veränderlichen Größen u und x ab¬

gesondert werden können, so läßt sie sich integriren. Man hat

nämlich

also auch wenn II —4L— positiv ist:

2 L, -t- ? x
^ ^.wng.—

und wenn — 4L positiv ist:

-j- 2 X —
X — . los.

^ ^ -j- 2 X -p. '

l. Man kann aber auch die gegebene Gleichung auf folgende merk¬

würdige Weise integriren.

Wenn man die Größe u constant annimmt, so hat man — —a x

und man muß daher haben u--s-^ u-j-L---0.

Sind m und n die Wurzeln dieser Gleichung, so ist

^u cl x mx -s» <ü oder ü X — n X -s- o,

und daher

z? — e">,-pL — . e""°, oder auch 7 e"",

und eben so

Der erste Werth von 7 gibt

^ Cme"" und — Lm-o"", also auch
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-s- ^ ^ -s- L 7 e"> * sm- -s- m ^s- IZ) ----- o,

und eben so erhält man mit dem zweyten Werthe von 7 die Gleichung

-s- -s- L7 ----- . e-"-. (n^ 's- -j- L) ----- 0.

Es wird daher die Gleichung 7-----(l 0""°-j-l> 0»" ebenfalls der

gegebenen Differentialgleichung Genüge leisten/ was auch die Werthe

von e und sind/ und jene ist daher das vollständige Integral von

dieser.

Sind die beyden Wurzeln einander gleich/ so geht die Gleichung

(1) in folgende über:

X ^ _ s ^ c -i- oder
^ ^11 in)" II IN

Man hat daher

^ n cl x ---- ^ m x lc>A. x) und

7 e""° i«s-(6"ü5) . s(! -s- x) /

wofür man schreiben kann

7 ---! e"" (L -s- (l^x).

Sind endlich jene beyden Wurzeln imaginär und von der Form

a ^ l»)/— 1, so hat man

^ n cl X sx k> X ^—I -s" const. /

oder wenn 0 eine willkürliche Constante ist:

/u ä x ----- u (x -s- 0) ^ d sx -s- e) )/— 1
--- gx ^ b»x)/—1 iilZ ^ kotz/—>.

Sehr man der Kürze wegen

^se^-bc^—1 „ 0 und 0»° —bc/—i

so erhält man

7 ----- 0 . -s- c> .

---- se . -s-(l/. e--dx/--^ ^r

7 --- s(C -s- 00s. bX -s- (L — /— I . sin. d x^j,

wofür man wieder setzen kann:

7 sL cos. d x -s- O sin. dx).
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Lx. Ist die Gleichung

äl?b - Ü7 ^ ^ °

gegeben, und a<4lzl, so sind die Heyden Wurzeln der Gleichung
. U . I

-s- -s- - — 0

imaginär. Setzt man nämlich der Kürze wegen

so sind diese Wurzeln

m -I—z/ — 1 und

' V /n 5 - . — , ,sd Vi»
und daher das gesuchte Jutegral

v — s -i> . oos. ^-l- sin. —.
v

Z. 22Z. (Meichllng der Form ^ -s- X^ -j- X^. ^ — 0.)
Diese Gleichung läßt sich ans dieselbe Weise, wie die vorhergehende,
behandeln, wenn man, wie dort, zwey particuläre Werthe von 7 an¬
geben kann, die derselben Genüge leisten. Sind nämlich lVl und N
diese Werths, so wird daö gesuchte Integral der gegebenen Gleichung
seyn:

7 e . M -1- . Sl,
wo c und o die zwey willkürlichen Constanten sind.

Denn es ist

cl x cl x ä x ^ cl x - cl x^ ^ clx^ ^

also auch

weil von den zwey eingeschlossenen Factoren des zweyten Theils dieser
Gleichung, der Voraussetzunggemäß, jeder für sich gleich Null ist.
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l. Kennt man mir einen particnlären Werth von 7, so setze man,

wenn dieser Werth AI ist, ^ —AI2, wo 2 irgend eine unbestimmte

Funktion von x bezeichnet. Dann hat man

et ^ et IVI , ll ?,
-7^ — ^ tÄ— undu 2 NX uX

lt> v 62 AI g AI g. 622 -2- 2 —' . ——. —s^ AI — ,
lt x2 6 x2 ^ ct X <1X <1x2

und wenn man diese Werths in die gegebene Gleichung setzt, so muß

ihr Genüge geschehen, oder man muß haben:

62 AI clM 6 2 ct? 2 v et IVl <1

^ ^ 5 XA..X-«-

Allein vermöge der Voraussetzung ist

62 AI , NN , ^
^ s» X — s- x^ AI 72H7 0 ,<1x2 ' <1X ^

also muß auch

<1KI <1?. 62 5 (I
2——. s- AI — -s- XN—6x cl x ' u x- ' llv

tl 55

seyn. Man setze also ^ ^ so wird man haben

(1AI 6-:' . ^
AI . -s. XAI2/ — 0, oder

, clAI 6?/

Xax --- — 2 — —-, woraus folgt

/Xclx oder 2/ 6 e-/x.'.,

also auch

2 --- -s- . e-/xa-
" ^ N2 e

und daher AI 2 oder

)< AI . -l- AI . e-/xe-
^ ^ AI- e

welches das gesuchte Integral ist.

6? H ^ S'^ben,

und setzt man, wie im vorhergehenden tz. 222, die Größe 7---«-/^-°,

so erhält man die Gleichung

<1n Xn L

" ^ (^bx)2 ^

Littrow'e, Attl. z. hsh. Math. 2^
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die sich, für (aIi x) u — t in folgende verwandelt:

t" -j- (a -f- K x) — -f- ,— K) t -j- IZ — o.

Sind aber m und n die Wurzeln der Gleichung
— d) t -s- IZ ---- o,

so wird für t gleich m oder n auch^ --- c>, und es sind die zwey par-
ticulären Werche von u:

M
und u —

a -tz- d x
also sind auch die zwey Werths von

/uckx log. (a kx) und /uckx log. (a Izx),

und daher auch die zwey Werths von

^ ^ dx)^ und ^ fa -j- l>x)^;
so daß also das gesuchte Integral ist:

^ (l . (a -j- Ii x)^ -j- Ii x)^.
II. Die gegebene Gleichung

6 x- " Ux ^ ^

läßt sich auch auf folgende Weise integriren. Setzt man e

wo u irgend eine Funktion von x bezeichnet, also auch undcl x ll x^
wie oben (§.222), so geht die gegebene Gleichung in folgende über:

X" -j- X- 0,

welche das gesuchte erste Integral der gegebenen Gleichung ist, die aber
nur selten noch einmal integrirt, oder auf das zweyte Integral zurück¬
geführt werden kann.

Z. 224. (Gleichung der Form^-s-X^-s-X^- X".)
Setzt man wo auch II irgend eine Funktion von x seyn soll,
so geht diese Gleichung in folgende über:
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Bestimmt man nun die Größe 2 so, daß
ci- 2 ... li 5 ,

s- X s- X>s — 0ct x^ ^ <1x

wird, so hat man zur Bestimmung der Funktion II die Gleichung
civ -I.. a-v

2 —— .-s- X2 . -1 s- ^ ^ /<1x ctx" ctx Nx-
NU

oder, wenn man setzt:cl x ^

2 I)/ . -I- Xv/2 -I- 2 ^ ----- x^/ oderclx ' ' cl x

gil/ /^x -s- v^äx ----X" — .' X. '^6x/ »
Ist nun 2 eine gegebene Funktion von x, und seht man der Kurze

wegen

V --- X -I- ^2,' 2 cl X

wo also auch V eine Funktion von x ist, so gibt die letzte Gleichung,
wenn man sie durch multiplicirt:

e/v^ . -s- . n/v^x ---- e/väx . X"—,
und davon ist offenbar das Integral

I)/ . e/vsx „ /e/vax . X>^ oder

^ . X"^ -s-
Es ist aber

/Väx - ^X rix --- /X6x -s- los. 2-,
und daher

e/vä-° —- 22 . e/xär ^ /xäx.

also ist auch

I), ^ s/o/^-l- . X"-z4x -s. und

X --- /v^äx -s- c>,
und endlich

^ ----- 2^cl^lZx -s-
Man sieht demnach, daß die Integration der Gleichung

L4-x^x-,-x»
27 *
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von der Integration der in dem h. 223 betrachteten Gleichung

abhängt.

Z. 22S. (Gleichung der Form — X,

wo X und L conl'tunt lind.) Die Integration dieser Gleichung

hängt nach dem in §.224 Gesagten von der Integration der Gleichung

, ll?.
Ux2 " <I.X '

ab, und man leistet, nach §.223, dieser Gleichung Genüge, wenn

man 2 — e""° setzt, wo m so bestimmt wird, daß

m" ^ IN Il n

ist. Da nun für diesen Fall X —^, und das vorhergehende X^-^-X

wird, so hat man

I^ --- e— - n.). ^m) x <Zx -s- (!) und

^ g ^ i'^ X clx — —- 1-
a ^ X 2 in >

e — (X-s-2m)x ^ _ , se^'"^Xäx

^ -j- 2 in ^ -j- 2 in

2X 2 IN '

Da aber 2-^0""- und 7 —(l 2 ist, so wird, wenn man n statt

— s^-s-in) setzt:
(e»--

v- I» n

. Xüx . Xilx.'in n ^ IN n ^

Da vermöge der Voraussetzung in-j-n — — so ist n die an¬

dere Wurzel der Gleichung in- -s- ^ n> -s- L 0.

Für den Fall, wo m — n, ist

A -s- 2m ---- 0 und ^ -j- m — — m, also auch

I^—/e—""-Xäx^-L und

(I — ^3 x ^ "X 3 x -s- (! x O oder

II ---- x/e— ""Xüx — /e^""°XxcIx -s- üx (!>,

und daher

sx/e^^^Xüx — /e^"""Xxclx) -s. e"'.' (Lx (l^).
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Für den Fall endlich, wo die Wurzeln der Gleichung

imaginär, und von der Form s b p/— , sind, hat man

v'"^ ^ e(»-chb v/—>)x x ^izx V—>

0^ ^ . (cos. !) x -s- tz/ — » . sin. t> x),
und eben so

e-"° c" . (cos. Irx — 1/— r . sin. d x).

Substituirt man diese Werthe in dem vorhergehenden ersten Aus-

drnck von 7, so erhält man

? — (L cos. Iix -j- o sin. Izx)

-s- ^ ssin. t>x0—Xäx cos. dx — eos-dx.^c-. Xclx sin. bx^.

Z. 22b. (Gleichung der Form ^ -j- 0^ -s- X — 0.) Um

diese Gleichung zu integriren, wird man nur in de» Ausdrücken deö

vorhergehenden Paragraphs die Größe /X—0, L —a- und X — — X

setzen. Dadurch geht die Gleichung -j-/X m-s-U----0 in in"-j-u^---o

über, so daß daher m-^-n —az/—» ist. Setzt man daher in der letz¬

ten Gleichung des vorhergehenden Paragraphs die Größe ->— 0, K —n

und X — — X, so erhält man für das Integral der hier gegebenen

Gleichung

. 1 ^ 1 ^ cv 1 '
^ ^ — sin. ax -j cos, ax -j- - cos. ax ^ Xclx sin. axa ' a

— - sin. u x ^Xckx cos. ax.

Ist hier die Größe X ans Gliedern der Form II. ^.(m x -s- c)

zusammengesetzt, so bringt jedes solche Glied in ^ ein Glied der Form

(nr x -s- 0)

hervor. Ist aber, für einen besonderen Fall, so bringt daö

Glied ^ 2"tegrale > erstens ein Glied

Ii

hervor, welches aber schon in dem Ausdrucke

— SIN. ax -s- '— cos. ax,



422 Z. 227.

wegen der constantenGrößen 6 und enthalten gedacht/ und daher
weggelassen werden kann; dasselbe Glied bringt aber auch in z- noch
das Glied

5 ^ - Ü7.' (°- ^ -)

hervor/ wo daö obere oder untere Zeichen genommen wird/ wenn in
X daö entsprechende Glied ein SinuS oder ein Cosinus ist.

XXXVII.
Integration der Differentialgleichungen

der ersten Ordnung zwischen drey
Variablen.

§. 227. (Keuiyrichen der Iiltcgrukilitätdicl'cr Ausdrücke.)
Sey die Differentialgleichung gegeben:

?äx -s- <^67 -j- Ilä2 — 0 . . . (l),
wo ?/ <^/ II Funktionen von x, ^ und 2 sind. Soll dieser Ausdruck
in der That durch die Differentiation irgend einer endlichen Gleichung
zwischen x, z- und 2 entstanden seyn, so muß es einen Factor ^ gebe»/
der den Ausdruck

/-ls?<lx -s- -s- Ii cl 2)
zu einem vollständigen Differential macht. Betrachtet man dann
eine dieser drey Größen, z. B. x, als constant, so muß auch

-s- Ilcl?)
ein vollständigesDifferential seyn, oder es muß die Bedingungsglei-
chung Statt haben:

.d°.

Ganz auf dieselbe Weise erhält man auch, wenn ? oder 2 con¬
stant ist:
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Multiplicirt man die erste dieser drei) Bedingungsgleichungen
durch?, die zweyte durchs und die dritte durch?, so gibt die Summe
dieser Produkte

^ ^ ° -<">-
und dieß ist dieBedingungsgleichung, welche Statt haben muß, wenn
die Gleichung (I) durch Differentiation irgend eines endlichen Ausdrucks
zwischen x, 7 und 2 entstanden seyn soll.

Z. nag. (Iutcgrationdcr Gleichung?clx ff-(ffcs^ff-kcl^—o.)
Wenn man sich, nach dem vorhergehenden Paragraph, bereits versichert
hat, daß diese Gleichung integrabel ist, d, h. daß sie der Bedingungs¬
gleichung (II) entspricht, so nehme man eine ihrer drey Variablen,
z.B. 2 als constant an, wodurch man die Differentialgleichung

? (I x ff- (^«7 o
zwischen zwey veränderl ichen Größen x und 7 erhält, die man also,
nach dem Vorhergehenden, integriren wird. Nennt man dann (l die
Constante dieser Integration, so disserentiire man das gefundene Inte¬
gral von neuem, doch so, daß man nun alle drey Größen x, 7, 2
als variabel, und <ü als eine Funktion von 2 betrachtet. Vergleicht
man dann dieses Differential mit dem ursprunglich gegebenen

?clx ff- <^67 ff- ?ck2 0,
so gibt diese Vergleichungsofort den gesuchten Werth von L durch die
dritte Variable 2.

kx. I. Nimmt man in der integrablen Gleichung

ckx (7 ff- 2) ff- 67 (x ff- 2) ff- 62 (x ff- 7) — 0

die Größe 2 constant, so hat man
äx (7 ff- 2) ff- 67 (x ff- 2) — v,

wovon das Integral ist:
loß. (x ff- 2) ff- laß. (7 ff- 2) — log. (l oder

(x -s- 2) (7 ff- 2) — e.
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Differentiirt man aber die letzte Gleichung in Beziehung auf x,
7 und so erhalt man

ll X (7 -s- 2) -j- ll 7 (x -s- 2) -ff 6 2 (x ff- 7 -ff 2 2) ä (l,
und wenn man von dieser Gleichung die gegebene subtrahirt, so ist

— 22 62 oder L — 2^ -ff O;
also ist auch daö gesuchte Integral

(x -ff 2) (7 -ff 2) 2^ -ff e/ oder X7 -ff X2 -ff 72 ---
Lx. II. Nimmt man in der integrablen Gleichung

ll X (g 7 — I > 2) -ff ll 7 sc 2 — ax) -ff c! 2 sl> x — 07) — 0

wieder 2! constant, so findet man

- log. — - los. (! oder —- ^ (-.s 02 —s X s ^ 0 2 — s X

Vergleicht man aber das Differential der letzten Gleichung mit
der gegebenen, so findet man, daß L in der That eine Constante, und
daß daher daö gesuchte Integral ist:

SV Ii 2 ^— — c.
0 2 S X

§. 22g. (Kirim die Gsrichlmg ?clx ch. ()cl/ -ffkcl? —0
dcr SrdinZUiiZSZlrichunZ (II) nicht entspricht.) In diesem
Falle hat man lange geglaubt, daß dann jene Gleichung kein Integral
habe oder absurd sey. Allein Monge hat gezeigt, daß solche Diffe¬
rentialgleichungenimmer durch zwey endliche Integrale, die eine will¬
kürliche Funktion enthalten, dargestellt werden können, und daß solche
Gleichungendaher gewissen Gattungen von krummen Linien von dop¬
pelter Krümmung zugehören.

Wird 2 als beständig betrachtet, und nennt man den Factor,
der die Gleichung I'äx-ff^ü)- integrabel macht, und setzt man

/Ok'llx -ff ^67) --- 11,
so ist das gesuchte Integral der letzten Gleichung

II c,

wo (! nach dem Vorhergehendenirgend eine Funktion von 2 bezeichnet.
Differentiirt man jetzt diese Gleichung in Beziehung auf alle drey Va¬
riablen, und bemerkt man, daß

und
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ist, so hat man

-1- ff- a--,

und dieß mit der gegebenen Gleichung

/, I? <1X ff- ff- /lHÜ2 --- 0

verglichen, gibt:

Setzt man daher <ü---?2 oder gleich irgend einer Funktion von

2, so hat man die bcyden Gleichungen

II ^ -^>2 >

wo ist; und diese beyden Gleichungen stellen daher daö

Integral der gegebenen Differentialgleichung

I?üx ff- (^67 ff- nür — 0 vor.

Lx. Ist die Gleichung gegeben:

ü 2 xctx -i- 7Ü7

2 — 0 x (x -- a) -i- 7 (7 — d) ^

die jener Vedingungsgleichung (II) nicht Genüge thut (außer wenn

g---I>^o wäre), so hat mau, wenn man 2 constant setzt:

Xllx -t- V ll V
-—^—— — 0.

x<x—u) ff- 7^7 —b)

Setzt man also den Factor

^ — X (x— g) ff- 7 (7— d),

so wird dieser Ausdruck xäxff- 767, also integrabel, und er gibt

x! ff- 7! — e.

Setzt man daher II --- x^ ff- 7^ und L ?2, also auch

W) ^
so erhält man, da-

R --- !—
^ — e

ist, für daö Integral des gegebenen Ausdrucks die beyden Gleichungen

92 x- ff- 72,
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- (x —-,) -s. —d) ..
« — e ^

in welchen y-2 irgend eine willkürliche Funktion von 2 bezeichnet.

In der That, obschon der hier gegebene Ausdruck der Gleichung
(II) nicht entspricht, so wird er doch, wenn man zwischen den Größen

x und 7 eine Abhängigkeit festsetzt, die man durch die Gleichung

ausdrücken kann, eine bestimmte Bedeutung annehmen, die

dann durch die Gleichung

ü si tx^ <l 5

2 -— c x (x — a) x . x —. I>)

zwischen bloß zwey Größen x und 2 gegeben wird. Nimmt man z. B.

für den einfachsten Fall y-x—x an, so erhält man
6 5 2XÜX sckx

2 — c x (x — i»)-j-x(x — d) ' 2 x — a — t/

woraus folgt:

2 — c ---- (l . (2 X — u — b>),

und dadurch wird das Integral des gegebenen Differentialausdrucks

durch das System der beyden Gleichungen ausgedrückt:

7 — x,

2 — e — <1 . (2 x — a —> b).

XXXVItt.

Integration der partiellen Differen¬
tialgleichungen.

§. 2Z0. (Gleichungen der Form — k, wo N eine

Fimlttion von ^ und 2 ich. Eine endliche Gleichung zwischen
drey veränderlichen Größen x, 2, von welchen zwey, z. B. x

und unabhängig sind, hat bekanntlich zwey erste Differentialglei¬

chungen, von welchen die eine oder das partielle Differential

von 2 bloß in Beziehung auf x, und die andere eben so gibt-
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Die Integration dieser partiellen Differentialgleichungenbildet
einen eigenen und sehr wichtigen Zweig der Analyse. Wir wollen hier
nur die vorzüglichsten derselben kurz anzeigen.

Wenn die gegebene Differentialgleichungbloß den einen der Hey¬

den partiellen Differential-Coefficienten, z. 25. enthalt/ also von

der Form Ist ist, wo Ist eine Funktion von x, ? und 2 be¬

zeichnet, so hat man auch

stX IIstX oder st? — Ist st X 0,

Da aber in der gegebenen Gleichung ^ II die Größe ^ als eine

konstante Größe betrachtet wird, so ist st? — Iststx —o eine ge¬
wöhnliche Differentialgleichung zwischen den beyden Variablen ?
und x, deren Integral daher nach dem Vorhergehenden gesunden
werden kann. — Sey I) — dieses Integral, wo> C die
Constante der Jntegralien bezeichnet. Allein dieses (l ist hier nicht die
gewöhnliche Constante, wie wir sie bisher betrachtet haben, da sie of¬
fenbar auch von der Größe und zwar auf eine ganz willkürliche Weise
abhängen kann, ohne daß dadurch die Gleichung ll -j- L 0 aufhört,

daS Integral von ^ lst s» seyn. Diesem gemäß werden wir

also für daö Integral der gegebenen partiellen Differentialgleichung den
Ausdruck haben:

v k/,
wo k? jede willkürliche, selbst discontinuirliche, ja ganz gesetzlose
Funktion von 7 bezeichnet.

S-'bt
st? — sstx ^ 0,

und davon ist das Integral
— ax.

Also ist auch das Integral der gegebenen partiellen Differentialgleichung
? — »x -s- t/.

Wen» eine gerade Linie in der coordinirtcnEbene der x? mit der
Are der x einen Wnikel bildet, dessen trigonometrische Tangente gleich
s ist, so wird ihre Gleichung ? — s x L seyn. Wenn sich dann ir¬
gend eine willkürliche und willkürlich gelegte Curve von einfacher oder
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doppelter Krümmung mit sich selbst parallel und so bewegt, daß ein be¬

stimmter Punkt derselben immer durch jene Gerade geht, so wird diese

Curve eine Fläche beschreiben, deren Gleichung ^ ^ oder auch

2 — 3 X -s- t)' ist.

Nx. II. ^ gibt

— o oder 2 — ^/x'-j-)'^,

also ist auch das gesuchte Integral

2 -- -s- k^.^(N
2 — 31'L. sin. - -s-

und ans dieselbe Weise erhält man

von ^ das Integral x — ^ — k)', oder, was dasselbe ist:

" ^ 2----2x> -j-k)-;

/'<!?.> SS! l> 5 .
» i— I » 2 — x^ . kV, u> s. w.

V ilx/ x

Z. 23,. (Gleichungen, Sic beyde Coekkicienten und

aber ohne X72, enthalten). I. Sey

und s, t>, v beständige Größen.

Setzt man der Kürze wegen

u., »°d 1 ^ w

so hat man allgemein sür jede vollständige Differentialgleichung zwischen

drei) veränderlichen Größen:

c>2 --- püx -s- HÜ/.

Zn dem gegebenen speciellen Falle ist aber

0 — ap> -s- Kg oder g—-—

also auch, wenn man diesen Werlh von g substituirt:

Ui- — ^3 v ? (I,äx — o ä) ).
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Da aber der letzte Ausdruck integrabel seyn soll, und da ^ 6/

schon für sich integrabel ist, so muß es auch ^(chüx— »6)9 seyn,

d. h. die Große z> muß irgend eine Funktion von slix — sy) seyn.

Setzen wir also /psküx — nä)) ^ k(dx — »^), so hat man

2 --- 2^ 9. ^l(bx — 0)9,

und dieß ist das Integral der gegebenen Gleichung.

Ist für einen speciellen Fall — a und n —o, also die ge¬

gebene Gleichung ^ ^ hat man für ihr Integral

- ---- k (x -s- ?).

II. Sey ^ ^ ^ gegeben, oder -j- ^ ,,

also auch

>/» — I>- und clcs — ^ ^ ^ - .
vi — p-

Es ist allgemein 2 ^spclx -s- <zü)'), und überdieß

/pclx --- px — /xüp und /9Ü7 ---- — /^cl^,

also ist auch

2 ^ xx -9- — /(x-lx -s- 7cl g).

Substituirt man in diesen allgemeinen Ausdruck die vorhergehen¬

den Werthe von <1 und 6^, so erhält man

« ^ px -9- clV/'-x' - /ü^x--^.),

und das gesuchte Integral ist das Resultat der Elimination von p aus

den beyden Gleichungen

2 px -s- —x' kx und x ^ — k^x.
vi — x-

Für den einfachsten speciellen Fall ist --- 0, also auch

x ^ oder i> — ^ und » — L' ^ ^ ,
V 1 —11- x"- 9-) ^ v n- st-

und daher das gesuchte Integral

2 — >/x^ -s- ,

welches aber nur eine particuläre Auflösung ist.
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§. 282. (Gleichungen, die dcyde Coct't'icientcn und Wey
der Gröben x ^ 2 enthalten.) Sey 4.x -j- vx — c

gegeben, wo X eine Funktion von x, und X von 7, und 4., IZ, O be¬
ständige Größen bezeichnen.

Da hier g ^ nv^ ist, so geht die allgemeine Gleichung
ll? ZI ä X -s- gllz? in folgende über:

6^ -l- ^ ÜX>'
und daraus folgt, wie zuvor, daß 4Xx> eine Funktion von

> /^ä x 1 exi?

sey» muß, und daß man daher für das gesuchte Integral hat

Lx. Für -I- L) ^ e ist X^-x und X--7,

also auch das Integral
0 , , e ^

Ist überdicß 4-^L—r und O —0, so hat man

wovon das Jutegral 2 — k- jg.

Z. s33. (Gleichung der Form 4.X -s^ LX LZ.)
Sey die Gleichung gegeben

wo X, X, Z nach der Ordnung Funktionen von x, 2 sind, Diese
Gleichung gibt

0? — ^Xp
^ NX ^

und wenn man dieß in Ü2 — ziäx -s- g ä)' substituirt:

62-^67 -- p^äx-^ü))
oder
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,1 ?. llXp /" llX <l)' X
(1^ LX ^ ex V-^X ^

woraus sofort, wie zuvor, für daö gesuchte Integral folgt
I /"cl » I z? ^ X I

I. Für den besondern Fall X^-x, X —7, 2-1-2 hat man

e ^
wovon daö Integral ^ ist. Eben so ist von

Für den speciellen Fall X--x^, X---/", 2--2^ und
4 IZ — L — 1 hat man

so daß daher von der Gleichung x ^ ^
teqral ist

X. 7 ' Xx

Eben so ist von 1 ->- 1 -- 1 das Integral

2^ -s- k sx^ )>2).

Z. 23 i. (Gscichnng der Form 2 — ? -s-

Ist die Gleichung ^ ^ ^ ^ ^ gegeben, wo ? sowohl

als Funktionen der beyden Größen x und ^ seyn sollen, so wollen
wir, um das vollständigeIntegral dieser Gleichung zu finden, anneh¬
men, daß man bereits eine particuläre Auflösung derselben kenne,
die auch in den meisten Fällen leicht zu erhalten ist. Sey 2 --- U
diese particuläre Auflösung, wo II eine Funktion von x und )> also auch

Man setze nun allgemein 2 -- 1l. kX, und es sey
AX -- H ü x -s- 33/.

Um die so eingeführte Größe X zu finden, hat man, wenn
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§. 234.

st. kr
st'k

...d

Substituirt man diese Werthe von und >u der ge¬

gebenen Gleichung, so hat man, da 2 — II. k? ist:

vkr ff- <Z . kr ff- vs?? ff- <5 8s,.

Da aber v ^ ^ ^ beyden er¬

sten Theile der letzten Gleichung einander gleich, und man hat daher

?lk -ff (53 — o oder 8 — — —;

und endlich, wenn man diesen Werth von 8 in der vorhergehenden
Gleichung stV---Ilstx-ff8st7 substituirt:

Die Auflösung unserer Aufgabe reducirt sich daher auf die Integra¬
tion der gewöhnlichen Differentialgleichung (^ stx — ? st 7 o zwi¬
schen den beyden Größen x und 5, die man nach dem Vorhergehenden fin¬
den wird. Nennt man dann r daS so gefundene Integral, so ist sofort

7 — ki. kr.

Von dieser Gleichung ist 2 — x -ff 7 eine particuläre Zluflösung.
Weiter ist? —7 und (5-^x, also geht die Gleichung (5stx— ?st7^-o
in folgende über xclx — 767-^0, von welcher das Integral ist
2'-^x-—7^. Das gesuchte Integral der gegebenen Gleichung ist daher

2 — Off-7) - k(x'- —7-).

Von dieser Gleichung ist 2 — ^/x^ff-7^ eine particuläre Auf¬
lösung, und man hat? — x -ff7, <5—7 — X, und die Gleichung
<5stx — ?Ü7 geht in folgende über:

st 2' --- (7 6 x — xst 7) — (xstxff- 7 st 7) ^ 0.
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Um diesen Ausdruck zu integrireu, multiplicire mau ihn mit

dem Factor -7-^—7, so erhält manX' st-ö ^

'1' — aro. t-ing. ^ — ^log. (x- -s-7"),

also ist auch das gesuchte Integral der gegebenen Gleichung

2 — . k^aiv. tsnA. ^

g. s3Z. (Gleichung der Form

Ist diese Gleichung I> p -j- cz — 0 gegeben, wo p, «g die vorherge¬

hende Bedeutung haben, und ?, t() Funkiionen von x und7 zugleich

sind , so hat mau y ^ und wenn man diesen Werth von p in

der allgemeinen Gleichung lls — p-lx-s-gel)' substituirt, so erhält
man

62 ^ L(I>ll7-()äx).

Da aber 2 eine Funktion von zwey veränderlichen Großen x und

7 seyn soll, so muß — l^äx), also auch (est/— <^äx)

ein vollständiges Differential seyn, oder doch durch irgend einen Factor

/i dazu gemacht werden können. Heißt dann Ist das Integral von

e cl 7 — (st clx — <Z, so ist

2 — klst

das gesuchte Integral der gegebenen Gleichung.

ex. I. Sey X — 7 — 0, so ist —7, ((>—X,

und die erwähnte Differentialgleichung <Z1st---oistxcIx-s-7cl7---c,,

also ist auch Ist — x- -s- 7^ und

2 — ?(x--ff-7^)

die bekannte Gleichung der durch Notation entstandenen Flächen.

ex. II. Sey x^) st-7^)o, so ist ?--x, <^--7

und elll —xll7—7<lx-^o. Diese Gleichung wird durch den

Factor integrabel, so daß mau hat II also auch

iütteow's Anl. z. höh. Math. skl



4?/» T- 230.

l. Ist ? —X eine bloße Funktion von x, und —X eine bloße

Funktion von 7, also die gegebene Gleichung X -s- X ^ o,

so geht die Gleichung äv ^ ?cly — ck x in folgende über:

Xck 7 — Xüx 0,

also ist v ^ erhält man auch für die

Gleichung X X ^ 0 den Ausdruck

v --- /XÜ7 — /Xäx.

Z. s3b. (Glcichung der Form 1' ^ l) — k).

Diese Gleichung, in welcher jede der Größen ?, II als Funktion

von allen drey Variablen x, 7, 2 vorausgesetzt wird, ist die allge-

m einste, die man für partielle Differentialgleichungen der ersten Ord¬

nung zwischen drey Größen x, 7, 2 geben kann.

Sucht man daraus den Werth von , und substituirt ihn in

der Gleichung ü? ---- ^ ^ äx -s- ^7, so erhält man

I'ckii — II 6 x g ä 7 — <^äx).

Sind nun die Größen ?, II, II so beschaffen, daß der Ausdruck

?üii — liäx nur die Größen x und 2, und daß 1^7 — t^üx nur

die Größen x und 7 enthält, so muß eS eine» Factor/r geben, der

— Väx, und einen Factor der ?Ü7— (Ickx zu einem

vollständigen Differential macht. Nennt man II und IN diese vollstän¬

digen Differentiale, so hat man

?Ü2 — Hüx— -.ckv und ^67—O ü X —- -. Ü H/,

und die vorhergehende Gleichung geht dann in folgende über:

c!IN . üv.

Da aber dieser letzte Ausdruck nur dann integrabcl seyn kann,

wenn ^ irgend eine Funktion von v ist, so sey F- --- also auch

cklN — x^II. üv, und das Integral dieser Gleichung oder

IN — ?Il

ist zugleich das gesuchte Integral der gegebenen partiellen Differential-
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gleichung. Weniger einfach wird die Auflösung, wenn die beyden Glei¬
chungen 611---o, 611/—o die erwähnte Eigenschaft nicht haben.
(M. f. I-ooioix, Vol. II., S. 631.)

Lx. Sey ch- so ist I> - x, -->7,

R — a«, also sind auch jene zwey Differentialgleichungen
611 — xäü — »26x — o und 611/ — X67 — 7 6 x — o.

Nimmt man für die erste derselben den Factor ^ und

für die zweyte ^ — ^7, so hat man
X 6 2 — A ?, 6 X ^ X 6 V — V 6 X— 0 und —-—^ — 0,

x" 'I' '

und davon sind die Integrale
2 V11 — und 11/ —xi» X

also ist auch das gesuchte Integral

- —oder waö dasselbe ist, 2 —x°.k^.

Für a ---» hat man

>"'d

die bekannte Gleiä^ung der conischen Flächen.
I. Eliminirt man aus den beyden Gleichungen 611 — 0 und

611/ —0 die Größe 6x, so erhält man t)6/ — 116 7 — 0. Dem¬
nach reducirl sich die Auflösung unserer Aufgabe darauf, daS Integral
von zwey der drey folgenden Gleichungenzu flnden:
? 6 2 — 116 x — 0, ^67— <^6x- 0, <^62 — 1167---0.

Lx. I. Sey die Gleichung x -ff- ^ (^v) ^ ^ 0 gege¬
ben. Hier ist ? —x, (1 — !?, H —— 7, also sind auch jene drey
Differentialgleichungen:
X67 — 26X---0, xÜ2->- 76x^-0, 262-j-7 6 7-1-0.

Das Integral der letzten ist 7^->-2---^. Substituirt man dar¬
aus den Werth von 7 in der zweyten Gleichung, so erhält man

— U- — ^ ^ 0 oder loz. x -s- sro. sin. - — IoZ. b.
x /zl-" 26 *
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Man hat daher

I) und II/ — x.

und daher für daS gesuchte Integral

X. e ? (7^ -f- ^).

II. Ist endlich die gegebene Gleichung k ch- ^ —k

i» Beziehung auf die Größen x, /, 2 homogen oder von gleichen Di¬

mensionen, so sehe man x^ t2 und / — 02, wodurch die Großen

k, (I, II die Form annehmen ?/2», (^2", K/2", und wo daher die

vorhin angeführten Differentialgleichungen in folgende übergehen:

(?/ —K/t)—— k/ül 0 und (<)/ —K/u)——- K/Ü U0,
ci 7!

die nach der Elimination von — geben

h(^/— k/u)üt — hk/— k/t)üu^-o . . . hl).

Da diese Gleichung nur die Größen u und t enthält, so wird man

ihr Integral suchen und dadurch den Werth von t in u bestimmen, um

ihn in der einen oder der andern der beydeu Gleichungen

<12 IV cl t ll?, IV cl u

V ^ V — IVr ^ 'V ^ tz' — IV u ' ' '
zu substituiren.

Lx Für die Gleichung X2^^^ -s- — x/ hat man

K---XS — t2", — ^2 — U 2' , k --- X/ — tU2^,

also auch ?/ —t, <^/--u, k^^tu. Damit gibt die Gleichung h>)

hl — ut) hullt — tclu) — 0.

DaS Integral von uüt — täu^-o ist - a oder t — au.II

Snbstituirt man diesen Werth von t in der zweiten der Gleichungen (2),

so har man
cl 2 ^ auclu

2 1 — a u? ^

wovon das Integral ist

lug. 2 — — ^ log. h» — a u^) -j- Ic>A. I» oder 2 . v/> — a u' — b,

woraus folgt
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Um nun noch einige der vorzüglichsten partiellen Differentialgleichun¬

gen deö zweyten Grades zn betrachten, sey zuerst — I', wo?

bloß eine Funktion von x und 7 ist. Da diese Gleichung auch so aus¬
gedrückt werden kann:

so ist ihr erstes Integral ^ ^/U cl x -s- <3, oder da <3 eigentlich eine
Funktion von 7 ist:

cl2
^-3 —/Uüx -s- oder Ü2 ^ clx^'k'cl X 3x . ^>7,

und wenn man diesen Ausdruck wieder in Beziehung auf 2 und x in-
tegrirt:

!2 ---/äx(I'lIx-j-xx7-s-^7,

wo 97 und ^7 w illkürliche Funktionen von 7 bezeichnen.

Ganz eben so gibt die Gleichung ^ wenn ? wieder

eine Funktion von x und 7 ist:

2 ^ 's- i/,x.

Lx. Die Gleichung " ^7 3'^

""d " 737'

also ist auch 2 — ^ -s- x?7 -7 ^-7.

227 — 223.

,—ur x- oder >/2^ — X7 ? ^

wofür man auch schreiben kann 2" — X7 --- 9 -.

Z. s3g. (Gleichungen der Form ^^77) — ^ ^77) -1" ^)«
Ist in dieser Gleichung U sowohl als auch eine Funktion von x und

so fty ^ also auch wodurch unsere

Gleichung auf die einfachere des ersten GradeS

(N ?
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zurückgeführtwird. Diese Gleichung gibt cku---?ustx-s-H6x,
die mit dem Factor <z—multiplicirt, zum Integral gibt

u.e ^ . (^llx -s- ^7 oder

u --- ^2 . <^llx -s- . ?7,

wo der Kürze wegen co --- /Uckx gesetzt worden ist. Multiplicirt man
die letzte Gleichungdurch ckx, und integrirt in Beziehung auf 2 und
x, so hat man

2 /e" ckX ^ äX -s- x 7/0" ckx -s- ^>7.

I. Eben so gibt — I' ^ ^ Integral

2 <z7 ^ e ^<^67 -s- xx.^e" 67 -s- ^ 7,
wo 0,^---c! 7 ist.

— c>, I? ^ 2, co ^ a loF. x, v" — x'^,
und daher

^7-

Ganz auf dieselbe Weise gibt — 5 -s- -^- das
Integral

k x x" ^'
2 -- - - -s- . x7 -s- ^7.

§. 239. (Gleichungen der Form ^ — (),
wo ? sowohl als (> Funktionen von x und 7 sind.) Setzt man
auch hier ^ so erhält man -s- ?u — Um diese
Gleichung zu integriren, wird man die Größe

u — Xt oder cku -1- tllX -s- Xät
setzen/ wodurch man erhält

t-lX -ss- Xckr -s- UXt.lx — <^67.
Da man hier die willkürliche Größe X so annehmen kann / daß

Xck t-s-? Xlll 7 ^ 0 ist, so wird dann auch räX-^(^cl7 sepn
müssen. Die erste dieser zwey Gleichungen gibt
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— c, oder

wovon daö Integral t — ist. Substituirt man dann diesen
Werth von t in der zweyten Gleichung täX ^ (^67, so hat man

äX ---- . (^67 oder X —/e/r ä v -j- <ü;
lind da endlich u — tX war, so ist

^ s/c-/-'''r. (7Ü7 ->- <^ -s- O.

Setzt man also wieder und läßt die zwey Consta,,-
reu (l und Funktionen von x und von 7 seyn, so hat man für daö
Integral der gegebenenGleichung

2 ^ ü X. ^ so^ - cl^ ^ ^7-

I. Eben so hat die Gleichung ^ ^ ^ ^ -s- l' ^ ? d""'
Integral den Ausdruck

2—^67 ^s^ö^.l^üx-j-97^ -ch- ibx,
wo co ^ cl x ist.

II. Ist so hat die Gleichung ^ ^ ^ ^ zum In¬tegral
2—/6x^<^o^-s-^clx.^x-st-i/>)- oder
^ ^ -s- /Ü7 . 97 -s- ^.x,

und be,)de Ausdrucke können als identisch betrachtet werden. Denn
da die Funknon 9 ganz willkürlich ist, so kann man ^ äx.xx^-- ?x
und ^67.97 — 97 setzen.

III. Ist ? 0, so ist die gegebene Gleichung

(^) - "
und ihr Integral

2 — 9X -s- ^,7.
Setzt mau

X 7^ -s- und 7 — 7^ —

waS also bloß eine Änderung der Coordinatcn x, 7 einer Curve vorauö-

setzt, so ist ^
<1x — cl 7' -ch- — und 67 — <17^ al>o auch

. . , <>x'-
(I X ü 7 — <17/2 —— ,
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so daß also dann die Gleichung

in folgende übergeht:

die auch so geschrieben werden kann:

so daß daher, wenn von den beyden Gleichungen

das Integral der einen bekannt ist, dadurch auch das der andern gege¬

ben wird. Es ist nämlich von ^ das Integral
2 ---- ?x -s- ^7,

und von ^ ^ ist das Integral

oder was dasselbe ist:
2 — ?0 ->7) zd(x — »7).

XXXZX.

Principien der Rechnung mit begränz-
ten Integralen.

Z. 2ä«. (Persrhirdene Äusdrürkr drssrllien lirgrän?tcn
Integrals.) Wir haben bereits oben §. iSg II. IN. der begränzten
Integrale (inregi->Ies äülinies) erwähnt, die entstehen, wenn man
ein allgemeines Integral /kx. clx zwischen zwey Gränzen der
Stammgröße, z. B. zwischen x^s bis x —k> nimmt. Nennt man
?x das allgemeineoder unbestimmte Integral /kx. üx, so daß man
hat b'x ---- /kx . <lx, so wird man das begränzte Integral im Allge-
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meinen so ausdrucken können:

^ kx-äx-^^k» — I?g.

In diesem Ansdrucke wird der Thcil b'll — b'a, nebst den Hey¬

den Größen a und k>, auch noch andere, z> B. selbst die veränderliche

enthalten, wenn nämlich diese schon in der gegebenen Funktion kx

begriffen ist. Da aber eine solche Größe bey der Integration von

^kx . clx alö eine Constante betrachtet wird, so wird dann die Größe

— x'g auch als eine Funktion von ^ angesehen oder gleich i/>^ be¬

trachtet werden können, so daß man die Gleichung hat

^ k(x, L)dx —

So hat man z. B. das allgemeine Integral

t> -t- <e- >>-z.

also ist auch

so daß also der Logarithmus irgend einer Größe ^ durch das begränzte

Integral eines Ausdrucks gegeben wird, dessen veränderliche Größe x

ist. Dasselbe läßt sich auch auf andere algebraische oder transcendente

Funktionen anwenden. Auf dieselbe Weise wird man auch, wenn kx die

beyden Größen ^ nnd ^ enthält, daö begränzte Integral ^ k(x, A ir)

als eine Funktion von ^ und T, betrachten, nnd so die Gleichung auf¬

stellen können:

^ k(x, ^)clx --- v),

und dasselbe Verfahren wird sich auch auf zwey - und mehrfache In¬

tegrationen anwenden lassen, so daß man hat

^ 6x^ k(x, z,, Dä 7 — ^ ^
/'»Ii /"»K" ^ ^

1 ^ , 7, D^ ^ u. s. f.

Man bemerkt von selbst, daß solche Ausdrücke einer Funktion von

^ oder von u, . durch begränzte Integralien, deren veränder¬

liche Stammgrößen x oder x, 7, . . . sind, eben so allgemein als in

ihrer Anwendung fruchtbar seyn werden.



442 Z- 240.

AuS dem Vorhergehenden entspringen gleichsam von selbst fol¬
gende Ausdrucke, die man als eben so viele Theoreme der Rechnung
mit begränzten Integralen ansehen kann.

I. Jedes Integral dieser Art läßt sich in zwcy andere auflösen,
da man offenbar hat

i^kxüx — s^kxäx -s- /""kxüx.

II. Die beyden Gränzeu deö Integrals lassen sich umkehren,denn
es ist

^kxüx ^.^pxclx.
III. Ist kx gleich einem Aggregate mehrerer anderer Funktionen

von x, oder ist kx — z, x-j-^x-s-rx-j-..., so ist auch
/^i, ^>i> ^>>> ^>i)
t kx.üx — Ipx.clx-s-i gx.üx-s-trx.üx-s-...

IV. Sey ^-x irgend eine andere, von kx unabhängige Funktion,

und der Kürze wegen ^

Seht man dann x---ij>^, so ist <lx —und daher
geht das unbestimmte Integral /kx.üx über in <l^>

Sucht man nun aus der Gleichung durch Umkehrung
den Werth von ^ in x, den wir durch die Gleichung ^ x aus¬
drücken wollen, so wird man für x-^-a haben ^ — <j>.a, und für x —I,

eben so / —so daß daher das begränzte Integral ^ kx.üx
gleich wird dem Integral k(i/> i/>/^ . <l

Oder endlich, wenn man das Zeichen y, das hier nur als Mit¬
tel gebraucht wurde, mit x verwechselt, so hat man

^ kx. <lx ^ ^ k x) ^ x. ü x;

ein wichtiger Satz, von welchem alle nächstfolgenden nur als besondere
Fälle zu betrachtensind.

V. Es ist für jeden Werth von K

/ kx.dx — I k sx-j-Ii) ü X.

Denn ist X —^-s-I,, so ist ^ ^x — X — Ii. Demnach gibt x---u
die Gleichung --- a — I,, so wie man für x^-K hat —K— Ii.
Endlich ist noch ij>x ^ -j- I,, also auch 7j>^x — >. Substituirt man
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diese Werths in IV., so erhält man die hier in V. aufgestellte Glei¬

chung, wodurch in die beyden Gränzen a, K eine willkürliche Größe k

eingeführt wird.

Setzt mau, um diesen besondern Fall noch mehr zu beschränken,

so hat man

t kx.üx — / k(a-s-x). ä X,

wodurch eine der beyden Gränzen a, b auf Null gebracht wird.

Lx. Ist kx — e', also auch k(x^-b) — so hat man

die unbestimmten Integrale

^kx.clx — v* und /k(x-s-b)äx

und daher ist das begränzte Integral ^ kx. ä X sowohl als auch

^ ^ k (x -s- l>) . üx gleich ed — e->.
^ a —k

Ist eben so kx (> -s-x)^, also auch k(x-j- !>) — (> -s-x-s-l,)^,

so findet man für beyde begränzte Integrale den Ausdruck

- i(-

VI. Eben so hat man

^ kx.üx — ^ ksn-j-Iz x).üx.

Denn setzt man in IV. die Größe x^-a-s-b —z-, so ist

z? -^^x — k>»s-I> X.

Der Werth x^-a gibt daher ^x — d, und x —1> gibt s>.x --- a, also

ist auch, da ->^x — — i ist:

^ kx.clx— .— ^k(a-s-b — x) . üx,

oder nach Nro. II.:

^ kx.clx---^ k(a-s-I>—x).äx,

wodurch die veränderliche Größe mit einer andern verwechselt wird,

während die beyden Gränzen dieselben bleiben.

VII. Setzt man eben so x — ^-s--j-K), so erhält man

^kx.üx— ^ ksx 5(---s-b)^.cIx,

wodurch die beyden Gränzen gleich groß gesetzt werden.



VIII. Ist ferner

so hat man anch

-> (7 ^ st)

5 — —

st — --

X (st «) -tz. K I, ->st

Demnach ist ^ — </°-s — « für x —s, und ^ ^ ^1, — /Z für x----b.

Übcrdieß hat man
1 K — g ,

cl x . u ^ oder ^>^7
st — a

also ist auch nach Nvo. IV.:

wodurch die beyden Gränzen d in zwey andere «, (3 verändert
werden.

Will man z. B. die Gränzen », I, in die zwey einfachen 0 und 1

oder umgekehrt verwandeln, so hat man

^ kx.üx— hl,— ^ —o)x^.6x,

^'kx.elx^-^— üv,
A° st — «^/a st — «

und aus diesen Ausdrücken erhält man noch die beyden einfachen

kx . (Ixb kl) X . ck X und kx. ä x — ^ k — . Z x.
^lo ° ^

Man steht daraus, welchen Nutzen eine tabellarische Sammlung

von Integralen zwischen den Gränzcn a und i gewährt, um daraus

eine große Anzahl anderer Integrale zwischen andern Gränzen abzulei¬

ten. Auch bemerkt man von selbst, daß man in einem der beyden Theile

der vorhergehenden Gleichungen die veränderliche Größe x mit irgend

einer andern n verwechseln kann, so daß man z. B. statt der vorletzten

Gleichung hat

^ kx.ckx — Iz^ kbu.Zn,

und daß man selbst in diesem Ausdrucke noch die Größe I> in x verwan¬

deln kann, wodurch man erhält

^ kx.äx — x^ kxu.äu.

Will man endlich die beyden oft vorkommenden Gränzen 0 und >

in die neuen Gränzen 0 und «z verwandeln, so kann man annehmen
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x — > — —-— oder auch x — o-°^,
. -i-x

wo in dem ersten Falle

^ Ax --- —I i, und im zweyteu / — — ^ Ic>A. x wird.

Z. 24». (Auslösung der Funktion l(x) dieser Integrale

in )ivei) andere s(x) und t'(—x)). Nach tz. 240, 1. hat man

^ kx.äx^-^fkx.äx-s-^f kx.äx.

Seht man aber x---- — so ist

^ kx.äx --- — ^ k(—^).ä7 --- ^ k(—7).<t/

^ ^ k(—x).-tx.

Substituirt man diesen Werth von ^ kx.äx in der ersten

Gleichung, so erhält man

^ kx.äx ^ sk(x) -s- k(—x))s. ä x.

I. Ist ks—x) ^ ksx), wie z. B. wenn kx gleich einer geraden

Potenz von x oder gleich oos.x ist u. f., so hat man

^ kx.äx^-2^ kx.äx.

Ist aber k(—x) -- -- kx, wie z. N. wenn kx gleich einer un¬

geraden Potenz von x oder gleich sin.x ist u. f., so hat man

^ kx.äx — 0.

A. 242. (Ergän)ung der Taislor'srhen Reihe.) Wir haben

diese Ergänzung bereits oben (tz. 82) gegeben und gefunden, daß man

hat

ksx-s-c.,) — kx -s- 0, k^x -s 2 ^ ^ ^ '

-s ^ k° (x -s- g 0,) ,' » . 2 . 6 . . . n

und eben so für die Reihe Maclaurin's:

kx kv -l- xk^n -s- ^2. k^o -s- . . . -s ^ t" (gx),' ' 1.2 ' I.2.S...0

wo i) eine zwischen 0 und l enthaltene Zahl bezeichnet. Da aber der
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ivahre Werth dieser Größe g noch nicht bestimmt ist, so wird es vortheil-

haft seyn, diese Ergänzungen beyder Reihen

(x -s- ö o,) und r — -ö- (g x)1.2.3...N I . 2 . . . . n

auf einem ander» Wege, unabhängig von der Kenntniß der Größe 6,

zu suchen.

Mau sieht leicht, daß man hat

k sx -j- o,) — kX -s- sx -s- — 2) . ck 2,

wenn das unbestimmte Integral

sk<(x-I-^ — 2) ^ — i (x -s- c>, — 2)

gesetzt wird.

Setzt man aber in der Gleichung (§. >33, III.)

^ u ü V — UV — / r, ü ll

die Größe v — 2 und u — k^sx-s-^— 2), so erhält man durch die

sogenannte theilweise Integration, wenn der Kürze wegen x -s- co — 2 — r

gesetzt wird:

^l^ t . ü 2 — 2 l -s- ^2 t . cl 2 ,

und eben so

^2 t" t . ä 2 ^ 2- 5^ t -s- t . cl 2 ,

^'2- f"/ t. cl 2 ^ ^ 2^ l"/ t -s- ^^2^ k" t . ä 2,

u. s. w.

Geht man dann von diesen unbestimmten Integralen, nach

§. s4o, III., zu den begränzten über, so hat man

t. ü 2 — c>il> x -s- 2 r. cl 2,

2 l^ t . ü 2 — ^ k" X -s- ^ 2^ l^^ t . cl 2,

2^ t. ü 2 X -s- 2^ l" r. (l 2,

u. s. w.

Substituirt man diese Ausdrücke in einander, und nimmt dabey

ans die zuerst gegebene Gleichung

5 (x -s- co) — kx -s- r . <l 2

Rücksicht, so erhält man



Z. 242. 44?

k(x -s- c>i) kx -s- 01 x -s- 2 t . ü 2

---- k x -s- 10 x -s- ^ x -s- 2-k/^ t . 6 2

kx -s> -iik^x -s- ^Ql^k^x -I- -^ A"x^ ' ' ' 2.3

s"---l"t. ä2,2.3^0
u. s. w.

Setzt man dieses bis zum »ten Glieds fort, so ist
k(x-s-l0) --- kx -l- aik^x -s- ^co-k"x -j- . . .

_I ^ kn-.x -I ! r. Ü2,
^ I . 2 . . . (n—l) I . 2 . . . (ll—l) ^ o

und eben so erhält man für MaclaIIri n's Reihe
kx — ko -s- xk^o -s- ^x^k^o -s- . . .

i ! l»^> o -I - j 2°^' k-> t. 62,
' 1 .^2... (11—>) 1.2... (ii—1) ^ „

so daß man daher für jene Heyden Ergänzungen hat
16 ^ ^ 2"^' k" t. cl 2 und

1.2.6... (11—1)^0

r ---- 7 s 2"—> 5" r . cl 2.1.2.0...(11 l)^o
I. Die gefundenen ?liiödrncke von 16 und r lassen sich, nach

§.240, mannigfaltig abändern.
Setzt man z. B. 01 — 2 — u, so gehen die vorigen Gränzen

2^-0 und 2 c,i in folgende über, u ^ 01 und u --- 0, so daß
man daher hat

16 ---- - u)°— k" (x -s- u) . ü u,
1 . 2 . 6 ... (ii — ^ 0

und eben so findet man für x — 2 u

I (x —u)'>—k"u . c!u.
I.2.3...(n— l)^^

Setzt man aber in der eisten Ergänzung 2 — u^i und in der
zweyten 2 ux, so hat man

k" (x -s- co — u c.i) . <1 u und
I . 2 . 3... (II— I) „

^ . s' ,..-.k"sx(.-u)^ . clu.1 . 2 . 3 ... (>i — 1) „
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A. 243. (Ableitung der begründen Integrale aus den un-

bcl'timmten.) In vielen Fällen lassen sich vvn einem aufgestellten

Differentialausdruck begräuzee Integrale angeben, während man die

unbestimmten nicht kennt, und hier ist es auch, wo diese Rechnung

ihren vorzüglichste» Nuhen äußert. Aber auch der verkehrte Fall findet

öfter seme vonheilhafte Anwendung, wo nämlich das unbestimmte In¬

tegral schon bekannt ist, und das begränzte daraus abgeleitet werden

soll, eine Aufgabe, die meistens keine besondere Schwierigkeiten dar-

biethet.

I. So hat man z. B., wie man leicht durch Differentiation fin¬

det, die beyden unbestimmten Integrale

^ ^ a cos. a x -t- k> sin. a x
je^^sin.ax . ckx — — !

und

^ 1 . »sin. sx— b cos. ax
e—'"cos. ax . clx — .

^ a- -l- d-

Setzt man nun voraus, daß die Größe I? positiv ist, und sucht

man diese Integrale zwischen den Gränzen 0 und cxo, so hat man,

da gleich Null ist,

sin, ax . istx —
3

OO Iz
«^'"cos. ax . rix

-s- d2 '

II. Um eben so, für ein anderes Beyspiel, das Integral von

^ zwischen den Gränzen x --- 0 und x , zu finden, so hat
z/ > — x^

man, wie wir schon oben (§. 14b) gefunden haben, das unbestimmte

Integral

e''X"> ll x x»>—> , , IN—> /^X-"—2 <1X
^ — — x--ss ,

X- "I ^ z/, —x2

Da nun, für die beyden angegebenen Größen das Glied

X">—l ,
' /l X?

verschwindet, so ist
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woraus man durch wiederholte Substitution erhalt

X-» n X m I.III 3 . in ö...sm 2N-s-l) XIN^.I 3 X

ck » s/VSTx- ^ »> . III — 2 . III — 4 . . . (,.. — 2 I' -s- 2) ^

wo I' eine ganze Zahl bezeichnet. Es ist aber

XclX . il X
i 1 ' V > — x- und t ^ neo. sin. x,

ch/i—x- ck/l-X- ^

also auch

/"' x^llx /^ 6x 71
, — l und j --— -.o 1 x" I X" ^

Seht man daher in dem vorhergehenden Ausdrucke zuerst m — 2r

und dann in ---- 2i- -j- i, so erhält mau

/^' x^clx

ch -> s/ i — x?

>.3.S...s2>' >) 71 .
. - und

. X.2 2 . 4 . s . . . 2 I' 2

'' 2 . 4 . t> . . . 2 e

/. — x". 3.S.7...(2i-->-i)

übereinstimmend mit §. istb.

III. Anfeine ähnliche Weise erhält man folgende Ausdrücke/ deren

Entwickelnng wir der Kürze wegen dem Lehrer überlassen.

IlTIX . c 71 X. d7i
SIN. dX — 0,

d 7c X e 7? X008. 008.
a .1

. knx e??x
t 81N. 008. 0 X — 0/

^ °° /_ (°°--^)'<> - ---

wo d und e eine ganze und g eine willkürliche Zahl bezeichnet.

A. 244. (Uclrcr das Eulcr'tchc Intcgral ) Euler hat sich

zuerst mit dem Integral

beschäftigt/ daher es auch seinen Namen trägt Man sieht, daß es,

zwischen den beyden angezeigte» Gränzen genommen, nur eine Funk-

Littrow'ü Zlnl. z. höh. Math. 2y



450 §. 244.

tion von der Größe z, seyn kann. Da alle Bemühungen vergebens
waren, diese Funktion von z, in einem geschlossenen Ausdrucke durch
algebraische oder auch durch bisher bekannte trausceudeute Größen aus¬
zudrücken, und da sie doch in dem ganzen Gebieihe der Analysis eine so
wichtige Rolle spielt, so hat man ihr das besondere Zeichen U Hz,) ge¬
geben, und diese Funktion (lamm-, z, genannt.

Um nur die vorzüglichsten Eigenschaftendieser Funktion kennen
zu lernen, bemerken wir zuerst, daß man, wenn man xseht,
sie auch auf die Form bringen kann

I'sp>) — ^ x^ st x . . . hi).

Der letzte Ausdruck gibt durch theilweise Integration h§. ,33, III.)

x? st x xss -s- p /g—- x^' st x,
und dieß mit (>) verglichen, zeigt sofort, daß für diese Funktion die
Gleichung besteht

2" (? ^ ») — ? ^ (?) - - - (2)-

Dieselbe Gleichung(>) zeigt auch, daß man hat uh>) —>, und
eben so gibt die Gleichung ho) den Ausdruck U ho) — >, und über-
dieß, wenn man iu ihr z> — o setzt, U ho) — OO.

I. Aus derselben Gleichung(o) stießen sofort auch die folgenden

^ (?^ ') — ? ^ (?)/
^ (?> 2) — (x -f. .) U (l>-s- '),
^ (? ^ 3) — Hz, -I- o) I" Hz, -s- o),

^ (?->n-j->) — hz,-f-n) U (z,->-n) und
!" (? ^- ') — ? l" (x),

^ (?) -(?-">) ^ (?— ')/
^ (x— >) — Hz, —o) U Hz, —2),

^ h? —n-n>) — (? —») ^ (?"").

Die Multiplication der Glieder der ersten Reihe gibt

? (?^') (?^2) . . . (?-^n) — ' - ' (^

und eben so gibt auch die zweyte Reihe

? (?-') (?-2) - - - (?-") ^ ^
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Seht man in der vorletzten Gleichnng p —. und schreibt n — 2

statt n, so erhält man

2° sn) I . 2 . 3 . 4 . . . (n 2) (l. l),

also auch

si" (n-j- >)^ — . 2- . 3" . 4^ ... (n — >)- n^,

woraus folgt, daß, wenn p> eine ganze positive Zahl, I" (p) keine

rranscendcnte Größe mehr ist.

II. Setzt man in derselben Gleichnng (3) statt x die Größe

i — x, so hat man

x) (2—x) (3-x) ... (n —?) ^

und dieser Ausdruck, mit (3) multiplicirt, gibt

(.—x-) (2' —x') (3^ —1>-) . . . ("2 —Z?')

^ 17 (n-Pi—p) . I-sn-P-iP^)

pi' (?)- i- (>-!>) '

oder auch

r^l« st-> —pt . i 4-p) ,

X'G4")X x i-lxi r-t.-x)

Da der erste Faktor deö zweyten Theiles dieser Gleichung sich der

Einheit immer mehr nähert, je größer n ist, so hat man die unend¬

liche Reihe

. l-(. -p)'

Vergleicht man diese unendliche Anzahl Produkte mit der oben

(tz.b6) gegebenen Reihe,

SIN

so hat man

^(x) . IX.—p) . . . (4).
^ ^ L1N. p 7?

III. Setzt man in der Gleichung (4) statt p> nach der Ordnung
I I 2 3 n .

so erhält man

i- (^) V-,

2H *
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Sil? -

1^-) . -^—VN> V N > .27?^ SIN.

SIN. -N

. . UNd
2 7?SIN.

SIN. 7?n

und wenn man alle diese Ausdrücke unter einander multiplicirt,

n — i75

» /^ V .71.27r.Z7r . n— i ^»/ I sin.— sin. sin.— ...sin. Tri' n n n n

oder da die Größe unter dem Wurzelzeichen gleich ist,

IV. Wenn man endlich in der Gleichung (i) die Größe X---117"
setzt, wo s und n positive Größen bezeichnen, so erhalt man

. ^>OO

I' (p) n u ^ ^nx—l g ^

Nimmt man daher nx — gs und stellt die Größe x wieder her,
so ist

— nun gx . . . (S).

Macht man in dieser Gleichung o — ^ ^ i und nr^-2, so
hat man, da i'(^) — ist,

/"VI

g. 245. (Integrale der Form ^ " F ^ - äx — —,
ck 0 I -j- x^

s" 0'.^-. c.x -- 0, s"—7^ undI —71 I 0 » F li cos. x
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^ -̂clx —I. Sekt man in dem Ausdrucke ^ st"^ ' cl x

die Größe x 2" oder 2 — z/x, so erhält man

/^ > -s- 7.2
V 2 I —- Ü2.

^ i-s--'

Allein es ist

I-P7.2 I I2 »-. '—' ' —!— »
I -s-7.^ I -s-7. ^2 -s. 7.2 I 7, v^2 -j- 7,2

also auch (§. ,3g)

2 ' 3 2 — v/2 . svo.ran2.—-— -l- v/2 . aic, tanL —-—.
^ ^ ^ -^7. ^ ^ ^ V2—7.

Da aber ovo. tanA. oc -s- ovo. VaiiA. /3 — arc. lang. " ^ ^ ist,

so hat man

I -p 7.2 ,^,z
V ^ 2 I cl 2 — V/ 2 . aic. lan^. ,
^ I^.,.4 ^ 0,^x2^

und daher, wenn man zu den beyden Gränzen 0 und » übergeht, da

nie. tanF. cx> — ^ ist,

7 2 s'^ä2 ^ s^'^^'clx--^-.^ o st" ^ >> I-I-X2 ^2

II. Sey p — ^c^^-'clx, wo Ii jede positive oder negative

Zahl außer 0 bezeichnet, so ist auch

^ /(cos. Iv X -s- z/ — I . sin. b x) ü X — ^ sin. Iv X — ^—-. cos. lv X,

und daher sofort für die Gränzen -? und —??

^ > cl x 0,

Für den besondern Fall Iv 0 ist /äx ---- x, also auch

^ ä x 2 ---.

d x

III. Um V --- t — zu finden, wo a > b» ist, sey
^ a -j- Ii cos. x

X2 arc-tgn^.2, woraus folgt 2 —tiing.^-x, so daß also den

beyden Gränzen x — 0 und ?? die anderen 2 — 0 und ov entspre-

)
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chen. Sucht man daraus sin.- und cos.-, und bemerkt, daß
2 2

man hat

cos. x

und daher

a -j- r> cos. X i> -s- t> (a — r>) ?"

Dieß vorausgesetzt, hat man für das gesuchte allgemeine Jn-

cl?, i , — l>
tegral

a d — v)?,- — grc. tsnA. ^
/ »2—1,2

und wenn man dieses Integral zwischen den Gränzen o und OO nimmt,
so erhält man

/ ^ liX 71

^ a-^-Iicos.x "

4 x
IV. Um das begränzte Integral 7 " I '—. sin.x zu fin-»/ o ^

den, hat man (nach §.24», III,)

/^cxZsin.x . /^^sin.x. , /^^^s!n.x /'^^sin.xt . <lx---- I —— clx-4- I —cl x-l- > ci x-l-...
/o ^ cko " ^7- " A-T- "

also auch (nach 5.240, V.)
/^OO sin. x
t . ox

^ 0 ^

k^sin.x sin.(n-j-x) sin. s?. 7?-s-x) , "1

oder, was dasselbe ist
sin. x

l . rix
cho

----- i^äx . sin.x s'- -s j ! s- s-1^ <, I_x ^27-->-x'47i-^.x^67r-s-x ^1

— ^ ä X sin. X s"—! s- 1 ! s. . .
ck c, I_7-^-x^ä7i-^x S7--4-X

Statt dem zweyten Glieds dieses Ausdruckes kann man aber auch
i(nach §.240, VI.) schreiben



Z. 24s. 555

- s" äx sin.x s'—' s- —' 1- 4-1 ,>^271 — X ^ 4 ?I — X ^ 6 71— X

so daß man daher hat
sin. X .— . (IX/7

--- s""cix sin.x ! s — -j ' — 4-..1.o I^x 271 X 27lst-x 7,71—X 7,7lst-x <171 X "

Man hat aber die bekannte Reihe (il^oi- introel. in snnl. in-
Lnir. Vol. l. h. 171)
71 NI 71
— tan^.
2 N 2 N

^ ...*).n—IN nst-in 3n—IN Zust-in 5n—IN Liist-rn

Seht man hier n " 71 und rn — -1 — X, so erhält man
XI II I ,

^ colsnF. - — — s- - - -
"2 X 271 — X ' 2 71 st-X 471—X '

so daß man daher hat
/^cx) sin.x , .t . cl X -n- st l SIN. X ootgnL. - . 0 X

^0 ^ 2
/^»7? X 7?

-n- I cos.^ . el x ^1 st I s^i-s-oos. x) . el x —
»t » ^ ^ 0

Seht man endlich nx statt x, wo n irgend eine posttive Zahl
bezeichnet, so ist auch

^>OO sin. » x
ck 0 ^

1 ^rix
2

Man erhält diese Reihe durch die Integration des Ausdruckes

'sx»—">—1 — x>»st->>—») <1X
I X-"

wenn man - — — 1 st- x-" st- xä» st- x6>i st- setzt und dann die

Integrale der einzelnen Glieder zwischen den Gränzen x — 0 und x nx ,
nimmt.
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Z. 246. (IllttSNÜ ^ ^ Ser>

u — j ^v^äx, so ist auch, wenn man den Bruch —-— nachI -f- X-- 1 ^

den negativen Potenzen von x^ entwickelt/

/^co8. i'x /^ec)8.i-x . . /^cc>8. r x _
—<>'

Allein durch theilweise Integration erhält man leicht

/^eo5.l-x ^ c»8. i-x r sin i x _ .
t —clx - j -- ckx und^ x!» (ll l)xk—! Ii I X^—1

/^sin.I-X 8111.1'X I' /^e08.7-x ,

und daher auch/ durch wiederholte Substitution/

/^c08.?-x ^ . s- r i'^
I ckx---8IN. I'X l-...

X.2" l^2N 1.211 2.X2V—» 2N I...2N—4 x2"^4

^2..-Z ^
211 1 ..3.2. I.X"^

s" ,
00L. l-...

1^(211 l)x«n—» 211 1.2kl—2.211 3.x2"^3 '
,'2tt 2 ""1

^ 211—I...3.2.I X^I

r-n —: /'^M.I'X .

cki 1 j ckx/211—1.211 — 2...3.2.1.^/ X

wo das obere oder untere Zeichen genommen wird, wenn n gerade

oder ungerade ist.

Dieß vorausgesetzt, suchen wir zuerst den Werih von u für den

Fall x — OO.

Für diesen Fall verschwinden aber in dem erhaltenen Ausdrucke
/^cos, r x

von I^,^"üx alle Glieder bis auf das letzte, so daß man für

n — l . s . 3 ... erhält

/^L08. 1'X /^8l'n.1'X ^

I X 1-5 /"sln.i-x ^
I ^ckx — i ckx,

ck ^ 1.2.3^/ X

/"r-08 I-X I'I /^Zln.i-X ^ .

Demnach ist der Werth von
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/^ec>8, ,'x
u — I ckx

s" , i-ü . /^sln. i-x
— ckx.

Allein da

r ^ . > 1 l_ — 4.^—^)

und (nach §. 24Z, IV.)
/^5in.vx 7?
I cl x --2 -

x 2

ist, so ist auch

" (er—e-r).

7?

4

I. Suchen wir nun eben so den Werth u" von n für x — 0,

oder, waS dasselbe ist, für 2 — «z, wenn man ^ ^ ^ seht.

Unter dieser Voraussetzung wird

t cos.

u — I
»/ > -s^ -

cl?: .

^ ^ 7^ "" T' ^ 22(1 2.3.4 ^ ^

cl?:

^(1^22)

und da man durch die Zerfällung der Brüche (§. >3y) erhält

1 > 1 . > — 1 ^ >
22,1^1 j.2,1 ^2N —2 " ^2U —4 ''' 2^ , .H. j^2 /

das obere oder untere Zeichen, wenn n gerade oder ungerade ist, so

hat man auch

cl 5

u ^ I /!)

— s ! __ ^ ! . -s- . . .
(212— i)?2„—, (211 — Z) 22"—s ^2 n — 6) ?.2"—s

i
-I- - g- src. tsnF. ü.— ^ —

Da nun auch in diesem Ausdrucke für 2 — vo alle Glieder ver¬

schwinden, bis auf das letzte, welches gleich anc. lang. OO^ wird,

so hat man
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6 71 ,1 ?, r-

^ I -j- 2- 2 ^ 2 ^s ?,1 (> -j- 2^) 2^2^
s' ll? I"' 71 ^

2 . 3 . ^ (l -j-2^) 2.3.4 '2
also ist auch der Werth von

^cos. -
er- ^ck. ^ ^

cos. i x
(̂1 X

-i-x2
für — «z oder X ^ o

- ("l- ? 17?7i -I- ^ ^ ^

Berücksichtiget man also beyde Gra'nzen x ---- «z und x --- o, so
hat man

/^exz cos. IX, . 71
/ —^—-clx u^ ss- u" ----- . e^,cko 2

also auch, wenn man in diesem Ausdruck ^ statt x setzt,
x^OQ r x
ß eo-;. —

m ^
y IN -f- X 2 ,n

und daher auch, wenn man c in mc verwandelt,
cos. NX 71ckx —Iii" x" 2 >11

§. 247. (Olt't'crcntiatioil und Integratlon dictcr Äus-
drücke.) Da ein begränztes Integral, gleich seinem Werlhe gesetzt,
eigentlich eine identische Gleichung bildet, jo kann man auch mit diesen
Integralen eben so, wie mit allen identischen Gleichungen verfahren.
Wenn eine solche Gleichung zwischen mehreren Größen gegeben ist, so
sind mit ihr zugleich auch alle Differential- und Integral-Gleichungen
gegeben, die man aus jener ersten, in Beziehung ans irgend eine in
ihr enihaltcne Größe ableiten kann, selbst wenn diese Größe früher als
eine Constante betrachtet worden ist. Durch dieses Verfahren lassen
sich auö jedem gegebenenbcgränzren Integral unzählige andere ablei¬
ten, wie wir sogleich an einigen Beyspielen sehen werden.

I. In der letzten Gleichung des §.244, wurden die Größen m und
r- als constauc angenommen. Dieß hindert aber nicht, diese Gleichung
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in Beziehung auf die eine oder die andere dieser Heyden Größen zu
differeutiireu. Thut man dieß, z. B. in Beziehungauf n, so hat man

x sin. ix ^I - üx — -
ch 0 -N--P.X- 2

und diese Gleichung ist eben so richtig, als die, aus welcher sie ab¬
geleitet worden ist. Für den besonderenFall rn ---- 1 geben beyde
Gleichungen

^SIN. n X n̂x — - e^.cos. r X ^ ^ /^OOxsi
^0 >4-^ cko ist-x-

II. Wie im Vorhergehenden die Differentiation, so läßt sich auch
die Integration auf diese Ausdrücke anwenden. So ist, wie man so¬
gleich sieht,

i x>n—> (k x — — .
^ 0 ^

Multiplicirt man diese Gleichung durch <Iin, so hat man

ckx . x">""'Ü in — -—.
n in

Jntegrirt mau dann diesen Ausdruck in Beziehung auf die Va¬

riable m, so erhält man, da bekanntlich —-i!—ist,
XM—»

. ckx lo^. IN -s- ffonst.log.x

Um diese Constante der Integration zu bestimmen, hat man
für in — 1

I — (^0N5t.,
ck 0 log. X

also ist auch

s' ^ . ckx IvZ.IN.cko log.x

III. Nach H. nst3, I. hatten wir
/-OO d
I 00s. gx . ckx — . . . . .

^ 0 n- -j- k>-

Multiplicirt mau diese Gleichung durch cla, so ist

ff^ 0
(X) dclaax . cl 3 —

s- -j- ^
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wovon das Integral in Beziehung auf c> ist,

/^>OO z!n. A X a
I clx — I, src. tan^. — ,

wo die Constante der Integration gleich Null ist, da der Ausdruck für

a --- o verschwindet.

Ganz eben so gibt auch die zweyte der in h-243, I. angeführte

Gleichung

^cxz e—xgz, g X
<l X 5 log. (a"-s-k>') st- <3.

Da die Constante L der Integration die Größe a nicht enthal¬

ten kann, weil cos. sx an den Heyden Gränzen von a unabhängig ist,

so kann man c statt a sehen, wodurch man erhält

i ----- IoF. (c2 st- k>2) st- c.,0 ^

und da in den Heyden letzten Ausdrücken die Größe C denselben Werth

haben muß, so ist auch

cos. s x — cos. c x
. , k- -I- c"

Da wir diesen Gegenstand, des Mangels an Raum wegen, nicht

weiter verfolgen können, so wird es genügen, einige der vorzüglich¬

sten ans diesem Wege erhaltenen Resultate anzuführen.

^ s i n. n X . tl X

g (n»2 st-x2) <^I st- 2 cos. I'X st-^2) 2 ' vmr st^ ^

oxa log. (i st^ 2 p cos. I- X st-

t) st. x2

^2 gln. r X

l»2 st- x2

cxz lo^. cos.rx 71 .—7-—7- . äx — log.
y III» st-X- 2 III

log (1 st^ I>e-""),

. 71 , /l —c^2"ii>
. clx --- — log. l I,

2 III ^ V. 2 /

1 st- c—2

cx? lo?. tsnl-. NX ^ 71 ,—" ' — . clx — los.
0 >"' st»

Od) x colnnA. i' x

in- -j- x-
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/^O<D x t.in". i'» 7^
I . (Ix ---- i /

^ g c-.-.r^_l

/^OO X eosoc. r X 71
j — .—— . 6x ,

^ O M- -^- X- v">r — e^mr

/^0XZ g ^ <l ^ 7?

^ 0 ' -ch ^ ^ 0 1 -j- ^ ^ ^

/^oO , ^»cxz . ^ , /n
^ cos.^ x . 6 x — ^ 8111.2 x . o x — - ,

^ ^ cos.^ ax cos. I, x . clx — ^ ^ ^ ^

^ sin.^ax cos. dx . äx ^ U. s. M.

IV. Das vorhergehende Verfahren läßt sich, wie es scheint, nur
auf solche begränzte Integrale anwenden, die wenigstens eine unbe¬
stimmte Constante enthalten. Allein Hey einer näheren Betrachtung
des Gegenstandes fällt diese Beschränkung weg, da man, wenn daS
Integral keine unbestimmte Constante enthält, eine solche willkürlich
einführen kann. Wenn z. B. der Ausdruck gegeben wäre

1tx . cl x,
0

dessen Werth gleich eV seyu soll, so hat man, wenn man die unbe¬
stimmte Gränze m einführt, nach h. 240, I.,

^"kx . äx -ss ^

'OO
fx . 6x —

in

Setzt man dann in dem ersten dieser Integrale x ---- in 2 und in
in . ^

dem zweyten x 2^ —, so erhalt man

und da dieser Ausdruck die unbestimmte Größe in enthält, so können
aus ihm, wie zuvor, viele andere abgeleitet werden, wie §. B.:

^x?(mx) -ss x c^6x ^ u. s. f.
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Z. 248. (Bestimmung dieser Integrale durch Oit't'eren-
tialglciel)nngen.) Im Vorhergehenden haben wir, durch Differen¬
tiation oder Integration in Beziehung auf eine Constante irgend eines
bereits bekannten Integrals, mehrere andere Integrale abzuleiten
gelehrt. Allein selbst wenn das gegebene Integral noch unbekannt
ist, läßt sich dasselbe, durch Differentiation der Constanten, auf eine
Differentialgleichungzurückführen, die dann, wenn man sie integrirt,
den gesuchten Werth des gegebenen Integrals gibt. Sey z. B. das
unbekannte begräuzte Integral

sin. nx ^
ck 00 ^ (l»2 4. x")

gegeben, welches wir der Kürze wegen 7 nennen wollen. Differentiirt
man diese Gleichung

5IN.NX
V mn I st. X

ck 0 5 (IN- 4- x2)

in Beziehung auf s, so erhält man
^llzX cos. NX(N - /7 I„2 -P

llx.

Allein nach §.248 hat man

also ist auch

cos. nx ^ 71clx —s" . ,
>/ u 4- X- 2 II,

X (1 2 III

Integrirt man diese Gleichung in Beziehung auf a, so erhält
man

V -X- -s- <ü.
2 I„2

Die Constante der Integration aber wird dadurch bestimmt, daß,
nach der gegebenenGleichung, die Größe / zugleich mit s verschwin¬

den soll, wodurch man erhält C —-^7, so daß daher das gesuchte
Integral seyn wird

VO sin. a x 71 ^
elx — 7 s» —g X (n,2 -s- x2) 2 11,2

I. Auch die Integration der partiellen Differentialgleichungen
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laßt sich auf dieselbe Weise anwenden. Ist z. B. das Integral zu
suchen

^ l clx . eos. a x x . ich,

wo ^>x und ich zwey willkürliche Funktionen von x und wo a und Ii
unbestinunre Constanten bezeichnen, so hat man, wenn man die gege¬
bene Gleichungzweymal in Beziehung auf a und auf l, differenturt,

clx . e^V^eos. a xx . f^x)"^x,

^ cl x . cos. axx . x)ch x.

Addirt man diese benden Ausdrücke, so ist

(lA ^ (chä)"
und von der letzten Gleichung ist das Integral

k <l> -s- a — i) ch V ch — g — >),
wo wieder k und V zwcy willkürliche Funktionen bezeichnen.

DaS Vorhergehendewird hinreichen, die Wichtigkeit dieses Ge¬
genstandes zu erkennen. Weitere Belehrungen darüber findet man in:

Bvaitö äu oaleul. Vol. lll. Ac-Fsurtne ^ Lxei-vioes <lo
(lslo. Inlegv. VxsroiLes <lv lVIgtliomati^uos;
ilouinal I'olxteLlniigue. Vol. XlX. und 5/ola in (chuscoll mut. v
lisiei. lVIilano illZs. Vol. I.

XI..

Prinzipien der Differenzen-Rechnung.

ss. 2/>g. (Allgeluciue und fmnmatarifchc Glieder der Nei-
Heu durch die Differenzen der einzelnen Glieder.) In der Diffe¬
rentialrechnung haben wir die Veränderung der Funktionenbloß in Be¬
ziehung auf die Form gesucht, welche diese Veränderungen, in den
verschiedenen Gliedern ihrer Entwickelung, annehmen, ohne auf die
Größe, auf den eigentlichen Werth dieser Veränderungen, zu sehen.
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Es sey nun u irgend eine Funktion von x, die für x — x -s- Ii

in u,, für x — x -f- 2 Ii in Uz, für x — x -f- 3Ii in Uz u. f. f.

übergeht, so daß man die Reihe hat

II/ Uz/ ^ 2 / ^ 3 / II4 «»«!!«.«>

Nehmen wir die Differenzen der nächstfolgenden Glieder dieser

Reihe, und von diesen Differenzen wieder die Differenzen u. s. w, und

setzen wir der Kürze wegen (analog mit §. 87)

u — Au ,

Uz n, — ^u, ,

»3 Uz — Auz,

U„ Ull^l — ^ Ul, ,

Au, -— Au — A'-u

Au. — Au, — A" u, e

Auz -- Auz — A-u.

A Uli ' " A Uli—I . A' Uli—I ,

A- u, A" u A^ u ,

A- Uz A- u, — A^u, ,

A'Uz tX'Uz — t^Uz,

A' u„^> A' u„^., ^ As u„ .

I. Dieß vorausgesetzt, erhält man durch eine einfache Substitu¬

tion der letzten Ausdrücke in einander

Uz u -ff- 2 Au -s- A-u,

Uz — u -s- 3 Au -s- 3A^u -s- A2 u u. f.

Man bemerkt hier sogleich die Form des VinomS, daher man

durch Analogie erhält,
, N>N I . , I.II — 2

Uu — u -s- uAu ^ As u -s- -— AS u -4- ... (I.)' 1-2 1.2.6 > ^ ^

so daß man also für sedcö Glied der obige» Reihe einen Ausdruck er¬

hält, der bloß von dem ersten Glieds u und von den Differenzen Au,

A-u, As u ... der übrigen Glieder abhängt.

Eben so erhält man durch eine ähnliche Substitution

A u u, — u,

A"u Uz — 2 u, -j- u,

A2 u — Uz —' 3 Uz -s- 3 u, u u. f. ,



ltliu lVlr UUU) su)vlt vvru ^.07) ge-
funden haben,

n . n 1 n.n— ?.n — 2
/X"U — U.» — N Un__. Un-Z ^ - (II.)1.2 1.2.6 "

so daß man also die Differenz A„u irgend einer Ordnung n bloß durch
diejenigen Glieder der anfangs gegebenen Reihe ausdrückenkann, die
zur Bildung dieser Differenz A„u gebraucht worden sind.

Eben so ist endlich die Summe der bei)den ersten Glieder der ge¬
gebenen Reihe

8 u -ff u, 2 u -ff A ll,
die der drei) ersten Glieder

8, — u -ff u, -s- Uz — 3 ri -j- 3 Au -ff A^ u
u. s w., also wieder analog die Summe 8„ der n ersten Glieder

u -ff u, -ff Uz -ff . . . -ff u„

8« — (n-ff >)" -ff "^7" Au -ff " ^ ^ ^ - A'u -ff ...(III.)

Man kann diese Reihen einfacher ausdrücken, und zwar die
Reihe (I.) durch

Un ----- (l-ffAu)",
und die Reihe (II.) durch

A"u — (u — ,)" ,
vorausgesetzt, daß man in der Entwickelung dieser Binome statt der
Erponentialgröße Au" und u" den Jndev A"u und u„ setzt.

II. Ist z. B. u — x'", also auch
u, (x-ff !>)">, Uz — (x-ff 2 Il)"> . . . Un ---- (x-ffnll)»",

und daher die Reihe (II.)
A->u — fx-ffu Iijs" — n fx-ff(u — 1) Iff-ff " ' fx-ff(n 2)11^"-

N.N— l.II —2 ,
77^76

Für ein anderes spezielles Beyspiel sey
u — I, u, ^ 2ff Uz — 3ff Uz ---- 4^ . . .

also die Reihe gegeben
i 8 27 84 126 .. .

mit ihren Differenzen
Littrow's Anl. j. höh. Math.
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7 ig 87 bi
i2 ,3 24

b 6

so ist u ^ I , /^n — 7, t4-u— is,^^u---b, und daher, wenn
man n --- 3 setzt,

die Reihe (I.) »z — 1 -s- 21 -s- 3b -s- b 64,
» » (II.) II b4 — 81 -s- 24 — i b,
» » (III.) 8z 4 -s- 4s -s- 43 -j- b Ivo.

Z. 2S0. (Interpolation der Reihen.) Nimmt man an, daß
von einer gegebenen Reihe die auf einander folgendenDifferenzen 4u,
^-ii, ... immer kleiner werden, was sehr oft der Fall ist, so kann
man den Ausdruck (I.) des H. 24 g auch anwenden, um die Zwischen¬
glieder der gegebenen Reihe, für welche nämlich n irgend ei» Bruch
ist, zu finden. Ilm z. B, in der letzten Reihe das Glied zu finden,

S
welches in der Mitte zwischen 27 und b4 liegt, ist n —und mit

diesem Werthe von n gibt die Reihe (I.) den gesuchten Werth dieses
Gliedes u, — 42 . 876. Man nennt dieß: die gegebene Reihe in-

terpolire», und man sieht, welchen Nutzen dieses Verfahren bey
der Construction von Tabellen u, f. gewähren kann.

Sind die Glieder der gegebenen Reihe nicht äguidistant, wie zu¬
vor, sondern weiß man z. B. nur, daß für die Größen x 0, 1, 3
und 7 die Werthe u 1, 2.11, Z.25 und 18.73 gehören, so
kann man annehmen

u^a-filix-fiex^-s-clx^,

wo offenbar a — 1 ist. Snbstituirt man in diesem Ausdrucke für x
die Werthe i, 3 und 7, so erhält man die Bedingungsgleichungen

1.1, 8 -fi 2 -s- 8,
4,sZ ^ Z8 -s- g2 -s- 278,

17.78 — 78 -j- 4go -s- 3488,

woraus folgt Ii — 1,01 g5s, 2o.e>bc)?3 und 8 0 osog5, so
daß man für das gesuchte allgemeine Glied hat

u 1-s-i.o i c)6s x-s-o.obg53 x^-s-o.osogZ x^.

Der letzte Ausdruck gibt
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für x ---- 2 de» Werth von n — 3.st8,
» x^-4, » » » u — 7-63,
»x—5 » » » u — >o.^5 u. f.

welche Werthe von u aber nur annähernd richtig sind, da der wahre
Ausdruck, auS welchem die obigen Zahlen 2.1», 6 .2Z und 18.73 ab¬

geleitet wurden, ist
x" X- X'

n — > ^ ^ -s- ss Z- .

I. Man sieht daraus, daß das Problem der Interpolation ein

unbestimmtes ist, so lange die eigentliche Form der Reihe nicht be¬

kanntist, und die gegebenen Bedingungen nicht hinreichen, alle Glie¬
der derselben zu bestimmen. Dasselbe geht auch aus demjenigen In-

terpolations - Ausdruck hervor, den wir oben (im Eingänge des §. >br)

gegeben haben, wo sür x —0, s, Ii... der entsprechende Werth
von u — I!, L ... angenommen worden ist. Denn man sieht,

daß man statt der a. a. O. angenommenen Reihe auch die folgende hätte

setzen können

(x —a)>n(x—ti)»(x —c)n. .. x(x—-Ii) sx —c). ..
II -s 1 ' -4^ . ..Ain^jNen... a

oder auch

sin. m (x—a) sin. n sx — Ii) sin.p sx— c) .. .
u — 1

SIN. IN II SIN. n II SIN. ji e . . .

sin. IN X sin. n (x — 1i)s!n.v)x — c) . .. ^
" sin. in a . sin. n tn — li)sin. — c) . . .

da auch diese Formen de» aufgestellten Bedingungen genug lhun. Die

Wahl dieser Form ist in vielen Fällen von großer Wichtigkeit. Wenn

sich i» den gegebenen Bedingungen wiederkehrende Perioden zeigen, so
wird man Ausdrücke der Art

,1 — s -j- d cos. x -ss c sin. x -s- k>/ cos. 2 x -s- 0^ sin 2 x -s- ...

oder

u — cr -s- /Z cos. (m X -s- n) -s- s3/ cos. (m> X -s- t>/) -s- ...

oft sehr angemessen finden n. s. w.

Z. 25,. (Änulmpie der Oillereiiicn mit den putriyril.
Wenn in der Funktion u — tx die Stammgroße x in x -j- Ii über¬

geht, so Hai man, nach Taylors Theorem,
3o*
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du Ii- d-uu/ — u -s- Ii - — -ch- - ' -' a X ' I . 2 u X- '

oder da u^ — u----Au ist, die Größe Au in der Bedeutung des
2/,<) genommen,

.du , I>2 d- u ,Au ----- Ii - - r^ > - .
dX ^ I . 2 d x2 ^

Nach dem Vorhergehendenaber hat man auch, wenn v die Basis
der natürlichen Logarithmenbezeichnet,

x , x- , xZe-° — i — —s- -s ^ .l 1.2 1.2.3

oder, wenn man x ----- A ^ setzt,
dx °

^ , du 1,2 tl 1,5 ,1 „5(! - 1 . Ii " '—I— » - I . I - » » ,
cl X I . 2 (I x^ ' I . 2 .3 cl x5 '

Setzt man daher wieder, der Kürze wegen, <1"u statt du", so
hat man

Au ----- «z I,

und daher auch, wenn man dieselbe Versetzung der Zeichen d"u und
du" beibehält,

/ V
A"u — Vo ^ '

Nimmt man von diesen beyden Ausdrücken die Logarithnien,so ist

^ ^ ^ ^ -I-äu) und ^ 4-^u)^>,

wenn man auch hier Au" in A"u verwandelt.

A. 2Z2. ^ÄUIMNlttldNcN.) Ist u-----a X -s-Ii, wo a und l>
constante Größen vorstellen, so ist nach der vorhergehenden Bezeichnung

o-u — s(x-s-Ii) -s- I, — ux — Ii oder
Au — all.

Da demnach /Ali die Differenz von ax-s-b ist, so kann
auch umgekehrt sx -s- I> die Summe von »Ii genannt werden.
Wählt man daher für diese Summe das Zeichen so hat man

s X -s- Ii !!-- Ii oder s^i'li ----- ax -s- Ii,
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oder endlich

^kl -ix: X -l- -,a

wo man für ^ irgend eineCoustante d sehen kann, so daß man also hat

^Ir ^ x -ff donst.

Ist aber u-^x">, so ist auch

Ax" — (x -ff. Ir)^ — x>",

woraus man für m ^ , s, 3, . . . erhält

/X x — k>,

^x^ 2lrx -ff kr»,

^ x^ -l- 3 kl x^ -ff 3 kl^ x -ff Ir^, u. s. w.

Zlus der ersten dieser Gleichungen folgt durch Revcrsion ^kr^-x,

oder eigentlich, nach dem Vorhergehenden, — x -ff donst., welche

Constante wir künftig bey jeder durch ^ausgedrückten Summation als

schon hinzugefügt voraussehen wollen. Da übrigens

^ d ^ k. i — I,2?i

ist, so hat man auch
X

^ l ^

Eben so gibt die zweyte jener Gleichungen

^ssbx -ff kl^) x^, oder

s lr^x -ff kr" ^ x^°, oder
X- X

^x — ,2 N 2

und auf dieselbe Weise
x"'

^ 3^

x2

2

^ X

>1
X-

2

I> X-

X- x->

-I-

II X»

SN 2

Il >X .
—u. s. w.60

Statt diese Ausdrücke weiter fortzusetzen, nehme man allge¬

mein an

^x>" — .^x^' -ff Lx"» -ff dx""-' -ff Hx^2 -ff . . .

Nimmt man von jedem Eliede dieser Reihe die erste Differenz,

so erhält man
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x^ ^ (m -s- i) x^ -s- (iii -j- i) Iii . X""-1 1»2

^ .

^7^ (m "fi 1) IN (in I) . X'"""'- -s- . . .

L IN . X"1^1 Ii

-I- IN (m i) . X°"^Ii' ^ ^1.2

(l (in i) . x"i^2 Ii ^

Setzt man die Faktoren einer jeden Potenz von x gleich Null, so

erhält man nach einigen Reduktionen

^ ,
(„i-j- >) k

L ^ (m-s-,) Ii,

d — — (lii-fi-i) IN Ii" — . Ni li u. f.,
1.2 .3^ 1.2

und wenn man dieß weiter fortsetzt, so findet man endlich
^ IN Ii XNi—I III . III I . m — 2 Iii X">^3

^x"> ---I —— -X"1 -P' ' '
(in -fi I) Ii 1 ^ 22.3 24 . 32.5

. Iii . III — I ... Iii — H . I>i . x>n—6 N1 . IN — I ... IN — 6 . Ii? . x""^7

22.32.5.7 2°. 32.52.7

, IN . IN I . . . IN 8.1>7.xni—'S

' 2». 3-. 5.7. II

bi) I III. IN — I .. . N1 — In . Ii >1 . XIN—> 1

2" , 36. 52. 72, 11 . i3
IN . IN I . . . IN I2.Il22.xii —>?

^ 212 .34 .52.72. II. 13
3ö 17 IN . IN — I ... IN — 14 . I>15 . X"i—16

2 1^ . 32 . 54 . 72 . II . I 3 . 17

Dieser Ausdruck gibt das Mittel, die Stimulation aller alge¬

braischen, ganzen und rationellen Ausdrucke zu finden. So hat man

z. B., wenn der Kürze wegen Ii ^ i gesetzt wird,

^ (x^ — 5 x^ b x — 1)

oder

^ (x^ — 6 x^ -s» 6 X — l)

---- — (3x^ — 2(1 x^ -s- 6 g x" — 68 x) Lonst.
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I. Eben so hat man für Exponentialgrößen

/X. n" s" — >),

also auch

a' --- ^ — i) ,

voraus folgt:

a>> — i

II. Für trigonometrische Funktionen ist z.B.:

^ cos. x — cos. sx st- Ii) -— cos. x ^ — 2 sin. - sin. l x st- - I,

also auch, wenn man x — statt x schreibt:

A cos.

. >.
2 SIN. -

und daher durch Reversion:

cos

sin. x --- —

und eben so erhält man auch

. >. '
2 Sil!. -

2

8IN

^ el)5. X —
l,

2 81N. -2

Man bemerkt von selbst die Analogien dieses Calculs mit der

Differential - und Integralrechnung.

Z, 253. (Snuunation auf einander folgender Produkte.)

Sey u X (x st- Ist (x st- 2 N) . . . fx st- hm — >) lst gegeben.

Nimmt man davon die Differenz, so ist

Au — (x st- Ii) (x st- 2I,) ... (xst- ml,) — X (xst- Ii) . . . sx st- (m ,) Ist

oder

Au fx st- Ii) (x st- 2 Ist . . . sx st- (in >) Ist Nili.

Da aber

^ Hu Z) ^ n. n
in Ii in Ii in Ii

ist, so hat man auch
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(x -j- Ii) (x -s- 2 Ii) . . . sx -s- (m — i) Ii)

^ jssss ^ ^ >') ^ - - . !>' -s- (m — i) Ii) -s- oonst.,

oder wenn man x x — Ii und m m -j-- , setzt:
^x (x -j- k) (x -s- 2 d) . . . sx -s- (m — i) Ii)

^ .^1. " ^ ^ ^ (^-i-2li) ...sx-j-(m —.)!,)... (^).
Ans dieselbe Weise kann man auch mit dem Ausdrucke

X (x -s- Ii) (x 2 Ii) . . . sx -tz- (in I) li^

.verfahren, da dessen Differenz gleich

Qu — ' '
(x -j- Ii) (x -tz. 2 Ii) . . . (x -tz-Iii li) X (X -tz- Ii) . . . (x^- (in — I) Ii/

daö heißt, gleich ist
. mli
Qu — .

X (x -j- Ii) (x -j- 2 Ii) . . , (x -j- in Ii)

Die Reversion dieses Ausdrucksgibt, wenn man wieder sir u
seinen Werth setzt:

^ — ——— —
X (x Ii) . . . (x -j- iiili) IN Ii IN Ii X (x -j-Ii) (x-j -2li) . .. sx -tz dj

also auch, wenn man IN m — l setzt:

^ X (X Ii) (X 2 Ii) . . > sx -tz- (in — I) il)

(IN — >) Ii X (X -z- Ii) (x -j- 2 Ii) . . . sx -j- (III — -) Ii) ' ' '

I. Nun kann aber in jeder gegebenen Reihe
u < Uj / ^2 » . Un—l /

daö allgemeine Glied n„ als die Differenz der Summe aller vorher¬
gehenden Glieder angesehen werden, so zwar, daß wenn man die
Summe

n -s- u, -s- »2 . . . -s- vn-, 8„_,
setzt, man sofort hat:

Q8„-> u„, also auch 8„_, -x- ^u„.

Daraus folgt also, daß die ganze Summe der Reihe, das allge¬
meine Glied mitgenommen, gleich ist

8» -s- u^.
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Wenden wir diesen Ausdruck auf die Gleichung (^) an, wo daS

allgemeine Glied ist

u„ — X sx st- Ii) sx st- 2lr) . . . sx st- (m— r) Iii ,

so erhält mau

s X (x st- b) (x st- 2 Ii) . . . sx -s- sm — I ) Ist

" st. ^ ^ (x st- 2 Ii) ... sx st- (m — .) Ist

st- X (x st- Ist sx st- 2 Ii) . . . sx st- (m > ) kst,

oder wenn mau die beyden letzten Glieder zusammenzieht:

3x sx st- Ist (x st- 2 Ist . . . sx st- sm i) Ist

(in st- I ) Ii

Und eben so erhält man auch aus der Gleichung (Ist den folgen¬

den Ausdruck:

8 —
X (X st- Ii) (X -j- 2. Ii) , . , j^x st- (>ii >) Ist

^ ! st- const.(Iii I ) Ii (x st- Ii) (x st- 2 Ii) ... ^x st- (m I) Ist

Mittelst dieser beyden Ausdrücke erhält man die Summen der¬

jenigen Reihen, deren Glieder die sogenannten direkten oder reciproken

figurirten Zahlen sind. Für die ersten oder für die Reihen, deren

allgemeines Glied st, ^ ist, hat man,

wenn man Ir—i und nach der Ordnung m —,, 2, 3... setzt:

sst^-^-(xst-,)st-cI 1.2^ ' ^ '

für die Summe der Reihe 1 ,2,3,4...,

für die Summe der Reihe r,3,b, 10...,

- -1- °

für die Summe der Reihe >, 4, ,o, 20 . . . ,

wo die Constante gleich Null ist, da alle diese Ausdrücke mit x zugleich

verschwinden.

Eben so erhält mau für diejenigen Reihen, deren allgemeines
.1 1.2 >.2.3 —
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, .2 3 l 7 1- c,

».2.3 8 l ^ si (H/,
^ (x -j- l) ^x -^- 2) (X-j- I) (x->- 2)

,.2.3.4 3 ! — — s. O,
X (x-j-2) tx-Z^3) (x >) (x^si 2) (x-si 3)

wo die Coustante Os, O" —^:c. ist. So

gibt z. B. die^letzte Gleichung für die Reihe

' ! ' , ' ,

1.2.3.4 ^ 2 . 3 . 4 . s ^ 3 . 4 . s . t> ^ '

das summatorische Glied —-^— — 7-^-. Setzt mau
3 (x-j- >)(x-j-2) (x-l-3) ^

in diesem Ausdrucke x 1, 2, 3..., so erhält man für das erste

Glied 7^, für die Summe der zwey ersten 7^, für die der drey ersten

^ --. f. f.

Z. 2S4. (Gleichungen mit Differenzen.) Wenn 7 eine Funk,

tiou von X ist, und wenn I, die beständige Zunahme der Siammgröße X

bezeichnet, so wird eine Gleichung zwischen Differenzen im Allgemeinen

die Form haben:

b' (x . 7 . ^7 . ^»7 ^ ^

In einer solchen Gleichung kann man die Differenzen ^7, ^'7...

durch die auf einander folgenden Werlhe der Größe 7 ersetzen, da man

hat:

^7 --- 7- — 7, ^'7 — 7- ^ 27. ^ 7. ». f.,

so daß also jene Gleichung die Gestalt annimmt:

l>, 7, 7,, 7., . . .) — 0,

und aus dieser Form sieht man, daß jede solche Differenzengleichung

den Werth der gesuchten Funktion durch eine bestimmte Anzahl der die¬

ser Funktion vorhergehenden homologen Funktionen gibt. Ist z. L. die

gegebene Gleichung der ersten Ordnung , so wird man aus ihr die Größe

7, durch 7 ausgedrückt erhalten; ist sie der zweyteu Ordnung, so wird

sie den Werth von 72 durch 7, und 7 geben u. s. f. Jede solche Glei¬

chung ist daher einer Reihe gleich, in welcher man jedeZ Glied durch

eine bestimmte Anzahl der vorhergehenden Glieder erhält. Denn ist

z. B. die Gleichung 72 — k(x, 7, 7,) gegeben, so kann man daraus

die folgenden ableiten:

7- — k (x -j- I-, 7,, 7.); 74 --- k (x -s- 21,, 7., 7^) «. f.
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und daraus wird man die Reihe bilden können:
7, 7,, 7-, 7z - - - ,

deren jedes Glied ans den zwey ihm zunächst vorhergehenden gebildet
wird, und in welcher daher die beydcn ersten Glieder)-' und)-! ganz
willkürlich sind.

I. Um nun auch ein Beispiel von der Integration einer solchen
Gleichungzu geben, wollen wir die Gleichung annehmen:

^7-s-X7-- X>,
wo X und X^ bloß Funktionen von x sind (vergl. §. 20S). Sehen wir
der Kürze wegen die constante Zunahme Ax der Größe x gleich der
Einheit voraus. Nimmt man dann 7 —U2, so hat man

^7 ut^2 -j- 2/^U -s- ^u^2,
und unsere gegebene Gleichung geht in folgende über:

u A 2 -j- 2 tüe u -s- ^ u 2 -s- Xu 2 — X^.
In ihr kann man den Theil 2/^u-j-Xu2 gleich Null annehmen,

so daß man hat
/^u -j- Xu — 0 und U/^2 -s- ^U/^2 — X7.

Daraus folgt sofort

2 —1—-— oder 2 —
u -j- a u u -j- ^ u

Unsere Aufgabe reducirt sich daher auf die Integration des Aus¬
drucks Qu-j-Xu^o, in welcher sich die Variablen trennen lassen
(§. 2o3), da man hat

^ ^
U

Sey u---oi, also auch (§. 2ZZ, I.)

.) und — 1^ — X,
woraus daher folgt

— 1 — X, t loZ. (1—X) und tlog. (1 — X).
Da aber die Summe der Logarithmen der Funktion (>—X)

gleich dem Produkte der auf einander folgenden Werthe von (1 —X)
ist, die zwischen den Gränzen des Integrals enthalten sind, so sey die¬
ses Produkt
(1—>Xo) si—X,) (r —X-)... (1—Xn—-) (1—X„^,) si X^,^,
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wodurch man erhält:

t --- log. sr — X-_.^ ; u --- --- si — X.^,^.

Da nun u, — u -s- /Xu ist, so hat man auch

u -s- /Xu ^ st ^-5^-1-, "

und daher endlich für das gesuchte Integral

Ist für einen besonderen Fall X —V eine Constante, so hat man

Ist übcrdieß auch noch ZV^-IZ constant, so ist

oder (nach §.262, I.)

^ ^ nc>-X)-.-.
— X)>-V> (>—X)—>—l t> —

und daher daö gesuchte Integral

7 ^ (. - ^ . -^- o°u»t.^ .
Weitere Ausführungen dieses Gegenstandesfindet man in Uaoruix,

ll'raito llu calo. üilll. Vol. III.

Principien der Variationsrechnung.

Z. 2Z5. (Erklärung dieser Ncchmmg.) Alle vorhergehenden
Betrachtungen setzen voraus, daß die Abhängigkeit der Disferentialien
öx, ll)', üi:... von euiander, während dem Verlaufe der Rechnung,
immer dieselbe bleibe. Allein eS gibt auch andere Untersuchungen, in
welchen sich diese Abhängigkeit, dcrNatur der Aufgabe gemäß, ändert.
Wenn z. B v eine Funktion der Größen x, y und ihrer Differentialieu



ckx, 6)? bezeichnet/so ist daS Integral /Uclx, zwischen je zwey be¬
stimmten oder gegebenen Werthen von x, einer unendlichen Anzahl von
Werihen fähig / wenn man die Relationen zwischen x und / sich ändern
läßt. Nimmt man, für einen speciellen Fall, v —/ an, so bezeichnet
das Integral //<lx die Fläche einer Curve, welche zwischen zwey ge¬
gebenen Ordinalen, zwischen der Differenz ihrer Abscissen und zwischen
dem Logen der Curve, der von jenen Heyden Ordinaten begränzt wird,
enthalten ist. Allein diese Fläche wird verschieden seyn, wenn man,
in der dem Integral /<lx zu Grunde gelegten Gleichung der Curve,
verschiedeneCnrven annimmt, und man wird daher die Frage aufstellen
können: welche Gleichung einer Curve, oder welche Relation zwischen
x und / muß man, unter alle» möglichen, wählen, damit die durch
dieses Integral //clx ausgedrückte Fläche ein Größtes oder ein Klein¬
stes werde. Solche Fragen nun gehören in die Variationö-
rechnun g.

Wenn z.B. MM/(Fig.5ß) dieseCurveausdrücken soll, für welche
das Jnregral ss'Uüx ein Größtes ist, so muß dieses Integral für jede
andere Curve mm/ einen kleineren Werth haben. Um dieser Bedingung
zu genügen, muß vor allem untersuchtwerden, welchen Einfluß eine
Änderung in dcrNelation von x und /, d.h. in der Natur der Curve,
auf das Integral /Uäx hat. Bey dieser Änderung wird aber die
Größe/, unabhängig von x, sich ändern müssen, da, wenn man
zwey Curven betrachtet, zu demselben x —^U zwey Ordinaten UM
und Um gehören, und die Differenz M m dieser Ordinaten muß von
den DifferenzenUM/ und vm/ wohl unterschieden werden, da diese
letzten zwischen zwey nächstfolgendenOrdinaten derselben Curve
Statt habe». Ans diesem Grunde unterscheidet man auch diese beyden
Differenzen der Ordinaten, selbst wenn sie unendlich klein genommen
werden, durch besondere Zeichen. Heißt nämlich M/U —cl/, daS
Differential von UM---/ i» derselbe» Curve MM/, so ist Mm---ö/
die Variation von derselben Ordinate UM —/, wenn man von einer
Cnuve MM/ zu ihrer nächstfolgenden mm/ übergeht.

I. Zieht man mr mit MU, und ms mit MM/ parallel, so hat
man

U/M/ — / -s- 6/ und Um — / -s- S/.
Geht man dann von dem Punkt M zu m/ über, so erhält man

U/m/ — Um -s- rs -s- sm/ — / -s- s/ ü/ -s- s cl /
— 7 -ff cl / -s- ö . (/ -s- ü /).
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Da aber, wie wir voraussehen, der Punkt m/ dem m der nächst¬
folgende, auf der Curve m ist, so hat mau auch

-ff -ff cl . s )' -ff s) ') — 7 -ff d)' -ff -ff llö)',
woraus daher folgt:

öä)- äö^,
oder die Variation des Differentials ist gleich dem Differential der
Variation, und die beyden Zeichen ct und ö lassen sich willkürlich eines
vor das andere sehen.

Ganz eben so ist also auch
ö ü-^ — elöcl^ --- cl^ö^,

so wie
ö <l II (Z ö II II. s. w-

II. Auch für die Integralzeichen hat eine analoge Verwechslung
Statt. Denn ist

/II rix V,
so ist auch

ÜV — IIÜX und S.clV — ö.IIüx.

Wenn man aber in s.üV, nach I-, die Zeichen >1 und s verseht,
so ist aucd

ü.öV--ö.v<Ix,
oder wenn man integrirt:

öV — /ö. nüx.
Stellt man aber in dem lehten Ausdruck den Werth von V —/bl 6 x

wieder her, so hat man

ö . / II cl X / ö , II ü X.

z. 2Sl>. (llariatioil des IlUegrals/ffschx.) Sey II eine

Funktion von x, i- und den Differential - Coefficienten

—dieser Größen. Man suche die Variation von sllüx, oder6 x-
die Größe ö/II clx.

Der Gleichförmigkeit und Symmetrie der Formeln wegen wollen
wir auch die Größe äx veränderlich annehmen, obschou sie, nach dem
Vorhergehenden, alseine constante Größe betrachtet werden soll, da
es von uns abhängt, am Ende der Rechnung die Großen ü-x, 6^ x ...
wieder gleich Null zu sehen.
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Nehmen wir, der Kurze wegen, folgende Bezeichnungen an:

67 — pclx, elzr ^ c^klx, <lc^ — r <l x . . . und

clii clp'^ i^clx. . .

Da endlich, der Voraussetzung gemäß, v eine Funktion von x,

7, 2, I>, x'... ist, so kann man annehmen:

clu — Nc>7 -s- Uüp -s- yclcz -s-Rär -s- . . .

-s- -s- -s- -s- Il^kl^ -s- . . .

Um nun den Werth von öl? zu erhalten, so wird man in dem

Ausdrucke von v die Größen x, 7, 2 in x-s-öx, 7-^7,

verwandeln, und dann von dem so veränderten Werthe von v den er¬

sten Werth dieser Größe U subtrahiren. Da dieß aber ganz dasselbe

Verfahren ist, welches man bey der Differentialrechnung anwendet,

so wird man in dem bereits aufgestellten Differential ä v von v, nur

das Zeichen 6 in ö verwandeln, um sofort auch die gesuchte Variation

SU von U zu erhalten. Diesemnach ist daher

öv Nö)' -s- Us? -s- yüei -1- . . . >

-s- «/ö? -s- ^öc^-s- . . .j ' ' ' ^ ^

Lassen wir zuerst, der größeren Einfachheit wegen, die Größe s

ganz weg, so daß v bloß als eine Funktion von x, 7 und ihren Diffe¬

rentials n x>, «g, 1-... betrachtet, oder daß 2 —^-c^---r/... gleich

Null gesetzt wird, und daß man daher hat:

öv «Z7 -j- Uöx (7öcx

Dieß vorausgesetzt, hat man

ö./väx--- ^ö.vclx — /(v Säx -s- üxöU)

^ u ö X — ^öxäll -s- ^<lXöII,

und wenn man den vorhergehenden Werth von <lv und öv snbstituirt:

ö./Uäx Uöx -s- ä x (ö^ — püx)

- (ö7 — pöx)

/(7Ü. (öx — c^öx) .

Um diese» Ausdruck abzukürzen, sei)

Z7 — ^>öx — co,

so ist auch
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und daher
ö.^llckx ^ lüöx -s- ^ 'l>l ra ü X -s- I? <l k>

Jntegrirt man aber diese Ausdrücke theilweise, so ist

, > -,ÜU ^ 1 kill llli <ll0 I ÜR
- III - 6 ffx ^ äl ^ ' ckl ^ lll ^ - all » "

—/o0Ü-^-.ä^ u. s. f.^ ck X llx

Substituirt man diese ZlnSdrnckein der vorhergehenden Gleichung,
und bemerkt man, daß, wenn 2 nicht Null ist, mau noch einen zwey-
ten, dem vorigen ganz ähnlichen Ausdruck erhält, in welchem man bloß
U? . in Und r>,ü--Z)-— göx III j^öx
verwandeln darf, so erhält man für die gesuchte vollständige Variation
des gegebenen Integrals /lüll x, wenn ck x constant angenommenwird,

-./V0. -- »L _

V llx ^ llx'- N x'> ^ /

V llx ^ äx- llx- l ^

^ ^ A- — "l
^ llx ^ clx llx- ^

^ ä^- ^ ^ ^ "

von welchem ?luSdrncke das Gesetz des Fortgangs deutlich ist.

Z. -257. (LeltiimmmZ des Zlölzten oder kleinsten Werths
r>es Intestrnls II (tx.) Um den größten oder kleinsten Werth des
Integrals /väx zu erhalten, wird man, nach den bekannten Vor¬
schriften der Differentialrechnung, die Variation s./D ä x dieses Inte-
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gralö gleich Null setzen, wo dann ein Größtes oder ein Kleinstes Statt
haben wird, je nachdem der Werth von ö-.^Ilclx, zwischen denselben
Gränzen, wie vorhin das Integral /lü ä x genommen, negativ oder
positiv ist.

Allein, indem man diese Variation ö./vckx, das heißt, indem
man den so eben erhaltenen Ausdruck dieser Variation gleich Null setzt,
bemerkt man, daß dieser Ausdruck aus zwey, wesentlichunter sich
verschiedenen Theilen besteht. Der eine dieser Theile hat nämlich
das Integralzeichen / vor sich, und der andere ist davon frcy. Man
wird daher jeden dieser zwey Theile für sich gleich Null setzen müssen.
Thut man dieß mit dem ersten Theile, so erhält man

/< ÜI> , X
o — c>, üX f R — ^ -1 ;—- — > - )

-s- c./üx ^ ^ ^ ^
und dieß sind zugleich die Gleichungender gesuchten Curve von doppel¬
ter Krümmung, für welche das Integral/v ü x, zwischen den gege¬
benen Gränzen genommen, ein Größtes oder ein Kleinstes ist. Für
eine ebene Krumme, deren Gleichung zwischen x und p gegeben ist,

<11"
fällt der zweyte dieser Ausdrücke o ----- N/ . ^^3'

Allein da diese Ausdrücke erste, zweyte und selbst höhere Differeü-
tialien enthalten, so werden sie integrirt werden müssen. Diese Inte¬
grationen werden daher auch eine, zwey oder mehrere Constanten ein¬
führen, und die Bestimmung dieser Constanten ist es, die von dem
zweyten Theile jener Ausdrücke, welche das Zeichen / nicht enthalten,
gegeben wird. Dieser zweyte Theil wird nämlich mit den Bedingungen
in Verbindung stehen, welche für die Endpunkte jener Curven festgesetzt
worden sind, so daß sie z.B. zwey fire Punkte, oder daß sie noch un¬
bestimmte Punkte von zwey anderen Curven, auf welchen jene erste
Curve senkrecht steht, seyn sollen u.dgl.

I. Nimmt man also zuerst bloß auf den ersten Theil jener Varia¬
tion Rücksicht, so hat man, wenn man, wie früher bereits gesagt wor¬
den ist, die Variation von x oder die Größe öx gleich Null setzt, für
die gesuchte Curve die Gleichung

V, llx " 6x2 / ^

^ ^ ^ ^ ' ' (I).
Littrsw'S Anl. z. höh. Math. 3 >
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Sind nun, wie es bcy Curven von doppelter Krümmung der Fall

ist, die Heyden Größen ^ und 2 von einander unabhängig, so werden

es auch ihre Variationen seyn, und der letzte Ausdruck wird den zwey

folgenden gleich gelten:

und diese Heyden Gleichungen werden die der gesuchten Curve seyn.
II. Sind aber die Größen und 2 durch irgend eine gegebene

Bedingungögleichung verbunden oder von einander abhängig, soll z.B.

die gesuchte Curve auf irgend einer Fläche liegen, deren Gleichung

L —a ist, so wird man für diese Bedingungsgleichung haben:

Eliminirt man dann aus dieser Gleichung und aus der Gleichung

(I) eine der zwey Größen ö ? oder 62, so wird dadurch auch die andere

entfernt, und man erhält die einzige Gleichung:

x cll- , cl"-y

/ -II" . -I"?' >

und diese Gleichung (III), verbunden mit der Gleichung L—0, wird

für jeden besonderen Fall die gesuchten Werthe von / und 2 geben.

Auch kann man, wie eS in der Mechanik zu geschehen pflegt, diesen

Fall auf den ersten in (l) zurückführen, wenn man statt den Gleichun¬

gen (I!) die folgenden annimmt:

^ <1? , -i'O /-IL>

-II" , , /cIL>

wo It. einen unbestimmten Factor bezeichnet. Eliminirt man nämlich

aus diesen Heyden Ausdrücken die Größe so erhält man wieder die

Gleichung (Hl); sind aber die Größen p und 2 von einander unabhän¬

gig, so ist ^.---0, und man erhält die Gleichungen (II).

Wir wollen nun die vorhergehenden allgemeinen Betrachtungen

auf einige Beyspiele anwenden.
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§. 253. (Kltt'Me Linie Mi'chcil zwei) gegebenen Punkten.)

Um die kürzeste Linie, die man zwischen zwey Punkten in einer

Ebene ziehen kann, zn finden, se hat man für diese Linie den allge¬
meinen Ausdruck

stVüxst -I- 6?- — /3x>/. -fi- x-,

also ist auch, für unsere Aufgabe:

II >/. -f- x' und daher öll ^ .
l/ > st. x'

Vergleicht man diesen Werth von Sil mit dem der Gleichung (II),

so hat man

/- st. p-

und alle übrigen Größen l^, lVd sind gleich Null. Es ge¬

hen demnach die Gleichungen (!!) in folgende einzelne über:

3? ^ o, oder 3^> — c», oder endlich — o.

^ . tl V
Das erste Integral dieser Gleichung ist — d, und wenn man

diesen Ausdruck noch einmal integrirt, so erhält man

^ dx -s- O

für die gesuchte kürzeste Curve, die also, wie bekannt, die gerade

Linie, ist.

Sind die zwey Punkte, durch welche diese Gerade gehen soll, ge¬

gebene feste Punkte, so sind die Variationen der Coordinaten derselben

für sich gleich Null, und der zweyte, von dem Zeichen / unabhängige

. Theil von öst'väx kömmt weiter in keine Betrachtung.

Nehmen wir aber an, daß diese zwey Gränzpunkte nicht bestimmte

feste Punkte seyn, sondern daß sie sich nur auf zwey Gränzcurven be¬

finden sollen, deren Gleichungen

3)-/ — in^3x> und

3^// rn^3x /

sind. Um nun die zwey Punkte dieser Gränzcurven zu finden, durch

welche unsere kürzeste Gerade gehen soll, so hat man für den zweyten

Theil von ö/klcl x in unserm speciellen Falle den Ausdruck

II ü x -s. ? o, o oder

IIöX -j- U (ö— psx) — 0.
3. *
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Setzt man aber 6 s v/clx^ -s- cl/-, so ist

V — V» ^ ^ i -s. ^ ^ und' ^ clx- äx
I, „ p cl>

/. -s-a«
Snbstitm'rt man diese Werthe von v und ? in den vorhergehen¬

den Ausdruck, so hat man

odercl 8 , üV / cl V X
— öx -s- —l l öv öx l --- o
cl x ^ cl 8 / ^ cl x /

Z7 -j- — o, oder endlich
^ c.. > /'.i. ^ ^ ^
cl 8

^ — öx.cl 8 cl 8

Wendet man diesen Ausdruck für jede der beyden Gränzcurven
au, uud nimmt die Differenz beyder Ausdrücke, so erhält man für den
erwähnten zweyten Theil

cl x" , clv" cl x' cl
-7—öx^/ -s- — -r-^öx/ ^ --- o,cls" ' cl 8 cl 8^ ,1 8

oder wenn man die vorhergehenden Werthe von ö).> und ö)c" substituirt,

/.Ix" nc"cl)'"> ^ /äx-^-r/a/X ^ ^ ^
^ cl 8" / X cl s' /
Da aber die beyden Größen Sx^ uud ö x^ von einander ganz un¬

abhängig sind, so ist die letzte Gleichung den beyden folgenden gleich-
geltend:

cl x^ -s- mck/c!// o und cl x^ -s- nr^cl^^ ^ o, oder
cl)'" c cl / i
cl x" iic" cl cM ^

und diese Gleichungen zeigen, daß unsere Geraden auf den beyden
Granzcurven senkrecht stehen, oder denselben unter rechten Winkeln
begegnen muß, um die kürzeste Gerade zu scyn, die mau zwischen die¬
sen beyden Gränzcurven ziehen kann.

I. Sucht mau aber die kürzeste Linie im Räume, oder berück¬
sichtiget man auch die dritte Coordinate 2, so hat man für das Element
des Bogens dieser Linie

>/clx- -j- clsl — gx>/l
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also ist auch

17 e- -l- x" und .
v/ . -j- x- -ff p ^

und daher

^ L_ und ffl — (j> ^ o.

Es ist also auch der Theil des vorhergehenden Ausdrucks unter

den Integralzeichen
ll r> ai"

<Ix ^ 6x ^

oder wenn man integrirt:

^ ^ ^ X,^

und wenn man noch einmal integrirt:

/ — 5.x -s» 5^, 2 k!x -ff

also die gesuchte Linie wieder eine Gerade.

Sind die beyden äußersten Punkte derselben fix, so verschwindet

der andere Theil der Variation ö/V8x, der das Integralzeichen nicht

enthalt. Soll aber z. V. die gesuchte Curve an ihren Endpunkten durch

zwey krumme Flächen bcgränzc seyn, deren Gleichungen sind:

st?/ — ir>/llx/ -ff für den Anfangspunkt, und

äü" rn^stx^ -ff n"8/^ für den Endpunkt der Curve,

so ist der zweyte Theil der Variation

Ilöx -ff -ff ^ o oder

IIöX -ff HS/ — PI öx) l? -ff HZ ^ x) ff/ o.

Substituirt man aber in der letzten Gleichung die vorhergehenden

Werthe von 82/ und S?" statt S2, und nimmt wieder die Differenzen,

so hat man, da die Größen Sxff Sx", S//, S/// unter sich unabhän¬

gig sind, folgende vier Gleichungen:

,6?/ . , ,,8?."
r -ff m^-7—7 0 und » -j- m"-— — c>,6 x' ctx"

z ^— 0 » 1 1^// ^ — o
6/^ ' 6/"

und da diese Gleichungen die der Normalen auf jene beyden Flachen

find, so muß die gesuchte kürzeste Curve, oder die gefundene Gerade,

auf jenen beyden Flachen senkrecht stehen.
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II. Sucht man endlich von allen, auf einer gegebenen Fläche

zwischen zwey gegebenen Punkten dieser Fläche, liegenden Curven die

kürzeste, so sei) die Gleichung dieser Fläche

L — o — ^dx-s-Lü^ d d 2,

wo 4., L, <ü Funktionen von x, 7, 2 sind. Dieß vorausgesetzt, hat

man, wie zuvor:

II _s. p2 p,-, ? — und —0;

also ist auch die Gleichung (III)

oder endlich, da II d x — ^/d x^ -s- d/" -s- d 2^ d s ist:

und dieß ist die allgemeine Gleichung der kürzesten Linie auf einer

gegebenen Fläche.

III. Drücke man die Gleichung der gegebenen Fläche in der Ge¬

stalt aus:

cl 2 — in cl x -s- n ü ^, so ist

dL — in d x — nd^,

also auch

(Z°- (I)

so daß daher die letzte Gleichung (III) in folgende übergeht:

<1 5 n s

Aus ihr läßt sich sofort noch eine andere Gleichung ableiten. Es

ist nämlich
rix? cl),- 622 „ ,

^so auch

clx dx dv ^ ü^cli? d?

chl^dl^dl^' dl^dl^' d. ^°'

Setzt man aber in dem zweyten Glieds dieses Ausdrucks
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und in dem dritte»
8? — m 8 x -j- n 8 ,

so erhält man
. 8 X , . 8 / ^.8 . I- m 8 . — c» . . . t!,).

cl 8 <l 8

IV. Ist die gegebene Fläche durch Rotation einer Curve UNI die
Are der x entstanden, so ist x Differeiniirt man diese
Gleichung bloß in Beziehung auf 7 und 2, so ist

)'8? -s- ?8>! ^ 0 oder
also ist auch

^8 ? > v

7

und die Gleichung (s) wird

8 .

oder da 8 s constant ist

87 > 8?.8 . - . 8 — — 0,
ll 8 X ll 8

6>V Vll-2
^ — O,6 8

wovon das Integral ist:
28^ —.^8s-^-L8s . . . ;

und diese Gleichung, verbundenmit jener der gegebenen Fläche L — o,
reicht hin, die gesuchte kürzeste Linie zu bestimmen.

Ist diese Fläche eine Kugel des Halbmessers->, so ist
x- -s- 72 -j- 2^ — — 0, also auch

cl x
^sl x

und daher die Gleichung(I,)
8x X , 8!? ^ — x8-?.8. — — _ 8 . — — 0 oder — 0,(18 « cl 5 cl 8

dessen Integral ist:
s8x — x8i! — <ü^8s . . . (IV).

Die Gleichungen (»') und (I,H zusammen genommengeben:
2clx — x8« — (28^ — 76^).

Multiplicirt mau beyde Theile dieser Gleichung durch den Factor
, so findet man für das Integral derselben
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- - - s- !Z oder X — ^ V -s- L ^,5 5 '

die Gleichung einer durch den Anfangspunkt der Coordinaten, d. h.

dnrch den Mittelpunkt der Kugel gehenden Ebene. Verbindet man sie

mit der gegebenen Gleichung der Kugel selbst, so ist der Durchschnitt

beyder Flächen die gesuchte kürzeste Linie, die also ein größter

Kreiö der Kugel ist. Weitere Ausführungen dieses Gegenstandes

s. M. in l^seroix, Visits ein ssls. üii?. st integral. Vol. II. tlazi. X.
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