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l.
Differential der algebraifchen Funftionem.

§. 24. (Diffevential und Differential - Coefticient.) Fun'ts
tion einer verdnderlichen Grofe x nennt man jeden analptifchen Aus=
druck, der aus diefer Grofe x und andern unverdnderlichen a, byiajss

~ . . i X e e T
jufammengefest iff, wie z. V. ax ober | +--—, oder Va* == bx w.{. w.,
%

wo damn x die Stammgrdfe diefer Fuuftion heift. Wir wollen
folche Funftionen von x lberhaupt durd) das Jeidyen f(x) augbriicten.

Wenn in einer folden Funftion u = f(x) dic Stammgrofe x
fich dndert, und 5 B. xh wird, fo wird auch die Funftion f(x)
fidy Gndern oder in u/ = f(x--h) tbergehen, wnd man wird die auf
diefe TWeife erfolgende Anderttng der Funfrion erhalten, wenn man diefe
bepden TWerthe u/ und u derfelben von einander abjieht. Cben fo wird
alfo aud) dag Werhaltnif der Anderung us/—u der Funftion su der
Anderung h ihrer Stammgrofie gleid) feyn :

;1:_ ober aud .'_f}_i:hﬁ%.fi‘_!_

Hat man g B., um dief fogleich durd) einen befondern Fall zu

erldutern, die Junftion
u = f(x) — ax?

gegeben , und geht x tiber in x--h, fo erhdlt man

u = f(x+h) = a(x-4h),
oder wenn man entwicFelt :
Liv—S (e + 2hx —i— h’);
alfo audy, wenn ntan vou diefem Ausdruce den friheren Werth decfel-
ben oder u = ax* abjieht, und durd) h dividive:
u — u

—— = 2ax + ah.
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Diefes Berbalinip i{: der bepden Andberungen, der Funftion
1

und ibrer Stammgrofie, bejteht, twie man fieht, aus zwey Theilen
2ax und ah, von weldyen allein der leste von der Grofe der Ande-
rung h der GSrammgrofie x nody abhdngig, der erfte aber, oder 2ax,
davon gany unabbdingig ift.

Je Fleiner nun h wird, defto mebr ndbert fidy das Verbaltnif
Lh:»—li dem Werthe 2ax, ald einer Grdnge, die ¢ erft dann er
reidyt, wenn h fleiner wird al8 jede andere nody angebliche Grofe, in
welchem uftande dann h eine unendlid) fleine Grofe genannt
wird, Man bejeichuet diefe unendlich Fleine BVerdnderung b der Stamm:
gréfe x durd) d'x, und dic durd) fie erzeugte, im Allgemeinen ebens
falls wnendlich Fleine L‘Itnbcrnng u/-—u ibrer Funftion durch du, fo
Daf man daber Hat

du

— 8 AX,

dx
PMan nennt aber dx wund du das Differential der Stamm:
7 ; e, ; L If i Bl dm

grofe x und ibrer Funftion u, fo wie man das Werhdltnif e den
Differential-Coefficienten der Funftion ju nennen pflegt,
fo daf daber der Differential:Coefficient einer Funftion die
Grange ift von dem Verhdltniffe der Anderung der Funftion gu der An-
berung ifhrer @Stammgrofie, welder Grdange fich ndmlich diefes BWer:
baltniff immer mebr ndbert , je Fleiner die Anderung dx der Stamms:
grofe wird, bis es endlidy, fiir ein unendlidy fleines dx, diefe Grange
felbjt erreicht.

Gang eben fo har man in einem wenten Beyfpiele

u — ax®,
wenn x wieder in x - h fibergeht,
u/ = a(x-h)®, und daber
u’ —u e, - 3
— = (3x* 4 3hx - h?);

und audy pier ift blof das erfie Glied 3ax* des Verhaltniffes E—E—il
on der Grofe h unabhdngig, und daher diefes Glicd wieder die Grdnge,
weldyer fid) jenes Verbaltnif immer mebr ndbert, je Fleiner h angenoms:

men witd, fo dag alfo diefes Grdangverbaltnif, wenn h gleich d x oder
suendlicy Fein wird , durd
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auégedriickt wird, w. f. f. in allen anderen Fallen, ;

9Man fieht daraus, daf, wenn aud) die bepden Anderungen du
und dx Dder Funftion und ihrer Stammgrofie, jede fiir fich, unendlich
flein find, baf dod) das Werhdltnif derfelben ober daf der Differential-
Coefficient j;: demungeachtet eine endlicdye Grofe feyn Fann.

Der Gegenftand der Differentialeechnung ift e8 nun, diefen Dif:
ferential - Coefficienten oder diefes Grangverbaltnif der Anderung der
Sunftion und ihrer Stammgrofie fiir alle gegebenen Funftionen gu be-
ftimmen, Ghe wir aber diefe BVeftimmungen vornehmen, wird e an-
gemeffen fepn, einige BVemerfungen iiber diefes Gefchaft vorausgehen
gu lajfen.

§. 25. (€infachere Darftellung und Erweiterung Ves
Dorlhergehenden) ©as in unferem vorbergehenden erften Reyfpicle
erhaltene Granzverhalinif 5—%: 2ax [4fit fidh auch in Gejtalt einer
gewobnlichen Gleichung auf folgende Weife auddriicken:

du = 2axdx,
in weldher a und x endliche, du und dx aber unendlicd) Fleine Gro-
fen begeichnen.  Um aber ju dicfer Gleichung ju gelangen, Fann man
annehmen, dafi fie aus der analogen frither erhaltenen Gleidyung
du = (2ax }adx)dx
dadurch enfjtanden ift, daf man in ihr die unendlich Heine Grofe adx
gegen die endlidie 2ax weggelaffen bat.

®any eben fo hatten wir in unferem Hoenten Bepfpiele aus dem
gegebenen Ausdructe u = ax® fiir die Differeny u/ —u oder du er
Dalten:

du = a(3x* 4 3xdx 4 dx*)dx,
Wweldhen Ausdruct maw audy fo darftellen Fann:
du = [Jax* 4 a(3x -} dx) dx]dx,

CaBt man bier wieder die unendlich fleine Grofic d x gegen die

endliche 3 x weg, fo ift
du = [3ax* + Jaxdx]dx obder

du = Jax(x 4 dx)dx,
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und wenn endlid) aud) bier x 4 d x gleich x gefept wird, fo erbhdlt man
du = 3ax*dx obder g—; = Jax*, iie juvor.

Man Fomunt alfo ju demfelben Swede, wWwenn man, wie in dem
QBorhergehenven, das Grangverhdltnif der Anuberung einer Funftion jur
Anberung ihrer Stammgrofie, oder wenn man , wic hier, die BVerdn:
derung du einer Funfiion fucht, die aud einer 'J"L'nbcrmlg dx ibrer
@tammgrofie entfpringt, vorausgefest, daf man, bey dem weyten
Werfahren , diefe Anderung dx fo fein annimmt, daf fie gegen jede
andere endliche und noch angebbare Grofe al8 ver{dwindend ju betrach-
ten ijt.

Beyde Verfahren fubhren ju demfelben Nefultate, aber dasd leste ift
offenbar einfacher und jur Anmwvendung bequemer, obfdyon es librigens nur
alg ein wegen diefer Cinfachheit eingefibrter, abgefuriter Ausdruck des ers
ften, oder als ein bequemes Mittel ju demfelben Jwecte ju betrachten ifh,
Demnach befteht, diefer puepten Darftellungsweife yuFolge, das Princiyp
der Differentialvechnung davin: »daf man swey endlide Grofen, weldye
»unter fih nur duvch eine unendlich fleine Grofe verfdhieden find, ald
» vollig gleiche Grofen betradytet, « weil man ndmlid) nady der vorher:
gebenven Crflarung des Wortes » unendlid) Flein« wifchen jenen ey
Grofen feine weitere noch) angebliche Ungleichheit auffinden fann.

I, 2Cenn man aber diefen Vegriff der unendlid) fleinen Grofien
einmal eingefiibet bat, fo folgt unmiteelbar daraus, daf die Werbhalt:
nijfe diefer fo wie der endlichen Grofen unter einander fehr verfchieden,
und {elbft wieder unendlich Flein feya fonnen.  Jjt 30 B. dx eine un:
endlid) fleine Grofie, fo ift das Werhaltnif des Quadrated derfelben

] x2
gu ibr felbit gleich %, alfo gleidh) d x, oder diefes Werhalenif ift felbft

unendlich flein, fo daf man dafer, nach demfelben oben aufgeftellten
Principe, die Grofe dx* gegen dx weglajfen, oder daf man die bey-
Den Ausdricke dx 4= dx* und dx al$ nicht mebr unter fich verfchie-
den, fondern al$ vollfommen identifch befrachten muf, wie dief aud
{don oben bey unferm jwepten Bepfpiele gefdehen ijt, wo man die
Orofie 3xdx 4 dx* gleich 3xdx angenommen bat.  Ju der That
ijt anch dx - dx* = dx (1 4 dx), und da, nac) dem erwdbhncen
Principe, 1 4 dx gleich 1 iff, fo muf and) dx - dx* gleid) dx
fepn.

Man pflegt aber folhe Grofen, wie dx*, unendlich Fleine

A
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®rofien der gwepten Ordnung ju nennen, und diefe tiber=
Baupt durd) d* x angudeuten, fo daf alfo Ausdriicfe der Form d*u,
dx?, dx. dyu f. als unendlid) fleine Grofen der jwepten Ordnung
angufehen find, weil ihr Werhaltnif u den unendlich Fleinen Grofen
du, dx, dy, . .. der erften Ordnung felbft wieder unendlich flein
ift. @ang eben fo wird man alfo aud) unendlid) Fleine Grofen der drit-
ten Ordnung evhalten, und diefe allgemein durc) d®u andeuten, wo
d*u in Vegichung auf feine Ordnung gleichbedeutend it mit d x* oder
dx*.dy, oder dx, dy.dz u. f. w.

II. Ubrigens wird man auf diefen Vegriff der unendlich Fleinen
Grofen durch die uné von allen Seiten umgebenden Crfcheinungen der
Natur gleichfam von felbft geflihrt, und man fann fie daher nidyt, wie
Mandye glaubten, als blofie Cinbildungen betradhten, die fich die Geo-
meter ju ibren Unterfuchungen ausgedacht haben. @o wddhit die Jeit
burd) die Aufeinanderfolge von Momenten, deren Jntervalle Fleiner find,
al8 jede andere angebliche, wenn aud noch fo Fleine Jeit. o wadyfi die
von einem bewegten Korper befdyricbene gerade oder frumme Linie auf eine
Weife, daf der swifchen je swep nacdhfien Punften diefer Linie enthaltene
Bwifchenraum fleiner ijt , al8 jede andere noch angebbare Linie , w. {. {.

Aug diefem Grunde wird man aud) jene frummen Linien in dev
Geometrie, unferm aufgefteliten Principe gemaf, als Polpgone von
unendlid) vielen unendlichfleinen Seiten betvachten fonnen, und die
auf diefe Betrachtung gegriindeten Nefultate werden mit denjenigen
als identifd) jufammenfallen, die unmittelbar aud dem Begriffe der
ftetigen Aufeinanderfolge der Punfte hervorgehen, die ein in Bewegung
begriffener , und dadurch diefe Frumme Linie befdyreibender Korper nach
und nady cinnimmt,  Cin in einem Kreife eingefchricbenes oder ihm um:
{hricbenes Polygon wird diefem Kreife defio naher Fommen, je fleiner
die Seiten diefes Polpgons find, und beyde, Kreis und Polpgon, wer-
den als gang identifche Grofen jufammenfallen, oder der Unterfdied
gwifchen bepden wird nicht weiter angegeben werden fonuen, wenn ein-
mal diefe @eiten des Volygons felbft fleiner als jede noch angebliche
gerave Linie, d. . wenn diefe @eiten unendlich flein fepn werden, wo
dann fofort aud) jede diefer Seiten des Volygons mit dem gu ihr gehos
venden Bogen der Frummen Linie, oder wo die Sebhne jedes Bogensd
von ihrem Bogen felbft niche weiter jw unterfcheiden, und daher bepde
von gleicher Grofe fepn werden.

. Die Geometrie, die ung auf diefe Weife gleichiam von felbfi
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auf die Betradhtung der unendlidy Fleinen Grofen fiibre, leitet und audy
nocy auf deu Unterfchied , dev gwifchen diefen unendlic fleinen Gropen
in Veziehung auf die oben erwdhnten Drdnungen derfelben Statt hat. —
Nady einer befannten Cigenfdhaft. des Kreifes verhalt fid) der Sinug-
verfug eines Bogens ded Kreifes su der Sehne diefes Bogens, wie fid)
diefe Sebne ju dem Durdymefjer des Kreifes verhalt. MNennt man alfo
d den Durdymefjer ded Kreifes, und s die Sebne, fo wie x den &S
nugverfus eines BVogens desfelben, {o hat man

X

5 5 5%
= ==t DL RSy
d d

s

Sit daher der Vogen und alfe aud feine Sehne s eine unendlid
Fleine Grofie der erfien Ordnung, fo ift, wie die Tepte Gleichung seige,
der Ginudverfus diefes BVogens eine unendlic) Fleine Grofie der ywenten
Ordbnung.  Eben fo ift der Flacheninbalt einer in allen ibren Dimen-
fionen unendlich Fleinen Oberfliche immer wenigftens eine unendlich
fleine Grofie der ywenten Ordnung, weil er Fleiner ift alé das Duadrat
er Idngften gevaden Qinic, die man von einem Punfte des Umfanges
diefer Oberflache 3u einem andern gichen fann. Und eben fo ift endlich
vas BVolum eines in allen feinen Dimenfionen unendlich Fleinen Korpers
wenigftens eine unendlicy Fleine Grofe der dritten Oronung, teil dies
fes BWolum des Korpers fleiner ift al8 der Wiirfel der [dngften geraden
Cinie, die man von einem Punfte des Umfanged des Korpers ju cinem
andern jiehen fann.

Dief wird geniigen, dem Lefer von Dder Befdhaffenheit unferes
Gegenftandes und der nun folgenden Art feiner LBehandlung Nechen-
fchaft 3u geben. — @ehen wir nun zu unferem oben angefihreen Jwede
die verfdhiedenen Funftionen durdy, und betrachten wir unter ihuen gu-
erft die algebraifdyen Funftionen, d. b. Dicjenigen Auddrdicte,
welche Feine fogenmaunten tranfeendenten Grdfen, wic a*, log.x,
arc, sin, x u. dgl. enthalten.

§. 26. (Differential der einfachiten algebraifchen Sunk-
tionen.) Sy guerft die Funftion
u=—f(x) = A — Bx
gegeben, fvo A und B conftante Grofen begeichnen. Diefi vovausge-
fest , Bat man nad) dem WVerhergehenden
du = (x4 dx) — Fx oder
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du = [A —B(x 4 d x]l ..... I\ — Bx],
dad heifit, man hat

du=—=Bdx,
und dief ift das gefuchte Differential der Funfiion A — Bx, alfo ift
audy der Differential : Coefficient diefer Funftion
du
5 B.
St eben fo die Funftion
u=— A — Bx 4 Cx* — Dx?
gegeben, fo findet man auf diefelbe Weife
u-kdu=A—B(x+dx)+ C(x + dx)* — D(x -} dx)%,
und rwenn man davon den vorigen Ausdruck absieht:
du = — Bdx 4+ Cdx(2x -} dx)
— Ddx [3x* 4 3xdx(x 4 dx)].
Da aber nad) dem Geifte der Diffeventialrechnung die Grofien
2x + dx, 3x* 4 3xdx und 1 - dx
in derfelben Ordnung gleidh
2X, 3 XL Dl it
find, fo bat man fofort fiir das gefudyte Differential
du = — Bdx -} 2Cxdx — 3Dx2dx,
oder fiir den gefuchten Diffevential - Coefficienten
= _ B4 aCx—3Dx
§. 29. (Differential eines Produktes.) Sey u das Produfe
von gwey verdnderlichen Grofen x und y, oder fey die Funftion
u = Xy
aegeben, fo bat man
u - du = (x4 dx)(y - dy) ober
u - do=xy 4| xdy 4 ydx -} dxdy,
over wenn man von diefemr Ausdrucke den erften u == xy abgieht, uud
den Neft durcdy dx dividict :

du xdy

y
— SRS _[ .
dx dx d ¥y
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. i i Bl g dy B ...
Da aber der Differential - Coefficient — nad) dem in’'§. 25 Ges
ax

fagten eine endliche Grofie ijt, fo ijt aud \—l—\ und y eine endlidye,
ax
1y

dy aber eine unendlich Fleine Grofe, und daher il +y-+dy

dx
: xdy
gleidy — -y, daf man daber hat
du xdy
EhEETE
oder wenn man alle ®lieder diefes Ausdrucked durch dx multiplicive :
d.(xy) = xdy -} ydx
Das Differential eines Produfted von jwey verdnderlichen Factos
ven ift dafer gleich der Summe der Produfte eines jeden diefer Facto=
ven in dad Diffevential des anderen.
9Qdre eben fo das Produft u ==xyz von drey Factoren ges
geben, fo fesie man der Kiirge wegen xy = t, wodurc) man erhale
u = tz, alfo audy, nady dem Worhergehenden,
du = tdz 4 zdt
Aber da der Ausdruck t = xy nach dem Worhergehenden gibe
dt = xdy - ydx, fo erfdlt man, wenn man diefen Werth von dt
in dem vorbergehenden Ausvrucke von du fubfituirt:
dixylz ' — xydz == xzdy - yzdx.
Gben fo wiirde man, wenn x, x/, X, XM, .. ver{chiedene
verdnderliche Grofen find, und das Produft
D G als S TR
geaeben ift, fir das Differential derfelben finden
du = xx/x/.dx/ - xx/x/ dx!’ -+ xx x4, dx/

_IF' X/ x/ xiie, dx’ i, f w,,
fo bafi daher bas Differential eined Produftes mebhrever Factoren gleich
ber Gumme der Produfte ded Differentials eines jeden Ddiefer Factoren
in alle dbrigen Factoren ift.

Auch Fann man den Diffevential = Coefficienten ded lebten Aus:
druckes auf folgende einfachere Weife darftellen:
G as o id 2 dx dxf dx*

—.—--__..4_____1_.'._ oG
g S S X X e o _| 3
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§. 28, (Diffevential eines Quotienten.) Gey der Ausdruc
e
y
gegeben.  Man fuche das Diffevential von u.
Da diefer Ausdruck aud) fo davgeftellt werben Fann :
XSy,
fo bat man fofort (nadh §. 27)
dx = udy -} ydu ober
din= Qi iady “d'\-;
y
oder endlic), wenn man in dem leften Ausdruce den Werth von
= ; fubftituivt :

o ydx — xdy

¥
Das Diffevential eines BVrudhes ifi daber gleich dem Produfte des
Otenners in das Differential des Jahlers , weniger dem Produfte des
3ablers in das Differential ded Nenners, diefe Differeny dividirt durd)
D% Quadrat des Nenners.

§. 29. (Ditterential ciner Potens.) Wir Haben oben, ju Ende
Ded §. 27, den Ausdrudt erhalten:
dooxxixe ., dx dx’ d x%2
o Ty W e e e
SGeft man aber alle diefe Grofen x, x/, x//, . . . unter fich
gleich, und nennt n die Anzahl derfelben, fo geht der vorhergehende
Augdruck in den folgenden einfacheren tiber :
d ., xn dx
—_—n ., —
in X
woraud fofort folgt
o XPe= S ot v
und in diefem Ausdrucke begeichnet offenbar die Grofe n ¢ine gange und
pofitive Sabhl.

1

- oG iy g
I. ey v =" und , ein pofitiver Brud.
4 )

Da der gegebene Ausdruck auch fo dargeftellt werden Fann:

0P =1xAy
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fo hat man nad) dem Worhergehenden, da a und b wieder gange po-
fitive Rablen begeichnen:
but—du = ax*—*dx oder
Jittesa a.xa—idx
b.ub—
a &

Gubftituivt man bier {tatt ud—* feinen Werth (xﬁj"*l —x b
fo erhalt man:

- — 1
b

du — e B dx.
b
St dabher }—: =n, f{o ift aud
du = nx"—'d X/

wie guvor, obfdhon n ein pofitiver Brud ijt.

Da ferner die irvationalen 3ablen al8 bdie Grangen ihrer ras
tionalen MNdbherungswerthe betvachtet werden, fo Fann in dem [lepten
Ausdrucke von du die Grofe n felbft eine pofitive trrationale Jahl be-
geichnen.

II. $Hat endlich diefe Groffe n einen an fich pofitiven Werth
(ift 3 B. n=0n?), und ift der Ausdruct gegeben

=t
fo iff audh w.x" = 1. Seht man y = x", fo ijt uy = 1, und dies
fe8 Provuft gibt (nadh §. 27)
udy 4 ydu = o,

Allein der Ausdru y — x", wo n eine pofitive, ganze oder ge:

brochene 3abl ift, gibt nach dem unmittelbar BVorhergehenden
diyFe=s S -avd i

Subitituict man diefen Werth von dy in der obigen Gleidhung,

fo erhalt man
du = — nx—"—!dx,
wie guvor, obfchon n eine an fich negative Iahl ift.

Das Differential einer Poteny x™, wo m eine gange oder gebros
chene, poftrive oder negative 3ahl iff, wird daher immer gleich feyn
dem Produfre des Erponenten in die um die Cinbeit nddyjt niedere Po-
teng, und in dad Differential der Wurgel diefer Potens.

§. 30. (Diffevential Ver sulammengefet;ten Funktionen.)
Alte ribrigen algebraifchen Junftionen find aus den vorhergehenden
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(5. 26 —29) jufammengefest, und laffen fid) daber aud nac) den bee
veitd gegebenen BVorfdyriften differentiiven.
@ey 3 B. die Funftion
u = (a - bxm)n
gegeben, fo hot man fiir dag Differential derfelben
du = n (a4 bx)*—1.d (a-bxm), ober da
d(a4-bxm) — mbxm—idx ift,
du = mnb (a + bxmjr—t xm—idy,
Denfelben Ausdruck wiirde man einfacher erhalten, wenn man
Yy = a - bxm, und baber u == yn fest.
Denn dann ijt
:11—;[ = ny"—! und ;—: = mbxm—,
und daber, wenn man den Werth von dy aus der swepten diefer Gleis
dungen in der evjten fubftituivt
jl—: = mnb (a4 bxm)n—t _ym—1 i juvor.
L 3n diefem Beyfpiele wird alfo u als eine Funftion von y, und
y al8 eine Tunftion von x betradhtet, und der Differential - Coefficient
von u in Begiehung auf x gefucht, wo x als die unabhdngige Grofe
gedadht wird, von welcher y unmittelbar und u mittelbar, ndmlich durch
Bermittlung der Grofiey, abhangt.
IL Hat man, um dief allgemein darguftellen, drey Gréfen u,
y und x, deren die erfte eine Funftion der ywenten, und die gwepte eine
Sunftion der dritren ift, und bejtehen swifdhen diefen drep Grofien die
folgenden jwey Gleichungen
u=~f(y) ud y = ¢ (x),
wo die eichen £ und ¢ im Allgemeinen Funftionen andeuten, fo fann
man auch das Differential von u in Begiehung auf x finden, ohne erft die
Mittelgrofie y aus diefen jwey Gleichungen ju eliminiven. Denn wenn
diefe drep Grofen durch irgend eine Andel, ing der unabhdngigen Grofe
X in einen neuen Suftand dbergeben, wo fie, in der angefiibrten Orp-
m’llng ourd) u/, y/ und x/ begeichnet werden follen, oder wo fie die Ans
derungen W —u, y/—y und x/ — x erlitten baben, fo bat man
uw — u u’ — u Y=y
3’ xS (\ =3 (*‘ ----~-7)’

Littrow's Wnt, 3. bih. Math,
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alfo auch, wenn man vou diefen BWerhdltniffen die Grangen nimmt
r'll rl du :1 y

und in diefemn Ausdrucle ift das erjte d u die vollftandige gefudyte Andes
rung von u, Ddie aus einer gegebeneu Anderung der unabhangigen
Grofe x entfpringt; wdbhrend das jwepte d u nur diejenige Anderung
von u ift, Die au$ einer Anderung von y entfpringt, welche Tegte felbft
wieder von der Anderung der unabhdngigen Srofe x abhdngt, fo daf
alfo der Ausdrud ( ) unbeftimmt bleibt, fo lange ( ) nidyt bes

fiimmt it Jn unfu‘m Vepipiele ifl

ll A
= ny'—' und =SSty it
dy y dx

und bepder Grofen Produft ift

mnby—.xm— odet mnb (a4 Dbxm)— xm=r
A g ;
2a8 Beift, ift gleid) ~ ¢ Wie guvor.
Hatte man, um diefen allgemeinen Auddruck nodh auf ein jwented
Bepfpiel anguwenden, die ywey Gleidungen
u =73~y umd y* -y =x

und fucht man das Differential von u in Besiehung auf x, fo hat man,
ofne erft gur Glimination von y aus diefen ywey Gleihungen ju geben,

du dy 1
— )y = a2y 4 5y* und = ) = — -
((1_\') Y | \J_‘" (ll! 2y + J,‘

alfo ift aud) jofort

du (Jn) (tl\) e + Hys
a5 dx), L EEBy
L. Beyfpiele. DurchAmvendung deé angejeigten Berfahrens
findet man:

RSy s — (a—x)dx

t']-\/:!:r,\'_ e e e e
\;/-_' ax — 1
S Ao ddx
dVa+x.Vatx=— '
1\/'1 =4 x
- (t—d\J:]x

d. (a4 x) \/al-.—-:‘x = _9 \/____..

N
oy
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Var — x2 —a*dx

da—— — ==

x x_\/v —_ x'v’

af-abxt' - — a*dx

d

xVa Eie bx: 12 (a -} bx-‘);

ArEA A TR ey S

If.
Diffevential der tranjcendenten Funftionen.

§. 3x. (Dittevential der Logarithmen).  Vegeichnen wir den
Diffevential - Coefficienten des Logarithmus von x, da uns derfelbe noch
unbefannt ift, vorlaufig durd) die Funftion ¢ (x), fo daf man alfo hat

dittilooiix = — oy eeidix:

Da in diefem Ausddrucke die Grofe x gang willfurlich ifF, fo Fann
man fiir fie aud) jede andere Grofie, 3.B. x» fesen, wWo n wieder eine
willfirlidye conftante Grofe begeichnet, fo daf man daher aud) baben
wird

d i lo ot o= (i IEEdial

Allein nach bem Worhergehenden iff d.x» = nxo—1dx, ynd nach
einer beFannten Cigenfhaft der Logarithmen hat man log. xr=n log.x;
alfo ift aud

nd . log.

Lol B = i

Gubjtituict man in diefer Gleidyung ftatt d.log.x den vorherge-
henden Ausdruct o (x) dx, und dividirt dann ju bepden Seiten Ddes
Oleichheitszeichens durch ndx, fo erhdlt man

X . 9(x) =xn. 0 (x1).

Da nun x*, wegen dem gang willfirlichen Erponenten n, jebde
Grofe vorftellen fann, fo zeigt die legte Gleichung, daf der Ausdruck
X. 9 (x) Feine 'ifntwrung erletdbet, wenn man auch in ibm ftatr der
Gréfe x irgend eine andere Grofe x» fubftituirt, und Daf daber diefes
Produft x.¢(x) von x felbft vollig unabhdangig, d. b. Daf ed irgend
eine conftante Grofie feyn muf. Degeichuen wir diefe conftante

*

4
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Grofe durd) m, foift x. ¢ (x)=m, und da d.log.x =9 (x) dx tar,
fo bat man fiir dad gefudyte Differential des Logarithmus
dis los Xi— i d—":—
X
Wir werden bald Gelegenbeit haben, diefe confiante Grofie m
nafer ju beftimmen. Am einfachften und natielichfien wird es offens
bar fepn, fie gleid) der €inbeit anzunebmen. S[n der That nennt man
auch , wie wir fpdater fehen werden, diejenigen Cogarithmen , fiir weldhe
diefe Conftante m gleidy der Cinbeit ift, die natirlichen Cogarithmen.
Wir wollen fie diefem gemaf durdy log. nat. begeichnen, fo daf man
fiir diefe Yogarithmen hat
d x
d ., log. nat, x — —,
wdbrend wir jede andere Gattung von Logarithmen, jum Unterfchiede
mit jenen, gemeine Cogarithmen nennen, und durc) log. com. angei
gen wollen, fo dafi man fiir diefelben, wie juvor, hHaben wird
dx
d . log. com. x — m , —
wo die Conftante m von der Cinheit ver{dyieden, tibrigens unfever Will«
Fiiv uberlaffen it

§- 32. (Mifferential der @ypmtt‘lliinlgt‘(il}t‘u). 8 fey der
Augdruck
y = ar
gegeben , wo a eine conftante, und x fo wie y eine veranderliche Grofie
begeidynet. Nimmt man von diefem Ausdrucke die natirlichen Cogarith-
men, fo hat man

log. nat. y = x . log. nat, .a;

und wenn man davon, nad) §. 32, das Differential nimme, fo ift

dy
— = dx . log, nat, a, obder
y
., ax X ;
e= dx . log. nat. a, obver endlich
ax
d.ax = a*dx . log. nat. a,

1. 9Bdre die hier willfirlich gewablte Conflante a diejenige, hier
tibrigend nody unbefannte 3abl, deren log. nat. gleich) der Cinbeit ift,
weldye in der Folge noch oft vorfommende Jabl wir immer durd) e an=
seigen wollen, fo wiirde man haben




§. 3:

%
&
[

log. nat. € =—= 1 mnd
d . ex = exdx,
II. Sey nody der Ausdruct

u:XY

gegeben, wo x fowohl al$ aud) der Erponent y verdnverlich ift. Nimmt
man von ihm die paturlichen Logavithmen , fo ift

log. nat. u = y . log. nat. x,
und davon ift dad Differential (nach §. 28 und 32)

.d; = dy . log. nat. x -} y . d:-,
oder e8 ift
d.x =y "dx 4 x"dy . log. nat. x;
fo daf daber das Differential diefes Ausdructs x” gleidhfam aus den
beyden d.a’ und d.xn ded §. 30 und 32 gufommengefest erfdyeint,
wenn y==n gefest wird,

§. 33. (Difterential Yer trigonomefrifchen Funktionen),
Lm das Differential von sin.x ju finden, hat man (Cinl §. 19 IV.)
d . sin, x = sin, (x 4 dx) — sin, x
= sin. x cos. dx -} cos. x sin, dx — sin, x.
Allein e8 §it (Cinl. §. 19 IL) fiir feden Werth von dx
¢ dx
cos. dx = 1 — 2 sin.2 —,
2
und daber, wenn dx unendlidy Flein ift, cos.dx==1. Ferner ijt, im
erffen Quadranten des Kreifed, der BVogen desfelben immer grofer als
fein @inug, und Fleiner ald feine Tangente, oder ed iff
tang. dx > dx > sin. dx;

alfo audy, wenn man durdh sin. d x dividirt :

tang. dx dx sin, dx
sin, dx sin. d x sin, dx
tang. dx 1 Ak i . . ; : &
Da aber —>— = ¢ fo ift die Cinbeit die Grange,
sin. dx cos. dx

- = ik (b1 (b S 5 ; ;
weldyer fid) das Werhdltnif —-_--—-l'- - immer mebr ndbert, je Fleiner
51N, 4Xx

dx ifl. Da aber qud %ﬁ—: gletch ber Ginbeit ift, fo nabert fidh) auch
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AN L 3, =ah it Tt A :
Das Werbaltnif -—.—t--l——; per Cinbeit defto mebr, je Fleiner dx ijt, fo
X sin. dXx L

baf man daber fir einen unendlich Fleinen Bogen dx hat:
cos, dxi==11 Wi, s dx = dx
Subftituirt man diefe Werthe tn dem vorhergehenden Auddruck
von d . sin.x, fo erbdlt man:
diitsin, x = dx cas X,
I. Gest man in der lesten Gleidhung 9o —x ftatt x, fo erhalt

man:
d . sin. (9o — x) = — dx cos. (9o — x) ober

d . cos.x = — dx sin, x.

II. Gben fo erhdlt man

3.5 d sin. x cos x.dsin,x — sin.x,dcos. x
« tang, X = e .

= C0S§, X COS8.~ X ?
alfo auch, tvenn man hierin d.sin, x und d.cos.x aud dem BVorhers

gebenden fubftituivt :

d . dx
o LANE, X = ——y
o cos5.2 K’

und eben fo erbhalt man auch b
dx
d . cotang, x = — ——, e

sin,=x
dx,sin, x
d . set. x = — =
Cc0§5.* X
dx. co5, X

d’. cosec, x — — ey
SiIn.<x

d . sin, vers. x = dx , sin. x und

d . cos.vers.x =— — dx . €05 X.

§- 34. (Differential der Rreisbogen), Um das Differential
bed Kreisbogens, ju welchem die Grofie x als Sinas gehort, oder um
d.arc.sin. x ju finben, fey y==arc. sin.x; alfo audy x =sin.y. Diffe=
rirf man den lepten Ausdruct nad) §.33, fo erhdlt man

dx — dy . cos.y = dy . Vu —ipin| My — diyo. Vi —X’lg
alfo ift aud

: dx
d . arc. sin, x — ———.
1(/) B
1, Gany eben fo erhalt man aud
dx

d . arc. cos. X =— —

=~

\/: 1 — %% [
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d . arc. tang, x =

dx

d . ave, cotang, x =— — _y
8 I-*-\"r

dx
L
1\/1"1 — 1

" dx
d . arc.sin, vers.x — ———

Vax — x

d . arc, sec. x.—

. f.ow.

§. 35. (Bufammenttellung des Dorhergehenden), 2Wenn
man die bisher von §. 27 an erhaltenen Ausdructe jur bequemeren Uber-
fidyt jufammeniielit, fo hat man

d.xy=xdy 4 ydx;

x rdx — xdy
d, - = 2——-—‘—"—,-
b ¥
d DXt = nx“"'dx,
dx
d . log. nat. x = — umd
X
dx
d . log.com.x = m . —
) 4

d . ar = a*dx . log, nat. a und

. e =— erdx,

|

LX) yx’ 'dx 4 x7dy . log. nat. x.

. s8in, x = dx CO0s.Xx,

dx

d
d . cos. x = dx sin, x,
di; ‘tang, x. ==

d:% cotanETx ===l

d {are. sin Ri="—t=r—xy

d . arc.cos. X —= — ——

dx
d iare, tang. x == ———
1 -]—

dx

d . arc, cotang, x = — ————
5D 1 - 2t




d . are, sec. x —

x\/:.'i-— I’
dx

sz——ﬁ.

1
|
|
|
| d , are,sin,vers.x —
|

§. 36. (Benfpicle su demVorhergehenden.) Wir wollen nun
die Worferiften der vorhergehenden Nummer auf folgende Vepfpicle ans
wenden, in weldyen dad Zeichen log. der Kiirge wegen flatt log. nat.

. gefest wurde, und wo e die in §. 32 I, erwdbnte Sabl begeichnet, deren
i naticlicher Cogarithmus gleid) der Cinbeit ijt.
' ey guerft

n= log.-——-__x_ —

$/.'l _—]— vs‘fl i
gegeben.

et man F

X d hi

Y= o, foiiits dtfes =,

a* + X2 if

Differentiirt man aber den Ausdruct von y nady §.28, fo bat man

T T ——

g s (a> 4-x2) —- m“—(nj-}-xﬂ__ﬁ:dx i adx ot

S S + i l':«'lf'v-i-)."'jh'l

il | und daher

! ad x
| da = T :;-—l—)
&ep eben fo E
u :':.log.zl_ _x_--*-_--vll_-x 5
\/1 -+ x — \/ I ~=X
gegeben.

Sehit man

fo erbdlt man

u = loo._“; = log. y — log. z, alfo aud '
/1 iF
3 dysifide
y g -'
Allein e8 ift [
[] dx dx
e et

e e
dx

3 —— et zd x
AT a\/| — 32 ]—\/1""_3 e \"l -—31 T
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3 -

und eben fo bat man audy

dz e e e

fo daf daber ift
dy dz (y2 + z2) d=
R i B
Da man aber hat
¥y izt = T iye = 2x,

fo findet man endlich

iy

Nt d  FRGE i
XV 1 —-— x
Auf diefe oder abhnliche Weife wird man {ich auch von der Nidhtig:
feit Der folgenden Ausdriicfe uberzeugen, die bier, Dder Kiirge wegen,
obne weitere Erlduterung gufammen geftellt werden.

St we=1@a+4+Vx — 6a(t V),

fo bat man

dx

dy = -
(@ 4 Vx)3

: iz 2a L s i
Jt w=3:@a+x) — = (a+3*)° + ;a* (a+}x)%,
fo hat man

dy = xsdxVa + x%

\/n -4 x? 4 x
Sit n e e T
2 Va + x? — x!
fo bat man
du :*——‘I‘f——__—_-.
';/1 -+ x?
St == \]”T'l . log, (\\/:—1 e Vi1 —x2),
fo bat man
3 :_wdx :
1 — x*

alfo das Differential von u veell, obgleich u felbft imagindr ift.
Cben fo wird man erfalten:
& . Nog TV e ] =i
] VI —+ x*

1
d . (log. x)* = n (log. x)»— i‘_‘f
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i T & 2dx
d , are. sin; — == — .
1 - x* 1 o4 x*
2 X adx
d . arc. tang, i -,
X o= X= 1 + x*

d . log. sin. x = dx . cotang. x,

2dx
\/1 _— 1.'il'I
m—--l dx
T2 @R

- 1.2
1+ -
d . cos, (]og. i) — =X sin (log. %),
X X _

: . sin.2x
d . cos, xtinx —dx cos.xsinx (cos.x .log.cos.x — ) 4

d ., arc.sin, 2x /1 — x* —

d . arc. tang,

i

cos. X
d x

d . IO". Iotr.x oo

o ( o ) 1]:);;.1’
d.e(x—1) = e .xdx,
d.e(x*—2x4 2) = e, x*dx,

x x
d al = al. brdx - log. a . log. b,

x x
d.e® = ef exdx,

11E.
Wieberholte Differentiationen und
Saplor's Lehriab.

§. 37. (fohere Differentialien). Da der Differential = Coefs
ficient irgend einer Junftion von x wieder, wie wir aus allem Vorber-
gebenden gefeben baben, eine Funftion von x iff, fo Fann aud) ev
ebenfall$ einer neuen Differentiation unterworfen werden. Jft 3 B
u=x", fo ift der Diffevential: Coefficient diefes Ausdruds (nad) §. 29)

du .
— — Xt
dx 4

und wenn man diefe Grofe nx — neuerdingé nady §. 29 diffeventite,
fo erbdlt man n (n—1)x*—*dx fiir bas Diffevential derfelben, oder;
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was dasdfelbe ift, filr das swente Diffevential der urfpringlichen
Grofe u,  Dricft man diefes ywepte Differential von u durd) d*u ausd,
fo hat man

d*u = n (n — 1) x"—*d«x?,

wo daber das Jeichen @2 nicht mebr, wie fonft, das Quadrat von d,
fondern blof die ywepmal wiederholte Differentiation der Grife u ans
beutet, unbd wo, wie man fieht, diefer Ausdruct d* u in Vegiehung auf
bie Ordnung ded Unendlidyfleinen, nit (dx)* oder mit dem Qua=
drate des Differentials dx von gletcher Art ijt, oder wo d*u und dx?
als homogene Grofien yu betradten find (vgl. §.25, 1.). Gang eben fo wird
man auch dasd dritte Differential von u erhalten, wenu man den Augdruck
n(n— 1) xn—?
noch einmal diffeventiive, wodurch man alfo haben wird

d*u = n(n—1) (o —2)x»3dx® u f.w.

§. 38, (Beltandigkeit cines erften Diffeventials). oMan fieht,
bafi bey diefen ferneren Differentialien der Funftion v={f(x) das erjie
Differential d x der Stammgrofie x al8 conftant, alfo

d?x = d¥x,.,= o0
vorausgefest worben ijt, weil fonft 3. B. dad weyte Differential bed
Ausdruds u = x* (nach §. 27 differentiivt)
d*u = n (n — 1) x*—2dx -} nxr— d2x

feinen Deflimmten ©inn, Feine fire Bedeutung mebr Haben wiirde.
Betradhtet man ndmlich x als die Abfeijfe, und u als die davauf fenf-
rechte Orbinate einer frummen Line, ju welder die Gleidhung u=£(x)
gehort, fo geigt ung das erfte Differential du der Grofe u, wie fic
die Differeny u/—u==du gweyer nachften Ordinaten verhalt, deren
fenfrechter Abftand von einander die gegebene Grofie d x ift. Die hobes
ven Differentialien d*n, d3u... diefes Auddruds aber follen unsd of:
fenbar das Werhalten mehrerer auf einander folgender, einander ndd-
ften Ordinaten diefer frummen Linie Feunen lehren, und daju ift es
nothwendig, daf alle diefe Ordinaten unter’ fidy gleid) weit abfiehen,
oder Daf fiir alle die Grofe dx eine und diefelbe fey, weil fich
fonft, wenn quch diefe dx willfirlich verdnderlich waren, nichts Be-
flimmtes tiber die ihnen gufommenden Ordinaten feftfiellen laffen wiirde.

Sn der Tbhat haben auch alle Ausdriicke von weyten und hoheren
Differentialien , in weldyen Tein erftes Differential alé conftant ange-
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nommen wird, Feine beflimmte Vedeutung mebr. Hadtte man 3. B.
den Ausdruck

x>d*x
R T
und ift darin fein Differential conftant angenomnen, fo wird man, um
demfelben eine beftimmte BVedeutung gu geben, frgend einwillFirliches ev-
{tes Differential als conjtant vorausfesen nuijfen. Nimmt man alfo
3. . dx=const., fo ift d*x==0, und daber aud) u=o0. LBblt
man aber ein anderes erfted Differential, 3 B. dad von x* ald cons
ftant, fo ift d.x*>=const. oder 2xdx=—const., und daher
dzx 1

2dx* -4 2xd*x = o obder e el
d x2 x

D ; d2x | .
Subftituirt man diefen LWerth von S dem vorigen Ausdruck von u,
L

fo erbdlt man n=-—x; ecin Werth, der von dem vorigen u=—o ver=
fdyieden ift. Wollte man aber d.x3 = const. annehmen, fo wiirde
man u=-—=2x finden, und d.x* —=const, wiirde u=—3x gelen
. f. ., fo daf man alfo wber die wahre Bedeutung der Grofe u gang
ungewiff bletben witrde.

§- 39. (Tanlor’s Theorem). Sey u="F(x) al$ cine Funition
von x gegeben, Wenn in diefer Funftion die Stammgrofe x in x|y
tibergeht , weldes wird der Ausdruck der fo verdnderten Funftion
/= f(x4y) feyn?

Unr diefe Frage su beantworten, bemerfen wir uerft, daf eine
willfirlidye Funftion des Binoms (x -+ y) immer denfelben Diffevential-
Coefficienten geben wird, weldie von den beyden Grofen x und y man
aud) als die verdnderlidhe gewdblt haben mag. It 3. B.:

wo= () Pt S = n (e,
und eben fo ift aud

du’

T =0 )
Sit aber
/ = log. (x Y, foift S fo wie i feid: : ]
w = log. (x +7¥), a1 {—]—}-Tgt1)x—wlr-—}; u. {. .

Diefi vorausgefest, wollen wir nun aunehmen, dafi der gefudhte
Auddruck von w/ =Ff (x4 y) fidy in eine NReile entwickeln laffe, die nach
ven SPotengen der Grofie y fortgeht.  Iehmen wiv fiir diefe Neihe fol
gende Geftalt an:
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f(x+y) =L 4 My* + Ny? + Py? 4.
wo L, M, N... noch unbefannte Junftionen von x {ind, die Fein y
enthalten, und wo a, 3, v ... unbeftimmte Crponenten vorftellen,
die wir nun ndher bejtimmen wollen
Man fieht guerft von felbft, daf feiner diefer Erponenten negativ
feyn Fann, Mum mum 3. B. bas ywepte Glied jener EntwicElung die
Torm My * = — bnm, fo wiirde fiir y=o0 Ddie jwepte S¢ite der

\

vorhergehenden Gleichung unendlid) grof werdben, wdhrend dod) die
erfte ©eite nur £(x) geben wiirde, wasd unmoglid ift.

Wenn aber alle Crponenten a, 3, y... pofitiv find, fo erhdlt
man, wenn man y =o fest, {ofort

f(x) =L,

wodurd) daber bereits der erfte Coefficient L unferer Neihe- beftimme
wird.  Bildet man dann den Differential - Coefficienten jener Entwics
lung der Grofe f (x—-y), und jwar fo, daf man guerft x und dann y
al die verdnderliche Grofie betradyret, fo erhalt man:

dL d M dN dP
L i S\t oles UN
@) + (&) + @) + R+ w
aMy*T! J- ;'BNyl‘ T Pyt L,
und diefe beyden Ausdriicke miiffen , der oben vorausgefdyiciten Vemer=
fung gu Folge, identifd) feyn, weldyes aud) der Werth von y feyn mag.
Dief fann aber nur dann Statt finden, wenn in bepden Ausdritcken
gleiche Crponenten und Coefficienten von y vorfommen. Allein, wenn
die Crponenten in dem erften Ausdrucke fteigend georduet find, fo find
fie Dief aud) in dem jweyten, und man hat daher
0 — 1 = 0, ,-"_;'—I.:lif "-'—lf:‘i ll-I-
woraud fofort folgt:
& =y, A A T
Dief von den Crponenten voraudgefest, gibt dann die BVergleis
dyung der Coeffieienten folgende Gleichungen:
N
(——) . f.
d x

: d L : dM
M = ——), e ( -); 10—
dx - d x W

oder Da beveitd L= f(x)==u war:

(.iu)’ e ¥ b (d Ii) : I1 L (d u)
ax 12 d a2 .J.J il x

)=
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fo daf man daer fiiv die gefuchte Enhwiclung den folgenden Auss

druct bat:
dzu d3 u
-111'-) _{_‘ 5y (slx*) +

w =u+y (

von welder ﬁu‘lhc bas (\Ma.fc ves Fortgangs fite ]lrl) peutlich ift. Sie
ift unter der Benennung des Taplor'fdhen Theorems beFannt, weil
Raplor fie ber erfie offentlich mitgetheilt hat. (Andere BVeweife dies
fes widytigen Sages findet man in Lacroix’s Traite du Cale. diffl et
integral, Vol. I. @, 160 u. 277, und Vol. IlI. &. 6o u. 396).

Hat man alfo die Funfrion u=~Fx gegeben, und geht in ihr die
&tammgrofe x tiber in x—-h, {o geht u 1'ibu‘ in

= ) () e

§- 4o. (Maclaurin’s Theorem). Madyt man in dem julest
gefundenen Ausdrucke bie Grofe x =o0, und bca.ld)mr man die diefer
Annabme entfprechenden Werthe von

u durd) U,
) - w
d x
dzu Ui
({l T ) » e
fo erbalt man fofort

f(y}:L-’—{«y.U-’-{—%.U”—}-—y;—-;.U"”-{—...

du

d x

Da aber diefer Ausdruct fiir jeden willfirlichen Werth von y
@tatt baben muf, fo Fann man in ihm auch x ftatt y fesen, wodurd
die Grofen U, U/, U/, die fein y enthalten, nicht gedandert werden.
@ind daher, wie juvor, U, Us, U... die Werthe von

du dzu
() =) v
unter der BVorausfesung, daf man in den legten AusdriicFen die Grofe
x gleich Null gefept hat, fo erhalt man fiiv die Entwicklung der Funk-
tion u=f(x) in einer nad) den Potenzen von x fortgehenden Meibe
den Ausdruck

=f()=U+4+x.U+ > . us ol £

und diefer Ausdruck iff unter der BVenennung des i[)evrems von M ac-
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{aurin befannt, obfhon er bereits friher von Stivling gefunden
worden feyn foll.

Befdhliefien wir diefen Gegenjtand mit der BWemerfung, daf fich
bie oben gegebene Raplor’fdye Neihe in mandyen Fallen, wenn der
Gtammgrofe x einer Funftion beftimmte Werthe bepgelegt werden,
auf die Cntwiclung diefer Junftion nicht amvenden laffen. Dief
wird ndmlich immer dann ©tatt haben , wenn die wabre Entwictlung
der Funftion auf gebrodyene oder negative Erponenten von h fihrt, die
in der Taplor’{dhen Reihe nicht vorfommen. It 3. V.

e \/x-‘ — a*

gegebent, und fucht man
Ris— \/L\ -+ h)* — a?

fiir den beftimmten MWerth von x==a, fo hat man
———— ———— — h3s
w = V(a+h)? —at=Vaah-4h* = Vzahd-: ‘/J—‘:-}—

und ein foldher Ausdruck fann durch die Tanlor'fcye Neibe nicht gegeben
werden.  Sn allen diefen, tibrigens felten vorfommenden Fallen, wird
man alfo die Enewictlung der Funftion gang auf die gewohnliche Art
pornehmen , fo wie s in diefem BVepipiele eben gefchepen ift. Wir wers
den fpdter wieder auf diefe Bemerfung guridfommen.

A AR A S Y Ry

1V.
Gutwidlung der Fuuftionen in NReihen,

§. 41. (Ttewton’s Binomium). Die beyden vorhergehenden
heoreme biethen uns fehr vortheilhafte Mittel zur CntwicElung der
ver{chiedenen Funftionen in eihen dar,

ey guerft die Funftion u== £ (x) =x" gegeben. Man fuche

we=fEty) =G+
o n wad immer fir eine aphl begeichnet,
Nad) §. 29 bat man

du e
(H SR A
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(:: \“) = n (n — 1) x"—2,

() =n@—n@—2r9 wfwn

d x3

alfo ift audh fofort (nadh § 39)
n{n— n(n—i)(n—a
(‘_}_YJII—XH,_;_n\II——I} __I_ \nv—..) __I_ li( 3 1:—-3}3._]_...

und diefe Cntwicklung der 0-1111Fnun (x~-y)® it unter dem Namen von
Newton 8 Binom befannt. Das Gefes des Fortgangs der Neibe iff
fir fi) flav. Wenn die Glieder derfelben in der angefiihrten Drdnung
durd) o, 1, 2, 3... begeichnet werden, fo ift das rte Glied Derfelben

nmn—i)m—a2)(n—3)...[n—(r—1)]

lxn-—l‘ ;r_
1,2.3...(r—1)r J

I. 3ft die Grofie y negativ, fo erbdlt man die analoge Entwick-
Iung der Grofie (x—y), wenn man in der Testen Neibe die gu dem
Subdexr 1.3.5 gehorenden Glieder negativ fest,

Nimme man aber x=1, fo bat man

! n{n—z). ° n{n—1)(n-
G w Dkt S iy i e i ;—-7 s
oder, wenn man in diefem Ausdrucke 1 -y — 2z fept:
; n(n—i) n(n—i)(n—=z)
=1 +n(z—1)+ @—1) =R e — 1) .
II, @ebt man in der gefundenen Cntwidlung y = PE ; alfo
et 1

aud) x f-y = fo hat man (x 4 y)» = x». (r —p)—=.
s ift aber, nad) derfelben Entwictlung:

(—p)— = ]+HP+II(:II—|;I}P2+11(1]+1£.(;+2)P3+.”

alfo ift audy, wenn man den Werth von p = r_—:—ﬁ\ wieder herftellt:

(x4 y)» =x. [1—}-.11(‘_?; ) _{_m_:
+"i'=+=)(n+ )(__

1

weldhe Neibe oft viel fhneller convergivt, als der gbm fiir (x4~ y)»
gefundene Ausdruct.

L Diefe Aeihen find febr gefchicft, um durch fie die Wurzeln
irgend einer gegebenen 3abl su i!llDt‘ll €S war namlidy
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x4y = x". l:l -}~ n(\_) i .”f,'l_'__,()
4 2(_1’__ ”_f_":_“}_() iRy ]

Man wird daber jede Jahl, aus weldyer die nte Wurgel gezogen
werden {oll, in gwey Theile x und y fo tf)ulen, bni, x eine vollftdndige

nt¢ Poteny irgend einer andern Jahl, und daf = Y ein eigentlicher Brud)
X

ift, wo dann die Neibe defto {chneller convergiven wird, je Fleiner dies
fer Brudy ift.
Fiir die Quadratwurgel 3 B. bat man n=2=, alfo audh

chf=x 1 (D)= () +=0) = =)+ ]

Sudyt man 3 B. die Quadbratwuriel von der Iabhl 6, fo faun

man x=4 und y =2 m‘I)mru, fo baf man hat
Voieia | v = st se b ]

Da aber diefe i)mI)c nue langfam convergivt, fo fann man vors
theilbafter auf folgende Weife verfahren.

Nimmt man blof die ywep erjten Glieder der Neibe, fo i

V6 =24 2=

Won 7 ift aber Das Quadrat 3, oder um ¢ grofer ald die geges
bene 3abl 6. Jit daber x=2% und y=-—=, fo erhdlt man, wenn
man Ddiefe Werthe von x und y in dem vorhergehenden Ausdrucke von

(xw{—_\»}"" fubftituirt:
1 1 1 i 1 1 5 1
e el Ppes e Sl R R
V : 2 ah 8 a5 16 253 128 254

oder wenn man digfe Glieder fummirt :
V6 = 2.4494897.
gBill man aber eine nody {dhneller convergivende Neibe , fo fann
man yon dem lebten Ausdrude wieder die ywey erften Glieder nehmen,
wodurch man erpalt

e

8| Ot

‘L/(‘ =i — 5=,
wovon da8 Quadrat - nur um 5 3u grof iff. Sest man alfo
X =355 und y=—-%;, {o erhdlt man die fehr {hnell convergirende

Neibe

49 = 1 1 1 1 1 1
\/{}—-I—n. Ll R R o e e = e ol -.] ]
20 .| 2401 (8] 2301 10 2400

Littrot's Anl. 3. bHoh. Wath, 5
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oder wenn man diefe Vriidye in Decimalbriiche verwandelt :

Vg 1_’1_'! _ \."" 0.00020 82465 639 '
ad — 0.00000 002106 830 ) !
{ — 0.00000 00000 OUD v s \

pas beifit
V6 = 2..‘.’|."|l).";8 97429 (/Y gy

®anz eben fo wird man audh mit der Ausiiehung der dritten und
§ b g
jeder audern Wurgel verfahren. Man wird fo 3. B. exhalten:

1 S

V9 = 2.0800837, V/ 10 = 1.2589255,

'V:n = 1,0232930, u. f.

§. 42. (Entwicklung der Logavithmen in Reihen) e

nun die Funftion
u = log. com, (1 +4- x)

gegeben , fo hat man (nady §. 31)

du d2u —m (cl"ll 2m f
( ) :+x (u \-) G4 xz’ d—\) G e
alfo audy, nad) Maclaurin's Theorent (§. 40), wenn man in dies
fen Ausdricfen x=o0 febt:

U =lo; iUl =m, U4 =I— my Ui i="2 mi; 0 [
und wenn man diefe Werthe in
= U/ oY) 44
u= U4 xU +:.2L -+ )
fubftituirt:
x2 (0 x4
log. com. (1 4-x) = m(x B o St e )
1. Man fann diefem Ausdrucke verfdhiedene andere Geftalten ges
ben. St 3. B. die Grofie x negativ, fo hat man
log. com. (O—x) = — m(x~4 3 x* - 2x% .

alfo audy, wenn man bepde Audvriicke von einander fubnaf)ut.
iog.cam.:—t%—_—om(x_l_ x8 f- x5 A 2x L),

@ept man Gberdief in dem Tepten Auddrude ftatt x die Grofe

Y, fo bat man
2T




§. 43. 07

log. com. (x 4-y)
. Y Y / ¥ — )‘1 e
= log. com. x iz2m [:J.x +y +3{:’.x + y]":+5(3‘+)'); i ]
o T

IL. Die vorhergehenden Ausdriicke reichen hin, die Logavithmen
aller natiirlidyen Sablen auf eine bequeme Weife ju bevechnen. Seft
man 3 B. in der lepten Gleihung x =y==1, fo erhdlt man, Dda
log. 1=o ift:

log. com, 2 _2m( 56-{—5—“5——]—’_—13:-%),
oder wenu man diefe Briidhe enfwicelt:
log.com, 2 = m (0.69314 71800).
Cben fo gibt x==2 und y=n
log. com.3 = log. om,2 - 2m (é -+ 3'—] e
log. com.3 = m (1.09861 22887),
und auf diefelbe Weife findet man

4. ) oder

5.65

log.com.5 = m (1.60943 79124) und
log. com.7 = m (1.94591 01490).

Die tibrigen Logarithbmen 0i8 1o aber findet man durd) blofe Addition
aus dem Worhergehenden , da

log. 4 = 2log.2,

log.6 = log.2 |- log. 3,

log.8 — 3log.2,

1017.() = 2log.3 und

log.10 = log.2 - log.5 = m(2.30258 50930) ijt.

§. 43. (Entwicklung der Eyponentialgrofem.) S die
Funftion u=a* gegeben, fo hat man (§. 32)

du ol

a—; — H 0{:’.. nat,a,

d2u | . )1

— = a*. og. nat.a)”

d x2 (log ¢

dsu 2

— — a*. (log.nat.a)3, u f.;
d x5

alfo auch, wenn man in diefen Ausdriicfen x = o fept:

A= a0

(%]
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U’ = log.nat.a,
U% = (log. nat. a)?,

Uit — (|Ug.n;l'.;1_)"; 7 s

und daber nadh Maclaurin's Theorem (§. 40)

a* = 1 - (xlog. mnat.a) - —

_I,

- (x log. nat. a)?

e (x log. nat.a)®* 4. ..

§. 44. (Dergleichung der natiivlichen und gemeinen Lo-
gm‘ithnn‘n.) Wir haben oben (§. 31 und 42) gefehen, daf man die
gemeinen Qogarithnien aller ablen erhalt, wenn man die natirlichen
Logavithmen derfelben Sablen durch die Grofe m multiplicive, fo Dag
alfo fur die natirlichen Logavithmen die Grofie m gleidy der Cinbeit ift.
LWir wollen nun diefe Sahl m ndber beftimmen.

In jedem logarithmifdhen Syfteme muff es eine Rabl geben, de-
ren Cogarithmus gleidy der Cinbeit ift. 9Man nennt diefe 3abl Ddie
Bafis des logarithmifchen Syftems.  Sey alfo a die Lafis der ge-
meinen, und e die Bafi8 der natiirlichen Logavithmen, fo daf man bat

log.com.a==1 und log.nat.e = 1,
Da aber, nad) dem BWorhergehenden, fiir jede 3ahl N die Gilei-
chung befteht:
log.com, N = m log. nat, N,
fo bat man audy, wenn man fowohl N=a, al8 aud) N=e {fept:
log.com.a — m log.nat.a und log. com.e =— m log.nat. e,
und daraus folgt fofort fiir die Beftimmung der Grofie m der doppelte
Ausdruck
m = log.com.e obder m =— I:;;_:lm'

I, @ubftituirt man diefen Werth von log. nat.a =Jl" in der
legten Gleichung des §. 43, fo erhalt man fir die Crponentialgrofe
a* den Ausdruck

SR E T

@ept man aber in derfelben Gleichung des §. 43, da in ibr die
Grofe a gang willkaclich ift, ftatt a die Grofe e, fo bat man, da
log.nat.e =1 fits

1

1
Sie=]) +'\"*"Tj“1+'_";__r,x; i

1.2,




0 44, 09
IBied in diefer Meihe dbie Grofie x =1 gefest, fo hat man

C:I-J;-1+-II7—-1—T:T?+...,
und wenn man diefe Briiche auf Decimalen gurickfibre :
e = 2,718281 828459 045285 360287 ., . .;
wodurch daher die Vafid bes Syftems der natirlidien Logarithmen be-
ftimmt ft.

IT. lm eben fo auch die Grofe m oder den fogenannten Modul
pes gemeinen Cogarithmen - Syftems gu beftimmen, mit weldem man
namlic) die natiivlichen Cogarithmen, deren Vafis e ift, multiplicict,
um die gemeinen Logavithmen gu erbalten , deren BVafis a ift, wollen
wiv wieder ju dem Ausdrucke ded §. 42 jurdcgehen. Wi haben das
felbft die Gleichung erhalcen:

log.com, (1 +x) = m(x — x> Ix3 — ., ).

@ept man in demfelben die willfirliche Grofie 1 - x = a, fo

ethalt man, da log. com.a = 1 ifi:

L= (a—1) — s(a—n)* -} s(a—1)* — .. .,

m
und durd) diefe Gleichung wird die Abhingigfeit der bepden Grofien a
und m von emauder ausgedructt, fo daf alfo m befannt wird, wenn
a gegeben iff.  Befanntlich hat man aber in demjenigen Syjteme, nad)
welchem diejenigen Cogarithmentafeln conftruirvet find, mit weldhen wie
gu rechnen pflegen, die Bafis a gleich der 3ahl jehHn angenommen,
{0 Daf man dabher fiir diefes @yftem Hat
1
9 TR0 e Tha
Allein diefe Neibe convergivt erft in ihren hoheren Gliedern, und
auch da gu langfam, als daf man durch fie die Grofe m bequem finden
fonnte.  9Man Fann fie aber leicht ju diefem Jwecke gefchiclter machen,
wenn man bemerft, daf die nt¢ Wurzel irgend einer felbit febr grofen
3abl der Einbeit immer defto ndber Fomme, je grofier n ift. &elt man
alfo in der erfien Gleichung diefes Abfchnitted wieder 1 J-x=a, fo
bat man
log.com.a = m [(a'—1)== Xi(a— )2 +I@a—1) —...].

(0]
v - a3 7 .
Allein ¢s ift audy log. com. a =  log. com. \/a, wo o irgend

eine willfirlicye ab begeichuet; alfo ift audy, wenn man diefen Werth
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von a fubftituirt:
log.com.a = mw [(\/a—-—-—l) — }(\/u—:)‘* - %(\/a—1)3—. o]
und daber, da log.com.a = 1 ift:
1 (4] L] W
—=o [(\/au—l) = ;'(I\/a—l)ﬁ - %(\/.‘1-—-*1)3 =201 .];

und diefe Neibe convergivt defto fchneller, je grofer die Sahl w gegen
vie Cinbeit ift. Sep 3. B. @ =10, fo ift, wie wir {chon oben (§. 41)

W 10
gefunden haben, \/a = \/10 = 1.258¢255; alfo bat man, wenn

w
man der Kiirge wegen k = \/a—-l fests

k = 0.2589255

— 1kt = 0.0335212
N — 0.0057863
— I = 0.0011237
k5 = 0.0002327
— k% = 0.0000502
k1 — 0,0000111

— 1kt = 0.0000025
RO = 0.00000006

— L hto— 0.0000001

GQumme . . . 0.2302585;

und wenn man diefe Summe gehnfach nimme und die Rechnung nodh
weiter fortfest, fo findet man

:; = 2.302585 092994 045684 o179q1 . . .,
und daber aud
m = 0.434294 481903 251827 651129 . . .

IIL. Aud) hatte man den Werth des Moduld m ohne Hiilfe die=
fer deibe finden Fonnen, da wir bereits oben (§. 42) den Cogarithmus
der 3abl 10 erbalten haben. €8 war ndmlid

log. com. 10 == m (2.3025850930),
und da log. com. ro=1 ift, fo hat man fofort

1
2.30258 . ..

m =

= 043429 .« . +
ie juvor,
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§. 45. (Entwicklung der trigonometrifchen Funktionen.)
St die Funftion u = sin.x gegeben, fo hat man (nad §. 33)

du dzu ) d3u
e _ = — §lN. X —
dx Fdxe AN

alfo audy, nach Maclaurin’s Theorie (§. 40):

= — co0s.x, W f.

x x> X

Mo X T s s A R
und eben fo erhalt man aud
3t xd
C05. X — —_— —— e e
5 A 1.:s+1.n.3.4

Man muf aber bey diefen und dhnlidyen Ausdriicken bemerfen,
daf die Grofie x in Secunden oder in beilen Ddes Kreisbogens Die
Grofie sin. x und cos.x aber in Theilen des Halbmeffers gegeben, daf
alfo diefe bepden Arten von Grofen heterogen find, und Daber auf
diefelbe Ginbeit guriicEgebracht werden miffen. Nennt man = die halbe
Peripberie eines Kreifes, Dderen Halbmejfer die Cinbeit ift, wo die
Grofie = in Theilen Ddiefes Halbmeffers ausgedriickt ift, fo bat man,
da die halbe Peripherie (180). 060> Secunden enthdlt, fir den Theil
x Des Halbmeffers, weldjer der Ldnge eines Kreisbogens vom einer
Secunde entfpricht,

180.60% % w'= ® : x.

©8 ift aber, wie wir bald fehen werden, #=3.14159265359...,

alfo ift aud

x = ;80?({65 = o0.00000 484814,
und fiir diefe 3abl x wollen wir finftig der Kiirge wegen das Jeidyen
sin. 14/ fefsen, fo dafi man bat

a 1
sin. 1/ = 0,00000 484814 uNd ———pr = 2002644, 80024~
1.5 i

Um daber eine Anzahl Secunden in KTheile ded Halbmefjers ju
verwandeln, wird man die erften durdy sin. 1# multiplicicen , und ums=
gefebrt, um Theile des Halbmeifers in Secunden ju verwandeln, wird

. . 1 T S
man jene Theile des HalbmefJers durd) —— multipliciven, wo man

s1n, 1 !
bat

: L 1
log. com. sin, 1/ == 4.6855749 und log.com. ——
§im. 1’

Diefem gemdf follten daher die vorhergehenden Ausdriicke voll:
ftandig fo gefdyrieben werden:

= 5.3144251.
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. . (x sin. 1)
sin, x — (xsin.1/) — ——— . ||,
e TG
(x sin. 1)2 (x sin, 1)4
C08ix == Jatiesa TSR Saeliul oL B
1.2 1.2.804

und dasfelbe ift auch bey allen folgenden dhnlichen Ausdriicen ju be-
merfen.

L 3ft u = f(x) = sin.x und v/ = f(x 4 y) = sin. (x4y),
fo bat man

du d2u 0 d3u . i f
— = ¢0s,X; —— — — sin.Xx e 0, X, T
d x /o dxt AN !

alfo auch nady dem T aplo r'fdhen Theovem (§.39):

3 ; , y
sin, (x-4-y) = sin.x -}~ y cos.x — T 80X — ——— cos.x

._{_

14

‘__,—~_, sin.x - .. .y

L:2.044

und eben fo erbdlt man qud)

cos. (x4-y) = cos. x — ysin.x — —— cos. x e o }.-‘--_‘ sin.x -, ..
1.2 240

§. 46. (Entwicklung Yer Kreisbogen durel) trigonometri-
fehe Funktionen.) Um aud umgefehret den Bogen eined Kreifes
durd) feinen Sinus ausgudtiicfen, fey u = ave. sin. x, alfo audy (5. 34)

du 1 d*u a— o
T el e
diu ; 5 -—: -~ " —'j'
= = (—x)77 3zt i'=%) ;. fiow,

Cutwidelt man diefe Differential - Coefficienten nod) weiter, und
fest dann in ihnen die Grofe x=o0, fo erhdlt man nach Maclau:
vin's Eheorie (5. 40)

U=o0, U=, Ul=10, U4 =1ufw,

und daber fiir arc. sin. x oder x den Ausdruck

: sin,5 x 3dsin.f x 3.5s5in"7x 3.5,m81n%x
r—wimy- it oo S OB
2.3 2045 2.4.0.79 2.4.6,8.9
I. Sijt aber u = are. tang.x, fo bat man
du d2u
e — X1 — = a2x —-X)—?
dx (l+ ‘] AT \(1—] ) £
dsu

—_— = — 2 (14-x3)"* |- 8x* (1 4-x)—% u, f.,

dxs




=1
1

\\ 47.
und wenn man x =o feht:
U = U/ = UV ... gleidh Null, und
Ule=1, Ull=—2, U =2.3.4, uf{ w;
alfo audh

5 14 7
u = tang.u — *tang u - ftang.Su — Jtang’u +4-. ..

6. 47 (Beftimmung der Pevipherie des Rreifes.) Mittelit
der swey vorhergehenden Reiben wird der Kreisbogen durd) feinen Si
nug und durd) feine Tangente beflimme. Dief gibt ein bequemes Mit-
tel , den Umfang 2 = eines Kreifes , deffen Halbmeffer gleic) der Ein=
Deit ift, su finden. @est man ndmlich in der erften NReihe sin x=1
oder x = Lz = go Grade, fo erhalt man

1 3 85D
s e

24,5 A, 45007
Mehr convergent wird die NReibe fiir =, wenn man sin, x = I
oder x = ¢ = = 30 Grade fept, wodurd) man erhalt
1 i 0 O T
e 1 e
. b

aF i S D 28, 4.06.7 219, 4.0.8.9

!

Eben fo gibt die gwente Di‘riI)g’ Wwenn man in if)]: tang. u = 1
oder u = ~ = 45 Grade fest :

» 2 T e R SIE HRAAE
Allein alle diefe Neiben find immer nod) ju wenig convergent. Dod
Lafit fich die leste fiiv u (in §. 46, 1.) gegebene Neibe ju der Veftimmung
des Werthes von = vortheilhaft anwenden, wenn man den BVogen u in
gwey Theile theilt, deren Tangenten befannt und fehr Flein find. M as
dyin fand, daf der Vogen r = gleich ift dem Wierfadyen des Bogens
a, der ¢ gur Tangente bat , weniger dem Vogen b, Der = gur KTan:
gente haf.  Um fid) davon zu tbergeugen, fo hat man

2 tang. a

tang.a — & und tang.2a —m ————— =— %, pber
1 —tang.2a %
t ’ 2 tang. 2a -
ATy g e g 2
o 1 —tang.%2a ey

Da die lelste abl etwas grofer ift als 1 = 1:11154.:_', fo ift aud)
F
4a >z Matht man alfo fa = A und 2z = B, fo hat man fiie

&
ven Unterfdied 4a — r = oder fiir A—B die Gleidyung
tang. A — fang, B

tang (A —B) = et
ane ( l) 1 = tang, A tang
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@ept man nun A — B =1b, fo ift aud) 4a— rz=b oder
™ == fa — b, wie oben gefagt wurde.

DNimmt man nun guerft tang, u = : und dann tang, u = el
und fubfticuivt diefe Werthe in der vorhergehenden Gleidyung
3 u = tang.u — ftang.fu = ftangfu — ..,
fo erhdlt man

o] R e ORI A L sasedh )
y g 5 3.:'11"+5-3-3 7.57+
il )
1 1 1
?_ (??S i) 3 (289)5 + b (289)5 TR )5

und durdy diefe febr convergente Neibe findet man ohne Miibe fir = den
folgenden Werth
z = 3a41592 653589 793238 462643 . , .

§. 48. (Sinus und Cofinus der vielfachen Winkel durch
die Potenzen der cinfachen.) Sey die Funftion u = sin.x, das
beifit x = arc.sin.u gegeben: man fude cos.nx durdy sin.x, ober
was dasfelbe ift, cos.(n arc.sin.u) durd) u qudgudricen.

Subdiefem Rwecke nehmen wir an

cos. (n arc. sin,u) = a - fu - pu 4 sud J ...,

Wwo a; 3, y, ... die gu beftimmenden Coefficienten begeichnen. Allein man
fiebt fchon obne eigentliche Beredynung, daf erfiens a=1 feyn muf,
da fiir w==o0 der Ausdrud cos, (n arc,sin,u) =1 wird, und daf
gweptens diefe Neibe Feine ungeraden Potengen von u enthalten Fanm,
weil fiir 4 u und —u der Ausdruck cos. (n arc. sin. u) audy in Hin-
ficht auf fein Seichen derfelbe bleibt. Diefem gemdf werden wir daber
annebmen Fonnen:
€os. (n arc.sin,u) = 1 -+ Au?* 4 But 4 Cuf + ...

Differentiirt man diefen Ausdruck, fo erhdlt man
~— nsin, (n arc, sin.u) = (2Au-}4Bu® 4 6Cus J- . . ) V1 —u?,
und Ddifferentiivt man diefe Gleichung wieder, fo ift
— 0 cos.(narc. sin.u) = (2Au - 12Bu® -+ 30Cu? ...) (1 —u?)

— (2Au— 4BudL 6Cus —+...) .

@ubftituivt man: in diefem Ausdructe fiir cos, (n are,sin,u) Dden
oben angenommenen 9Werth 1 4 A u? 4+ But L ..., fo erbdlt man
—mn*(14-Au*{-Bu-,..) — (24 4 12Bu* 4 30Cut .. .) (1—u?)

4+ (GAu-4Bud 4 6Cu ... )u=o0.
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Seht man in Ddiefem Ausdrude, da er fiir alle Werthe von w
wahr feyn foll, die Coefficienten von u®, u?, w¥, . . . einjeln gleich
ull, fo hat man fiix die Beimmung der Grofen A, B, C; . . .
bie BVedingungsgleichungen

1.2A 4 n* = o,

3.4B - (n*—2%)A — o,
5.6C + (n*—4*)B = o,
7.8D 4+ (n*—6*)C = o u {.,

woraus man daber erhalt

n?

S 3 v ’
n® (n? — 2%)
1.2.8 .4 /
n? (n? — 22) (n* — 4*) :
Clemc—iFt ey st s i
fo Daf alfo unfere gefuchte Neie die folgende it

n? n* (n? — 2%)

B =

cos,nx — 1 — —-sin*x -} P T T sin.* x
1.2
r|—{|1~-—-,a-)(11'1—4") e
= 10,7 X i
T A =
Anf diefelbe Weife erbalt man aud
% : n(n*—n17)
$in,nx = n sin,x — ——————sin.’ x
1.2.8
n (n?—12)(n2— 32y . .
- Sy R G S

1.2.3.4.0
Diefe beyden Ausdriicke fiir cos.nx und sin,nx gelten fiir jede
gange oder gebrochene 3abl n; aber die erfte ift nur dann endlich oder
bricht nur dann ab, wenn n eine gange gerade ahl, und die zwepte,
wenn n eine ungerade 3abl ift. Diffeventiirt man fie aber, fo erhalt
man folgende gwey Neihen: »
n (n? — a?)

sin.nX =— €O0S.X , [n sin, x — i sin.!x
B L

n(n?%— 2%) (n* — 4* S
- e ) sinad x ——-.._:{,

142.3.445

¥ (s R
CO5, X = CO5,X , Ll —_— e 51N, X
1,2

+ [i:,:__l ]_"L__.._.._) sln i\_ —_— . .J 7

!.Z.fl.|
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und diefe beyden Neihen brechen eben in fenen Fallen ab, in welden
ihre vorhergehenden corvefpondivenden ohne Ende fortgehen.

Auf diefe Weife erhdalt man nadh einigen leichten Reductionen die
folgenden Ausddriicke :

€C08.2X =— 2¢05%*X — 1,

€08, 3x — fcos3x — 3cos.x,

€os. 4x = 8eos.tx — 8cos?x - 1,

€05.5x = 1bcosSx — 20co0s.’x -~ 5 cos.x .
sin, 2 X = sin. x (2 c0S.X),

sin, 3x = sin. x (4 cos.>x—1),

sin. 4 x = sin, x (8 cos.? x — 4 cos.x),

$in,5x = sin.x (16 cos.*x—12c0a.2x--1) 1.

§. 49. Potenzen der Sinus und Colinus der einfachen
Winkel durch) die der viclfachen.) ey die Funftion u=cos.”x
gegeben, fo findet man durch Differentiation

sin, x

du'= — nu.dx odet

Cos, X

du
nu sin, x —|— [ C08. X = o.

Da man aber befanntlid) [)at

c0s.2x = < (cos.2x - 1),

c0s.®x — ;(c0s.3x - 3cos.x),

cos. x — 3 (cos. 4x |- 4cos.2x -} 3) wu f.,
fo wird man daraud durd) Analogie fchlicfen, daf cos.”x in eine Neihe
entivictelt werden Famrn, deren Glieder die Faftorsn

cos.nx, cos.(n—=2)x, cos.(n—4)xX,; .. .
haben werden. Dlehmen wir daber fiir diefe Neihe die Form an:
u= Acos.nx 4 Bcos.(n—2)x 4 Ccos.(n—4)x -} .
und fudyen wir die Werthe der Coefficienten A, B, C, . . . gu be:
ftimumen.
SGubftituirt man diefen Ausdruct von u fo wie fein Differential

du in der vorhergehenden Differentialgleichung, fo erhalt man
n sin.x [A cos.nx -+ B cos.(n—=2)x - Ccos.(n—4)x - .. .|
— ¢o0s.x|n A sin.nx -~ (n—2) Bsin.(n—2)x

- (n—4) Csin.(n—4)x - .. =0
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Man hat aber, wie befannt (Cinl. §. 19, VL),
2sin.x cos.nx = sin,(n-41)x — sin.(n—1)x und
2 €08, X sin. nx = sin,(n--1)x -} sin, (n—1) X
Bringt man diefe Umfornmung in der vorhergehenden Gleidyung
an, und fest dann die Factoren der Sinus der vielfadyen Bogen, jeden
fie fid), gleich Null, fo erhdlt man
B— An = o,
2C — B(n—1) = o,
3D — C(n—2) = o,
4E — D(n—3) = o u. f.,
alfo aud
B =nA,

n{n—1i)

i
m—1)(n—=2) =
ISR etel b Y T
. 12,8 2t
und daber fiir den gefuchten Ausdruck von u
GRS =N I:cus. nx - ? cos.(n—2)x

—+ i) cos.(n—4)x 4 . . .]-
1.3
Jn diefer Gleichung ift der Factor A nod) unbeftimmt. Sept
man aber darin x=o0, {o hat man
n:n——l} nn—i)(n—a2)

b [ _{_- a3 o2 _1___.1-.'.’..3 . .+.-.]’
und daraus erhdlt man (:md) §. 41) den Augdruck 1 = A . (1 )"
oder A — -;T, fo daf man daber hat

1

COSR X == +— 208, - —_
= I:l 0s. N X LUS (n—2)x -
n(n—llfn—-ﬂ
- e gty cos. (n— bOx) -|- :[

1.2.

n{n—ri)

¢os. (n—4x)

I. Der gefundene Ausdruct von cos.x gilt fir alle, auch gebro-
chene ablen n.  Wenn aber n eine gange ablift, {o muf man bes
merfen , daf man im Werfolge der Glicder diefer Neihe auf negative
Winfel fommt, deven Cofinus von den ihnen gleichen pofitiven Winfeln
nicht verfchieden iff. ©o hat man fiir n=3

, 1 v - ‘ .
€0s.?x = — (co0s.3x - 3 cos.x - 3 cos.x |- cos, 3x) obder
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(cos.3x -}~ 3cos.x),

cosix =
2.}-—1

fo daf man alfo, wenn n eine gange, ungerade 3abl ift, jeune Neihe
Doppelt nehmen muf, um den Werth von cos."x ju erhalten. Jft
aber n cine ganye gerade 3abl, 5. B. n=4, fo hat man

1
05 4 = f w/ /e : )/ 4
€0s.* X =— (cos.4x -4 cos. 2x == b 4 4 cos, 2x - cos. 4x) oder

co0s.tx = 1—-—1 (cos. 4x - 4cos.2x 4 =, 0),
A

fo daf man alfo fiir gerade n ywar auch die Neihe doppelt nimmt, aber
mit Ausnahme des mittleren Gliedes, dejfen Factor cos. o ifi. Drucke
man daber die Neibe auf folgende Avt aus:

1 n(n—i
on e I:cﬂs. nx —|-—cos. (n—2) x| At cos, (n—4) x
1 1,2

_I_.

fo wird man diefe Neihe nur bis ju jenem Glicde fortfesen, dejfen Co-
finug den erflen negativen LWinfel enthalt, und wenn man, fiir gerade
n, auf dag Glied Fomme, deflen Factor cos.o ift, von diefem Glicde
nur die Halfte nebmen.

Auf diefe LWeife erhalt man
— cos.2x - 1,
4cos,*x = co0s.3x - 3cos.x,
8 cos.tx = cos.4x -+ 4cos.2x | 3,

= cos.5x | 5co0s.3x - 10c0s. x 10,

n{n—i)(n—2

)
cos,(n—0)x 4+ ... 1|,

L ads 3

2 C05.2 X

10 cos.’ x
II. Um davaus die analogen NReiben fiir sin.”x abyuleiten, fehe
man in dem vorbergehenven Ausdrucke von cos.”x {tatt x die Grofe
Lz — x, fo hat man
1

sin;®x =— i 8 l:cos.n(;—:: — x) + n cos,(n—2) (: # — x)
-+ ‘%l—lcos.(u—q]({,«:— x) + .. .:l.

)

Um diefen Ausdruck einfacker darguftellen , muf man die bepden
Fdlle unterfcheiden, wo n gerabe und ungerade ijt. ey alfo juerft
eine gerade, und jwar eine fogenannte dopyelt gerade oder durcdh 4
theilbare Rabl, alfo n =14, 8, 12, . . . Fur {oldhe Iablen ift aber
X) = — cos. (n—2)x,

cos.n (Px —x)=cos.nx, cos.(n—2)(+ =

cos. (n—4) (7 — x) == cos.(n—4)x . f. w.,



§. s50. 79

und daher

sin."x = . [cos.nx — n cos.(n—2)x

|- BBl cos: (n—4)x — .. .J.
1.2

Sft aber n nue eine einfach gerade oder durch 2 theilbare Jabl,
wie 2, 6, 10, . . ., fo bat man
c0s. 1 (£ x — X) == — €0s. DX, €0s, (n—2) (£ # — x) = cos. (n—2) X,
cos, (n—4) (27 — x) =—cos, (a—4)x u. f.,
und daber

4 1
31 B e
Pt

; I:——- cos.nx - ncos.(n—2)x

BT o (nh) x < v .].
1.2
Um daber beyde Falle gufammen gu fajfen, fo hat man fuir jede
gerade 3ahl n

+ an—!, sin,"x — [cos,nx — ncns.(n-——a)x

_l..“_'n:' cos.(n—4)x — . . .],

wo das obere oder untere Seichen genonumen Wwird, wenn n doppelt oder
cinfach gerade ift, und wo man, wie guvor, nur die pofitiven Winfel,
und endlich von dem Factor des cos. o nur die Halfte nimmt.

®ang eben fo findet man audy fite jede ungerade 3ahl n

+oan— isintx — [sin. nx — n sin.(n-—-z)x
n.nm-

S+ i =) x — .. ],
wo bad obere oder untere Jeichen genommen wird, wenn n gleid
1, 5,00 a0 s opesialeidiE 37 R St

Auf diefe Wetfe erhalt man

2s8in,2 x — €0s.2X |} 1,

LA AT s Wee Ly
4sindx = — sin. 3x -} 3Jsin.x,
8sinix — cos.4x — feos,2x |- 3,
16 sin.5x — sin.5x — 5sin. 3x - 10sin x 2.

§. 50. (Entwicklung der Potew; cines Polynoms,) Sey
das Polynom oder der vielgliedrige Ausdruck

a -~ bx 4-ex* 4 dx* 4.
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gegeben, von weldem die Angahl der Glieder desfelben unbeftimme ift.
Man entwickle die nfe Poteny desfelben in eine Reibe, die nad) den
Potengen der Stammgrofie x diefes Polynoms fortgeht, . h. man
entwickle den Ausdruck

u=—(a+ bx 4 cx* Jdx* 4., )
in ¢ine Neihe der Form

u = a - Bx 4 px* - 0x J ..
wo alfo «, B, y, . . . die ju beftimmenden Grofen find.

Nimmt man von dem erften Ausdructe die logavithmifdyen Diffes

rentialien (nad) §. 31), fo hat man

du iy n(b 4+ 2ex 4 3dxz 4 . )dx

e 3 ’

u a4+ bx 4 ex? 4 ...
wo Bier und im Folgenden immer die natirlichen Logarithmen gemeint
find, wenn nicht das Gegentheil ausdricklich bemerfe wird.
Gben fo hat man, wenn man den gweyten Ausdruck von u diffes

ventiirt :
du 5 5 v $ig
— = B 2yx 4+ 3ox* 4. .,

d x ;

Setst man diefe beyden Ausdriicke von i‘—l\l einander gleidy, fo er-
halt man -
n(b+4 zex | 3dx* +...)(a+PBx 4 yx* 4 ...)

— (abxext Y@ px o Bk ) = o

Tiibre man die bepden Multiplicationen diefes Augdructes aus,
und ordnet die Produfte nac) den Potengen von x, fo evhalt man
0 = (a3 —nba)

- (2ay b — nbfS— 2nca) x

~- (328 + 2by 4- ¢ — nby — 2n¢3 — dInda) x*

+ (gue {— 3bo —:—'.;'c}» +— d[3 — nbé — 2ncy — 3nd§ — gnea) x* 4+
und da die Factoven von x°, x4, X2, . .. jeder fiir fich gleid) Null
fepn mujfen, fo hat man jur Beftimmung der unbefannten Grofen
a, 3, y, + « - folgende Auddricke:
afg—ini bay
2ay = (n—1) b4~ 2nca,
3a6 = (n—2) by (zn—1) ¢} 3nda,
fae=(n—3)bs -} (2n—2)cp |- (Bn—1)d 3 4nea,
5a2 = (n—4) be 4 (2n—3) ¢ 6 - (3n—2) d y - (4n—1) /3 |- onfx

) (SR L |1 S
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wovon das Gefes des Fortgangs deutlich it  Dabey bleibt die erfte
Grofie a« unbeftimme. €8 ift aber a==a", wie man findet, wenn man
in dem erften Ausdrucke vor u die Orife x=o fept.

Wenn die Anzabl der Glieder des gegebenen Polynoms endlich,
und n eie gange pojitive Jahl ijt, fo werden aud) von den gefuchten
GrofienaBy..., fo bald eines derfelben verfdywindet, alle andern ebens
falls gleich DNtull feyn. Jjt 5 B. d =e="»... gleich) Null, und n=3,
fo bat man fiir die dritte Poteny ded Trinoms

a -} bx -~ ex?, obder fiir
(a4t bx+4ex?)P =a 4+ Bx 4 pxt f ..,
wo die LWerthe von a, 3, p... durd) folgende Ausdriicke beffimme
werden :
gi==caS RN B3 H2 y = Jab?* 4 3a%c,
5= b3 6abe, ¢ = 3b*c-43ac?, 2 = 3be?, he—

uad wo alle abrigen Grofen 8, 2, »... gleidy Null {ind.

§. 51, (€Entwicklung des Logavithmus eines Polynoms).
@ep der Ausddrudt
u = log. (1 +ax 4 bx* f cx* 4+ ...)
‘1 einer Neibe der Form
u = ax | 3x* 4 px3 ...
i entwiceln, fo qibt das Differential des erften Ausdrucs von u
d . k
(1 4 ax 4 bx? ... l—“: a - 2bx | 3ex* -, ..
ax
und dasd ded zwepten Ausdrucks
du

— = a 4 2fx 4 3yx* + ...

dx
Ly 1 .
Sest man diefe Leyden Werthe von :1% emander gleid), fo er-
halt man
0= (a — a)
—+ (23 4+ aa — 2b) x
4 3y + 288 + b — Be)x . . .

und daraus folgt fiv die BVeftimmung der Grofen «, 3, .. .

ai= a,

f = — zaa -} b,

Yy = — iBa — ;ab 4 ¢,

6 = — Zya — 33b — fac } d,

B o= e UE iyb — 2pc — fad - e .

Citteon's Anle 4. Hoh. Math. 6
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§. 52. (Entwicklung ciner polynomifchen Cyponenttal-
grofze). St eben fo die Funftion
u — U‘1'\'+i|-\’~1—r:r’-l=...

geaeben, wo e die Bafid der natirlidhen Logavithmen begeichnet, und
fest man

u=— 1 -} ax 4 Bx* } yx -} ...
fo hat man, wenn man die Logarithmen nimmt:

log. u == ax - bx* | ex® |- .

und davon 1t dad Differential

i = u(_;x»—l—- E‘.l):ic--{—-:ﬂi::x'l +.)

Gben fo bat man aber aud

du

a% = —|—- 2f3ix —1- 3},3(: _.!_ 5
5 3 du ., i 7
et man daber bende Werthe von —— einander gleidy, fo exhilt
fman, vie guvor:

ci==ray

Bg=05b - faa,

y = ¢ 4 rab |- ;Ba,

6 = d } Zac - 2fb -+ zya,

RN R R R B

wovon das Gefes des Fortgangs deutlid) iff.

y
Differentiation der Funftionen von wey
und mebhr verdnderiichen GSrofen.

6. 53. (Erweiterung von Tanlor’s Theorem auf Funktio-
nen von jwey veranderlichen Grofien), ey uw = f(x, y) eine
Funftion von gwey veranderliden Grofen x und y. Nimme man guerft
an, daf blof die Grofe x fidh dndere, und in x 4 h iibergehe, wah:
rend y alé conftant betvacdhtet wird, fo Fann man, um die davaus fol:
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genbde Anderung von u, oder um die Grofe £(x4-h, y) gu finden, un=
mittelbar dag Theovem Tanlor’ s (§. 39) anwenden, fo daf man hat

du h2 d= I[ h3 ds u
f(x—]—h,),-):u-[—ll(ll\)—f- [1x .2‘3(‘1\)
el . 12 u : . X
wo alfo die Ausdriicfe (ii x),. (l l) . Die erjten und jweyten Difs

lIX

fevential - Coefficienten der Funfrion u = f(x, y), aber blof in Vegie-
bung auf die eine x Dder bepden veranderlichen Grofen x und y be:
geichnen.

Wollte man eben fo blof die Grofie y dudern, und in y -k tibers
geben [alfen, wahrend x unverdndert bleibt, fo wirde man auf diefelbe
Weife erbalten:

f(x,y K = u 4 k (1) 4 (.1}
1o Wwieder C%) / (;:T”) die bincn‘urmln‘n der gegebenen Funftion
w—fi(x, \"),. blof in kl-icsivbunj auf die Grofie y genommen, begeichs
nen.  Man neunt diefe Grofen (———) ('1 “) . Die erjten und

o a2

gwepten parvtiellen Differentialien der Grofe u in BVegichung
auf x, und [dlieft fie in Klammern ein, um fie von den volljtandigen
Differentialien der Grofe u ju unterfcdheiden, in weldhen lesten beyde
Grofen x und y als veranderlich vorausgefest werden. Diefe febr an=
gemejfene Begeichuung wollen wir auch finftig beybehalten.

Um aber das volljtandige Differenttal der Grofe u, oder um
den Ausdruck

f(x+h,y 4+ L) — (x5

gu -erbalten, wird man, nur in jedem Gliede der bereits erhaltenen
Cntwidlung von £ (x - h, y), in weldher blof x veranderlich war,
auch die Grofe y in y -k abergehen lajjen, wobey aber die Grofie x
als conftant angefeben , und jedes diefer Glieder als eine blofe Funfrion
von y betrachtet werden mug.

Wir hatten aber bereits

1 h* 1
f(x4-h, ) = u - h (‘“) 4 :L “) e
Sud)t man daher von dem erften Gliede u btc]eﬁ Ausdructes das Dijfes
vential in WVegiehung auf y, fo har man, nach demfelben Taylor’fdhen
Rheorem, ftatt u die Grofe
du dzn
u - k(&)) 4 (‘“

O *
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und eben fo wird man erhalten

du d2u d> u
ftatt ( ) die Grofie ( ) -+ k (dul; Py ‘b) —=
dzu diu ds u diu
(:lx) ¥ (d x2 ) + (rl\(lt )+ (fl\- 2dx2 )+ :
d3u d3u dsu d5u
(:I x3 ) K (d X ) patl (il\[i} ) (d\ *dx3 afess
Gubiftituive man diefe Werthe in dem vorhergebenden Ausdruck

von f(x—-h, y), foerhdlt man fiir das gefuchte vollftandige Differen:
tial der Grofe u = f (X, y)

== () () 2 () +-

dy
1u d*u {t h dsu
-1 (‘_) k] Sl B
i d ox —E—H (l}(lx dy2dx +
h2 7d2n I h2 diu
Py I (et
1.3\d x—') L (:lydt'i)+
h3 dsu

dxs

Das allgemeine Glied diefes Ausdrucds ifi

Jim i dm-n
B N | o i | (df&’“(l}_’:

wo man 3 B. um die vier Glieder der dritten vertifalen Neibe ju er-
balten, m-+-n=3, alfo nady etnander
m gleidy 3 ober 2 ober 1 und o
U 3L Tl ey e e e e
fegen wird,
I. Man hat diefen Ausdruck erhalten, indent nan guerfi x in x-4h
und danu y in y 4 k verwandelt hat. Hdtte man aber umgefehrt
auvor y und dann erft x fid) verdndern Ia]Trn, fo wiirde man in

fs)y+K¥ =u 4+ k d") = (*1 “)

dy

ftatt u Ddie Grofe u -~ h (du) 4+ — (‘1‘“) cles

dx

dzu h- dsu
( ) ; (l\)+ (dx:l\ (le'-’d\') + T
dzu d2u dsu diu
d_;z 5 i (ll\)h} ‘rl_r_rl\)-}— (th rl))+ %

fepen, und dadurdy fitr das vollftandige Differential von u erbalten:




dx

(d“ + hl\(;l—'l‘-‘—%) g
= g

I1. Da aber beyde Entwicklungen offenbar tbeuufd) feyn miiffen, fo
hat man audy die Gleidyungen

dz u d? u ds u d3 u
:de_',,) fl\(l;) d x? d\) d x» d\

und tberhaupt
dm--n gy dm+4nqy
(fl xm )tl) (li yn d t“'

woraud hervorgeht, daf bey diefen partiellen Differential - Coefficienten
bie Ordnung, in welcher man die Differentiation in DBegiehung auf x
und auf y vornimme, gang willfirlidy ift.

Jft 5 B. die Funftion u =2 x™y» gegeben, fo hat man, wenn
wan guerft in BVeziehung auf x differentiir:

du
(dx) = mx™'y" qnd dann (d“')) 11 (B ey

Differentiict man aber juerft in Begiehung auf y, fo bat man

((x+h yF k) —u= ("”) + (=) +

d “) —— Moyl b d "_ cin—1 ph=—1
T S nxmy mnn dyaz o mnx ¥ »
Wwie guvor.

§. 54. (Ditferential einer Funktion von wey und meky
veranderlichen Grofen).  Bleibt man endlich bey den erften Diffe-
tentialien fteben, fo erhdlt man

d.f(x,5) = du = (‘1“) (i ((lu

fo dap daber das volijtdndige Differential einer Funftion u von gwey
verdnderlidyen Grofien x und y gleic) der Summe der bepden partiellen
Differentialien diefer Funftion ift.
St V. u=xy gegeben, fo hat man
du du
(lix) el L (:: bl
alfo it aud) das voliftdndige D Differential von u, ober

du = ydx 4 xdy
ubereinftimmend mit §. 2+,
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& x .
Sit aber u == arc. lang. — gl‘gl‘[‘t‘ll ; fo hat man
y

du v d u x
— ) = ——— unp = — — —
d x, s SR S x4 y2

alfo it auch

R LIEE L
—|- y
1. Diefelbe VWemerfung wird auch fiir Funftionen von drey und
mebhreven verdnderlichen Grofen gelten. Wdre 3. B.
— f(I; Xr ¥Yr Z)
¢ine Funftion von vier Grofien, fo wird dad vollfidndige Differential
derfelben feyn:

o () (e + () ar + (e

1. Durdy diefe Vemerfung wird die Differentiation eines Ausdruds
pon nichr verdnderlichen Grofen oft febr erleichtert. EWir wollen diefi
fogleich an einem Vepfpiele aus der fpharifdyen RFrigonometrie geigen.

Nennt man A, B, C die Winfel eines fpharifchen Dreyecs,
ud BC=a, AC=[, A B=y bie ifnen gegentiberftehenden @eiten,
und nimmt man an, daf in diefem Drepecke die @eite « um da, die
@eite y um dp und der Winfel B um d B gedndert werde: wie grof
wird dann die daraus folgende Anverung d3. der Seite 3, und die
Anderung d A des Winfels A feyn?

Diefe Frage ju beantworten, wird man diejenigen Gleichungen
ber fpharifhen Trigonometrie gu Grunde legen, weldhe den 2Winfel A
1id die Seite [ durdy die drey Grofen a, y und B geben.  Diefe find
beFanntlid) (§.21, C.)

cotang. g sin, y — €08,y COS, B
cotang, A = Y L und
o sin, b

cos. [ = cos. a cos, y = sin. a sin. y cos. B.
Diffeventiivt man diefe Gleichungen in Vegiehung auf alle in ibuen ents
haltenen Grofien, fo wird man die unbefannten Grofien dA und dp
durdy die befannten da, dB und dy ausgedricit erbalten. Alein ftatt
auf vdiefe Weife fogleich die volfiandigen Differenticlien von A und
2t fuchen, wird es bequemer feyn , vorerft die partiellen D Differentialien
Diefer Grofien in Begiehung auf a, B und y ju bejtimmen.

g 4 " rais : dp ;
Gudit man demnad) 3 B, dad partielle Diffevential (N‘J), in:
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bem man « und y conftant vovausfest, fo gibt die jlweyte der anges
fibrren Gleichungen

— df3 sin. 3 = — dB sin. B sin. « sin, y o0¢¢

( sm B sin.a sin.y
db sin, fj 4

sin. B sin, y

oder endlich, da s sin, C ift:
((l]i) sin, C sin, a.
Gben fo erhdlt man dag particlle Diffevential
1 3 18
i-ﬁ) = cos, C und ((—L = co0s. A;
da

fiir den ﬁBmfe[ A qber exhalt man auf diefelbe Weife

dA sin, a

(l}- li) = - Hill.fﬂ c0s.C,
dA sin, G

(da == EB._{'_}' und

dA I
( ) = — sin. A cotang. (3.

Da nun, dem Worbergehenden zu Folge, das vollftdndige Diffes
vential gleich der Summe aller feiner partiellen Differentiale ijt, fo bat
man far die gefuchte vollftandige ‘fi’nbcrung_ der bepden Grofien (3 und A
folgende Ausdriicke:

d3 = da cos. C -}~ dy cos. A 4 dB sin. a sin. G und

dA d“sm C ¥ ,sm_cccos.(}'

—dycotang.Bsin, A —dB ——
sin, ,‘3 . ol sin, B

St das gegebene DreyecE ABC ein ebenes ober jtlablwtgeé, fo
wird man in den vorhergehenden Ausdricken ftatt dem Sinus der Seir
ten, diefe Seiten a3y felbft feben, und dadurd) erhalten:

dB = da cos.C <~ dy cos. A - dB . « sin. G,

da

1 1
b e G = ROl A S R T R ol
B 3 B¢

|

it endlidy der LWinfel C urfpringtich ein rvechter Winfel, fo
bat man

d3 = dy cos.A + a.dB und

SR dip. a ll-r sin, A

L 2Wenn man auf die exwdabnte Weife alle Falle durchgeht, die
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bey einem fphdrvifdhen Drepede Statt Haben fonnen, fo erhdlt man,
indem man immer jiwey Seiten oder Fwen Winfel, oder einen Winfel
und eine Seite des Dreped's conjtant annimmt, folgende Tabelle, die
bep der Auflofung der Drepecte fehr niplich ift.

A, Wenn dev Winfel A und dieSeite y conftant ift

d e 3 dg sin. « da sin. &
dp. 7T SO EB T smBAB - tang. G’
dpg tang, o dea tang. dB 1
dac e sin. G | :i_(] Stion -[nng‘{_'a, dG; e cos.a’
B. Wenn A und « conftant ift
dy cos.C  dG cos.y -.dy _ itang. g
dhf; Sl :'05. B! 'ﬂ; e cn:i._f;jr '(ﬁ? Y IE;_;T:."
dp  tang B Ao T tang, f cos, C
dB T m! UB Tt sin, B f
dp B tang, y cos. B
T L e T O
C. Wenn 3 und ¢ conftant ift.
dB tang. B dg sin. & de Y sin,
dG ¥ tang, ¢’ dB ST W’ (TR cotang, HL
da . 3 d A sin. A
H = §1D, H s1n, bl -d—ﬁ' = = E}LT&E:‘E;
dA sin. ¢
dc T sin, 7 cos. B 3
D. Wenn B und C conftant ift
o 2 s
ﬁ-'; — :":::';, :‘}s‘?\ == sin. A tang. y, -:1—: = sin. A tang, (3,
dA A ] de sin, o du sin, «
i = sin.y sin, B, E = ST Tl E = ST

§. 55. (§ohere Diffeventiale einer Funktion von ;wey ver-
anderlichen Grofsen), Man Fann die hHoheren Differentialien fol-
cher Funttionen unmittelbar aus der oben (. 53) gegebenen Entwick-
fung von f(x—4h, y-} k) — f (x, y) ableiten. Sept man nim-
lic) dafelbjt h=dx und k=dy, fo ift bie erfte vertifale Neibe jener

I o du du - i 3

Entwidlung, ober (E) dx - (HT) dy das erfte vollfidndige Dif=
ferential der Grofe u, und eben fo erbalt man das gwente, dritte,
vierte Differential von u, twenn man die weyte vertifale NReihe durdh
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1.2, bie dritte durdh 1.2.3, die vierte durcd) 1.2.3.4 multipli-
it . f. .

Alein man fann diefe hoheren Differentialien audh fehr Teicht un=
mittelbar aus dem erften ableiten. Das erfie vollftandige Diffevential
ber Funftion u ift namlid)

lu du
Ju = |- _( dy
i ( —i dy
v 4 du
Nimmt man nun wieder die Differentiale der Grofien (ﬁ)
!
] : : it & !
und ({Tl'l)r fo erbalt man, da diefe Grofen Funftionen von x fo-
C }

wobl, al8 auch von y find, wenn man dx und dy al$ conftant be:

trachtet (vergl. §. 38)
dzu d2u
(n—l_\_ Qi + ((ly d> ) dy und

shay
(d \) A

du d*u d2 u

d (tl\ :(l!xtl}')dx+((l 2){]"”
paf man dabher, da (nad) §.53, 1L)
( dz u Rl d*u
dyd () a7 (111:1})

ijt, fir das vollitandige jweyte Differential der Funftion u hat:

dXui=d ([L'—l-) dx - d (-ﬂl) dy ober

-
y d*u d*u dzu
(}u_.(zlx)(]\ _1..0(‘!\(1\) 1xdy+( )I

Um daraus das dritte vollftdndige Differential du zu erhalten,
hat man auf diefelbe Weife

d*u d2u
1 — 3 e —
; (dr) ( ) dx [ (rlydx) Yo
dz u d* u d3u
l(rli\dii)— l]\d)di—!—({l‘d‘ll‘)(])’f
d*u ds u {l 1
((l\ i ((i\il\)dx —]-' )d\!
und daber fiir das gefudyte dritte Differential
s ] d>
e T o
d x3 dx=dy -
(d u
:l}

ein Werfabren, weldyes man leicht forefeen und dabey bemerfen wird,
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baf die Sahlen=Coefficienten 1, 2, 1 und 1,3, 3, 1 und 1, 4 6,
4y 1w, f. mit jenen des Binomiums (§.41) libereinftimmen.

§. 56. (€rfter fpecieller Fall ver Entwicklung ciner Funk-
tion von swey Grofzen). Sey

— \/X . ‘/Y
gegeben; man fuche dag dritte wollftdndige Differential d®u diefer
Funftion.
Differentiict man diefe Gréfe u dreymal nad) einander in Veyies
bung auf x, fo erbalt man
diu x
(d‘c ) Y. .

Cben fo ift aud
diu diu
(d_\_d )) e (tl b d x ober
ds u 2
(d,\d)- (lx) R e ’)’ uno

15 S o ) .
(‘—u—) = — ix =2y *; f{owiec endlid

dxdy

g #
d3u s o _n.}_._._?
d\ it 5

Subftituirt man diefe Werthe in der lepten Gleidjung des §.55,
fo erhalt man fiir das gefuchte dritte Differential

o 3y® dxs dydy dxdy? 10x* dys
diu = — e T ¥ i.}.-_..__..}. .
8x? 4x* )" Fx*y? 27 }'

Qu demfelben Nefultate wird man auch gelangen , wenn man die

gegebene Junftion
2 3
=Vx.Vy

dreymal auf die gewshnlidye Weife diffeventiirt, woditrch man exhalt :

dap— T:.'{-_}‘; )":'dx - %x:y___:dy,
dy — — ;x'__:_}-'%dx-“' + }t_: _\;u_;-dxﬂ}' ___ix“;)._;'dyz!
o= — 2x ‘:'y"idﬂ —ix H_ _'}dxzd}'

— iy T Raxdy 4 exiy Ty,

fibereinftimmend mit dem Worhergehenden.
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6. 57. (Weiteve fpecielle Fille ans der Trigonometrie).
(1). 3n dem bereits oben (§.54) angefiihrten fpbdrifchen Dreyece AB C
fepen die @eiten 3 und y conjtant, wahrend der Winfel A fich anbert
und in A 4 d A dibergeht. Dadurdy wird alfo audy die dem Binfel A
gegentiberfiehende Seite  eine Anderung exleiden, wnd in o/ =a-da
iibergehen.  Man fuche den LWerth von da,

Da bier in dem Drepecte A B.C nut gwey verduderlidye Grofen
A und a betrachtet werden, fo gehort das Problem unmittelbar in das
Gebiet des Raplor’{dhen Lehrfages, nach weldhem man hat, wenn man
audy auf die hoheren Differentialien Riid{ficht nimmt:

] 12 ¢ 1 A2 15 1 A3
a:n+(‘“)a\+(“ ‘__%_CH“)_; i
Fiir die Werthe diefer partiellen Differential - Coefficienten findet

man aber, qus den befaunten Gleichungen der fphdrifdhen Trigonome-
trie (§.20), wenn man der Kiirge wegen

. a ot
5in, o s,

m =————=, sin, A = sin, B sin. y
51N &
annimmte :

da
((! _"\) TR

(d 5 )'—-m cotang. A — m? cotang. a,
d5 e
5 )_.m‘( 14 3 cotang.*a) — 3 m* cotang.a cotang, A—m,

fo daf man daber fiir den gefuchten Werth von a/ erhdlt, wenn
n = m cotang. A

aefest, und diefe Differentiation weiter fortgefest Wird:

Az
a/ = a -+ mdA -} (n — m® cotang. a) g
~- (m?® - 3 m? cotang.* a— 3mn cotang. a—m) e 3
2.
- [6m?n (1 4 3 cotang.*a) — 15m* cnlang." o

1 A4
- (4 m*—3 n*—gm?) cotang. a-—n]—~: = —{-—

(11). Sn dem fpharifchen Drepecte A B C dndere fich nun der Linkel
A um d A, und gugleich die Seite 5 um d 3. Man fudye die daraus ent-
fpringenden Anderungen dC und da des Winfels C und der Seite a,
die dadurd) in C/=C-- d C und in a’==a 4 da« tibergehen follen,
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Da bier der Winfel C, fo wie die Seite a, ald cine Funftion
vou gwey verdnderlichen Grofien A und 3 betrachtet wird , fo bat man,
nach §. 53,

¢ = )d.x L (‘“ a3

v TR

mit dem abnlnd)m Xusdrucke fur
al —= o -]L (1’1_0{) (‘{ \ +

Um diefe partiellen Diffevential= Coefficienten gu finden, wollen
wir guerft bemerfen, daf in denr gegebenen Dreyecte die Grofien A
und 3 fidy dndern, wdahrend die Seite y immer conjtant bleibt. m

e d C da ,
alfo guerft die Grogen (ﬁ) und (Ei"i') su fiuden, werden wir aufer
; y

der immer conftanten Grifie v audy die Seite unverdnderlich anneh=
men, wodurd) nan mittelft der befannten Formeln der fpbdrifdyen Tri-
gonometrie fofort exhalt:

dC cos, B sin. y 3 e
(nl \) T unp (l! 1) = siny sin, I,

Wollte man aber diefe und alle folgenden Differential Coefficien-
ten blof durd) die gegebenen jwey Seiten « und 3, und durch den von
ihnen cingeﬁﬁloﬁencn Winfel C ausdriicten, fo wiirde man erbalten:

= cotang. a sin, 3 c0s.C — cos. § und
IJA 2
da ) it
(rl 1‘) = '81n, [0 81l G.
Pl 10 1¢ :
Um dann eben fo die Grofen (ﬁ-) und (:l—; i finden, wird
i ¥

man nebft der Seite y aud) den Winfel A conftant annehmen , wodurd)

man fofort erhalt:

dC Y

(I%) = — sin. C cotang.a und
()

da
-} — cos. G.
(f'ﬁ) .

LWeiter hat man, wenn wieder y und £ conftant ijt:

d2Q f]() C g da cos. C am 9
(d Az ( sin. C co fhed 81048 = d'A sinta

oder wenn man die vorbergehenden Werthe von (:—M) und (:T&;)
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fubftituire :
(:1 :) = — s8in.*3 [£sin, 2 C — cotang.« cotang. {3 sin. G
: - cotang.? « sin, 2 ('I_I,
Fdabet man fo fort, fo erbalt man endlicy:
C/— C=(cotang. a sin, {3 cos. C — ¢os. ) dA — cotang, a sin. C. d 3
- 2sin.2f3 [cotang. a cotang. 3 sin.C — colang.?a sin, 2 C
— 3sin, 2C] . dA2
- sin. 8 [sin.® C |- cotang. @ cotang.[3 cos.C
— cotang > a cos. 2C| . dAdp
—+2sin. 2 C [+ 4 cotang.? al < 432,
und eben fo
al — & = sin. 3 sin, C. dA 4+ cos.C. dB
~ Zsin.?f3 cos. C [:(_'.ular.g. & cos, C— cotang, fﬂ] .dA?
~- sin.fsin.C [cotang. 3 — cotang. « cos, Cl.dAdp
-} < cotang.asin2C . d 2.
Wenn die gegebenen Wariationen d A und df nur fehr flein
find, fo wird man fich mit den bepden erften Gliedern diefer Ausdriicke

vou C/— C und &/ — a begniigen, wie in §.54, 1L; find fie aber grd=

fier, oder will man die gefuchten BVariationen C/— C und o’ — & mit
befonderer @cdydrfe haben, fo wird man aud) die folgenden Gilieder
beritcEjichtigen,

§. 58. (Bedingungen dev Vollftandigheil eines Differen-
tials). 2Bir haben oben (5. 53, IL) ¢ gefehen, daf das erfte Differential
einer Funftion u =+ (x, y) von ywey verdnderlichen Grofien die Form
Fabe: 1

du — Pdx - ﬂth',

1
Wwo P = (f- ") und Q = ( ) ift; 0. b wo P und Q die partiel-

len Differential : Coefficienten von u in Begiehung auf x und y begeich-
nen, und daf uberdief

d*u dy >
d\d\) T dyd x)’ L
dP 40
Gl—ta)
fepn muf, wenn anders der Ausdruct Pdx - Qdy ein vollftindiges

Differential irgend einer Funftion £ (x, y) feyn foll.
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Hitte man 3.V, du=ydx—xdy, fo if P=y und Q =—x;,
und da fir diefe ‘“ erthe von P und Q die Gleichung (1) nidyt befriex
digt wird, fo ift aud) ydx —xdy hm vollftdndiges Diffevential , oder,
mit andern Worten, e¢$ qibt Feinen endlichen Ausdruck von x und y,
deffen Differential durd) die Grofe ydx-——xdy ausgedruct werden

faun. — Hitte man im Gegentbheile
dx — xd !
du:_\_tx ,“Y, fJ.'IIIﬁ.
1 X -
—_— e _ ) = — —3
: und  Q Fis alfo audy
dP L d 0
(:r;) =(n)m
—xdy .. . i o - ,
ober Der Auddruct —~\—ELL ijt ein vollftandiges Differential. Jn

J

ber That entfieht er, wie man weiff, durd) die Differentiation Des end-
lichen Ausdrucks 5 (§. 28).

I. Gept man das Werfahren ded §. 53 auch auf eine Funftion
u = f (x, y, z) von drey veranderlihen Grofien fort, fo findet man
¢ben fo, daf das erfte Differential Ddiefer Funftion jum Ausdruck

erhalt:
du = Pdx 4 Qdy 4 Rdz,

du d | i
wo wieder P = ( ) ((1 :'),- = (:11:) ift, und two der

Ausdrud Pdx + Qdy —]— Rdz nur dann ein volljtandiges Differen=
tial von irgend einer endlichen Funftion u =f (x, y, z) von drey
®rofien fepn Fann, wenn Ddie folgenden drey Vedingungdgleichungen

Statt haben :
dP d0Q
(:l—\ T (d \)
: (1]_[]. A :l Ii
d z rl X
d Q e i ll It s
?l_z) Y {1 \

A TR AR AR Ry AR

. (ID).
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VL
Differentiation der Gleichungen,

§. 59. (€rftes Ditfevential ciner gegebenen Gleichung
u=0 3wifchen x und y), Bisher haben wiv im Allgemeinen nur
explicite oder foldhe Funftionen y==£(x) betradytet, in weldyen die vers
anderlichen Grofien x und y gefondert find, wie y. B. die Gleichung
Y=X, wo X blof eine Funftion von x, und Y von y ift. Wenn
aber beyde Grofen x und y jugleich auf jeder Seite des Gleichheitss
seichens vorfommen , fo wird ein foldyer Ausdruck cine implicite oder
ungefonderte Funftion genannt, und diefe Funftionen find es, weldhe
wir hier ndbher betrachten wollen.

@ey alfo

fi(x, 7)) =0
eine foldye ungefonderte Funftion oder eine noch) unentwicelte Gleichung
awifdhen x und y.  Laft man in ihr x um dx, und y um dy wadyfen,
fo befteht audy nody die Gleichung
f(x4dx, y+dy) — f(x, y) = o.

Gefit man aber in dem dhnlichen Ausdrude des §. 53 fratt h und
Lk die Grofe dx und dy, fo bat man, wenn der Kiirge wegen £(x, y)
purd) u begeichnet wird:

G dx, y+dy) — f 0 = (1) ax + (1) d,

fo daf man daber fiir dad crfie Differential der gegebenen Gleichung
u—==0 t‘af'

du du
b i Ao A58
(:L\) , (d‘\)a} oL
Um daber das erfte Differential einer foldhen Gleihung u==o0 ju

finden, wird man von der Grofie u die partiellen ’“\lﬁmntmlun( )

und ( ) nehmen, als ob die Grofen x und y von einander

unabl)auglg wdren, 1wo dann der gefudhte erfte Differential - Coefficient

dy ii u du
dx d \) (ll })

dy .
- fepn wird:
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§. bo. (3wentes und hoheres Ditterential einer gegebenen
Gleichung u= o0 ;wifchen x und y), Auf diefelbe Weife, wie wir
aus der gegebenen Gleidyung u=o ihre erfie Differentialgleichung

()0 + (D)o =

gefunden haben , werden wir nun auch von diefer lebten Gleichung das
Differential ableiten, indem wir, durd) Wiederholung des vorhergehen=
den Berfabrend, bdie partiellen Differentialien des lesten Ausdrucks
fuchen, und die Summe derfelben wieder gleich Null feben, wodurd)
wir demnad die 3wepte Differentialgleichung der gegebenen Gleichung
u=—o erbalten wcrbcu &8 ift aber dag vollftdndige Differential ded

erften Theils ( )dx bes vorhergebenden Ausdrucks , da in ihm die
Grofe u eine Junftion von x und y ift, und da die Grofen ( )
und (—) P08 Differential dy nicht enthalten:

d2u d* u
[(K) it + (llnl\) d}]

Eben fo ift aud) das vollftdudige Differential des gwepten Theils

dy

[(dilf;;_l") dx -} (‘[ ") [l\:l dy ('] 2 = 03

fo daf man daber fiir das gefudite swepte Differential der Gleidhung

1 g 5
(' ") dy, in Begiehung auf x, y und dy genommen:

u==o0 bat:

dzu d*u d2u du
= r 1y2 = 2 —
m) dx? (dul\ dxdy +(|I_-_.-f){'} +(:l \) d*y=o0,,.(10).

Dividirt man diefen Ausdruck in allen feinen Gliedern durch dx2, fo
erhalt man

du .I 1 dy rI uy dy duy dy
d 2= + dmi\ dx )dx— l'r\) d;-'—“o’

und fubftituirt man bierin den bumu oben (§.59) erbaltenen LWerth

dzy
=, obet
d x®

dy : o i o !
ton -i;, fo wird man aus diefer Gleichung den Werth von
oax

ben jwepten Diferential - Coefficienten von y finden, fo wie man
oben den erjfen gefunden Dat.

. Vehandelt man die Gleichung (IT) auf diefelbe Weife, wie die
Gleichung (1), fo ift das Diffevential ihres evften Theils
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diu d5u
(flx e + (ll.\lll_y)dx‘d)"

tnd bas bed wepten Theild

diu

ldy+ (iiul )dxd} + ('\rl\ (lx(l"y;

und faf)rt man fo fort, fo findet man endlich fiiv Das dritte Diffevens
tial der Gleichung u=o0 den Ausdrucf

(:)d f+3(d : )dxza}+5( o )ixey +(‘1“)a .
+3( T2 Y gxdy? +3( )d)d RIS sy

Dividirt man bufen Ausdruck durch dx3, und fubftituict dann in

lx

i : | dz y .
ibm bie Werthe von (T_ii und -J-;\; aus L und 1L, fo erhalt man den
: 2
’ ] > ek 13 y

gefuchten Werth des dritten Differential= Coefficienten :] :L_', wel=
der der Gleichung u==o entfpricht. Man fiebt, wie man diefed Wer-
fabren obne Miibe fortfesen Fann.

Ex. Sy die Gleichung v = y* — 2axy + x* — b? = o ge-
geben, fo ift

(j‘:) = 2(x —ay) umd (d“) = 2(y —ax),

und daber die Gleidung (1)
(x —ay)dx 4 (y —ax)dy = o oder

dy x —ay

dx  ax —'y"
ober wenn man den Werth von y in x aus der gegebenen Gleidyung
u=—o [ubjtituict:
dy (az— 1) x

= a

dx T \/{a\cﬁ |)“!.‘-_+ h'-"I

SO b 1 :
wo alfo der Differential= Coefficient E_{ gwey Werthe bat, weil aud

y in der Gleidyung u=o einen dopyelten LWerth hat.
TWeiter it

‘.l 1 n (l u
(‘11) (‘1) ) ok ((l&d))_— —2a und (_)="‘()—“'“)r

alfo ift aud) die Gleichung (11)

dx? — 2adxdy 4= dy* 4 (y —ax)d*y = o oder
itteonw's Unl. 4 Hoh. Math. 7
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1 1y2 12y
v—2a + 2D+ 0 —an) g+ o

1 : : ;
woraud man den Werth von ZlTy erhalt, der wieder doppelt feyn wird,

: 1 |
weil {chon =T swey Werthe bat.
T B y

Kdhet man auf diefe eife fort, fo wird man aud) die Ddritten
und hiheren Diffeventiale der Gleihung u=o erhalten.

1L 9Man fieht, daf man Ddiefe Differentialgleichungen in jedem
gegebenen fpeciellen Salle purdy eine einfache Differentiation aller Glies
per der gegebenen Gleidyung erhdlt, obne erft ju dem allgemeinen Aus-
drucke (1) und (I1) juriczugeben. o gibt der Ausdruct

u=y*-— 2axy + * — b* = o,
wenn nian die eingelnen Theile desfelben nady den bisherigen Borfdrif
ten Diffeventiive :
ydy — aydx — axdy xdx =0 .. (L)

d X — a ;
oder o = 7, wie guvor,
dx ax —y

Berfdhee man mit der Gleichung () eben fo, o erhdlt man
dy* + yd*y — 2adxdy — axd*y - dx* — o L5 (1Y)
ll)"

d y2 llly ,
3 - | —_— 1 =S X — a3
ober 1 i -+ 73 +(y —ax) T — 0 Wie juvor.

Hétte man endlich die gegebene Gleichung, ehe man gu ihrer
Differentiation fdhreitet, gefondert, was in unferem Vepfpicle fehr

dy dz2 n

Teicht ift, fo witrbe man fir T , .. . diefelben Nefultate er:

d x*
halten. Sn der That, die gegebene Gleichung n=o gibt
y = — ax + \/L(ll-'—' ])xlﬂr
und von diefer expliciten Funition ijt dDas Differential, nacdy dem Vor:
hergehenden, gleich
diy st (@2—1)x

Sy e

i e \/lua_,]x;_i_l_)z
und denfelben Ausdruc haben wiv aud) oben erhalten.

§ 61. (Verfchwindung der Conftanten in den Differen-
tinlgleichungen,)  Wenn die gegebene Gleichung u==o gwifdhen x
und y ein conflantes Glied enthalt, fo fallt diefes durd) die Differen:
tiation weg. Sft 3 B. u=y*-—ax — b =0 gegeben, fo ift das




§. 01. 90

crfte Differential diefer Gleidyung
aydy —ads=o0 . . . (1)

ein von b unabhangiger Ausdruck. - Man Fann diefe erjte Differential-
gleichung aber aud) von der andern Conftante a utiabhdngig madyen,
wenn man in ibr ftatt a den Werth diefer Grofe aus der Sleidyung
u==o fubftituirt , wodurch man erhadlt

(y*—b)dx — axydy =0, .. . (2),
und die Gleichung (2) ift eben fowohl die Differentialgleichung von
u==0, al8 e8 dbie Gleichung (1) ift.

Differentiict man die gegebene Gleihung y* —ax —b =0
swey Mal, fo erhalt man die drey Gleichungen :

y* = ax -+ b,
2ydy = adx, und, wenn dx conjtant ift,
dy* 4- yd*y = o,
und diefe leste Differentialgleichung ift vou a und b, und felbft von x
unabhdngig. Man fann fie aber, wenn man die gwey erjien Gleidyuns
gen ju Hilfe nimmt, von a oder von b, oder auch von a und b gu=
gleid) abhdgig madyen.

I. Man fieht, daf man durd) fortgefeste Differentiation immer
mehr Conftanten wegfchaffen fann.  Die befannte Gleidhung ded Kreis
fes ift

(x—a)y 4 (y—=bp =c* . . . (A),
wo a und b die Coordinaten feines Mittelpunftes, und c feinen Halbs
meffer begeichnet, Die Differentialien diefer Gleidyung find:
(x—a)dx + (y—Db)dy =o . . . (B).
dx* 4 dy* + G—b)dy =0 . . . (O
3dydiy + G—b)dy =o . . . (D)

Aud den drey erften diefer vier Gleidhungen folgt, wenn man der

Kiirge wegen ds* = dx* - dy* febt:

iy ds2.dy
o A dx.dry’
— b= — &
y ) &y md
e d s3
T dEde }'.
FLAS , ls2 | -
Subftituict man den Werth y — b = — < in der Olei

; ; dry
dung (D), fo geht fie in folgende tiber:
7 *
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Jdydry? — ds*ddy =0 . . . (E)

Demnady enthilt die Gleichung (A) drey, (B) gwep, (C) nur eine
Conftante, und die Gleichung (E) endlidy enthdlt gar feine weitere Con:
ftante mebr.  Demungeadhtet find fie alle als Gleichungen des Kreifes
su betradyten.  Die erfte (A) ift die Gleichung eines in Begiehung auf
feine Grofe undLage volljtandig beftimmeen Kreifes. Die Gleichung (B)
beftimmt nue die Yage des Mittelpunfres durd) die Grofe a und b, und
Lafie daftr feinen Halbmeifer gang willfurlich. Die Gleihung (C)r
welche nur mehr die Grofe b enthalt, fagt blof, daf der Mictelpunfe
irgendwo in ciner geraden Linie liegt, die mit der Are der x in der Eut-
fernung b von ibr parallel gezogen wird, und fie aft die Entfernung
diefes Mittelpunttes von der Are der y fowohl, als aud) dem Halbmef:
for des Kreifes, gang unbeftimmt, Die Gleichung (E) endlich fagt blof
aus, daf die Frumme Cinie, welche durdh fie vorgeftelit wird, einen Kreis
ausdeiicke, obne fiber die Lage und Grofe desfelben weiter etwas feft:
sufegen.  Man fieht aus diefen Vemerfungen, daf die Diffevential:
gletchungen , befonders die hoheren, eine viel allgemeinere Vedeutung
haben , a8 die ihnen ju Grunde liegenden endliden Gleidyungen, ausd
weldhen fie durd) Diffeventiation entfpringen.

1I. 9Man fann noc) bemerfen, daf, wenn die ju eliminirende
@onftante in der gegebenen Gleichung u= o in verfdhiedenen Graden
vorfdmmt, die durch die Elimination derfelben entjiehende erfie Diffes
rventialgleichung hohere Potengen von dx und dy enthalt, und dem-
nach auch su den Diffeventialgleidhungen hoherer Ordnungen gehort. Jit
3 2. die Gleichung

u = x* - y* — 2ax — a* =0
gegeben, fo ift ibr erftes Differential

xdx 4+ ydy — adx = o oder a = UI‘;‘;{-\}.:—]_\.

Wird diefer Werth von a in der gegebenen Gleidhung u=o fub:
ftituirt , fo evhalt man

(xdx J-ydy) xdx + vd y\2
ko L s A Vs =
% + y * dx dx ) b

ober

dyz 4x dy 2x — y2
K‘-—{_T.:Ii—’r _\_"'- T

Endlich Taffen fich durch diefed BVerfahren aus den gegebenen Glei-
dhungen auc) die tranfeendenten Grofen wegfhaffen, wie wir fdyon
oben bep Den Problemen des §. 51 und 52 gefehen haben.

TRt AL LR AR bR LR
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VII.

Anwendung der Differentialvrecdhnung
auf die heovie der Reibhen,

§. 62. (Crfindung fummirbaver Reihen) Da die Gegen:
ftande, weldye den Snbalt diefed Abfchnittes bilden, ju veid) und man-
nigfaltig {ind, um fie hier alle umitdndlich aufyufuhren, fo wird s
gentigen, nur de vorgiglidyften derfelben Fury angugeigen.

Wenn man eine NReihe hat, deren Summe gegeben ift, fo laffen
ficd) daraus fofore viele andeve Neiben ableiten, deren Summe eben-
fallg befannt iff. o bat man 3 B., wenn x fleiner ald die Cinpeit
ijt, fir die convergente Neibe

1 ox ox? e x® e,

. 1 o e - o
die Summe T+ Multiplicict man beyde Ausdriicke durd) x™ und

differentiirt fie dann, fo erhdlt man fofort

- =m + (m4-1)x -} (mJ-2)x*

L I L,
fo daf alfo aud) dbie @umme von diefer Neihe befannt iff. Multipli-
cirt man audy diefe wieder durd) x» und differentiirt, fo erhdlt man

1 n X 2

S TN L P = (b ) ()
4 (m-2)(nf2)x> ...,

fo daf alfo aud) die €umme von diefer Neibe befannt iff.  Man fieht,

wie man diefes Werfahren fortfepen und aud) auf jede andere NReihe,

deren @umme gegeben ift, amwenden Fann.

L 3it 3. . die Neibe
S =a- bx 4 ex* ..
gegeben, deren Summe S befannt ijt, fo hat man, wenn man diefen
Ausdruck durdy x™ multiplicict und daun diferentiirt :

mS 4 x., :fi—:- = ma 4 (m-1)bx 4 (m4-2)cx* |- . ..

Multipliciee man diefen Ausdrud wieder durch x» und diffe=

m x
A8 Tar _JI_

1 — X (1 —x)
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ventiirt, fo erhdlt man

mnS (m-+tnt1)x, — € oxt .

dx d x*
= mna - (m+41)(n41)bx 4 (m+2)(n4-2)cx* -+ .
1I. Man ficht davaud, daf, wenn die Summe S einer Neibe
§ — a4 bx -+ ex* 4 ..
beFannt ift, und wenn A, B, C, D, . . . eine Neibe bilben, Deren
wiederholte Differengen einmal fammelic) gleid) Null werden, daf {ich
dann aud) die Summe der Neibe
Z — Aa -+ Bbx 4 Cox* 4 Ddx® 4. ..
angeben lajfen wird.
Diefe Summe wird namlid), wie man aus L {chliefien Fann, Die
Form haben:
dz S ds §

"‘S_{_ffjx +'Y3'k'c +£513--]—':m+...

Um aber die Werthe bchrr @rﬁ{;cn ar By vy o+ o put finden,
bat man

dS d* S

1.2

«8 = aa 4+ abx |- acx® -}

i

d8
3 it i Bbx -+ 2{3cx? -4
dz S o
yx* m ] yex~ + 1C.

Bergleicht man die Summe diefer Gligder mit dem ihr gleidgel-
fenden Ausdruck
Z — Aa -+ Bbx - Cex* + <« o
fo findet man

a = A,

B=B—A,

y:C——ﬂB—l—A,
8=D—3C-+ 3B —A,

g = E — 4D -} 6C — 4B -4~ A 1.,

wovon das Gefets des Fortganges Flav iff, da die numerifchen Factoven
ie bes Vinoms find,
Diefem gemdf wird man afn fiic bie GSumme Z der gefuchten
Seifhe Aa-+ Bbx 4 Cex* 4. .. den Ausdruct haben
xdg =d2§ x5 d5 S

_}_f_\ + A%A. e 5.1x-+:c"

1o der Kiieze wegen die, aud) fpurcr nody oft vorfommenden , Grofen

7 =AS 4 DA,

1.0 dx®
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B—-—A:Ai\p C“""QBJ-*- .'1-‘:6'1;\_. I)—-30+3I}“—,\=&‘A 1C.
gefest worden find.
Ex. @v) bie @umme Z der NReibe gu fuchen:
10 X= 17 x3 af x4
+ + +1,1a_5+1_u.3..-.+'°
Da befanmhd)
X

G':l—L;
St

ift, fo hat man
A=2, B=5, C=10, D= 17uf,
alfo aud _
A=3, A2A =2 und A*A, A%A, ...

fo wie alle folgenden Factoren A5 A, ASA, . . . gleih) Null. Alfo
ift die gefuchte Summe der gegebenen NReibe gleich
Z = e (24 3x+x) = e (0 + %) (24 ).

Wenn aber audy die folgenden Factoren AA, At A, A*A, .
nicht eben gleich Null, wenn fie nur immer fleiner werden, fo fieht
man, dafi daun der Ausdruck von Z jwar aud wieder eine ohne Ende
fortgehende , aber dody sugleich eine fchnell convergirende Neihe ift, die
in vielen Fdllen mit Wortheil angewendet werden fann. Daf fich das-
felbe Berfabren aud) auf Meiben amvenden lajfe, deren Glieder in if=
ren Seichen wedyfeln, ift fur {id) flar.

§. 63. (Transformation der Reihen.) Sey die Neihe ge-
geben
Ax 4- Bx* -} Cx? +D:ﬂ-{—.-.;

beren Gumme S befannt oder unbefannt fepn mag. Seft man darin

=

¢ fo erhdlt man

+ N i
) P e o LR e e B T
X — },1 A e}.Zi __[_ 3_1:-1 — il e
% e ya fry 3),-. _I" (J}-s =
Subftituirt man bdiefe Werthe von x, x>, x*¥, . . . 1 der geges

benen Deibe, und behdlt man die Vedeutung der Ausdricke AA,

A*A, ... aus §. 62 bey, fo findet man, da y = = ift :

1 =X
S s p WSS RERAT S Nl A
1—x (1 —x)2 (u==x)
A
_[_..\ e -+ .
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St daber die Neibe der Gréfen A, B, C, D, . . . fo befdhyaf:
fen, daf ibre auf einander folgenden Differenzen A8, AA, O A, ...
endlich gleich 9ull werden, fo Fann man dadurch die Summe der erften
gegebenen Neibe bejtimmen.

@o bat man fiir die Neibe

S = x 4 3x> } 65x* - gxt |-, ..
A=1 und AA = 2, alfo ift auch die Summe diefer NReibe

X a9 1%
S = je—i— ——

1 —x a —= !?'
Gben fo findet man fiir die Summe der Neibe
S =x 4 (a3 + 30 + 40" + .
A=1, AA =3, A*A =2, und dabher

+ o

1—X (1 —x)2 (:--x)
I. St eben fo die Neibe mit abwechfelmden Jeidhen
S — Ax — Bx? - Cx3 — Dx* - ..
gegeben, fo findet man wie juvor

e

g x x2 X3
s e e T A Ty
©o hat man fiiv die Neibe
_g+3——-r’;+5—...
A=1, BA =1, alfo S =+; und eben fo findet man

47
1 s 9 e B vy Sl LY s 0y
1t —3 4+6 —10 +15 —... =7
1 — 22 L3 — 44 52—, ..=ouf
Wenn man auf diefe Weife audh nicht immer einen gefchloffenen
Ausdruct fir die Summe der gegebenen Reihe finden Fanm, fo laft fie
fich dody meiftens in eine andere, mehr convergirende Reibe verwan-
deln, o hat man fur die geometrifche NReihe
S=1—24+4—84 16 —...
=AA=A*A=A0%A...=1, alfo ift aud) jene Reibe
S=t—idi—dtE—u
wovon die Sumumie gleich + ift, da fie aus der Entwicklung des Vrudhes

1
Ty Cnfteht, wenn man x=1 fegt.

I




AA=—2% AtA==, A%A=—1%, A*A=1%uf, afo ift
aud

S

|

1.2
und ran weif aud dem BVorbergehenden (5. 42), Daf bex Werth von S
in bdiefem Weyfpiele gleid) log. 2 ift.
Sft endlidy die Neibe S=1 — 14+ — >+ ... gegeben,
fo hbat man

2 : 2.4 ; = 2,4.6
AR =iemio iy IS e R = T ks
alfo ift audy
1 T 1,2.3 2.3.4
S e e 3§+35 )+""
und in diefem Vepfpiele iff S =arc. tang. 45°=;= (vergl. §. 47).

0. 64. (Berechmung der Sinus und Cofinus.) Wiv haben
oben (§. 45) die bepden Ausdriicke exhalten :

L x3 + x5

810, X — X — - e . s
1 A% Li2.0, 4.0 -

x2 x4

U R R F

@est man in ihnen x = m . Lx, fo erhdlt man

C05, X — 1 —

. e .

sin, m.%:::(-:—m:r)——— o 5‘(_m.l-) _[.__._2_5__2'.___(51-,1,{):._,_”
T 1 T
UOS-m.??E:l—l—-:-;(? -“)1 + (—mvr)“ —
C8 ijt aber

37 = 15707963, ;x* = 1.2337005, 5 7° = 0.6459641 ¢,/
fo bag alfo die vorhergehenden Reihen in folgende tibergehen:
sin, (m, o0°) = 1.57080m
0.64596 m3
0.07969 m®
0.00468 m?
~~ 0,00006m® und

fictecd
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cos.(m. o) = 1 — 1.23370 m*
-+ 0.25367 m*
— 0.02086 mf
-~ 0.000¢92 m?®
— 0.00002 m*%
Um nad) diefen Ausdricken 3. B. sin. 9° gu finden, ijt m. 90:9,
alfo m=--, und daher
sin, 9° = 0.157080
— 0.000040
-+ o0.000001

0.150435.

Wenn man die numerifchen Factoren der beyden Ausdriice von
sin, (m, go°) und cos. (m.qo°%) auf mebr Decimalfiellen entwickelt,
fo wird man dadurdy die Tafeln der Sinus und Cofinus fir alle Grade
und Minuten genou bevechnen fonnen.

§. 65. (Ausdruck Yer Sinus und Cofmus durch Pro-
dukte wnendlich vieler Factoren,) Da die NReibe
2 b
sin..x::x(l----—‘1";‘5—!—1ﬂ:4 -—~)
gleich Null wird, wenn x die Werthe o, =, 27, 3z, . . . oder die
Werthe — ., — 2z, — 3z, . . » erhdlt, fo fann man diefe Wer-
the als die Wurgeln der Gleichung

x2 x4

o=1 — e~
1,2.95 4. 1.2.3.4.0

befradyten. Sept man aber x = ;?, fo gebt diefe Gleichung tiber in

vEre yo—2 -}m—.‘i e
Soatd 1.32.8 o TS, i
und von diefer lesten Gleichung find daher die Wurgeln

1 1 1 1 1 1

—p —p —p e MWD — = ——p — —y ..
= 21':" df:’ T a2z’ d'::’ 4

{o bafi man alfo hat

'ﬂ —

)-n—--‘.: )-n‘ 5
1.2.5 o 3:.4.5

(= D6+ I+
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oder wenn man diefe Gleidyung durd) y» dividire:

1 1

1 — - 5 —

2.3y TN T
s

”><n—4,yj<l_mj...i

oder endlich, wenn man den LWerth von x wieder Herfiellt:

& x*

1 — -I—— —

i

Diefem gemdf bat man alfo

e x2 xz
silLx = x(1 — — —
T 4 ==

und auf diefelbe LWeife erhdlt man and)

( - )( 4X1)
CO5. X = 1T — — 1 L) oln ap
r)( 9 7 ik

welche Ausdriicke febr gefdhickt find, fiir jeden Werth von x die Loga-
rithmen der sin.x und cos.x auf diefelbe Art ju berechnen, wie wir in
§. 64 dief fite die Sinus und Cofinus {elbft geseigt Haben.

§. 66, (Suriichfithrung Yer Reihen auf Difeventialglei-
chungen.) Ofters laffen fid) Neifen, deren Summe man nicht Fennt,
auf Differentialgleihungen bringen, deren weitere BVehandlung bann
auch die Summe jener Neihen fennen lehre. Um g B. die Summe
ber Neibe

1 1
FE A :+1.2.3+
git finden , fep

f
1:2:0.4

Differentiivt man diefen Ausdrucf, {o hat man

dy x2 x3 --1——‘.._,

dad beift alfo, es ijt

dy dy
=14y ode dx:“{:}_

die gefuchte Diffeventialgleichung, und da diefe aus der Differentiation
Oer Gleichung

dx
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x=1log.(14y) oder ee=1 -y
entftebt, fo ift aud), wenn man x=1 fept, die gefuchte Summe
S=e—1.
Gep eben o die Neihe
1 1

1 1
B rR 12 7t (1.2)% B (1.2.3)2 + (1.2.,3.4)" e

gegeben. et man wieder

(e G0 5 i
Y SEiils (1.2)% e (1.2.3)% ey

fo echalt man durch Differentiation
dy

SV i el B
dx_l+ 1..'_2_J azig ',l-'.:i-'.,ﬁ+.

Multiplicive man aber diefen Ausdruc durd) x, und nimmt dann
von ihm wieder das Differential, fo ift

xdzy - dydx : x*
__TE_=1+"+-F+2'-.31+""
worausd daber folgt
2 v +d
Xy R A% o iy oder

dx*
xd*y + dydx — xydx* — dx* = o,
und diefe Differentialgleichung der jwepten Drdonung wird die Summe
Der vorhergehenden NReibe angeben, wenn man die endliche Gleichung
finven Faun, aus weldyer diefe, durd) eine jweymalige Diffeventiation,
entftanden ift.)
I. €8 ift nady dem BVorhergehenden (5. 42)
1

x* X3 x4
ot el e e WL

Multiplicict man alle Glieder diefes Ausdrudes durd) dx, fo er:
halt man
x2d x x3d x

1
dxlog.r:-;:xdx-{__aa_}. = RN

Bon den Differentialausdriicfen rechts dem Gleichheitdeidhen laf:
fen fidhy, nad) dem Lorbergehenden, die endlidien Ausdriicke, aus wel:
dien fie durd) Differentiation entftanden find, febr leicht angeben.
Diefe find ndmlich

x2 X3 x4

—_— — — , U
2! 32.3"3.4 f
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Aber audh) von dx log. finbet man jenen endlichen Aus-

1] — X
bruck, wie man fic) leicht burch die Differentiation desfelben iiberzeu:
gen fanu, gleid)
x -+ (1—x) log. (1 —x),
fo daf man dbaber hat

x 4+ (1 —x) log. (1 —x) = ‘:_i_:tg_!—% + iy

1
und dadurch ift alfo auch die Summe der lesten Neibe beFannt.
Multiplicivt man aud) diefen Ausdruck wieder durcd) dx, fo evs

halt man
xdx -+ (1—x)dx.log. (1 —x)

(ot - g, b il o o
1.2 243 3.4
und davon geben die Glieder vedyts des Gleichheitsieichens gu ibhrem
urfpriinglidyen endlichen Ausdrucke
X3 x4 x5
T (R A i
und das erfte Glied gibt eben fo

x- T T 2 T
A e s, et S Bl D o R
fo daf man daber diefen lesten Ausdruct al8 die Summe der Neibe
X3 x4 q x5
S 2.3.4 ' 3.4.5 D el
su betrachten hat. Fiie x =1 erhdlt man aus den beyden vorherge-
benden NReilen
1 1 1
—_ Sl e
‘—‘,_‘."*“_.,3 ! 3.4—{—... und
1 1 1 1
- -1 - s
i .n.ij_}_m.ﬁ‘.]. . 3‘.-'...5_}"

4 1

II. @Gudyt man eben fo die Summe s der NReibe
§ == 1.Xx — 1.2%x* -} 1,2,3x3 — , ..,
{o bat man, wenn man fie durch x multiplicive und differentiivt:
d.(sx)

T = 1,2X — 1,2,3x% -}~ 1.2.3.4x* — ..,
L

und wenn nran auch diefen Ausdrud wieder durd) x multiplicivt :

kR 1,2x% — 1,2.3x% - 1.2,3.4x¢%,

dx
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dasd heifit

xd.(sx)

- T =mx— 8 O0der ds -

dx

s(x-1) dx

dx:-—-—'r
b 4

o
und davon ift, wie man weiter unten (§. 205) fehen wird, der urfpriing:
liche endliche Ausdruck Teicht ju finden.

Man fieht, wie fich diefes Werfahren fortfegen und aud) auf an:
dere Neihen vortheilhaft amvenden Taft.

§. 67. (Entwicklung der Diffeventiolgleichungen in Ret-
hen.) Diefes Werfahren, weldyes gleichfam bag Umgefehrte von dem
im §. 66 Vorgetragenen it , Fann oft mit Nuben angewendet werden,
um den Werth von tranfeendenten oder andern verwicelten Grofien,
die durdy cine Gleidhung gegeben find, mittelft einer Neibe yu finden.

Sep 3. B. die Gleichung gegeben

u,sinty = a2y '— sin, 2y,
and daraus der LWerth von u durch y ausdgedriictt su beftimmen. Ju
diefer Abficht diffeventiive man diefe Gleichung, wodurd) man erhdlt

q du A 5
3u cos.y siny o ——.sinly = 4siny.
Y

@est man nun der Kivge wegen x = sintry, alfo aud)

dx or Lsin.y, fo erhdlt man
dy
du 8 — Gucos.y 4 —3u(r — 2x)
DR S —_ over
d x sin,* y 2x(1—x)
du

2x(1—X) - — 4 + 3—6x).u —=o.
E$ fep nun
W= A0 oax - pxt ¥ L),
wo die Factoren a; B, y, + « . noch ju beftimmen find,
@ubftituirt man diefen Werth von u und fein Differential in der
vorhergehenden Gleichung, und febt dann oie Factoven der gleichen
Potengen von x; jeden fir {ich, gleich Nuil, fo findet man

6 i 8a 108 5 127
— )= — = — — e, o
i« wl - (At T T '

und dadurch erhdlt man den gefuchten Ausdruc

pofse g g 40681500 46086
L e g i o e
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§. 68. (Gufammenhang der trigonometrifchen Sunktio-
nen mit den Cyponentialgrotzen und den Logarithuren.)
Wenn man die Neiben , weldye wir oben (§. 44 und 45) fiir ex und

sin.x, cos.x erbalten haben:
X<

e"::—f—-x—[—l’_—i—...
; x3
sm.x:x-—l.?“s—]—...
%2
cos.x=1—1‘2+...

unter fidh vergleicht, fo bemerft man fofort, daf, wenn man xy/—a
ffatt x in diefen Ausdriicen fest, die Gleichung erhalten wird

e*V—=! = cos.x + V—1.sinx,
alfo audy, da x gang willfirlic) ift, und daber aud) gleich —x gefesst
werden Fann:

e XY= — cos,x — VY —1.sinx,

und diefe bepden Gleichungen geben fofort audy die folgenden, in wel-
dhen wir der Kiirge wegen k ftatt /—1 gefest Haben :

L ekis — p— k=x ekx -+ e— kx
SIN.X = —————, €08, X —= —m—m——————,
a ke @
X 1 -+ . tang. x
et h.t:mg.)."r
Wwo ke—1 ' 1'\7‘_'—-_.-;1{, ].i“:%— 1, 1. f 10,

Auf diefe Weife ftehen daber die trigonometrifdhen FunFtionen
mit den Crponentialgrofien in BVerbindung.
L Wenn man in der vorhergehenden Gleiching
el* — cos,x - ksin, x

die Orofe cos.x 4 ksin,x ==y fet, und dann die Logarithmen

nimmt , fo erhdlt man
kx — log.y.

Allein die augenommene Gleidyung
ksiny — y = V1 — sin*x
gibt, wenn man fie quadrirt,
y* — 2kysin,x = 1 ober
k(n—y?)
2y g

Gubftituirt man diefen Ausdeuct von x in der Gleidhung lix = log.y,

X = are, sin,
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fo exbalt man

) 3-8
log.y = k. arc. sm.—;—y—- = Kk arc.cos. e
und eben fo findet man aud
ll('l —-)) 1y
loe.y = 2k , arc, tang.———— = Lk, arc.sec. -
gy S P
— k. arc.sin, vers, (IT—;_}I‘ A
und auf diefe Leife Hangen daber die Logavithmen von den Kreisbo-
gen ab.
1L Nimmt man in dem gefundenen Ausdruce

k(r—y)

I+ ¥
die Grofe y=1, fo wird log.1 = 2k , arc. tang.0, alfo aud), wenn
n cine gange, pofitive oder negative 3ahl ijt:

cos.y = 2k, arc, tang.

log.1 = 2nay —1.

3t aber y==— 1, {o ift log. (—1) == 2k arc.tang. 3, uud

daber
log.(—1) = (2n 4 1)x. V —1,

oder der Cogarithmus jeder pofitiven und jeder negativen 3abl bat un-
endlidy viele Werthe, die aber alle imagindr {ind, einen eingigen bey
den pofitiven Sahlen ausgenommen, fiir weldyen n=o iff, da man
fiir jede pofitive 3abl a bat
log.a == log.(a.1) = log.a -+ log.1 = log.a - anxy —1.

1L Der vorhergehende Ausdruck
1 - k tang. x

e kx —
1 — k tang. x

gibt, wenn man x == 3z = 30°%, aljo tang.x = \;d" febst:

§ 1ok v3 4k
e ° va—Ik”

T =

1
Wenn man aber x = —= und tang.x —y fesit, fo hat man
!
i log. :_—l—__)’

2k i S

@ept man beyde Werthe von = einander gleich, fo erhalt man

6 b
1 (V34T — (y3—I)n
TRt 6 6f

(V3+1" + (v3—I)"
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und 2y ift die Seite eined regelmdfigen , um den Kreid des Halbmef-
fers 1 befdyriebenien Polygons von n Seiten.

Bejeidnet 22 die Seite dDes dhnlichen um den Krei befdyriebenen
Polpgons, fo ift

2y
BEi=— e,
Vi
alfo audy, wenn man den vorhergehenden LWerth von y fubflituirt :
6 6

sy — (VB In — (V3 —X)n

6

k. 40

Sir n="06 oder fiir das regelmafige SechdecE findet man durch

: 3 2 Al ; e

diefe Ausdrice 2y = 73 unbd 2z =1, Fiir n = 4 oder fiir das
2y=4 und 2z =2 ufif

regelmafige BVieve ift
§_ (l:}. (ﬂ'll]ilil'l',ﬁ 1ﬁlIl.'fllIi(‘I[fl.'fl'llll‘l). '@Je{;t man in der vors
bergehenden Gleidyung
e V=1 = cos, x 4+ V—1 . sin.x
flatt x die Grofe nx, fo bat man:
e"*V—1 — (os, nx 4+ V—1 . sin. nx,
Crhebt man aber beyde Theile derfelben Gleichung auf die Pos
teng n, fo ift
e"*V—1 — (cos. x 4 V—1. sin, x)",
fo baff man daber hat
(cos.x - V/—1 , sin. x)* = cos. nx 4~ /— 1 . sin. nx;
oder aud), wenn r eine willkivliche gange Zabl bezeichnet, und fatt x
Die ®rofe x -2~ gefest wird, da jeder Quadratwurgel ein Dopyelted
Seidyen guFommt:
(cos.x + V/ —1,sinx)" = Cos.n (x-+2rz) + V/—1.sinn (x42rx),

und Diefer Aubdrudt heifr, nad) feinem Crfinder, die Moivrefehe
Formel.

§. 7o. (llix‘lfiiilig[u‘il ver ferthe der Wurselgritzen),
Wenn man in der lesten Gleichung die Grofe x aleich o und gleidy =
fest, fo erhdlt man

Litteoiv's Anl. 5. hoh, Matty., 9
i
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(4 1)" = cos. 2rnx -} V/ —1 . sin. 2rnz und
(— 1)" = cos. (ar 4 1) nz 4 V—1. sin, (21 -4 1) nx.
Da man aber fir jede gange 3abl n hat:
sin, 2rna = sin. (2r 4~ 1) nx = 0, COS. 2TNT = 1,
und endlich
cos, (2rt+ 1) nz = + 1
bas obere ober untere Seichen , wenn n gerade oder ungerade ijt, foift
auch fiir jede gange 3abl n
H1)r=1, (—)"=1 md (— et = — 1,
wie befannt.

Allein wenn n Feine gange Iabl ift , fo miffen diefe Potengen ver
Ginbeit, da die willfirliche ahl r von —co bi8 4-o0 wadhfen fanu,
im Allgemeinen unendlich viele Werthe anzunehmen fapig fepn. Dod)
Fann ¢8 ficy ereignen, daf bep den Ginus und Cofinus der Bogen
ornz und (2r= 1) n=z eine periodifche Wiederfehr eintritt, und daf
daber aud) die Werthe von (4 1)* und (—1)* fidh periodifch wieders
holen. Um dief su unterfuchen , wollen wiv bemerfen, baf ywep Kreid=
bogen nur dann durchaus gleidye trigonometrifdye Funftionen haben,
wenn fie um ein WVielfaches der gangen Pevipherie 2z vou einander
verfchieden find, oder wenn man die beyden Bedingungsgleichungen hat:

ornz — 2rinx = 2hx und
(2r 4 1)nz — (21! 1) nw = 2hx,;
wo h irgend eine willfirliche gange 3abl begeichuet.

Dicefe bepden Gleichungen laffen fid) aber, wie man fieht, auf
die eingige 3

(r—r)n="h oder n= ]—h—t
suriicEfiibren , und aus diefer Gleichung folgt, daf bey Dden Potengen
(4 1) und (— 1) eine periodifdye Miictrehr derfelben 2Werthe dann
Ctatt haben werde, wenn n ein rationaler Brud) ift. St alfo
n eine ircationale 3abl, fo ift die Angahl jener unter fich verfchiedenen
9Brthe in der ThHat unendlidy grof.

@y alfo, um jenen Fall ndber gu unterfuchen, n irgend ein ros

) T
tionaler Brud i; wo L und m die fleinfimdglichen gangen Bahlen

: i S0 i R hle A ||
begeichnen, deven Divifion diefen BVrud) = gibt. Dief vorausgefest;
ift nad) dem Worhergehenden
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k
(+ )" = Yk = \/u und
k
=" = V== V(&)
Das obere oder untere 3eichen , wenn k gerade oder ungerade ift. Dars
aus folgt, dafi die Anzabl der LWerthe der Potengen
k k
(- 1)-“" und  (— |_):
blof von dem enner m abhdngen, den wir jtets ald pofitiv anneh=
men wollen, und daf wir daher nur die LWerthe der Ausdriide

Vit ad V= 1)

bier naber gu unterfuchen haben.

€8 ift aber, nad) dem Worhergehenden, \/H— 1) oder

(4~ )™ = cos. -I— 4 V(—1) . sin.ﬁ—};li und

(— 1)‘“_005 f—]—-+l +\/(——1).5m“+1 7

Dey diefen Werthen tritt demnady, wie man qus der obigen Glei-

dhung (r~—r/)n =h {ieht, die hier in
r — v/ =— hm

itbergeht, eine periodifche Wiederfehr ein, fo oft swey Jablen r und r/
um ein Bielfaches des Wurselerponenten m verfdhieden find. Die An-
gabl Diefer verfchiedenen Werthe ift gleidh m, und man findet Ddiefe
Werthe, weun man aus der Reihe der von — oo bis oo fortgehens
ven gangen 3aplen, eine Angahl m nady einander folgenden, am eins
fachiten die m Fleinften pofitiven ablen 0, 1, 2, 3... m—1 ftatf
r febt. Sollen tiberdiefi, was immer witn[chenswerth bleibt, die Iah-

2rm (2.1 -}- 3 g AL
= lenwerthe der Bogen e PR e fo Flein, al8 moglich, aus:
1

m
fallen, fo wird man die eine Hilfte der Werthe von r aus der pofitiven
und die andere Halfte aus den fleinften negativen Jahlen wablen, folg:
lich alle gwifchen — 2m und -+ 2 m liegenden gangen Sahlen nehmen.
Bon allen diefen Werthen werden 1ibrigens nur diejenigen reelf

fepn, fir weldye sin. 3"—7: = o und sin: (“:l; DR o o ijt:

Auf diefe Weife findet man fiit V/(4-1) die ’lbmfl')c

_hz
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cos, 0 4 V(—1) .sin,0 = 4 1 und
cos. = 4= V(—1) . sin, x = — 1.

it /(41 aber Gat man
con. (—25) F V(=) wsin (= 3F) = (=1 = V(=3
c0s,0 + V(—1) . sin.o = 4 1,
(52) + V= i (3) = 1= 1 + V=)
Fie \3/(——1) endlich findet man
cos. (— ) + V(=) . sin. (n,-‘}) Lt V(—3),
sos. x 4= V/(—1) sin.n = — 1
(3 +VEnin(3) =04V

co

w

CO

o

§. 71. (Alutlofung der veinen algebraifchen Gleichungen).
@o nennt man nimlidy die Gleidyungen der Form
¥0 g Al—
wo A eine an fich pofitive Grofe davftelle, fiir welde wir hier a» fepen
wollen.
Diefe Gleidyung gibt fofort

= (A = VA V() =aV/(& )
Da wir aber bereits die Werthe von \“/(_-I: 1) in §. 70 gefunden
haben , fo {ind audy dadurch die Wurgeln der Gleichungen
Xt Fran==o
fitr alle Werthe von n beFaunt.  So find die Wurgeln der Gleidyung
xt - ar — o

alle in der allgemeinen Form enthalten:

¥i= 2 [(‘.08. e 9t x + V(—1) . sin, 2r 1 :r];
& g n
und die Wurgeln der Gleichung

X0 s gl = DO

werden fdmmtlich die Geftalt haben:
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X = a I:cus. RN —1) % B —:l:] ’
n i
wo r alle swifdhen — In und <4~ liegende gange ablen beeichnet.
Ex. I. §iir x* -}~ a>* = o fat man
x = a (cos, 37 4 V/(—1) sin. L2) und
x = a (cos, 2x — V/(—1) sin. £ 7,

alfo ift aud
Xt 4 a? = (x —aV(—1)) . (x4 ay(—1))
Ex. II. §ir x* — a’ = o erhdlt man:
a (cos. 0 -+ V/(—1) sin, 0) oder x = a,

X =

x = a (cos.im + V/(—1) sin.2z), und

x = —za[1 —V5F V(o42V5.V(—1)] und
x == a (cos. 37 + V/(—1) sin. =), und endlich

x = — za[14 V5 & V(1o —-—2\/5).;/(—1)],

weil ndmlid)
sin, 3= == sin, 72° = /(10 4 2V/5) und
sin, 3= = sin, 36° = LV (10 — 2/5)
ift; Jo daf man daber die Gleidhung x°* — as==0 qudh durch dig ange:
fibrten finf jwepnamigen Faftoren, oder aud durch einen jwey und

swep dreynamigen Faftoren, ndmlich durd) das Produfe
X' — a’ = (x — a) [x* -+ -‘.-“—x V(r—V5) -+ a:]
< [2+Zvatve + ]

darftellen Faun.

§- 72. (Entwicklung der EyponentialgraGen und der Lo-
uuutl]nun aus dem Binom). Da die drey Reihen , weldye wir oben
(8- 41— 43) fiir diefe drey Junftionen gegeben haben, durd) das qe:
fammte Gebiet der hoheren Analpfe von der groften WidytigFeit find,
fo wird es nicht unangemeffen feyn, ihre innige Werbindung unter einan:
der hier ndher gu eigen.

@ey alfo u=ax, fo ift aud fofort, was audy n fir einen Werth
baben mag:

u = l_“ ._I__ Al I)njn
Cntwicelt man diefen Ausdrud nach dem Binom (§. 41), {o muj-
[eir, Do die Grofe n auf den Werth ven u feinen Cinfluf baben Fann,
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alle diejenigen Glieder , weldhe n enthalten, fich aegenfeitig auffeben.
E8 ift aber guerft, wenn (1 4 (a— 1))* nach dem Binom enfwickelt
wird:
s Tk
(@) =14 n(—) 4 -
; n . —1 ,n—2% ;
e e 1) ...
Orduet man diefe Reibe nach den Potengen von n, und nennt
die Cocfficienten a, B, y, 8..., [0 hat man
(1t 4a—1) =1 - an 4 Bn2 4 ynd 4 ...
Qu unferem Jwecke ift ¢8 aber nur nothwendig, den erflen diefer
Coefficienten oder « gu fennen, und man hat, wie man fieht:
«= (a—1) — 3l@a—=1) + (@ —1)" — f(a— )" - ...

Gutwickelt man dann dad Binom

(a—1)*

u=[14 (o4 ot g0+ .. O,
pder, wenn man der Kiirze wegen
P=a- n- pyn* T
fest, Dad Binom

usE==1(y + B :1):,

fo crhalt man

x Xyx—n X, X—n.,x—2an
o= -.Pn —————.P?*n? — . P5n® .,
+n ; + n.a2n + n.2m.on 1 .
poer
X e XTI X.\'.'—-l],x—").“'PS‘Jl_.

n=1-+x.P- e P =53

Da fich aber in bdiefem Ausdructe alles, was die willfirlide
Rabl n enthdlt, aufheben muf, fo bleiben von dem Coefficienten blof
die Zheile x, xf;, ——~— . und von P bleibt blof der Theil «, fo

1.

 NSLE Yt

daf man daber hat:
o

u=at=1+§.x+—'?l—_}.x1+]- SRR

e
weldyed die erfte ber gefuchten eiben ift; diefelbe, die wiv oben (§.43)
gefunden haben, da fich die Groffe a leicht beftimmen [afit, die beFannt:
lidy gleid) log. nat. a ift.

. Aus derfelben urfpringlichen Gleidhung ar = u folgt aber

aud) _
(r+a— ) = (1 u— )"
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Cntwictelt man beyde Vinome, fo exhdlt man, wie guvor:

nx.nx-—1

(F@—)pr=i1-4nx@@—1) + 0 @ —ayr
und
(F@—0)r =14n(@—1) " (@—1)+...

X, nx—

i (a——1)3+.‘.=1(u—1)+

1.2

Gept man bepde Neiben einander gleich, fo ift
n —
1

x (a—1) + ~ (1)t
2
oder da fid) hier wieder alle in n multiplicicten Glieder aufheben miiffen :

x[@a—1) —2@—1)p4...] = (w—1) — Fu—1)* ...

Wir haben aber bereits oben erhalten :

a=((aa—1) —t(a—1)* 4 ...,

alfo ijt audy
x = [(@—1)—i@—1)+4..]

Da aber a* =u war, fo ift auch in demjenigen Syftem , deffen
Bafis a ift,
x = log. u;
und daber ift
log.u = é [(u—1) — Z(u—1) + fa—a) — . ..]
ubereinflimmend mit §. 42.
II. Um die Grdnge ju beftimmen, welder fidh) der Ausdruct

1
(v 4 x)* immer mehr ndhert, je fleiner x wird, fey x =—, fo fat
w
man:

<r+xf‘=(-+$)°’=n+}+ﬁ;(m—')

W

+os( )0 =-2)+..

Da aber die Glieder bdiefes Ausdrucs, welde die Grofe o ents
balten, alle pofitiv find, und an Werth und Angabl mit © gugleich

wadyfen, fo muf audy diefe Grofe (: - &)9 mit der Grofe w ju-

gleid) wadhfen, doch fo, daf fie immer gwifchen den beyden Grdngen

-~ = und

1
1 - 1 1 |

e RS -!_. —e e ._f_
 FEb il | az: 1 as
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enthalten bleibt. Da aber

=|+z—|—z‘+z-‘+...

1 — 2

fliv z ==+ gibt:
1 1
p=at -ttt

fo find jene beyden Grdngen, swifchen weldyen die Grofe (1 -[—-::)m,

wenn o immer wadit, oder die Grofe (+ 4 x)*, wenn x immer ab-
nimmt, entbalten ift, gleich
2 und 3,
und der MWerth, dem fich diefe, immer zwifhen 2 und 3 enthaltene
Grofe, ftets mehr und mehr ndbert , wird defio genauer gefunden wers
ten, eine je grofiere 3ahl man fiiv o in dem Ausdruce (1 -+ -l--)u
(0]

annimmt, St . B. w=10000, fo findet man mit Hiilfe der beFann=
ten Cogarithmen = Tafeln fiir die Grange diefer Grife

1\ @ 10001 } 10000 :
(1 '-!_ ;) e (-liltlljt') 73 2.7185 Afi e

oder Diefe Grdnge ift die Bafis e der natiirlidhen Logarithmen (§. 44).

II. ey ax == 1 4 kx und x eine immer fleiner werdende Grofe,
alfo aud

ax — 1
—

X
@ept man aber a == 1 - b, fo geht die Gleichung
a* = 1 4 kx iiber in
(r +b)yr =1 + kx,
und wenn man (1 4-b)* nach) dem Binom entwickelt, {o hat man
1 X

PRIRR ) b I L = a4 ky,

pder wenn man durch x dividire:
X — 1..,%

1)+ _',1_113+._.~—r-—_3--—-.—“_|}3+_‘_=h’

oder endlidh), wenn x = o gefest wird, fo hat man fir den Grdng:
werth von Lk

p i o 0 |

1,2

x
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Diefe Neibe ift aber (nach §. 42) gleid) log. mat. (1 -}-b), alfo ift
aud

3 R |

_'—_.10".:1
X o

voraudgefest, daf x unendlich Flein ift.
1V. Gep ferner x = %, Wwo x wieder unendlich flein, und 6 un-
endlich grof vorausgefest wird. Dadurd) geht die vorhergehende Glei-
dung ax = 1 -}~ kx in folgende tiber:
a; = 1 - kx oder oY = (a —{r~l&x)8.
Cntwickelt man (r - k x)e nad) dem Binom, fo hat man

G G—at o 6.0 —1.60—a
u)’:l—!—f).l{.‘: —%— g l.l{‘X‘+W.!L3K3+.e-

ober ba 6=co0, x=ound 8x=y ijt

k2 vz 1‘-')’:
i 2.3 TSl

Y
1,2 1.

ay =1 - ky 4

ubereinftimmend mit der Neibe in §. 43, wenn k = log. nat. a gefesst
wird,
€3 ift babet
(+ + x log. nat. a)? bdefto ndber gleih a*?,
je fleiner x und je grofer 0 ift, alfo audh

(4 x)? oder (r + x)t vefto ndber gleich e,
ie fleiner die Grofe x ift, wie juvor,

V. Man fann nod) bemerfen, daf man hat

\7(1-—!—-x): 1_!___%_"’__ (I“X]_l_(lm-x)(l-—-:ﬂ.x)_i_a..

1.2 1,2.,93

@ebt man aber in diefem Ausdrucke x gleich Null, fo hat man

1

o 1 1
Visi4ot+ =42t
und va (nadh §. 44, 1) diefe lepte Neibe gleidy e ift, fo hat man audy

) 7
e = /1 oder e = 1%,

wenn x unendlic) Flein iff, wie guvor,




122 §é T3

§. 73. (QAbleitung des Binoms, ver Logarithmen und dev
Gyponentialgrofzen aus einer ihnen allen gemeinfehaftlichen
Reile), @ey die unendliche Neihe gegeben::
1t axta@tl)—4a@+k @+2k) 5+

1
Da diefe Neibe offendar von der Grofe a auf irgend eine Weife
abhangt, fo wollen wiv fie, als eine Funftion von a, durd) fa be-
geichnen.
Berwaudelt man a in b, fo wird man eben fo haben:
X2 X

2 - bx - Db LK) b (b4 1) b+ 2K) —— ... =fb.

$enn man diefe beyden Neiben durch einander multiplicivt, fo
erhdlt man, nad) einigen einfachen Neduftionen:

v @D x4 @Eb) b+
+ (a+l>)(a-]—h+k)(a-{-b+2k)—]%3- Loty

und da diefer Ausbdruct véllig diefelbe Form Hat, wie die beyden vor:
bergehenden, fo wird man ihn, unferer angenommenen Bezeidhnung
gemdf, durch f(a--b) ausdriicfen Fonnen.

Daraus folgt alfo, daf unfere eingefihrte Funktion. die Cigen-
{dyaft bat, vaf fiir fie immer die Gleichung befteht :

fa.fb=~Ff(@-+b)...({D,

und man fieht jugleich, daf, nach der angenommenen DBegeichnung,
immer f (o) =1 fepn muf.

I. @est man in der Gleichung (1) ftatt b die Grofe b4-c, fo
bat man

1+2 1.2

faef(bt+c)=f(@-+b-dc),
oder, da bereits f(b--c) =fb.fc war:
: fa .fb .fc=1f(a4b-}e);
und eben fo findet nian aud
fa .fbh.fe.fd=f@@4+b4+ct+d uff
Nimmt man aber in diefen Ausdriicfen a=b=c..., und fet
bie Angahl diefer Buchitaben gleich n, fo gebt die lefte Sleichung n

folgende tiber:
Fa)r = f (mia)o. oo (A1)
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ober bie vorhergehende Neibe fa auf die nte Poteny exhoben, ift gleid
diefer Neibe fa, wenn man in ihr ftatt a die Grofe na fept.

@Gest man aber in der Gleichung (1) oder in fb.fe=1f(b-}¢)
die Grofie ¢ gleid) a—Db, fo erhdlt man
fa

g =fG@—b)...qm,

ober die bepden vorhergehenden , durd) fa und £b begeichneten Reihen,
geben, wenn man fie durd) einander dividirt, die Neihe fa wieder,
wenn nan in der lesten a in a— b verwandelt.

Cndlich gibt die Gleichung (II), oder (f l})“-—-f(nb)r wenn

man in ibr nb=a {ebt:
(fi)“ — fa ober
n

\"/fa = f;l .o (1Y),
ober di¢ nt* Wurgel der vorhergehenden Neibe fa ift gleich diefer Meibe
fa, vorausgefest, daf man in derfelben E {tatt a fent.

II. Dricfen wie nun die Gleihung (II) oder (Fa)» = fna um:
ftandlidy dburch die ibr entfprechenden Neiben aus, fo bat man
(iFexta@t) > da@tl) G+ast.)
=1 --na.x+na (sa+1K) =+ na (na k) (na--21) —— . ..

@ebt man in diefem Ausdrude a=1 und k=—1, fo erhilt

man fofort

n.n—1 . n.n—i1.n—=2
(3 =24 ax-F —— X“E"—“le‘“l‘*[' .7

weldyes das beFanute Newton’ I&)c Binom ift (§-41).

II. @est man aber in demfelben Ausdrucfe k=0, a==x=1
und n—=nhx, fo erhdlt man

Bon diefer Gleichung it aber das crﬂe Glied (uqdy §. 44, 1)
gleid) e, wenn- e die Vafis der natiirlichen Logavithuen begeichnet ;
alfo ift aud

hx hex h3 x5

ghei by _‘4_,____]__ +l_9_6+k
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IV. Geit man aber a=e" oder h—=1Ilog. nat. a, fo hat man

av=1-} ; (log.nat,a) - %(log.nal.a)z -+

und denfelben Ausdruck fiir die Crponentialgrofe a* Haben wir auch
oben (§. 43) géfluabcn.

V. Sept man endlich in dem lepten Ausdrucke (Nv. IV.) die Srofe
x=n und a=1--x, o hat man, wenn wieder log. ftatt log, nat.
gefesst wirb:

(~-z)p =14 :.'lag.(t 4 x) -;1%105.’(1 4x) 4+ ..

Da aber bereits oben (Nr. IL.) erbalten wurde

X

3 (log.nat.a)* ...

1.,%

nx n.n—iI1

(2 3)2 = e Sty sl L
fo bat man, wenn man beyde Ausdriicke einander gleich febt:
log. (1 4-x) 4 -l-nj log.? (x 4 x) - ';_ slog.s(‘ + %)+ ...

" 3

=)= gt e

1.2

=x 4+ (n—1)

X
1
alfo auch, wenn man in diefem Ausdrucke n=o fept:

X x* » &
log. (1 +x) =2 — T 4= —...,

wie aud) bereits oben (5. 42) gefunbden worden ift.

§. 74. (Erweiterung von Maclaurin’s Theovem), Beyeidh-
net guerft u irgend eine Funftion von x, die man in Begiehung auf die
Potengen von x entwickeln will, {o wird diefe Entwicklung tm Allge-
meinen die Form haben:

0'= U xq 2 & b ook B,
wo Ugq, q. qs ... von x unabhdangige Grofien begeichnen,
Es ift flar, daf M der erth von u fiir x=o ift. Differenfiirt
man aber den gegebenen Ausdruct von u mebrmal nady einander, fo
erhdlt man:

d

B o2t 3

dzu | - 5 i

S a + 2.3xq; 4 5.4x%q, s peo
diu

T = 2,3qs+ 23 4xq; + ...,
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und man fieht, dof man fitr jede gange pofitive 3ahl n erhalt:

dnu

= 1.2.3...mnqs +x.2.3.,. (0 + 1) xqut,

+ 1.2.3... (n+ 2) X2 Quga = 0o
Gept man alfo in diefem Ausdrucke (%:), nady der Differen-
tiation, diec Grifie x =0, fo erhdlt man

1 dou
¢ Lo 1.2.3...n (I&_f;)’

und darin bejteht das bereits oben (§. 40) angefiibrte Theorem M ac-
laurin®g, wenn u blof eine Funftion von einer eingigen Grofe x iff.

I. 3ft aber u eine Funftion von ey verdnderlichen Grofen x
und x/, und will man u in Begiehung auf die Potengen von x und x/
entwickeln , fo fann man diefe Cntwicklung fo darftellen:

11-:U+ Sk —i-—- x"’qﬁ_o—{- Xaqa.o_f—-- -
+ X Qo .. -+ XX/qy .2 - XEX/ (. "l_ G
—[— ):n(_[u.-.-. "i_‘xx’j:']l.: "["' . .

i SR P S

und man findet auf diefelbe Weife den Coefficienten qu, e Ded Produfts
x"x/m durd) den Auddruck

1 ;1n»;—1|’u
OJn,n! = -
1 1.3 B N s AL \d xd s

wo wieder , nach vollendeter Differentiation, x und x/ gleid) Null ge-
fest werden foll. Um 5. B. die dritte der vorhergehenden fenfrechten
Columnen ju erbalten, wird man n—-n/=3 fegen, und dann fiic n
und n’ alle gange und pofitive Jahlen nehmen, deren Summe gleich 3
iit, alfo

dxn

n gleidh 3 2 1 o und
n/ » (R Tdil e

feben.

Ex. Gep die Funftion

u = (x4 h)m . (x/ L k)r

gegeben, fo hat man:
U
du
= (=)
dq

( ) n hmko—  und

=— hmkn ’

mhn—1 ka,

f




m.m—1

Ja.0o =— h=—2 1"
1,2
m.,n
: —_— " hm—1 Jjp—1
S =i ’
O —1
.z = s hm ko— g1, {. 0.,

2

1.2
und dabet die gefudyte Cntwiclung der Funftion u = (x 4 hym . (x/4-h) gleich
hole 4 mhe—ike , x 4 DB pe—ske g2 o DT — 1M foBke x84 . .

1.2 1, 200
mn m. m—1.1n
nle—th= , x/ = hmiln = T ayd - ho—sfn— | x2x/ - . . .
: .+. k X !T % il X IT S xf —1
> 4 200 pmke—s  x2 e m-8-277 hm—rfma, xx% 0 L
. . 1
Lal i ! 2
I_I n.n —1 ﬂ[n 2 hm yn—3 | x/3 IT =
12,0
1L St (berhaupt u == f (x, x/, x//...) eine Sunftion von mehreren verdnderlichen Grofen x, x/y X, .0y DD
will man fie in eine nad) den Potengen und Produfterr von x, x/, x//... geordnete eihe entwicfeln, und begeichnet
man burd
xn | xin' un_-___\:t o AH:.:‘LVQ...
basjenige Glied diefer Neibe, weldes das Produft x» . x’. x/m“ ... gum Factor hat, fo erhdlt man
e | 1 L:+n.\+::. 1
= L (R R Mk o pe e T TR W B U xo,dxn’ dxar )

o man wieder, nach der Differentiation, die Grofen x, Xy X ... gleich Null fesen wird.
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[
L&)

§. 75. (Crweiterung des Taplor’fehen Theorems), Auf
gany analoge Weife [Aft fich auch das oben (§.39) gegebene Theorem
Taplor's auf mehreve veranderliche Grofen fortfeen.

Sit guerft u=f(x), und fudht man w = f (x-dx), fo fann
man annehmen:

w=u4 qdx 4 qdx* - qdx® ...,
und wenn man diefe Reihe mit dem dhnlichen Ausdrucke fiir v/ in §. 3g
vergleicht, fo hat man fofort fiir Das aligemeine Glied derfelben
Qo » dx®
den Faftor
2 1 dn u
Vi 1,2.3...0 (':ﬁ' 4

und dief ift der beFannte Taylor'{dye Lebrfas in feiner gréfren Cins
fachbeit.

I Sjt aber u = f(x, x/) eine Funftion von jwey verdnderlichen
Grofen, und fucht man

u/ = f (x4 dx, x/ | dx),
in eine nad) den Potengen und Provuften von dx und dx’/ fortges
hende Neihe gu entwicfeln, fo fann man annehmen:
u = u _;_ l]_\_(,(lx + flg_',d)[: + L
+ qodx/ 4 q,..dxdx/ + ...
= Qo dx® .

Gept man dad allgemeine Glied einer jeden vertifalen Columne

diefes Ausdrucks gleid)
‘In.n" . dX“dX“"f

und vergleicht man diefen Ausgdruck mit dem bereits oben (§. 53) erhal-
tenen analogen 2Werthe von v/, fo hat man fir den Factor qa.w diefes
allgemeinen Glicdes

1 dn-n‘n
n.nf — = T .
1 1.2.3,..n.,1.2.3.,.n" \ dxndx’n’

II, St endlidy fiberhaupt

A PO P L )
eine Funftion mehrerer verdnderlichen Gréfen, und fucht man den
Werth
W= f (x4 dx, x/ 4 dx/, xt - dx/, . )

diefer Funftion, fo wird, analog mit dem Borhergehenden, von der
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gefudhten Cntwiclung der Funftion u/ dasd allgemeine Glied

qn.n".ll“... - dx"- (]x"m' . (]x"“'“ .

feyn, wo man fiie den Faftor qn,nr, nv... desfelben Haben wird:

1 dndn'4n',...u
(Eu.l\".n” iy m— z 7 7 . 7 . 7] e
1.2.3..n.1.28..0n,1.2.3. .07, dxn, dxa', dx",,

So finbef man 3 B. wenn u= f(x,v, x//) eine Funftion von drey
verdanderlichen Grofen ift:

du dzuly dx2

e nl) S )
du : d 2u (lr~

+ (ll\ sl ((1 » & )
du £ d2u ll\“'-

+ (I:]._l ’) % —[“ ((l | &4
e (tlil{[;_\_) dxdx/ + ...
12
i ( 4 ) dxdxi 4- .

dxdx”

1% u
: dx/dx/ -
dx dx”

§. 76. (AUlgenternes Reverfionstheorem.) Die Betraditung
der Differentialien einer Junftion u von mehreven verdnderlichen Gro-
fen, blof in Beichung auf eine derfelben genommen, die uns in der
Folge ju febr widtigen und allgemeinen Refultaten fihren wird , bie-
tet jet {chon ein Mittel dar, eine gegebene Funftion u= 4 (y) nadh
den Potengen einer anderen verdndetlichen Grofe x ju entwicfeln, de-
ren Abhangigfeit von y durd) eine gany allgemeine Gleichung gege:
ben ift.

@ep diefe Gleichung

= Flo +x9()]/
wo F und ¢ wieder andere Funftionen begeichnen follen,

Diffeventiict man diefe Gleichung in Begichung auf x und auf o,

fo exbdlt man

(2)=[s0 +xv®)- 2] P+ xow) wd

dx

(2) = +x¢0- 2] - + x50/

wo Frund ¢/ die Differential - Coefficienten begeichnen, die, wie in
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§. 39, von beyden Gleichungen identifd find. Elimjyie man aus die-
fen bepden Gleichungen die Grofie F/ (e 4 x ¢ (y)), fo findet man nady
einigen einfadyen Neductionen

dy ab dy
TER e #(y) . s
Da aber u oder 3 (y) blof von y abbhdngt, fo hat man
du

d v du dy
— == Al (v) . — P s A
d x ¥ ()) dx Hnd dw ¥ (y) do’
woraud man , durd) die Climination von ¥/ (y), erbdlt
du dy du dy
diyiol dy !
@Gept man aber flatt I:l: feinen LWerth o (y) . ==, und nimmt
w

der Kiirge wegen ¢ (y) = 2, fo erbdlt man

du du
I?) e T
Differentiivt man diefe Gleidhung in Begichung auf x, fo erhdlt

man

duo
d2u d'ddw
Sy = g i
d x= dx

e L £ 1S lu | : d
Allein die Grofe z . — ift nichts anderes, als 5::(3;).4;’(;;).3{,

da

bas beifit alfo, eine Funftion von y multiplicirt durd %, vaber Fann

man fie al$ den Diffevential - Coefficienten einer neuen Funftion von y
anfehen, die wiv durdy u/ begeichnen wollen , fo daf man hat

du
d.z—

du’ ) du s Y dew : d® u’
b T dx  Axde

N

Kebrt man die Ordnung der Differentiation um, fo erhdlt man

du’
d2u b5 d2 u’ “dx
dE2 5 dedx 0 Ay

: : 1
Man muf aber bemerfen, daf die Nelation —E:: Z, g—% audh
0]

in Begichung auf v/ State hat, wud daf daber audh ift

du’ du

= — CIEl Py
i x de”
Litteon's Anl. 3 Hoh. Math. ]
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wie man daraud fieht, daf u/ auch eine Funftion von y iff, und daf
man daber, fo wie friber fir u, aud) haben muf
dufy dy | duofSdy

R I e T a4 T
dx dew de dx

e 12 i e N
Sept man alfo in dem Ausbrucke von !,-—2 ftatt -(1-:— feinen TWerth
aXx= 0

d u’ % diuZs a0 i du e :
.o und ferner aud ftatt e feinen 2Berth A fo findet man
C aw

1
d. zi-“— d o\ d2

d2u dw Ik dw
42 =Y de ;

Differentiirt man dann s,-w]'c Gleidyung in Vegiehung auf x, fo
echalt man

du
i d'.: : Z"" o
d3u dw
a3, 5L A
du’’ _du .
Macht man aber wieder, der Kiirge wegen, — = 2t 0, und
O w (0]

fehrt man die Ordnung der Differentiation um, fo erhalt man

du”
diu ds u’ gt dx
dxs ~d r:__d X Riese i
du” du? " du* d i
Da man aber ebenfalls — = z——, alfo aud — =23,
dx dow “4iliy do
bat, fo ift auch
43 du

ds u = 11?
d x5 ) ll lw® L

Wir baben demnach die Gleichungen erhalten:
du du
— ) = z—
(d x) de
rl u
(d 1.1) ll 'J)

dx i Ao Ty

(d3 d u)
dw
(d \‘) e T

alfe 1t aud) allgemein

d u
n- [ WA
( a" u) d (/' d m)

dexn
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Da nun, wie in Maclaurin's Theorem, die nacd) den Potens

zen von x ju entwicelnde Grofe u die Form hat (§. 73)
L_l_"'ll"i"\‘J —'—\illi—i—-..—i—-\"'{n‘J]_-

-

Wo qn = (.J w) ift, wenn nady der Differentiation die Grofe x=o

gefest wird, fo wird von dem allgemeinen Gliede

X" . (n

diefer Cntwiclung der Factor qu fepn

: du
{-All_l ' .(,‘“
d"u ( d l-J)
( ) W ,

d xn

I'I“ =

d on—1
oder man witd fiir die gefuchte Entwicklung der Funfrion u nady den
Potengen von x den Ausdruc haben

du
zdu x2 d‘(21;l_r.)
jedi )

= X
e —l_ 1..(rl:-1

de

BT T dw? hi*-"’
fvo U den Werth von u fiir x==o begeichnet. Diefelbe WVorausfesung
lajt die Gleichung y = F (o -} x ¢ (y)) in die einfadyere y = F(w),
[
A i avy, - e
uud den vorbergebenden LWerth von =l F/ () tibergeben, fo daf
ao 3

man alfo in der Teten Meibe

ftatt z = o(y) die Grofe z = ¢.[F(w)];
du AR IRy 1 0 e
und ftatt - vie Grofe L= I ()
do do 5

feben wird:  Hat man alfo die Gleichungen gegeben :

n — 74(y) o y = F(w - x2),
Wo z = o(y) wieder eine Funfrion von y ift, und will man u in eine
nad) den Potengen von x fortgehende Neihe entwickeln, fo wird diefe
Neibe feyn

d (
.3 d. (
o (1‘; d L o 3 ll J

o L d u

(/ dU

d w?

r)*
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wobey vorausgefest wird, daf x=o gete y="F(«), und daf diefer

Werth von y=F (), in z und u fubftituivt, Z und U geben foll.
Diefes febr allgemeine und widytige Theorem ift von Lagrange

gefunden, und fpdter von Laplace in der hier vorgetragenen Geftalt

dargeftellt worden.

§. 77. (Specielle Fille des vorhergehenden allgemeinen
Theorems.) 1, Sit vie Gleidhung y = © 4 x¢(y) gegeben, und
fudyt man u = (y) in eine nady den Potengen von x fortgehende
Neibe zu entwickeln, fo it hier z = ¢ (y), und unter der Voraus:
fesung x=o hat man

y =, alfoaudy Z = ¢p(0) ud U= 9 (0),
fo baf daber die gefuchte Neibe ift

didow (9o )1 do
30 =3 +x(s0.52) 4 5 4. (-~—1—)

do do

(ew)®. %J-S
= 0T

und auf diefe Weife wurde ‘me :)‘wlbe 51101‘1} von Cagrange gegeben,
11, Sit die Gleihung x = (y— ) ¢y gegeben, und fudht man

=y, fo hat man audh) y = o - —'-, und daber ift z = —.
oY
Sir x=o0 aber erhdlt man

’

y=w; Z=(pu) und U=da,
fo bafi man daber bat
Py = Y0 + x((r-,w)._., 7 GRT fx])

dw

ddw

(pw)—2. T
et R

1.3 dw

und fo fort fitr mehrere andere Formten, die man der urfpringlichen
Gleichung y = F (o -} xoy) geben fann,

Wir wollen nun das Worbergehende auf einige fyecielle Beyfpiele
anwenden.

(A.) @ey juerft die Gleidhung o — y 4 y» = o gegeben. Man
fudhye den natiirlichen Logarithmus von y,

Wergleicht man dief mit der Sleidhung © — y 4 xgy=o0 i
§. 77, L, fo erbdlt man
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==, alfo aud) o = wo,
Iy » » Yo = log.w und
d.dow 1
gy =logy, » » =2,
do ©
fo baf man alfo hat
amn—1 3n—1 ,3n—a

log.y = log. © -+ o= - == G ﬁ—w“ Mimm s

4n—1. 4n—a . fn—3
4 (n—1) i
g 1,2,3 & i

gir n=o hat man @ —y -4 1 = o, alfo aud

1 1

log.y = log. & QR b il

gy bre e e e oder

Iog.zzlog.cﬁ_lzl___'_ SRS (-
© @ w 2 w2 3 w3

(B). 3ftdie Gleidhung y = e - aym gegeben und y» gu fuchen,
fo hat man, wenn diefer Ausdruct mit y — o - x ¢y verglichen wird:
x =a, alfo audh o0 = wm,

Py = y™, » » ’:f""’ — W,
d.dbw
Y ySe=yhisiy dTJ — ey
(1]

und die gefudhte Reihe fitr y» wird fepn
P = " 4~ a.nwm—1

- %n(ﬁm—[—n-——- 1) wim+t-no—s2

T 1 gt (Bmt-n—1) @m{n—z) oimtn—3 .

(C). Sit die quadratifdhe Gleichung a — y - by* = o gege-
ben, .fo fann man, durdy Hiilfe des vorhergebenden Theorems, jede
Sunftion der Wurgeln diefer Oleidung finden. it 3. B. vy =y,
fo bat man
}-rn = gm + m alll—i—l b + el l“+3 am—{—sl,!

1.3

i m.m 34 ‘,_m =45 am+3 b3

1.2.3
m.m--5.m--6.m x
g et e b o O VTS
P -{*

it aber $y = log. nat.y, fo findet man
log.y = log.a 4 ab 4 ?(ah)-: - —‘—; (ab)?

X b3

2.2
'.(I, ‘
S g T(“h)‘ T+

g
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(D). Sit die Gleichung x =y — asin,y gegeben, und fucht
man vy =y, fo erhdlt man

a=

y = x -+ asin.x - . 2 5in. 2X
1.2,2
4+ — !—5— (8% sin. 3x — 3 sin, x)
Ta2.002%
- Es :. BET (43 sin, 4x— 4. 25 sin, 2x) -, . .

(E). St die Gleidyung gegeben
2=y ~JFiay 'rf By -+ y¥* o s« et
und fucht man $y = y*, fo hat man auch
z —7y — (@t By £y I .00) = 0
und diefe Gleichung mit der vorhergehenden o — y -+ xoy = o ver:
glichen , gibt
(o) s —

X = — 1,
by =3 (@+By ¥+
alfo aud

gw =z (a Bz yzt 4 ...),

o = z" und

b
d.do AT

dw
9MNan hat daber, wenn man der Kiirge wegen Z = a - Sz - y2* +..
felst:
g3 , 7

n /]
- — et gh " 7 FreAl s s (___...__
e e T

dz

n zo 45,7
e 7y A Nt ST
1e25h0 ( d z2 ) —[— f

und diefer Sap enthdle die fogenannte Reverfion dev Neiben.
Gept man
z =y ehiayt TRy gyt e SV e
und fucht man darvaus vy = y, fo wird man in dem vorhergehenden
Ausdructe blof die Grofe n=1 fesen. Cntwicfelt man dann die dout
angegeigten Differentialien, fo erhalt man

y = 2 - az* -+ bz? | cat L dzf 4. ..,

wo man fir die Kactoren a, by, ¢, . . . folgende Ausdriice findet:

3
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a = — ay

b= 2a* — f";,l'

¢ = 5{:.[‘25 A 5::3,

d = 14at — 21afs 4 bay 4 33 — 5,

e = — 43a’ -} 845 — 28a%y — 28 « (3% —l— 7 ao

s ek

bl DR

VIIE.
Untevfudhung unbeftimmter analytifcher
Ausdrude.

§. 78, (Beftimmung diefer Werthe durch Taylor’s Theo-
rem), Funftionen von ciner oder von mehreven verdnderlidyen Gropen
nehmen guweilen, fiir gegebene Werthe Ddiefer Grofen, Ddie {cheinbar
unbeftimmte Jorm 2 an. So geht 3. V. die Funktion

(x—a)m, b=
Y (x —a)n. Iu'_;_'(
fiir den befondern Fall, wo x=a ift, in we=2 tiber. Alein der Werth
von u fiir diefen Fall ift Demungeactet ein beffimmter 2Werth, da
offenbar u filr x=a entweder gleich Null, oder unendlich grof, oder
gleich der endlichen Grofie 1_uhT feyn wird, je nachdem m >n, over
m< n, ober m=n iff. Man Fana diefe blof {cheinbare Unbefiimmtbeit
fogleih entfernen, wenn man die vorbergehende Gleichung auf fol-
gende Weife ausdriickt: l
s

u= (x —a)yn—=. it

5
Allein nicht immer liegen die Factoren des Jdhlers und Nenners,
weldye diefe Crfcheinung hevvorbringen, fo offen dba, und man muf da-
Ber yu andern Mitteln tibergehen, die wahren LWerthe der Funftivien
in foldien Gallen ju beftimmen. . Der T aplov[che Lehrfap ift gu dies
fem Swecfe in den meiften Fallen febr gecignet. ey
X

'
b,

Il =
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wo X fowohl al8 X+ Gunftionen von x bejeichnen. et in diefem
Ausdrucke die Grofe x in x-+h dber, {o hat man, nad) Taplor's
Kheorem:

i d X dz X h2
w_“HT'“*‘m‘-m"f"
T dX’ d2X’ h? 4
L/ S il
l—]rdx'h—i—-dx"-'i.m_ld“'

. : f : X
wo u/==u fir h==o ift. St nun die gegebene Funftion v = T fo

befdhaffen, dag fie fiir den befoudern Werth von x =0 in u= 3 iibers
gebt, fo erhalt man

d X d2 X h
k dx dix2 (7 1. 2
uf — —— T
dX’ dzX’ h
dx + dx® 1.2

und da audy hier wieder u/=u fir h=o0 wird, fo hat man fiir den
gefuchten Werth von

dX fdx’
e ax dx
v g diXs - un ;
@ollte aber aud) diefer Ausdrud — : —— fiir x=o0 twieder
o:0 geben, fo wird man auf diefelbe Weife
2 d2X d*X’
dxz ~ dx?

finden, u. f. w., fo dag man daher von einem folchen Bruche, der fitr
einen beftimmten Werth von x die Geftalt = annimmet, den wabren
Werth desfelben finden wird, wenn man das erfte oder tiberhaupt das
nte Differential des 3ahlers durd) das nte Differential ded Nenners di
vidirt.

Ex. I, ©Gey u= xi KL

gegeben.  Um den Werth diefed Aus:

' i1 |
prucks fiir den befondern Fall x=1 ju fuchen, bat man fchon nach eis
nxn—i dx

m——— ober der gefudyte Werth ift

ner erften Diffeventiation u = 5

L s e
Ex. I Gben fo gibt u = oo — 22¢X il
X bx* — abex 4 be?

nad) der erften Differentiation

f:’ir =

ax — ac

N e
bx — be’

und da auch diefer Ausdruck fir x=c nody gleidy 3 wird, fo erhalt
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man durd) eine jwepte Differentiation den gefuchten wahren Werth von
adx a

== bdx = e

Auf diefelbe Weife findet man fiir den befondern Fall x=o fols
genbde Werthe:

i

sin. x sin.2 x sin, x 1—CO05. X x—sin. X
=1, — 0, — =00/ — =3

X X b &
ﬂ—v\/.’l‘—x'-'- 1 (1 4x)log. x

Msl! _ — —_— — 0Oy

x 4 ma.’ (1—Kx)?

eX — p—% — %
X — sin. X
und eben fo ift fir ben Fall x=1:

log. x x—1 : xX—1
3

= 1, —

X—1 12—

6. 79. (Fille, wo fich der Taylov'fehe Lehrfats nicht
amwenden lif3t) Wenn der im Idhler und Nenner fiir einen be-
ftimniten Fall verfchwindende Factor einen gebrodhenen Crponenten hat,
fo [agt fich die vorhergehende Methode nicht mehr amwenden , weil die
Differentiation, wenn fie aud) nod) fo weit fortgefest wrd, diefen Fac:
tor {mmer wieder erzeugt, wie dief 3 B. bey der Funftihn

L evEeT

u = -

\/x‘v—-l

fur x=1 der Fall ift

Benn aber irgend eine Funftion u von x fir eiten befondern
Werth x—a die Form = erhdlt, fo wird man in ibhr ftait x den Au=
drudt a—-h fubftituiven, wo h eine febr fleine Grofe {ft, und dann
Den Ausdruck u nady den Potengen von h entwickeln, wo man gewsdhn=
lid) fchon bey den eriten Gliedern der Cntwidlung ftehen bleiben Fann,
und wo man fodann den gefuchten LWerth von u erhdlt, venn man in
diefer Entwidtlung die Grofe h=o fest.

3n unferem vorbergebenden Vepfpiele exhdlt man, wenn man
x=1--h fest:

X

vh he %
e e ey —— e 1 fIII:‘ Xe=1,

Vahiile | AVarth
fo baf alfo u=1o der gefuchte Werth ifi.
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1
Chen fo gilt u= \/l-L, wenn man x==1-}-h fest:

X==— 1
0 2 h 6 h= L3
= YRR EE s fie xa
Auf diefelbr LWeife findet man

(x2—a2)>

= (2 .'1) fiit x=a, uf w
(x—a)*
Man fieht, daf diefes Verfahren gany allgemein iff , und felbft
va oft mit Vorteil angewendet werden faun, wo auch die be[dhranttere
Methode des §. 78 nod) amvendbar iff. Hatte man 3. 25. den Auddruck

X3 — 4Xx2 + gx — 2 — ‘-’-V"-'-\ — 1

W —2x — 1 4 2 \/z\ — x?
fiir x==1 gu fuchen, fo wiirde nach §. 78 erjt eine viermalige Differen-
tiation jum 3wece fihren. Sept man aber in ihm 1--h ftatt x, fo
erhalt man

==

'r—[-zh—-h k]-_ln —-n\,/l 4 2h

u= e

-—.’.-E-!L'f-}—-’\/i—ll

Allein
V1 - sk -+ '9h = 1 -+ h — £ h? 4 Zh8 — tht - . ..
uni \/1 — h? = 1.— 1h* — zh%,
alfo ift audh ter gefuchte MWerth von

u— — & fiir’ x —ig

§. 8o. (Andere unbeftimmt {cheinende Formen,). Suwei:
Ten Fann eine Funftion fir cinen beftimmeen Werth ihrer Stammgrofe

e =i g 1 ;
eine Form da Art — odér 0,00 o0er cO— 0O L. f. anuehmen, die
(o'o)

fith aber immer, durd) eine angemeffene Verwandlung, auf die bisher
betrachtete Geftalt < juricEfiibren TafE.  LWird 3. B. von dem Brude

Xl ; :
u=c flir x==a der 3ahler fowobl al8 audy der Nenmer gleich ooy

fo fann man diefen Bruch quch fo ausdriicken :

Lo
RIS e/
1o ¢t dann fiir x==a die Form u= 7 qunehmen wid. JRud in dem
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Ausdrucfe u=X.X’ filr x=a der Factor X—o0 und X/ =oo0, fo

Fann man dafir nehnien
1

i

: >, M
wo dann fiir x=a die Grofe u wieder gleich = wird, u. f. w.
Sft 4 B, u= (1 —x)tang. sz x fiir x=1 gu {uchen, fo hat
fs

colang. 1w
o5

man auch u = -, und dief gibt
X

2 ¥
we= = filr x= 1
Auf diefelbe IWeife findet man

=1 m x =3Iz =o0 firt x—=o0
tang, x f S cotang. x f 4
xa . L
=2 —lolifiir~x = col) Ve—¥llor. x =0 it ooy
ex o}

(1—x)sec.smx =21z fliir x=1, xlog.x=o0 fiirt x=0y

H| =

__ — = 3 - L 1 o~
i e e = I =l o0 Lt See e = — flir x==1,
e
Die Funftion endlid)
1
T e el wie= o — oo ikl X = 1

X -—1 log. x
LWenn man aber diefe bepden Vriiche auf einerley Nenner bringt, fo

log.x — x - 1 .. - 3
—— —, W08 u=2 flit x=1 gqibt. sne
s o a2 e S 9 €

sweymalige Diffeventiation ded lehten Ausdruds gibt dann n = — =

Y

hat man u =

f(lil' X—1i, I i‘, 0.

§. 81. (Ainwendung des dmi}mul]ln‘hu auf Diffeven-
ilulquItf]h‘»‘t"u..\- Wenn u = o eine (_“_tud-ungl ,=JIL‘1_1unn ey vers
dnderlichen Grofen x und y auédrict, fo bat das erfle Differential
piefer Gleichung, nad) §. 59, die Form

()0 + (D ir=

du ! ; : ol ST S aall
o T—) und (t ) Ote partiellen Differentialien von u in BWejie:
ay

ax
bung auf x und auf y Degeichnen. FWenn nun fiiy einen befondern
Werth der Grofien x und y diefe partiellen Differential : Coefficienten
beyde verfchwinden, fo folgt aus der vorhergebenven Gleichung
dy

d x
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Um aber in diefem Falle den wahren Werth von :—i% jut finben,

wird man die vorhergehende Gleichung, die man aud fo darjtellen Fann:
Mdx -+ Ndy = o,
nody einmal differentiiven, wodurch man, nach §. 60, Gleichung (II),
einen Ausdruck der Form erhalt: :
Pdx* 4 Qdxdy + Rdy? + Nd*y = o.
Da der Factor N in beyden Gleichungen derfelbe bleibt, fo geht
der legste Ausdruck in folgenden tber:
Pdx* 4 Qdxdy 4 Rdy* = o oder
dy d y2

P+ QL + R

: 1y ;
und daraus wird man den gefuchten Werth von % finden, ber, wie
C

=1l 1]
dx2 /

man fieht, doppelt ift. Sollte audy m nody die Form 3 haben, fo wird
man gu einer dritten Differentiation tibergehen, u. fifs

Ex. 3t u=y* — gby* 4 100x* —x* =0 gegeben, fo ers
hdlt man daraus

y¢dy — 48ydy = x*dx — Soxdx;

und fitr x==o0, wo auch y=o ift, hat man

Differentiivt man aber die lepte Gleidhung nod) ein Mal, und
fest d2y = o, fo hat man
3y2dy* — 48dy* = 3x?dx* — 50dx* ober

dy s 3x2 — bo
ax 3y: — &8!
und diefer Ausdruck gibt fitr x=o0 den gefudjten Werth
b 0 25
A e 24

§. 82. (Meber die Ergimung der Taplovichen ticile.)
9Benn man der Kiirge wegen
d.fx dz. fx d3.fx

fix — filx — flllx —
dx dxz '/ d x5

1 7

fest, fo Bat die oben (5. 39) gegebene Taylo v’fdye Neibe folgende ein:
fadé Geftalr:
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{(g_!_dx)ﬂfx-{-—{"x.dx—}—-}f“x.dxz+ :

fo daf demnadh die Grofe
f(x 4 dx) — fx

dx

faig dx? -, 00

D

aus gwep wefentlid) von einander verfdyiedenen Theilen befteht, wovon
der eine f'x von dx gany unabhdingig ift, wdhrend der ywente, den
wir durd) e dx begeichnen wollen, bey dem unendlichen Abnehmen von
dx {elbft unendlidy flein wird, Wir Fonnen daber annehmen

fi (il d xyE=tx "B "
TR fix - wdx ober

{(x 1x) — fx — f'x.dx
Bisseke Aix)irud s tit adasiap il

d x=

Sit aber dx unendlich Flein, fo wird in dem Tebten Ausdruce der
3abler fowobhl ald auc) der Nenner gleidh) Null, oder man erhdlt den
unbeftimmten AusdrucE o =32, Um den wahren Werth von o ju er-
balten, wird man alfo, nad) §. 78, dad Differential diefes Iablers
ourd) dag Differential ded Nenners dividiven, wodurd) man erhalt

f(x J-dx) — f'x_

0 = 3
2dx

und da auch diefer Ausvruck, fur ein unendlicd) fleines dx, nodh) =2
gibt, fo wird man dasfelbe Werfabren audy auf ihn wieder amwenden,
und in dem fo erbaltenen Refultate = (x 4~ dx) die Grofe dx=o
fesen, wodurd) man alfo
o = Ifiix

al8 den gefuditen Werth von o fir dx = o erhdlt, fo daf man da:
ber Dat :

fiix 4-dx) — fx — "x.dx

d x2

e %{”X,

Diefem gemadf werden wir alfo, wie juvor, fegen Fonnen

O lx) = fx — f'x.dx
(x 4 dx) 1-"\ ¢ = 2fi/x 4 ©,.dx oder
oax=

f(x 4~ dx) — fx — f'x.dx — $'x,.dx?
dx

— Wy.

Der legte Ausdrud nimme aber fir dx = o dic Form = an,

und ev thut dief audy, wenn man den 3dbler und Neuner desfel-
ben nody ywey IMal differentiivt. Crft die dritte Differentiation gibe

1
G _'S furt x
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al8 den gefudhten Werth von o, fir dx = o, fo dafi man daher hat

f(x +dx)-—fx — Fx. dx — -:'1'”\ oodx2

1
N TG B
i -_-..j;{ x—l—(:m
Sabrt man fo fore, fo findet man allgemein
1

f(x4dx) =fxf fix, dx - ——f/x. dx? + —— f0x.dx3 ..
1,3 1,00

S 1 fix . dxt | o, dx,

1. 2.04,.10

und dief ift Der vo[Iftdndig e Ausdruct des T aylor'fden Theorems.
Wenn das Teste Glied wn—, dxv+ fiir ein unendlicd) grofes n vers
fchwindet, fo gebt diefe Neibe in die oben (§. 39) gegebene fber. Wenn
dief aber nicht der Fall ijt, fo ift e, wie man fieht, vou grofer Wid)-
tigfeit, Den LWerth diefer Ergangung filr jeden befondern Fall befiim=
men ju fonnen,

Ru diefem Swede bemerfen wir juerft, daf die Grofe fx, wenn
x allmdplich in x -~ dx bergeht, immer wichit oder immer abnimmt,
je nachdem {/x, innerhalb derfelben Grangen von x und x -+ dx,
ftets pofitiv oder {tets negativ ift, wie dief fchon unmittelbar aus dem
Ausdrucke folgt

f(x4dx) — fx

e — i

dx

Betrachten wir nun die Funftion ¢z = f(x--2) — a.z", wo
a cine Conjtante und n eine gange pofitive 3ahl bejeichnet. Die n auf
cinander folgenden Differentialien divfes Ausdrucs in Bejiehung auf
Z {ind:

¢lz = {/(x-}~2) — naz"!,

oty — fi/(x42) — (n—1)naz"—*,

ol g = flii(x+4+2z) — (n—2)(n—1)naz"—,

S R IR L]
gn—1zg = foi—1(x42) —1.2. 3...(@m@—1)naz,
iy — fi(xt2z) —1.2.3...(—1)na

Sit nun der Ausdruck £x der Avt, daf die Differential - Coeffiz
cienten £rx, £7x, . . . bis fo—'x fiir einen beftimmten ¥Werth von
x = x, vetfdywinden, fo werden aud alle diefe Grofen o'z, ¢*2, .. .
Bis en—iz verfcdhwinden , wenn man in ihnen x =x, UNd 2=0 fest.

Dief vorausgefesit, fey nun a der Flein fte Werth , dejfen der

n

v i S - A Al .
Quotient —— fabig ift, wdahrend dic Grofe x durd) alle Jwi
= g H )

 E
o Yot O ¢
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L

{chemwertbe von x, bis x, 4 dx, tibergeht, fo {icht man leidst, daf
die Grofe
fx, 4= dx} — fx_

T

xt

innerhalb venfelben Grangen immer pofitiv fepyn muf, fo wie fie im
Segentheile, wenn a den grof TWerth ded Qnotienten
Gegentheile, wenn a ben groften Werth ded ¢ T
begeichnet , immer negativ feyn wird, woraus folgt, daf der LWerth
ves Auddruds

£ (xo + dxo) -

= ]‘n-

immer wifchen den groften und fleinfien Werth fallen muf, den
fox | e L
von x=x, bi§ x = x, -} dx, ehdlf, und daf man

| B TS e |
daher die Gleidhung hat

(x, 4+ dx;) — fx, " (x, 4-10.dx,)

dx! L o s i

wo 0 ivgend ein wifdhen o und v enthaltener Bauch ift, immer voraus-
gefest, daf die Grofen fix, = fWx, = W, ... fr—rx, {dmmt-
lidy gleich Null find.

LWendet man dief auf die vorbergehende Taplor'fdhe Neibe an,
fo fieht man, daf diefelbe, vollftdndig ausgedrictt, folgende Form Hat:

f(x4-dx) = fx + frx.dx J- 2 f/x . dx? +ﬁ["'ffx.dx“ +...
+ — e iR T 2 (x-0dx). dxn.. (1)
« 2 . 1 « 24D e 11

s R

Cinen dbnlichen Augdruck erhdlt man quch fur die oben (5. 40)
gegebene Heibe Maclaurin'g, wenn may in dem vorbergehenden
X==0, und dann, der Cinfachheit wegen, x ftatt dx fept, o daf
man hat

fx = foloix f*’o—}——- f”o—}— {f”o—i—
[ Xxn—1

T s +—~—- fa(0x) . » . (1),

Wwo die Ausdriicke o0, f/0, . . . angeigen, daf man, nady der Dif-
feventiation, die ®rofe x gleid) Null fesen foll. Sept man in dem
leten Ausdructe nady der Qronung n=1, 2, 3, ..., o erhalt
man

fx = fo - .\:f‘(ﬂx),
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fx == fo 4 xflo 4 fH(Bx),

fx = fo 4 xf/ “(@x), uff.

I ir wollen nun das BVorhergehende auf einige befondere Falle
amwenden,  Jlehmen wir nach der Neibe fiir die Funftion £x folgende
Ausdriicke :

e*, cos.x, sin.x, (1-x)» und log. (1 4x)-

Diefe Grofien geben fitr f~x in derfelben Ordnung

e, cos.(x -4 <nz), sin.(x-3nx),

und ferner
m(m—1)(n—2) . (m-——n»{—:)( 4 x)m~nu,

i3 b
md  (—1)=— . - 1+\)n(" P

Gben fo geben fie fiv f*o die Ausdricre
1, cos.~nz, sin.;nz,
m (m—1) (m—=2). .. (m—n—-1) und (—1)*~". 1.2 3...(a—1),
Diefem gemdf ehdlt man daher aus der Gleichung (11):

e + xn—1 xn 0x
Py +"" + o (n—1) 4 "2.3”."t. 4
b & x4
£os.Xx = 1 — — _[_ T LU
xn—1t
-'-————-————* o= ; Inx
TR (Hl}us L(n—1) 7 -} 1_3.3‘.’11L05.(ex+’n )
b & p ]
N = Xy ! - RS

YRR LA fade ke

xn—1 1 xn

L XTI sinis(n—1) x o ————— sin, (x4 =
o 1.2,9 ) ot 1-2.3-..11“" (8x 3 n=),

(4o =1 mx 4 Tl

m (m—1 m—n-=2 m (rn—-—1) (m—n+1)
+L.‘:_}_{.(.n_li':“ ) yo— e e i -+ Ox)m—2,

log.(l-]—x) =x — fx* | x5 — ..,
4 xn—1 __ 1 X n
e R ‘(Te“)

St in der yweyten und dritten diefer Neifen n eine gerade 3ahly
fo find die bepden lepten Glicder

m (m—-|)
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xn—1 xn

BORTICOSEX i T s e S el YooE, Ox
— 1.2.3,..(n—2) i 1.2,3d...1 IRy

. Xn=—1 =5 Xxn £
von siom. X . . . + sin. fx,

AR

Jft aber n eine ungerade 3ahl, fo find diefe Glieder

— 1.2.8.,0(n—1)

xn—i1 xn

bon cos. x . . . + T

sin. 0x,

c2ed 0 (n—1) 124 O

- xn—z e
VOR ESING Xl o e e Lk,
— 1.2.8...(n—2) + 1.2.d...n

Demnacy erhdlt man fir n=1

'xll
cos. 0x,

ex — 1 6x 1 — Cos. X sin, x
'

= e : = cinyfixy — cos. 0x,
X X X
(14x)m — 1 1
i — (1 ey m—1 = - Sl 4 U 87
mx ( + Bl) i X Iog' (I +k) a2 1 + G.\.
e n =2 aber ift
e =1 4 x 4 2x?, %%, cos.x — 1/ — ~x2 cos. fx,

sin, X — x — Xx? gin, fx;

4" =1 4 mx + im (m — 1) x* (1 4 0x)"=* und

log: (0 = x — 2 (=)

A AL RS v A e

IX.
Grofte und fleinfte Werthe der Funftionen,

§. 83. (Jur Funktionen etner cinzigen veranderlichen
Orofze), 3t u="Fx und gebt x tber in x—4-h, fo erhdlt man (§. 39)
du h2 d*u sl h3 diu

W — u—h, — —_ —_— — bl
dx Yl e s dx'\+ %

nd eben fo, wenn x in x —h fbergeht:

1 u Lz d2u h3 dsu
!l“—-u:—_-__h_f_. ceoli gl TR LRl ) ;
tlx+t.2'tlx'i 150 ¢ 0iled 25 *

Wenn nun fite einen beftimmten Werth von x, § V. fir x=a,
vie Funftion u, die wir fiir diefen Fall durch (u) begeichnen wollen,
grofer oder Fleiner ift, al8 die ihr jundd)ft vorhergehenden und ihy

Littrow’s nl. 3, hol. Math.

10
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aunddit folgenden LWerthe von u, fo fagt man, daf fiir x=a der
9Berth (uv) in jenem Falle ein gréfiter, und in diefem ein Eleinfter ift.
Bemerfen wir nody, daf in den bepden vorhergehenden Reibhen
die Grofe h immer fo flein angenommen werden Fann, daf bas erfte
®lied h :Iil_i bie Summe aller tibrigen Glieder ibertrifit. Denn wenn
in einem Ausdrucke der Form
Ah® - Bh® 4- ChY 4. ..
die Grponenten alle pofitiv und fteigend find, fo daf B>a, y>pF u.f
fo fann man diefem Ausdructe audy die Gefialt geben:
b (A 4 BhP—¢ - ChI™% 4 . . .);
und da bier die Crponenten f—a, y— ... alle pofitiv fepn mijfen,
fo wird man offenbar die Grofe h o flein annehmen fonnen, daf das
erfte von h unabhangige Glied A grofer witd , al die Summe
Bhf=% L Ch=% 4 . .
aller folgenden Gfieder. Man wird alfo audy in den beyden Reiben
fiiv w —u die Grofe h fo Flein nebmen fonnen , daf fdhon das erfie
®lied h .'—li biefer Neibe entfdeidet, ob u/—u pofitiv ober negativ ift.
ax

Dief vorausgefest, hat man alfo {iiv diefe beyden Werthe

du

dx’

b, . die dem fliv x=a gundchit porhergehenden oder gundchit folgen:
den Werthe vou u werden, die einen grofer und die andern Fleiner
feyn, al8 das ju x==a gehorende (1). Demnad) wird (u) nur dann ein

w —u=—+ h,

il ey . ol : 1
Groftes oder ein Klcinftes feyn fonnen, wenn Ddief erfte Glied h . 'd—u
X
o du g
gang verfdywindet, d. h. wenn o= =0 ijt.

n diefem Falle ift aber, fiiv pofitive und gugleich fur negative
9Rerthe von h, der Ausdrud von
y h2 d*u
w — u = LT g L
+ 1,2 dxs
: g d*u o a8 e s d2u !
immer pofitiv, wenn —— pofitiv tft, oder negativ, wenn e negativ
o XxX-

ift. S dem erften Falle ift aber (v) Fleiner und im gwepten grofier
alg alle ibm nddyftliegenden Werthe von u, das heifit alfo, (n) ift, der
vorhergehenden CrElavung gu Folge, im exften Falle ein Klein{tes und i
pweyten ein Grofites.
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Daraus folgt demnady : Die Grofie u Fann nur dann ein Grofites oder
: 1 ; ? i
ein Kleinftes fepn , wenn —:T-if-zo ifl. ©udt man dann aus diefer
X
: : : R L B
Bedingungsgleichung den Werth von x, und fubftituive ibn in %, fo
ax-
wird u, fiir diefen LWerth von x, ein Griftes oder ein Kleinftes feyn,
12 : A
wenn :—l%l negativ oder pofitiv ijt.
St aber diefer ereh von > ebenfalls Lt
3it aber diefer Werth vor 7 tbenfalls, fo wie < gleich
Null, fo Hat man, wenn man wieder ju den erfien Gleidyungen gu=
rucfgebt:
hs din ha diu

gt b DT ey e
s s 5 1.2.3 dx3 + 1.2.3.4

und man wird,, wie guvor, finden, daf nur dann ein folcher Werth

4 Srrpp— . - . !
dupt ==

dsu ; e
von u Statt haben fann, wenn aud) nod =0 ift, und daf, in
a x2
diefem Falle, der gefundene Werth von u wieder ein Griftes oder

14

: . LH] : aomie
Kleinftes feyn wird, wenn :l— negatty over pofitiy ift. Jft aber audh
x4

diu : e B! : : A
T gleich Null, fo muf fir die Crifteny eines folden Werthes von u

15 A : Rps
aud) EI% gleich Null fepn, und dann wird der pofitive LWerth von

dfu . f § - - I
=5 .o Kleinfte8, der negative aber ein Groftes geben u, f. w.

Ex. I. @ep u=x* 4 4x -} 2, {o hat man
:JLE = 2x -~ 4 = o,
und da aus diefer Gleidhung x 4~ 2=0 ein beftimmter Werth von x,
namlid) x =—2 folgt, fo ift es8 moglidy, daf u fiir diefen Werth
von x ein Groftes oder ein Kleinftes ift. Diffeventiivt man aber die
gegebene Gleichung nod) einmal, fo erhdlt man

d*u

—_—
— =2,

d x>
: d*u R 1 : :
und da der Werth von g5 Pofitiv ift, fo wird die gegebene Funftion
u fiit x=— 2 ¢in Kleinftes, ndmlic) u=—2,

Ex. 1I. Sep u:x“—~8x"+22x‘—2{;x+12, fo bat man

du
== x3 — 24x* 4 44x — 24

10"
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und
d*u

— = 4 (3xr —2x - 11).

dx:
1 iy W X e
Aber '(iE — o gibt x* —0x* 4 11x—6 = o, und von diefer
ax

Gleidyung find die Wurgeln x=1, x=2 und x=3.
Jiir x=1 hat man %:8, alfo u ein Kleinjtes fir x=1.
a-XxX-=

L 17 u St "
§lir x =2 hat man %m-—/;, alfo u ein Groftes fir x = 2.
o X=

x ¥ ]z i . : i !
Fir x=23 hat man .{1...11.:8, alfo uwieder ein Kleinftes fiiv x=3.
ax=

Ex. 11, @ep u =a -+ b (x—c¢)*, {o fat man
du : .
= 4b (x — ¢)* = o, woraus folgt x = c.

A Bt 42 13
Allein fite x=c findet man aud) %l% =0 und :l—\" — 0, umd
; 14 e : . s e
endlich {l—"l = a4 b alfo ift , fiir x=c, der Werth von u ein Grop=
LV &

tes oder ein Kleinfted, wenn b negativ vder pofitiv ifi.
Ex,1V. Sft u = a -+ b (x—c¢)*, fo hat man

1 , s
11: = 3b (x —¢)* = o, woraus folgt x = c.
ax

ki du g s

Aber x=c gibt Ta=20 und o= bb; alfo bat diefer Augd:
druck von u feinen groften oder fleinften Werth.

I. @4 ijt beveits oben (5. 40, L) bemerft worden, dafi fich die
Entwidlung dev Funftionen, fiir bejondere SBerthe der Grofe x, nad
pem Taplor’fchen Lehriate nicht immer vornehmen laft. Dief trifft
ndmlich dann ein, wenn diefe Cntwicdtlung dér Funftion u, nachdem
man in ihr x-4=h ftate x gefebt hat, ihrer Natur nad) aud) gebrochene
oder negative Grponenten von h enthalten muf. Allein die vorferge:
henden Schliiffe werden auch daun noch amvendbar fepn, wenn aud
die Entwiclung von u die Form

Wl s b AR AL BREEAL (GhY i
baben follte, wo a, B, ... gebrodyene oder negative Erponenten {ind,
in weldhem Falle aber dann die Difjevential - Coefficienten (IT%, (}—u—
auch unendlid) grof werden fonnen, RN

Diefem gemdp fann man daher jur BVefiuimmung der grofiten und
Fleinften TWerthe der FuuFtionen auch folgende Worfdyrift aufjtellen, Di¢
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felbft nodh allgemeiner ijt; al8 die vorhergehende, da fie nidht nur auf
die eben erwdbnten befonderen Falle, fondern iberhaupt auf alle mog:
lichen anwendbar ift.

1 : : : : S
Man fese :t'\i gleich o oder audy gleidh) oo.  Aus diefer Vedin:

gungsgleidhung findet man cinen beftimmten Werth von x, 3 V. x=a.
@efst man dann x=a + h, wo h unendlich Flein ift, in der vorher=

i : 4 1 ; :
gebenden Vedingungsgleichung, und dndert dabey :ll_i fein eichen
i S 7 & T i 1
[indem ;. Rv.:—k—\_-fur x==a - h pofitiv und fiir x==a — h negativ wird],

fo Fann die Funftion u fiir x=a ein Griftes oder ¢in Kleinfies feyn,
Um dief su entfcheiden, fese man aud) in der gegebenen Funftion u
ftatt x die Grofie a 4+ h, wodurd) alfo u einen doppelten Werth erhalt,
den twir durd) u/ begeichnen wollen. Diefi vorausgefest, hat filr x=a
cin Grofies Statt, wenn bepde LWerthe von u/ fleiner als u find, und
ein Kleinftes, wenn bepde Werthe von u’ gréfer ald u find,
@o war in dem vorhergehenden Beyfpiele
u=a-+| b(x—c)

SGeft man gi\! = o0, fo findet man

i = 4b (x — ¢)® = o,

dx

alfo audy x=c. @Seft man aber in diefer Gleichung

4b (x —c¢)3 = o,
ftatt x die Grofe ¢ + h, fo findet man

du

T 4b (+ h)?,

Gl AT . " . :
und da fonach - fein Jeichen dndert, fo fann die Funftion u iy x =16
dx 4

cinen groften oder fleinften Werth haben,
@efst man nun qud) x = ¢ + h in der urfpringliden Gleichung
u=a - b (x—c),
fo erhalt man
uw = a4 b (+ h)n
3t daber b eine an fidy pofitive Grofe, fo iff in bepden Fallen
w >u, ober x =c gibt einen Fleinfien Werth von u. it aber b eine
negative Grofe, fo ift w/<u, oder x==c gibt einen gréfiten Wertl
von u, ivie guvor.
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Gben fo hat man fiir die Funftion
u—=a-1b (!{-—l_');_,

1 s Vi
wenn man % —oo fefit, x=c. AYber x=c +hin :1:;; fubftituice,
gibt:

el o b
dz L
T3y

-1 » /. -
ober z—lﬂ dndert fein Seichen. Sehit man aber quch x=c + h in dbem
X
urfpriinglichen Ausdrucke von u, fo erhalt man
w = a-+b(+h)’;

alfo auch, wenn b eine an fich pofitive Grofie ift, in beyden Fdllen
u/>u, oder x—c qibt einen Fleinften LWerth fiir u.

Endlic) gibt die Gleichung u = —+—, wenn man ihr Diffe-
rential gleich Null fept, x*==1; alfo entweder x=1 oder x—=—1.
. 5 1 : ; 0 Al

Fiir beyde LWerthe von x dndert :-1'\1 fein Reichen. Uberdief gibt

x =1 + h bie urfpriinglihe Funftion v/ =+ — Fh*, alfo v/ <uj

und eben fo gibt x =— 1 + h diefe Funftion v/ = — & - $h?%
alfo aud) u/>u. Daber ift die gegebene Funftion u fiir x=1 ein
Grofites, und fir x=—1 ein Kleinftes.

Auf diefelbe Weife wird man aud finden, daf

x2—x-1 _, o it o : ! :
R e flir x==0 ein Groftes und fiix x=2 c¢in Kleinftes gibt,
und daf

2 —3x4x* ., : : Sy e :
e fiir x=V/2 einen fleinflen und fiir x=—\/2 einen

grofiten LWerth bat.
1
. SULEY log. nat. x = >
Die beyden Ausdriife u = ———— und u = x* geben jeder
X

flir x=—e einen groften LWerth, wenn e, wie oben, die Bafis der na-
tiiclichen Cogavithmen begeichnet.

Gben {o gibt

n— -a—} fligex = ﬁ\- bag Minimum wu = e log.a und
u = x*, e= gibt fiir x = a Ded Marimum u = a*.e ",
u == ex -} e*—2 cos.x gibt fiir x=o0 bag Minimum u=o0,
u = e* -} e—* 2 cos.x gibt fir x==o0 das Minimum v=4.
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1. Noch ift der Fall ju betrachten 1ibrig, wenn die beyden Gro-
fien u, x oder y, x durd) eine nod) unentwicelte Gleichung gegeben
find. Um das hier ju beobachtende Werfahren fogleich durd) ein Bey:
{piel deutlich su machen, fey die gegebene Gleichung

y* — 2axy 4+ x* — b* = o.

Dasd Differential derfelben ift

(y — ax)dy = (ay — x) dx.
1 v
©est man alfo (d\\ — o, fo bat man ay — x — o,

Werbindet man aber diefe leste Gleichung mit der urfpriinglic
gegebenen, fo findet man
ab b
Y:\/l—. und y:—]_:_—;—_
Um zu fehen, ob diefer legte LWerth von y ein grofiter oder Flein-
fter ift, fo bat man fiir das gweyte Diffevential der gegebenen Gleichung
(yﬂax)g—% -~ j:— — za(—l-f- + 1 = o0;

dx

wdy p
ober Da bereits — = o ift:
dx
d*y <%
(y —ax)m 4+ 1 = o;
oder endlidy, wenu man in diefem Ausdrucke fifr x und y die oben ge-
fundenen LWerthe fubfiituive: :
d>y 1
GF T ES T a
Sit baber b eine an fic) pofitive Grofe, und nimme man auc) von
2 G Fo——— S : v s 2y o
der Wurgelgrofe V1 — a* das pofitive Seichen, fo ift 7o eine nega:
a x-

b

tive Grofie, und daber der oben gefundene Werth y — e
1 —a"
Groftes.

Die Gleichung

ein

. y® } x¥ — 3axy = o
qibt eben fo
dy
=
woraus folgt, daf
3 3
X — a\/z fiie y dbag Marimum y = a \/i gibt.

= o0 obder ay — x* = o,




152 ). B4,

6. 84. (Fiir Funktionenvon swey vevinderlichen Grofien).
Sft u==1f(x,y) eineFunftion von x und y, und [dft man x in x-4-h
und y in y -k iibergehen, fo exhalt man, nach dem Worhergehenden,

nl— n = :-:—l\—l -+ ([“) l
Gl el

und man wird, wie in §. 83, zeigen, daf die Funftion u nur dann
einen grofiten oder fleinfren Werth Haben Fanu, wenn die in h und I
multipliciveen ®lieder, jedes fiiv fich, gleich Null find. Man wird da=
her die beydemr BVedingungsgletchungen haben

(‘:t) == Snnd (d") = 0

und aus ibuen einen beftimiaten Werth von x und y, 3 B. x=a und
y=Db ableiten, fiix weldhen die gegebene Junftion u ein Groftes oder
Kleinftes feyn Fann.  Ob aber diefes in der That der Fall ijt, und ob
pann die Funftion u fiir x==a und y==>b ein Groftes oder aber ein
Kleinftes ift, wird von dem Jeichen des wepten Glieded von v/ —u
abbdangen.

Gefst man der Kiirge wegen die Grofien ('I ") (d ) und

12
({ “), nachdem man in ipnen x=a und y==b gemacht hat, gleich

dy
uw — u = I (Ph* |- 2Qhk { Rk?);

d d
P, Qud R, fo bat man, da bereits “) ( “) =0l

. SNl S e
pder, wenn man u diefem Ausdructe die Srofe 5o abdirt und fub-
frabivt :
PR — Q)2
u*’—-u:}T‘(h X -—I—’l"( : st (L)
oder auch, wenn man P unb B, fo wie h und L mit einander vertwed:
felt, was offenbar erlaubt ijt

(] 2R e
11"-—11:%[’&(['\ TR 1) il (” s D,

Diefi vorausgefest, wird man Folgendes bemerfen, wo wir dev
Kirge wegen PR-— Q* =S8 fesen wollen.

St P und S pofitiv, fo iff u/—u in (I) pofitiv  und

ift T und S pofitiv, fo ift uw/—u in (I1) pofitiv,
alfo in beyden Fallen der gefuchte LWerth von u ein Kleinfies,
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St aber P negativ und S pofitiv, fo ift u/—u in (X) negativ,

und ift R negativ und S pofitiv, fo ift u/—u in (I11) negativ,
alfo in beyden Fallen der gefuchte Werth von u ein Grofites; und man
fieht, daf in allen diefen Fallen das Nefultat dasfelbe bleibt, wenn
man, ftatt S pofitiv oder negativ, S=o {est.

@ind alfo P und R jugleich pofitiv, und ift dberdief P R— Q2
Null oder pofitiv, fo ift u, fiiv die LWerthe x==a und y=b, ein
Kleinjtes. Sind aber P und R jugleicdh negativ, und ift fberdief
PR —Q* Null oder pofitiv, fo ift u, fiir jene Werthe von x und y,
ein Grofites.

Ex. L Um eime 3abl a in dren Theile x, y und a—x—y fo gu
theilen, daf das Produft diefer drey Theile ein Grofites werde, fo
bat man

u—xy(a—x—y)
Die gwey Gleidhungen
(E) = 0o unv (i—;) = 0
geben fofort die gwey beflimmten Werthe
\:;—1 unp y:%.
@ubftituirt man diefe Werthe in den Gleidhungen

dzn ek
(dx'—) S A

d* u
= a — —_— 2
dxdy 8 X ¥

d*u
:l-)-": — R,
fo erbdlt man
: 2'a a 2a
1’:—--:-,]—, Q:—g,ﬂ:-——-f—;

alfo andy,

a*

S — PR )3:_.‘
B
Da alfo P und R negativ, und S pofitiv ift, fo ift u ein Grofs
feS, wenn man :(=)':§; 0. D. wenn man bdie drey Theile der Grofiea

unter fich gleich nimmt.
Ex. 1L 2Bare eben fo die Gleichung gegeben

w=xt.y a—x—7),
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fo geben die ywey Gleichungen

(rl u du
=) Re B T = o
d *) (d )‘)

fofort die gtwey betimmten LWerthe

a 1
e — 141} -— ]
und y 3

Subftituirt man diefe LWerthe in

dzu 5 Al
1) = X7 (6a —12x — by),
dzu b
(m) = xty (62— 8x—9Y)y
d*u
-{T;) — 83 ('_’-a—-!ax—()y),
fo erhalt man
at at at
P:—;;Q:-——lzf B—_E’
alfo aud)
2 aE

mithin ift aud) das Produft
1u=xy*(a —x — y) fie

umd y = 2 ein Grofites.

X 3
3

I

A A MR LA L

X.
Berwechslung des confranten Diffeventials.

§- 85. (Derwandlung Yer hiheren Diffeventialausdriicke
in {olche, Ddie kein evites Differential als conftant voraus-
{etyen). @8 ift beveits oben (§. 38) gefagt worven, daf in jedem Aug-
drucke, in welchem jwente oder nodh hohere Differentialien vorfommen,
irgend ein erftes Differential al8 conftant angenommen werden muf.
Gewdhnlid) wahlt man dagudas Diffevential von x, fo daf d x== const,
alfo audy d*x, d®x 1. f. gleich Null vorausgefest wird. Allein man
fann auc) irgend ¢in andered erftes Differential, g B. dy, oder auch

s
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irgend einen aud erften Diffeventialien jufammengefesten Ausdruc,
3 9. ydx ober VAx® + dy? u.f. a8 conftant annehmen; und unfere
Abficht ift es nun, gu zeigen, wie man einen Differentialausdrud, in
weldem dx = const. angenommen worden ift, gu verdndern habe,
wenn irgend ein andered Differential al8 beftdndig vorausgefest wird.

3u diefem IwecFe wird es am einfachiten fepn, dasgjenige Werfahren
st fuchen, weldyes man anguwenden hat, um einen Differentialausdrud,
in weldyem, wie gewohnlich, dx == const. ijt, in einen andern ju vers
wandeln, in weldhem iberhaupt gar Ffein erfied Differential beftdndig
if. Denn obfchon ein jeder Ausbruck bder lepten Art, ivie bereits
a. a. O. gefagt wurde, Feine beflimmte BVedeutung hat, fo wird es
dod), wenn man ihn einmal erhalten hat, febhr leicht feyn, denfelben
fo umgugeftalten, daf dabey irgend ein andered Differential conftant
angenommen wird.

— dy dp dq
@ep der Kiirge wegen p = et W e e U for
alfo audy, wenn dx conftant ift:
dz v : ﬂ_‘;v 5 f
g — —— [ =3 e
1 axe/ d x5 4

o, Wie gewdhnlich, y alé eine Funftion der unbeftimmeen oder unab-
hangigen Grofie x betrachtet wird.

@ieht man aber y fowohl, alé aud) x a8 eine Junftion einer
dritten Grofe t an, und betradytet man t al8 die unabhangige oder als
diejenige Grofie, deren crfled Differential dt conftant ift, fo hat man,

ie in §.30,
dy dy dx
((ﬁ) = ((1 \) (ll! ? QID audg
dy dy
dx I9e¥ (:L:) (d [)

Diffeventiivt man aber diefen Ausdrud von p, indem man das
erfte Differential von t al8 conftant betrachtet, nad) §.28, fo bat

man
dx dy dy dzx
dp = ('l l) (dt) (nlt)(dt

d iz

alfo audh, wenn man im Sdhler wid Nenner die Grofe d1* wegldft,

dp
T ober q =

dxd*y — dyd2x

d x5
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Diffeventiive man diefen Ausdruck wieder nach §. 28, {o erhdlt
man
dq = rdx ober
dx*dsy — 3dxd2xd?y J- 3dyd2x2 — dxdydsx

] LT o . f. w.

Danun q.dx*=dy md r.dx*=d3y u. f. ift, fo fieht man,
Daf man in eimem Ausdrucke, in weldem dx conftant iff, fir d2y,
d®y ... folgende Werthe fubftituiven muff, um einen andern Ausdruck
Fu elba[mn, in weldem Fein erftes Differential conftant ift.

Fur d?y wird man namlich fe!;cn‘

dxdzy — d vd"-\ dy
2 - .d
dx [

und fiir d®y wird man annehmen:

3dzxdzy 3dydzx? dydsx At dxd?y —dy ']2‘]

d3_v~— dx : +

AT e A g dxs

eI F
Ex, Sey
(dx> J-'d j'l")%
T i
Worausgefest, daf in diefem Ausdruce dx conftant angenommen wor-
ben iff. Wil man ihn in einen andern Ausdruck verwandeln, in wel-
dyem fein erftes Differential conftant ift, {o hat man fofort, wenn man
der Kiirge wegen ds? = dx* - dy> fet:

dss

i oder

1ydex
dx ((Py — —[au)lT‘;—\)

d 83

P = . . . (D)

dxd*y — dyd*x
und in diefem Ausdrucke ift fein Differential conftant. Sept man da-

:}:

et A dss ‘i
ber in ibm dx = const., fo ethdlt man Y= gyayy e guoor.
b d s5
Sept man aber dy conftant, fo ift y = — I Seht man ds

conftant, alfo audy
d.V/dx* =dy* = o ober dxdix - dyd’y =
fo bat man, wenn man mittelft der letsten Gleichung aus (1) die Grofe
d?x eliminirt:
dsdx

‘/::T}— . . . (a)jI
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oder, wenn man d*y eliminirt:

dsdy
e i T A LW
oder endlich, wie aus (a) folgt:
dx (dx J- d)_) T PN Y L SI
= dzy Vdxz 4 d“'.ﬁ > 1)_
¥ R dz y V + :l &
2N . 2%
und da, nad) der vorhergehenden Bedingungsgleidyung E::ﬁilrf_ ift,
oy
ds2

= Vanerngt ) ey Qe

und jede der- drey Gleichungen a, b, ¢ fest das Differential d s als
conftant voraus.

§. 86. (Analoge Aenderungen anderer Differentialaus-
driicke).  isher haben wir vorausgefest, daf der gegebene Ausdruct
bas erfte Diffevential von x, oder d x al8 confiant vorausfest, wie dief audy
in der That gewdhnlich der Fall ift. Allein guweilen bat man audy Differen-
tialausdriicke , in weldyen irgend ein anderes , gufammengefetstes erjtes

Differential als conftant angenommen worden ift, und s ift daber nody
tibrig , gu eigen, wie man auch diefe in folche verwandeln Fann, die
Fein Differential conftant vorausfesen,

Jtehmen wiv §. B. an, daf der gegebene Differentialausdruct die
vorbergehende Grife ds = Vdx* - dy* alg conftant vorausfese,
fo bat man, wenn man wieder die vorhergehende Bedeutung von p,
Ir. Lie oo annimme:

dxv1 + p* = const.,

alfo auch, wenn man diefen Ausdruck differentiirt :

e S 1x2
dzxv/r i CETEE S e ober
_'] P 1 ‘,/l + l]i
d*x — — -M—_—‘
25 P

Da ferner dy = pdx ift, fo ift audh
d*y = qdx* - pdx* ober

d x2
dry = :
: L i
Gept man in diefen Ausdricen Hon d*x und d*y fiir p und q
die bereits in §. 85 erbaltenen Werthe
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1 2y — dyd2s
P=[T£ Tnh q___._(lt( y dydx
C

!

d x>
fo fiebt man, daf man fiatt
dy2dex — dxdyd?y
dx* 4 dy?
dxtd*y — dxdyd2x
dx* 4 dy*
fubftituiren muf, um einen Ausdeuct gu erbalten, in weldyem Fe in
Differential conftant angenommen wird,
Ex. ir haben guvor (§.85) den Ausdruc erhalten :
d s>
—_—
\/l[: 12 + dz }--.:
in welhem ds conftant vorausgefest ift. Subtituivt man in ibnen
fiie d* x und d*y die vorhergehenden Werthe , fo erhdlt man
d st
T = Vl@xdy:—dxdyd2y)? 4 (dx2diy—dxdyd*x)?]”
Gntwickelt man die beyden Ouadrate des Nenners, fo exhalt man
B d st
£ Vidx*+4dy2) (dx2dty>+dy*d>x:—2dxdydixd?y)] 4
und daber

d2x Ddie Grofie ; und ftatt

d>y bie Grofe

y:

d s3
wie in §.85, wo Fein Differential confiant angenommen wird.
I. Hatte man einen Differentialaugdruck, in weldhem das erfte
Differential ydx al8 conftant vorausgefest wird, fo wird man auf
diefelbe LWeife finden, dap man in ihm

P dxd
d*x in —-——yl; und

A 1 vdex 1 w2
&y in dry — 21— L

dx y

verwandeln muf, um einen Auddruck gu erbalten, in weldem Fein
Diffevential conftant ift.

T P —
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