




Differential der algebraischen Funktionen.

Z. 2/,. (Diltercnüal und Dlt't'errntial-Clictttrlcnt.) Funk¬
tion einer veränderlichenGröße x nennt man jeden analytischen Aus¬
druck, der auö dieser Größe x und andern nnveränderlichen->, K, . . .

zusammengesetzt ist, wie z. B. -> x oder oder >/u^-j-Nx u.s. w.,

wo dann x die S t a m m g r ö ß e dieser Funktion heißt. Wir wollen,
solche Funktionenvon x überhaupt durch das Zeichen k(x) ausdrücken.

Wenn in einer solchen Funktion u —ksx) die Stammgröße x
sich ändert, und z. B. x-s-I> wird, so wird auch die Funktion k (x)
sich ändern oder in — ksx-s-b) übergehen, und man wird die auf
diese Weise erfolgende Änderung der Funktion erhalten, wenn man diese
beyden Werths und u derselben von einander abzieht. Eben so wird
also auch daö Verhältniß der Änderung u/ — u der Funktion zu der
Änderung Ii ihrer Stammgröße gleich seyn:

iU — ii — k(x)—-— oder auch !—s .
Ii Ii

Hac man z. N., um dieß sogleich durch einen besonder» Fall zu
erläutern, die Funktion

il ----- k sx) a x^
gegeben, und geht x über in x-s-b, so erhält man

----- ksx-s-I>) — s sx-s-b)-,
oder wenn man entwickelt:

11/ ----- g -s- 2 k> x -s- b-);
also auch, wenn man von diesem Ausdrucke den früheren Werth dersel¬
ben oder u----ax^ abzieht, und durch Ii dividirt:



§. 2 4.

Dieses Verhältnis; ^ " der beyden Änderungen, der Funktion

und ihrer Stammgröße, desteht, wie man sieht, ans zwey Theilen

sax und all, von welchen allein der letzte von der Größe der Ände¬

rung K der Srammgrößc x noch abhängig, der erste aber, oder Lax,

davon ganz unabhängig ist.

Je kleiner nun Ir wird, desto mehr nähert sich das Verhältnis

^ dem Werthe ssx, als einer Gränze, die eö erst dann er¬

reicht, wenn K kleiner wird als jede andere noch angebliche Größe, in

welchem Znstande dann I, eine unendlich kleine Größe genannt

wird. Man bezeichnet diese unendlich kleine Veränderung b der Stamm¬

größe X durch rix, und die durch sie erzeugte, im Allgemeinen eben¬

falls unendlich kleine Änderung u/ — u ihrer Funktion durch clu, so

daß man daher hat
»l u
-- — LUX. ,a x

Mau nennt aber rix und <lu das Differential der Stamm¬

größe x und ihrer Funktion u, so wie man das Verhältniß den

D i ffe r e n ti a l-C o e ffi c ien t e n der Funktion zu nennen pflegt,

so daß daher der D i ff e r e n t i a l - C o e ffi ei e n t einer Funktion die

Gränze ist von dem Verhältnisse der Änderung der Funktion zu der Än¬

derung ihrer Stammgröße, welcher Gränze sich nämlich dieses Ver¬

hältniß immer mehr nähert, je kleiner die Änderung clx der Stamm¬

größe wird, bis es endlich, für ein unendlich kleines clx, diese Gränze

selbst erreicht.

Ganz eben so hat man in einem zweyten Beispiele

u — s x^,

wenn x wieder in x -s- K übergeht,

g(x-s-K)', und daher

" ^ — s (3 x- -f- Z I, x -ss. I,-);

und auch hier ist bloß das erste Glied 3sx- des Verhältnisses "

von der Größe Ir unabhängig, und daher dieses Glied wieder die Gränze,

welcher sich jenes Verhältnis; immer mehr nähert, je kleiner b angenom¬

men wird, so daß also dieses Gränzverhältniß, wenn Ii gleich clx oder

unendlich klein wird, durch
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llu .-— ^ 3 ö X-
ci x

ausgedrückt wird, u. s. f. i» allen anderen Fällen.
Man sieht daraus, daß, wenn auch die beyden Änderungen

und clx der Funktion und ihrer Stammgröße, jede für sich, unendlich
klein sind, daß doch daö Verhältniß derselben oder daß der Differential-

Coefficient^ demungeachteteine endliche Größe seyn kann.
Der Gegenstand der Differentialrechnungist es nun, diesen Dif¬

ferential-Coefficicnten oder dieses Gränzverhältniß der Änderung der
Funktion und ihrer Stammgröße für alle gegebenen Funktionen zu be¬
stimmen. Ehe lvir aber diese Bestimmungenvornehmen, wird es an¬
gemessen sei)», einige Bemerkungen über dieses Geschäft vorausgehen
zu lassen.

A. sZ. (Einfachere Darstellung und Erweiterung des
^nchcrgchendeil ) Das in unserem vorhergehendenersten Beispiele

erhaltene Gränzverhältniß ^ — 2 ->x läßt sich auch in Gestalt einer
gewöhnlichen Gleichung auf folgende Weise ausdrücken:

Nu ^ 2 Ä X cl X,
in welcher s und x endliche, clu und rix aber unendlich kleine Grö¬
ßen bezeichnen. lim aber zu dieser Gleichung zu gelangen, kann man
annehmen, daß sie aus der analogen früher erhaltenen Gleichung

cl n (2c>x-s-gilx)clx
dadurch entstandenist, daß man in ihr die unendlich kleine Größe uclx
gegen die endliche 2sx weggelassen hat.

Ganz eben so hatten wir in unserem zweyten Beispiele anS dem
gegebenen Ausdrucke u —ux^ für die Differenz — u oder cl „ er¬
halten :

cl u — s (3 x^ -s- 3 x cl x -j- <l x^) clx,
welchen Ausdruck man auch so darstellen kann:

cl u ^ s3 u X' -s- g (3 X -j- cl x) ü x^ <l X.
Läßt man hier wieder die unendlich kleine Größe cl X gegen die

endliche 3 x weg, so ist

ciu,^s3ax'-s-3gxcixsstlx oder
3 u ^ 3 u x sx -s- cl x) cl x,



und wenn endlich auch hier x ss. ckx gleich x gesetzt wird, so erhält man

cku^-3ax^ckx oder ^ 3 a xck, wie zuvor.
lt X

Man kömmt also zu demselben Zwecke, wenn man, wie in dem
Vorhergehenden,das Gränzverhältniß der Änderung einer Funktion zur
Änderung ihrer Stammgröße, oder wenn man, wie hier, die Verän¬
derung cku einer Funktion sucht, die aus einer Änderung ckx ihrer
Slammgröße entspringt, vorausgesetzt, daß man, bey dem zwcyteu
Verfahren, diese Änderung ckx so klein annimmt, daß sie gegen jede
andere endliche und noch angebbare Größe als verschwindend zu betrach¬
ten ist.

Beyde Verfahren fähren zu demselbenResultate, aber das letzte ist
offenbar einfacher und zur Anwendung bequemer, obschon es übrigens nur
als ein wegen dieser Einfachheit eingeführter, abgekürzter Ausdruck des er¬
sten, oder als ei» bequemes Mittel zu demselben Zwecke zu betrachten ist.
Demnach besteht, dieser zweyten Darstellungsweisezu Folge, daSPrincip
dcrDifferentialrechnungdarin : »daß man zwey endliche Größen, welche
»unter sich nur durch eine unendlich kleine Größe verschieden sind, als
»völlig gleiche Größen betrachtet,« weil man nämlich nach der vorher¬
gehenden Erklärung des Wortes »unendlich klein« zwischen jenen zwey
Größen keine weitere noch angebliche Ungleichheit auffinden kann.

I. Wenn man aber diesen Begriff der unendlich kleinen Größen
einmal eingeführt hat, so folgt unmittelbar daraus, daß die Verhält¬
nisse dieser so wie der endlichen Größen unter einander sehr verschieden,
und selbst wieder unendlich klein seyn können. Ist z. B. ckx eine un¬
endlich kleine Größe, so ist das Verhältniß deS Quadrates derselben

zu ihr selbst gleich also gleich ckx, oder dieses Verhältniß ist selbst

unendlich klein, so daß man daher, nach demselben oben aufgestellten
Principe, die Größe ckx- gegen ckx weglassen, oder daß man die bei¬
den Ausdrücke ckx-f- ckx^ und ckx als nicht mehr unter sich verschie¬
den, sondern als vollkommen identisch betrachten muß, wie dieß auch
schon oben bep unserm zweyten Beyspiele geschehen ist, wo man die
Größe 3xckx-j-ckx^ gleich 3xckx angenommen hat. I» der That
ist auch ckx -f- ckx- ckxf, -f- ckx), und da, nach dem erwähnten
Principe, i -f-ckx gleich > ist, so muß auch ckx-f-ckx^ gleich ckx
seyn.

Man pflegt aber solche Größen, wie ckx^, unendlich kleine
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Größen der zweyten Ordnung zu nennen/ und diese über¬
haupt durch cl^x anzudeuten/ so daß also Ausdruckeder Form cl^u,
«Ix-, üx. ck)- u, f. als unendlichkleine Größen der zweyten Ordnung
anzusehen sind, weil ihr Verhältniß zu den unendlich kleinen Größen
öl»/ ckx, ä// ... der ersten Ordnung selbst wieder unendlichklein
ist. Ganz eben so wird man also auch unendlich kleine Größen der drit¬
ten Ordnung erhalten/ und diese allgemeindurch ä-u andeuten/ wo

in Beziehung auf seine Ordnung gleichbedeutend ist mit äx- oder
ckx' . cl^, oder clx . 6^ . cks u. s. w.

II. Übrigens wird man auf diesen Begriff der unendlich kleinen
Größen durch die uns von allen Seiten umgebendenErscheinungender
Natur gleichsam von selbst geführt/ und man kann sie daher nicht/ wie
Manche glaubte» / als bloße Einbildungen betrachte»/ die sich die Geo-
meler zu ihren Untersuchungen ausgedacht haben. So wächst die Zeit
durch die Aufeinanderfolgevon Momenten, deren Intervalle kleiner sind/
als jede andere angebliche, wenn auch noch so kleine Zeit. So wachst die
von einem bewegten Körper beschriebene gerade oder krumme Linie auf eine
Weise, daß der zwischen je zwey nächsten Punkten dieser Lmie enthaltene
Zwischenraum kleiner ist, als jede andere noch angebbare Linie, u. s. f.

Aus diesem Grunde wird man auch jene krummen Linien in der
Geometrie, unserm aufgestellten Principe gemäß, als Polygone von
unendlich vielen unendlichkleinen Seiten betrachten können, und die
auf diese Betrachtung gegründeten Resultate werden mit denjenigen
als identisch zusammenfallen, die unmittelbar aus dem Begriffe der
stetigen Aufeinanderfolgeder Punkte hervorgehen,die ein in Bewegung
begriffener, und dadurch diese krumme Linie beschreibender Körper nach
und nach einnimmt. Ein in einem Kreise eingeschriebenes oder ihm um¬
schriebenes Polygon wird diesem Kreise desto näher kommen, je kleiner
die Seiten dieses Polygons sind, und beyde, Kreis und Polygon, wer¬
den als ganz identische Größen zusammenfallen, oder der Unterschied
zwischen beyden wird nicht weiter angegebenwerden können, wenn ein¬
mal diese Seiten des Polygons selbst kleiner als jede noch angebliche
gerade Linie, d. h. wenn diese Seiten unendlich klein seyn werden, wo
dann sofort auch jede dieser Seiten deö Polygons mit dem zu ihr gehö¬
renden Bogen der krummen Linie, oder wo die Sehne jedes Bogens
von ihrem Bogen selbst nicht weiter zu unterscheiden, und daher beyde
von gleicher Größe seyn werden.

Ilk. Die Geometrie, die unö auf diese Weise gleichsam von selbst
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auf die Betrachtung der niiendlich kleinen Größen fuhrt, leitet »iiö auch

»och auf den linterschied, der zwischen diesen unendlich kleinen Größen

in Beziehung auf die oben erwähnten Ordnungen derselben Statt hat. —

Nach einer bekannten Eigenschaft des Kreiseö verhält sich der Sinus-

versus eines Bogenö des Kreiseö zu der Sehne dieses Bozens, wie sich

diese Sehne zu dem Durchmesser des Kreises verhält. Nennt man also

ck den Durchmesser deS Kreiseö, und s die Sehne, so wie x den Si-

nusvcrsuö eines Bogens desselben, so hat man

Ist daher der Bogen und also auch seine Sehne s eine unendlich

kleine Größe der ersten Ordnung, so ist, wie die letzte Gleichung zeigt,

der SinuöversuS dieses Bogenö eine unendlich kleine Größe der zweytcn

Ordnung. Eben so ist der Flächeninhalt einer in allen ihren Dimen¬

sionen unendlich kleinen Oberfläche immer wenigstens eine unendlich

kleine Größe der zweyten Ordnung, weil er kleiner ist als das Quadrat

der längsten geraden Linie, die man von einem Punkte des UmfaugeS

dieser Oberfläche zu einem andern ziehen kann. Und eben so ist endlich

das Volum eines in allen seinen Dimensionen unendlich kleinen Körpers

wenigstens eine unendlich kleine Größe der dritten Ordnung, weil die¬

ses Volum des Körpers kleiner ist als der Würfel der längsten geraden

Linie, die man von einem Punkte des Umfangeö des Körpers zu einem

andern ziehen kann.

Dieß wird geniigen, dem Leser von der Beschaffenheit unseres

Gegenstandes und der nun folgenden Art seiner Behandlung Rechen¬

schaft zu geben. — Gehen wir nun zu unserem oben angeführten Zwecke

die verschiedenen Funktionen durch, und betrachten wir unter ihnen zu¬

erst die algebraischen Funktionen, d. h- diejenigen Ausdrücke,

welche keine sogenannten transccndentcn Größen, wie a', log. x,

»rv. üin.x u. dgl. enthalten.

sl>. (Dift'ercnlial der emt'aclislcn ulZelnailtljrit Funk-

tumcn.) Scy zuerst die Funktion

u ^ f(x) ^ . Ux

gegeben, ivv A und U coustante Größen bezeichnen. Dieß vorausge¬

setzt , hat man nach dem Vorhergehenden

ck u — l sx -j- ck x) — kx oder
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cl u — — II sx -s- cl x)^ — — L x^,

das heißt, man hat
3 u — — IZclx,

und dieß ist daS gesuchte Differential der Funktion ^ — kZx, also ist

auch der Differential-Coefficient dieser Funktion

ll X

Ist eben so die Funktion

u — ^ — lg X -s- tl X' — l) x'

gegeben, so findet man auf dieselbe Weise

u -s- cl,t — — L sx -s- cl x) -s- <n (x -s- cl x)^ — l? (x -j- cl xP,

und wenn man davon den vorigen Ausdruck abzieht:

clu --- — Läx -s- L cl X s2 X -s- cl x)

— O cl X s3 x^ 's- 3 X cl X (I -s- cl x)ff

Da aber nach dem Geiste der Differentialrechnung die Größe»

2x-s-clx, 3 x^ -s- 3 X cl X und I -s- llx

in derselben Ordnung gleich

sx, 3 x- und «

sind, so hat man sofort für das gesuchte Differential

cl u — L cl x -s- sLxclx — 3I^x^lIx,

oder für den gesuchten Differential-Coefficienten

^ — — v-s-2cx-3vx'.tl X '

K. 27. (Differential eines prodnktes.) Sey u das Produkt

von zwei) veränderlichen Größen x und /, oder sey die Fnnktio»

u — X)'

gegeben, so hat man

u -s- cl u — (x -s- cl x) s)' -s- cl )) oder

u clu X -s- Xcl ^ -s- ^ cl X -s- clxcl)-,

oder wenn man von diesem Ausdrucke den ersten u xz- abzieht, und

den Rest durch cl x dividirt:

llll xcl>- .

chx ^ cl^ ^ '
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V

Da aber der Differential-Coefficicnt nach dem in h. s5 Ge¬

sagten eine endliche Große ist, so ist auch und 7 eine endliche,

67 aber eine unendlich kleine Größe, und daher -77^--ff ? ^ ^ 7°

gleich -ff 7, daß man daher hat

cl u x cl

^ n-

oder wenn man alle Glieder dieses Ausdruckes durch >1 x multiplicirt:

6.(x>) ^ X67 -ff ^ax.

DaS Differential eines Produktes von zwey veränderlichen Facto¬

rs» ist daher gleich der Summe der Produkte eineö jeden dieser Facto-

ren in das Differential des anderen.

Wäre eben so das Produkt u ---x/? von drey Factoren ge¬

geben, so setze man der Kürze wegen X7 t, wodurch man erhält

u — t?, also auch, nach dem Vorhergehenden,

tlu ^ tcl^ -ff 2 clt.

Aber da der Ausdruck t —X7 nach dem Vorhergehenden gibt

ölt x>Z^ -ff )-6x, so erhält man, wenn man diesen Werth von ä r

in dem vorhergehenden Ausdrucke von ck u snbstituirt:

ck.xyi? — x^cl^ -ff x^ä^ -ff 726 x.

Eben so würde man, wenn x, x>, x^, x">, . . . verschiedene

veränderliche Größen sind, und das Produkt

u xx^x^x/" . . .

gegeben ist, für das Differential derselben finden

clu — xx/x".ckx"> -ff xx>x/".ckx" -ff x x^ . 6 x^

-ff x/ x" x^/. 6 x, u. s. w.,

so daß daher das Differential eines Produktes mehrerer Factoren gleich

der Summe der Produkte des Differentials eineö jeden dieser Factoren

in alle übrigen Factoren ist.

Auch kann man de» Differential-Coefficienten des letzten Aus¬

druckes auf folgende einfachere Weise darstellen:

ll . X x' x" . . . ri X , <1x/ cl x"
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Z. 2». (Dlt'trrential. rincs (Quotieitttu.) Sey der Ausdruck
Xu -

gegeben. Man suche daö Differential von u.
Da dieser Ausdruck auch so dargestellt werden kann :

so hat man sofort (nach H. 27)
<l X Iicl^ -si- ^cltt oder
^ tl X u ll Vdu ;

oder endlich, wenn man in dem letzten ZlüSdrucke den Werth von

u - substituirt:
V ü X — X <1V

<l u --- - .

Daö Differential eineö Bruches ist daher gleich dem Produkte deö
NennerS in das Differential deö Zahlers, weniger dem Produkte deö
Zählers i» das Differential des Nenners, diese Differenz dividirt durch
das Quadrat des NennerS.

Z. 2g. (Oit'tcrciltilü einer Potenz.) Wir haben oben, zu Ende
des h. 27, den Ausdruck erhalten:

<1X ä x^ <1x" .
XX x" . . . x ^ x' ^ x" ' ' ' '

Setzt man aber alle diese Größen x, x^, x", . . . unter sich
gleich, und nennt n die Anzahl derselben, so geht der vorhergehende
Ausdruck in den folgenden einfacheren über:

<1 . X-> ,tx
^ ' I

woraus sofort folgt

, —— nx->

ck . X" n x"^' ü x,

und in diesem Ausdrucke bezeichnet offenbar die Größe n eine ganze und
positive Zahl.

I. Sey u x^ und ^ ein positiver Bruch.

Da der gegebene Ausdruck auch so dargestellt werden kann:
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so hat man nach dem Vorhergehenden, da » und K wieder ganze po¬
sitive Zahlen bezeichnen:

I, 6 u a Z x oder
. c! x

- A
Snbstitnirt man hier statt seinen Werth (x^)^' — x ,

so erhält man:
a ^ — »,

(I Ii 7m 7- x^ ci X.d

Ist daher ^ n, so ist auch
<t u — n x°^' ä X,

wie zuvor, obschon n ein positiver Bruch ist.
Da ferner die irrationalen Zahlen als die Kränzen ihrer ra¬

tionalen Näheruugswenhe betrachtet werden, so kann in dem letzten
Ausdruckevon cl u die Größe n selbst eine positive irrationale Zahl be¬
zeichnen.

II. Hat endlich diese Größe n einen an sich positiven Werth
(ist z. B. nund ist der Ausdruck gegeben

u — x—",

so ist auch u.x" — i. Setzt man / — x", so ist , und die¬
ses Produkt gibt (nach §. 27)

uclp -s- )- ck u ^ c>.
Allein der Ausdruck 7 — x", wo n eine positive, ganze oder ge¬

brochene Zahl ist, gibt nach dem unmittelbar Vorhergehenden
ck / " n x"^' kl X.

Snbstitnirt man diesen Werth von 67 in der obigen Gleichung,
so erhält man

ä u — n x^ " " ' 6 x,

wie zuvor, obschon n eine an sich negative Zahl ist.
Das Differential einer Potenz x">, wo m eine ganze oder gebro¬

chene, positive oder negative Zahl ist, wird daher immer gleich seyn
dem Produkte des Erponenten in die um die Einheit nächst niedere Po¬
lenz, und in das Differential der Wurzel dieser Potenz.

g. Zu. (Differential der Mammengefetste» Funktwnen.)
Alle übrigen algebraischen Funktionen sind aus den vorhergehenden
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(§. 2b—sc)) zusammengeseht, und lassen sich daher auch nach den be¬
reits gegebenen Vorschriften differentiiren.

Sey z. B. die Funktion

gegeben, so Hot man für das Differential derselben
6 u — n sa-s- l> x)"^'. ä sa-s-t> x") , oder da

cl s a -f- b x'" ) — in l> x^—> 6 x isi,
ü rr m n Iz s o -ft Izx'")»^' . x°"^' cl x.

Denselben Ausdruck würde man einfacher erhalten, wenn man
), -i- a -ft kx>", und daher u --- )" seht.

Denn dann ist
<l n < 'l ^-— ^ n v"^> und --- m ux"'-^',ä ^ cl X

und daher, wenn man den Werth von aus der zweyten dieser Glei¬
chungen in der ersten substituirt

I. In diesem Beispiele wird also u als eine Funktion von und
X als eine Funktion von x betrachtet, und der Differential-Coefsicient
von u in Beziehung auf x gesucht, wo x als die unabhängige Größe
gedacht wird, von welcher 7 unmittelbar und n mittelbar, nämlich durch
Vermittlung der Größe)', abhängt.

II. Hat man, um dieß allgemein darzustellen, drey Größen u,
^ und x, deren die erste eine Funktion der zweyten, und die zweyte eine
Funktion der dritten ist, und bestehen zwischen diesen drey Größen die
folgenden zwey Gleichungen

wo die Zeichen k und im AllgemeinenFunktionen andeuten, so kann
man auch daß Differential von u in Beziehung auf x finden, ohne erst die
Mittelgröße ^ aus diesen zwey Gleichungen zu eliminiren. Denn wenn
diese drey Größen durch irgend eine Anden ing der unabhängigenGröße
x in einen neuen Zustand übergeben, wo sie, in der angeführten Ord¬
nung durch u/, und x^ bezeichnet werden sollen, oder wo sie die Än¬
derungen »c — ^ ^ und x> — x erlitten haben, so hat man

n sa -j- l,x>")"

n — k H-) und / ^ sx)

— u
X' X

üttec'w's Ztnl. z. hijh. Math.
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also auch, wenn man von diesen Verhältnissen die Gränzen nimmt

«!»

Ux Vc>ZV V^x/^

und in diesem Ausdrucke ist das erste ä u die vollständige gesuchte Ände¬

rung von u, die aus einer gegebeneu Änderung der unabhängigen

Größe x entspringt; während das zweyte <l u nur diejenige Änderung

von n ist, die aus einer Änderung von ^ entspringt, welche lehte selbst

wieder von der Änderung der unabhängigen Größe x abhängt, so daß

also der Ausdruck unbestimmt bleibt, so lange "'cht be¬

stimmt ist. I» unscrm Bcyspielc ist

""d

und beyder Größen Produkt ist

mnb> ) . x""^' oder mnk s -> -s- I, X'" )»^'. x">^>;

das heißt, ist gleich wie zuvor.

Hätte man, um diesen allgemeinen Ausdruck noch auf ein zweyteS

Beyspiel anzuwenden, die zwcy Gleichungen

u ^ -s- und -s- — x,

und sucht man das Differential von u in Beziehung auf x, so hat man,

ohne erst zur Elimination von 7 aus diesen zwei) Gleichungen zu gehen,

",.d
-st 2)'-

also ist auch jofort

ckx ^ vöv/ '

II. Bcyspiele. Durch Anwendung des angezeigten Verfahrens

findet man:
.. —x) cl X

cl.vnsx — x^ ,
z/ 2 u X — x'-

^ 3 U x
kl V» -f- ^ - V!> ch^ ,

/, p/ a -j- x

, sa— 3x)llx
<l . so x) n — x ) ,2 a — x

-> -p ^ 2 » il x
ck . ' — , rx ka — x - xP
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ä.

!> -s- !i Ii X'

— !>- ll X
I. ' X-

k^llx

X /a st- ^ X- (s st. d x2)?

15.

Differential der transcendentenFunktionen.

Z, 3>. (Oitü-reittial der Logarithmen). Bezeichne»wir de»
Differential--Coefficientendes Logarithmus von x, da uns derselbe noch
unbekannt ist, vorläufig durch die Funktion ?(x), so daß man also hat

ü . Ic>?. X — ^ sx) . clx.
Da in diesem Ausdrucke die Große x ganz willkürlich ist, so kann

man für sie auch jede andere Größe, z.B. x" setzen, wo n wieder eine
willkürlicheconstante Größe bezeichnet, so daß man daher auch haben
wird

ct . IvA. x" — s (x") . <I.x".
Allein nachdem Vorhergehendenist <Z.x" — nx->—'clx, und nach

einer bekannten Eigenschaft der Logarithmenhat man Ic>g.x»---n IoA. x;
also ist auch

ncl . 1c>A. x — sx") . n x"—> ü x.
Substituirt man in dieser Gleichung statt <l.1oA. x den vorherge¬

henden Ausdruck x(x)clx, und dividirt dann zu Heyden Seiten deS
Gleichheitszeichens durch nclx, so erhalt man

x . 5> sx) — x" . sx").
Da nun x", wegen dem ganz willkürlichen Exponenten n, jede

Größe vorstellen kann, so zeigt die letzte Gleichung, daß der Ausdruck
x.^sx) keine Änderung erleidet, wenn man auch in ihm statt der
Größe x irgend eine andere Größe x" substituirt, und daß daher dieses
Produkt x.x(x) von x selbst völlig unabhängig, d.h. daß es irgend
eine constante Größe seyn m»ß. Bezeichnen wir diese constante

4*
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Größe durch m, so ist x. x (x) ^ m, und da 5 . log. x ^ sx) äx war,
so hat man für daS gesuchte Differential des Logarithmus

«l . log. X — IN .
X

Wir werde» bald Gelegenheit haben, diese coustante Größe m
näher zu bestimmen. Am einfachsten und natürlichste»wird es offen¬
bar seyn, sie gleich der Einheil anzunehmen. In der That nennt man
auch, wie wir später sehen werden, diejenige» Logarithmen, für welche
diese Coustante in gleich der Einheit ist, die natürlichen Logarithmen.
Wir wollen sie diesem gemäß durch log. »->>. bezeichnen, so daß man
für diese Logarithmenhat

II üXcl . Ic>" nett, x — —,^ x ^

während wir jede andere Gattung von Logarithmen, zum Unterschiede
mit jenen, gemeine Logarithmen nennen, und durch log. com. anzei¬
gen wollen, so daß man für dieselben, wie zuvor, haben wird

Ii clx
rl . log. vom. x ^ in . ,

X

wo die Coustante m von der Einheit verschieden,übrigens unserer Will¬
kür überlassenist.

Z. 32. (Differential der EvponentialZröfzcn). Es sey der
Ausdruck

7 ---- a*
gegeben, wo s eine coustante, und x so wie 7 eine veränderliche Größe
bezeichnet. Nimmt man von diesem Ausdrucke die natürlichen Logarith¬
men, so hat man

log. nst. 7 ---- X . log. nur. s;
und wenn man davon, nach H. 82, das Differential nimmt, so ist

rl 7 .
clx . log. Hat. a, oder

clx . log. init. a, oder endlich

cl . — a'üx . log. iiat. 0.
1. Wäre die hier willkürlich gewählte Coustante a diejenige, hier

übrigens noch unbekannteZahl, deren log. nur. gleich der Einheit ist,
welche in der Folge noch oft vorkommende Zahl wir immer durch v an¬
zeigen wollen, so würbe man haben
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lo^. not. e i und
6 . e*3x.

II. Sei) noch der Ausdruck

u -- x^

gegeben, wo x sowohl als auch der Exponent 7 veränderlich ist. Nimmt
man von ihm die natürlichen Logarithmen, so ist

Ic>A. nst. u ----- 7 . IoA. nat. x,

und davon ist das Differential (nach §. 28 und 3a)
3u . u X
—- — elv . lyc.. n-it. x -s- 7 . ,n " ' ^ x

oder es ist

3 . x^ --- 7x^'3x -ff- x^c>7 . IoA. n»r. x;
so daß daher das Differential dieses Ausdrucks gleichsam ans den
beyden 3. a'' und 3.x" des §. 3o und 82 zusammengesetzt erscheint,
wenn 7---11 gesetzt wird.

Z. 33. (Difterentiul der trigoiwmetril'chcir Funktionen),
tlm das Differential von sin.x zu finden, hat man (Einl. §. ig IV.)

3 . sin. x ----- sin. (x -j- 3x) — sin. x

sin. x 00s. 3 x -s- cos. x sin. 3x — sin. x.

Allein es ist (Einl. §. ig II.) für jeden Werth von 3x
. . . 3x

cos. 3x 1 — 2 —,2

und daher, wenn 3x unendlich klein ist, cos. 3 xFerner ist, im
ersten Quadranten des Kreises, der Bogen desselben immer größer als
sein Sinns, und kleiner als seine Tangente, oder eS ist

tsnA. 3x 3x > sin. 3x;

al so auch , wenn man durch sin.3x dividirt:
tan^. 3x lix sln. 3x
sin. 3x sin. ä x sin. Ux '

Da aber ^ , so ist die Einheit die Gränze,sin ctx cos. 3x ^

welcher sich das Verhältniß immer mehr nähert, je kleiner

3x ist. Da aber auch ^ ^ gleich der Einheit ist, so nähert sich auch
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das Verhältnis; ^^7 der Einheit desto mehr, je kleiner clx ist, so

daß man daher für einen unendlich kleinen Bogen clx hat:

00». cl x ---- i nnd sin. clx — clx.

Substiiuirt man diese Werths in dem vorhergehenden AnSdruck

von <l . sin.x, so erhält man:

cl . sin. x — <l x cos. x.

I. Setzt man in der letzten Gleichung go— x statt x, so erhält
man:

<z . sin. (gc> — x) — — llx cos. sgo — x) oder

cl . cos. x ---- — cl x sin. x.

II. Eben so erhalt man

sin. x cos x . cl sin. x — sin. x . <1 cos, x
cl . tsnL. x — cl . ^ ;

cos. x oos."x

also auch, wenn man hierin cl. sin. X nnd ä.cos. X auö dem Vorher¬

gehenden snbstilnirt:
. cl x

cl . tane. x -^2 ——— ;
" cos.^x

und eben so erhält man auch
1 cl x

cl . cotsn?. X — -7——,
^ sin."x

^ clx.sin,x
cl . scc. x — ^— ,

cl . cosoc. x

cos.^ x

cl x . cos, x

cl . sin. vois. x — c! x . sin. x und

cl . cos. vcns. x ^ — cl x . cos. x.

Z, 3ä. (Oikterentiol. der Kreisbogen), um das Differential

deS Kreisbogens, zu welchem die Größe x als Sinus gehört, oder um

cl. acc, sin. x zu finden, sey snc. sin.x; also auch x — sin.Diffe-

rirt man den letzten Ausdruck nach §.33, so erhält mau

<! x — cly . cos. ^ cl)' . ^/, — sin." ^ ^ 6/ . — x^,

also ist auch
. clx

cl . scc sin. x

l/ 1 — x-

I. Ganz eben so erhält man auch
cl x

cl . »rc. cos. x
— x-



§. 35. 55

>Ix

ä . sie. lang, x — ^ ^
<l X

lt . »' e. cotang. X — — ^ ,
<!x

N . src. seo. x - ,
X l/x^ — I

X ^
t! . uro. sin. vers. x ^ ^ — U. >. w-

>/2X —

z. 35. (Zul'nmmeni'tellung des vorhergehenden). Wenn

man die bisher von §. 27 an erhaltenen Ausdrücke zur bequemeren Uber¬

sicht zusammenstellt, so hat man

<l . XZ' X 3 ^ -s. 7ÜX,

x ^ ,l x — x <lv

^.7--—^

ll . X" --- nx°^'äx,
<1x

ti . I02. nat. x — — undx

cl x

Z . log. coin.x --- in .

il . g- --- a'üx . log. uat. !» und

U . e" ^ e"äx,

6 . x^ — /x^'clx -s- . log. nul. x.

«1 . sin. x — clx cos.x,

^ . vos. x — äx sin, x,

üx
cl . tan", x — ,

^ eos.- x

N x
U . cntans. x —

" sni.^x

clx
<l . aro. sin. x —

<tx
ü . arc. uns. x — —

6 . arc. tang. x ^ ^—^7,

cl x

.

>1x

SI'V. votang. X — — ,

/
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, ckxcl . gio. seo. x —

cl . are. sin. vors, x ^

x V- — I
äx

2 X

§. 3b. (Sci)tpiele )u dem dorhcrgehk'ndcn.) Wir wollen nun
die Vorschriftender vorhergehenden Nummer auf folgende Beyspiclean¬
wenden, in welchen das Zeichen log. der Kürze wegen statt log. not.
gesetzt wurde, und wo o die in §.3.2 I. erwähnteZahl bezeichnet, deren
natürlicher Logarithmus gleich der Einheit ist.

Sey zuerst
u log. ^

-j- X-
gegeben.

Setzt mau
so ist .

, — ., — —
V s- -j- X"-

Differentiirt man aber den Ausdruck von 7 nach §.28, so hat man
. ss^x"-) — x^-ss"-^.^) . »2 k! Xckv --- ! —- - ckx ,

s.2" ch- X2) >
lind daher

. a" ckx
ck a .

x so"- -j- x")
Sey eben so

I -j- X -s- I —Xu log. ^
l/ l Z- X — )/ > — X

gegeben.
Setzt man

7 — V/^ch-x-s-v^i — x und
2 — » -s- X — v/> — x,

so erhält man

U log. ^ --
ck^ ckx

n -1- log. ^ — log. ^ — log. 2, also auch

8 u

Allein es ist
^ 6 x ckx
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und eben so hat man auch

2 I x2
so daß daher ist

cl)' ,1 ü -s. 2-) (1 ü
^ ^ 2^7. — x2

Da man aber hat
-j- 2^ — 4 und — 2X,

so findet man endlich . rl x
<1N ^

x i — X?
Auf diese oder ähnliche Weise wird man sich auch von der Richtig¬

keit der folgenden Ausdrücke überzeugen,die hier, der Kürze wegen,
ohne weitere Erläuterung zusammen gestellt werden.

Ist u ^ (g -j- —- b a (s -s- /x)^,
so hat man

^ üx
(-» ^ Vxs

u — ^ -s- x-)' -
so hat man

Ist u — e. (a -s- x-)' — ^ (g -s- x")' -I- (a -s- x-)',

<l v — x^klxV^o -s- x^.
i . > -s- x" -t- x^)st u — - log. ^ ^

l/ - -i- X"- — X
so hat man

^ dxdu — — ^ .
/ I X'-

u ^ ^77- - >og. (x v/" -I- V» ^-x'-),
so hat man

au
ff >-

l/ l — X-
also das Differential von u reell, obgleich u selbst imaginär ist.

Eben so wird man erhalten:

ck . log. sx -s- ^/ > -s- X^
<l X

>/ I -j- x2

-l . slog. x)» — n (log. x)"^>
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. . > — ? -IX
<l . sr c. sin. —^ — ,

i -j- x^- i x'- ^

2X 2<1x
cl . sie. tanc. ^ ,

cl . lvA. sin. x ^ äx . coksnA. x,

i - , ^ o 2 -IX
cl . src. sin. 2 x s/ i— x" — — ,

I —

V' I -j. x2 — I -Ix
ck . src. tsns. ! ,

^ X 2 (. -i- X-)

cl . cos. ^log. ^ ^ . sin. ^>oA. ;

cl . cos. x''"-^ —6x eos.x^"'^ i cos.x . ioxi.cos.x V
V. " cos. x/

cl .lo,. (lox.x)---^-,

cl . c" (x — i) ----- . x c! x,

ck . e" (x" >— 2 x -j- 2) --- c^ . x^ cl x,

cl . s^ . d^clx . 1oZ. s . log. Ii,

cl . ----- c^ e^clx.

III.

Wiederholte Differentiationen und
Taylors Lehrsatz.

H. 37. (Höhere Oitkerentialieii). Da der Differential-Coef-

ffcient irgend einer Funktion von x wieder, wie wir auö allem Vorher¬

gehenden gesehen haben, eine Funktion von x ist, so kann auch er

ebenfalls einer neuen Differentiation unterworfen werden. Ist z. B.

u-----x», so ist der Differential-Cocsficient dieses Ausdrucks (nach §.29)

und wenn mau diese Größe r>x"^> neuerdings nach H.2-) differentiirt,

so erhält man n (n — i)x°^äx für daSDifferential derselben, oder,
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was dasselbe ist, für das zweyte Differential der ursprünglichen
Größe u. Drückt man dieses zweyte Differential von v durch 6" u aus,
so hat man

cl' u n sn — I) x"-^2 cl X- ,
wo daher das Zeichen 6- nicht mehr, wie sonst, das Quadrat von 6,
sondern bloß die zweymal wiederholteDifferentiation der Große u an¬
deutet, und wo, wie man sieht, dieser Ausdruck cl-u i» Beziehung auf
die Ordnung des Unendlichkleinen, n it (üx)^ oder mit dem Qua¬
drate des Differentials clx von gleicher Art ist, oder wo <l'v und clx^
als homogene Großen zu betrachten sind (vgl. 20,1,). Ganz eben so wird
man auch das dritte Differential von verhalten, wenn man den Ausdruck

n hn — l) x"^2
noch einmal differentiirt, wodurch man also haben wird

6^ u n hn ' ) (n 2) ll x^ u. s. w.

g. 3g. (istcständigsicit dliics el ften Differentials). Man sieht,
daß bey diesen ferneren Differentiation der Funktion u —ksx) das erste
Differential clx der Stammgröße x als con staut, also

c!^ X — cl^ X . . . c>

vorausgesetztworden ist, weil sonst z.B. daS zweyte Differential deö
Ausdrucks v — x" (nach 27 differentiirt)

cU v n sn — 1) x"^ cl x n x"^> cl-x
keinen bestimmten Sinn, keine ffre Bedeutung mehr haben würde.
Betrachtet man nämlich x als die Abscisse, und u als die darauf senk¬
rechte Ordinate einer krummen Linie, zu welcher die Gleichung u —ksx)
gehört, so zeigt uns das erste Differential clu der Größe u, wie sich
die Differenz — u —clu zwcyer nächsten Ordinaten verhält, deren
senkrechter Abstand von einander die gegebene Größe clx ist. Die höhe¬
ren Differentiation cl'u, cl^u... dieses Ausdrucks aber sollen uns of¬
fenbar das Verhalten mehrerer auf einander folgender, einander näch¬
sten Ordinaten dieser krummen Linie kennen lehren, und dazu ist es
nothwendig, daß alle diese Ordinaten unter sich gleich weit abstehen,
oder daß für alle die Größe clx eine und dieselbe sey, weil sich
sonst, wenn auch diese clx willkürlich veränderlich wären, nichts Be¬
stimmtes über die ihnen zukommenden Ordinaten feststelle» lassen würde.

In der That haben auch alle Ausdrücke von zwcytcn und höheren
Differcntialien, in welchen kein erstes Differential als constant angc-
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nommen wird, keine bestimmte Bedeutung mehr. Hätte man z. B.

den Ausdruck
X- ä" X

ct x-

und ist darin kein Differential constant angenommen, so wird man, um

demselben eine bestimmte Bedeutung zu geben, irgend ein willkürliches er¬

stes Differential als constant voraussetzen muffen. Nimmt man also

z, B. ü x —vonst., so ist cUx^o, und daher auch u —c>. Wählt

mau aber ein anderes erstes Differential, z.B. das von als con¬

stant, so ist cl. x^ — oonst. oder 2 x cl x ^ oonst., und daher

. > . . <l- X I
2ÜX- -l- 2xc0x 0 oder -— ---- — -.

^ <1x- x

Subflituirt man diesen Werth vonin dem vorigen Ausdruck von u,

so erhält man — x; ein Werth, der von dem vorigen ver¬

schieden ist. Wollte man aber ü.x^ ---- oonsr. annehmen, so würde

man u — — sx ffnden, und ü.x" — oonsr. würde —3x geben

11. s. w., so daß mau also über-die wahre Bedeutung der Größe n ganz

ungewiß bleiben würde.

g. 3g. (Tüffwr's Thearem). Sey n-k(x) als eine Funktion

von x gegeben. Wenn in dieser Funktion die Stammgröße x in x-j-)-

übergeht, welches wird der Ausdruck der so veränderten Funktion

^ — k(x-s-)') seyn?

Um diese Frage zu beantworten, bemerken wir zuerst, daß eine

willkürliche Funktion des BinomS (x-ff)') immer denselben Differential-

Coefficicnten geben wird, welche von den beyden Größen x und / man

auch als die veränderliche gewählt haben mag. Ist z.B.:

n/ (x ch- so ist n sx -s-

und eben so ist auch

— n (n -s-

Ist aber

cc/ --- log. (x -s- ?), so ist so wie ^7- gleich —^— u.s. w.Nx N), X -j- )-

Dieß vorausgesetzt, wollen wir nun annehmen, daß der gesuchte

Ausdruck von ---k sx-s-)') sich in eine Reihe entwickeln lasse, die nach

den Potenzen der Größe > fortgeht. Nehmen wir für diese Reihe fol¬

gende Gestalt an:
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f (x -j- p) — I- -s- Alp» -s- -^ - - -

wo I-, Al, I>I . . . noch unbekannte Funktionen von x sind, die kein p

enthalten, und wo /Z, 7... unbestimmte Exponenten vorstellen,

die wir nun näher bestimme» wollen

Man sieht zuerst von selbst, daß keiner dieser Erponenten negativ

seyn kann. Denn wenn z.B. das zwepte Glied jener Entwicklung die
Al

Form Alp » — hätte, so wurde für p —0 die zweyte Seile der

vorhergehenden Gleichung unendlich groß werden, während doch die

erste Seite nur l(x) geben würde, waS unmöglich ist.

Wenn aber alle Erponenten a, O, 7... positiv sind, so erhält

man, wenn man p---o setzt, sofort

k(x) l-,

wodurch daher bereits der erste Coefficient unserer Reihe bestimmt

wird. Bildet man dann den Differential-Coefficienten jener Entwick¬

lung der Größe lsx-s-p), und zwar so, daß man zuerst x und dann p

als die veränderliche Größe betrachtet, so erhält man:

/Zvsp^' -tz. 7?^' -s- . . - ,

und diese bepden Ausdrücke müssen, der oben vorausgeschickten Bemer¬

kung zu Folge, identisch sei)», welches auch der Werth von p sei)» mag.

Dieß kann aber nur dann Statt finden, wenn in beyden Ausdrücken

gleiche Erponenten und Coefficienten von p vorkommen. Allein, wenn

die Exponenten in dem erste» Ausdrucke steigend geordnet sind, so sind

sie dieß auch in dem zweyten, und man hat daher

« — 1 — , /Z — , — ^, 7 — » ^ /Z u. s.

woraus sofort folgt:

a---», /Z ^ 2, 7-^-3 u. f.

Dieß von den Exponenten vorausgesetzt, gibt dann die Verglei-

chung der Coefficienten folgende Gleichungen:

«-(N- ^ l j)
oder da bereits D —5sx) —u war:
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so daß man daher für die gesuchte Entwicklung den folgenden Aus¬
druck hat:

von welcher Reihe das Gesetz des Fortgangs für sich deutlich ist. Sie
ist unter der Benennung des T a i) lo r'schen TheoremS bekannt, weil
Taylor sie der erste öffentlich mitgetheilt hat. (Andere Beweise die¬
ses wichtigen Satzes findet man in I-aovoix's ll'iailö clu (Islo. clilck. et
integral. Vol. I. S. ibo u. 277, und Vol. III. S. I>o u. 3gb).

Hat man also die Funktion u —kx gegeben, und geht in ihr die
Stammgröße x über in xff-ll, so geht u über in

/äuX I>2 /<>->!> , bZ u>
n/ u ff- Ir -ff- ff- . . .

§. 40. (Maclanriiffs Throrcm). Macht man in dem zuletzt
gefundenen Ausdrucke die Größe x—o, und bezeichu-et man die dieser
Annahme entsprechenden Werthe von

n durch II,

(W -
<N) >

so erhält man sofort

I (7) II ff- 7 . II/ -ff- . II" ff - . II/// -ff- .. .^ 1.2 1.2.6

Da aber dieser Ausdruck für jeden willkürlichen Werth von 7
Statt haben muß, so kann man in ihm anch x statt 7 setzen, wodurch
die Größen II, II/, II//... die kein 7 enthalten, nicht geändert werden.
Sind daher, wie zuvor, II, II/, II... die Werthe von

unter der Voraussetzung, daß man in den letzten Ausdrücken die Große
x gleich Null gesetzt hat, so erhält man für die Entwicklungder Funk¬
tion u —k(x) in einer nach den Potenzen von x fortgehenden Reihe
den Ausdruck

u — k (x) --- II ff- X . II/ ff- —- . II// ff — . II/// ff- . . .1.2 '1.2.Z /

und dieser Ausdruck ist unter der Benennung deöTheorems von Mac-
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laurin bekannt, obschon er bereits früher von Stirling gefunden

worden sey» soll.

Beschließen wir diesen Gegenstand mit der Bemerkung, daß sich

die oben gegebene Taylor'sche Reihe in manchen Fällen, wen» der

Stammgröße x einer Funktion bestimmte Werthe beigelegt werden,

auf die Entwicklung dieser Funktion nicht anwenden lassen. Dieß

wird nämlich immer dann Statt haben, wenn die wahre Entwicklung

der Funktion auf gebrochene oder negative Exponenten von ll führt, die

in der Taylor'schen Reihe nicht vorkommen. Ist z. B.

u — ^/x^ —

gegeben, und sucht man

u/ — >/(x -s- t,)' — a-

für den bestimmten Werth von x —a, so hat man

und ein solcher Ausdruck kann durch die Taylor'sche Reihe nicht gegeben

werden. In allen diesen, übrigens selten vorkommenden Fällen, wird

man also die Entwicklung der Funktion ganz auf die gewöhnliche Art

vornehmen, so wie es in diesem Beyspiele eben geschehen ist. Wir wer¬

den später wieder auf diese Bemerkung zurückkommen.

IV.

Entwicklung der Funktionen in Reihen.

A. ssi. (Newton's öilwmlum). Die beyden vorhergehenden

Theoreme biethen unS sehr vortheilhafte Mittel znr Entwicklung der

verschiedenen Funktionen in Reihen dar.

Sey zuerst die Funktion u ---- k (x) ^ x" gegeben. Man suche

--- k (x -s- 7) — (x -s- 7)",

wo n waö immer für eine Zahl bezeichnet.

Nach tz. ug hat man
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n (n - .) X"-.,

^ ^ ' l) (n — 2) x"^3 u. s. w.

also ist auch sofort (»ach H.3g)

<x^-/) ° — X" -f. n x'— 7 -s-X""-s- —X""^)'' -j-...' ^ ' I . 2 ' 1.2.6

und diese Entwicklung der Funktion (x-s-/)" ist unter dem Namen von

Newton's Binom bekannt. Das Gesetz des Fortgangs der Reihe ist

für sich klar. Wenn die Glieder derselben in der angeführten Ordnung

durch o, », 2, 3... bezeichnet werden, so ist das rte Glied derselben

n (n — i) sn — 2) sn — 3),.. s» — o— ^ ^ ^

l . 2 .3 ... (r— I) r ' ^ '

I. Ist die Größe ^ negativ, so erhält man die analoge Entwick¬

lung der Größe (x—/)", wenn man in der letzten Reihe die zu dem

Jude).' 1.3.5 gehörenden Glieder negativ setzt.

Nimmt man aber x---», so hat man

, , ^ , , n (n l) . , ntn >)ln z)
1 . ______ ...

oder, wenn man in diesem Ausdrucke i setzt:

, ^ , n sn—l) . ^ . n sn 1) s:3 — 2)^
l)-I- ____

II. Setzt man in der gefundenen Entwicklung / --- , also

auch x -j- ^ ^ ^ so hat man (x -f- 7)" x". fi — x)^".

ES ist aber, nach derselben Entwicklung:

(»—p)-° 1 -l-"l>^ . ^ -I . p' -I- ...

also ist auch, wenn man den Werth von x> — wieder herstellt:

welche Reihe oft viel schneller convergirt, als der oben für (x-s-^)->

gefundene Ausdruck.

kll. Diese Reihen sind sehr geschickt, um durch sie die Wurzeln

irgend einer gegebene» Zahl zu sindeu. Es war nämlich
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Man wird daher jede Zahl, aus welcher die iAe Wurzel gezogen
werden soll, in zwey Theile x und 7 so theilen, daß x eine vollständige

nte Potenz irgend einer andern Zahl, und daß ^ ein eigentlicher Bruch
ist, wo dann die Reihe desto schneller convergiren wird, je kleiner die¬
ser Bruch ist.

Für die Quadratwurzel z. B. hat man n —also auch

Sucht man z. B. die Quadratwurzel von der Zahl b, so kann
man X---H und 7 — 2 nehmen, so daß man hat

z/ü 2 si ^ -ch - - >st-
Da aber diese Reihe nur langsam convergirt, so kann man vor-

theilhafter auf folgende Weise verfahren.
Nimmt man bloß die zwey ersten Glieder der Reihe, so ist

V/b 2 ---

Von ^ ist aber das Quadrat oder um ^ größer als die gege¬
bene Zahl b. Ist daher x^^ und 7 —— so erhält mau, wenn
man diese Werths von x und 7 in dem vorhergehendenAusdrucke von

(x-st-7)^ substituirt:
^ 1111 11 ö,
2 2 2ö 8 ' 2^2 2Z- 128 2Z4 .st

oder wenn man diese Glieder summirt:

Will man aber eine noch schneller convergirendeReihe, so kann
mau von dem letzten Ausdrucke wieder die zwey ersten Glieder nehmen,
wodurch man erhält

wovon das Quadrat ""r um ^ zu groß ist. Setzt man also
und 7 ——so erhält man die sehr schnell convergirende

Reihe

20 2 2/»0I 8 2g»>» itl 2^»,^ ^
Littrow's Zlnt, z. höh. Math.
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oder wenn man diese Brüche in Decimalbrüche verwandelt:

i'

s— v.00020 32^63 k>3g
20 >— 0.00000 0021b 33o

' — 0.00000 00000 <)45 . . .

das heißt

^/b — 2-44<)/>3 1)7427 84, ...

Ganz eben so wird man auch mit der Ausziehung der dritten und

jeder andern Wurzel verfahren. Man wird so z. B. erhalten:

2.080^837, i.2Z8<)25ö,

^/>o >.o232c)Zo, u. f.

Z. 42. (Entwicklung dcr Logacithmtn in ttcihcn.) Sey

nun die Funktion

n ^ log. vorn, (1 -s- x)

gegeben, so hat man (nach tz. 3>)

V.clx-/ (1^-»)^ V<txV (i-tzx)^ '

also auch, nach Maclaurin's Theorem (^.40), wenn man in die¬

sen Ausdrücken x^o setzt:

v — 0, vi --- m, v" — — m, --- 2 m, u. f.;

und wenn mau diese Werlhe in

rr --- v -4- xll/ -j- — v" -s- . . .^ 'l.2

snbstituirt:
/ x> XZ x^ X

IvA. vom. (l -s-x) ^ m (^x — - -j- - -s- . . .^.

I. Man kann diesem Ausdrucke verschiedene andere Gestalte» ge¬

ben. Ist z. B. die Größe x negativ, so hat man

IoK. vom. (1 — x) — m (x -4- 4^5 -s- 4-X° -s- . . .),

also auch, wenn mau beyde Ausdrücke von einander subtrahirt:

loA. vom. 2 m (x -4- -4- 4x- -4- ^x' -4- . . .).

Setzt man überdicß in dem letzten Ausdrucke statt x die Große

>—-— , so hat man
2x^5



— IoA, vom . X -j- 2M I
1^2 X

§. 4Z.

IoA. com. sx ^7)

Z (2 X Z-

c»?

ch-7 Z(2x-t-)')Z
u. s. f.

II. Die vorhergehende»Ausdrucke reichen hin, die Logarithmen
aller naturlichen Zahlen auf eine begueme Weise zu berechnen. Setzt
man z. B. in der letzten Gleichung x—7—i, so erhält man, da
IoA. i—o ist:

IoA.com.2 ^ 2m^ ^ ^
oder wenn man diese Bräche entwickelt:

1oA.com. 2 — m so.l>g3>4 71808).
Eben so gibt x —2 und 7—»

IoA. com. 3 ^ IoA. om. 2 -s- 2m ^ -s- 7^-7- -s- ^-^7 -s- > > oder
IoA.com. 3 — msi.09881 22887),
und ans dieselbe Weise findet man

IoA. com. 6 — m(,.80948 79>^4) und
IoA.com. 7 — m (1.14429, 01490).

Die übrigen Logarithmenbis 10 aber findet man durch bloße Addition
aus dem Vorhergehenden, da

IoA./). --! 2 >0A. 2,
10A.8 --- >0A.2 -j- IoA. 3,
IoA. 8 — 3 IoA. 2 ,
IoA. 9 — 2I0A. 3 und
IoA. 10 — IoA. 2 -s- IoA. 6 m(2.80253 Z0930) ist.

g. 43. (EntwicklnIN) kirr Efiponentialgrötzen.) Ist die
Funktion gegeben, so hat man (§. 32)

li II
i— — o'. IVA. not. o,a x ^

7 — o- . (IoA. not. o)^,N x'-
II

äx? o- . (IoA.not. o)^, u. f.;

also auch, wenn man in diesen Ausdrücke» x — o setzt:
Ii



18^ — IvA. Nllt. a,

— sloA. nat. a)-,

I)"/— sl»A. not. g)^, . . .

und daher nach Maclanrin'S Theorem (§. 40)

n- I -s- sx loßz. not. a) -s- (x IvA. na!, a) -

Z. 4/1. (^crcslcichnnS der natürlichen und gcmcincn Lo-

Dltt'ithmen.) Wir haben oben 81 und 42) gesehen, daß man die

gemeinen Logarithmen aller Zahlen erhält, wenn man die natürlichen

Logarithmen derselben Zahlen durch die Größe 1» multiplicirt, so daß

also für die natürlichen Logarithmen die Größe m gleich der Einheit ist.

Wir wollen nun diese Zahl in näher bestimmen.

In jedem logarithmischen Systeme muß eS eine Zahl geben, de¬

ren Logarithmus gleich der Einheit ist. Man nennt diese Zahl die

Basis des logarithmischen Systems. Sey also -> die Basis der ge¬

meinen, und e die Basis der natürlichen Logarithmen, so daß man hat

IoZ. com. llI und IoA. nst. <z I.

Da aber, nach dem Vorhergehenden, für jede Zahl R die Glei¬

chung besteht:

IoA. sain.lV ^ in InA. not. lV,

so hat man auch, wenn man sowohl VI —s, als auch vi —e setzt:

lag. com. s ^ m log. not. a und Ic»F. 00m. 0 ^ in IoA. nat. 0 ,

und darans folgt sofort für die Bestimmung der Größe m der doppelte
Anödruck

IN l«ZZ. 00m. v oder IN
I»g. nsr. ,1

I. Substituirt man diesen Werth von los. not. a —4 in derM

letzten Gleichung des h. 48, so erhält man für die Erponentialgroße
a" den Ausdruck

2' ' 4- ^ 771 4- 77777^) 4- - - -

Setzt man aber in derselben Gleichung des tz. 48, da in ihr die

Größe s ganz willkürlich ist, statt a die Großes, so hat man, da

InA. nst. v — I ist:

0" — » -s- x -s- x^ -s-
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Wird in dieser Reihe die Größe x — > gesetzt, so hat man

k l -s- I -j—- > - -s- . . .,1.2 1.2.6

und wenn man diese Brüche auf Decimalen zurückführt:

o 2.7>323r 04523? 3l>0237 . .

wodurch daher die Basis des Systems der natürlichen Logarithmen be¬

stimmt ist.

II. Um eben so auch die Größe m oder den sogenannten Modul

des gemeinen Logarithmen - Systems zu bestimmen, mit welchem man

nämlich die natürlichen Logarithmen, deren Basis s ist, multiplieirt,

um die gemeinen Logarithmen zu erhalten, deren Basisa ist, wollen

wir wieder zu dein Ausdrucke des §. 4.2 zurückgehen. Wir haben da¬

selbst die Gleichung erhallen:

log. com. si -s-x) m (x — -j- 5^° — . . .).

Setzt man in demselben die willkürliche Größe > -s- x — 2, so

erhält man, da log. com. a — > ist:

/ 0—l) — 50—')" -s- 50—')° — . .

und durch diese Gleichung wird die Abhängigkeit der beyden Größen 2

und m von einander ausgedrückt, so daß also m bekannt wird, wenn

2 gegeben ist. Bekanntlich hat man aber in demjenigen Systeme, nach

welchem diejenigen Logarithmentafeln construiret sind, mit welchen wir

zu rechneu pflegen, die Basis 2 gleich der Zahl zehn angenommen,

so daß man daher für dieses System hat

— 9 — 5 9" st- 59' - - - .

Allein diese Reihe convcrgirt erst in ihren höheren Gliedern, und

auch da zu langsam, als daß man durch sie die Größe m beguem siude»

könnte. Man kann sie aber leicht zu diesem Zwecke geschickler mache»,

wenn man bemerkt, daß die Wurzel irgend einer selbst sehr großen

Zahl der Einheit immer desto näher kömmr, je größer n ist. Setzt man

also in der ersten Gleichung dieses Abschnittes wieder 1 -s- x — 2, so

hat man

log. com. 2 mso — >) — 50— ')" -5- 50— ')° — - - -1-

...

Allein es ist auch log. com. 2 — log. com. s /2, wo r»? irgend

eine willkürliche Zahl bezeichnet; also ist auch, wenn man diesen Werth
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von s substituirt:

loZ. com. s — moo ss^/s—») — 2, s^/o—1)2 -j- ^s)/s—>)^ —. > .^ ;

und daher, da 1oZ.com.» — l ist:

^ — 01 ss^a—,) __ ^^/g—,)2 —- . . .^>;

und diese Reihe eonvergirt desto schneller, je größer die Zahl co gegen

die Einheit ist. Sey z. V. o» 10, so ist, wie wir schon oben (tz. 4>)
-0 .0.

gefunden habe», ^/» ---- ^/»o — 1.26842S6; also hat man, wenn

"/

man der Kurze wegen 1» — ^/»—» setzt:

le 0.2684266

— ^2 ^ 0.o3362»2

2-Ii^ o.ooZ^LbZ

0.00 >1287

^ 0.0002827

— — — 0.0000602

0.000011»

— ^l»s --- — 0.0000026

0.0000008

-! 0.000000»

Summe . . . 0.2802686;

und wenn man diese Summe zehnfach nimmt und die Rechnung noch

weiter fortsetzt, so findet man

2,802686 042444 046884 01744» . . .,

und daher auch

m 0.484244 4^>9v3 261827 86»»24 . . .

III. Aiich hätte man den Werth des Moduls m ohne Hülfe die¬

ser Reihe finden können, da wir bereits oben (§. 42) den Logarithmus

der Zahl >o erhalten haben. Es war nämlich

IoZ.com. »o ^ m(2.8026860480),

und da IoZ. com. »o — » ist, so hat man sofort

m
2.80268. >

wie zuvor.
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45. (Entwicklung der trigonometrischen Funktionen.)
Ist die Funktion u, — sin. x gegeben, so Hot man (nach §. 33)

ll u ^ . c!^ n .. e
e05. X, — 81N.X, — «Z05.X, u. s.

äx ^ clox^

also auch, nach Maclauri n's Theorie (§. 40) -

X x5 , xi
«IN.X — - 5 -H ^ ) 1- - -

l I . ?. . 3 ^ >.'».3 .4 .5

und eben so erhält man auch
X" ^ X"

cos. x > — -H ^—7 — ...1.2 l . 2 . 0 . 4

Man muß aber bey diesen und ähnlichen Ausdrücken bemerken,

daß die Größe x in Secunden oder in Theilen des Kreisbogens, die

Größe sin. x und oos.x aber in Theilen des Halbmessers gegeben, daß

also diese beyden Arten von Größen heterogen sind, und daher ans

dieselbe Einheit zurückgebracht werden müssen. Nennt man ?? die halbe

Peripherie eines Kreises, deren Halbmesser die Einheit ist, wo die

Größe?? in Theilen dieses Halbmessers ausgedrückt ist, so hat man,

da die halbe Peripherie (iLo).bo^ Secunden enthält, für den Theil

x des Halbmessers, welcher der Länge eines Kreisbogens von einer

Secunde entspricht,
180.bo^ : ?? ^ »" : x.

Es ist aber, wie wir bald sehen werden, ?? —3.»4 i5t)25535()...,

also ist auch

x — : — 0.00000 484814,Ivo. 002

und für diese Zahl x wollen wir künftig der Kürze wegen das Zeichen

sin. 1" sehen, so daß man hat

sin.»" 0.00000 4343>4 und ^2ot)2k>4". 80624^.5IN. l" ^

Um daher eine Anzahl Se'cunden in Theke des Halbmessers zu

verwandeln, wird man die ersten durch sin. »" multipliciren, und um¬

gekehrt, um Theile des Halbmessers in Secunden zu verwandeln, wird

man jene Theile des Halbmessers durch . ' „ multipliciren, wo man

hat

Ic>A. com. sin. 1"---4.635Ä74<> und I0Z.c0m. —!—Z.3,4425».sin. >"

Diesem gemäß sollten daher die vorhergehenden Ausdrücke voll¬

ständig so geschrieben werden:
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sx sin. >)! ,
8IN. X — 8IN. ,^) . .

^ 1.2.3 ' ^

(x 5IN. l)2 sx sin.
cos.x -- . — 7 ^7 — - -

1.2 1.2.3.4

und dasselbe ist auch bey allen folgenden ähnlichen Ausdrücken zu be¬
merken.

I. Ist n ---- ksx) — sin. x und lU ---: f sx — sin. sx -s- Z'),

so hat man

tl II u . lU II
—— cos.x, —— — — SIN.X, —— — — cos. X, u. f.
L x Lx- L x- - , 1

also auch nach dem Tayl 0 r'schen Theorem (^. 3y):

sin. (x-I-)') sin. x -I- ^ cos. x sin. x ?—- cos. x
1.2 1.2.3

> 7" - 1

^ 77^7374^'" ^ "
und eben so erhalt man auch

cos. sx -t-)') — cos. x — v sin. x -— cos. x -I — sin. x A- . . .
1.2 '1.2.3

A. 46. (Entwicklung der Arciskogcn durch trigonometri¬

sche Funktionen.) Um auch umgekehrt den Bogen eines Kreises

durch seinen Sinus auszudrücken, sey n —nrc. sin.x, also auch (§. 3st)

cl 11 1 cl- u

t/i — x^

^ (i — x-)^^ -ff- 3x-(. — x-)^U. s. w.

Entwickelt man diese Differential-Coefficienten noch weiter, und

setzt dann in ihnen die Größe x----o, so erhält man nach Maclau-

r i n's Theorie (§. 40)

17—o, ----- 1, ----- 0, ----- 1 u. s. w.,

und daher für .irc. sin. x oder x den Ausdruck

, sin.l-x 3sin.^x . 3.Ss!ii.^x , 3.S.?s!n.»x ,X — SIN. X -ff. , ff t l. .

2.3 2.4.0 2.4.6.7 ' 2.4.6.L.y

I. Ist aber u ---^ arc. tsnA. X, so hat man

L11 . , ^ L-11 , .
— -^(l-s-x-)-., - 2x(.-s-x)--,

cl^ u

— - 2(.^-x-)-- -s- 8x'-(.-ffx-)^ ff,
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und wenn man X — c» setzt:

II II/e ---- II-V . . . gleich Null, und

II"/ --- — 2, II" --- 2 . z . 4, u. s. w.;

also auch

n --- tanA. u — ^tanA.^n -j- ^tsnA.-ll — ^ tanzen -s- . . .

Z. 47. (Bestimmung der Periplicric des Kreises.) Mittelst
der zwey vorhergehenden Reihen wird der Kreisbogen durch seinen Si-

nuö und durch seine Tangente bestimmt. Dieß gibt ein bequemes Mit¬

tel, den Umfang 2?? ciueö Kreises, dessen Halbmesser gleich der Ein¬

heit ist, zu finden. Setzt mau nämlich in der ersten Reihe sln.x^-»

oder x --- ^-0 — 90 Grade, so erhält man

. ' , 3 3-S >
2-z? I -I- -9 s- . -si . . .2.3 2.4.S ^ 2 4 . t> . 7

Mehr convcrgent wird die Reihe für wenn man sin. x — ^

oder x--:^-? — 3o Grade setzt, wodurch man erhält

^ ^ I ^ 3.3 . 3.6-7
^ ^ 2". 3 ^ 2S.4.S ' 2° . 4 . i> .7 ' 2>° . 4 . s .8. y '

Eben so gibt die zweyte Reihe, wenn man in ihr tan-.»--- 1

oder u -------- 4Z Grade setzt:

1 — ? si- ? — 7 -si- . . .

Allein alle diese Reihen sind immer noch zu wenig convergent. Doch

läßt sich die letzte für u (iu§. 4l>, I.) gegebene Reihe zu der Bestimmung

des Wertheö von vortheilhaft anwenden, wenn man den Bogen u in

zwey Theile theilt, deren Tangenten bekannt und sehr klein sind. Ma¬

chin fand, daß der Bogen gleich ist dem Vierfache» deö Vogens

a, der ^ zur Tangente hat, weniger dem Vogen d, der zur Tan¬

gente hat. Um sich davon zu überzeugen, so hat man
, . 2 tan?. a

tavg. a — ^ und tanZ. 2a — --- oder1 — tang.^a
2 tan?. 2 a

tans. 4a ---- 7 — 2^?..i— taiij-.» 2 a

Da die letzte Zahl etwas größer ist als 1 — lang.-, so ist auch4

4o Macht mau also 4a — 4 und — L, so hat man für

den Unterschied /, a — ^ oder für 4 — U die Gleichung

tsnF. s4 —L)
tanz-. 4 — lanA. I?

> -k' tan-. 4 tan-. 8
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Setzt man nun — k — 8, so ist auch 5» — ^ b oder
^ 4s — d, wie oben gesagt wurde.

Nimmt man nun zuerst lang, u ^ und dann rang, n -ff,
und substilnirt diese Werthe in der vorhergehenden Gleichung

u rang, n — ffang.^ u -ff ffangck u, — . . .,
so erhält man

(5 ^ ^ s^s? - ^5? 't" ")/

' ff. > ' ^ '
V.2ZY (j (2^9)^ ' 5 ' /)

und durch diese sehr convergente Reihe findet man ohne Muhe für n den
folgenden Werth

i? Z.i4i6g2 (>Z358g 71)8238 4^2648 . . .

Z. 48. (Sinns und Cosinus der nicUochcn lvinkcl durch
dir potciycn der cinfnchcn.) Sey die Funktion u^-8>n.x, daö
heißt X src. sin. u gegeben: man suche cos. NX durch sin. X, oder
was dasselbe ist, cos.sn sic.sin.n) durch u auszudrucken.

Zu diesem Zwecke nehmen wir an
cos. sn arc, sin. u)---a-ff/8u-ff)-u-»fföu^-ff...,

Ivo -1, D, )-,... die zu bestimmenden Coefficienten bezeichnen. Allein man
steht schon ohne eigentliche Berechnung, daß erstens «—1 seyn muß,
da für u—0 der Ausdruck cos. sn arc. sin. u)--- 1 wird, und daß
zwcytens diese Reihe keine ungeraden Potenzen von n enthalten kann,
weil für ff-u und —u der AnSdruck cos, (n arc. sin. u) auch in Hin¬
sicht auf sein Zeichen derselbe bleibt. Diesem gemäß werden wir daher
annehmen können:

cos.sn Si c. sin. u) — I -ff 5 ff- 13 N'! ff- <3 u6 ff- . . .
Differentiirt man diesen Ausdruck, so erhält man

— n sin. sn snc. si». u) — s2^u -ff -st b(3n^ -ff . . .) ^/1 — n- ,
und differentiirt man diese Gleichung wieder, so ist
— n- cos.'sn are. sin. u) — s2^u -ff l 2l3n" -ff 3o<3n^ -ff...)s> — U-)

'—(2^,0-ff 4l8n^-s- bt3u^-ff...). u.
Substituirt man in diesem Ausdrucke für cos. (n sic.sin.n) den

oben angenommenen Werth > ff- .5 u- ff- 13 u' -ff . . ., so erhält man
n- si-ff^u-ff-IZu'' -ff...) — (2^ -ff > 2l3n- -^-80(30^ -ff...) s,—u")

-ff (25u ff-41>u^-ff b(3u^-ff..,) u — 0.
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Setzt man in diesem Ausdrucke, da er für alle Werthe von u

wahr seyusoll, die Coefficienten von n°, n^, . . . einzeln gleich

Null, so hat mau für die Bestimmung der Größen L, (l, . . .

die Bedingungsgleichungen

l . 2 -f- — o,

3.4L -f- (u- —— o,

s.bc -f- (n' —4')L — o,

7.30 -j- (n'-—(>-)c — o u. f.,

woraus man daher erhalt

I . Ä ^

r, — 22)

^ " ..2.3.4 '
»2 („2— 22)^2 __ 42) ^

^ ^ >.2.3.4.b.c.

so daß also unsere gesuchte Reihe die folgende ist:

»2 . n'2(n2 22) .cos. NX — I — — SIN.2 X -I- ^—7- SIN.^X
1.2 1.2.3.4

^»-(..2-,-)(N--4-)
I . 2 .3 . 4 . s . b i

?luf dieselbe Weise erhält man auch
I. (l.2— ,2) .

SIN. NX — n SIN.X . - SIN.^ X
1.2.3

II (»2 .2)sn2 32) . ^
-st- SIN.^ X ...
" 1.2.3.4.3

Diese beyden Ausdrücke für cos. nx und sin. nx gelten für jede

ganze oder gebrochene Zahl n; aber die erste ist nur dann endlich oder

bricht nur dann ab, wenn n eine ganze gerade Zahl, und die zweyte,

wenn n eine ungerade Zahl ist. Differentürt man sie aber, so erhält

mau folgende zwey Reihen: '

f^ - " ("2 22) .SIN. NX — cos. X . l n SIN. X - — SIN.2 X
1^ 1.2.3

, n (n2— 22) (»2 —42) . . ^-st 12 ^—2^ 8IN.' X . . . ,
1.2.3.4.3

(1.2— ,2) .cos. nx -2 cos. x . I 1 — sin.2 x

<N2-I2)^2 31)' 1.2.6.4
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und diese beyden Reihen brechen eben in jenen Fällen ab, in welchen

ihre vorhergehenden corrcspondirendcn ohne Ende fortgehen.

Auf diese Weise erhält man nach einigen leichten Reduktionen die

folgenden Ausdrücke:

00S.2X — 2 cos.- X I,

cos.3x ^ /j.oc>sEx — 3cos. x,

cos. 4x — 3 005.4 x — 3 00s.^ x -ff 1,

cos. Z x — ibcos.^x — 20 cos.^x -ff 5cos.x !c.

sin. 2 x — sin. x (2 cos. x),

sin. 3x ^ sin. x cos.^ x—i),

sin. 4 x — sin. x H3 cos.^ x — 4lios.x),

sin.Zx — sin. xsib cos.^x— i2coa .-x -ffl) ic.

A. 4g. (puteiizen der Sinus und Colmus der einlaccheit
Klinket durch die der niett'nehen.) Sey die Funktion u ---cos."x
gegeben, so findet man durch Differentiation

cos. x

du
n u SIN. X ^ (Z0S. X 0.d X

Da man aber bekanntlich hat

cos.^x ^hoos. 2x -ff i),

cos.^x — c ^nos. 3 x -ff 3cos. x),

cos.4 x ^ ^ (cos. 4x -ff 4 cos. 2 x -ff 3) ll. f.,

so wird man daraus durch Analogie schließen, daß cos."x in eineReihe

entwickelt werden kann, deren Glieder die Faktorsn

cos. nx, cos. sn — 2) x, cos. sn — 4) ^ / - - -

haben werden. Nehmen wir daher für diese Reihe die Form an:

n — cos. n X -ff lZ cos. sn — 2)x -ff (3 cos. sn— 4) X -ff . . .,

und suchen wir die Werthe der Coefficienlen L, (3, ... zu be¬

stimmen.

Substituirt man diesen Ausdruck von u so wie sein Differential

3n in der vorhergehenden Differentialgleichung, so erhält man

n sin. x cos. n x -ff L cos. sn — 2) x -ff (3 cos. (n — 4) x -ff > . .j

— cos. xff n ^ sin. nx -ff sn— 2) L sin. sn — 2) x
-ff sn — 4) <3 sin. sn-^- 4) ^ -ff - - ^
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Man hat aber, wie bekannt (Einl. §.19, VI.),

2 sin. X cos. NX — sin. (n-j-i)x — sin.(n —l)x und

2 cos. X sin. nX — sin.(n-s-i)x -s- sin. (n.—t)x.

Bringt man diese Umformnng in der vorhergehenden Gleichung

an, und setzt dann die Factoren der Sinuö der vielfachen Bogen, jeden

für sich, gleich Null, so erhält man

L — n 0,

2 <3 — L(n—1) 0,

3O — L (n— 2) 0,

4 Ii) — v(n —3) — 0 u. f.,

also auch
IZ n ^,

1 . 2

1 . 2 . ()

und daher für den gesuchten Ausdruck von u

cos." x — ^ . ^cos. n x -s- - 00s. (n— 2) x
N (N l) xxl ^

-j (Z05.(N 4)X .

In dieser Gleichung ist der Factor V noch unbestimmt. Setzt

man aber darin x-^o, so hat man

. V . sl -s- ^ -s- "l"-» N(N-.)(N--) , N' I ^ l.7 ^ I.Ä.3 '

und daraus erhält man (nach h, 4 .1) den Ausdruck , 4.. (> -s- ,)"

oder , so daß man daher hat

00s. r I" , n n (n—i)
" X — — . cos. NX -j— cos. (n— 2) X -s- ——— cos. (n—4x)

n <n—sn — 7.) , X I A
^ 77773 cc>s .(n —bx) -f. , . .

I. Der gefundene Ausdruck von cos."x gilt für alle, auch gebro¬

chene Zahlen n. Wenn aber n eine ganze Zahl ist, so muß man be¬

merken , daß man im Verfolge der Glieder dieser Reihe ans negative

Winkel kommt, deren Cosinus von den ihnen gleichen positiven Winkeln

nicht verschieden ist. So hat man für n --- 3

cos.^ x ^ — (cos. 3x -f- 3 cos. x -j- 3 cos. x -s- cos. 3 x) oder
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oos.2 X — —— (cos. 3 X -s- 3 cos. x),
2^'

so daß man also, wenn n eine ganze, ungerade Zahl ist, jene Reihe

doppelt nehmen muß, um den Werth von cos."x zu erhalten. Ist

aber n eine ganze gerade Zahl, z. B. so hat man

cos.'' x (cos. 4 .x -s- 4 cos. 2x -j- t> ss- 4 cos. 2x ss- cos. stx) oder

cos.'' x (cos. 4 x -s- 4 cos. 2 x -s- ^. <i),
2^'

so daß man also für gerade n zwar auch die Reihe doppelt nimmt, aber

mit Ausnahme des mittleren Gliedes, dessen Factor cos. 0 ist. Drückt

man daher die Reihe auf folgende Art aus:

> H , s > "tn—0) .
cos."x^ . cos.nx-ss-cos. (n—2)x^ cos. in—4) x

' 1 ^ . 2 ^ ^

1, in—1) (n—2) /

^ sssss^Z ^ ^ ^ ^ - I ,

so wird man diese Reihe nur bis zu jenem Gliede fortsehen, dessen Co¬

sinus den ersten negativen Winkel enthält, »nd wenn man, für gerade

n, auf das Glied kömmt, dessen Factor cos. 0 ist, von diesem Gliede

mir die Hälfte nehmen.

Auf diese Weise erhält man

2cos.^x — cos. 2x -ss 1 ,

4cos."x — cos. 3 x -s- 3cos. x,

NcosAx cos. 4x -j- 4 cos. 2 x -s- 3,

iloeos.^x ^ cos. 6x -s- 6cos. 3x -s- lo cos. x :c.

II. Um daraus die analogen Reihen für sin."x abzuleiten, sehe

man in dem vorhergehenden Ausdrucke von cos."x statt x die Größe

— x, so hat man

sin." x -—- . ^cos. n x — x) -ss. n cos. (n — 2) x — x)

^ " '".2 -l- - -

Um diesen Anödruck einfacher darzustellen, muß man die bepden

Fälle unterscheiden, wo n gerade und ungerade ist. Sey also zuerst

eine gerade, und zwar eine sogenannte doppelt gerade oder durch 4

«heilbare Zahl, also n — 4, 3, 12, . . . Für solche Zahlen ist aber

cos. n x — x) — cos. nx, cos. (n— 2) x — x) — — cos. (n—2) x,

cos. (n—4) X — x) cos. (n—4) X u. s. w.,
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und daher

sill."x ^ ! cos. nx — n cos. ln— 2 )x

^ ^^<-os. (n —4)^ — . . .^.

Ist aber n nur eine einfach gerade oder durch 2 theilbare Zahl,

wie 2, l>, 10, . . so hat man

cos. n l ^?r — x) — — cos. NX, cos. (n—2) —' x) --- cos. fn—2)x,

cos. fn—4) — x) —— cos. (n—4) x u. f.,

und daher

sin." x — ^ . I — cos. nx -l- n cos. (n — 2) x
2^' i.

,— ' eos. fn—4) x -j- . .1.2 v ^ ^

Um daher beyde Fälle zusammen zu fassen, so hat man für jede

gerade Zahl n

4^ 2 "^'.sin."x ^ ^cos.ox — ncos.sn—2)xn.n —1 .

-ft -— cos. sn — 4) x — . . . I ,

wo das obere oder untere Zeichen genommen wird, wenn n doppelt oder

einfach gerade ist, und wo man, wie zuvor, nur die positiven Winkel,

und endlich von dem Factor des cos. 0 nur die Hälfte nimmt.

Ganz eben so findet man auch für jede ungerade Zahl n

4^ 2"^'.sin."x — ^sin. n x — n sin. fn— 2)x
n.n—1 ...

-I SIN. (n —4)x — . . . f ,

wo das obere oder untere Zeichen genommen wird, wenn n gleich

1, 6, g, . . . oder gleich 3,7, 11,... ist.

Auf diese Weise erhält man

2 sin.2X — cos. 2x -ft 1 ,

4»in.^x — sin. 3x -fi- 3sin.x,

L sin.^x — cos. 4x — 4oos. 2 x -H- 3,

ibsin.^x sin.Sx — 6 sin. 3 x -f- losin.x zc.

D. So. (Entwicklung der Polen? eines Polynoms.) Sei)das Polynom oder der vielgliedrigeAusdruck

» ft- l» x -j- c x' -ft ü -j- . . .
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gegeben, von welchem die Anzahl der Glieder desselben unbestimmt ist.

Man entwickle die ick« Potenz desselben in eine Reihe, die nach den

Potenzen der Stammgröße x dieses Polynoms fortgeht, d. h. man

entwickle den Ausdruck

-st k»x -st 0x- -st 3x^ st . . .)"

in eine Reihe der Form

u a st /3x st / x^ st ö x^ st . . .,

wo also a, /3, /, . . . die zu bestimmenden Größen sind.

Nimmt man von dem ersten Ausdrucke die logarithmischen Diffe-

rentialien (nach §. 3>), so hat mau

<1u n tk -s- 2 c X st 3 3 X- 4- . . .) cl X

>.1. 3stdxstex-st... ^

wo hier und im Folgenden immer die natürlichen Logarithmen gemeint

sind, wenn nicht das Gegcntheil ausdrücklich bemerkt wird.

Eben so hat man, wenn man den zweyten Ausdruck von u disse-

rentürt :

— /3 st 2vx st 3öx- st . . .

Setzt man diese Heyden Ausdrücke von ^ einander gleich, so er¬

hält man

Nslzst2oxst33x^ 4., 4 ^ 4. X st / x^ st...)

— so stk> Xst 0 x^ st . - ') (l^ "1^ ^ 7 ^ st 3 öX' st. . — y.

Führt man die Heyden Multiplicationen dieses Ausdruckes aus,

und ordnet die Produkte nach den Polenzen von x, so erhält man

0 ^ sa/3 — nk>a)

st (207 -st- Iz/3 — nb/3 -— 2noa) X

st s3aö st 2b/st 0/3— !ik>/ —2N0/3 — 3n3u)x^

-st -st 3k>ö st2o/ -st 3/3 — nbo — 200/ — 3n3/3 — 4ne«)x^ -st...

und da die Factoren von x°, x^, x-, . . . jeder für sich gleich Null

seyn müssen, so hat man zur Bestimmung der unbekannten Größen

a, /3, )-, . . . folgende Ausdrücke:

gDxxx: n . Ka,

23/ —sn—l)l>/3st 2N0«,

Zgö^sn—2)k>/st(2n—i)e/3st 3n3»,

4gx —3) k>ö -st (2N—2) 0 /st (3n—1) 3/3 -st 4necr,

Sa^ sn—4) I) e -st (2»—3) 0 S -st (3n—2) 3/st s/,n—1) <z/3st6nk<x

n. s. w-
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wovon dos Gesetz des Fortgangs deutlich ist. Dabei) bleibt die erste
Größe » unbestimmt. ES ist aber wie man findet, wenn man
in dem ersten Ausdrucke vor u die Größe x —» setzt.

Wenn die Anzahl der Glieder des gegebenen Polynoms endlich,
und n eine ganze positive Zahl ist, so werden auch von den gesuchten
Größen 0-^7..., so bald eines derselben verschwindet,alle andern eben¬
falls gleich Null seyn. Ist z B. —k... gleich Null, und n---3,
so hat man für die dritte Potenz des Trinoms

a -s- I> x -s- oder für
(a -s- llx -s- vx")2 a -s- /Zx z-x^ -s- . . .

wo die Werthe von a, /3, 7... durch folgende Ausdrücke bestimmt
werden:

a — r»2, /z ^ 3n^l>, 7^3ab^-s-3a"o,
ö — x"3l>^<z-s-3ac!^, 5 3 ll o-, o^,
u»d wo alle übrigen Größen ö, -, gleich Null find.

K. ZI. (Entwicklung !>cs LnZarithnuls eines pslfinoms).
Sey der Ausdruck

U " IVA. (l -f- -1X k>X^ -f» 0 X^ -f- . . .)
n einer Reihe der Form

u — ax -s- /3x^ -s- 7x2 -s- . . .
zu entwickeln, so gibt das Differential des ersten Ausdrucks von u

(I -f-ux-j-Izx^-f-...) ^a-f-2lzx-f-3ox^-f-...

und das des zweyteu Ausdrucks

^ a -f- 2/Zx -s- 37X- -f. . . .

Setzt man diese beyden Werthe von ^ einander gleich, so er¬
halt man

0 — (a —> g)
-s- (s/Z -s- «a — sll) X
^-(Z^-s-s/Za-s-ncli — 3 o) x' »f- , . .

und daraus folgt für die Bestimmung der Größen D, 7 . . .
» a,
/Z — — e-an -s- l>,
7 — — ^/Za — e.^1, -s- n,
ö — — ^7» — 5/ZI, — ck,
« — — ^ü-i -- zz-lz „ ^/3o e :e.

vitNow'S Nnl. z. höh. Math.



Differentiation der Funktionen von zwei)
und mehr veränderlichen Größen.

Z. 63. (Erweiterung von Taylor 's Theorem autFmcktio-
neu von )wey veränderlichen Gröben). Sey u — l(x, 7) eine
Funktion von zwey veränderlichen Größen x und 7. Nimmt man zuerst

an, daß bloß die Größe x stch ändere, und in x-s-Ir übergehe, wäh¬

rend 7 als constant betrachtet wird, so kann man, um die daraus sol-

«2 Z. 52 — 56.

Z. 62. (Entmlekinng einer polynomischen Evponential-

Ist eben so die Funktion

gegeben, wo 0 die Basis der natürlichen Logarithmen bezeichnet, und

seht man

rr —— 1 —s» x —st X" —l—ö ...

so hat mau, wenn man die Logarithmen nimmt:

IoA. u^sx -^-Izx- -st- ox^ -s- . . .

und davon ist das Differential

- u sa -st. 2 b> X -s- 3 0 x" -s- ...).

Eben so hat man aber auch

^ « -st- 2/Zx -s- 37X^ -s- . . .

Setzt man daher beyde Werthe von ^ einander gleich, so erhält

man, wie zuvor:

st — ^ ^

7 " e -j" ^lll> -st- ststs,

S — cl -s- -st. 2,/ZN -st. ^70,

v-s-stacl-st-zstL-st- st./Ir -st- stöa zc.

wovon das Gesetz des Fortgangs deutlich ist.
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gendeZlnderung von u, oder um die Größe k(x-j-Ii, 7) zu finden, un-
mittelbar das Theorem Taylor'S (§.39) anwenden, so daß mau hat

k(xss-b,7)

wo also die Ausdrucke ^ "" ersten uud zweytcn Dif¬
ferential-Coefficieuten der Funkiion u ----- ksx, 7), aber bloß in Bezie¬
hung auf die eine x der Heyden veränderlichenGrößen x und 7 be¬
zeichnen.

Wollte man eben so bloß die Größe 7 andern, und in 7»j-b uber¬
gehen lassen, während x unverändert bleibt, so würde mau auf dieselbe
Weise erhalten: »

y-„sZ-) ^4., , ,
wo wieder / C-l^) Differentialien der gegebenen Funktion
u------ ksx, 7), bloß in Beziehung ans die Größe 7 genommen, bezeich¬

nen. Mau nennt diese Größen

zwcyten partiellen Differentialien der Größe n in Beziehung
ans x, und schließt sie in Klammern ein, um sie von den vollständigen
Differentialien der Größe n zu unterscheiden, in welchen letzten bey d e
Größen x und 7 als veränderlich vorausgesetzt werden. Diese sehr an¬
gemessene Bezeichnungwollen wir auch künftig beybehalceu.

Um aber das v 0ll st än digeDifferential der Größe u, oder um
den Ausdruck

b (x -s- Ir, 7 -s- b) — k (x, 7)
zu erhalten, wird man, nur in jedem Glieds der bereits erhaltenen
Entwicklung von k (x-s-Ii, 7), i» welcher bloß x veränderlichwar,
auch die Größe 7 in 7-^b übergehen lassen, wobei) aber die Größe x
als constant angesehen , und jedes dieser Glieder als eine bloße Funktion
von 7 betrachtet werden muß.

Wir hatten aber bereits
l(x I., 7) u Ii -f- -s- . . .

Sucht man daher von dem ersten Glieds u dieses Ausdruckes das Diffe¬
rential in Beziehung auf 7, so hat man, nach demselben Taylor'schen
Theorem, statt n die Größe

5 *
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und eben so wird man erhalten

- (N - -

Substituirt man diese Werthe i» dem vorhergehenden Ausdruck
von lsx-fflr, so erhält man für daß gesuchte vollständige Differen¬
tial der Größe a ---- s (x, )-)

, I>^ /il-u^ , Sll II ^ ,

^ I . 2 . 3 ^ <t x-^/ >
DaS allgemeineGlied dieses Ausdrucks ist

Il>"li>> /'ll">ck"ll>
I . 2 . 3 ... III . I . 2 . 3 . II V. kl x-n cl)-»/

wo man z. B. um die vier Glieder der dritten vertikalen Reihe zu er¬
halten, m-ffn —3, also nach einander

m gleich 3 oder 2 oder i und o
und n »o»i?>2»3

setzen wird.
I. Man hat diesen Ausdruck erhalten, indem man zuerst x in x-ffli

und dann 7 in 7 -ff lc verwandelt hat. Hätte man aber umgekehrt
zuvor? und dann erst x sich verändern lassen, so würde man in

k(x, ^ ff- I.) ^ n -ff Ii ^ -ff ff- . . .

statt u die Größe n -ff ll -ff-ff . . .

setze», und dadurch für das vollständige Differential von u erhalten:
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l(x -j- K, 7 -z- t.) - u i. -s- -^- -s- . . .

^ -771 ^ '

II. Da aber beyde Entwicklungen offenbar identisch seyn müssen, so
bat man auch die Gleichungen

ll- u X / rl^i » X z' » X » X
X <1» cl // X. N ) Nx/ ^ X 'I x,' cl ^ il x 6 v/ ^

und überhaupt
z^ <I">^»U X / tl-n-b"u X

V <t ) ->tl x">^Z
woraus hervorgeht, daß bey diesen partiellen Differential-Coefficienten
die Ordnung, in welcher man die Differentiation in Beziehung auf x
und auf)' vornimmt, ganz willkürlich ist.

Ist z. B. die Funktion gegeben, so hat man, wenn
man zuerst in Beziehung auf x differcntiirt:

m und dann ^ m n

Differentiirt man aber zuerst in Beziehung auf)', so hat man

(ffl) ^ ""d ^ ^n x'—^-',
wie zuvor.

Z. S4. (Dist'crential einer Funktion von -wei) und mehr
veränderlichen Grössen). Bleibt man endlich bey den ersten Diffe-
rentialien stehen, so erhält man

-- -- 4.

so daß daher das vollständige Differential einer Funktion n von zwey
veränderlichen Großen x und 7 gleich der Summe der beyde» partiellen
Differentialien dieser Funktion ist.

Ist z.B. n —x? gegeben, so hat man

also ist auch das vollständige Differential von u, oder
üu ---> )-üx -s- xä)'

übereinstimmend mit §. 27.
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Ist aber u — aic. iniiF. . gegeben, so hat man

^clx/ x -p- V<>?> -ff 7
also ist auch

7<Ix — xcl^
0 u — 7— 7— .

),.

I. Dieselbe Bemerkung wird auch für Funktionen von drey und
mehreren veränderlichenGrößen gellen. Wäre z> B.

u ---- k (r, x, p, --)
eine Funktion von vier Größen, so wird daö vollständige Differential
derselben seyn l

II. Durch diese Bemerkungwird die Differentiation eines Ausdrucks
von mehr veränderlichenGrößen oft sehr erleichtert. Wir wollen dieß
sogleich an einem Bryspicle aus der sphärischen Trigonometrie zeigen.

Nennt man L, L die Winkel eineS sphärischen Drcyecks,
und LL —«, —/Z, die ihnen gegenüberstehenden Seiten,
und nimmt man an, daß in diesem Dreyecke die Seite » um üer, die
Seite / um <l^- und der Winkel k um üll geändert werde: wie groß
wird dann die daraus folgende Änderung ck/Z. der Seite sä, und die
Änderung <l.^ des Winkels ^ seyn?

Diese Frage zu beantworten, wird man diejenigen Gleichungen
der sphärischen Trigonometrie zu Grunde legen, welche den Winkel
und die Seite sä durch die drey Größen «, ^ und L geben. Diese sind
bekanntlich (§. 21, L.)

cotan-. « sin. — cos. cos. R
colanx- ^ t—^ ! . und

" sin. II

00s. sä cos. N! cos. -s- sin. a sin. ^ cos. n.
Differentiirt man diese Gleichungen in Beziehung auf alle in ihnen ent¬
haltenen Größen, so wird man die unbekanntenGrößen cl^. und cl/Z
durch die bekannten cl», üL und ausgedrückterhalten. Allein statt
ans diese Weise sogleich die vollständige»Differentialien von ^ und sä
zu suchen, wird es bequemerseyn, vorerst die partiellen Differentialien
dieser Großen in Beziehung auf a, II und 7 zu bestimmen.

Sucht man demnach z. B. das partielle Differential im
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dem man « und 7 constant voraussetzt, so gibt die zweyte der ange¬
führten Gleichungen

— Z/Z sin. /3 — üL sin. R sin. « sin, 7 wder
/Zfi> sin. II sin.« sin. 7^ ' sin.

V ^ SIN.N SIN. ^ ..oder endlich, da —^«in. (. ist:
SIN. fi

(N ^ ^
Eben so erhalt man das partielle Differential

^)--cos.(3 und ^)--cos.^;
für den Winkel ^ aber erhalt mau auf dieselbe Weise

»>n- »
l — ) " :—- cos. (3,sin.fi

sin. (3
l -7— I — -1—^ und

— sin. cotang. /Z.

Da nun, dem Vorhergehenden zu Folge, das vollständige Diffe¬
rential gleich der Summe aller seiner partiellen Differentiale ist, so hat
man für die gesuchte vollständige Änderung der beyden Größen /Z und ^
folgende Ausdrücke:

Z/3 Z « cos. <3 -j- Z7 cos. -s- ZL sin. « sin. 0 und
, . ^ sind 5> - . sin. «cos <3Z^ — Z«. Z v colans./Z sin,3V— ZI,. —- .

sin.fi ^ ^ Sin.fi
Ist daö gegebene Dreyeck ^cIZ<3 ein ebenes oder geradliniges, so

wird man in den vorhergehendenAusdrückenstatt dem SinuS der Sei¬
ten, diese Seiten «/Z7 selbst setzen, und dadurch erhalten:

Z/3 Zcr cos. <3 -f- Z7 cos. -s- ZIZ . oc sin. <3,

Z^. sin. (3 — ^ sin. ^ — ZL . ^ cos. <3.fi fi fi
Ist endlich der Winkel (3 ursprünglich ein rechter Winkel, so

hat man
Z/Z ---- Z7 cos. -s- a. ZL und
, , 6«— Z^sin.^vZ^^. ..

lll. Wenn inan auf die erwähnte Weise alle Fälle durchgeht, die



bey einem sphärischen Dreyecke Statt haben können, so erhält man,
indem man immer zwei) Seiten oder zwei) Winkel, oder einen Winkel
und eine Seite des Dreyecks constant annimmt, folgende Tabelle, die
bei) der Auflösung der Dreyecke sehr nützlich ist.

Wenn der Winkels und die Seite 7 constant ist.
da dfl sin.« <1» sin.«
dfl ^ <1L sin. l)^ A L isng. l) ^
ll fl tnnA. « d« rang. « dL i
dl) sin. l) ^ dl) tsnsi.l)^ dl) cos. asin. l) dl) tsng.l)

L. Wen» ^ und « constant ist.
d^ cos. l) dl) cos.
dfl
dfl
dL
dfl
dl)

cos. L dL
tsnx. ß d)>
tnn^. L^ dL

inn^. ^ cos. L

cos. fl
tnn^. fl cos. 0

Mn^7
Mn».l) ^

sin. L

sin. l)

l). Wenn /3 und ^ constant ist.
cl L tan^. IZ cl « sin. a
cie
cl«

cl^V
le'

cl«
cl(^
sin.

sin. L cos. (! ^

sin. ^ cos. L
I). Wenn L und 0 constant ist.

cl ^ tanZ. cl ^
cl 7
cl^ ^
cl«

cg, , cl, —- — SN?. tQNL. V , -7— —
tnnA. ^ cl^ ^ ^ cl

cl« sin.« c! «
sin. ^ 81V. 15/ —

81N.

sin. ^ cos. ^ ^ cl ^ cos

Z. S5. (Höhere Dittrrentiale einer Funktioir von Wey ver-
änffcrliehen Gröben). Man kann die höhere» Differentialien sol-
chcr Funktionen unmittelbar aus der oben s§. S3) gegebene»Entwick¬
lung von k (x -s- Ir, ^ -ff lc) — k (x, )-) ableiten. Setzt man näm¬
lich daselbst Ir —cl x und k---d p, so ist die erste vertikale Reihe jener

Entwicklung, oder ^77) "I" erste vollständige Dif¬
ferential der Größe u, und eben so erhält man das zweyte, dritte,
vierte Differential von u, wenn man die zweyte vertikale Reihe durch



§. 55. 3l)

i .J, die dritte durch c.s.3, die vierte durch 1 .2. 3.4 mnltipli-
cirt u. s. w.

Allein mau kann diese höheren Differentialien auch sehr leicht un¬
mittelbar aus dem ersten ableiten. Das erste vollständige Differential
der Funktion n ist nämlich

Nimmt man nun wieder die Differentiale der Großen

und e so erhält man, da diese Größen Funktionen von x so¬

wohl, als auch von 7 sind, wenn man üx und 3^ als constant be¬
trachtet (vergl. §. 33)

ff'ffv) «d

so daß man daher, da (nach §.53, II.)
/ -l- 11 ^ /Nu X

ist, für das vollständige zweyte Differential der Funktion u hat:

3-u ^ 3 -ff ^ 37 oder

6'" ^ (N ^ ^ (N
Ilm daraus das dritte vollständige Differential 3^u zu erhalte»,

hat man auf dieselbe Weise

-ff?) ff )-^
- (7ff) (ffff) -i- (zffiff) -I'-
-ffff) "ff.s) ^ ffk)u.

und daher für das gesuchte dritte Differential

-i- (17)^"
ein Verfahren, welches man leicht fortsetzen und dabey bemerken wird,
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daß die Zahlen-Coesficicnten 1,2,1 und i, 3, 3, i und 'i, 4, 0,

4, i u. f. mit jenen des Binomiums libereinstinimen.

66. (Erster sprriellcr Fall der Enttvirklung einer Funk-

tian uon jwci) Sröhen). Sei)

11 ^x . ^

gegeben; man snche das dritte vollständige Differential el^u dieser

Funktion.

Differentiirt man diese Größe u dreymal nach einander in Bezie¬

hung ans x, so erhält man

Eben so ist auch

Substitnirt man diese Wcrthe in der letzten Gleichung des §.66,

so erhält man sür das gesuchte dritte Differential

3v' ll xZ ctx"sv llxaz-- lox'clv^

Z-U ^ ^ — -j
8x' äx')' Ix-.)'' 277'

Zu demselben Resultate wird man auch gelangen, wenn man die

gegebene Funktion

II — ^x .

drepmal auf die gewöhnliche Weise differentiirt, wodurch man erhalt:

clu — ' 7"<lx ^x-7^"-ä)?,
3 ^ l 5.

—— ^x 'clx^-s- ^x ' ^ 'llxcl)' — ^ ll)'-,
5 I Z ,

ll-u —— ^x — ^x - ^ 'elx^cl)'

— ^x^ - clxel)'- ^x-7^ - 6)-,

übereinstimiiiend mit dem Vorhergehenden.
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Z. 67. (Weitere I'peeiellc Fälle aus der Trigonometrie).
(I). In dem bereits oben (§. 64) angeführten sphärischen Dreyecke Ii l)

seyen die Seiten ji und 7 constant, während der Winkel ^ sich ändert

und in ^ ff- ck übergeht. Dadurch wird also auch die dem Winkel ^

gegenüberstehende Seite « eine Änderung erleiden, und in ^---aff-äa-

übergehen. Man suche den Werth von <l a.

Da hier in dem Dreyecke ^ Ii (i nur zwey veränderliche Größen

H und « betrachtet werden, so gehört daö Problem unmittelbar in daS

Gebiet des Taylor'schen Lehrsatzes, nach welchem man hat, wenn man

auch ans die höhere» Differentialien Rücksicht nimmt:

« -ff ckcl -ff ^ -ff -ff . . .^ >^<l cV/ Vü 1.2^ V^il ^ / >.2.6

Für die Werthe dieser partiellen Differential - Coefficienten findet

man aber, aus den bekannten Gleichungen der sphärischen Trigonome¬

trie (§.20), wenn man der Kürze wegen

sin. ß «In. 7 . . . .
in - . LIN. cl sin. Ii sin. v

Slll. «

annimmt:

/cl a X

l ^ l — m cotang. ^ — in^ cotan^. a,

V cl^ 1 (i ^ 6 — 3 colAng. a — IN,

so daß man daher für den gesuchten Werth von erhält, wenn

n — in aotanA.

gesetzt, und diese Differentiation weiter fortgesetzt wird:

" a -ff IN ü-ff (n —in- cotsn F. a) ——

-ff (in^-ff 3 rn^ cntsnA.-a—3 m n ootanF. a: — in) ^ ^1 . 2 . <i

-ff süin-n (1 -ff 3 ootang.^a) — >Sin^ ootsiiA.^ a

-ff (4 m' — ^ — 9 rn^) aolsnA. oc— n^ >—^ff .. .

(kl). In dem sphärischen Drcyecke ändere sich nun der Winkel

^ um cl iV, und zugleichdie Seite /Z um cl/3. Man suche die daraus ent¬

springenden Änderungen üL und ck» des Winkels (i und der Seite n,

die dadurch in und 1» «^---«-ffcka übergehen solle».
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Da hier der Winkel so wie die Seite », als eine Funktion
von zwey veränderlichen Größen ^ und xl betrachtetwird, so hat man,
nach §.5Z,

" - c (z") " -i-(D ^

mit dem ähnlichen Ausdrucke für

^ ° (^) ^ ^ -
Um diese partiellen Differential-Coefficieuten zu finden, wollen

wir zuerst bemerken, daß in dem gegebenen Dreyecke die Größen .4,
und /Z sich ändern, während die Seite 7 immer constant bleibt. Um

also zuerst die Größen und »u finden, werden wir außer

der immer constantcn Größe 7 auch die Seite unveränderlichannch-
men, wodurch man mittelst der bekannten Formeln der sphärischen Tri¬
gonometrie sofort erhält:

/li ox cos. Ii sin.. /cl a X
l ., I — und I I SIN. 7 SIN. U.v<1^/ SIN. a

Wollte man aber diese und alle folgenden Differential-Coefficien-
ten bloß durch die gegebenen zwey Seilen a und jZ, und durch den von
ihnen eingeschlossenen Winkel (l ausdrucken, so würde man erhalten:

— ootanA. a sin. ^ cos. (l — evs. ^ und

— sin. /Z sin. (l.

Um dann eben so die Größen und zu finden, wird

man nebst der Seite 7 auch den Winkel constant annehmen, wodurch
man sofort erhält-

/->L> . ^
^ — SIN. eolanF. cr und

(ssff) ^ ^
Weiter hat man, wenn wieder 7 und D constant ist:

^ ^ cos. kl sin. g

oder wenn man die vorhergehendenWerthe von und
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substituirt:

^ ^ — sin .-ö s-sin. 2(3 —cotan^. n cotonxt./3 sin. (3> >.. v v i

-ff- oot-lliF.^ « sin. 2 (3 ff

Fährt man so fort, so erhält man endlich:
O —, (3 — (cotsnA. a sin. /3 cos. (3 — cos ./s) 6^ — cotanA. ac sin. (3.3/3

-s-^sin .^/3 ^notsno .a eolanA ./3 sin. (3 — colanA.? n sin. 2 (3

— ^ sin. 2 (3^ . 3

-s-s in. D ss in .^ (3 - s- cotnn». a cotanA ./3 cos. (3

— cotang." « cos. 2 (3 ^ . 3^3 /3

-s- ^ sin. 2 (3 ^ ch- cotanA.- a^s . 3 /3^ ,

und eben so

— a -n- sin. /3 sin. (3 . 3 -s- cos. (3 .3 /3

-s- ^ sin." /3 cos. (3 scotor.^. » cos. (3 — cotanA. /3^ . 3

-s- sin. /3 sin. (3 ^ootsnA. /3 — cotsnz. a cos. (3^ . 3 cV 3 /3

-s- ^ cotsng. a sin.^ (3 .3 /3^.

Wenn die gegebenen Variationen 3 und 3s3 nur sehr klein
sind, so wird man sich mit den beyden ersten Gliedern dieser Ausdrücke
von O — (3 und — » begnügen, wie in §.34, kl.; sind sie aber grö¬
ßer, oder will mau die gesuchten Variationen O — (3 und — » mit
besonderer Schärfe haben, so wird man auch die folgenden Glieder
berücksichtigen.

Z. 63. (öcciingungcir der haUftäiltiiglieil eines Dit't'eeen-
tials). Wir haben oben (§. 53, II.) gesehen, daß das erste Differential
einer Funktion u —t'(x, x) von zwei) veränderlichenGrößen die Form
habe:

3u — ?3x -s- (^3)',

wo ? --- und (^ --- >sti d.h. wo ? und (^ die partiel¬

len Differential-Coefficienten von u in Beziehung auf x und 7 bezeich¬
nen, und daß überdieß

°d"d.ß

w - - <"
seyn mnß, wenn anders der Ausdruck 3 x -ff <3 <1)- ein vollständiges
Differential irgend einer Funktion ksx, )-) sei)» soll.



95 S- sy.

Hätte man z. N. ck u ck x — xü^, so ist? ^-7 und — x,
und da fiir diese Werthe von ? und (6 die Gleichung (I) nicht befrie¬

digt wird, so ist auch )>üx— xcl^- kein vollständiges Differential, oder,
mit andern Worten, es gibt keinen endlichen Ausdruck von x und
besten Differential durch die Größe ?üx— xck^ ausgedrückt werden

kann. — Hätte man im Gegentheile

au - s°!»

? — — - und <? — — —; also auch

oder der Ausdruck ' ^ ^ ^ ^ ^ ^ ist eiu vollständiges Differential. In
der Tbat entsteht er, wie man weiß, durch die Differentiation deö end¬

lichen Ausdrucks ^ (h- 2g).

I. Setzt man das Verfahren des H. 63 auch auf eine Funktion
u — k (x, 7, 2) von drey veränderlichen Größen fort, so findet man
eben so, daß das erste Differential dieser Funktion zum Ausdruck

erhält:
Ali — ?üx -s- (66^ -s- Rcki?,

wo wieder ? --- ^ ^

Ausdruck ?äx-s-<6ü)'-s-llcl-i nur dann ein vollständiges Differen¬

tial von irgend einer endlichen Funktion u — k (x, )', ii) von drey

Größen seyn kann, wenn die folgenden drey Bedingungsgleichungen

Statt haben:

(N - (wj
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VI.

Differentiation der Gleichungen.

95

Z. Sg. (Erttes Differential einer gegebenen Gleichung
n — 0 zwischen X Uttel ^). Bisher haben wir im Allgemeine»nur
erplicite oder solcheFnnktioncn 7 —k(x) betrachtet, in welchen die ver¬
änderlichen Größen x und 7 gesondert sind, wie z.B. die Gleichung
L---X, wo X bloß eine Funktion von x, und? von 7 ist. Wenn
aber bcyde Größen x und 7 zugleich auf jeder Seite des Gleichheits¬
zeichens vorkommen, so wird ein solcher Ausdruck eine implicite oder
ungesonderteFunktion genannt, und diese Funktionen sind eS, welche
wir hier näher betrachtenwollen.

Sey also
r (x, 7) — o

eine solche nngesonderte Funktion oder eine noch unentwickelte Gleichung
zwischen x und 7. Läßt man in ihr x um äx, und 7 um 67 wachsen,
so besteht auch noch die Gleichung

k (x -s- clx, 7 67) — k (x, 7) 0.

Setzt man aber in dem ähnlichen Ausdrucke des H.Z3 statt A und
Ir die Größe äx und 67, so hat man, wenn der Kürze wegen k(x, 7)
durch u bezeichnet wird:

k (x -s- äx, 7 4. ä)g — l (x, 7) --- äx 4. 37,

so daß man daher für daö erste Differential der gegebenen Gleichung
hat:

' - - G-

Um daher daS erste Differential einer solchen Gleichung zu

finden, wird man von der Größe u die partiellen Differentialien

und so nehme», als ob die Größen x und 7 von einander

unabhängig wären, wo dann der gesuchte erste Differential-Coefficient
seyn wird:ct x " ^
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§. bo. (5n'ei>tcs und höheres Dit't'crential einer geZebenen
Gleichung u — 0 zwischen x und ^). Auf dieselbe Weise, wie wir
aus der gegebenen Gleichung u — 0 ihre erste Differentialgleichung

(N ^ ^ (N ^ ^"
gefunden haben, werden wir nun auch von dieser letzten Gleichung daö

Differential ableiten / indem wir, durch Wiederholung des vorhergehen¬

den Verfahrens, die partiellen Disserentialien deS letzten Ausdrucks

suchen, und die Summe derselben wieder gleich Null setzen, wodurch

wir demnach die zweyte Differentialgleichung der gegebenen Gleichung

n — 0 erhalten werden. Es ist aber das vollständige Differential des

ersten TheilS deS vorhergehenden Ausdrucks, da in ihm die

Größe u eine Funktion von x und / ist, und da die Größen

und das Differential cl/ nicht enthalten:

Eben so ist auch daö vollständige Differential des zweyten Theils

in Beziehung auf x, ^ und genommen:

^ (D) ''' ^ ^
so daß man daher für das gesuchte zweyte Differential der Gleichung

u — 0 hat:

(N ^ ^ ^ ^ 0... (II).

Dividirt man diesen Ausdruck in allen seinen Gliedern durch äx-, so

erhält man

X >1x/ ^ X'' X lt )'/ ct X ^ v^ä v / ct x ^ ^ V. <t )'/ ct X-

und substituirt mau hierin den bereits oben (H. Zy) erhaltenen Werth

von so wird mau aus dieser Gleichung den Werth von ^7, oder

den zweyten Differential - Coefficienten von ^ finden, so wie man

oben den ersten gefunden hat.

l. Behandelt man die Gleichung (II) auf dieselbe Weise, wie die

Gleichung HI), so ist das Differential ihres ersten Theils
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-s-

und das deS zweyten TheilS

und fährt man so fort, so findet man endlich für das dritte Differen¬

tial der Gleichung u---o den Ausdruck

- - - »">

Dividirt mau diesen Ausdruck durch clx^, und substituirt dann in

l>X ^ -l2^
— und -7-^-lt X ü x2ihm die Werthe von — und ^ aus I. und II,, so erhält man den

cl^ v

gesuchten Werth des dritten Differential-Coefficienteu wel¬

cher der Gleichung u —0 entspricht. Man sieht, wie man dieses Ver¬

fahren ohne Mühe fortsetzen kann.

k x. Sey die Gleichung u — ^ — 2 ->x / -j- — 1»^ --- 0 ge¬

geben, so ist

und daher die Gleichung (l)

(x— s^)cl x -j- (y—sx)6^ --Z 0 oder
<1 X — ->>

cl x ax —

oder wenn man den Werth von / in x aus der gegebenen Gleichung

u —0 substituirt:
67 . (»2 — ,)X

— a g-
Ü X ^ / (»2 — ,) X". d -

tl V

wo also der Differential-Coefficienl — zwey Werthe hat, weil auch

5 in der Gleichung u —0 einen doppelten Werth hat.

Weiter ist

(M ^ V) ^ - - (1??;) - - -° -»d
also ist auch die Gleichung (II)

cl x^ ,— 2 sclxä ^ -fi- cl — a x) cl' ^ 0 oder

tüttraw's Zlnl. <. höh, Math. 7
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i — 2a - ff —. -ff ()- — ax) — -ff o,llx ' <1x" ' ^ ^ <Ix- >

woraus man den Werth von ^ erhält, der wieder doppelt sey» wird,

weil schon ^ zwei) Werthe hat.

Fährt man auf diese Weise fort, so wird man auch die dritten

nnd höheren Differentiale der Gleichung u ^ o erhalten.

II. Man sieht, daß man diese Differentialgleichungen in jedem

gegebenen speciellen Falle durch eine einfache Differentiation allerGlie-

der der gegebenen Gleichung erhält, ohne erst zu dem allgemeinen Aus¬

drucke (I) und (II) zurückzugehen. So gibt der Ausdruck

^ — 2ax^ -ff x^ —

wenn man die einzelnen Theile desselben nach den bisherigen Vorschrif-

reu differentiirt:

^cl)' — a^clx — axck)' -ff xäx --- o . . . (I )
cl v x — SV

oder , wie zuvor.
clx sx — ^

Verfährt man mit der Gleichung (I ) eben so, so erhalt man

^ff — sackxcl/ — sxck')' -ff clx- ^ o . . . (II)
<Iv , <Iv^ , , > S-z?

oder i - - 2 a -ff —— -ff (7 — a x) — c>, wie zuvor.clx ' ux- ^ Ux- "

Hätte man endlich die gegebene Gleichung, ehe man zu ihrer

Differentiation schreitet, gesondert, waö in unserem Beispiele sehr

leicht ist, so würbe man für . . . dieselben Resultate er¬

halten. In der That, die gegebene Gleichung u —0 gibt

^ — sx -ff l>2,

und von dieser erpliciten Funktion ist daS Differential, nach dem Vor¬

hergehenden, gleich

clv , (s-—i)x

" ^ V i,r>2— 1) x" -j- 1,^

und denselben Ausdruck haben wir auch oben erhalten.

Z i,,. (lff-rüliwindung drr Canftutttcil in den Oitterrn-

tiaffllcicl)lliuien.) Wenn die gegebene Gleichung zwischen X

und 7 ein constautes Glied enthält, so fällt dieses durch die Differen¬

tiation weg. Ist z. L. u ^ p, ^ gegeben, so ist das
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erste Differential dieser Gleichung
2^6/ — säx o . . . (>)

ein von K unabhängiger Ausdruck. Mau kann diese erste Differential¬
gleichung aber auch von der andern Constante o unabhängig machen,
wenn man in ihr statt a den Werth dieser Größe aus der Gleichung
U----0 substitnirt, wodurch man erhält

IHäx sx^ll)' — o . . . (2),
und die Gleichung (2) ist eben sowohl die Differentialgleichung von
u —ci, als es die Gleichung (1) ist.

Differentiirt man die gegebene Gleichung —ax— l> — 0
zwey Mal, so erhält man die drey Gleichungen:

—- a x -s- l>,
aäx, und, wenn llx constant ist,

^ ^ — 0,
und diese letzte Differentialgleichungist von a und b, und selbst von X
unabhängig. Man kann sie aber, wenn man die zwey ersten Gleichun¬
gen zu Hälfe nimmt, von s oder von l>, oder auch von n und l> zu¬
gleich abhängig machen.

l. Man sieht, daß man durch fortgesetzte Differentiation immer
mehr Constauten wegschaffen kann. Die bekannte Gleichung deö Krei¬
ses ist

O — sH -s- 0 — bH . . . (L.),
wo a und K die Coordinaten seines Mittelpunktes, und 0 seinen Halb¬
messer bezeichnet. Die Differentialieu dieser Gleichung sind:

(x — s) <l x -s- — l>)<l)-^c> . . . (IH.
6x^ cl)-' -j- — g . . . (L),

Zcl^ä^/ -si- —l>) el^ ^ 0 . . . (O).
AuS den drey ersten dieser vier Gleichungenfolgt, wenn man der

Kürze wegen cl^ — <lx- -s- setzt:
<1 . <1V
a x. lt-

I (I »2v — l» und
ll 8^

dxd" ^
d 8°^

Substitnirt man den Werth 7 — Ii — — in der Glei¬
chung (I)), so geht sie in folgende über:
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0 , . . sL).
Demnach enthält die Gleichung (^) drei), (IZ) zwei), (() nur eine
Constante, und die Gleichung (L) endlich enthält gar keine weitere Con-
staute mehr. Demuugeachtet sind sie alle als Gleichungendes Kreises
zu betrachten. Die erste ist die Gleichung eines in Beziehung auf
seine Größe und Lage vollständig bestimmten Kreises. Die Gleichung (L)
bestimmt nur die Lage des Mittelpunktes durch die Größe s und b, und
läßt dafür seinen Halbmesser ganz willkürlich. Die Gleichung ((),
welche nur mehr die Größe >, enthält, sagt bloß, daß der Mittelpunkt
irgendwo in einer geraden Linie liegt, die mit der Are der x i» der Ent¬
fernung d von ihr parallel gezogen wird, und sie läßt die Entfernung
dieses Mittelpunktes von der Are der p sowohl, als auch dem Halbmes¬
ser des Kreises, ganz unbestimmt. Die Gleichung HO) endlich sagt bloß
aus, daß die krumme Linie, welche durch sie vorgestellt wird, einen Kreis
ausdrücke, ohne über die Lage und Größe desselben weiter etwaö fest¬
zusetzen. Man sieht aus diesen Bemerkungen, daß die Differential¬
gleichungen, besonders die höheren, eine viel allgemeinereBedeutung
haben, als die ihnen zu Grunde liegenden endlichen Gleichungen, aus
welchen sie durch Differentiation entspringen.

II. Man kann noch bemerken, daß, wenn die zu eliminirende
Constante in der gegebenen Gleichung u — 0 in verschiedeneu Graden
vorkömmt, die durch die Elimination derselben entstehende erste Diffe¬
rentialgleichunghöhere Potenzen von ckx und äp enthält, und dem¬
nach auch zu den Differentialgleichungenhöherer Ordnungen gehört. Ist
z. B. die Gleichung

u -s- 2 II X — S' — o
gegeben, so ist ihr erstes Differential

, 1 ^ xclx-s-z'llz,xclx -I- vüv — sckx — 0 oder n — -—-—-.> ^ ^ cl X
Wird dieser Werth von s in der gegebenen Gleichung u---o sub-

stituirt, so erhält man
X- -H ^ (xü 5 4 .l y) ^ / x.lx -s. ^^ " üx <tx /

oder
ÜZ-- Ü7 2X —"!—^ ^— * 4— ^ 0.(I X- ' dx'

Endlich lassen sich durch dieses Verfahren aus den gegebene» Glei¬
chungen auch die transcendenten Größen wegschaffen, wie wir schon
oben bey de» Problemen des H. 5, und Z» gesehen haben.
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VII

Anwendung der Differentialrechnung
auf die Theorie der Reihen.

Z. 62. (Erfindung funnnirl'nrrr Reihen.) Da die Gegen¬

stände, welche den Inhalt dieses Abschnittes bilden, zu reich und man¬

nigfaltig sind, um sie hier alle umständlich aufzuführen, so wird es

genügen, nur die vorzüglichsten derselben kurz anzuzeigen.

Wenn man eine Reihe hat, deren Summe gegeben ist, so lassen

sich daraus sofort viele andere Reihen ableiten, deren Summe eben¬

falls bekannt ist. So hat man z. B,, wenn x kleiner als die Einheit

ist, für die konvergente Reihe

l -j- x -ss -s- -j- . . .

die Summe Multiplicirt man beyde Ausdrücke durch x>" und

differentiirt sie dann, so erhält man sofort

7^7 ^ <77S7ssl — m -j- (m->- >)x -ss (m-s-2)x-
-s- (m-s-3)x2 -s- . . .,

so daß also auch die Summe von dieser Reihe bekannt ist. Multipli¬

cirt man auch diese wieder durch x" und differentiirt, so erhält man

IN n (m n -l- I ) X 2 x'--

—-s- 1- (. -x)- " ^ f"' -l- ch X

-f- (m-s-2)(nss-2)x^ -s- . . .,

so daß also auch die Summe von dieser Reihe bekannt ist. Man steht,

wie man dieses Verfahren fortsetzen und auch auf jede andere Reihe,

deren Summe gegeben ist, anwenden kann.

I. Ist z. B. die Reihe

8 — a-s-I,xss-ex^-s-...

gegeben, deren Summe 8 bekannt ist, so hat man, wenn man diesen

Ausdruck durch x"> multiplicirt und dann differentiirt:

INd -s- X. — --- IN kt -s- (m -s- I) l, X -s- sm -s- 2) n x^ -j- . . .

Multiplicirt mau diesen Ausdruck wieder durch x» und diffe-
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rentiirt, so erhält mau
^ , > x ct8 , <U8

IIIn 3 -st- s- X- . -7—' ' ' ^ u X ' <1 x"
mna -st- fm-s-i) (n-f->)k>x -st- fm-st-2) (n-s-2) 2 x^ -st- . . .

II. Man sieht daraus, daß, wenn die Summe 3 einer Reihe
ö^-s-s-stx-s-cx^-st-...

bekannt ist, und wenn v, 0, v, . . . eine Reihe bilde», deren
wiederholteDifferenzeneinmal sämmtlich gleich Null werde», daß sich
dann auch die Summe der Reihe

2 — ^g-j-vbx-j-cex--s-0äx2-s-...
angeben lasten wird.

Diese Summe wird nämlich, wie man aus I. schließen kann, die
Form haben:

5,0 <18 , ^ <1-8 , , <u 8 ,
<x8 -st- Dx . - f- x - . — -st- öx^> . —i-— -st- . . .<1 X " I . 2 a X- I . 2 . z <1x^ ^

Um aber die Werths dieser Größen /3, )>,... zu finden,
hat man

<x8^n:«il-s-cil)x-f- <l v X- -st-

j? X ^ /ZI,x-st-2/Zox--st-
<U 8

vx- — v o x- -st- :c.

Vergleicht man die Summe dieser Glieder mit dem ihr gleichgel¬
tenden Ausdruck

^ — ^g-s-Lbx-j-ciox^-s-...,
so findet man

sZ L — ä,
^ 0 — 2 U -st- ^,

ö ^ v — 3 L -s- 3V —
e — bl /^D -st- st 0 — 4 U -st- ^ ie.,

wovon das Gesetz des Fortganges klar ist, da die numerischen Factors»
die deS BinomS sind.

Diesem gemäß wird man also für die Summe 6 der gesuchten
Reihe ^s-st-Lstx-s-eox^-s- . . . den Ausdruck haben

x<18 , . x-N-8 , . x-N8 ,
2 - tS ^

wo der Kürze wegen die, auch später noch oft vorkommenden,Größen
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v —c —I, —3e-s-3v —cV—-c.

gesetzt worden sind.

Llx. Sei) die Summe ^ der Reihe zu suchen:

6x ,0X- I-/X'» 26x4 ,
2 ^ ^ ^7 >1 5—- -7- ' ' '' I ' 1.2 1.2.3 ' 1.2.6.4

Da bekanntlich

e" ^ 1 -s- - -s- -s- z- '1 1.2 1.2.3

ist, so hat man

^ ^ 2, IZ 6, c — , 0, 0 --- > 7 u. s.,

also auch
3, — 2 und /^^, . . .

so wie alle folgenden Factoren . . . gleich Null. Also

ist die gesuchte Summe der gegebenen Reihe gleich

2 e' ss -s- 3 x -s- B) e* st -s- x) ss -s- x).

Wenn aber auch die folgenden Factoren . . -

nicht eben gleich Null, wenn sie nur immer kleiner werden, so sieht

man, daß dann der Ausdruck von ZI zwar auch wieder eine ohne Ende

fortgehende, aber doch zugleich eine schnell convergirende Reihe ist, die

in vielen Fällen mit Vortheil angewendet werden kann. Daß sich das¬

selbe Verfahren auch auf Reihen anwenden lasse, deren Glieder in ih¬

ren Zeichen wechseln, ist für sich klar.

§. 63. (Transformation dcr linsten.) Sey die Reihe ge¬

geben

^x -s- kx- -s- Lx- -j- vx» 's. . . .,

deren Summe 3 bekannt oder unbekannt seyn mag. Setzt man darin

x --- ^ so erhält man
' -l-5

X — 7 — 7- -s- 7- — . . .

x^ — 72 — 2 7Z -f. 3 7^ — ...

x^ --^72 — Z 7» ^ t, 7Z .—. . . .

Substituirt man diese Werths von x, x^, x^, . . . in der gege¬

benen Reihe, und behält man die Bedeutung der Ausdrücke AcV,

A'cV, . . . aus §.62 bey, so findet man, da 7 — —-— ist:

8 — . — s- Q ^ . —- s- /X'- ^ . ——
I X ' x)-! ^ (> x)'>

-s- . s- - - -
^ ^ . (I — x)-> "
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Ist daher die Reihe der Größen L, <H, v, . . . so beschaf¬
fen, daß ihre auf einander folgenden Differenzen Aä, ...
endlich gleich Null werden, so kann man dadurch die Summe der ersten
gegebenen Reihe bestimmen.

So hat man für die Reihe

8 — x -ff 3 x- -ff 6 x^ -ff ^x^ -ff . . .

^ — » und — 2, also ist auch die Summe dieser Reihe

<; — ^5^ -u
i-x ^ d-^'

Eben so findet man für die Summe der Reihe

8 ^ x -ff (2X)- -ff (3x)- -I- (stx)' -I- . . .

^ — i, /X^.^3, — 2, und daher

-ffI X ' (l x)2 > (l x)2

I. Ist eben so die Reihe mit abwechselnden Zeichen

8 — X — LX- -ff cX- — vx' -ff . . .

gegeben, so findet man wie zuvor

8 ^ L. . L. . — ff 4 — . . .

So hat man für die Reihe

r — 2 -ff 3 — ^ —ff 8 ...

H.— l, — I, also 8 ff und eben so findet man

i 3 —ff 6 — ^ —ff H ... —- o,

K — 3 —ff ^ — rl) —ff r c? ... — -Z-,
. s- _ff 32 _ ^2 52 0 u. f.

Wenn man auf diese Weise auch nicht immer einen geschlossenen
Ausdruck für die Summe der gegebenen Reihe finden kann, so laßt sie
sich doch meistens in eine andere, mehr convergirende Reihe verwan¬
deln. So hat man für die geometrische Reihe

8 2m: 1 — 2 -ff — 6 —ff 1 ü — ...

H, — — — ^ ^ ^ ----1, also ist auch jene Reihe

wovon die Summe gleich ^ ist, da sie aus der Entwicklung deS Bruches

entsteht, wenn man x---» setzt.
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Eben so hat man für

— 7, /X»L.--^ u. f., also ist
auch

8 — -I- — -I- - 1 s-...,
, .2 ^ 2.4 ^ 3.3 ^ 4. ,b " ^

und man weiß auö dem Vorhergehenden(§. 42), daß der Werth von 3
in diesem Beispiele gleich io^. 2 ist.

Ist endlich die Reihe 3 --- 1 — ? ^s- 5 — 7 ^ - gegeben,
so hat man
». 2 .. 2 .4 ... 2 .4 .6 .HvX- /X-L.

1.6 ».3.5 ».6.5.7
also ist auch

„ , > , >2 , 1 .2 .3 , 1 .2 .3.4 ,23 1 -l -l — -i- . . .,^ ..3 ^ 3.S ^ 3.S .7 ^ Z.S .7 .Y '
und in diesem Beispiele ist 8---->i'c. t-lNA. 46°---^?r (vergl. §. 4?)-

Z. 64. (Scrocl)Mtng der Sinns und Calinus.) Wir haben
oben (§. 46) die beyden Ausdrücke erhalten:

SIN. X — X s-
1.2.3 I 1.2.3 .4 .5x2 . X»

^4
Setzt man in ihnen X -n- m . so erhält man

008. X — I 11.2 ^ 1.2.3.4

sin. m . (^m-ch - m-)- 4. 7^7^ (7 m.)- - . .
cos. in. ---- 1 — m-l - m — .

1.2 ^ ^1.2.3.4^' ^Es ist aber
^?r 1.6707963, ---- 1.2337006, <,.(>459641 :c>,

so daß also die vorhergehenden Reihen in folgende übergehen:

sin. (m. 90°) 1.67080 in
— 0.64696 rn^
-s- 0.07969 ni^
— 0.00468 ra^
-s- 0.00016 in° und
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»0S. (m.c)0°) I 1.23370

-s- 0.26367

— 0.0208610°

-s- 0.000()2in"

— 0.0000210'°.

Ui» nach diesen Ausdrücken z.B. sin.g° zu finden, ist m.go —y,

als» und daher

sin. — 0.167080

— 0.000646

-s- 0.000001

0.166486.

Wenn man die numerischen Factoren der Heyden Ausdrücke von

«in. sin. go") und 00s. sin.go") auf mehr Decimalstellen entwickelt,

so wird man dadurch die Tafeln der SinuS und Cosinus für alle Grade

und Minuten genau berechnen können.

Z. 66. (Ausdruck der Sinus und Coünus durch Pro-

dukte uncudlicl) uiclcr ^uctorcn.) Da die Reihe

/ X2 ^
SIN. X — xl l .. , 5 - - - 1

X. 1.2.6 1.2.6.4.6 /

gleich Null wird, wenn x die Werthe 0, 271, 3^, . . . oder die

Werths —.— 2^, —3?r, . . . erhält, so kann man diese Wer¬

the als die Wurzeln der Gleichung

0 ----- I z -1 .. ) — . . .>.2.3 1.2.6.4.6

betrachten. Setzt man aber ^ ^ so geht diese Gleichung über in

und von dieser letzten Gleichung find daher die Wurzeln

1 1 1

71^ 271^ 3?!^

so daß man also hat

'—, .7—, - . . und , — 7^ , — .z—, .71 2 71 6 71 71 2 71 6 71

1.2.3 ' 1.2.3.4.5

i) (' i)(' - ^ ^
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oder wenn man diese Gleichung durchdividirt:

-1-I . 2 . 3 V- ' I . 2 . 3 . 4 . 2

V ir-x"/ V 4ir"? V V. yTi )"/

oder endlich, wenn man den Werth von x wieder herstellt:
I- , X»

— -7^7-77 "N1.2.3 1.2.3.4-2

Diesem gemäß hat man also

°°'(' - N('
und auf dieselbe Weise erhält man auch

welche Zlnödrücke sehr geschickt sind, für jeden Werth von x die Loga¬
rithmen der sin.x und 005. X ans dieselbe Art zu berechnen, wie wir in
§. 64 dieß für die Sinus und Cosinus selbst gezeigt haben.

Z. bb. (Zurücktuhnmg der Reihen auf Oit'ferentialglci-
ehungcn.) Öfters lassen sich Reihen, deren Summe man nicht kennt,
auf Differentialgleichungen bringen, deren weitere Behandlung dann
auch die Summe jener Reihen kennen lehrt. Um z. B. die Summe
der Reihe

3 --- » -s- — -s z -s- -—- -s- . . .
1.2 ' 1.2.3 1.2.3.4

zu finden, sey

Differentiirt man diesen Ausdruck, so hat mau

X -j -s- . . .,ckX ' ' 1.2 1.2.3

das heißt also, es ist
üv , . , üv
— — 1 -j- / oder ckx —ctx ' 'ff-)'

die gesuchte Differentialgleichung, und da diese ans der Differentiation
der Gleichung
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X---IoA. (»-s-z-) oder e'----i -s-?
entsteht, so ist auch, wenn man x----i setzt, die gesuchte Summe
3 — e — i.

Scy eben so die Reihe

S - - -I ? > - 1 - l- . . .
l2 (> .2)- ^ (l . 2 . 3)^ ^ (1.2.3. 4)- ^

gegeben. Setzt man wieder

? x -s- -s- —-l- . . .,^ ^ (1.2)2^(1.2.3)' '
so erhält man durch Differentiation

-s- . . .

Muliiplicirt man aber diesen Ausdruck durch x, und nimmt dann
von ihm wieder daö Differential, so ist

all ^ -i- "

woraus daher folgt
X 32 V -s- 3 V 3 X , .^i -U v oder

x3^)- -s- 3/3x — x/ckx^ — clx^ ----- o,
und diese Differentialgleichungder zweyten Ordnung wird die Summe
der vorhergehenden Reihe augeben, wenn man die endliche Gleichung
finden kann, aus welcher diese, durch eine zweymalige Differentiation,
entstandenist.1

l. Es ist nach dem Vorhergehenden (§. 4s)

1oZ. --- x ^ ff ^ -ff 7- -s- - - -^ I — X °2 .3 ^4
Multiplicirt man alle Glieder dieses Ausdruckes durch clx, so er¬

hält man

äxlo^.^- xäx -I- ^ -s- ^. . . .

Von den Disserentialausdräckenrechtö dem Gleichheitszeichen las¬
sen sich, nach dem Vorhergehenden, die endlichen Ausdrucke, aus wel¬
chen sie durch Differentiation entstanden sind, sehr leicht angeben.
Diese sind nämlich
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Aber auch von ckxlog.—- findet man jenen endlichenAus¬

druck, wie man sich leicht durch die Differentiation desselben überzeu¬
gen kann, gleich

x -s. (»—x) log. (l — x),
so daß man daher hat

X -I- (. -X) log.(l-x) ^ -s. ^ ^

und dadurch ist also auch die Summe der letzten Reihe bekannt.
Multiplicirt man auch diesen Ausdruck wieder durch ckx, so er¬

hält man
xckx -s- (>—x) ckx. log. (i—x)

— — ckx -j ckx -s- 7^— ckx -s- . . .,1.2 2.6 ' 6-4

und davon gebe» die Glieder rechts des Gleichheitszeichenszu ihrem
ursprünglichenendlichen Ausdrucke

xZ »4 x-
,.2.z'17 3^4^ 6 .4 .S ^ '

und das erste Glied gibt eben so

^ 5 ^ Iog.(. — x)sj,

so daß man daher diesen letzten Ausdruck als die Summe der Reihe
, X5

1.2.3 ^ I73I4 ^ 3.4. s N" - - '
zu betrachten hat. Für x —1 erhält man aus den bepden vorherge¬
henden Reihen

I I , I
> — —- -st 7 -ff X—7 -ff . . . und1.2 ' 2.6 ' 3.4
- ' s
4 1 .2 .3 2 .3.4 3.4-3

II. Sucht man eben so die Summe s der Reihe
s — i.x — 1.2 x^ -ff i. 2 . 3

so hat man, wen» man sie durch x multiplicirt und differentiirt:
cl. (8 x)
—^,.?. X — I . 2.3 x^ -ff 1.2.3.4x2 — . .

und wenn mau auch diesen Ausdruck wieder durch x multiplicirt:
xck.ssx) » .

— I . 2 x^ I . 2 . 3 x2 -si. I . 2 . 3 . 4 x'' ,
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daö heißt
Xll.(sx) . i , s(x^-l) üx

l—4--z X— s oder ck» —-—- <tx —,<1X ' X- X

und davon ist, wie man weiter unten (tz. LoS) sehen wird, der ursprüng¬

liche endliche Ausdruck leicht zu finden.

Man sieht, wie sich dieses Versahren fortsetzen und auch auf an¬

dere Reihen vortheilhaft anwenden läßt.

§. 67. (Entwicklung der Oiktcrentialgleichungen in Rei¬

hen.) Dieses Verfahren, welches gleichsam das Umgekehrte von dem

im h, 66 Vorgetragenen ist, kann oft mit Nutzen angewendet werden,

um den Werth von transcendenten oder andern verwickelten Größen,

die durch eine Gleichung gegeben sind, mittelst einer Reihe zu finden.

Sey z. B. die Gleichung gegeben

u. sin.2 7 -^-27 — oin. 27,

und daraus der Werth von n durch 7 ausgedrückt zu bestimmen. Zu

dieser Absicht differentiire man diese Gleichung, wodurch man erhält

3 u cos, 7 sin.^7 -j—— . ein.2 7 4 ein.- 7.

Setzt man nun der Kürze wegen x---sin."^', also auch

— so erhält man
<1^

<lu 8 — 6 11 cos. 7 6 — 3osi— 2x)

U x sin.-^ 2x(>—x)

sx(l ^ ^ 6 x) . u ^ o.

Es sey nun

-s- «X -s- /Zx- -s- 7X- -j- . . .),

wo die Factoren «, jZ, 7, . . . noch zu bestimmen sind.

Substiluirt man diesen Werth von n und sein Differential in der

vorhergehenden Gleichung, und setzt dann die Factoren der gleichen

Potenzen von x, jeden für sich, gleich Null, so findet man

ü . 8« >osi 12-,

«--Z, 6"^""

und dadurch erhält man den gesuchten Ausdruck
4 , 4-6 , 4-6.8 . , 4.6.8.10 , ,

u — -s- X -s- — x^ 4— — X- -s- . . .3 " 3.0 " 3.S.7 3.S.7.Y
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g, t>g. (Zusammenhang der trigonometrischen Funktio-
ncn mit den Evponcntialgröhcn und den Logarithmen.)
Wenn man die Reihen, welche wir oben (h. 44 und 4S) für e' und
sin.x, 008.x erhalten haben:

--- > -s- x -s—-—s- - - -' 1.2'
x^ ,sin.x — x — -l- . . .1.2.6

ev8. x — 1 ^ .1.2 ^

unter sich vergleicht, so bemerkt man sofort, daß, wenn man x/—1
statt x in diesen Anödrücken setzt, die Gleichung erhalten wird

^ ' --- oos. x -s- —1 . 8in.x,
also auch, da X ganz willkürlich ist, und daher auch gleich —X gesetzt
werden kann:

x V—- — cos. x — —1 . 8in. x,

und diese beyden Gleichungengeben sofort auch die folgenden, in wel¬
chen wir der Kürze wegen A statt /—1 gesetzt haben:

ek» — e— k x -j-- e—
SIN. X — , L08.X —

. I -j- Is . l»N" X^2 lex 2-— ' 5-,
1 — . tang. x ^

wo A2 ——I, 1^ — — ll, u. f. w.
Auf diese Weise stehen daher die trigonometrischenFunktionen

mit den Erponentialgrößen in Verbindung.
I. Wenn man in der vorhergehenden Gleichung

„ 008.x »s- k 810. X

die Größe 008. X-s-Ii 8in.x^ setzt, und dann die Logarithmen
nimmt, so erhält man

kx — log.^.
Allein die angenommeneGleichung

A 8in. x — ^ -x- x/» — »i».' x

gibt, wenn man sie quadrirt,
— 2ll^8in.x -22 1 oder

. Ii(l —z--)X — L10. 810. -—.
2>

Substituirt man diesen Ausdruck von x in der Gleichung bx — log.^,
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so erhält man
, , .Kl» — 7-) ,lo?. 7 --^ k. arc. sin. n gi c, 00s. ,^ 2 ^ 2 ^

und eben so findet man auch
, , — 1) , ^7I02.7 — 2 Ii . sie. tsng — --- Ii. sie. S0L.—-----v ° - -ck 7 ' Z- 7'

, - 7)^— Ii . si e. sin. vers. — ,
2 )5 '

und auf diese Weise hängen daher die Logarithmen von den Kreisbo¬
gen ab.

II. Nimmt man in dem gefundenen Ausdrucke
Ii (I — 7)00s. V ----- 2 Ii. Sic. lang. —^ ^ - ck-7

die Größe 7 —>, so wird log. , 2K . Si e. lang, v, also auch/ wenn
n eine ganze, positive oder negative Zahl ist:

log. i — 2 Ii p/—I.
Ist aber 7-^- — i, so ist log. s—1) --- 2!; arc.tsng. und

daher
log. (—l) ---- (2n -s- l)?--. p/ —I,

oder der Logarithmus jeder positiven und jeder negativen Zahl hat un¬
endlich viele Werihe, die aber alle imaginär sind, einen einzigen bey
den positiven Zahlen ausgenommen, für welchen n----o ist, da man
sur jede positive Zahl s hat
log. s ----- log. (s . i) ----- log.» -j- log.» ----- log. s -s- —1.

III. Der vorhergehendeAusdruck
, I -I- Ii tSIIff. Xki .—. ! II

1 — k da HA. x
gibt, wenn man x^3o°, also tsng. x-----I-setzt:

z , "

Wenn man aber x — ----- und tsng. x — 7 setzt, so hat man
n > -fi t< 7--- -- log.

2 Ii ^ 1 — Ii 7

Setzt man beyde Werthe von --- einander gleich, so erhält man
s 6

1 (VZ-fiK)" — <V3 —K)"
^ ^ Ii ' s s'

(VZchlt)" Z- (/Z-I<)"
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und 2/ ist die Seite eines regelmäßigen, um den Kreis des Halbmes¬
sers > beschriebenen Polygons von n Seiten.

Bezeichnet 21- die Seite des ähnlichenum den Kreis beschriebenen
Polygons, so ist

2?
2 2

l/ > ch- 52
also auch, wenn man den vorhergehenden Werth von 7 substituirt:

o K -
— (v/Z —li)°22 -2^ ! - — .

Für oder für das regelmäßige Sechseck sindet man durch

diese Ausdrücke 2/ — und 22 — 1. Für n — /, oder für das

regelmäßigeNiereck ist 2^ — 2 und 22 — y/2 u. s. f.

H. ül). (chNoivrc's Sinamialkormcl). Seht man in der vor-
hergehendenGleichung

0^ 00s. x -s- — 1 . sin. x
statt x die Größe nx, so hat man:

Erhebt man aber beyde Theile derselben Gleichung ans die Po¬
tenz n, so ist

.n X v/ I
(cos. X -s- —I . sin. x)",

so daß man daher hat
(cos. X -s- z/— I . sin. x)" — cos. NX -s- z/— I . sin. nx;

oder auch, wenn i- eine willkürliche ganze Zahl bezeichnet, und statt x
die Größe x-s-2r?-- gesetzt wird, da jeder Quadratwurzel ein doppeltes
Zeichen zukommt:

(cos.x g- . sin.x)" — cos.n (x-j- 21^) -t- /— ,. sin.n (x-s-21
und dieser Ausdruck heißt, nach seinem Erfinder, die Mvivre'schc
Formel.

g. 70. (Kirltältigkeit der Iverthe der !llur;c!grö(;e>i).
Wenn man in der letzten Gleichung die Größe x gleich 0 und gleich ---
setzt, so erhält man

Littt-ow'S Anl. z. höh. ?)?ath. H
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(-s- ,)» cos. 2rn?r -s- p/ — > . sin. 2 rn?? lind

^— 1)" cos. s2 r -s- 1) n ?r -s- z/ — » . sin. (2 v -s- 1) n ?r.

Da man aber für jede ganze Zahl n hat:

sin. 2 r n -r sin. s2 r ss- 1) n ?r 0 , cos. 2 ru ?r --- > ,

und endlich

cos. (2 v -s- 1) nck^ i

das obere oder untere Zeichen, wenn n gerade oder ungerade ist, so ist

auch für jede ganze Zahl n

s-j- 1)" --- », (— ,)--- --- » und (— i)""b> — — >,

wie bekannt.

Allein wenn n keine ganze Zahl ist , so müssen diese Potenzen der

Einheit, da die willkürliche Zahl r von —cxo bis -s-cx> wachsen kann,

im Allgemeinen unendlich viele Werthe anzunehmen fähig seyn. Doch

kann es sich ereignen, daß bey den Sinus und Cosinus der Bogen

scnn- und (2,-s- 1) n?? eine periodische Wiederkehr eintritt, und daß

daher auch die Werthe von (ss->)" und (—1)" sich periodisch wieder¬

holen. Um dieß zu untersuchen, wollen wir bemerken, daß zwey Kreis¬

bogen nur dann durchaus gleiche trigonometrische Funktionen haben,

wenn sie um ein Vielfaches der ganzen Peripherie 2 ?r von einander

verschieden sind, oder wenn man die beyden Bedingnngsgleichungen hat:

2 i'n ?? — 2r^nn- — 2b^ und

s2 r -s- I) n ?r — s2 1'/ -s- I) n?r — 2 Ir??,

wo Ii irgend eine willkürliche ganze Zahl bezeichnet.

Diese beyden Gleichungen lassen sich aber, wie man sieht, ans

die einzige

(r —i-/) n ^ k oder n ^ — 1^

zurückführen, und aus dieser Gleichung folgt, daß bey den Potenzen

s-s- >)" und (— >)" eine periodische Rückkehr derselben Werthe dann

Statt haben werde, wenn n ein rationaler Bruch ist. Ist also

n eine irrationale Zahl, so ist die Anzahl jener unter sich verschiedenen

Werthe in der That unendlich groß.

Sey also, um jenen Fall näher zu untersuchen, n irgend ein ra¬

tionaler Bruch —, wo b und m die kleinstmöglichen ganzen Zahlen

bezeichnen, deren Division diesen Bruch — gibt. Dieß vorausgesetzt,

ist nach dem Vorhergehenden
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K

,>» ^ ^7(-.)- ^ .)

das obere oder untere Zeichen, wenn ll gerade oder ungerade ist. Dar¬
aus folgt, daß die Anzahl der Werthe der Potenzen

u K

f-s- ,)"> und - >)'"

bloß von dem Nenner m abhängen, den wir stets als positiv anneh¬
men wollen, und daß wir daher nur die Werthe der Ausdrucke

^(-j- .) und ^?(— >)

hier näher zu untersuchen haben.

Es ist aber, nach dem Vorhergehenden, >) oder

f-l- >fi" — oos. ^ ^ -l- z/k—i) . sin. —A u,tdV I ^ IN ' ^ IN

>.— 2 I' I , . .2r-j-I
s l)'" ^ eos. ' 7? v/s l) . 81N. 75.V / ^ I ^ IN

Bey diesen Werthen tritt demnach, wie man aus der obigen Glei¬
chung (o — iH n ^ l> sieht, die hier in

o — lim

übergeht, eine periodische Wiederkehr ein, so oft zwey Zahlen v und re
um ein Vielfaches deS Wurzelexponenten m verschieden sind. Die An¬
zahl dieser verschiedenen Werthe ist gleich m, und man findet diese
Werthe, wenn man ans der Reihe der von —c« bis -s-c» fortgehen¬
den ganzen Zahlen, eine Anzahl m nach einander folgenden, am ein¬
fachsten die m kleinsten positiven Zahlen c>, >, 2, 3... m—n statt
r setzt. Sollen überdies, waö immer wünscheuswerth bleibt, die Zah-

lenwerthe der Bogen und ^^ klein, als möglich, aus¬

fallen , so wird man die eine Hälfte der Werthe von v aus der positiven
und die andere Hälfte anS den kleinsten negativen Zahlen wählen, folg¬
lich alle zwischen —und liegenden ganzen Zahlen nehmen.

Von allen diesen Werthen werden übrigens nur diejenigen reell

seyn, für welche sin.—- « und sin,-— ^ — v ist.IN II,

Auf diese Weise findet man für p^(-s- >) die Werthe
8^
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cos. o -s- —>) . sin. o -s- , und
cos. ?r -s- ^/s—i) . sia. ?r — >.

Für ^/(-s-i) aber hat man

eos. ^ -s- ') - " v 3»,
cos. o -s- ^/s l) . sin. o — ch- l,

cos. ^^/(—i) . sin.

Für ^/(—i) endlich findet man

'(^Z) ^ ^ ?(l—V(—3))/
'ivs. ^ -s- l) ein. n — I ,

-ß) -fi ^(--') . «in.(A

Z. 71. (Äut 'löluiig der reinen algebraischen Gleichungen).
So nennt man nämlich die Gleichungen der Form

x" — o,
wo eine an sich positive Größe darstellt, für welche wir hier a» sehen
wollen.

Diese Gleichung gibt sofort

X — r) — ')'

Da wir aber bereits die Werths von >) in §. 70 gefunden
haben, so sind auch dadurch die Wurzeln der Gleichungen

x" dsi 0

für alle Werths von n bekannt. So sind die Wurzeln der Gleichung
x» -j- a" —- g

alle in der allgemeinenForm enthalten:
s" 2I--I-I .

X — n cos. —- ^ -s- z/(—1) . sin. -— ^ I ,

und die Wurzeln der Gleichung
x" — g" — 0

werden sammtlich die Gestalt haben:
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» --2- s I cos. s- z/(—l) . sin. —— ,

wo v alle zwischen —und -s-?" liegende ganze Zahlen bezeichnet.

Lx. I. Für x' -j- n- — o hat man

X — a (vos.?r -s- z/(—,)sio. ^?r) lind

X — a foos. ^--r — z/(— >)

also ist auch

X- -j- a- — (x — az/(— >)) . (x -s- s z/(— >)).

Lx. II. Für x^ — n- ---- o erhält man:

X s foos. 0 -j- z/(—») sin. o) oder X --- s,

X — !I ^eos. ^7?^ z/(—l) sin. a^7r), und

x — -- 5» s> — /S ? z/(io -s- 2 z/S) . z/(— i)^ und

X -1 (cos. -l- z/(—i) sin. z?r), und endlich

x --- — si -s- z/Z ? z/(io — 2z/S). z/(—i)^,

weil nämlich

sin. — sin. 72° ^ ^z/sic>-j-2 z/Z) und

sin, ^ sin. 3b° — ^z/(i<z — 2 z/Z)

ist; fo daß man daher die Gleichung x/— o^--^o auch durch die ange¬

führten fünf zweynamigen Faktoren, oder auch durch einen zwei) und

zwcy dreynamigen Faktoren, nämlich durch das Produkt

x^ — — a) ^x- -s- z/s, — z/Z)

darstellen kann.

Z. 72. (Enttvirkluiig der Evpaucntialgrä!)cu und der La-

garithmen aus dem Linau:). Da die drcy Reihen, welche wir oben

(H-4>— 43) für diese drey Funktionen gegeben haben, durch das ge¬

summte Gebiet der höheren Analyse von der größten Wichtigkeit sind,

so wird eS nicht unangemessen seyn, ihre innige Verbindung untereinan¬

der hier näher zu zeigen.

Sey also u —so ist auch sofort, was auch n für einen Werth

haben mag:

n s(. -j- -> — i)»^.

Enttvickelt mau diesen Ausdruck nach dem Binom (§. 4>), sa »ins

len, da die Größe n ans den Werth von u keinen Einfluß haben kann,
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alle diejenigenGlieder, welche n enthalten, sich gegenseitigaufheben.
Es ist aber zuerst, wenn (> (a—,))" nach dem Binom entwickelt
wird:

(, -s- (a—->))" — i -s- n (a — i) -s- " ' " ' (» — >)'

Ordnet man diese Reihe nach den Potenzen von n, und nennt
die Eoefstcienten «, /3, s..., so hat man

kl s — >)" --- l -s- an -s- /Zn- -j- -s. . . .
Zu nnsircm Zwecke ist es aber nur nothwendig, den ersten dieser

Coefficientenoder a zn kennen, und man hat, wie man sieht: '
« ^ (a- >) — 5(a- ,)' 's- ^ ---

Entwickeltman dann das Binom

u — sl -s- (an -s- /Zn' -s- 7N- .. .)js",
oder, wenn man der Kurze wegen

a -s- /Zn -s- rO -s- . . .
setzt, das Binom

u — (» -s- ?")"/
so erhält man

. X . x.x n , x.x II . X 2N , ,
u — I A- - . I? n -si. " ^ n^ -I . 1?^ n^ -k- . . .>n ' n . 2 n ' n . 2 n , 6 n '
oder

^ , x.x n . x.x n.x 2N .
n — I -s. x.k> Z - -k"^ ^ I . 1.2.6 '

Da sich aber in diesem Ausdruckealles, was die willkürliche
Zahl n enthält, aufheben muß, so bleiben von dem Coefficienten bloß

die Theile x, - —, —-—. und von ? bleibt bloß der Theil a, so1.2^.2.0
daß man daher hat:

u -1- 1 -k— . x -s- -— . x^ -l . xb u. . . .' 1 ' 1.2 1.2.6 '

welches die erste der gesuchten Reihen ist; dieselbe, die wir oben (§.43)
gefunden haben, da sich die Größe a leicht bestimmen läßt, die bekannt¬
lich gleich log. not. u ist.

k. Aus derselben ursprünglichen Gleichung a" — u folgt aber
auch

<> a — -j- u — .)".
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Entwickelt mau beyde Binome, so erhält man, wie zuvor'.

. ^ X . NX. NX I . ,
(. l))-.' --- l -s. nx(g— .) -I — (a ')- -s- ...

und

. -s- n (u— .) -s- " ^ ...

Setzt man beyde Reihen einander gleich, so ist

x(g—(g—

oder da sich hier wieder alle in n multiplicirten Glieder aufheben müssen:

- x s(»-^ ,) — ^(s — .)- -s- ...sj --- (u—,) — — 4- ---

Wir haben aber bereits oben erhalten:

a — (a — >) — ^ s-> — -s- . . - ,
also ist auch

r — x » v -I ^

Da aber a- u war, so ist auch in demjenigen System, dessen

Basis -» ist,

x — IoA. u;

und daher ist

log. u — 1 s(u — —. >)! -j- 5(u — ,)- — . ..^

übereinstimmend mit tz.42.

II. Um die Gränze zu bestimmen, welcher sich der Ausdruck

(1 x)" immer mehr nähert, je kleiner x wird, sey x -^-4^ ^ hgt

man:

<> 4- ->ö 4- ^ . 4- s 4-

^ 77^z(' ^

Da aber die Glieder dieses Ausdrucks, welche die Große ^ ent¬

halten, alle positiv sind, und an Werth und Anzahl mit zugleich

wachsen, so muß auch diese Größe -s- mit der Größe zu¬

gleichwachsen, doch so, daß sie immer zwischen de» beyden Gränzen

1 -j- ^ und

1 -s s s—- ^—> z > 2- l 2- '
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enthalten bleibt. Da aber

— i -j- « -s- -j- -j- . . .

für 2 ^ gibt:

' 2 ' 2^ ' 2^i '

so sind jene beyden Gränzen, zwischen welchen die Größe ^

wenn ^ immer wachst, oder die Größe (> -s- x)", wenn x immer ab¬
nimmt, enthalten ist, gleich

s und 3,

und der Werth, dem sich diese, immer zwischen 2 und 3 enthaltene
Größe, stctö mehr und mehr nähert, wird desto genauer gesunde» wer¬

den, eine je größere Zahl man für ^ in dem Ausdrucke -j-

annimmt. Ist z. L. c,,--- ,oc>oo, so findet man mit Hülfe der bekann¬
ten Logarithmen-Tafeln für die Gränze dieser Größe

X , 1 Xu Z'ioooi Xloaa» ..
ki^ ) —2.7lg3...V V10000/

oder diese Gränze ist die Basis 0 der natürlichen Logarithmen (h. 44)-
III. Sey a",-s-lc x und x eine immer kleiner werdende Größe,

also auch
a- — 1 ^X

Setzt man aber a > -s- d, so geht die Gleichung
a" --- 1 -s- lcx über in

(, -s- k>)- --- I -s- li X,
und wenn man (, -s-t,)- nach dem Binom entwickelt, so hat man

, , x.x I , , x.x I.x 2 , , ,
I -l- x.l) -s- . l> -I . »-!-Iix,^ ^ 1.2 1.2.3
oder wenn man durch x dividirt:

, >x— I,. ,x I.x 2., ,
l> "s- . k> ^ - Z l> ^ Ii ,' 1.2 ' 1.2.3 '

oder endlich, wenn x — 0 gesetzt wird, so hat man für den Gränz-
werth von b

2^3 4
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Diese Reihe ist aber (nach §. 42) gleich log. oat. (, also ist

auch
!X- — l

- ----- log. s,

vorausgesetzt/ daß x unendlich klein ist.

IV. Sey ferner x wo x wieder unendlich klein / und g un¬

endlich groß vorausgesetzt wird. Dadurch geht die vorhergehende Glei¬

chung a- --- i -s- kx in folgende über:

» -j- kx oder ---- (» -j-llx)^.

Entwickelt man (1 -j- llx)^ nach dem Binom, so hat man

or 1 -j- g . k x -s- ^ ->. ll- x^ -s- ^ ^ ^ ^ ^ ^ x^ -j- ...

oder da g—OO, X---0 und 6x----7 ist

Ii- v" 1-5 v">

übereinstimmend mit der Reihe in §.43, wenn k---log. nar. a gesetzt
wird.

Es ist daher

(» -s- x log. ost. s)^ desto näher gleich

je kleiner x und je größer 6 ist, also auch

(» -s- x)^ oder (» -s- x)^ desto näher gleich o,

je kleiner die Größe x ist, wie zuvor.

V. Man kann noch bemerken, daß man hat

/// I X , ' > — X) (l —l) (l 2X) ,

-t- 7 -I- -777- 4- , , z -I- ' . .

Setzt man aber in diesem Ausdrucke x gleich Null, so hat man

^ 7 -I- 7^-s-^-5-s- - - - ,

und da (nach §.44, l.) diese letzte Reihe gleich e ist, so hat man auch

0 — 1 oder e ----

wenn x unendlich klein ist, wie zuvor.
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Z. 73. (Ableitung des 6inoms, der Logarithmen und der
Evponcntialgröhcn aus einer ihnen allen gemeinschaftlichen
lrcihe). Sei) die unendliche Reihe gegeben:

. s x -s- a (a -s- le) -s- s (s -s- Ii) (a -s- 2b) —^ -j- ...

Da diese Reihe offenbar von der Größe u auf irgend eine Weise
abhängt, so wollen wir sie, als eine Funktion von a, durch ka be¬
zeichnen.

Verwandelt man in I>, so wird man eben so haben:

. ^_I,X-s-N(b^Ii)-^--I-b(d^-Ii) (I^2b)-^-s-...--kIl.

Wenn man diese beydcn Reihen durch einander multiplicirt, so
erhält mau, nach einigen einfachen Reduktionen:

, (a b) x -s- (a -s- b) d -s- Ii)

-s- (a -s-1,) (a -s-1, -j- Ii) (a -s- b 2 Ii) ^ ^ -s- ...,

und da dieser Ausdruck völlig dieselbe Form hat, wie die beyden vor¬
hergehenden, so wird man ihn, unserer angenommenenBezeichnung
gemäß, durch s(g-s-d) ausdrücken können.

Daraus folgt also, daß unsere eingeführte Funktion die Eigen¬
schaft hat, daß für sie immer die Gleichungbesteht:

kr. . kd — k(a -I- k) . . . (I),
und man sieht zugleich, daß, nach der angenommenenBezeichnung,
immer tso) — r seyn muß.

I. Setzt man in der Gleichung (I) statt l, die Größe b-s-o, so
hat man

s a ? k (b -s- c) — k (a -s- d -s- 0) ,
oder, da bereits s (k>-s-e)kl,. so war:

k a . kl» . ko — s (a -s- 2» -s- e) ;
und eben so findet man auch

sa.sl).ko.scl^k(a-s-Iz-s-o-^ck) ». s. f.
Ni mmt man aber in diesen Ausdrücken — 0..., und setzt

die Anzahl dieser Buchstabengleich n, so geht die letzte Gleichung in
folgende über: «

(ka)" s(no) . . . (II),
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oder die vorhergehende Reihe ka auf die icke Potenz erhoben, ist gleich

dieser Reihe ka, wenn man in ihr statt a die Größe na setzt.

Setzt man aber in der Gleichung (I) oder in klz.ko —k(k-s-v)

die Größe o gleich a — K, so erhält man

k(a-b) . . . (III),

oder die beyden vorhergehenden, durch ka und kb> bezeichneten Reihen,

geben, wenn man sie durch einander dividirt, die Reihe ka wieder,

wenn man in der letzten a in a—I, verwandelt.

Endlich gibt die Gleichung (II), oder (kb)"k(n l>), wenn

man in ihr nk>---a setzt:

— ka oder

^5a ^ . . . (IV),

oder die icke Wurzel der vorhergehenden Reihe ka ist gleich dieser Reihe

ta, vorausgesetzt, daß man in derselben ^ statt a setzt.

II. Drücken wir nun die Gleichung (II) oder (ka)» -n- kna um¬

ständlich durch die ihr entsprechenden Reihen aus, so hat man

-s- s.x a(a-s-li)-^-- -s- a (a-s-Ii) (a -j- 2 b)

^ r -s-na .X na (na -j- b) — na (na -j-b) (na -s- 2li) -—»

Setzt man in diesem Ausdrucke a —» und Ii---—i, so erhält

man sofort
/ I X,, I . 12 . 12 1 12 . II 1 . 12 ^ c, I
(, x)" — I NX ^ -x" x^ -j- .../' 1.2 ' 1.2.6

welches das bekannte Newton'sche Binom ist (§.sti).

III. Setzt man aber in demselben Ausdrucke Ii—o, a---x—r

und n —bx, so erhält man

Von dieser Gleichung ist aber das erste Glied (nach h-44,1.)

gleich e'>-, wenn"e die Basis der natürlichen Logarithmen bezeichnet;

also ist auch
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IV. Setzt man aber oder K —log. nat. a, so Hot man

<l' — » -s--(Iog.nctt.s) -s--^-(Iog.nat.aP -s-—^—-(log.nat. s)^ -j-...

und denselben 'Ausdruck für die Erponentialgröße a* haben wir auch
oben (h. 43) gefunden.

V. Setzt man endlich in dem letzten Ausdrucke (Nr. I V.) die Größe
x —n und s---i-s-x, so hat man, wenn wieder log. statt log. nst.
gesetzt wird:

(. -j- x)n ---- l ,0Z. (l x) -s- log.^ (t -s- x)'- -s- . . .

Da aber bereits oben (Nr. II.) erhalten wurde
, I X > NX , II . n I ,
(' -l- x)" -- , -s- — -j X- -f. ... ,

so hat man, wenn man bcyde Ausdrücke einander gleich setzt:

log. (, -s-x) -s. log.- (. -s- x) -s- -^-^Iog.2(i -s- x) -s- ...

— x-s-(n—,)^-.-s-(n— ,)(» —2)—^-s- ...;

also auch, wenn man in diesem Ausdrucke n-^o setzt:

wie auch bereits oben (H. 42) gefunden worden ist.

Z. 74. (Erweiterung von Mliciaurin 's Theorem). Bezeich¬
net zuerst u irgend eine Funktion von x, die man in Beziehung auf die
Potenzen von x entwickeln will, so wird diese Entwicklung im Allge¬
meinen die Form haben:

u — v -s- XH. -s- X-H2 -j- x°Hz -s- . . . -s- X"H„ -j- . . . ,
wo II HlH2 Hz... von X unabhängige Größen bezeichnen.

ES ist klar, daß N der Werth von u für x —0 ist. Differentiirt
man aber den gegebenen Ausdruck von u mehrmal »ach einander, so
erhält man:

lt u
— — H, -j- SXH. -s- 3x"-Hz -s- . . . ,

^7 — 2 -j- 2 . 3 XHz -s- 3 . 4x^ H^ -s- . . . ,

2 . 3 Hz -s- 2 . 3 . 4 XHz ,
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und man sieht, daß man für jede ganze positive Zahl n erhält:

--- 1.2.3... ii ci» -ff 1.2.3... (n-s-i)x

-ff i. 2.3... (n -ff 2) x- -ff .. .

/ d" 44^
Seht man also in diesem Ausdrucke »ach der Differen¬

tiation, die Größe x^o, so erhält man

i /'<k->nX

i . 2 . Z . .. n V^clx"/ ^

und darin besteht das bereits oben (§.sto) angeführte Theorem Mac-

laurin's, wenn n bloß eine Funktion von einer einzigen Größe x ist.

l. Ist aber n eine Funktion von zwey veränderlichen Größen x

und x^, und will man u in Beziehung ans die Potenzen von x und x^

entwickeln, so kann man diese Entwicklung so darstellen:

II — II -ff 'XH, .o -ff X".g2.„ -s- X^P.o -s- . . .

-ff , -ff xx^cp, ^, -ff x^x/g,. . -s- . . .

-ff x^ ci„ . - -s- xx/- g,., -s- . . .

-ff x^g».z -ff . . .

und man findet auf dieselbe Weise den Coefficienten des Produkts

x"x>" durch den Ausdruck
> /'<!»u X

" i . 2 . 3... ii. > . 2 . 3 . .. ii' X.U x» ct x»'/ ^

wo wieder, nach vollendeter Differentiation, X und x/ gleich Null ge¬

setzt werden soll. Um z. B. die dritte der vorhergehenden senkrechten

Columnen zu erhalten, wird man n-ffn/ —3 setzen, und dann für n

und n/ alle ganze und positive Zahlen nehmen, deren Summe gleich 3

ist, also

n gleich 3 2ic» und

n> ? 0123

setzen.

liilx. Sey die Funktion

u — sx -ff Ii)"> . sx> -j- b)"

gegeben, so hat man:

v — limb",

1'-° ^ Cffl) ^ mA'n-Iin,

gn. , — ^ nli^Ic"-' und
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Z. 75. (Erweiterung des Tai)lur't'eheu Theorems). Auf

ganz analoge Weise läßt sich auch das oben (§.3g) gegebene Theorem

Taylor 's auf mehrere veränderliche Größen fortsetzen.

Ist zuerst u----k(x), und sucht mau ----- k (x-st ü x), so kann

man annehmen:

u/ --- u -st c^clx -st -st g-z cl x^ -st . . . ,

und wenn man diese Reihe mit dem ähnlichen Ausdrucke für u/ in §. 3y

vergleicht, so hat man sofort für das allgemeine Glied derselben

gu . stx"

den Faktor
I /'(!» u X

I" I . 2 . 5 ... II X, cl X" / ^

und dieß ist der bekannte Taylor'sche Lehrsatz in seiner größten Ein¬

fachheit.

I. Ist aber u ---- k(x, x>) eine Funktion von zwey veränderlichen

Größen, und sticht man

u/ — k (x -st clx, x> -st ilx^),

in eine nach den Potenzen und Produkten von <l x und cl x^ fortge¬

hende Reihe zn entwickeln, so kann man annehmen:

u/ u -s- .ockx -st c^.ockx^ -st . . .

-st c^..clx^ -st cj,.,<lxclx> -st . . .

-st <I--,-ckx^ . . .

Setzt man daS allgemeine Glied einer jeden vertikalen Columne

dieses Ausdrucks gleich

cZn.u' » llx"clx^>st

und vergleicht man diesen Ausdruck mit dem bereits oben (§.53) erhal¬

tenen analogen Werths von u/, so hat man für den Factor dieses

allgemeinen Gliedes

si" " l . 2 . -j . . . . I . 2 . s . . . w ^ u, X" a X >1^/ '

II. Ist endlich überhaupt

u — k (x, xst X" . . .)

eine Funktion mehrerer veränderlichen Größen, und sucht man den

Werth

cA ----- t'(x -st clx, x^-st äx/, x"-st ckx" . . .)

dieser Funktion, so wird, analog mit dem Vorhergehenden, von der
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gesuchten Entwicklung der Funktion das allgemeine Glied
<Zn. - 6 x->. ä xc°' . ü x^°" . . .

seyn , wo man für den Faktor gn.desselben haben wird:

.ll .. 1.2 .3 .. n. 1.2 .3 .. II'. 1.2 .3 .. n" xctx». üx'n'. üx""" .

So findet man z. B. wenn n---k(x,x/,x")eiue Funktion
veränderlichenGrößen ist:

^ (ä^) "

Z. 7b. (Allgrmcines Ncverüonsthcornn.) Die Betrachtung
der Differeutialien einer Funktion u von mehreren veränderlichenGrö¬
ßen, bloß in Beziehung auf eine derselben genommen, die uns in der
Folge zu sehr wichtigen und allgemeinen Resultaten führen wird, bie¬
tet jetzt schon ein Mittel dar, eine gegebene Funktion u — nach
den Potenzen einer anderen veränderlichenGröße x zu entwickeln, de¬
ren Abhängigkeitvon 7 durch eine ganz allgemeine Gleichung gege¬
ben ist.

Sey diese Gleichung
7 5 soi -s- x? (7)^,

wo ? und x wieder andere Funktionen bezeichnen sollen.
Differentürt man diese Gleichung in Beziehung auf x und auf c,i,

so erhält man

^ und

^ ^ ^ -I-
wo und die Differential-Coefficienten bezeichnen, die, wie in
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§. 89, von Heyden Gleichungen identisch sind. Elim,',,,-^ man auS die¬
sen Heyden Gleichungen die Größe -s- xx(7)), so findet man nach
einigen einfachen Reductioncn

Da aber u oder ^>(7) bloß von 7 abhängt, so hat man
ctu x ^7 ^— ---^>(7).— und

. cl v
— ^(7) -

woraus man, durch die Elimination von ^(7), erhält
d cc d 7 du <17
d X ' dll d co ' d X

Seht man aber statt ^ seinen Werth ^>(7). und nimmt
der Kurze wegen ^(7) — 2, so erhält man

/cl u> d u
^ ^'dl'

Differentiirt man diese Gleichung in Beziehung aufx, so erhält
man

ll- u
cl?

ll li
d u

cl x

Zlllein die Größe 2 . ^ ist nichts anderes, als ? (7) .1^(7).^-,
ll V

das heißt also, eine Funktion von 7 multiplicirt durch daher kann
man sie als den Differential-Coeffwienten einer neuen Funktion von 7
ansehen, die wir durch u/ bezeichnen wollen, so daß man hat

cl cc
du^ du

cl
cl . 2-

UNd
cl x

d" u^
dxdr

Kehrt man die Ordnung der Differentiation um, so erhält man

d-u
d x-

d^ 11'
d ro d x

dx

Man muß aber bemerken, daß die Relation 2. ^ auch
cl x cl co

in Beziehung auf c^ Statt hat, und daß daher auch ist
d u^
d x

du'
d u

«ittt'ow'ü Aul. z. höh^ Math.
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wie man daraus sieht, daß u/ auch eine Funktion von 7 ist, und daß

man daher, so wie früher für u, auch haben muß

cl u' cl ^ cl (I

cl x cl u cl co cl x

Seht man also in dem Ausdrucke von statt seinen Werthä ^ ä

und ferner auch statt seinen Werth ii.^ so findet man

^ ll
cl.

cl co
ä . —

cl co

cl co cl c.)

Differentiirt man dann diese Gleichung in Beziehung aus x, so

erhält man
cl 11

Macht man aber wieder, der Kürze wegen, und

kehrt man die Ordnung der Differentiation um, so erhält man

ck- . ^
clZ u ct^ u" ct x

cl x^ cl 10- cl x

also ist auch allgemein

ll eo
/

. i
cluX

2

cl 01"

1 / vN
cl u>

ä-o/

cl

cl d u" cl

Da man aber ebenfalls^ also auch 2

hat, so ist auch

ck-.

X.clx/ cl!co^

Wir haben demnach die Gleichungen erhalten:

/ckuX ü ci

v^cl x/ ^cl<o^
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Da nun, wie in Maclanrin's Theorem, die nach den Poten¬
zen von x zu entwickelnde Größe n die Form hat (H. 78)

u v -s- X <;, -s- X' g, -s- X- gz -s- . . . -s- X" -s- . . .,

,yo g„ — ^ Differentiation die Größe x —0

gesetzt wird, so wird von dem allgemeinen Gliede
x" . g,.

dieser Entwicklungder Factor c^. sey»
ä°-> ^2»—

X.cl x"/ ct ^
oder man wird für die gesuchte Entwicklung der Funktion n nach den
Potenzen von x den Ausdruck hallen

' » ä co / I .. 2

X.2
/ äuX

I . 2 . (j ll l>>2

Wo v den Werth von u für X--- 0 bezeichnet. Dieselbe Voraussetzung
läßt die Gleichung 7 — I? -s- x^-(7)) in die einfachere / —

und den vorhergehendenWerth von inübergehen, so daß
man also in der letzten Reihe

statt 2 die Größe 2 —

und statt die Größe ^

setzen wird. Hat man also die Gleichungen gegeben:
u ^ ^ und^ / — I? (>x> -s- x 2),

wo 2 — ?(/) wieder eine Funktion von / ist, und will man u in eine
nach den Potenzen von x fortgehendeReihe entwickeln, so wird diese
Reihe seyn

x-
1.2 cl

^ ^ ^ -l->. 2. z a <^2 > ' ' - /
st ^
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wobey vorausgesetzt wird, daß x —o gebe 7^-II(v>), und daß dieser

Werth von 7 —ll'(vi), ^ und u substituirt, 2 und II geben soll.

Dieses sehr allgemeine und wichtige Theorem ist von Lagrange

gefunden, und später von Laplace in der hier vorgetragenen Gestalt

dargestellt worden.

A. 77. (Speciellc Fälle des oorhergehenden allgemeinen

Theorems.) I. Ist vie Gleichung 7 — vi -s- x^-s)') gegeben, und

sucht man u—i/>l)) in eine nach den Potenzen von x fortgehende

Reihe zu entwickeln, so ist hier 2 — ^(7), und unter der Voraus-

. setzung x---o hat man

7 — vi, also auch 2 ^ ?(^) und II --- ^("),

so daß daher die gesuchte Reihe ist

. ^X

^(7) -i- ^7^- V 777^/

^ 77773 ^ ^ V Ü77 /

und auf diese Weise wurde die Reihe zuerst von Lagrauge gegeben.

II. Ist die Gleichung x — (7— gegeben, und sucht man

u ->l>v, so hat man auch 7 vi -I- —, und daher ist 2 — —.
?7 ?7

Für x —0 aber erhält man

7 — vi, 2! — s^vi)-^' und II — ^-vi,

so daß man daher hat

ij-7 --- <^>vi -j- x^vo)— .

77^)

und so fort für mehrere andere Formen, die man der ursprünglichen

Gleichung 7 — ? -s- x? 7) geben kann.

Wir wollen nun daö Vorhergehende aus einige specielle Beispiele

anwenden.

(^.) Sey zuerst die Gleichung v> — 7 -s- 7» — c> gegeben. Man

suche den natürlichen Logarithmus von 7.

Vergleicht man dieß mit der Gleichung vi — 7 -j- 5x7 — u in

h. 77 , l., so erhält man
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also auch co",

^>c.i ^ log. 01 und

3 . ^ u I

eo

X

5^7—7", " ^

^>7 — log.)', » »

so daß man also hat
2N—I . . . 3n—1.3»—2 ..

log. 7 log. <o-j- ci"^> -s- ^ -—-—- oi^c» >1

^"-2 -4"-3 ..,^„ ^
^ >.2.3 ^

Für n----c> hat man ^ — 7 -s- » ---- o, also auch

log. 7 ---- log. 01 -I- -!—! ... oder
° ^ " ' -o 2u2 > 3k>-

. 7 . ust-I > i>>
c-) u u 2 3 co^

(v). Ist die Gleichung 7^-^-^-07-» gegeben und 7" zu suchen,

so hat man, wenn dieser Ausdruck mit 7 — ro -j- x?7 verglichen wird:

X a, also auch xco ---!

?7 ^ 7^, " » ^,01

ck. e,» .. .
^7 — 7°, » - <1 c.)

und die gesuchte Reihe für 7" wird seyn

7° -fi- a. n >
a-

-j- ns2M-I-N .1.2 ' ^

-I-
s-

1.2.3 n s3m-s-n—. 1) s3m-^-n—2) -s' - - -

(L). Ist die quadratische Gleichung a—gege¬

ben, so kann man, durch Hülfe des vorhergehenden Theorems, jede

Funktion der Wurzeln dieser Gleichung finden. Ist z. B. ^7 --- 7"',
so hat man

7," — 0- -j- in a""k > t> -I- !"I^ ^ a">-k» k«->. 2

. IN . IN c!z. IN 3 , ., , ..! ?
1.2.3

, NI. IN-I-5 . IN-1-6 . IN-j--7 ...
AI II m_I g.n -i-4 d» -l- . . .

>.2 .3.4

Ist aber ^7-2- log. nsk.7, so findet man

log. 7 --- log.» -s- od -s- ^(sd)- -l- ^(od)-2 ^ ' 2.3
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(lll). Ist die Gleichung x7— gsin.7 gegebe», und sucht

man 1/17-^7, so erhält man

7 — x -s- a sin.x -s-

-l-

-s-

. 2 SIN. 2X

- (3^ «in. 3x — 3 sin, x)

(4,2 sin. gx — 4. 2^ sin. sx)-s-, . .
.2.3.4.2-^^ ^ l m

1.2.2

!>-'

1.2 .3 .2

(Ll). Ist die Gleichung gegeben

2 — 7 -s- "7' 's- i^7^ 's- 77" -s- - -

und sucht man 3-7 — 7", so hat man auch

2 -- 7 ^ 7" O 's- ^7 -s- 77^ -s- . . .) — 0,

und diese Gleichung mit der vorhergehenden 00 — 7 -s- x^-7 0 ver¬

glichen, gibt

x — —

^7 ^ 7^ ^ ^7 's- 77^ "s- - - -)e

also auch

H) — 2^ sa /Z 2 -s- 7 2- -s- . . .),

2^ 2" und

3 .

3u
n 2"

seht

Man hat daher, wenn man der Kürze wegen ? -1 -s- /Z2 72' -s-.

7» ^ 2N — u 2"-^' . ^ -s- — ck .

>.2 .3 V. 32' >

und dieser Satz enthält die sogenannte Reversion der Reihen.

Setzt man

2 — 7 -j- «7- -s. /Z7- -s- 77» -s- - .

und sucht man daraus 77 — 7, so wird man in dem vorhergehenden

Ausdrucke bloß die Größe n — - setzen. Entwickelt man dann die dort

gngczeigten Differentialien, so erhält man

7 — 2 -s- 0 2^ -s- Ii 2? -s- c 2^ -s- cl 2^ -s- . . .,

wo man für die Factoren a, Ii, 0, . . . solgcnde Ausdrücke findete
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a ---- — a,
h> 2 ^,
0 Z-x/Z — )' — 3-x^,
<g — 2 t a- j3 g- t) ac^ -ff 3 — ö,
^> — /j.2 ix^ ^ff 84 /3 — 28«'^ — 28aL j2^ -ff 7^d

-ff 7^7 6,
u. s. w.

VIIZ.

Untersuchung unbestimmter analytischer
Ausdrucke.

Z. 78. (Lcltimmuiig dieb'cr lvcrthe durch Taylor's Thcu-
rcm). Funktionen von einer oder von mehreren veränderlichen Größen
nehmen zuweilen, für gegebene Werths dieser Größen, die scheinbar
unbestimmte Form ^ an. So geht z. B. die Funktion

(x — 0)" , d-u ^ 7
(x i,)n . log. X

für den besondern Fall, wo x-^-a ist, in u---^ über. Allein der Werth
von u für diesen Fall ist demungeachtetei» bestimmter Werth, da
offenbar u für x —s entweder gleich Null, oder unendlich groß, oder

gleich der endlichen Größe ^ ^ ^ seyn wird, je nachdem u>>n, oder
m<n, oder m-^n ist. Man kann diese bloß scheinbare Unbestimmtheit
sogleich entfernen, wenn man die vorhergehendeGleichung auf fol¬
gende Weise ausdrückt:

u, sx — sV. ,^ I(1F. X
Allein nicht immer liegen die Factoren deS Zählers und Nenners,

welche diese Erscheinung hervorbringen,so offen da, und man muß da¬
her zu andern Mitteln übergehen, die wahren Werihe der Funktionen
in solche» Fällen zu bestimmen. Der T a >) l o r'sche Lehrsatz ist zu die^
sein Zwecke in den meisten Fällen sehr geeignet. Sei)

x

U--
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wo X sowohl als Funktionen von x bezeichnen. Geht in diesem

Ausdrucke die Größe x in x-s-Ir über, so hat man, nachTaylor's

Theorem:

X-s-^.l,

,l X cl'- X

ä x- ' I . 2

NX'
. I. -s-

-I2X' 1,2

cl X cl X2 I . 2

X

wo für Ir — o ist. Ist nun die gegebene Funktion u — so

beschaffen, daß sie für den besondern Werth von x^o in u---^ über¬

geht, so erhalt man
<ix <!-x i>

^ cl x ^ äx'-^ ' , . 2

" ^ -IX' , 6"-x' Ii"'
ct x cl x2 ,.2

und da auch hier wieder rU —u für Ir —c» wird, so hat man für den

gesuchten Werth von
clx clX'

cl x ' clx

Sollte aber auch dieser Ausdruck ^ für X---V wieder

o:c> geben, so wird man auf dieselbe Weise

cUX lUX'

lk X.2 <l X^

finden, u. s. w., so daß man daher von einem solchen Bruche, der für

einen bestimmten Wenh von x die Gestalt ^ annimmt, den wahren

Werth desselben finden wird, wenn man das erste oder überhaupt das

irte Differential des Zählers durch das ick- Differential des Nenners di-

vidirt.

blx. I. Sey ci — ^ ^ gegeben. Um den Werth dieses Aus¬

drucks für den besondern Fall x— i zu suchen, hat man schon nach ei-

cl xner ersten Differentiation u — " ^ , oder der gesuchte Werth ist

n.

. .. il x2 2KCX -I- ao2

Lx. II. Eben so gibt u ----- ^ ^ ^ ^ 1,7 X — o

nach der ersten Differentiation
ax — ae

d x — bc

und da auch dieser Ausdruck für x---c noch gleich ^ wird, so erhält
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man durch eine zweyte Differentiation den gesuchten wahren Werth von

0 ll X s

k> ctX K

Auf dieselbe Weise findet man für den besondern Fall x-^o soll

gende Werths:

8>n. X s!n,"x s!n. X I—cos X X — sin.x
— 0, «Z, - -, - 5,

log, (l-l-x) !>— ^ (> -s-'i) 0A. X ^
X ^ X- 20^ (I —X)»

o- — ,— 2X
1 ^ 2;

X — SIN. X

und eben so ist für den Fall X — I:

X l ^ x" I ' ^ X" I n

Z. 7Y. (Fälle, Ivo sich der Tcnffor'sche Lehrsat) nicht

amveuden tät)t.) Wenn der im Zähler und Nenner für einen be¬

stimmten Fall verschwindendeFactor einen gebrochenen Exponenten hat,

so läßt sich die vorhergehende Methode nicht mehr anwenden, weil die

Differentialion, wenn sie auch noch so weit fortgesetzt w rd, diesen Fac¬

tor immer wieder erzeugt, wie dieß z. B. bey der Funktnn

z/x — i

z/ x-— i

für x— i der Fall ist.

Wenn aber irgend eine Funktion u von x für eiren besondern

Werrh x —s die Form ^ erhält, so wird man in ihr stack x den Auf¬

druck s-j-lr substituiren, wo Ii eine sehr kleine Größe ist, und dann

den Ausdruck u nach den Potenzen von Ir entwickeln, wo man gewöhn¬

lich schon bey den ersten Gliedern der Entwicklung stehen bleiben kann,

und wo man sodann den gesuchten Werth von n erhält, wenn man in

dieser Entwicklung die Größe k> —v setzt.

In unserem vorhergehenden Beyspiele erhält man, wenn man

x-- i -s-ll setzt:

o für x — >,

so daß also u —o der gesuchte Werth ist.
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Eben so gibt u ^ wenn man x--i-s-K seht:

I /No -s- 12 k -w a 1,2 -i- 1,5 .
u — s/ 1 0 ^ z/Z für X I.

Auf dieselbe Weise sindet man

— -f.- --- ss u)^ für x — g, u. s. w.

(x-aH

Man sieht, daß dieses Verfahren ganz allgemein ist, und selbst

da oft mit Vorteil angewendet werden kann, wo auch die beschränktere

Methode des §. 78 noch anwendbar ist. Hätte man z.B. den Ausdruck

x' — 4 X» -st 7 X — 2 — 2 z/ 2 X — I

X- 2X I -st 2 2 X

für X— I zu sichen, so würde nach 78 erst eine viermalige Differen¬

tiation zum Zwecke führen. Seht man aber in ihm 1 -j-Ir statt x, so

erhält man
2 -st 2 ll Il2 2^1 -st 2 tl

— 2 -st Ii2 -st 2^1 — !>"-

Allein

z/1 -f- 5 Ii — 1 -st Ii — ^ Ii» -st st Ii» — ^ Ii» -st . . .

unl — 1

also ist auch der gesuchte Werth von

ii 7-- — Z für x —

§. 80. 'Andere unbestimmt scheinende Formen.) Zuwei¬

len kann eine Funktion für einen bestimmten Werth ihrer Stammgröße

eine Form da' Art — oder o.cxz oder cxo — «z u. f. annehmen, dieOO

sich aber imner, durch eine angemessene Verwandlung, auf die bisher

betrachtete Cestalt st zurückführen läßt. Wird z. B. von dem Bruche

u — ^7 fürx-^a der Zähler sowohl als auch der Nenner gleich OO,

so kann man diesen Bruch auch so ausdrücken:

ZI

" " x^ ' x^

wo er dann für X — a die Form v -I- st annehmen wird. Wird in dem
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Ausdrucke u---X.X^ für x----a der Factor X —o undX/----cxz, so

kann mau dafür nehmen

n --- X t

wo dann für x---a die Größe u wieder gleich e wird, u. f. w.

Ist z. B. u — f, —x) rang, ^-rx für x-----1 zu suchen, so hat

man auch n — —-—^—, und dieß gibt
^ colianZ. x ^

- stir x i.

Auf dieselbe Weise findet man

see. x

tanA. x
x"

. für x —^-r,

los-?

---- o für X — o /
eotsn^. x

k_.---o für x---cxz, e--'°. log.xo für X —cxz,

(>—x) sec.^-??x----2.?- für x---i , xlog. x----o für x----c>,

x" --- v " » für x --- cxo, x"^" ---^ e ----- - für xv

Die Funktion endlich

log. X
gibt n OQ OO für X

Wenn man aber diese bcpden Brüche auf einerley Nenner bringt, so

hat man ^ ^ W was u-----^ für x— > gibt. Eine
^ (X— 1)^0^. X

zweymalige Differentiation deS letzten Ausdrucks gibt dann u ---- — ^

für x ----,, u. f. w.

Z. L>. (AmvenÄimg dos ^orhcrgehcndett aut' Oltleren-

tialcfit'lolflMSon.) Wenn u ----- o eine Gleichung zwischen zwey ver¬

änderlichen Größen x und ^ ausdrückt, so hat das erste Differential

dieser Gleichung, nach §. 6y, die Form

>>>---<>,

wo und die partiellen Differentialien von u in Bezie¬

hung auf x und auf bezeichnen. Wenn nun für einen besondern

Werth der Größen x und p diese partiellen Differential-Coefficientcn

bcpde verschwinden, so folgt aus der vorhergehenden Gleichung

.1 X



Um aber in diesem Falle den wahren Werth von — zn finden,

wird man die vorhergehende Gleichung, die man auch so darstellen kann:

lVläx -s- Nü)- ^ o,

noch einmal dl'fferentüren, w odu rch man, nach §. 60, Gleichung (II),

einen Ausdruck der Form erhält:

-j- (^llxcl/ -s- Hcl^> -s- IV-12 ^ — 0.

Da der Factor IV in bei)den Gleichungen derselbe bleibt, so geht

der letzte Ausdruck in folgenden über:

?clx,2 -s- t^äxü)- -s- H-I)-2 — 0 oder

' ^ -1 X ^ -1x2
tl V -

und daraus wird man den gesuchten Werth von — finden, der, wie

man sieht, doppelt ist. Sollte auch m noch die Form ^ haben, so wird

man zu einer dritten Differentiation übergehen, n. s. f.

Lx. Ist 11 — gl» ^2 -s- l»c»x^ — x^ ^ 0 gegeben, so er¬

halt man daraus

--z x^-I X — 3c>x-Ix;

und für xr^o, wo auch ist, hat man

äx

Differentürt man aber die letzte Gleichung noch ein Mal, und

setzt ^ hax

— 3x2-1x2 — Zc>llx2 oder

-I)- I /ijx2 — g»

-Ix 3)>2 —

und dieser Ausdruck gibt für x----o den gesuchten Werth

Z. 82. (Urfier !>io Ergän?ung der Taiiior'tchell Rrihe.)

Wenn man der Kürze wegen

5x
-1 . fX

, t"x
ltx ^

Ü2 . kx

-1x2 ^
l>"x

rl-.kx .
u. f.(1

setzt, so hat die oben (h. 39) gegebene Tay lor'sche Reihe folgende ein¬

fache Gestalt:
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k (x -ff 3x) kx -ff x. 3 x -ff ^ x. 3 x^ -s -—^ x . 3 x^ -ff...,

so daß demnach die Größe
ksx 3- 3 x) — kx

c!.x

aus zwey wesentlich von einander verschiedenen Theilen besteht, wovon

der eine k-'x von 3x ganz unabhängig ist, während der zweyte, den

wir durch ^>3x bezeichnen wollen, bey dem unendlichen Abnehmen von

3x selbst unendlich klein wird. Wir können daher annehmen

k(x 3- 3 x) — kx
— Ux -I- c^3x oder

3 x

k (x -I- 3 x) — kx — 5' X. 3 X ^
3x-

Ist aber 3x unendlich klein, so wird in dem letzten Ausdrucke der

Zähler sowohl als auch der Nenner gleich Null, oder man erhält den

unbestimmten Ausdruck Um den wahren Werth von zu er¬

halten, wird man also, nach §. ?3, das Differential dieses Zählers

durch daS Differential deS Nenners dividiren, wodurch man erhält

k' tx u. 3 x) — k' X
ca ^ - ;2 ll X

und da auch dieser 'Ausdruck, für ein unendlich kleines 3x, noch ^

gibt, so wird man dasselbe Verfahren auch auf ihn wieder anwenden,

und in dem so erhaltenen Resultate ^l>(x -ff 3x) die Größe 3xx^o

setzen, wodurch man also

ca — ^k^x

als den gesuchten Werth von a> für 3x — <z erhält, so daß man da¬

her hat:
k (x -ff 3 x) — k X — X . 3 X

3^ ^ ^

Diesem gemäß werden wir also, wie zuvor, setzen können

k(x -ff 3x) — kx — Ux. 3x
— — -t"x -ff ca,. 3 x oder3 X» - , -

k (x -ff 3 x) — kx — k^ X . 3 X — ^ k'^ X . 3 X-
x— — ca,.3x^>

Der letzte Ausdruck nimmt aber für 3x —o die Form ^ an,

und er thul dieß auch, wenn man den Zähler und Nenner dessel¬

ben noch zwey Mal differentiirt. Erst die dritte Differentiation gibt

Qi, ^ f"/x
?,. 3
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als den gesuchten Werth von 01, für äx c>, so daß man daher hat
k (x -I-<1 x)—sx—.t^x.ckx— ^f"x . ckx- I . , ll— ! t t — f/// x -s- <x>2. ll x,Nx'- 2.Ä ^2

Fährt man so fort/ so findet man allgemein

k(x-s-üx)---5x ss-^x.äx -s--^-k"x.ckx" -j- t'/" x. elx-^-...

4- 7 k" X . cl xn -l- call—, 6 x"-b>,
1.2. 3...II

und dieß ist der vollständige Ausdruck desT a >) l 0 r'schen Theorems.
Wenn das letzte Glied ca„—, c> x"-k" für ein unendlich großes n ver¬
schwindet, so geht diese Reihe in die oben (h. 3c>) gegebene über. Wenn

, dieß aber nicht der Fall ist, so ist es, wie man sieht, von großer Wich¬
tigkeit, den Werth dieser Ergänzung für jeden besondern Fall bestim¬
men zu können.

Zu diesem Zwecke bemerken wir zuerst, daß die Größe kx, wenn
x allmählich in x -j- <1x übergeht, immer wächst oder immer abnimmt,
je nachdem l^x, innerhalb derselben Gräuzen von x und x-s-ckx,
stets positiv oder stetö negativ ist, wie dieß schon unmittelbar aus dem
Ausdrucke folgt

k(x-I-ckx) - kx ^ ^rix

Betrachten wir nun die Funktion P2 -^-ksx-s-2)— 3.2°, wo
u eine Constante und n eine ganze positive Zahl bezeichnet. Die n auf
einander folgenden Differentiation dieses Ausdrucks in Beziehung auf
2 sind:

P/?. ^ l?(x-j-2) — n 3 2"—>,
P//2 ^ k^sx-j-2) — sn l)n3 2N^-l,
P///2 " sx-j- 2) stt 2)sn ,)N S2»^ ,

PN—1 2 — k»—,^-s-ii) I . 2 . 3 . . . sn l)n32/
PN 2 ^ l "sx -j-2) — I . 2 . 3 . . . sn — i)na.

Ist nun der Ausdruck kx der Art, daß die Differential - Coeffi-
cienten k^x, k"x, . . . bis k"^'x für einen bestimmten Werth von
x----Xll verschwinden, so werden auch alle diese Größen ^2, P°2, ...
bis P"-^> 2 verschwinden, wenn man in ihnen x —x^ und 2 — 0 setzt.

Dieß vorausgesetzt, fiy nun 3 der k l e i n st e Werth, dessen der
^^ X

Quotient ^ ^ 7 fähig ist, während die Größe x durch alle Zivi-
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schenwerthe von x« bis x„ -s- clx^ übergeht, so sieht man leicht, daß

die Größe
k (x„ -I- cl x^) — kx„ Q

äx'^

innerhalb denselben Gränzen immer positiv sepn muß, so wie sie im
^ X

Eegentheile, wenn u den größten Werth deö Quotienten ^ ^ ^ -

bezeichnet, immer negativ seyn wird, woraus folgt, daß der Werth

deö Ausdrucks

t -t- Sxo) — kxg

äx^

immer zwischen den größten und kleinsten Werth fallen muß, den
X

von x-^- Xx, bis x Xg -l- 6 x„ erhält, und daß manI.2 .3 ...H

daher die Gleichung hat

s(x„ -P U xo) — fx^ ^ Q (x„ -t- ö. n x^)

clx^ " i.2.ci... ii ^

wo g irgend ei» zwischen o und I enthaltener Bruch ist, immer voraus¬

gesetzt, daß die Größen k^ --- k"x„ ---- ll^ig . . . k"^> x^ sämmt-

lich gleich Null sind.

Wendet man dieß auf die vorhergehende T a y l o rsiche Reihe an,

so sieht man, daß dieselbe, vollständig auSgedriickt, folgende Form hat:

k (x-^- clx) --- kx -st k^x. clx >s- ^ . üx^ -s- ^ ^ ^ k">x . clx^ -s- . . .

-l ^ k"^' x. clx"^' -l k"(x-l-gilx). clx".. kl)
^ i . 2.3... (II i) ' i . 2 .3... II ^ ^ ^ ^

Einen ähnlichen Ausdruck erhält man auch für die oben (H. 40)

gegebene Reihe M a c l a n r i n's, wenn man in dem vorhergehenden

x-^o, und dann, der Einfachheit wegen, x statt clx setzt, so daß

man hat

kx — k 0 -s- x.lVo -!—— . k" c> -I --— . k"/ 0 -s- . . .1.2 ^1.2.3 "

^ .t°-o -I ^ . k"(gx) . . . (II),1.2.3...11—i 1.2.3...11

wo die Ausdrücke chc>, l>/o, . . . anzeigen, daß man, nach der Dif¬

ferentiation, die Größe x gleich Null setzen soll. Setzt man in dem

letzten Ausdrucke nach der Ordnung v — 1 ,2 ,3,..., so erhält
man

kx ko xt^(gx),



1/»4 §- 32.

f X k o -l- X o -i — k" (6 x),' 1.2

kx — ko -l- xk^o -I — t"o -I ^—77 k^^(gx), u. s. f.>.2 ^1.2.6

I. Wir wollen nun das Vorhergehende auf einige besondere Fälle

anwenden. Nehmen wir nach der Reihe für die Funktion kx folgende

Ausdrücke -

cos.x, sin. x, (i-s-x)"> und IoF.fi -f-x).

Diese Größen geben für k"x in derselben Ordnung

c^, ovs. fx-f-sin. (x^ n ?r),

und ferner

m (m— i) (ni — 2) . . . (m— n -j- 1) (1 -s- x)'""",

. . . I.2.3...(N — 1)
und (—1)°^' . ——l .

^ ^ (1 -tz x)»

Eben so geben sie für k"c> die Ausdrücke

1, cos.e.n?r, sin.^n^,

m (m—>)(in—2)... sm—n-f-i) und (—1)"^'. i. 2 .3 ... (n—>).

Diesem gemäß erhält man daher aus der Gleichung (II):

X , x^ x°-> x°
<z- — , -h. . u . -U. . . . ^ t!°" ,

^ I 1.2 ^ I . 2 . 6 . . . (ll—l) I.2.3...N
X»

aas. x — i -s- -—1.2 ^ 1.2.6.4

L°s.^(n—1)77 -j- — L0S.(gx-j-^N7l),
' I.2.3...(>1 I) ' 1.2.3...N

iiin. X X -I- 7! 7 2 ...l.2.6 1.2.6.4.0

_I sin.^fn—i)?r ^ sin. (gx-s-^n-r),
^ 1 .s.3... (n—1) ^ ^ ^

(1 -j-x)°> ^ . -f- mx -I ——x- -f- . . .

1n(m-l)..(.N-N-I-2) ^. -N(.N->)..(N1-N-I..) ^
I.2.3..(n—1) ^ 1.2. 3.. II ^

loF.(l-I-x) ^ X — — . . .
I / X X->

^ II — I ^ n V. l

Ist in der zweyten und dritten dieser Reihen n eine gerade Zahl,

so sind die beyden letzten Glieder
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von cos. x ... 4- ^— 4^ - cos. «1x,
^ I . 2 . 3 . . . (ll —2) 1.2. 3-.. II '

xn—> X»
von SIN. X ... 4- 5 4 5 SIN. g X.

I . 2 . 3 . . . (o I) I . 2 . 3 . . . II

Ist aber n eine ungerade Zahl, so sind diese Glieder

xn—> X»
von cos. X ... 4- - 4.12.^. 1.1 . I I

I . 2 . 3 . . . (II I ) "^1.2.3.,.!!

von sin. x . . . 7^ ? - cos. gx.
I . 2 . 3 . . . (II 2) I . 2 . 3 ... II

Demnach erhält man sür n^i

g „ I — oos. x . ^ . .
— o , — SIN. gx, — cos. 6 x,

ex — l o , — X . sin. X
0

X

(I-I-X)

— (' -I- gx)">->, 1 log. (l -s -x) ^IN X

Für n ^ aber ist

c* i -s- X -s- -z-x- . cos. x — i — ^x^ cos. gx,

sin. x ^ x — ^ x- sin. gx,

(i -s- x)"> i -s-nix-^-^nisin — i)x^si-s-g x)">—^ und

------1(7^/'

IX
Größte und kleinsteWerthe der Funktionen.

Z. 83. (Für Fnnlitivnen einer einzigen veränderlichen

Grolle). Ist n-^lix und geht x über in x-j-k, so erhält man(§.3g)

, , clo , Ii- 6"II , Ii2 i>>II .
— Ii — li . l- . . . ^ .

cl x ^ . 2 cl x". ,.2.3 cl x^ ^

und eben so, wenn X in X—'Ii übergeht:

^ ^ 4_' <1x 1 .2 ' 6 x^ 1 .2.3 ' n x'> ^ '

Wenn nun für einen bestimmten Werth von x, z.B. für x---g,

die Funktion u, die wir sür diesen Fall durch (n) bezeichnen wollen,

größer oder kleiner ist, als die ihr zunächst vorhergehenden und ihr
s Attrow's Anl. j. höh. Math. , 0
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zunächst folgenden Werths von u, so sagt man, daß für x--s der

Werth (u) in jenem Falle ein größter, und in diesem ein kleinster ist.

Bemerken wir noch, daß in den Heyden vorhergehenden Reihen

die Größe ll immer so klein angenommen werden kann, daß das erste

Glied ll . ^ die Summe aller übrigen Glieder übertrifft. Denn wenncl x.

in einem Ausdrucke der Form

ff- Lll? -ff -ff . . .

die Exponenten alle positiv und steigend sind, so daß/3>a, ^>jZ u. f.,

so kann man diesem Ausdrucke auch die Gestalt geben:

ll« -ff -ff c llV"« -ff . . .);

und da hier die Exponenten /Z — cr, —ll... alle positiv seyn muffen,

so wird mau offenbar die Größe ll so klein annehmen können, daß daö

erste von ll unabhängige Glied ^ größer wird, als die Summe

LI,?--- ff. -ff . . -

aller folgenden Glieder. Man wird also auch in den beyden Reihen

für —n die Größe k so klein nehmen können, daß schon das erste

Glied ll. —dieser Reihe entscheidet, ob n/ — u positiv oder negativ ist.ck x

Dieß vorausgesetzt, hat man also für diese beyden Werths
, cku

— u ^ 4- k . —,ck X

d.h. die dem für x-^-o zunächst vorhergehenden oder zunächst folgen¬

den Wertbe von n werden, die einen größer und die andern kleiner

seyn, als das zu x---a gehörende(o). Demnach wird (u) nur dann ei»

Größtes oder ein Kleinstes seyn können, wenn dieß erste Glied I, . ^

ganz verschwindet, d. h. wenn « ist-

In diesem Falle ist aber, für positive und zugleich für negative

Werths von k, der Anödruck von

^ — u -l- — ^1.2 ckX"

immer positiv, wenn positiv ist, oder negativ, wenn ^ negativ

ist. In dem ersten Falle ist aber (u) kleiner und im zweyien größer,

als alle ihm nächstliegenden Werthe von u, das heißt also, (u) ist, der

vorhergehenden Erklärung zu Folge, im ersten Falle ein Kleinstes und im

zweyteu ein Größtes.
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Daraus folgt demnach: Die Größe u kann nur dann ein Größtes oder

ein Kleinstes seyn, wenn ist. Sucht man dann aus dieser
(1^ kl

Bedingungsgleichung den Werth von x, und substituirt ihn in —, so

wird u, für diesen Werth von x, ein Größtes oder ein Kleinstes seyn,

wenn negativ oder positiv ist.

Ist aber dieser Werth von ^ ebenfalls, so wie gleich

Null, so hat man, wenn man wieder zu den ersten Gleichungen zu¬
rückgeht:

Ii- ck-u Ii- cl-u
— u — -j- . . -I- . . . ,

— I . 2 . 3 cl X- ^ 1.2.3.4 ü X.' —

und man wird, wie zuvor, finden, daß nur dann ein solcher Werth

von u Statt haben kann, wenn auch noch ^7^ 0 ist, und daß, in
diesem Falle, der gefundene Werth von n, wieder ein Größtes oder

Kleinstes seyn wird, wenn negativ oder positiv ist. Ist aber auch
d.4 ^

gleich Null, so muß für die Eristenz eines solchen Werthes von u

auchgleich Null seyn, und dann wird der positive Werth von

^ ein Kleinstes, der negative aber ein Größtes geben u. s. w.

klx. I. Sey u x^ 4x -j- 2, so hat man
clu

und da aus dieser Gleichung x-s-2 — 0 ein bestimmter Werth von X,
nämlich x—— 2 folgt, so ist es möglich, daß u für diesen Werth
von x ein Größtes oder ein Kleinstes ist. Differentiirt man aber die
gegebene Gleichung noch einmal, so erhält man

kl"-u

und da der Werth von ^ positiv ist, so wird die gegebene Funktion
u für x^--— 2 ein Kleinstes, nämlich u-- — 2.

Lx. II. Sey u —x" — 3x2-j-22x- — 24x-s-i2, so hat man
(I It.
— ^ 4x^ — 24x- -s- st^x — 24

,0 »
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und

>1-n .
4 s3x^ I2X -l- ll).u x"

Aber ^ ^ o gibt x^ — ll x" -I- nx — ll --- c>, und von dieserll X

Gleichung sind die Wurzeln x^-l, x---2 und x —3.

Für x^-1 hat man —g, also u ein Kleinstes für x---- r.

Für x —2 hat man — 4, also nein Größtes für x^--2.ll x"

Für X —3 hat man — g, also u wieder ein Kleinstes für X--3.d x-

Lx. III, Sey u — a 's- ll sx — , so hat man

^ — 4ll sx— a)^ — 0, woraus folgt x 0.

Allein für x^-o findet man auch — 0 und — 0, und

endlich ^ — ufill; also ist, für x —v, der Werth von u ein Größ¬

tes oder ein Kleinstes, wenn ll negativ oder positiv ist.

Tx. IV. Ist u a -s- ll (x — 0)2, so hat man

3 ll sx — a)2 ---- 0, woraus folgt x 0.

Aber x-^-e gibt — c> und l»ll; also hat dieser Aus¬

druck von u keinen größten oder kleinsten Werth.

I. ES ist bereits oben (§.40, I-) bemerkt worden, daß sich die

Entwicklung der Funktionen, für besondere Werthe der Größe x, »ach

dem Taylor'schen Lehrsatze nicht immer vornehmen läßt. Dieß trifft

nämlich dann ein, wenn diese Entwicklung der Funktion u, nachdem

man in ihr x-s-ll statt x gesetzt hat, ihrer Natur nach auch gebrochene

oder negative Exponenten von ll enthalten muß. Allein die vorherge¬

henden Schlüsse werden auch dann noch anwendbar seyn, wenn auch

die Entwicklung von u die Form

rV — ri — 4.ll« -s- Lll? -s. cll? -s- . . .

haben sollte, wo «, sZ, gebrochene oder negative Exponenten find,

in welchem Falle aber dann die Differential-Coefficienten

auch unendlich groß werden können.

Diesem gemäß kann man daher zur Bestimmung der größten und

kleinsten Werthe der Funktionen auch folgende Vorschrift aufstellen, die
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selbst noch allgemeiner ist, als die vorhergehende, da sie nicht nur auf

die eben erwähnten besonderen Fälle, sondern überhaupt auf alle mög¬

lichen anwendbar ist.

Man setze ^ gleich o oder auch gleich «z. Aus dieser Bedin¬

gungsgleichung findet man einen bestimmten Werth von x,z.B. x---a.

Setzt man dann x —a ch l>, wo ll unendlich klein ist, in der vorher¬

gehenden Bedingungsgleichung, und ändert dabey ^ sein Zeichen

finden? z. B.-^ für x — a I? positiv und für x---a — ll negativ wird^,

so kann die Funktion u für x-^a ein Größtes oder ein Kleinstes sepn.

Um dieß zu entscheiden, setze man auch in der gegebenen Funktion u

statt x die Größe s ch ll, wodurch also n einen doppelten Werth erhält,

den wir durch bezeichnen wollen. Dieß vorausgesetzt, hat für x —a

ein Größtes Statt, »venu beydeWerthe von kleiner als n sind, und

ein Kleinstes, wenn cheyde Werthe von r?/ größer als u sind.

So war in dem vorhergehenden Beispiele

u a -f- b sx — o)^.

Setzt man o, so findet man

llu , ^
— — stch (x — «-)- — «,

also auch x^--o. Setzt man aber in dieser Gleichung

4k> (x — c)2 — o,

statt x die Größe o ch Ii, so findet man

und da sonach ^ " sein Zeichen ändert, so kann die Funktion u für x---a

einen größten oder kleinsten Werth haben.

Setzt man nun auch X — c g- Ii in der ursprünglichen Gleichung

u — a I> sx — c)?,

so erhält man

a -s- Iz sg- Ii)"?.

Ist daher ll eine an sich positive Größe, so ist in bcyden Fällen

n/>u, oder x —c- gibt einen kleinsten Werth von u. Ist aber I, eine

negative Größe, so ist u/<u, oder x---a gibt einen größten Werth

von u, wie zuvor.
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Eben so hat man für die Funktion
u s -s- I) sx — o)-,

wenn man — c« setzt, x — c. Aber x o ^ K in ^ snbstituirt,
gibt:

ü u 2 d

3 Ii)-

oder ^ ändert sein Zeichen. Setzt man aber auch x ---- o ll in dem
ursprünglichen Ausdrucke von u, so erhält man

u/ — n -j- Iz (d) -;
also auch, wenn d eine an sich positive Größe ist, in bepdcn Fällen
u/>u, oder x-^c gibt einen kleinsten Werth sür n.

Endlich gibt die Gleichung o —, wenn man ihr Diffe¬

rential gleich Null setzt, x--^r; also entweder x—i oder x — — i.

Für beyde Werths von x ändert ^ sein Zeichen. Überdieß gibt
X , -j- ll die ursprüngliche Funktion rck ^ , also u^<u;
und eben so gibt x — — i ll diese Funktion ^
also auch u^>u. Daher ist die gegebene Funktion u für x —i ein
Größtes, und für x---—» ein Kleinstes.

Auf dieselbe Weise wird man auch finden, daß

n--^^-^^-sür x^-o ein Größtes und für x —2 ein Kleinstes gibt,
und daß

u — ^ ^^^^ für x-^z/2 einen kleinsten und für x--- —z/2 einen
größten Werth hat.

Die bepden Ausdrücken — lc>^. ont. x ^ — x" geben jeder

fürx — o einen größten Werth, wenn e, wie oben, die Basis der na¬
türlichen Logarithmen bezeichnet.

Eben so gibt

u — für X --- ^. das Minimum n --- c log. a undx ' log. 0
u x°. gibt für x -> das Marimum n ---- s". 0^",
u ---- e' -fi- 0^"—2 cos. x gibt für x —0 das Minimum u----o,
u — -s-e—"-j-2 cos. x gibt für x----o das Minimum
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II. Noch ist der Fall zu betrachten übrig, wenn die bepden Grö¬

ßen u, x oder x durch eine noch unentwickelte Gleichung gegeben

sind. Um das hier zu beobachtende Verfahren sogleich durch ein Ver¬

spiel deutlich zu machen, sey die gegebene Gleichung

72 — 20x7 -ff x2 — — o>

Das Differential derselben ist

(7 — sx) cl^ ^ sk>7 — x) clx.

^ V

Setzt man also ^ ^ o, so hat man ax — x o.

Verbindet man aber diese letzte Gleichung mit der ursprünglich

gegebenen, so findet man
ab Ii

X UNd 7 —
ffi — — a-

Um zu sehen, ob dieser letzte Werth von 7 ein größter oder klein¬

ster ist, so hat man für das zweyte Differential der gegebenen Gleichung

<1^7 ,672 >17
(7 — ax) -7 -77 -ff — 2 a - ff I — 0;" ^ 6x- ' 6x" 6x '

6 v

oder da bereits ^7^0 ist:

(7-ax)^ -ff . ^ 0;

oder endlich, wenn man in diesem Ausdrucke für x und 7 die oben ge¬

fundenen Werthe substituirt:

ll'- 7 >
clx2 " '

Ist daher I» eine an sich positive Größe, und nimmt man auch von
. 6^ v

der Wurzelgröße v» — das positive Zeichen, so ist — eine nega¬

tive Große, und daher der oben gefundene Werth 7 ^ ein— a"

Größtes.

Die Gleichung

72 x^ — 3^x7 0

gibt eben so
1I7
— — 0 oder »7 — X 0,a x

woraus folgt, daß

x — a^/2 für 7 das Marimum 7 — 0^/4 gck't.
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Ist n---ksx,)') eine Funktion von X und und läßt man X in x-s-lr

und 7 in 7-s-li übergehen, so erhält man, nach dem Vorhergehenden,

und man wird, wie in Z. L3, zeigen, daß die Funktion u mir dann

einen größten oder kleinsten Werth haben kann, wenn die in Ir und le

mnltiplicirten Glieder, jedes für sich , gleich Null sind. Man wird da¬

her die beyden Bedingnngögleichungen haben

(V - °
und ans ihnen einen bestimmten Werth von x und z. B. x^-a und

)-^I, ableiten, für welchen die gegebene Funktion u ein Größtes oder

Kleinstes sepn kann. Ob aber dieses in der That der Fall ist, und ob

dann die Funktion n für x —-> und —k> ein Größtes oder aber ein

Kleinstes ist, wird von dem Zeichen des zwcpten Gliedes von n> — u

abhängen.

Setzt man der Kürze wegen die Größen ( s x <kv )

nachdem man in ihnen x —a nnd^-u-l, gemacht hat, gleich

?, nnd Ii, so hat man, da bereits- ^^7^ — ^^7^) ^

— II — ^ sb'ki^ -j- 2 Iib -s- II b") ;

oder, wenn man zu diesem Ausdrucke die Größe addirt nnd snb-

- c? (l.
oder auch, wenn man ? und l!, so wie I> und b mit einander verwech¬

selt, waS offenbar erlaubt ist:

Dicß vorausgesetzt, wird man Folgendes bemerken, wo wir der

Kürze wegen l?Ik — (^'^8 setzen wollen.

Ist I? nnd 8 positiv, so ist u/—u in (I) positiv nnd

ist H und 8 positiv, so ist n-"—u in (II) positiv,

also in beyden Fällen der gesuchte Werth von u ein Kleinstes,
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Ist aber ? negativ und 8 positiv, so ist u/ — u in (I) negativ,
und ist ll negativ und 8 positiv, so ist u/ — u in (ll) negativ,

also in Heyden Fällen der gesuchte Werth von u ein Größtes; und man
sieht, daß in allen diesen Fällen das Resultat dasselbe bleibt, wenn
man, statt 8 positiv oder negativ, 8 —c> setzt.

Sind also ? und ll zugleich positiv, und ist überdieß ?Il—
Null oder positiv, so ist u, für die Werths x —s und 7 —ll, ein
Kleinstes. Sind aber l> und ll zugleich negativ, und ist überdieß
lllll— Null oder positiv, so ist u, für jene Werthe von x und 7,
ein Größtes.

llx. I. Um eine Zahl a in drey Theile x, 7 und »— x — 7 so zu
theilen, daß das Produkt dieser drey Theile ein Größtes werde, so
hat man

u ^ X7 ss . X 7).

Die zwey Gleichungen

(^)^° und

geben sofort die zwey bestimmten Werthe

x^? und 7--^.

Substituirt man diese Werthe in den Gleichungen

( .) ^

(D) -- - ».
so erhält man

"----z-;
also auchj

3 lllll —

Da also l> und ll negativ, und 3 positiv ist, so ist u ein Größ¬

tes, wenn man d.h. wenn man die drey Theile der Größe»

unter sich gleich nimmt.
Ilx. II. Wäre eben so die Gleichung gegeben

u — xs . (s —- x — 7),



X

Verwechslung des constanten Differentials.

H. 85. (Ncrwandlnng der höheren Oit'fcrentinlausdrüeke
in folrhr, die kein erües Differential als ronftant voraus-

fetzen). Es ist bereits oben (§.33) gesagt worden, daß in jedem Aus¬

drucke, in welchem zweyte oder noch höhere Differentialien vorkommen,

irgend ein erstes Differential als konstant angenommen werden muß.

Gewöhnlich wählt man dazu das Differential von x, so daß ä x----oolisl>,

also auch <Nx, u. f. gleich Null vorausgesetzt wird. Allein man

kann auch irgend ein anderes erstes Differential, z. B. Ü7, oder auch

454 T- LS-

so geben die zwey Gleichungen

(N - ° G - °
sofort die zwey bestimmten Werthe

!» Ä
X — - und 72 ^3

Substituirt man diese Werthe in

^ »2x-67)

(2 a — 2 x — b 7),

so erhält man

also auch

x 12^ 8

8 -- klt - ^
-44

mithin ist auch das Produkt

u — 72 (a — x — 7) für

x - und 7 ^ ^ ein Größtes.
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irgend einen aus ersten Differentialien zusammengesetzten Ausdruck,
z.B. )'6x oder v^ckx' -ff ä 72 u.f. als constant annehmen; und unsere
Absicht ist eS nun, zu zeigen, wie man einen Differentialansdruck, in
welchem ckx — consi. angenommen worden ist, zu verandern habe,
wenn irgend ein anderes Differential als bestandig vorausgesetzt wird.

Zu diesem Zwecke wird es am einfachsten seyn, dasjenige Verfahren
zu suchen, welches man anzuwenden hat, um einen Differentialausdruck,
in welchem, wie gewöhnlich, äx-^ooust. ist, in einen andern zu ver¬
wandeln, in welchem überhaupt gar kein erstes Differential beständig
ist. Denn obschon ein jeder Ausdruck der letzten Art, wie bereits
a- a. O. gesagt wurde, keine bestimmte Bedeutung hat, so wird es
doch, wenn man ihn einmal erhalten hat, sehr leicht seyn, denselben
so umzugestalten, daß dabey irgend ein anderes Differential constant
angenommenwird.

„ <1v cl?? ^ ? e
Sey der Kurze wegen ? — ci — ». f.,

also auch, wenn ck x constant ist:

wo, wie gewöhnlich, 7 als eine Funktion der unbestimmtenoder unab¬
hängigen Größe x betrachtet wird.

Sieht man aber 7 sowohl, als auch x als eine Funktion einer
dritten Größe t an, und betrachtet man r als die unabhängige oder als
diejenige Größe, deren erstes Differential ckt constant ist, so hat man,
wie in §. 3o,

Differentiirt man aber diesen Ausdruckvon x, indem man das
erste Differential von r als constant betrachtet, nach 28, so hat
man

/-NxX /ä-7>. ^ /ck xx
äx — ;

cll.2

also auch, wenn man im Zähler und Nenner die Größe ck i? wegläßt,
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Differentii'rt man diesen Ausdruck wieder nach h. 28, so erhält
man

8 cj — 1 8 X oder

8 x2 85 7 — 3 8 X 82 X 82 7 3 8 7 82 x2 8 x 8 7 8- x
8 x-

U. s. w.

Da nun g. 8 X2---827 und 1'. 8 x^ ----8^ 7 u. f. ist/ so sieht man,

daß mau in einem Ausdrucke/ in welchem 8x coustant ist/ für 827,

8^7... folgende Werthe substituiren muß/ um einen andern Ausdruck

zu erhalten, in welchem kein erstes Differential constant ist.

Für 8^7 wird man nämlich setzen:
8x827 <Iv82x - ->1^87^1

und für 8^7 wird man annehmen:

332x827 38782x2 8782X8- 7- cl x

ikx. Sey

8x2 ^ X

u. f. w.

(8x2 ^7-)-

— 8 x^ . 8 ^

8x 827 — 8 7 82 x

8 x2

8x 827

Vorausgesetzt, daß in diesem Ausdrucke 8x constant angenommen wor¬

den ist. Will man ihn in einen andern Ausdruck verwandeln, in wel¬

chem kein erstes Differential constant ist, so hat man sofort, wenn man

der Kürze wegen 852 — 8 x- -s- 87- setzt:
8 8- .

7 — : ^—77— oder, / ^ 8 7 82 XX

8x ^7 —)
8 s-

7 — (')c
8x827 — 8782X

und in diesem Ausdrucke ist kein Differential constant. Setzt man da¬

her in ihm 8x-^ uon8l., so erhält man 7 — ^1 x8^7 ^ zuvor.

Setzt man aber 87 constant, so ist 7 — >

8 8^

87 82X
Setzt man 8 s

constant, also auch

8.^/8x2-^-872^-0 oder 8x82x-s- 87827-^0,

so hat man, wenn man mittelst der letzten Gleichung aus (I) die Große

82 x eliminirt:
8 8 8 X

8-7
(->),
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oder, wenn man <1- 7 eliminirt:
dsd)'

7---^- - . . (d),
oder endlich, wie aus (a) folgt:

d X (d x" -s- d )-") ,1 5-
d2^z/dx-ff. d/.

d y d-x
nnd da, nach der vorhergehenden Bedingungsgleichung— — ^ ist,

7 — , ^ - - - - (e),
ds-

z/d-x- -st- d^-
nnd jede der drey Gleichungena, b, o seht das Differential äs als
constant voraus.

Z. 35. (Analagt Acndernngcn anderer Olt'tcrentialans-
drnelic). Bisher haben wir vorausgesetzt, daß der gegebene Ausdruck
das erste Differential von x, oder ä x als constant voraussetzt, wie dieß auch
iu der That gewöhnlich der Fall ist. Allein zuweilen hat mau auch Differen-
tialauSdrücke, in welchen irgend ein anderes, zusammengesetztes erstes
Differential als constant angenommenworden ist, und eö ist daher noch
übrig, zu zeigen, wie man auch diese in solche verwandeln kann, die
kein Differential constant voraussetzen.

Nehmen wir z.B. an, daß der gegebene Differentialausdruckdie
vorhergehende Größe äs ^ >/d x^ ff-ä)^ constant voraussetze,
so hat man, wenn mau wieder die vorhergehende Bedeutung von x,
cx, r. . . annimmt:

äx^/r -s- ^ eonsk.,
also auch, wenn man diesen Ausdruck differentiirt:

ff.

ä-x
i ff- p -

Da ferner ä^ xäx ist, so ist auch
ä-7 — c^äx^ ff- ziäx^ oder

ä^ 7 <s d x-
ff- p-

Setzt man in diesen Ausdrücken öon ä-x und ä^ v für ^ und y
die bereits in tz. 3Z erhaltenen Werthe
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llv < ctxcl^v — <1vll2x
x — -s^- und <1 — , ^ ,^ cl X ^ clx^

so sieht man, daß man statt

ckv2<l2x — ctxävä^v ^ -x .
ä^x die Große — 1 ^^—-—-, und statt

Nx- -^-
,,» <1x-ü-v — ckxävä^x

ä-v die Große ^— /
^ o x^ -^- a z>^

substituiren muß, um einen Ausdruck zu erhalten, in welchem kein

Differential constant angenommen wird.

Lx. Wir haben zuvor (§.85) den Ausdruck erhalten:

6 «2

cl-x^ -j- cl.2^2

in welchem äs constant vorausgesetzt ist. Substituirt man in ihnen

für ä-x und ä'y die vorhergehenden Werthe, so erhalt man
<18>

^ v/s(cl2 X cl z-2 — cl X >1 cl- )-)2 ^cl x2 ll2 — a X ll ^ cl2 x)2s

Entwickelt man die beyden Quadrate des Nenners, so erhält man

cl s»

^ " >/^cl x--tz-ct)>-) (cl x-ck-z-"ct 6-x2—2 ä x ll z? N-x ll2

und daher
cl 8^

^ ctxck^^ — rlz-cl^x^

wie in §.85, wo kein Differential constant angenommen wird.

I. Hätte man einen Differentialauödruck, in welchem das erste

Differential?äx als constant vorausgesetzt wird, so wird man ans

dieselbe Weise finden, daß man in ihm

äxctv .
x Ul — , und

5

<1Z?<l2 X <l )>2

7

verwandeln muß, um einen Ausdruck zu erhalten, in welchem kein

Differential constant ist.
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