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Einlettung

("

égn bas folgende Werf fich ofter auf die erften Griinde der
analytifhen Geometrie begieht , und da Ddie in ibm enthaltenen Theo-
reme hdufig auf die vorgliglichften Frummen Qinten, al$ auf eingelne
Bepfpiele, angewendet werden, {o wurde es fiie ywedmapig evadytet,
diefe bepden Gegenjtande, gur leichtern Uberficht und blof in thren NRe=
fultaten, bier Fury sufammen gu ftellen.

Punkte und gerade Linien in der Chene.

6. 1. (Beftimmung der Lage cines Punktes in ver Ebene),
Um die Qage cines Punftes in einer gegebenen Ehene ju beftimmen,
nimutt man in diefer Ebene ywey fefte, ihrer Lage nad gegebene, auf
einander fenfredyt ftehende gerade Cinien X A X/ und YA Y/ (Big. 1)
air, und beftimmt dann den Ort des Punftes M durch feine fenfrechten
Abftande MQ =P A =x und MP = Q A =y von jenen bepden Linien,
Man nennt x die Abfciffe, y die Drdinate und beyde sufammen
die Goordinaten des Punftes M, und jene gwei fefte Gevave heifen
die Aren der Coordinaten, fo wie A der Anfangspun Ft Der=
felben. Demnad) ift alfo x die Cntfernung ved Punftes M von der
Goordinaten - Ave der y, und y ijt die Entfernung desfelben Punfres
von der Are der x. Mimmt man den Quadranten XA Y als den er=
ften an, in weldhem die Coordinaten x und y beyve pofitiv find, fo ift
offenbar in dem wepten Quadranten Y A X/ die Abfeiffe x negativ,
im dritten X/ A Y/ ift x und y, und im vievten V/AX endlich ift blos

vie Ordinate y negativ.

§. 2. (@leichungen ciner geraden Linte und eines Punktes).
Sede Gleichung gwifchen x, y und conftanten ®rofen gehort fie eine
fletige Folge von Punften, d. h. filr eine Lin ie. St diefe Gleichung
fiiv x ober y Deg eriten, ywenren, dritten Grades u. f., fo wird aud

Littrow’s Anl, 3. Hioh, Wath. 1




) NGl

die durd) fie ausgedricfte Linie eine Linfe des erften, gwepten, dritren
Grades u. f. genannt, — Gleichungen des erften Grades gehiren fiir

aerade :’i nien, und die allgemeine Form diefer Gleichungen ift
5 X b,
@ey CBM bdiefe Gerade. Fiir x = o ift y==b, und fiir y=o ijt
1! . }I . oty
x=-—~, alfoift AC=_ und AB=D>b dic Cntfernung der Punfte
il il
C und B, inweldjen die Gerade von der Ave der x und der y gefdhnit-
ten Wird, fo wie aud a die Tangente ded AWinfels X CM ift, untey
welchen dbie Gerade die Are der x fchneidet.

3t b=o0, [o geht bie Gerade durch den Anfang A der Coordis
naten.  Oie Gleichung x= A gebovt fite eine der Ave der y, und bdie

Gleidjung y =B fiir eine der Ave der x parallcle Gerade. Die beys
ben Gleichungen
Xp— AW iy =B

gufammen genommen aber, gehoven fiir einen Dunft, der von der Hre
per x im B, und von der Are der y um die Grofe A abfteht. Dems-
nadh gehoren auch die beyden (n{nd ungen x=A und y=o fur ei-
nen Punfe in der Are der x, und die Gleichungen x=o0 und y=»5n
fue cinen Punfe in dev Ave der y, und die beyden Gleichungen x =0
und y=o endlich fiir den AnfangsSpunft der Coordinaten.

§. 3. (Urrhinhuug von swen gevaden Linien), Vetradyten
wir. gwey. gerade Cinien, die wir durch (1) und (=) ausddriicken , und
deren Gleichungen

y = dx Db ... (1) und

y =ualxisp=hin oo (2)
fepn follen.  Diefe ywey Gerade werden fich im AlUgemeinen in einem
Punfie {dhueiden, und die Coordinaten ihres Durdhfchnicespunkees wew-

den fepn

b4 —.b £ a'h — ab’
= - une = — —
a’" — a J a' — a

Nennt man (1 .2) den Winkel , weldhen diefe bepden Geraden
unter {id) bilden, fo hat man

1 il
Tt (e e e
3 1 ~=-a"a
DNennt man eben fo (v.x) und (r.y) den Winkel, welden die

Gevade (1) mit dev Ave der x und mit der Ave dev y bildet, o bat man



iind eben fo fir vie GSerade (2)

€0s. (2.3) —im=———=j
VI -+ a*

a’
cost (Rt

V1 -+ a”

und gwifdyen diefen fiinf Winfeln befteht die Melation

cos. (1.2) = cos. (1.%) cos.(2.x) —- eos. (1.y) cos.(2.7)

I Aug diefen Auddriicen folgt jugleich, daf die beyden Geraden

(1) und (2) unter fich paraliel find, weun man hat a=—a/, und dap

fie auf einander fenfrecht ftehen, wenn man hat 1 --aa’==o oder
al —-— e ;
H

I Daber ift audy y —y/=a (x — x’) die Gleidung ciner Ge=

vaden, die mit (1) pavallel ift, und dberdief durch den Punft gehty

= = : i 't ey 1
deffen Coordinaten x/und y’ find, Coen foiffy—y'=—-(x—x1)
a

bdic Gleichung einer durd) denfelben Punfe x/, y/ gehenden , und auf
der Geraden (1) fenfrechten @inie. Nennt man x//, y/s die Coordinas
ten ded Durchchnittdpunftes der jwey lepten Linien, fo bat man

(y/—ax/=Dh)a v/ caxl=—h)
=yl i~ 7 ) y =y — ——
! 1 -} a? ’ J 1 -} at !

und die Dijtany der pwey erwdhnten Punfte , deren Coordinaten x/y/
Cund x/yd find, dft gleid)

Fi

ax! — b

Ve —xhE - (r — gy oder gleidhy ST
Vi + 4=
LV. Gudlich it audy die Gleihung einer Gevaden, welde durd)

die swey Punfte geht, deren Coordinaten x/y/ und x y« fiud,

Y

y—yt= L2 (e x),

fo wie die Diftany diefer gwey Punfte wieder gleidy ift

VARG = 2D T 0y e,

§. 4. (Verwandlung der Coordinaten i einer Ehene).

Oft ift e vortheilhafe und felbft nothwendig, den beyden Coordinatens
oy
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aren eine andere Cage in der Chbene ju geben. GSeyen, wie juvor,
AP=x und PM=y (§ig.2) vie Coordinaten des Punftd M gegen
die Coordinatenaren A X und AY, 9an nehme den neuen Anfangs:
punft A’ gegen diefelben Axen {0, daf feine Coordinaten AB=a und
B A/=D find, ziebe A¢P/mit AP parallel, und nehme den Winkel
P/A/PY—a, Die auf die neuem Aren fich bejiehenden Coordinaten
bes Punftes M follen A'PY = x/ und P/M = y/ fepn, wo M P/
auf A/P# fenfredyt ift. Dennt man noch m den LWinfel P A/M und
nimmt man die Diftang A’/ M gleidy der Cinbeit an, fo hat man fofort
die vier Gleichungen

AP/ — x — a = cos. (a 4 m),

P'M =y — b = sin. (a }m) und

Sl Sl G

P/iM — y/=— sin, m}
woraus man leicht die folgenden Ausdriicke findet , die jur Verivands
lung des einen diefer jwey Coordinatenfpfteme in das andere dienen:

x/ = (y — b) sin. @ 4~ (x — a) cos, «a) B
v/ = (y — b) cos.a — (x a) sin, a)

X — a - x/ cos. a — y/ sin,rr'e

y = b - x¢ sin. a 4~ y¢ cos.al’

Da durch die Subfiitution bdiefer Ausdride in einer Gleidung
gwifdyen xy oder gwifden x/y/ der Grad der Gleichung nidit gedn-
dert'wird, fo fonnen die Linien mit RNedyt nacdy ibren Gleichungen in
Klaffen eingetbeilt werden,

§. 5. (Polavcoordinaten inn Der Ebene). Der Punfe M (Fig. 3)
der Ebene, in weldper die Coordingten AP=x und PM =y liegen,
[dft fich auc) dadurch beftimmien, daf man die Diftany AM=r diefes
Punftes von dem Anfangspunfte A der Coordinaten, und den Winfel
M A B =v diefer Diftang mit einer ibrer Lage nad) bLeftimmten Gera-
den A B in diefer Cbene angibt.  Iennt man m den Winfel B A X die-
fer Geraden mit der Axe der x, fo hat man XAM=vy—m, und
dabher

x = r cos,(V—m), y =1 sin,(v—m) mnd
r* = x2 -{— ¥

Bermittelft diefer Gleichungen [t fid) jede Gleichung gwifchen

ven vedytwintligen Coordinaten x und y in eine andere wifchen

S
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benn Polarcoordinaten r und v verwandeln, wo dann A der Dol
der legten Coordinaten heift.  Fiir die umgeFehree Verwandiung aber
hat man

Y

X ¥ y i
cos. (v —m) = i d sin. (v—m) = =, tang.(v—m) = ?,
> r X
i
alfo aud) v — m = arc.tang, = u. f. W,
x
Nimmt man , der groferen Cinfachbeit wegen, an, daf die fire
Gerade AB mit der Abfeiffenare AX jufammenfilt, fo ift m=o,
und man hat

x ] 2
COS. V = —) .8ln..¥y == ¥ und tang. v —
I | g

W=

Punkte, gevade Linien und Ehenen im Raume,

§. 6. (Beltimmung der Lage cines Punktes im Raume).
Um bdie Tage eines Punfred im MNaume ju beftimmen, nimmt man in
diefem Naume drey fefte, ifrer Cage nady gegebene, und auf einander
gegenfeitig fenfrecht ftehende Ebenen an. @en X A Z (Fig. 4) ein red)=
ter MWinfel in der Cbene des Papiers, und AY eine auf diefe Chene,
alfo audy auf die Cinien AX und AZ, fenfrechte Gerade, wo AY auf
ber Nitckfeite, oder auf der von dem Lefer abgewendeten Seite desd
Blatts fteht. Werldngert man die drey unten fich fenfrechten Linten
XA, YA, ZA auf der andern Seite von A , und legt durc) je jwey
perfelben eine Cbene, fo find XY X/ Y/, XZX/Z/ und YZY/Z/ die
erwabnten drey normalen Ebenen, deren Lage im Naume gegeben ift.
Kennt man dann die fenfrechten Abftdnde eined Punftes M von diefen
drey Ebenen, fo wird auch die Lage diefes Punfres im NRaume beftimme
feyn. — @ey M Q ==z bdiefer Abjtand des Punftes M von der Cbhene
der XY, fep eben fo Ma==y bdiefer Abftand von der Ebene der X Z,
und endlich Mb=x der Abjtand von der Cbene dex YZ. CErgdnjt
man dad rechtwinflige Pavallelepipedum, deffen Seiten MQ, Ma und
MD find, fo ift auch

AB = x, ]i(‘? = Yy Q'H — i

und man nennt diefe Grofen x, y, z die Coordinaten des Punf-
te$ M, fo wie man A -denAnfang der Coordinaten, die Linien XA X/,
VAY/, ZAZ die Coordinatenayen, und jene drey novmalen
Ebenen die coordinirfen Chenen ju nennen pflegt.

PRimme man unter den acht Octanten, in welde der unbegrangte
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Naum durdy die drey coordinivten Ehenen getheilt wird, den wifden
den Linien AX, AY und AZ enthaltenen, al8 den erjten oder al$
Denjenigen an, in weldyem die drey Coordinaten xy z fammilich pofitiv
find , fo werden dadurd) bie Beichen diefer Covrdinaten in den wbrigen
Octanten auf folgende Weife beftimm :

Octant chal S REZ 0 e

“

) (i T

» n,..XYZ2.,..—x-4y -4 z,
» MMl..,,XYZ,..—x — 75+ z,
S AT &) el sy
S R R I L
b WL XN e
» VI ... .XX/Z,,.,—x'—'y —2z umnd
» VIIL ., . XYV/ZL ..+ x—y— oz

§. 7. (Gleichungen des Punktes und dev Linic). So wis
in einer gegebenen Ebene die Lage eined8 Punftes durd) zwey,
die Qinie aber nur durd) eine Gleichung beflimme wurde, fo wird im
Naume dic Lage eines Punites durd) drey, die Linie durd) jwep
uud die Cbene durdy eine eingige Gleichung beftimmt, Die Linie wird
ndmlich al8 der Durd)fchnitt von ywep, und der Punft als der gemein-
fdhaftliche Durdyfchnitt von brey Chenen betradytet.  Diefe fiir Punfte
uud Linien gehorenden Gleichungen werden am einfadhften, wenn man
die Gbenen, durd) deren Durchfdhnitt fie erzeugt werden, auf eine dev
Drep coordinirten Ghenen fenfrecht aunimmt,

1. Diefemn gemdf gebort die Gleichung x=a fiir eine der yz
parallele und von ihr um die Grofie a entfernte Cbene, und nberhaupt
gebort die Gleidhung

3

x = a fir eine der yz parallele Cbene,
y =— b ¥ ) » X Z :] »
=0 » » XY » ¥
plfo auch :
x = o fur die coordinivte Clene der yz,
—, » » » » » X7y
=i » » » » " Xy,

II. Die bepden exften Gleidhungen x=a und y=Db jufammen
genommen aber, gehoren fiir cine der Are der z parvallelen Linie,
deven Abftand von yz gleicdh a und voun xz gleich b ift; und dberhaupt
geboren die Gleichunas - Paave

s



x = a und y =Db fiir eine dev Are der 2z pavallcle Linie,
X = d » Z ='C » 3 » » » Yy » »
e Dl e S A BB T L » »
alfo oud) x = o und y = o fiiv die Are der =z
X—20 » Z = 0 - L » b
y — o0 » Z = 0 » » » » X,

Die drep Gleichungen x==a, y=Db und z=rc jufammen ge-
nommen endlich gehoren fiv einen Punft, deffen Entfernung von der
Ghene der yz, xz und xy in derfelben Ordnung gleidy a, b und ¢ ijf.

III. €ben fo gehort die Gleichung

y = ax + b
fiie eine auf der coordinirten Cbene der xy fenfrechte Ebene, deven
Durch{chnitt in diefer Cbene mit der Are der x den Winfel bildet,
beflen Tangente gleich a ift.

Die bepden Gleichungen aber

y=ax4+b und z=c¢
sufammen genommen gehdren fir eine Qinie, die in einer der xy paral-
fefen und von xy um die Grofe ¢ entfernten Chene liegt, oder diefe
Qinie ift der Durch{dynitt der beyden Cbenen y=ax-b und z2=c,
von weldyen die erjte auf x y fenfrecht, und die yweyte mit xy parallelift.

Eben fo gehoren die beyden Gleichungen

y=ax-+b und z =ax | b’
gufammen genommen fiie eine gerade Linie tiberhaupt, oder fir den
Durd)fdnitt von jwey Ehenen, von denen die eine quf xy und die aus
dere auf xz fenfredht fteht. St b=b’/=o0, {o gebht diefe Linie durc)
den Anfang der Coordinaten,

§- 8. (Gleichung der Ehene), Die aligemeine Gleichung ei-
ner Cbene hat die Form
Ax —][—- l;y —}— Cz —:- D = o.
St fie ift die Cntfernung des Anfangspunftes der Coordinaten von
demjenigen Puntte, in weldjem diefe Ehene

-

s : ; ; D

vte Are der x {dhneidet, gleih — el
b

y S y y » 3 — |_”
(b gt

! ¥ A ¥ ¥ —_—
G !

i
i
1

e

-
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und wenn die Ebene durd) den Anfangspuntt gebt, fo ift D=o.
Die geradben Linien , in weldhen jene Cbene die drey coordinivten Ebenen
fdhneidet , beifien die KSnotenlinien jener Cbhenen. Man hat daber
fiie die Knotenlinie der Chene

in xy bie Gleiungen Ax 4 By -+ D = o und z = o,
N A » Ax +-Cz2 4+ D =0 » y=o0,
» ¥z » » By +-Cz -4+ D=0 » x=o0.

§. 9. (Derbindung von swey geraden finten). Betradyten
wir die Werbindung von wey geraden Linien im Raume, die wir der
Kitrge wegen durch (1) und (2) begeichnen wollen, und deven Gletchun=
gen, nach dem Worhergehenden, von der Geftalt find:

X oA }— a |'
y=Dbz JB)""
x — alz -+ af|
P Bl i (2).

Diefe beyden Linfen werden fich nur dann begegnen oder eingnder
fchneiden, wenn die Bedingungsgleidhung

(1) und

©tatt bat.

1. Gey (1.2) der Winfel, weldyen diefe beyden Linfen unter ficdh
bilden, und fey eben fo (1.x), (1.y) und (1.z) der Winfel der Linie
(1) mit der Are der x, y und z.  Seht man der Kirge wegen

m? = 1 -} a®-='b* md m” = -} a4 b

fo hat man

A Y e "“‘]‘m:]" SRS
a . ; . a’
cos (LR = = lo wie cos. (2.X) = —
; 2 b : hY
0os, (1.y) = = 3 cos, (2.7) = it
, 3 1
cos. (1. 2) = » cos. (2.2) e

Bwifdyen Ddiefen Winfeln baben tiberdief folgende NRelationen
Etatt
cos. (1.2) = cos, (1.x) €os, (2.%) - cos. (1.y) cos. (2.y)
-4 cos, (1.2) cos. (2.2)

ey
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und  cos.2(1.x) 4= eos2(1.y) - cos.*(1.2) =1,
cos. (2.x) = cos.?(2.y) - cos.*(2.2) =
1. Davaus folgt, daf bdie bepden Linien (x) und (2) parallel
find, wenu man hat a==al und b=h¢; und daf fie auf eingnder
fenfrecht find, wenn man hat 1-4-aa’4-bb/=o. Auch Tajfen fich
die Gleidyungen der Cinie (1) fo darftellen:

cos. (1.%x)

X e e T
cos. (1 .2) _I !

cos- (1.y) )

Y= 2 — o -—-:-- 2e

COS. (1 .%)

III, Die Linie, weldie durch den Punft geht, dejfen Coortinaten
x/p y' z! {ind, und weldhe tiberdief mit der Linie (1) parallel ift, bat
su ibren Gleichungen

x —x/ =a(z—z/) ud y —y = b (z—2).

Diejenige inie aber, weldhe durch die jwey gegebenen Punite
gebt, deren Goordinaten x/y/z/ umd x//yiz/ {ind, bhat ju ihren
Gleicdyungen

e e L
X — Xt = ~: (z — 2z) und
A
o i W
y — }-.f f— '\7’ = i” (z et zf)r

und die Entfernung der benden gegebenen Punfte ift gleich

V@7 = )20 = 70 e (el 205
1V. Die Qinie, welde durd) den Punft x/y/2z/ geht, und fent:
recht auf der Gevaden (1) fteht, bat zu ihren Gleichungen
a(x—x/) +b(y—y) + 2 — 2/ =o0 und
(x—x) (yy — bz —f) — (y —y) (x/ —az/ — a)
(2 — ) [b (x— @) — a (' —B)] = o.
Sind dann X, Y, Z bie Coordinaten ded Durch{dhnittSpuntied
beyder Geraden, o hat man
a(x’—a) 4+ b(y'—p) + 2

1 a* | b=

Y=5>0Z 40 umd X =aZ 4 a.

Z

|

!

§. 10. (Derbindung sweyer Ehenen). Vetradyten wir die ge-
genfeitige Cage gweyer Cbenen, die wir durd) (I) und (I1) bejeichnen
wollen, und deren Gleichungen folgende Geftalt haben:
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Ax + By 4-Cz 4+ D =o0...(])
Alx 4~ Bly - Clz - Di=0 ... (I).
Dtennt man (L. 11) den Winfel, unter weldyem diefe beyden Ches
nen gegen einander geneigt find, fo hat man
AA" 4 BB 4 CC
VA B: I G.VE:F B® & 02
Sind daber diefe Chenen fu einander parallel, fo hat man
A .G A/ 3 B

y A B
=5 um i alfo aud T =

cos, (1,1) =

und find fie auf einander fenfrecht, fo ift
AA/ 4 BB/ 4 CC/ = o,

L. Jtennt man eben fo (I.xy) den Winfel der Ehene (1) mit der
coordinivten Ebene der xy und (1. x) den Winfel der Ehene (I) mit der
Are der x, und bejeichnet man durcy (E.xz), (L.yz) und durch (L. y),
(Lyz) die abnlichen Winfel fitr bdie Ehenen xz, yz und fiiv die Aven
der y und z, fo hat man, wenn man der Kiirge wegen

M2 — A2 -+ D* - C? fest:

C . A
cos. (I.xy) = — und sin. (I.x) = —

B X B
cos(lsxz) = a > sin(l.y) = 5!

A ¥ 5]
cos.(Liy2) = _;T v MEeIn (I ) s "(\JT’

und gwifchen diefen Winfeln haben folgende NRelationen Statt:
cos. (1. 1I) == cos.(L.xy) cos, (IL.xy) 4~ cos. (I, x z) cos. (11.x 2)
—+ cos.(I.y2) cos. (IL.yz)
und - cos.* (I.xy) 4~ cos.* (TI.x2) - cos*(l.yz) = 1,
IL. tennt man R das Loth vom Anfangspunfee der Coordinaten
auf die Ebene (1), fo hat man

D D
] s e S mt B I T

M \/\_T“—T-?-T-—T“
paher man die Gleihung der Ebene (1) auch fo ausdriicten Fann:
x cos. (I.yz) 4- y cos. (I.x2) 4~ z cos.(I.xy) = R oder
x sin, ([.x) - y sin, (I ¥) - z sin(I.2) = R.
L. RWegeidmet man durdy £, v, 2 die Knotenlinien der Ehene (hH
i der coordinirten Chene dev yz, xz, xy, fo bat man ftir dieqinfel
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diefer Knotenlinien unfer fih und mit den Aven der xyz folgende
Ausdoriice:

i CM ; A
tang. (Ev) = NE und  tang, (xg8) = — w5
B M 2 B
tang. (£2) = 3¢ > tang(1d) = — g/
1 AM G
tang, (ve) = o . > tang (vz) = + 5+
Nennt man alfo den Winfel (I. xy) =n und (x&) =k, fo ijt
A 1 A
tang. k = — = oder tang.n sink = — &y
G RS
€os, n == —————— » tang.n cos.k = ~- T
V Az L B2t C?

1. (Derbindung der Ebenen mit Linien), Sey analog
mit den vorigen Legeichnungen (1, 1) der Winfel Dder Gbene (I) mit
der Geraden (1), fo hat man

3 c
gin, (Fa) = i e _l:_m ——, ober aud
Varrb . Vitatb
sin, (I.1) = cos. (I.xy) cos. (1.2) -} cos.(I.x2) cos. (1.y)
L cos:(l.yz) cos. (1.x).
&oll baber die Gerade (1) auf der Cbene (1) fenfrecht fiehen, fo
Bat man

A B
a== ud b= _;

G C
ober die Gleidyung einer quf der Geraden (1) ]"cnﬁ'ctf}teu Chene ijt
ax - by 4+ z 4 D =
wo die Grofie D willfurlich ift; und eben find die (\ah:d\uujxn einer
auf der Ebene (1) fenfredyten Geraden
A
X:-GZ—-:—u und y = -
wo die Grofen « und B willfurlid) find.
I. Die Gleidungen der Geraden, bdie durdy den Punft x/y’ 2!
gebt, und fcnl‘rcd\r' auf der Cbene (1) ftebt, find:

‘["Hf

1
SR = — {/ ~— zZ) und y — y/ = {\ zf).

Gben fo ift die 65[fic1)1111g per Chene, bdie turd} den Lunfe x/ ylz?
geht, und mit den beyden Geraden (1) und (2) pavallel ijt,

?
\
re:

-
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(x—x') (b’ —Db) 4 (y —y)(a—a’) 4~ (z—2z’) (a’b—ab’) =0,
Die Gleichung der Chene, die durch den Punft x/y/z/ geht, und fenf-
recht auf der Geraden (1) ftebt, it
a(x—x) + by—y) + z — 2/ = o.

Di¢ Gleidyung der Chene, die durd) den Punft x/y/z/ und durdy die
Linife (1) gebt, ift
(x —x) (¢ —bat — ) — (y — ) (& — a2/ — )

+G—2) [b—a) —a@ —pF)] = o
Die Gleichung der Cbene endlich, die durd)y den Punft x/y/z/ gebt,
und fenfrecht auf einer Geraden fteht, bdie mit den Aren der xyz in
derfelben Ordnung die Winfel a Py bildet, ift

(x—x/) cos,a - (y—y’) cos.3 4 (z—2) cos,y = o,

§. 12. (Derwandlung der Coordinaten im Raume), Sey
cine Gleichung swifchen den drey rechtwinkligen Coordinaten x y z geges
ben. FWill man fie auf ein anderes Coordinatenfyjiem x¢y/z/ begiehen,
in weldyem die neue Are der x zwar nodh in der Ebeéne der xy liegt,
aber mit der Ave der x den Winkel 4 bilder, fo bat man

x = x! cos. ¥ - y/ sin.{ oder X/ = x cos, ¥ — y sin. 4,
b T 4 . o 4 ! i —— 1 ol

y = y! cos.p — x/ sin, 1 » 3y = xsimp-| ycos,
z = zf » AT

Geht man von diefem gwepten Syfieme gu einem dritten tiber, in
welchem bdie neuen Coordinaten durd) x//y/ 2z begeichneft werden, fo
Daf die neue Are der x// mit der Are der x/ jufammen fallt, die Ebene
der x/y# aber mit dev vorhergehenden Chene der xy den Neigungs:
winfel 8 bildet , fo hat man

x! = x/! oDer Rl e X‘f,
y/! = y¥ cos.8 -}~ 2/ sin.§ » y¥ — y’ ¢os.8 — z/ sin. @,
z! — z! cos. — y sin.B » 2/ = y/ sin,§ -} 2/ cos,B.

@teigt man endlich nody von diefemt dritten Syfteme ju einem
vierten auf, deffen Coordinaten x/%/y4//z/! find, fo daf wobl die Ebes
nen der x/ y// und x4yt diefelben bleiben, aber daf die neue Ave der
x /' mit der vorhevgehenden Are der x// den Winfel ¢ bildet, fo hat man

x/t = x/ ¢cos. o — y4/sin. ¢ oder x// =y sin.¢ -} x cos. ¢,
yU == yil cos. & ,_!_ X/ sin, ¢ »  yH = y!lcos.¢ — x¥! sin. @y
wll = il B il wld
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Gegen wir nun der Kilrge wegen

A = cos.f sin.® sin.¢ -}~ cos. P €os. @,
A/ — cos.8 sin.d cos.e — cos. v sin, @,
Al = sin. 0 sin, 1 ;

B =— cos.0 cos.? sin.¢ — sin. ¥ €0s.¢,
B/ = cos.0 cos.y €os. -~ sim. 9 sin. g,
B/ = sin. 0 cos.¥;

C = — sin, 0 sin. ¢,

C! = — sin.f cos, o,

C/ = cos. 6.

Subftituiet man dbann bdie gefundenen Ausdriicke von x/y/z/ und
xtyt 740 in den guerit gegebenen Werthen von xyz, fo findet man
x = Ax/ - Arylh 4 Al gt
y = B/ - Biyiit 4 Bzl
= G x!! _i_ Gty + Gl i1/
und eben fo umgefehut
xt —= Ax - By - Cz
y'i —= A/x - Bly 44— €z

zitt = Atix - By - Gz

1

Man muf - aber bemerfen, daf sivifdhen diefen Coorbinaten die
Gleidhung
x? -i_ y* -} 2 = xwi 4yl _JI_ g2
beftebt, und daf daher gwijhen den Coefficienten A As,,. folgende
swolf BVedingungsgleichungen Statt finden:

Ar_ L A2 L A

'-:1) Az -} B® —i——C: == 1
Bz | B2 | B# = 1) A -+ B* 4+ C2 =
C: 4 Cr 4 Cir = 1‘ Atr L Bur 4 CHF =
AB 4 A/B/ 4 AWBY = of‘- AAr |+ BB/ - CC = o
AC 4 A/Cl 4 AWGH = 0) AAY - BBl 4 CCl= o
BC 4 B/C/ 4 BrQH = 0‘ A/AY - BIBH - CICU= o)

§- 13. (Polarcoordinaten im Raume). Gtatt, wie bisher,
Die Lage des Punftes M (Fig. 4) 1tm Raume durdy feine fenfrechten Ab-
{tdnde von-den brey coordinirten Ebenen oder durc) die red)twinfligen
Coordinaten AB=x, BQ=y, QM=z gu beftimmen, fann man
diefe Lage aud) durch die Cntfernung A M =r diefes Punftes von dem
Anfange der Coordinaten und durch die Winfel angeben, weldhe diefe

i
.\_
'ﬁ

- 2
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Gntfernung oder ihre Projection AQ, Aa und Ab in den coordinivs
ten Ghenen der xy, Xz UND yz mit den prey Coordinatenaren AX,
AY und A Z bildet.

L. Yennt man ndmlich «, 5 und y die Winfel, weldhe die Dis
ftany v mit den Coordinatenaren ver x, y und 2 macht, fo hat man
X = r €0s.a&, Yy =T COS.[3, Z =T €OS.7,
und gwifchen den drey Gréfen «, B, y hat die Bedingungsgleichung

Statt:
cos.2a -1 €082 3 = €08ty = 1,
wo jeder der drey Winfel «, S, y nie grofier al8 180° werden Fann.
1. St aber m der Winfel der Projection von v in der Ehene xy
mit x, und ift n der Linfel der r mit der Ave der z, das heifit,
QAX=m und MAZ=n, fo bat man
X =— I cos.m sin.m, ¥y == r sin,m sin.n, 2z = I €o0s.10,
wo der Minfel m von der feften Geraden A X immer nad) derfelbert
Richtung von 0° bis 360° gezdblt wird , wahrend dee Winfel n_nie gro=
fer, als 180°, genommen werden Fann, um alle Punfte des Raumes
wm den AnfangSpunft A ju umfaifen.
11T, Sit endlich A der Winkel der Diftany A M=r mit dev Are
der x, und p der Winfel der Projection BM oder Ab diefer Dijtany
in der Gbene der yz mit der Ave der y, oder ift A =M AX und
p=MBQ=DbAd, {o hat man
< = r cos,A, ¥y ==r sinnAcosip, z=rsind sin, pt,
und Bier wird der Winfel A von Dder firen Geraden A X {mmer in ders
felben Richtung von o bi8 360° gezdhlt, wabrend wieder p nie grofer,
als 180° fepn Fann.  Man fieht, Dap dev Winfel L=a und n—1y it

Algebraifde Fromume Linien
§. 14. (Cinien e swepten Ordinung). Jn der mun folgen-
den Jufamnienfiellung werden nur die vorjuglichiten Curven, um fie
fpdter als BVepfpiele anguivenden, nad) ibren Gleichungen, von e¢in:
fadyen Qeichnungen begleitet, Fury angefubee.
Die Gurven der jwepten Ordnung, oder die fogenannten Kegel-
fdhnitte , find fammtlich in der Gleichung enthalten:
ay? - bxy + ex* 4= dy 4 ‘ex o f = o,
ind diefe Gleichung gehort fiv eine Elliple, Hyperbel oder Pavabel,
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=

wenn die Grofie b> — fac negativ, pofitiv oder Null iff; fir den
Kreis ift a==¢ und b=o.
e

Su den beyden erfien Fdllen, o, h. wenn b*— fac nidt gleid)

Null ift, Taft fich diefe Gleichung auf die Form bringen :

o il

wo dad obere Jeidhen’ fitr die Cllipfe, das untere fur die Hyperbel gilt,
beren halbe grofie und fleine Ave A und B ift, und wo der Anfang der
Coordinaten in dem Mittelpunfte dev Ellipfe oder Hyperbel liegt. JIn
pem dritten Falle, wo b*=4jac ijt, 4§t {idh jene Gleichung auf die
cinfache Gejtalt
Yo — 2pX

guviicEfihren , die alfo fir die Parabel gehore, und wo p den halben
Sparameter der Parabel begeichnet. — Aber aud) die erfie gegebene Gleis
chung bietet fhon ein Mittel dar, durch die in ihr enthaltenen Coeffi-
cienten a, b...f diefe Halbaren A und B der Ellipfe oder Hyperbel,
ferner die beyden der x und y parvallelen Coordinaten X und ¥ ded
Mittelpunfres diefer beyden Curven, und eudlicd) den Winfel w gu bes
fiimmen , weldyen die grofie WAre 2 A der Curve mit der Coordinatenaye
Dev x bildet.  &eht man namlich der Kitvge wegen

g = b? — fac
h = bde ae* — c¢d?
k* = b* - (a—c)?*,

fo findet man fiiv die gefudyten Halben Aven

b a(h—fg) h 2 (h — fa)
AT== Gy | i : ey
g@adc—k) g@a-+e4-k
und fiie die Coordinaten des IMittelpunktes
b zae — hd . ned — he
Xe=m e, ¥ = —:7
8 5

und endlich fir den Winfel o der grofen Ave der Curve mit der Cooys
Dinatenaye der x:
tang, 20 = —-b over  tang., W = —-—-17
2 e —d > ¢ — a4 k
Sl die Pavabel Tajfen fidh dbnliche Ausdrucke aufjtellen. €9¢
erbalt man fuir den hHalben Pavameter derfelben

2¢d — be

NS

gl it g
@4c)Vbr44e
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| .Ii und fite den Winlel « den Auddruck
! 1' tang, @ &= —— —e
i s B
| il Nimme man den Aufang der Coordinaten x, y in dem Sareitel,
i d.b. in demjenigen Punfte der Curve, in welchem fie von ihrer grofien
il Are, die gugleich die Are der x feyn foll, gefchnitten wird, fo hat man
filr die gemeinfame Gleichung diefer drey Curven
| ;
| 2 px=
| y- = 2 PX = ----\—-,

und diefe Gleidyung gehort fiir die Elipfe, Hyperbel oder Parabel,
[l wenn A pofitiv, negativ oder unendlidy grof ift. Fir den Kreis hat
,[ man p=A, alfo y>=2Ax—x*, wo A der Halbmejfer des Kreifed
il iff.— Man Faun noch bemerfen, daf die Gleichung der Ellipfe, in die
e' der Hyperbel dibergeht, wenn man in jener A in — A und B inBy —1
‘ verwandelt.  Jar diefe bepden Curven aber ift Der halbe Parameter

B2 5 1 ; Gt
,l p = — immer pofitiv. Nennt man endlich Ae die Cutfernung ded
! Mittelpunfres der Clinfe oder Hyperbel von einem ihrer beyden Brenn=
it punfte, fo ift
{ Azio B2 on 4 -
il Lol = st 111 ) p=A(Q—2&) fur b @Hlpf\?,

| und daher auch

e \_'\"h ud p = A (&2 — ) fir die Hyperbel.

Um die Gleichung diefer drey Curven in Polarcoordinaten gu er:
| Balten, fey einer der Vrennpunfte derfelben der Pol, und r die Ent=
fernung diefes Brennpunfred von irgend einem Punfte der Curve.
' ' Meunt man dann » den Winfel , welchen der Nadinsg BVector r mit
fil der grofien Ave, von dem dem Pole nachiten ©dyeitel gezdble, bildet,
! fo ijt die gefuchte Gleichung der Cinien der gweyten Ordnung
't 1]
| T P -+ I_ cos. v/

! und diefe Gleichung aebort fur die Clipfe, Hyperbel oder Parabel,
I wenn ¢ Fleiner oder grofer, oder {o grof als die Cinbeit ijt, tn weldyem
| leten Falle daber die Gleidung der Parabel wird:

‘; p

Cus, b ]
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§. 15, (Cinien dev dritten und vievten Ordnung). 1 Neils
Pavabel, oder die Fubifche Parabel, jum Unterfchiede dev in §. 14
betrachteten , weldye Tepte audy die Apollonifdye Parvabel genannt wird.
Shre Geflale ift in Fig. 5 vergeichnet, und ihre Gleichung it

i T

wo hier, fo wie in allen folgenven Figuren, wenn nicht dad Gegen-
theil ausdriicElich gefagt wird, immer A P—x, und die darauf fenf-
rechte Gerade PM =y, alfo AP... die coordinicte Are der x iff.
Die Neil'{dhe Varabel hat swep unendliche Aejte, die bepde auf der
'poﬂ'rivcn @eite der y liegen, und die jidh im Anfangdpunfie A der Coor-
Dinafen ju einer Sypike vereinigen. Nell und Fevmat bhat diefe
Qurve juerft betradytet, und an ibr mehreve mevhwiirdige Cigenfchaften
gefunden,

I Ciffois (Fig.6). Die Gleichung diefer Curve ift

x* —y* (a— x).

Audy fie Tauft von einer ©pige im Anfangspunkte A m gwey unendlichen
Ajten aus, von welchen aber einer fiber und der andere unter der Are
Der x liegt. Wepde Afte Fomnien der Geraden mBn, die in der Cnts
fernung A B =—a auf der Abfciffenare fenfrecht ervichtet wird, ols ihrev
Afymptote, immer ndber, ohne fie je ju erveichenm. Der griechifche
Geometer Diocled hat diefe Curve ansgedachr, um durd) fie das den
Alten wichtige Problem aufyulofen, zwifchen zwep gegebenen Grofen
gvey mittlere ftetige Proportionalen gu finden. Jhre Venennung hHat
fie von mcsos (Epheublatt), dem fie dhnlich fenn foll.

I Gloccenlinie (Jig. 7). Ihre Gleidhung ijt

ay: = x(x—Db) (x4 ¢),
o AB=0D0 und AF = c ift. Diefe Curve befteht aus jwey abges
fonderten Theilen, deren einer eine gefchloffene, ovale Geftalt, und der
andere ywep unendliche Afte hat, die in Form einer Glocke auslaufen.

Nad) den Werthen der leyden Grofen b und ¢ gehort diefe
Gleichung ju verfchiedenen Geftalten.

3t c==o0, fo verfdhwindet der erwdhnte ovale Theil, und bdie
Curve hat die Geftalt der Fig. 8.

3ftb=o, fo ijt die Gleidung der Curve ay? —x* —ex*=o,
und ihre Form fieht man in Fig. .

3t endlih b=0 und c==o0, fo ift ihre Gleidhung x* =ay?,
ooer fie geht dann in die Neil’[dhe Pavabel 1iber.

Yitteow's Anl. g, Hob. Math. &
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1V, Gondyois oder Mufchellinie (Fig. 10). Man ervidyte auf
per dbfeiffenare A X bas Coth A B=a, und jiche aus dem fo beftimm:
ten Punfte B die Gerade M B m, weldye die Abfeijfenare in vem Punfee
O {chneidet.  BWon diefem Durchichnitespuntte O nehme man u beyden
Seiten der Abfeiffenare die Linien OM=O0m=Dh, fo liegen bdiefe
Punfte M, m in den Conchois.  Jft dann ABM=» und BM=r,
fo bat man
a— (r—Db)cos.», y = Dbecos.y und 1r* = xt + (a4 y)*,
woraus man durch Climination der beyden Grofen r und » exhalt

iyt = (a4 (B =y

die Gleichung der Conchois. Nennt man aber das Loth von M auf
A B, oder nennt man MQ=y/ und BQ=x/, fo ift x=y/ und
y=x/—a, alfo aud) die Gleidung der Conchoid

b ( b )1
_— = e e —_— T
G X' — a

@ie hat vier unendliche Afte, die alle die Abfeiffenare A X jur Afympe
tote haben, Unter dem fejten Punfte B hat fie eine Schleife, fo lange
b grofer al8 a ijt. Far b=a aber verjchwindet diefe Sdchleife;, und
geht blof in eine Sypie bep B tiber, Fiiv b Fleiner al$ a endlicd) vers
fdwindet quch diefe ©Spise, und die Curve hat dann unter der Are der
x Diefelbe Gejtalt, wie fber derfelben. Der griedhifche Seometer N =
fomebdes bat fie jur Auflofung ded bey der Ciffois erwahnten Probles
med erfunden, und audy, wm einen gegebenen Winfel in drey gleiche
Theile ju theilen. DNewton gebraudhte fie jur Auflofung der Glei
chungen des dritten und vierten Grades, da fie in Abficht ibrer Con:
fteuction fo einfach iff. Aud) hat man fie gu den BVergierungen in der
Architefrur und sur Meffung des Inbalts der Fdifer angewendet.

V. Caffint'é Curve (Fig. 11). enn das Produft den Ent:
fernungen MF und MF/ ¢ineg Punftes M von gwey feften Punften
F und F/ fiir alle Cagen ded Punfted M conjtant ijt, fo liegt diefer
Punft M in der betvachteten Curve, Gey FF/= 2a die Dijtang jener
feften Punfre, und MF. MF/=Db?, fo hat man, wenn der Anfangs:
punft A in der Mitte jwifchen F und F7 liegt:

FM: = (a—x)* + y* und F/M* = (a- x)* = y*
und daber fiir die Gleidhung der Curve
bt = [(a 4= x)* + 5*] . [(a
x? l— y: - at = \/b_“._;}—-.'l..'u_“ X

X)* - 33| ober



Diefe Curve dndere mit den Werthen von a und b ihre Geftalt.  Fitv
L > a hat fie die in Fig. vr angejeigte Form, fo lange jugleich
bh>ay2 .

it aber b>a und jugleich b <ay/z, {o nanmt fie die Form der
Fig. 12 an. Jjt b=a, fo geht fie in die Geftalt Fig. 13 tiber, wo
AB—AC=a}2 ift. St eudlidy b<Ta, fo befteht fie aus gwey
von einander abgefonderten Ovalen, oder die ywey Schleifen derFig 13
viicen aud einander, fo daf der Swifcdhenraum bey A gleidh 2y/a* —b?
und die Entfernung ibre swepy duferften Punfte BC=2 Var + b2 ijt.
Diefe Curve, fo wie fie die Fig. 11 darftellt, hat Domin. Caffini
gefunden, um dadurd), wie er glaubte, die Vewegung der Planeten
um die Sonne auf eine jur Redynung bequemere Avt darguftellen, als
die§ durdy die Cllipfe gefchieht.

VI Die Cemniscate oder dieSchleifenlinie hat ebenfalls
die Geftalt der Fig. 13, und ibre Gleihung it

x?2 _1_ ).: P -,V/x: ).;’

Wwo AB=AC=a ift. Diefe Curve hat Jafob Bernoulli juerit
betrachtet, und Fagnano Hat die merfwiirdige Cigenfdhaft derfelben
entvectt, daf fich in ihr unydbhlig viele Bogen angeben lajfen , die einan=
der entweder vollig gleich, oder von weldhen der eine genau doppelt fo
grof it alé der andere. Ceonh. Culer Dat dief weiter audgefubre
(in den Noyi Comment. Petrop Yol. VL. fiir dag Jahr 1756), und
in den neuern 3eicen haben jene Unterfuchungen Gelegenbeit su der Ents
wickelung der fogenannten elliptifden Funftionen gegeben, die
fiie die Jutegralrechnung febr widytig find.  Jbren Namen Dhat fie von
Lemniscus (Franfen oder ©chleifen an Gewdndern).

VII, Cardioide oder hersformige Curve (Fig 14). Jji An
ein Kreid des Halbmeifers La, und verldngert man die Sebue An ju
bepden Seiten derfelben, bis nM=nm=a, fo liegen die Punfte M
und m in der Curve. St AM=r uud PAM=y», wo P A in dem
Durdymeffer BA des Kreifed lieat, fo iff die Sehne An=a cos.7,
alfo audy

r = a (1 -} cos.?)
die Polargleichung der Curve. Fiir die fenfrechren Coordinaten A P=x
und P M =y aber hat man die Gleichung
xt -yt — 2ax? = (a* 4 zax — 2x%) y
Man findet leidht, dap die Cardicide aud) durdy die BVewegung
2 ‘
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cities SKreifes entfteht, der {id) auf der Peripherie eined andern Kereifes

von gleicher Grofie walzt, und daf dafer die Cardioide eine der Epicy:

cloiden (m.'g.mnm c102 1) ift. @ie ijt audy die Brennlinie oder Cata:
cauftit (m. f. §. 135 11.) , oder fie entfteht durdh den Durcdh{dynitt der Lidyt«
firablen von bu‘ inmeren @eite der Peripherie eines Kreifes , deffen
Durdymeffer gleich 3a ift, wenn der leuchtende Punft in dem einen
Gndpunfte des Durdyme|fers diefes Kreifes liegt.

VIIL Scypbhois oder Bedyerlinie (Fig.15). Auf den unter
fich fenfrechten Geraden AX und AY nehme man AB=AC=AD—a
und giehe die Geraden BC und BD.  IMan nehme eben fo AF=a
und siehe durch F eine willfieliche Gerave F G, weldye die AX in G
fchnetdet, unv ervichte auf E G durch G eine uuhec{}tc Gerade, und
nehme auf diefer Senfrechten GM=GN=G A, fo liegen die Punfte
M und N in den @epphois. It AP=x, PM=—y und jieht man
GQ parallel mit AY, fo iff x*=AG* — (y —A G)* odet

AG :-“ + ¥

Da ferner die Dreyecte G Q M uud »\l* 3 dhnlich find, fo ift aud

ax

AG = — -,
Ni—— A s

Die Climination der Grofie AG aus diefen beyden Gleidhungen gibt
:,-4 T e ;;a\,f-x
die Gleidyung der Curve. ~ Sie hat vier unendlidhe Ajte, und die jwep
Geraden B C und BD {ind, erweitert, die Afymyptoten diefer: Afte, von
weldhen Ddie givey untern diefer Afymptoten von aufen, und die jwey
obern aber von innen immer ndber fFommen, ohue fie doch je ju evveichen.
IN. @ymmetrifde Curve (Fig.16). Obfhon audy die mei-
ften der andern frummen Linien einen fymmetrifdhen Vau Haben, fo
verdient dody diefe jene Venennung voryugdweife, dafie, ihrer groferen
Sufammenfebung ungeadytet, doch gut beyden Seiten der Are der x fo:
wobl alé aud) der y, eine vollfornmen dbnlide Geftalt hat. Die Glei:
chung diefer Curve ijt
y* -}~ 100a*x* — gba*y* — x* — o obder
y = & \/[¢’|8 a? + V2804 a% — 100a%x? - x*].
©ie beftebt aus einer der Schleifenlinie ahnlichen, ifolivten Curve, Ddie
su ihren bepden Geiten von gwey ing Unendlidye fortgehende Bogen:
paaren bealeitet ift.
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6. 16. (Cinien, deven Gleichungen von hohever Ordnung
oder irrationell {ind).  BWon diefen Cinien find vorsiglich diejenigen
au bemerfen, deren Gleichung die Form hat:

m n m
! xn sl ).T P a'_‘_,
wo man befonders drey Falle unterfcheiden Fann.
I. §all. 2Wenn m und n ungerade Jahlen find.
Flir m=n=1 bhat man
Xy =a
die Gleihung der geraden Linte,
Fiir m=3 und n=1 ift
3 + D a3
eine Gleichung , su weldher die Curve der Fig. 17 gehore, und welde
gur Afymyptote die Gerade m A n hat, deven Gleihung x+y=o ift.
1L, Fall. Wenn m gerade und n ungerade ift.

Ale bieher gehorenden Curven find in einen endlichen Raum e
ge{chloffen, da x=+4a und y==+ a die beyden dufierfien TWerthe
diefer jwep Coordinaten find.

ir m=2 und n =1 hat man

x2 + y‘.‘. — at
dic Gleichung des Kreifes, deffen Halbmejfer gleid a ijt.
®ir m==2 und n=3 qber ijt

Ve e
und die ju diefer Gleidhung gehorende Curve it in Fig. 18 verjeichner.
@ie fteht in naber geometrifcher Werwandtfdyaft mit der Ellipfe, wie
ir {pater feben werbden.

II. Fall. Wenn m ungerabe und n gevade ijf.  Ale bieher ge-
borenden Curven haben gwey endlofe Ajte, die beyde auf der pofitiven
Geite von x und y liegen;

m=—1 und n =2 gilt Vx 4+ Vy = Va obder,
(x—y)r —2a@xty) Fat=0
dic Gleichung der Apollonifdhen Parabel.
Fir m =5 und n=4 aber Hat man dic Gleichung

x° 'J|_' yhi= al,

gu weldyer die Curve Fig. 1 gehort, deren gwey Afte die unter dem
AWinfel XAN=45 gejogenc Gerade AN gur Afpmptote Haben.
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IV. Auf eine dhuliche Weife Fann man audy die verfchiedenen be-
fonderen Falle der Gleicdyung

y = ¢ + b (x _ n)"'

betrachten, welde ju verfchiedenen Curven gehort, nachdem der Erpos
nent m eine gerade oder eine ungerade 3ahl, oder ein Brud) ift.

Hier bemerfen wir nur nod) die in Fig. 20 vergeichnete Sdyna-
bellinie, die ju der Gleichung

y = ax* 4 by/'x*

gehore, und wo die in dem Anfangspuntte A fich begegnenden Afte der
Curve nicht nur, wie bey den Spigen (Fig. 5, 6 u. f.) eine gemein=
{chaftliche Vertihrungslinie A X haben, fondern tiberdief noch beyde
auf derfelben Seite dev Verithrungslinie liegen und derfelben ihre con-
vere Seite guwenden,

§. 17 (Cronfeenvente Curoen), o nennt nman diejenigen
Frummen Linien, deren Gleicdhyungen nicdht algebraifd) find und 3 B,
die'Grofe ax, log. x, ‘arc. sin. x 1. f. enthalten.

[. Die Cogiftif oder die logarithmifche Linie (Fig. 21). Jhre
Gleidhung ijt

X — .'Iy,
oder wenn man die natirlichen Logarithmen nimme
log. x = y log. a.

Fiur x—=AB=1 ift alfo die Ordingte y=0. ey AC=a
und die mit der Are der x parallele Gerade CD=b, aljo a Ddie jur
Abfeiife b gehorende Ordinate, und daber aud)

b = a? obder log.b = a log.a
Subftituivt man diefen Werth von ]ng.am.;log. b in der vorher-

gehenden Gleichung, fo erhdlt man

-
log.x — = log.b oder x ='b

ki
fiir die Gleichung def Cogijtif. Jjt endlih A C=1 und b=e Ddig
Bafis der natirlichen Yogarithmen, f{o ijt die einfachite Gleihung der
Logiftit
Yo— log. x ober x =— e,
Sn diefer Curve find alfo’ bie Ordinaten bie Yogarithmen bder
Abfeiffen. Fur pofitive Abfeijfen , die grofer ald die Einbeit find, wach:
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fen bdie cbenfalls pofitiven Ordinaten ing Unendliche.  Von x=--1
bis x=o0 aber wadfen die negativen Ordinaten ebenfalls ohne Cnde,
und der Bogen Bm ndbert fich der Drdinatenare Y A ohne Cnde.

IL Quadratrir (Fig. 22). ey CB C/ e Kreis ded Halb-
mejjer AB=a, und e§ werde der Punft M der Curve, gu weldem
die Coordinaten AP —x und PM =y gehoven, fo genommen, da
fidh MP ju A C verhalt, wie der Bogen BN zu dem Bogen BC, oder
daf man bat

) O S e S

wo » den MWinfel MAB und = die befannte Ludolph’fche 3ahl3.14159 ..

3 iy 2ay o o
begeichnet, fo 1ji ymT‘ und tiberdief y = x tang. », alfo aud

aav - - o . ~ 1
g Veseichinet man daher den Nadius BWector A M durd)
= tang.
r, foift r* =x* 4 y*, und die Polargleichung der Curve

2ay

D)=

z !
7T Sin. ¥

wnd eben fo die Gleichung gwifchen den rechtwinkligen Coordinaten

J tang 2/
; T D¢ 2 a 2
Fiir ve=r ift x==—oco und y=-2a; alfo geht die Curve auf

der negativen Seite der Abfeiffenare, oder in der Nidytung von A X/,
ing Unendlidhe fort, und ndbert fich hier, tiber und unter der Are AX,
ciner Afymyptote, die mit A X parallel und von ibr um 2a entfernt iff.
Siir die Winfel v = = bis v== 2= Fommt die Curve von dem unendiich
weit entfernten Theile diefer bepden Afpmptoten wieder guritck, und ere
jtrectt fich auf der pofitiven Seite der x wieder ind Unendlidhe , mdem
fie fich in ibren beyden neuen Aften wieder gweyen, den. A X parallelen
Afpmyptoten nabert, die von der Ave A X um die Diftang 4a entfernt
find, und foldher Hin- und Hergange gibt es ungablig viele wifchen je
swep folcher Afymptoten, die immer um 2 a von einander abjiehen. Dicfe
Curve wurde von Dinoftrates, cinem [eitgenoffen Plato's, aus-
gedadt , um durdy fie die Flade des Kreifes angugeben, oder um den
Kreis und jeden Sector desfelben ju quadriven. @ie dient aud) jur
Reilung eined jeden Kreidbogens oder des ihm jugehorenden LWinfels
in eine gegebene Angahl von feilen, wenn man diefe Curve als be:
reits richtig vergeichnet annimmt.

. @inuslinie (Jig. 23). Sie erfredt fich ju bepden Seiten
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der Are y ing Unendliche , indem fie die Aye der x in ungabligen LWin:
dungen umgibt.  Jbhre Gleichung ift
Y= ndsin X0

und fie fdyneidet dabher die Abfcijfendre fir x=o0, + =, + 27,
+ 3=..., fo wie fie fich von derfelben am weiften entfernt, fir
= < e M i 14

LV. S3uglinie oder Tracroric (Fig. 24). It die im Anfange A der
Abfeiffenare auf diefelbe ervicitete Senfrechte A B=1, und fest man
AP=x, PM=y und den Vogen BM=s, fo ift die ®leichung bie-
fer frummen Linfe

@ie bat nnv etnen eingigen Bogen auf der Seite der pofitiven x und y,
weldher fich derAbfeiffenare als einer Afpmyptote ndhert. tellt man bdie
Chene der Curve vertical, und iff an dem einen Cndpunfte M eines
gefpannten Fadens ML von gegebener Cange, ein der Scdywere ausdges
fesiter Korper befeftiget, fo awird diefer Endpunft M des Fadens die
Sractorie befchreiben, wenn der anbdere Cudpunft T dedfelben in der
Are der x mit gleichformiger Bewegung fortgeht.

V. Kettenlinie (Chainette) §ig-25. Sft AP=x, PM=y
md AN=a, und der Vogen NM=Nm=s, {o ift die Gleidjung
ber Curve

§7 =i X ==Ta%
und diefe Curve befdreibt ein biegfamer , in feinen beyden Eudpunt:
ten B, C befeftigter §aden, wenn bie @dpvere der Erde auf alle feine
Zheile gletchformig wirkt, und die Punfte B und C in derfelben Hobe
tiber Dem Horizonte liegen.

VI. Cpclois oder Cycloide (Madlinie) Fig. 26. Wenn ein
Kreis HMG ouf ¢iner Geraden A B rollt, fo Defchreibt ein gegebener
Punft M ter Peripherie diefes Kreifes die Cyelois

St AP=x; PM=y und O bder ?Jmh'lpunft diefes Kreifes,
deffen  Halbmeffer qgleidh) a ift, und nennt man t den Bogen
HM , weldher ogen der Geraden A gleid) ift, fo ift der Winfel

: t
MOH = = und man hat

3 I i
X ='"t-—="asn - (Yo v = a (1 - COS. )
il Y )

Gept man aber der Kiirge wegen t==a», alfo » gleich dem Win-
fel MOH, {oijt aud
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X = a (v — sin,¥) und
¥y = a (1 — cos.p),
Climiniet man aud diefen beyden Gleidhungen die Grofe », fo
¢rhdlt man

X v=="al.anc; COS.(I — };) — Vzay — y*

fir die Gleidhung der Cyclois. Seht man in ify y=DC==2a, {o
it x=AD=DB=a=, o wieder x=3, 14159 ...

(A). St aber CQ=x/ und QM =y, fo ift x/==2a~—y und
yl=az—x; alfo find aud) jene Gleidyungen

t - L
4 == - = = amwr — t 510, —
x a(:-—l cos.a), ¥ ar -+ a sin =
ober, Wwenn z—v=0 ift:
i (1 — COS, (,;) ) }rf = 'a (6] + sin. (-J)‘,

und wenn man die Grofie w aus diefen beyden Gleicdhungen eliminirt,
fo bat man fiie die Gleidhung der Cycloid

X e
¥/ == anire. cos. (1 — —-) -+ V2 ax/ — xi%,
a

Diefe Gleidyungen geigen , daf die Gréofe 1 x mit dem BVogen ¢t
obne Cude wadyfen fann, und daf daber die Cpeloid aus unendlid)
viclen, dem ACB abulichen Bogen befteht.

(B). Liegt der befchreibende Punft M des Kreifes8 HM G nicht in
Dent Endpuntte des Halbmeffers, fondern irgendwo in der Werldnge-
tung desfelben, und war in der Diftang b von dem Mittelpunfte O
de8 Kreifes, fo hat man

A t 1
X =1t — bsin.- und y =a—b cos, -

a i
Climinirt man davaus die Grife t, fo Hat man
a—y
X == a4arc, 608, ———" — Vb — (a—7y)?,
tweldyes die Gleichung der verfrirgten oder der verldngerten
Cycloisift, je nachdem b grofier oder Fleiner iff, alf a. Fiiv a=b
erthalt man die vorhergehende oder bie gemeine Cyclois.

§.18. (Spivalen). 1 (rdhimedifdhe Spivale). Um den Mit-
telpunft C (Fig. 27) des Kreifed ABD bewege fid) der Halbmefjer,
den wir gleich der Cinheit annelhmen, und gugleich bewege fich in dies
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fem Halbmeifer ein Punft M gleidhformig fo, daf imner der Nadius
Wector CM=r ju dem Halbmeffer CA =1 {icd) verhalte, wie dev
Kreisbogen A B==w ju der; gangen Pexiphevie 2 x diefes Kreifes, fo it
M ein Punft der Archimedifchen Spirvallinie, deren Gleihung daher it
¥
e — ?.—7:-.

Diefe Gleichung geigt, daf die Spirale, nach dem erffen gangen
Umlauf des Halbmefers, den Kreis in A {dhneidet, und daf fie daun
in' mngdbligen, immer’ groferen Winduingen um den Kreis lauft. Da
man den BVogen » aud) negativ von A nad) D nehmen fann, fo beftehe
diefe Curve nody aus giner zwepten Spirale, die der vovigen gleich und
dbnlich ift, aber eine entgegengefeste Cage hat. Diefe ©pirale ift nue
die einfachfte von denen, welche in der Gleichung r=a.vm entbhalten
find. — o lange der Crponent m eine pofitive Grofe iff, fangen alle
diefe @pivale in dem Mittelpunfre C des Kreifes an. It aber m negas
tiv, fo it r anfangs unendlidy grof filr »==0, und nimmt dann fir
wadhfende » immer ab, oder der befdhreibende Punft M ndbert fidy in
gabllofen Windungen dem Mittelpuntee C, ohne ihn je ju erveichen.
Man fieht, daj die Spivalen ebenfalls ju den tranfeendenten Curven
geboren,

I (Rogarithmifdye Spirale) Fig. 28. Jhre Oleichung it

v = log. r,

Wwo wieder r==CM und » der Rinfel der r mit einer feften Geraden
CA it. Sirr=CA==1 ift =0, {o daf alfo diefe Scdnecfenlinie
in unzahligen Windungen fiiv wachfende pofitive Winfel A CIM fich von
pem Mittelpuntte C entfernt, und eben fo fiir abuehmende oder nega-
tive Winfel A Cm fid) dlefem Punfte immer mehr ndahert.

1L (Hyperbolifche @pirale) Fig. 29. In ihr verhalt fich dev
Sadius BVector C M= r wie verfehrt der LWinfel, weldhen derfelbe mit
einer feften Geraden CX bildet. Nennt man alfo v den Winfel X C M,
fo hat man

St MP fenfrecht auf CX, fo bat man

(s

MP = CM sin, v = - sin. ¥,
o)

Fiit v=o0 ift ——= 1, alfo audy MP =a, St daher aud) CA==a
b

fenfrecht auf CX, und jieht man durd) A eine mit CX pavallelen
/ ey ) P
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Gerade AB, fo ift ABI bie Afpmptote der Spivale. * Fiiv negative
9Berthe von » gibt es nod) eine jwepte dhnliche @pirale, die gegen die
andere Seite A B/ der Afymptote eben fo liegt, wie jene gegen AB.
Dende geben in ungabligen, immer fleineren Windungen unt den IMit=
telpunft C.
IV. (Parabolifdye Spirale) Fig. 3o. Jhre Gleichung ift
¥

rre= —,

27

Auf einem Kreife APB, deflen Halbmejfer gleich der Cinbeit it
nimmt man den Bogen A P oder den LWinfel ACP gleich », wo dann
der Theil P M des Falbmeffers gleich r ift. Fir »=o ift aud) r=o0,
und fir »==2360° ift r==1, oder die Curve fdneidet fir v=—o Ddie
Peripherie des RKreifes, und gebt fiir v==2 = durd) den Mittelpunke
derfelben. Fiir v==8= {dhueidet fie den Kreig noch einmal , und gebt
baun in immer groferen Windungen um denfelben herum. Es gibt aber
audy noch fiir negative Werthe von r einen ywepten Jweig A m Ddiefer
@pirale, die gang aufier dem Kreife liegt, und wo immer Pm = PM
ift, wenn m in der Werldngerung des Halbmeffers CP des Kreifed
liegt.

Man bemerft, daf man jede Curve, deven Gleidyung gwifchen
rechtwinfligen Coordinaten x und y gegeben iff, in eine ©pirale vers
wandeln fann, wenn man fich die Abfeiffenare derfelben nach) der Peris
pherie eines Kreifes gefrimmt, und auf demfelben gleichfam aufges
wunden vorftellt, fo daf die Ordinaten der Curve ihre fribere fenfrechte
Gtelle gegen die Abfcitfenaye, d.B. gegen die Pevipherie diefes Kreifes
beybehalten. Sft der Halbmejfer diefes Kreifes gleid) der Einbeit, fo
wird man nur in der gegebenen Gleichung der Curve gwifchen x und y die
Abfciffe x in » und y in r verwandeln, um fofort die Polargleidyung
der entfprechenden @pirvale ju erhalien. o hat man fir eine Gerade,
die durch den Anfang der Coordinaten geht, und deven Neigung gegen

die Are der x gleich are. tang.L ift, die Gleichung pwifchen redyt-

3w
winfligen Coordinaten x=2=y. Nimmt man damit die angeseigte
Berwandlung vor, fo exhdlt man v==2 = r di¢ Polargleichung dev Archi-
medifdhen Spirale. Fiir die Cogiftif war (§. 17) x=log. y, wenn (in
§ig-21) AQ =x und QM =y ift; alfo ijt auch »=log.v die Gleix
dhung der logarithmifchen Spirale. Cben fo iff die Gleichung der gleidh-
feitigen Hopervel x, y=—a, und dabher die der hyperbolifden Spirale
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vov=a. Dic Gleichung der Parabel endlich ift, wenn man ihren
Parameter gleich -;; febt, x=2=xy?, und daber dic Polargleidjung

der parabolifhen Spirale » = 2z x? Wie juvor.

§. 19. (Goniometrifche Formeln), Jum Schluffe diefer Cin-
Teitung wollen wir nod die vorziglichiten Ausdriicke jur bequemen {ber=
ficht gufammen ftellen, welche die Werwandlungen der trigonometrifdyen
Tunctionen und die Auflofung der Drepecfe betreffen, da wir uns in
Der Solge ofter auf diefelben begiehen werden.

1. Wenn « und 5 gwey willfirlidye Winfel oder Bogen einesd Kreis
fes, dejfen Halbmeffer die Cinbeit iff, begeichnen, fo hat man beFanntlic

AR R s, 1 tang. a a tang. +a
% g 7
sm.a:\/n-—-cos.*n = — _ — S 8 =
COSEC, @ \/1 + tang,? a 1-}-tang,* 2«
—_———— 1 1 1—tano.2 ~a
CO5. @ — \/a — 5In2a = b e i BieY
e =
S¢C. a \/ gla "i"‘a”i:'»’“_;'“
sin. ¢ 1 9 tang, —a sin, 2 a 1 — cO§.:
tang.a =— — — D' a — = = COS. 2 e
COS, & colang, « 1—tang.® 1o 14 cos. 2a sin, 2 ¢
§in. vyers, @ = 1 — ¢CO0S,a — 2 sin.“ia
. 4 Q0% — ez
COS,Vers.a — 1 — sin, & — 2 sindt ——,

& " 2 tang
1I. sin.2a — 2 sIn, & COS. & =— — 5
1 + :ang
= 1 1 — tanp.=
Cos, 2a =— 1 — 2sin.*a — 2 ¢os.%a ihelel
1 - tang,” e
2 tang. e
1:mg. Ly e e e ]
1 — tang.2 ¢
1 | tang.ta
sec, 2@ — T R S Y
T — l«m{j.—a
cosec. 2« — ~ (tang. a -4 cotang. a).
” 1.— COS. & 1. o l.ll‘i o
IIL. sin; —a' = \/'—-—"——-—-, cos, ~a =— it BT 2 4
a 2 p 2
! 1 — €05, & sin. o 1 — COS. o
lang. -, = —— — — = —
: sin, o 1 - cos.a 1 - cos o
tang. o

I

———— — -—-A-—-—:-—Collg.a—l-\fl-i-cu{g.“u_

sin, ~a |- cos. ta = \/1_—[— sin. «




V;-—}-bill.a — \/_l.—:.in,or
cos, 2 a

—— e L — 2

1 -} cos.2a i (l pADE, ﬂ}

CO0S. 2

TEe L = (cotang.? a — 1)

COS. 2 &

L BTl o tanor (B0 vy
1 - sin. 2o g (4 )

COS, 2 ¢ =
—  — — cotang. (45° —
1 — sin. 2 a o (4 l:)

1 -}~ sin,a = 2 sin.2 2 (90 -} o) = 2 co0s.* (g0 — «)
1 — sin,a = 2c08.23(90 | a) = 2 sin.? 2 (g0 — «a),
1V. sin. (« 4 ) = sin.« cos. 8 + cos. a sin, f3

cos. (a + [3) = cos.a cos. 3 I sin. « sin.
tang. « + tang. g
R L) o & e E
sin, (a + B)
cos. a cos. B
sin. (§ 4+ «)
cos. (a2 F B)
“sin. a ct_-;,:._.igd.
2 sin,  (a -+ ) cos. £ (a — )
cos. = (x - f3) sin, (a — f)
cos. = (« - ) cos.: (a —p)
sin. - (a 4 (3) sin. £ (x— f).
2 sin, a cos, f§ = sin, (a - ) + sin. (« — p)
sin. (« + ,"l) — sin. (u. —_— f‘])
cos. (@ — f3) - cos. (a 4~ 3)

2 sin, a sin. B = cos. (« — f) — cos. (a - f3).

tang. @ + tang, § =

cotang.a 1 cotang.§ =

cotang.a -+ tang.f3 =

|

V. sin. a -} sin. 3

sin. a — sin, 3

Il

3]

cos, 3 -~ cos, a

l

€o0s. 3 — cos, a

[

Il

2 cos a« sin. 3

2 cos.a cos,[3

VL sin. (a 4 ) sin. (« — ) = sin.2a — sin.2 3
cos, (¢ - ) cos. (a — ) = cos.2a — sin.? 3
sin, (n - 2) « = 2 sin. (n + 1) a.cos.a — sin. na

€0s.(n 4~ 2) a = 2 cos. (n =~ 1) «.c0s.x — cos.na,




30 § 20,

c sl L - 43

arc. cos. \/1 — x* == arc, tang. ey

1 1
arc, SL'(J.\/ — arc, cosec, -
e e x

—_—

arc.cos, (1—eax*)==1are,sin, 2Xx \/1 —x?

I

Y11, arc, sin.’x

are, sin, x

|

arc. sin. vers. 2 x*

v
a
'
a

arc. cos, x . are,cos. (2x*—1) = arc. sin, 2x \/ 1—X*?

X
3
1

L arc. sin, vers. 2 (1 — x?)

01

A e . . 2%
are,tang. x = - arc, cos. =i AT, 810y ———
i o R 14 x® h 1 - x%
! . 2 12
== — arc, sin, vers,
& I 43>
s S
, G — arc. tano — 7
arc. ig. x + arc. tg.y = arc, tang, T

arc.sin, x + are.sin.y = arc. sin, [xVa1—y* + y Vi—x].

VIIL “sinvdgoli= 1§ sin. 45° = V/*
sin, 15° = 3Vz—V3)  sin. 540 = (1 +V3)
sin, 18° %{\/5_.), stn. bo? i\/3

: 7 -;-\/1:}-1—?.\/5

0l
|1

sin. 30° — sin. ~2¢

I

’
sin, Bbli— :‘-\/IO /b, siny 950 :\/'-1_-{-_\/3

|

§. 20. (Vovsiiglichfte Ausdriicke dev (phiritechen Trigono-
metrie). Nennt man A, B, C die Winfel ¢ines [pharifdyen Drey=
ects, und a, (3, y die ihuen in derfelben Ordnung gegentiberftehenden
@eiterr, fo hat man den beFannten Ausdruct

cos. a = sin, 3 sin. y cos, A - cos. 3 cos.y,
woraus durd) blofe Analogie, oder durd) eine einfadye Drehung ded
Drepedts aud) die bepden dhnlichen Formeln entfichen :
cos. [ = cos.« cos, y 4~ sin, a sin,y cos. B
€0s,y == €0s.a& €0s, 3 - sin,a sin, (3 cos, C.

Sede diefer drey Gleichungen enthalt, wie befannt, die gefamm:
ten Ausdritcte der {phavifdyen Trigonometrie. Duvch eine einfache Um-
wandlung derfelber erhalt man {ofort:

cos. A — sin. B sin, C cos,a — c¢o0s. B cos. C

cotang, A sin. G = cotang. « sin. 8 — cos.f3 cos.C
cotang. a sin. y = cotang, A sin, B - cos.B cos,y und

sin, A sin, 3 = sin. B sin.a,




von weldyen vier Gleidyungen jede wieder , durc) diefelbe Drehung des
Drepecdts, ey andere analoge Ausdriicke gibt.

Won dent vorhergehenden Formeln enthdlt jede, wie man fieht,
nur vier Grofen, fo baf man alfo, wenn je drep der fechs Grofen
A, B, C und a, 3, y eines fphavifyen Dreyects gegeben find, mit
Hulfe diefer Formeln die drey ubrigen Grofen finden Fann, worin die
gewohnliche fogenannte Auflofung der Drepecfe befteht.

Durd) eine ywedmafige Combination der vorbergehenden Formeln
Fann man andeve, jwifchen fiunf Grofen ableiten, deren Kenntnif
ofter von Nupen ift. Soldye Formeln find:

sin, a cos. G sin. 3 cos. y — cos, 5 sin. y cos. A

cos. A sin. ¥ sin. 3 cos. @ — sin. a e¢os. 5 cos, C

(RIS

sin. A cos. (3 cos.B sin, C - sin. B cos. G cos. «

sin, A cos.y — sin, B ¢o0s.C -~ cos.B sin. C cos, a,
von weldyen jede wieder swey anbdere analoge involvirt.

Gben fo Founte man aud denfelben Ausdriicken noch andere, und
felbft folche ableiten, die alle {echs Veftimmungsitice eines Dreyects
entbalten, die wir aber hier, der Kirge wegen, ubergehen.

§. 21, (Qlutlotung der {phiavitchen Dreyecke). Diefe Aufs
I6fung bejteht, wie gefagt, in dex Veftimmung von dren Veftimmungs:
ftiicen des fphdrifhen Drepects, wenn die drey tibrigen gegeben find.
Wie bereits erwabhnt, Fann man dagu durdy die flinf erfien Ausdriice,
ja fchon durd) die erjte Gleichung des §. 20 gelangen. Sum bequeme:
ren Gebraudye aber hat man ihuen fiiv die Rehnung angemeffene. For=
men gegeben, und fie in Tafeln jufammengeftelt. Man fieht leicht,
baf diefe Auflofung der Drepecte fid) im AlUgemeinen auf fechs Falle
gurtickbringen [afit, die wir hier naber angeigen wollen.

A. Wenn drey Seiten «, B, y gegeben find.

Dann findet man bdie drey Winfel A, B, C durd) folgende
Ausdriice :

c0s5. & — co05. B cos, *
cos. A — : Y

oo A 4
st @ sin,

sin. = (a—4-B—1y) sin. s (a4+y—B)

: a
sin, P oSty

sin.? A =

Cos.2 LA — sini 3 (@t 8+y) sin. T @E+y—e)

sin. 3 sin. b
mit den diefen drey Ausdriicfen analogen Formeln fiiv-B und C.

(4
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Auch Fann man diefe Winfel mittelft einer HilfSgrofe x auf fol:

aende LWeife finden
tang. : (8~ «) tang. T (B —«)

tang, - x = - !
tang. v

cos. A == cotang. 8 tang. * (y 4+ x),

cos. B = cotang, « tang. X (y —X).

B. Wenn drey Winfel A, B, C gegeben find.
€08, & =— S0% ’\-.'Jr' ““rf,n r'us;ﬁjr
sin. B sin, G

cos. ~ (A 4B 4 C) cos, 7 (B4 C— A)

sin.2 1o — — i
i sin. B sin, G £
o2z cos. = (A 4B — C) cos. 7 (A C—B)
Pl i —— -
v sin. B sin. C ¢

tang. £ x = tang. ;1 (B - A) tang. £ (B — A) tang.;C,
cos, « — colang. B cotang. = (C—x),

cos. 3 = cotang, A cotang, % (C-}-x).

C. Wenn «, B, G oder jwey Seifen mit Dem einges
fdloffenen Winfel gegeben {ind.

colang. ¢ sin. § — cos, B cos C

cotang. A =— T
o sin. G {
L cotang. § sin. @ — cos. « cos, C
cotang, b = .
o sin, C Vi

cos, y = sin, a sin. ﬁ cos. G —1- COS. @ COS. 1'3.
Den vorhergehenden Gleidhungen Fanun man noch folgende Hin:
gufiigen:

tang, x = cos. C tang. a,

sin. (B — x) cos. & ¢os, (3 — x)
—_————, €05,y = —————— ’
1 COS. X :

otang. A = —————
CoMpe tang. U sin. x
1
g cos, s (a—8) »
tang.+ (A4-B) = —————= cotang. 2 C,
A g
cos. 3 (z - 2)

- 1
sin. = (¢ —8)
=  cotang. > C.

sin. T (z 4 B)

|

tang. = (A—B)

Auch hat man
sin.y sin. B = sin, 3 sin, C,
sin, y cos, B = sin.a cos.[3 — cos. & sin.[3 cos. C,

COs,y == €05.a €o0s,{5 -~ sin, a sin. {3 cos, C,
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D. Wenn A, B, y oder yweyp Winfel mit der eins
gefcdhloffenen Seite gegeben {ind.

cotang, A sin. B 4 cos. B cos,
cotang. @ = - 145 E --I— bt 03y

. /
s, ?
cotang, B sin, A 4 cos, A cos.
cotang. |} — ———— o _a?’
-'illl.'f
c0s. C = sin. A sin. B cos.y — cos. A cos. B,

weldyen Gleichungen man nodh folgende bingufigen fann:

cotang. A tang. v cos, a
tang.x = ———, tang.a — ———,
cos. vy cos. (B—x)
2 cos. A sin, (B —1x)
c05: 0 —m —m— =,
&in. x

Aud) hat man
sin, C sin, 3 — sin. B sin. y,
sin, C ¢os. 3 = cos, A sin. B cos.y -~ sin, A cos. BB,
c0s.C = sin. A sin. B cos.y — co0s. A cos.B,

E. %Menn «, §, A oder gwey Seiten und einer dev
ibnen gegentiber ftehenden Winfel gegeben ift

p sin, A sin, 9
sin,B — ———___"".,
s5in, &

cos. = (a — 8)
cos. = (a +8)
COS. % (A4

B)
tang, =y = - tang. & (a--3).
et cos. = (A —B) g3 («+8)

tang. - C =

cotang. - (A -} B),

Auch hat man

cotang, A = tang, 3 cos, x
tang. x = ———— €0s. (C—3x) == ——

l:lug-:u 4
COS, & COS, ¥
% 3 08 - : it
tang. y = cos. A tang.f3, cos.(y —y) = ===
\qlJ’

F. Beun A, B, « oder jwey Winfel uud eine der
ibnen gegentiber ftehenden Seiten gegeben iff.

sin, « sin. B

sin. 3 =

sin. A/

il cos. Z(a—P) - (A ;

tang, s C = ——— — cotang. (A -B),
cos. 7 (a-+9)

cos.~ (A B ; "
|_,-,|-|5, Ly — _t_ ‘_E___-..!-_ _:' l;m;-), - {-a—]-_.u),
cos. ~ (A — B) :

Littrow's Unl. 4, bobh. Math,
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Auch bat man

cotanz, A tang. P cos. x
cotang.x = — BRI (_\(.5,((J_.,_“_} il Sl
cos. 3 lang. a
1 COS, ¢ €0S. Y
tang.y = cos. A tang. 3, cos. (y —y) = ——.

COs. t')

Man fann bemervfen, daf die unter C, D, E und F anges
flihrten Ausdricte, weldye die halben Winfel und Seiten enthalten, und
Die unter der Benennung der Neper'fchen Formeln befannt find, nur
befondere Falle der folgenden allgemeineren Ausdricke enthalten :

c0s.2 (A -}-B) cos. Ly = cos. & (a--[3) sin. 2 C,

a

sin, £ (A--B) cos.2y = cos. ;{a—f) cos.; C,
c0s. > (A —B) sin, !y = sin. S (a-}f) sin. £ G,
sin, ! (A— B) sin. 1y = sin, - (a — (J) cos, = C.

§. 22. (Auflotung dev {phavifchen rechiwinkligen Drey-
ecke.)  enn einer der Winfel ded [phdrijdien Dreyedes ein redyter
ift, fo werden die vorhergehenden Ausdricte einfacher. Da diefer Fall
dfter @ratt bat, fo ftellen wir die hieher gehorenden Augdriice ebenfalld
tabellarifch sufammen. Die bier folgenden Ausdriicke feben den Win:
fel A = go° voraus.

A, Wenn A, 3, 7 gegeben ift:

tmu:.ﬁ

tang. B = ——, tang.C =
pof sin. 7y i

tang, 4
— .‘_.‘_of__, CcO05, & = €08, gj COS, Y.
sin. 9

B. 2Genn A, a, 8 gegeben ifi:

G sin. 3 C i % : 2 CoS. o
SN, D — = cos,. L — lang, o colang. a L P — =n
3 sina. D D J cos, 8
C. Weun A, B, B gegeben ift:
4 sin. 9 : tang. 9 i cos. B
sIN. A = ——— SIII.;.' el sin. (; e A
sin, B tang. B cos. B
D, Wenn A, C, 5 gegeben ift:
tang. 9 L9 A L
tang.a = ——, tang.y = sin. 5 tang, C, cos.B == cos.f sin. C.

cos. C
E. ®Wenn A, B, a gegeben ift:
sin. [ ==sin. a sin. B, tang.y=tang.acos.B, tang.C =

F. Wenn A, B, C gegeben ijt:
g

cotang B

} " ~ cos. B
c0s, a — cotang: B cotang, ) —cos; 0=

! Cos, 7Y ——

sin, U




§. 23. (Auflitung der ebenen Dreyeche.) Die vorhergehens
ben Ausdricke der fpharifchen Dreyecke laffen fich fofort audy auf cbene
oder geradlinige Dveyecke amvenden, wenn man i jenen die Sinus
und Tangenten der drey Seiten a, 3, p gleich diefen Seiten, und die
Cofinus derfelben gleich der Cinbeit fest. Dadurch erhalt man folgende
Safel fiiv die Auflofung der ebenen Dreiecke.

A, Wenn a, 3, y gegeben ift:

sin?rtA — (e i) (@B 5”
’ Gfiy
@4+B8+NE+v— 2
4Ry 1
mit den analogen Ausdriicfen fir B und C.
Eben fo bat man

Cc0s.2 A =

az e B %
cos., A ="' il Vi &
218y
B. Benn A, 3, y gegeben ift:
s v—§g cos. A . : f—vy cos, A
e B =" —— 6 e
cobuig: 8 g sin. A L sotangC 7 sin. A /
a* = (3t 4 y* — 2fiycos. A,

g
iy )
¥

C. Wenn A, B, y gegeben ift:

tang. ! (B—C) =

7 1
cotang. - A,

SinsA sin. B
C = 180° — (A'—[— B)) a =y 1 P ﬁl g
chp =y TEASD, o0,
D. Wenn a, 3, A gegeben ift:
sin.B = 2 sin. A, C = 180° — (A--B),
y = ,u}:‘;% = “:?—.(\’ oder auch
pi ey SN S0 g A e

cos. 7 (A —B)
E. ®enn A, B, a gegeben ift:
sin. B
sin. A’
sin. C sin, + C
(29

— (a + I‘}) et g N 0

cos. = (A—B)

B

C = 180° — (A4B),

sin. A

3*




30 §. 23.

BVemerfen wir nody, daf die vorhergehenden Ausdriicfe fiie die
fpbarifhen Dreyecte, wenn man bey der numerifchen EntwicFelung dec-
felben auf ibre Reicdhen gehovig achtet, in beynabe allen Fallen von
felbjt augeigen, in weldyen der vier Quadranten die gefuchten Winkel
oder Seiten ded Drepeces fallen, wogu folgende Fleine Tafel febr bes
quem ift.

sin, ( 9o’ —-x) = €Oos, X4
sin. (180° -} x) = -- sin.x,

sin. (270°--x) — — cos. X,
cos. ( g0°—4-x) = — sin. X,
cos. (180° -} x) = — cos. x,
cos. (270" x) — sin, X,
tang. ( go°—x) = — colang.x,
tang, (180°4-x) = tang. x,
tang. (270°--x) = — colang.x,
cotang. ( go°-x) — — tang.x,
cotang. (180° -+ x) = cotang. x,

cotang, (270° +-x) — tang. x.
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