
Einieitun g.

^^)a das folgende Werk sich öfter auf die ersten Grunde der

analytischen Geometrie bezieht, und da die in ihm enthaltenen Theo¬

reme häufig auf die vorzüglichsten krummen Linien, als auf einzelne

Beyspiele, angewendet werden, so wurde es für zweckmäßig erachtet,

diese beyde» Gegenstände, zur leichtern Überficht und bloß in ihren Re¬

sultaten, hier kurz zusammen zu stellen.

Punkte und gerade Linien in der Ebene.

Z. i. (Lettimmnng der Lage eines Punktes in der Ebene).

Um die Lage eines Punktes in einer gegebenen Ebene zu bestimmen,

nimmt man in dieser Ebene zwcy feste, ihrer Lage nach gegebene, auf

einander senkrecht stehende gerade Linien XXX/ und XXX/ (Fig. >)

an, und bestimmt dann den Ort des Punktes kl durch seine senkrechten

Abstände kl ? X — x und kl X — 7 von jenen beyden Linien.

Man nennt x die A b sc i sse, 7 die Ordinate und beyde zusammen

die Co ordinalen des Punktes Kl, und jene zwei feste Gerade heißen

die Aren d e r Co or di n aten, so wie X derAnfangSp u n k t der¬

selben. Demnach ist also x die Entfernung deö Punktes kl von der

Coordinaten - Are der 7, und )' ist die Entfernung desselben Punktes

von der Are der x. Nimmt man den Quadranten XXX" als den er¬

sten an, in welchem die Coordinaten x und 7 beyde positiv sind, so ist

offenbar in dem zweyren Quadranten XXX/ die Absciste x negativ,

im dritten XXX/ ist x und 7, und im vierten X/XX endlich ist blos

die Ordinate 7 negativ.

tz. a. (ElciclznnZcn cinergeradcn Anic und eines Punktes).

Jede Gleichung zwischen x, 7 und constanten Größen gehört für eine

stetige Folge von Punkten, d. h. für eins Li n i e. Ist diese Gleichung

für x oder 7 des ersten, zweyren, dritten GradeS u. f., so wird auch
vittrow's Ztnl, j. l,?h. 1
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die durch sie ausgedrückte Linie eine Linie dcö ersten, zweyten, dritten
Grades u. f. genannt. — Gleichungen deö ersten Grades gehören für
gerade Linien, und die allgemeine Form dieser Gleichungenist

? ax -s- k».
ScyLIkikl diese Gerade. Für x^o ist >—K, undfür )'^o ist

x— — also ist —und ^Ik —k> die Entfernung der Punkte

tö und v, in welchen die Gerade von der Are der x und der 7 geschnit¬
ten wird, so wie auch a die Tangente des Winkels X(likl ist, unter
welchen die Gerade die Are der x schneidet.

Ist kl — o, so geht die Gerade durch den Aufaug X der Coordi¬
naten. Die Gleichung x — A gehört für eine der Are der ^, und die
Gleichung 7 — IZ für eine der Are der x parallele Gerade. Die b e y-
den Gleichungen

x ^ A und 7 — I!
zusammen genommen aber/gehören für einen Punkt, der von der Are
der x um kl, und von der Are der 7 um die Größe X absteht. Dem¬
nach gehören auch die Heyden Gleichungen x —X und)'---» für ei¬
nen Punkt in der Are der x, und die Gleichungen x —0 und/---!,»
für einen Punkt in der Are der 7, und die Heyden Gleichungen x---o
und 7^--o endlich für den Anfangspunkt der Coordinaten.

§. 3. (^N'l'iiiduiig von ?lvr>i geraden kuitien). Betrachten
wir zwcy gerade Linien, die wir durch (1) und (2) ausdrücken, und
deren.Gleichungen

7 ^ NX st- I, ... si) und
7 — st^ k>^.. (2)

seyn sollen. Diese zwey Gerade werden sich im Allgemeinen in einem
Punkte schneiden, und die Coordinaten ihres Durchschnittspunkteswer¬
den seyn

— k> . b — s tNx — - - und V —A — » iv — u

I. Nennt man (1 .2) den Winkel, welchen diese Heyden Geraden
unter sich bilden, so hat man

Nennt man eben so (1 . x) und (> .7) den Winkel, welchen die
Gerade (>) mit der Are der x und mir der Are der 7 bildet, so hat man
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cos. (i. x)

cos. (r.7) —

und eben so für die Gerade (2)
cos. (2.x)

cos. (2.7)

-j- a -

-j- a'-

i

-j- a'2

i.x) ^

/1 -s-
v und zwischen diesen fünf Winkeln besteht die Relation

cos. (r. 2) — cos. (1. x) cos. (2 . x) -s- cos. (1.7) aos. (2 . 7)
ll. AnS diesen Ausdrucken folgt zugleich, daß die bcyden Geraden

D(>) und (2) unter sich parallel sind, wenn inau hat a —und daß
I sie auf einander senkrecht stehen, wenn man hat >-j-oa/ —0 oder

?
A/ —

III. Daher ist auch 7 — p/^asx— x^) die Gleichung einer Ge¬
raden, die mit (>) parallel ist, und überdies; durch den Punkt geht,

dessen Coordiuatcn x/und 7/ sind. Eben so ist 7 — 7^ —— ^(x — x-)
die Gleichung einer durch denselben Punkt x^, 7/ gehenden, und auf
der Geraden (>) senkrechten Linie. Nennt mau x^, 7" die Coordina-
ten deS DurchschnirtSpunkteS der zwey lentcn Linien, so hat man

. s x' — I>) !> . , tv^— k>)
X^> —x/-s-^ ^und 7/e—vz—lD.—. l^ > -s- a- i -j- !>-

und die Distanz der zwey erwähnten Punkte, deren Coordinacen x/7/
' und x"7^ stnd, ist gleich

v/(x" — x^)" -s- (7" — 7/)' oder gleich -——
u l -p- !>-

IV. Endlich ist auch die Gleichung einer Geraden, welche durch
die zwey Punkte geht, deren Coordinaten x/7/ und x/7" stnd,

7-7'^^K(x-x-),
' so wie die Distanz dieser zwey Punkte wieder gleich ist

/(x" — x')'- -ss (7" —

§. g. (Verwandlung der Caardinaten in einer Ebene).

^ Ost ist es vortheilhast und selbst nothwendig,'den beyden Coordinaten-> '
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axcn eine andere Lage in der Ebene zu geben. Seyen, wie zuvor,
XL —x und LA —p (Fig. 2) die Coordinaten des Punkts A gegen
die Coordinateuaren XX nnd XX. Man nehme den neuen Anfangs-
punkl X^ gegen dieselben Apen so, daß seine Coordinaten X IZ —s nnd
L —I, sind, ziehe X^L^ mit X? parallel, und nehme den Winkel
L^/L" —a. Die auf die neuen Aren sich beziehenden Coordinaten
des Punktes kl sollen X'L^ und L"A — seyn, wo AL^
auf X/?" senkrecht ist. Nennt man noch in den Winkel L"X>N und
nimmt man die Distanz X/A gleich der Einheit an, so hat man sofort
die vier Gleichungen

X^?/ — x — a ^ cos. (a -s- m),
L^Xl — — Ii — sin. (a -s- in) und
X>?"— x^ — 00s. rn,
LccA — sin. in;

woraus man leicht die folgenden Ausdrucke findet, die zur Verwand¬
lung des einen dieser zwey Coordinatensysteme in das andere dienen:

iL — (v — k>) sin. a -l- (x — s) cos. ni
, ) , X e X - U"d^ <zaz. « — — s) sin. nj

x — a -j- x^ cos. a — pi zjn.nl
^ — Ii -j- x^ sin. « -j- pe cos.

Da durch die Substitution dieser Ausdrucke in einer Gleichung
zwischen xp oder zwischen x^/ der Grad der Gleichung nicht geän¬
dert wird, so können die Linien mit Recht nach ihren Gleichungen in
Klassen cingetheilt werden.

g. 6. (polurcoordinutcn ilt dcr Ehenc). Der Punkt A (Fig. 3)
der Ebene, in welcher die Coordinaten XL-^x und LA —p liegen,
läßt sich auch dadurch bestimmen, daß man die Distanz XA-^i- dieses
Punktes von dem Anfangspunkte X der Coordinaten, und den Winkel
XI XL^-v dieser Distanz mit einer ihrer Lage nach bestimmten Gera¬
den XL in dieser Ebene angibt. Nennt man in den Winkel LXX die¬
ser Geraden mit der Are der x, so hat man XXA—v— m, und
daher

x i' cos. — in) , p — c sin. (v — in) und
c- x- -j-

Vermittelst dieser Gleichungen läßt sich jede Gleichung zwischen
den rechtwinkligen Coordinaten x und p in eine andere zwischen



s. o
5

den Polarcoordinatcn r und v verwandeln, wv dann X der P o l

der letzten Coordinaten heißt. Für die umgekehrte Verwandlung aber

hat man

Nimmt man, der größeren Einfachheit wegen, an, daß die flre

Gerade XL mit der Abscissenare XX zusammenfällt, so ist m —o,

und man hat

Punkte/ gerade Linien und Ebenen imNanme.

Z, (>. (Lrl'timmung der t'age eines Punktes im Räume).

Um die Lage eines Punktes im Räume zu bestimme», nimmt man in

diesem Räume drey feste, ihrer Lage nach gegebene, und auf einander

gegenseitig senkrecht stehende Ebenen an. Sey X X Z (Fig. st) ein rech¬

ter Winkel in der Ebene des Papiers, und XX eine auf diese Ebene,

also auch auf die Linien XX und XT, senkrechte Gerade, wo XX auf

der Rückseite, oder auf der von dem Leser abgewendeten Seite deS

Blatts steht. Verlängert man die drey unten sich senkrechten Linien

XX, XX, ?X auf der andern Seite von X, und legt durch je zwei)

derselben eine Ebene, so sind XXX>X/, X^X^c und X2X/?> die

erwähnten drey normale» Ebenen, deren Lage im Räume gegeben ist.

Kennt man dann die senkrechten Abstände eines Punktes XI von diesen

drey Ebenen, so wird auch die Lage dieses Punktes im Räume bestimmt

seyu.— Sey dieser Abstand des Punktes Xl von der Ebene

der XX, sey eben so XIa —^ dieser Abstand von der Ebene der X!?,

und endlich Xld —x der Abstand von der Ebene der X?. Ergänzt

man das rechtwinklige Parallelepipedum, dessen Seiten Xllst, XIa und

XI Iz sind, so ist auch

und man nennt diese Größen x, p, 2 die Coordinaten deS Punk¬

tes XI, so wie man X den Anfang der Coordinaten, die Linien XXX,

X X X/, 6XZ/ die C 0 0 r d i 11 a l en ar en, und jene drey normalen

Ebenen die c v 0 r d i u i r t e n E b e n c u zu nennen pflegt.

Nimmt man unter den acht Octanten, in welche der unbegränzte

005. v — 5i». v
r

XL — x, L ^ und tssXI ^ 2,
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Raum durch die drey coordinirtenEbenen getheilt wird/ den zwischen
den Linien XX, W und V? enthaltenen/ als den ersten oder als
denjenigen aii/ in welchem die drei) Coordinatcn X72 sämmrlich positiv
sind, so werden dadurch die Zeichen dieser Coordinaten in den übrige»?
Octantcn ans folgende Weise bestimmt:

Octant I . . . XV? . . . -!-
X

7 ^
»> II . . . XV? . . . — X

2/

III . . . X/V/?. . . — X
? -i- 2,

IV . . . XV ? . . . -I-
X

7 ^ 2,

»
V , . X V?/ . . - X

^ 7 ^ 2/
>> VI . , . X/V?/. . . — X

-s- 7 " 2/
» VII . ,, . X/V/?/. .

. — X
^ 7 —.

2

« VIII . . . XV>Z>. . . -s- x — 7 — 2.

Z. 7. (Glclchungcit !>cs punlUes und der tinic). So wie
jn einer gegebenen Ebene die Lage eines Punktes durch zwei)/
die Linie aber nur durch eine Gleichung bestimmt wurde, so wird im
Räume die Lage eineö Punktes durch drey/ die Linie durch zwey
und die Ebene durch eine einzige Gleichung bestimmt. Die Linie wird
nämlich als der Durchschnittvon zwcy/ und der Punkt als der gemein¬
schaftliche Durchschnitt von drey Ebenen betrachtet. Diese für Punkte
und Linien gehörendenGleichungen»Verden am einfachsten/ »venu man
die Ebenen, durch deren Durchschnitt sie erzeugt werden/ gus eine der
hrey coordinirten Ebenen senkrecht annimmt.

I. Diesem gemäß gehört die Gleichung x —a für eine der 72
parallele und von ihr um die Größe s entfernte Ebene/ und überhaupt
gehört die Gleichung

x ^ a für eine der 72 parallele Ebene/
7 !z » » » X 2 !> »
2 0 » V » X7 » »

stlso auch
x 0 für die coordinirte Ebene der 72,
7 0 i> » » » » X 2 /
2 0 » » >1 L >> X7.

II. Die beyden ersten Gleichungen x----> und 7 --I» zusammen
gcnoinmen aber, gehören für eine der Axe der 2 parallelen Linie,
deren Abstand von 72 gleich a und von x2 gleich I» ist; und überhaupt

^ gehören die Gleichungs-Paare
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X — a und 7 — l, für eine der Are der i! parallele Linie,
X — tl » 2 o » » » » » 7 » »

I» » 2 0 » » » » » X » »
also auch X — o und 7 — 0 für die Are der 2

x o » 2 o » » » » 7
7 — 0 » 2 a » » » » x.

Die drey Gleichungen x —o, 7 —I, und 2 — 0 zusammen ge¬
nommen endlich gehören für einen Punkt, dessen Entfernung von der
Ebene der 7-?, X2 und x7 in derselben Ordnung gleich 0, l, und v ist.

III. Eben so gehört die Gleichung
7 — sx -s- I,

für eine auf der coordinirten Ebene der X7 senkrechte Ebene, deren
Durchschnitt in dieser Ebene mit der Axe der x den Winkel bildet,
dessen Tangente gleich s ist.

Die beyden Gleichungen aber
7 — ax -s- k> und 2 — n

zusammen genommen gehören für eine Linie, die in einer der X7 paral¬
lelen und von X7 um die Größe u entfernten Ebene liegt, oder diese
Linie ist der Durchschnitt der beyden Ebenen 7 —ox-s-l, und 2-^-c,
von welchen die erste auf X7 senkrecht, und die zweyte mit X7 parallel ist.

Eben so gehören die beyden Gleichungen
7 — sx -s- I, und 2 rUx -s- 1>/

zusammen genommen für eine gerade Linie überhaupt, oder für den
Durchschnitt von zwey Ebenen, von denen die eine auf X7 und die an¬
dere auf xs senkrecht steht. Ist k>——0, so geht diese Linie durch
den Anfang der Coordinaten.

Z. 3. (Gleichung l>cr Esiene). Die allgemeine Gleichung ei¬
ner Ebene hat die Form

/1.x -s. V7 -s- -s- l) — 0.
Für sie ist die Entfernung des Anfangspunktes der Coordinaten von
demjenigenPunkte, in welchem diese Ebene

die A,re der x schneidet, gleich

» » » 7 V » >-7 ,
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...(>) und

. . . (2).

und wen» die Ebrne durch den Anfangspunkt geht, so ist v —o.
Die geraden Linien, in welchen jene Ebene die drey coordinirtenEbenen
schneidet, heißen die Knoteulinien jener Ebenen. Man hat daher
für die Knotenlinie der Ebene

in die Gleichungen ^rx-s-Ii^-s-II-^o und 2 — 0,
»X2 » >> ^x-j-lÜ2-j-I) — 0 » ^ — 0,
» ^2 » » IZ^-s-L2-j-D^-o » x^o.

g. y. (^rrlnndniig von jwri) geraden Linien). Betrachten
wir die Verbindung von zwcy geraden Linien im Räume, die wir der
Kürze wegen durch (1) und (2) bezeichnen wollen, und deren Gleichun¬
gen, nach dem Vorhergehenden, von der Gestalt sind:

X — NT -si- cl i
> — I,« ^ I
X r>/2 -si- «/j
z? -2^- -j- /Z/j

Diese bepden Linien werden sich nur dann begegnen oder einander
schneiden, wenn die BedingungSgleichung

» — n' « —
K — V' — si'

Statt hat.
I. Sey (1 .2) der Winkel, welchen diese bcyden Linien unter sich

bilden, und sei) eben so (> .x), (r.)) und (> .2) der Winkel der Linie
(1) mit der Are der x, )' und 2. Setzt man der Kürze wegen

in? --- 1 -j- s? -j- I,? und in/? ^ 1 -s- a" -s- d?,
so hat man

I -j- an' -I- dd' .
cos. li .2) — — ! undI» in'

cos. t».x)^-—, Www cos. t2.x) — —^ - IN IN'
^ X k , X

cos. li.v)— — » cos. <2 .v) — —

cos. k I . 2s — — » cos. (2 . 2) — .^ IN in'

Zwischen diesen Winkel» haben überdies; folgende Relationen
Statt:

cos. (1.2) --- cos. (1 . x) cos. (2 . x) -j- cos. (1 .)) cos. (2.))

-si- cos. si.2) cos. (2.2)
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und cos.'(r.x) -ss. cos.-(,.)') -s- cos.-(>.2) — »,
cos." (s.x) -j- cos.-(2.)) -s- cos." (2. 2) —

II. Daraus folgt, daß die Heyden Linien (1) und (2) parallel
sind, wenn mau hat —a/ und und daß sie auf einander
senkrecht sind, wenn mau hat »-j-n n/-f-l» — 0. Auch lassen sich
die Gleichungender Linie (>) so darstellen:

co«>(i,x)
X 2 f- «,

evi>> (>.?,)

0 l!NS, (I.S) ^
III. Die Linie, welche durch den Punkt geht, dessen Coordinaten

x/, 7^, 2^ sind, und welche nberdieß mit der Linie (>) parallel ist, hat
zu ihren Gleichungen

x — x/ — » (2 — 2/) und ? — ^
Diejenige Linie aber, welche durch die zwey gegebenen Punkte

geht, deren Coordinaten x^>2^ und x")-"2^ sind, hat zu ihren
Gleichungen

x — x/ — -——(2 — 2^) undz/ — 2

und die Entfernung der Heyden gegebenen Punkte ist gleich

v/(x" — x/)" -j- ()'" — )"/)- -j- (2^ — 29-.
IV. Die Linie, welche durch den Punkt x^?/ geht, und senk¬

recht auf der Geraden (») steht, hat zu ihren Gleichungen
s (x — x^) I> (7 — )>/) -f- 2 — 2^ 0 U»d

(x — x>) (^/ —1,2^ — /Z) — (^ — )>9 (x^ — S2^ — a)
-ss (2 — 2^) j^Iz (x^ — «) — a (7^ — /Z)^ --- 0.

Sind dann X, V, 2 die Coordinaten des DurchschnittspunkteS
beyder Geraden, so hat man

> l>- ^
V 1,2 -j- /z und X a 2 -f-

Z. ,0. (ht'rliinlmng )wci)rr Ebenrn). Betrachten wir die ge
gcnseilige Lage zweyer Ebenen, die wir durch (I) und (II) bezeichnen
wollen, und deren Gleichungen folgende Gestalt haben:
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^x -s- IZ)' (l2 -s- I) -2^ o . . . (I)
^.^x -s- -s- O2 -s- — 0 . . . (II).

Nennt man (l.II) den Winkel, unter welchem diese Heyden Ebe¬
nen gegen einander geneigt sind, so hat man

„ ^ 8 IV -p 0 (Vcos. (I.Il) —— .
Ij2 o . 2 1j-2 <^-2

Sind daher diese Ebenen zu einander parallel, so hat man

- -- - und -- -5, also auch - 2- -,

und sind sie ans einander senkrecht, so ist

-s- VIV cc/ --- c>.

I. Nennt man eben so (l.x)-) den Winkel der Ebene (I) mit der
coordinirten Ebene der x)' und (l.x) den Winkel der Ebene (I) mit der
Aie derx, und bezeichnet man durch (l.x2), (l.72) und durch (I.7),
(I,e) die ähnlichen Winkel für die Ebenen X2, ^2 und für die Aren
der 7 und 2, so hat man, wenn man der Kürze wegen

N- -s. 112

eos. (I .X7) ^ und sin. (l.x)

C0S. (I .X2) ^ ^ » sin. (I.).) 2^
^ (>

cos. (1.72)--- » sin. (1.2)^—,

und zwischen diese» Winkeln haben folgende Relationen Statt:

cos. (I.I I) cos. (l. x 7) cos. (II. x 7) -s- cos. (I. x 2) cos. (II. x 2)
-s- cos.(I.^2) cos. (II .^2)

und cos.2sl.x 7) -s- cos.2 (l.x2) cos.2(1.7 2) — 1.

II. Nennt man II das Loth vom Anfangspunkte der Coordinateu
auf die Ebene (I), so hat man

II — ^ — ^
y/^2 jj2

daher man die Gleichung der Ebene (I) auch so ausdrücken kann:

x cos. (1.7 2) 7 cos. (l.x 2) -s- 2 cos. (l.x7) II oder
x sin. (l.x) i-s- 7 sin. (I.)-) -s- 2 sin. (1. 2) II.

III. Bezeichnet man durch n, >Z die Knotenlinien der Ebene (I)
sn der coordinirten Ebene der >'2, X2, X7, so hat man sür die Winkel
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dieser Knotenlinien unter sich und mit den Ai'en der 572 folgende

Ausdrücke:

tang.(^) — — und MnZ. (xS) — —Z-,

tanZ. (^) — ^ » lang. (7A — — —,

lang, (c^) — ^ » lang. (02) — -s- -^-.

Nennt man also de» Winkel (I.X7) —n und (x<s) —lc, so ist

tan^. Ic — oder tan^.n sin. Ii ---

e . ,, ^ , v
cos. n ^ ?> icmA. n cos. u -j- —.

Z. 11. (^crlüiidliug der Elmucn mit Änicn). Sey analog

. mit den vorigen Bezeichnungen (I, >) der Winkel der Ebene (I) mit

der Geraden (1), so hat man

s!n. (l.,) , ,. , oder auch
- -4- ^ -j-

sin. (1.1) — cos. Ist. x)') cos. (1.2:) -s- cos. sl. x 2) cos. (i . 7)

-s- cos. (1.72:) cos. si.x).

Soll daher die Gerade (i) auf der Ebene (I) senkrecht stehen, so

hat man

0--- und d---;

oder die Gleichung einer auf der Geraden (1) senkrechten Ebene ist

ax -s- d 7 2 -ch- O — 0,

>vo die Größe I) willkürlich ist; und eben sind die Gleichungen einer

auf der Ebene (l) senkrechten Geraden

X ---- 2 -j- 0- und 7—— 2-s-iZ,

wo die Größen a und /Z willkürlich sind.

I. Die Gleichungen der Geraden, die durch den Punkt x^ ^ck

geht, und senkrecht aus der Ebene (I) steht, sind:

x — x/ ^ (2 — 2-) und 7 — 7/ --- (2 — 2^).

Eben so ist die Gleichung der Ebene, die durch den Punkt x^^

geht, und mit den bcyden Geraden (1) und (2) parallel ist,
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(x — x>) sl>^ — l,) -I- (7 — 7/) (a — s^) -ss- (2 — 2^) (a^ 1> — a l>^) — 0.

Die Gleichung der Ebene/ die durch den Punkt x/7^2/ geht, und senk¬

recht auf der Geraden (>) steht, ist

g (x—x^) -s- k> (7— 7/) 2 — 2^ — 0.

Die Gleichung der Ebene, die durch den Punkt x/7/2/ und durch die

Linie (>) geht, ist

(x — x/) ()-/ — 1> 2/ — /Z) — ^7 — 7^) (x/ —s 2^ — «)

-j- (2 — 2^) sd (x^ — «) — s (7/ — /Z)^ 0.

Die Gleichung der Ebene endlich, die durch den Punkt x/7/2/ geht,

und senkrecht ans einer Geraden steht, die mit den Aren der X72 in

derselben Ordnung die Winkel a/Z^ bildet, ist

sx — x/) cos.« -s- s7— 7/) cos./3 -s- (2 — 2^) cos. 7 ---! 0.

§. ,2. (Hrnvuudlung dcr Coordinuteu im Räume). Sey

eine Gleichung zwischen den drey rechtwinkligen Covrdinateu X72 gege¬

ben. Will man sie ans ein anderes Coordiualensystem x^>2^ beziehen,

in welchem die neue Are der x zwar noch in der Ebene der X7 liegt,

aber mit der Are der x den Winkel i/> bilder, so hat man

x ^ x^ cos. -j- 7^ sin. oder x^ X cos. ^ — 7 »in.

7 ^ 7^ cos. ^ — x^ sin. i/> » 7< x sin. ^ 7 cos.^>,
2 2^ » 2^ 2.

Geht mau von diesem zweyten Systeme zu einem dritten über, in

welchem die neuen Coordinatcn durch x")-"2" bezeichnet werden, so

daß die neue Are der x" mit der Are der x/ zusammen fällt, die Ebene

der x")'" aber mit der vorhergehenden Ebene der X7 den Neigungs¬

winkel ö bildet, so hat man

x^ x" oder x'^ x^,

7^ — 7^ cos. g -s- 2" sin. 6 » 7^ 7^ cos. s — 2^ sin.g,

2^ 2^^ cos. s — 7" sin, ö » 2^ 7^ sin. y -s- 2^ cos. 6.

Steigt man endlich noch von diesem dritten Systeme zu einem

vierten auf, dessen Coordinaten x/")"'2/" sind, so daß wohl die Ebe¬

nen der x")-" und x/"7^/ dieselben bleiben, aber daß die neue Are der

x " mit der vorhergehenden Are dcr x" den Winkel? bildet, so hat man

x" —x"/cos.? — 7/" sin.? oder x^ / — 7" sin. ? -s- x" cos. ?,

7" 7///cos. ?-s-x"/sin. ? » 7/"-^7//cos.? — x^^sin.?,

' <5//,



Sehen wir nun der Kurze wegen

7777 cos. g sin. sin. -f- cos.is, cos.

^7 cos. 6 sin.i/> cos. — cos. ^ sin.«,

7777 sin. g sin. i/> z

L 7777 cos. 6 cos. ^ sin. — sin.^> cos. ,

ZZe 7777 cos. g cos.-^ cos. -f- sin.^ sin.^-,

IZ" 777 sin. ö cos. is,;

(! 777 — sin. ö sin. ?,

O 777 — sin.g cos.

(!<> 7777 cos. g.

Substituirt man dann die gefundenen Ausdrücke von x^?/ und

in den zuerst gegebenen Werthen von x)'«, so findet man

X 7777 äx"/ -f- -s-

7 77 Lx"^ -s- -j-

77- c x'^ -j- o 7/^ -s- e" '

»nd eben so umgekehrt

x^" 77 X -f- L/

7^/ 777 ^/x -s- zz^7 -s-

^/// — ^><x -s- 15^7 -s-

Man muß aber bemerken, daß zwischen diesen Coordinaten die

Gleichung

X- -s- z,^ 77 X^"- -s- 7^"^ ^„,7

besteht, und daß daher zwischen den Coesficienten ^^>... folgende

zwölf Bedingungsgleichungen Statt finden:

-fi- -f- -777- 1 l IZ- O ^77- , !7
>-

k- -s- -s- 7777 I ^

-j- -j- 777 I ^ zz„7 ^„7

^ IZ -s- -j- 7777 0 ! -s-LL/ eo —

.! -f- -s- 7777 0 -s- L L" -j- c L" 777 0 ^

vc -j- -s- v" c» — 0 ^ -f- iz/ L'/ -s- c" 7-7 0!

Z. ,3. (polarcoordinatcn im Räume). Statt, wie bisher,

die Lage des Punktes lVk (Fig. g) im Räume durch seine senkrechten Ab¬

stände von den drey coordinirten Ebenen oder durch die rechtwinkligen

Coordinaten ^.L — x, L<^-7-)-, zu bestimmen, kann man

diese Lage auch durch die Entfernung ^AI^-v dieses Punktes von dem

. Anfange der Coordinaten und durch die Winkel angeben, welche diese



Entfernung oder ihre Protection X<3, X» und XI> i» den coordinir-
ten Ebenen der x/, x^ und /? mit den drey Coordinatena.renXX,
XX und X? bildet.

I. Nennt man nämlich «, j3 und / die Winkel, welche die Di'
stanz r mit den Coordinatenaren der x, / und 2 macht, so hat man

X r cos. a, / — c cos./st, 2 r cos./,

und zwischen den drey Größen cr, fi, / hak die Bedingungsgleichnng
Statt:

eas.2 a -s- cos.'/Z -H cos.-/ — i,
wo jeder d er d rei) Winkel «, /Z, / nie größer als >8o" werden kann.

II. Ist aber m der Winkel der Protection von r in der Ebene x/
mit x, und ist n der Wmkel der r mit der Are der 2, daS heißt, ist
t^XX —m undXIX^^n, so hat man

x i' cos. m sin. n, / — c sin. in sin.n, 2 v cos. n,
wo der Winkel m von der festen Geraden XX immer nach derselben
Richtung von 0° bis 3l>o" gezählt wird, während der Winkel n nie grö¬
ßer, als igo", genommen werden kann, um alle Punkte des Raumeö
um den Anfangspunkt X zu umfassen.

III. Ist endlich X der Winkel der Distanz XXl---i mit der Are
der x, und /l der Winkel der Protection 13 XI oder X k> dieser Distanz
in der Ebene der 72 mit der Are der /, oder ist x^-XIXX und

XlII k> X st, so hat man
x r cos. X, /--zu sin. X cos./l, 2 — r sin. X sin./,,

und hier wird der Winkel X von der firen Geraden X X immer in der¬
selben Richtung von 0 bis 3bo° gezählt, während wieder /t nie größer,
als iöo° seyn kann. Man sieht, daß der Winkel x---« und n^/ ist.

Algeb r a i s ch e k r n m m e Linie n.

Z. ist. (Linien der zweigen Ordnung). In der nun folgen¬
den Zusammenstellung werden nur die vorzüglichsten Cnrven, um sie
später als ÄZeyspieleanzuwenden, nach ihren Gleichungen, von ein¬
fachen Zeichnungenbegleitet, kurz angeführt.

Die Curven der zweyten Ordnung, oder die sogenannten Kegel¬
schnitte, sind sammtlich in der Gleichung enthalten:

-s- cx" -s- st/ -s- ex -s- 5 0,
und diese Gleichung gehört für eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel,
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wenn die Größe 1>» —4ao negativ, positiv oder Null ist; für den

Kreis ist a--- a und

In den beyden ersten Fällen, d. h. wenn k>'— ejac nicht gleich

Null ist, läßt sich diese Gleichung ans die Form dringen:
X- V-

i wo daS obere Zeichen'für die Ellipse, das untere für die Hyperbel gilt,

deren halbe große und kleine Are und L ist, und wo der Anfang der

Coordinaten in dem Mittelpunkte der Ellipse oder Hyperbel liegt. In

sdem dritten Falle, wo d'-^stao ist, läßt sich jene Gleichung auf die

einfache Gestalt'

)>» ^ 2PX

zurückführen, die also für die Parabel gehört, und wo p den halben

Parameter der Parabel bezeichnet.— Aber auch die erste gegebene Glei¬

chung bietet schon ein Mittel dar, durch die in ihr enthaltenen Coefsi-

cienten s, b...k diese Halbaren ^ und L der Ellipse oder Hyperbel,

ferner die beyden der x und ^ parallelen Coordinaten X und X deö

Mittelpunktes dieser beyden Eurven, und endlich den Winkel c>, zu be¬

stimmen, welchen die große Are 2^ der Curve mit der Coordinatenare

der x bildet. Setzt man nämlich der Kürze wegen

F ^ 4 so

Ir ^ k> st <z s — 0 st»

K» d'- -si- (a — 0)'-,

so findet man für die gesuchten halben Aren

8 (a Z» a 1t) -j- >! Ii)

und für die Coordinaten des Mittelpunktes

^ 2se — 1, cl 2 cst
X — , V —

1>0

8 ' 8

und endlich für den Winkel ca der großen Are der Curve mit der Coor-

dinatenare der x:

d . d
oder t«N2. ca

a —- -> -j- Ii '

Für die Parabel lassen sich ähnliche Ausdrücke aufstellen. So

erhält man für den halben Parameter derselben

2 ast — Ii a
1' —

(a c) /d- -j- /j e-
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und für den Winkel den Ausdruck

2 e

tan F. c) ^.

Nimmt man den Anfang der Coordinaten x, y in dem Scheitel,

d. h. in demjenigen Punkte der Curve, in welchem sie von ihrer großen

Are/ die zugleich die Are der X seyn soll/ geschnitten wird, so hat man

für die gemeinsame Gleichung dieser drei) Curven

r> x"
7- — 2PX —,

und diese Gleichung gehört für die Ellipse, Hyperbel oder Parabel,

wenn ^ positiv, negativ oder unendlich groß ist. Für den Kreis hat

man p>----eV, alsv)^ —-z^x—x", wo der Halbmesser des Kreises

ist.— Man kann noch bemerken, daß die Gleichung der Ellipse, in die

der Hyperbel übergeht, wenn man in jener in —^ und lZ in U z/—1

verwandelt. Für diese beydcn Curven aber ist der halbe Parameter

x — — immer positiv. Nennt man endlich die Entfernung des

Mittelpunktes derEllipse oderHyperbel von einem ihrer beyden Brenn¬

punkte, so ist

e' ^ ^ und x — ^ (1 — für die Ellipse,

und daher auch

x'- ^ -—21—. und x — ^ (e- — >) für die Hyperbel.

Um die Gleichung dieser drey Curven in Polarcoordinaten zu er¬

hallen, sey einer der Brennpunkte derselben der Pol, und r die Ent¬

fernung dieses Brennpunktes von irgend einem Punkte der Curve.

Nennt man dann den Winkel, welchen der Radius Vector v mit

der großen Are, von dem dem Pole nächsten Scheitel gezählt, bildet,

so ist die gesuchte Gleichung der Linien der zweyten Ordnung

r ^
1 st- e cos. v ^

und diese Gleichung gehört für die Ellipse, Hyperbel oder Parabel,

wenn e kleiner oder größer, oder so groß als die Einheit ist, in welchem

letzten Falle daher die Gleichung der Parabel wird:
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H. >5. der dritten und vierten Ordüüng). i. Neil's
Parabel, oder die kubische Parabel, zum Unterschiede der in H. >4
betrachteten, welche letzte auch die Apollonische Parabel genannt wird.
Ihre Gestalt ist in Fig. 5 verzeichnet, und ihre Gleichung ist

7Z — ax';

wo hier, so wie in allen folgenden Figuren, wenn nicht das Gegen-
theil ausdrücklich gesagt wird, immer —x, und die daraus senk¬
rechte Gerade also r^I>... die coordiuirte Are der x ist.
Die Neil'sche Parabel hat zwey unendlicheAeste, die beyde auf der
positiven Seite der 7 liegen, und die sich im Anfangspunktes derCoor-
dinaten zu einer Spitze vereinigen. Neil und Fermat hat diese
Curve zuerst betrachtet, und an ihr mehrere merkwürdige Eigenschaften
gefunden.

II. Cissois (Fig. t>). Die Gleichung dieser Curve ist
x^ ^ 7? (a — x).

Auch sie läuft von einer Spitze im Anfangspunktes in zwei) unendlichen
Ästen aus, von welchen aber einer über und der andere unter der Are
der x liegt. Beyde Äste kommen der Geraden mLn, die in der Ent¬
fernung ^ L—s auf derAbscissenare senkrecht errichtet wird, als ihrer
Asymptote, immer näher, ohne sie je zu erreichen. Der griechische
Geometer DioclcS hat diese Curve ausgedacht, um durch sie daS den
Alten wichtige Problem aufzulösen, zwischen zwey gegebenen Größen
zwey mittlere stetige Proportionalen zu finden. Ihre Benennung hat
sie von X-5S05 (Epheublatt), dem sie ähnlich seyn soll.

III. Glockeulinie (Fig. 7). Ihre Gleichung ist
07' — x ( x — b) (x -f- 0),

wo .^IZ — b und — u ist. Diese Curve besteht auS zwey abge¬
sonderten Theilen, deren einer eine geschlossene, ovale Gestalt, und der
andere zwey unendliche Äste hat, die in Form einer Glocke auslaufen.

Nach den Werthen der beyden Größen ll und e gehört diese
Gleichung zu verschiedenen Gestalten.

Ist 0 —», so verschwindet der erwähnte ovale Theil, und die
Curve hat die Gestalt der Fig. 3.

Ist d--- 0, so ist die Gleichung der Curve »7- —x- — ux' — c>,
und ihre Form sieht man in Fig. g.

Ist endlich Iz —c> und n —0, so ist ihre Gleichung x^"07^,
oder sie geht dann in die Neil'sche Parabel über.
D Littrow's Ztul. z. hol,. Math. 2
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IV. Couch o iS oder Muschellinie (Fig. >o). Man errichte auf

der Abscissena.re XX das Loth KIZ —a, und ziehe auö dem so bestimm,

ten Punkte L die Gerade kl k m, welche die Abscisseuare in dem Punkte

O schneidet. Von diesem DurchschnittSpunkte O nehme man zu beyden

Seilen der Abscisseuare die Linien Okl^Om —b, so liegen diese

Punkte kl, m in den Conchoiö. Ist dann ^Lkl —? und LKI---V,

so hat man

— Ii) cos. V, p ^ I, cos. V und r- ^ x^ -s- (i» -s- )-)',

woraus mau durch Elimination der beyden Größen r und? erhält

X-).! — (a -s- ))' (d- — >'),

die Gleichung der Couchois. Nennt man aber das Loch von kl auf

^kkl, oder nennt man kl(^—p/ und Ii(^---x/, so ist x —und

p —x^—o, also auch die Gleichung der Conchoiö

Sie hat vier unendliche Äste, die alle die Abscisseuare ^X zur Asymp¬

tote haben. Unter dem festen Punkte Ii hat sie eine Schleife, so lange

5 größer als a ist. Für aber verschwindet diese Schleife, und

geht bloß in eine Spitze bei) Ii über. Für I> kleiner als a endlich ver¬

schwindet auch diese Spitze, und die Curve hat dann unter der Are der

x dieselbe Gestalt, wie über derselben. Der griechische Geometer Ni-

komedes hat sie zur Auflösung dcS bey der Cissois erwähnten Proble-

mes erfunden, und auch, um einen gegebenen Winkel in drey gleiche

Theile zu theilen. Newton gebrauchte sie zur Auflösung der Glei¬

chungen des dritten und vierten Grades, da sie in Absicht ihrer Con-

strnctiou so einfach ist. Auch hat man sie zu den Verzierungen in der

Architektur und zur Messung des Inhalts der Fässer angewendet.

V. C a ssi n i's Cu r v e (Fig. i >). Wenn das Produkt den Ent¬

fernungen kl V und kll'/ eines Punktes kl von zwei) festen Punkten

I' und für alle Lagen des Punktes KI constant ist, so liegt dieser

Punkt kl in der betrachteten Cnrve. Sey — 2 g die Distanz jener

festen Punkte, und kl V. kl I'/ —1^, so hat man, wenn der Anfangs¬

punkt V in der Mitte zwischen V und liegt:

I'kl? — (a — x)^ -s- und I^KI' ^ (a -s- x)- -s- p-,

und daher für die Gleichung der Curve

1,4 — s(g -s- x)- . ss-l — x)^ -s- p-) oder

X? -s- -s- /^!,ix^.
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Diese Curve ändert mit den Werthen von s und l, ihre Gestalt. Für

I, > a hat sie die in Fig. i> angezeigte Form, so lange zngleich

Ii > -> /s ist.

Ist aber I>>a und zugleich l><az/2, so ninimt sie die Form der

Fig. 12 an. Ist k»--a, so geht sie in die Gestalt Fig. ,3 über, wo

^ L — ^ e -I z/2 ist. Ist endlich k><g, so besteht sie aus zwey

von einander abgesonderten Ovalen, oder die zwei) Schleifen derFig >3

rücken aus einander, so daß der Zwischenraum bey^ gleich s>/^ —l>'

und die Entfernung ihre zwey äußersten Punkte IZ L — 2 -z-k>^ ist.

Diese Curve, so wie sie die Fig, n darstellt, hat Do min. Cassini

gefunden, um dadurch, wie er glaubte, die Bewegung der Planeten

um die Sonne auf eine zur Rechnung bequemere Art darzustellen, als

dieß dnrch die Ellipse geschieht.

VI. Die Lemniscate oder die Schle i fenlinie hat ebenfalls

die Gestalt der Fig. >3, und ihre Gleichung ist

X'- -s- y- — ,

wo ^ IZ — e --- 0 ist. Diese Curve hat Jakob Bern 0 ulli zuerst

betrachtet, und Fagnano hat die merkwürdige Eigenschaft derselben

entdeckt, daß sich in ihr unzählig viele Bogen angeben lassen, die einan¬

der entweder völlig gleich, oder von welchen der eine genau doppelt so

groß ist als der andere. Leonh. Euler hat dieß weiter ausgeführt

hin den diovi Onmment. I'etvop, Vol. VI. für daS Jahr i^Sb), und

in den neuern Zeircn haben jene Untersuchungen Gelegenheit zu der Ent-

Wickelung der sogenannten elliptischen Funktionen gegeben, die

für die Integralrechnung sehr wichtig sind. Ihren Namen hat sie von

I^emni^cus (Fransen oder Schleife» an Gewändern).

VII. Cardioide oder herzförmige Curve (Fig ist). Ist

ein Kreis des Halbmessers und verlängert man die Sehne ^ n zu

beyden Seiten derselben, bis nN —so liegen die Punkte lVIi

und m in der Curve. Ist —r und —0, wo in dem

Durchmesser k V deS Kreises liegt, so ist die Sehne ^ n — a cos. v,

also auch

r ^ u (> ch- cos. v)

die Polargleichung der Curve. Für die senkrechten Coordinaten

und aber hat man die Gleichung

x» -j- — 2ax^ ^ (s^ ss- 2ax — 2 x-)

Man findet leicht, daß die Cardioide auch dnrch die Bewegung
2 *
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cineS Kreiseö entsteht, der sich auf der Peripherie eineö andern Krciseö

von gleicher Größe wälzt, und daß daher die Cardioide eine derEpicy-

cloiden (in. s. unten 102 I.) ist. Sie ist auch die Brennlinie oderCata-

caustik (m. f. §. >3S II.), oder sie entsteht durch den Durchschnitt der Licht¬

strahlen von der inneren Seite der Peripherie eines KreiseS, desicn

Durchmesser gleich 3 a ist, wenn der leuchtende Punkt i» dem einen

Endpunkte deö Durchmessers dieses Kreises liegt.

VIII. Scyph oiö oder Be ch e r liu ie (Fig. ,6). Aus den unter

sich senkrechten Geraden VX und W nehme man Vk —VL---VI) —a

und ziehe die Geraden KL und Lv. Man nehme eben so VI? —a

und ziehe durch I? eine willkürliche Gerade I? L,, welche die VX in L

schneidet, und errichte aufk?(3 durch L eine senkrechte Gerade, und

nehme auf dieser Senkrechten <3N —LX —LV, so liegen die Punkte

M und X in den Scyphois. Ist Vk —x, —/ und zieht man

L parallel mit W, so ist x-— V — (p —V L)^ oder

Da ferner die Dreyecke und VI? <3 ähnlich sind, so ist auch

VL .

Die Elimination der Größe auS diesen Heyden Gleichungen gibt

— x^ — stav^x

die Gleichung der Curve. Sie hat vier unendliche Äste, und die zwey

Geraden IZ L und K I3 sind, erweitert, die Asymptoten dieser Äste, von

welche» die zwey unter» dieser Asymptoten von außen, und die zwey

obern aber von innen immer näher kommen, ohne sie doch je zu erreichen.

IX. Symmetrische Curve (Fig. >(>). Obschon auch die mei¬

ste» der andern krummen Linien einen symmetrischen Bau haben, so

verdient doch diese jene Benennung vorzugsweise, da sie, ihrer größeren

Zusammensetzung ungeachtet, doch zu beydeu Seiten der Are der x so¬

wohl als auch der >, eine vollkommen ähnliche Gestalt hat. Die Glei¬

chung dieser Curoe ist

-f- ivos^x^ — — x^ — o oder

? — 3^ ^/fstö a^ -p ^/23o/j,t0 — 100 a-x^ -s-x^^.

Sie besteht aus einer der Schleifenlinie ähnlichen, isolirte» Curve, die

zu ihre» beyden Seiten von zwey ins Unendliche fortgehende Bogen-

paaren begleitet ist. .
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A. ,t>. (Linien, deren Okrichungeil von höherer Ordnung

oder irrntionell tind). Von diesen Linien sind vorzüglich diejenigen

zu bemerken, deren Gleichung die Form hat-

x" -s- 7" — a" ,

wo man besonders drei) Fälle unterscheide» kann.

I. Fall. Wenn in und n ungerade Zahlen sind.

Für ni --- n > hat man

x -s- 7 — a

die Gleichung der geraden Linie.

Für ni----ll und n —» ist

X^ -s- — Ii'

eine Gleichung, zu welcher die Curve der Fig. >7 gehört, und welche

zur Asymptote die Gerade n> ^ n hat, deren Gleichung x-j-7 —0 ist.

Ii. Fall. Wenn m gerade und n ungerade ist.

Alle hieher gehörenden Curven sind in einen endlichen Raum ein¬

geschlossen, da X—und 7—die beyden äußersten Werlhe

dieser zwey Coordinaten sind.

Für m — 2 und 11 — 1 hat man

-ss 7' ^

die Gleichung deS KreiseS, dessen Halbmesser gleich a ist.

Für in —2 und ii----3 aber ist

x' -^7^ ,

und die zu dieser Gleichung gehörende Curve ist in Fig. i3 verzeichnet.

Sie steht in naher geometrischer Verwandtschaft mit der Ellipse, wie

wir später sehen werden.

III. Fall. Wenn m ungerade und n gerade ist. Alle hieher ge¬

hörenden Curven haben zwey endlose Äste, die beyde auf der positiven

Seite von x und 7 liegen;

in ^ 1 und 11 — 2 gilt p/x ss- i/7 p/a oder,

O — 7H — 2a (x -s- )-) -j- a- — 0

die Gleichung der Apollonischen Parabel.

Für in —6 und n-^-st aber hat man die Gleichung

x» -j- 7^ a»,

zu welcher die Curve Fig. ,g gehört, deren zwey Aste die uncer dem

Winkel gezogene Gerade zur Asymptote haben.
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IV. Auf eine ähnliche Weise kann man auch die verschiedeneu be¬

sonderen Fälle der Gleichung

^ o -s- !z (x — n)'"

betrachten, welche zu verschiedenen Curven gehört, nachdem der Expo¬

nent m eine gerade oder eine ungerade Zahl, oder ein Bruch ist.

Hier bemerken wir nur noch die in Fig. 20 verzeichnete Schna¬

bel l i n i e, die zu der Gleichung

^ s x^ -s- l> p^x^

gehört, und wo die in dem Anfangspunkte X sich begegnenden Äste der

Curve nicht nur, wie bey den Spitzen (Fig.6, k> u. s.) eine gemein¬

schaftliche Berührungslinie /^X haben, sondern überdies; noch bepde

ans derselben Seite der BerührungSlinie liegen und derselben ihre con-

vexe Seite zuwenden.

A. 17. (Cranl'ccitrieilte Curvrn). So nennt man diejenigen

krummen Linien, deren Gleichungen nicht algebraisch sind und z.B.

die Größe s-, log. x, sro. »in. x u. f. enthalten.

I. Die Logistik oder die logarithmische Linie (Fig. 21). Ihre

Gleichung ist
X —

oder wenn mau die natürlichen Logarithmen nimmt

log. X — 7 log. z.

Für x —VL---1 ist also die Ordinate —o. Sei)

und die mit der Are der x parallele Gerade OV----Ü, also a die zur

Abscisse l> gehörende Ordinate, und daher auch

b> ^ oder log. l> — a log. a.

Substituirt mau diesen Werth von log. a —- log. l> in der vorher¬

gehenden Gleichung, so erhält man

log. X — - log. k» oder X — l>

für die Gleichung der Logistik. Ist endlich und die

Basis der natürlichen Logarithmen, so ist die einfachste Gleichung der

Logistik

7 log. x oder x e' .

In dieser Curve sind also die Ordinateu die Logarithmen der

Abscisseu. Für positive Abscissen , die größer als die Einheit sind, wach-
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sei? die ebenfalls positiven Ordinate?? ins Unendliche. Von x-----s- i

bis x —c> aber wachsen die negativen Ordinate?? ebenfalls ohne Ende,

und der Bogen Um nähert sich der Ordinatenare XX ohne Ende.

II. O.uadratriv (Fig. 22). Gey CV<R e?» Kreis deö Halb¬

messer XV—s, und es »verde der Punkc N der Curve, zu »velchein

die Coordinateu Xv —x und VÄI---)' gehören, so genommen, daß

sich NU zu XL verhält, wie der Bogen VX zu dein Bogen VC., oder

daß man hat

Ivo v den Winkel N XV und ?? die bekannte Lndolph'sche Zahl 3. ?st>6g ..

bezeichnet, so ist ^und überdicß x — x tsng. v, also auch

x — — ^ Bezeichnet man daher den Radius Necior -V M durch
?: I-ing. 11

r, so ist ?'2 — x- -ss und die Polargleichung der Cnrve

? g i>
r — —,n «III. V

und eben so die Gleichung zwischen den rechtwinkligen Coordinateu

Für II---5- ist x^:— OO und —ss; also geht die Curve aus

der negativen Seite der Abscissenare, oder in der Richtung von XXch

ins Unendliche fort, und nähert sich hier, über und unter der Ave XX,

einer Asymptote, die mit XX parallel und von ihr um 2» entfernt ist.

Für die Winkel n —^ bis v---- 2^ kommt die Cnrve von dem unendlich

weit entfernten Theile dieser beyden Asymptoten 'wieder zurück, und er¬

streck? sich ans der positiven Seite der x wieder ins Unendliche, indem

sie sich in ihren beyden neuen Asten wieder zweyen, den ^X parallelen

Asymptoten nähert, die von der Are XX um die Distanz 4.1 entfernt

sind, und solcher Hin- und Hergänge gibt es unzählig viele zwischen je

zwey solcher Asymptoten, die immer um 2-, von einander abstehen. Diese

Curve wurde von Dinostrates, einen? Zeitgenossen Plato'ö, aus¬

gedacht, um durch sie die Fläche des Kreises anzugeben, oder nm de»

Kreis und jeden Seclor desselben zu qnadriren, Sie dient auch zur

Theilung eines jeden Kreisbogens oder des ihm zugehörciiden Winkels

in eine gegebene Anzahl von Thailen, wen» man diese Curve als be¬

reits richtig verzeichnet annimmt.

III. SiniiSl? nie (Fig. 23). Sie erstreckt sich zu Heyden Seiten



der Asse 7 ins Unendliche, indem sie die Axe der x in unzählige» Win¬

dungen umgibt. Ihre Gleichung ist

7 o sin. X,

und sie schneidet deiher die Abscissciidxe für x —o, ^ P 2 ??,

4^ 3-?..., so wie sie sich von derselben am meisten entfernt, für

X 4 ^?r, 4^??, u. f.

IV. Zuglinie oder Tractorie (Fig. 2/,). Ist die im?lnfange der

?lbscisscnare ans dieselbe errichtete Senkrechte rl II— ,, und setzt man

—x, ?N---7 und den Bogen UN —5, so ist die Gleichung die¬

ser krummen Linie

5 — log. 7.

Sie hat nur einen einzigen Bogen auf der Seite der positiven x und 7,

welcher sich derAbscissenare als einer Asymptote nähert. Stellt man die

Ebene der Cnrvc vertical, und ist an dem einen Endpunkte N eines

gespannten FadenS NB von gegebener Länge, ein der Schwere ausge¬

setzter Körper befestiget, so wird dieser Endpunkt N des Fadens die

Tractorie beschreiben, wenn der andere Endpunkt B desselben in der

Are der x mit gleichförmiger Bewegung fortgeht.

V. K e t t c n l i » i e (Elrsiootte) Fjg 25. Ist ^V^x, VN —7

und ^,lV —a, und der Bogen NN —so ist die Gleichung

der Curve

s" x- — ,

und diese Curve beschreibt ein biegsamer, in seinen beyden Endpunk¬

ten U, <3 befestigter Faden, wenn die Schwere der Erde anfalle seine

Theile gleichförmig wirkt, und die Punkte II und (3 in derselben Höhe

über dem Horizonte liegen.

VI. Cyclois oder Cycloide (Radlinie) Fig. 2b. Wenn ein

Kreis !l II <3 auf einer Geraden rV II rollt, so beschreibt ein gegebener

Punkt N der Peripherie dieses Kreises die Cyclois.

Ist .-V l'-^lx, I'ÄI —7 und 0 der Mittelpunkt dieses, Kreises,

dessen Halbmesser gleich » ist, und nennt man 1. den Boge»

IIN, welcher Boge» der Geraden Il rV gleich ist, so ist der Winkel

NO II und man hat

X — l — a sin. !- und )— 0 ^ 1 — cos. .

Setzt mau aber der Kurze wegen t^a,, also » gleich dem Win¬

kel NO II, so ist auch
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X ^ g (v — sin.v) und

^ ^ a (i — cos.v),
Eliminirt man ans diesen beyden Gleichungen die Größe v, so

erhält man

X — Ä 21-c. cos. — ^2S)- — ^

für die Gleichung der Cyclois. Setzt man in ihr z-----v <3---2 a, so
ist x —^D—I1IZ---g?r, wo wieder ^ — 3, >4,5t)...

(^). Ist aber <3 — x^ und N so ist x^— 2 a —/ und
—— x; also sind auch jene Gleichungen

x^ s ^ I -s- cos. ^— t-s-a »in. -,
oder, wenn -? — ist:

x^ — a (1 — cos. c^>), ^ a (co -si- «in. co);
und wenn man die Größe 01 aus diesen beyden Gleichungen eliminirt,
so hat man für die Gleichung der Cycloiö

^ i, NIL. cos. ^1 — —^ -s- ^/s ax^ ^— x^.
Diese Gleichungenzeigen, daß die Größe ch^x mit dem Bogen t

ohne Ende wachsen kann, und daß daher die CycloiS aus unendlich
vielen, dem ^<3L ähnlichen Bogen besteht.

(8). Liegt der beschreibende Punkt N des KreiseS nicht in
dem Endpunkte des Halbmessers, sondern irgendwo in der Verlänge¬
rung desselben, und zwar in der Distanz k> von dem Mittelpunkte 0
des Kreises, so hat man

x ^ t — k s!n. - und v — u — l> cos. -» !>

Eliminirt man daraus die Größe r, so hat man

X ^ a aic. cos. " ^ ^ — (a —

welches die Gleichung der verkürzten oder der verlängerten
Cyclois ist, je nachdem d größer oder kleiner ist, als a. Für s —8
erhält man die vorhergehendeoder die gemeine CycloiS.

<s. 18. (H-siirulril). I. (Archimedische Spirale). Um den Mit¬
telpunkt <3 (Fig. 27) des KreiseS bewege sich der Halbmesser,
den wir gleich der Einheit annehmen, und zugleich bewege sich in die-
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sein Halbmesser ei» Punkt KI gleichförmig so, daß immer der Radius

Vector zu dem Halbmesser LtV —i sich verhalte, wie der

Kreisbogen —v zu der ganzen Peripherie 2^ dieses Kreises, so ist

AI ein Punkt der Archimedischen Spirallinie, deren Gleichung daher ist

V

2 71 '

Diese Gleichung zeigt, daß die Spirale, nach dem ersten ganzen

Umlauf deö Halbmessers, den Kreis in schneidet, und daß sie dann

in unzähligen, immer größeren Windungen um den KreiS lauft. Da

man den Bogen v auch negativ von ^ nach!) nehmen kann, so besteht

diese Cnrve noch aus einer zweyten Spirale, die der vorigen gleich und

ähnlich ist, aber eine entgegengesetzte Lage hat. Diese Spirale ist nur

die einfachste von denen, welche in der Gleichung v —einhalten

sind.— So lange derErponent m eine positive Größe ist, fangen alle

diese Spirale in dem Mittelpunkte des Kreises an. Ist aber m nega-

tiv, so ist r anfangs unendlich groß für und nimmt dann für

wachsende v immer ab, oder der beschreibende Punkt N nähert sich in

zahllosen Windungen dem Mittelpunkte L, ohne ihn je zu erreichen.

Man sieht, daß die Spirale» ebenfalls zu den transccndenten Curveu

gehören.

II. (Logarithmische Spirale) Fig. slZ. Ihre Gleichung ist

v log. r,

wo wieder und v der Winkel der r mit einer festen Gerade»

ist. Für r—, istv —0, so daß also diese Schneckenlinie

in unzähligen Windungen für wachsende positive Winkel sich von

dem Mittelpunkte L entfernt, und eben so für abnehmende oder nega¬

tive Winkel sich diesem Punkte immer mehr nähert.

III. (Hyperbolische Spirale) Fig. 2g. In ihr verhält sich der

Radius Vector LN —i- wie verkehrt der Winkel, welchen derselbe mit

einer festen Geraden (lX bildet. Nennt man also v den Winkel XON,

so hat man
ze . v — s.

Ist löl? senkrecht auf OX, so hat mau

ÄlU — LÄl sin. v — sin. v.

F ür ist—1, also auch AU —Ist daher auch

senkrecht auf (ÜX, und zieht man durch ^ eine mit LX parallelen
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Gerado Vv, so ist VR die ?ksymptote der Spirale. Für negative

Werthe von ^ gibt es noch eine zweyte ähnliche Spirale, die gegen die

andere Seite rLIN der Asymptote eben so liegt, wie jene gegen

Beydc gehen in unzähligen, immer kleineren Windungen um den Mit¬

telpunkt e.

IV. (Parabolische Spirale) Fig. 3o. Ihre Gleichung ist

r» — —.

Auf einem Kreise V ?IZ, dessen Halbmesser gleich der Einheit ist,

nimmt man den Bogen V? oder den Winkel VL? gleich V, wo dann

der Theil li'Äl deS Halbmessers gleich r ist. Für ^ —o ist auch r— o,

und für „----3l>o° ist oder die Curve schneidet für v —o die

Peripherie des KreiseS, und geht für v —2^ durch den Mittelpunkt

derselben. Für schneidet sie den Kreis noch einmal, und geht

dann in immer größeren Windungen um denselben herum. Es gibt aber

auch noch für negative Werthe von r einen zweyten Zweig dieser

Spirale, die ganz außer dem Kreise liegt, und wo immer ?m —

ist, wenn m in der Verlängerung des Halbmessers LI? deö KreiseS

liegt.

Man bemerkt, daß man jede Curve, deren Gleichung zwischen

rechtwinkligen Coordinaten x und 7 gegeben ist, in eine Spirale ver¬

wandeln kann, wenn man sich die Abscissenare derselben nach der Peri¬

pherie eines Kreises gekrümmt, und ans demselben gleichsam aufge¬

wunden vorstellt, so daß die Ordinaten der Curve ihre frühere senkrechte

Stelle gegen die Abscissenaxe, d.h. gegen die Peripherie dieses Kreises

beybehallen. Ist der Halbmesser dieses Kreises gleich der Einheit, so

wird man nur in der gegebenen Gleichung der Curve zwischen x und 7 die

Abscissc x in v und / in r verwandeln, um sofort die Polargleichung

der entsprechenden Spirale zu erhalten. So hat man für eine Gerade,

die durch den Anfang der Coordinaten geht, und deren Neigung gegen

die Are der x gleich sro. rang.ist, die Gleichung zwischen recht¬

winkligen Coordinaten x —2^^. Nimmt man damit die angezeigte

Verwandlung vor, so erhält man die Polargleichung der Archi¬

medischen Spirale. Für die Logistik war (H. 17) x---- I-»g. 7, wenn (in

Fig. 21) und ist; also ist auch 1- — I0A. i- die Glei¬

chung der logarithmischen Spirale. Eben so ist die Gleichung der gleich¬

seitigen Hyperbel x. und daher die der hyperbolischen Spirale
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c.v —o. Die Gleichung der Parabel endlich ist, wenn man ihren

Parameter gleich ^ setzt, x —2?--^^, und daher die Polargleichnng

der parabolischen Spirale v —wie zuvor.

A. Ig. (GoiliometrisclieWormeln). Zum Schlüsse dieser Ein--

leituug wollen wir noch die vorzüglichsten Ausdrücke zur bequemen Über¬

sicht zusammen stellen, welche die Verwandlungen der trigonometrischen

Functionen und die Auflösung der Dreyecke betreffen, da wir uns in

der Folge öfter auf dieselben beziehen werden.

I. Wenn « und zwcy willkürliche Winkel oder Bogen eines Krei¬

ses, dessen Halbmesser die Einheit ist, bezeichnen, so hat man bekanntlich

/ ^' long. « 2«SN!-. ^«
SIN. -l — VI — cos.^ « - — ^

cosoc. a i -j- lang.- a i-j-tsng,?-«

cos. « ^ V > — sin. «
i i >—wn^.2^«

sec. a i -j- l!>n».2 a ' -j-rsng.2

«in.« i 2 1-ing.^« «in. 2» , NN«. 2 «
lang. cl - — — —. ^ —

cos.» colang. » i—dung."^« i-j-no«. 2« «in. 2 «

«in. vci«. « i — cos.« — 2 »in,^2.«

. . 0"°— «
cos. veos.« " I — SIN.« 2 SIN.^ .2

... . 2 tan!- «
ll. »IN. 2« 2 SIN. « cos. a — —

i -tz- tang.2«
- , ^ I tNN!--.' »

cos. 2 « — i — 2 sin.-« 2 cos.- « — i --- 2.—
> -I- iang.^ »

2 lang. a
lan«. 2 «

" i — tsn^.2 a

i -p- tnn^." a
sec. 2 « —

i — Inn».-«

cosoe. 2 « — ^ (lang. « -s- cotang. «).

, l — cos.« , / > -p co». «
III. »in.-« — , cos.

> — cos.« «in.« i — cos.»
long. — 1 — 1 — l/ —

" «in.« > -P- co«. a r i -j- no« «

tan:;, a , .
— ^— colg.o-ff^' i-sscotg.- «

i Z. ISNZ.-S

sin. oos. 1 -s- sin. a
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sin. — 005. ^« ^ ^/i »in. «

v/I 4-5>" a 4- —sin. a
WNF. -« — , .

V > -j- sin. a — V > '— sin. «

cos. 2a
— 7 0 — tSNA.-a)

— ^ scolan^.^ « — »)

— tanA. (43° — «)

cotanF. ^46° — «)

I 4- cos. 2 a

cos. 2 a

1 — cos, 2 a

cos. 2 a

1 -j- sin. 2«
cos. 2 a

1 — sin. 2 a

I -^- SIN. « --- 2 s!n.^ ^ (yo -^- «) -^ 2 cos.? ^ ^0 — a)

I — sin.« — 2 cos.^ ^>)0-j-a) — 2 sin.^^(()o — «).

IV. sin. (« 4^ fi) »in. « 00s. fi 4- 008. a sin. fi

00s. (°c 4^ fi) — Los. a eos. fi 4I sin. « sin. fi

c , I-S t-inx. a 4^ WNA. ß
tans. <« 4- fi) ^

" s — > ^ I IZN». a long. ^
sin. sa 4-

lang. « 4- tanz. fi --
" — " cos. a cos. p

, . sin. 4- a)
cotanx;.« -n 0own2.fi — —

— SIN. « SIN. p

cos. (« IV S)
00WN2. a 4- tan2.fi — —--.

" — SIN. a cos.

V- sin. a -s- sin. fi ---- 2 sin. ^ fi) 008. ^ (« — fi)

»in. « — sin. fi — 2 00s. ^« -j- fi) zi,i. _ fi)

00s. fi -j- 00s. « -^ 2 00s. ^ (« -s- fi) 00S. ^ (« fi)

00s. fi — 00s. « ---- 2 sin. fi) sin. — fi).

2 sin. a cos. fi sin. (« -^ fi) -^. sin. (« — fi)

2 cos a sin. fi — sin. (« -j- fi) — sin. (« — fi)

2 eos.« cos.fi ^ cos. («—fi) -s- cos. («-j-fi)

2 sin. « sin. fi cos. (« — fi) — eos. (« fi).

VI. sin. (« -j- fi) sin. (« — fi) — sin.-a — sin.'- fi

cos. fi) cos. — fi) cos.-« — sin.-fi

sin. ^n 2) « 12^ 2 sin. ^n 1) « . cos.» — sin. n »

cos. ^n 2) « 2 cos. ^n >) «. cos, « — cos. n «.



VII arc. sin. X arc. cos. — 'X' — src. tanA.

r > — x^arc. scc. arc. coscc. -

arc. sin, x ^:

arc. cos. x

src. tanzz. x

src.cos. fi—2x^) —^ arc.sin. 2x^/ i—xck

src. sin. vors. 2 x-

src.cos. fox^—si'o. sin. 2x i—x^

arc. sin. vers. 2(1 — x')

arc. cos. - src. sin.

src. sin. vors..

arc. tg. x ^ arc. l^. 7 src. tan«. ^

arc.sin. x V arc.sin. 7 --- src. sin. fx>/»—7^ g- 7^/1—x'^.

VIII. sin. yo° — »
sin. »3° — —s/3, sin. 64° — -s^ v/6)
sin. iL" — ^(v/2—1), sin. bo° — ^ v/3
sin. 3o° sin

- 72° — ?x/ 'o^2y/ 3
sin. — 2 v/3, sin. ^3° ^ ^ V/3.

Metrie). Nemtt man II, L die Winkel eines sphärischen Drey-
ecks, und «, /Z, 7 die ihnen in derselben Ordnung gegenüberstehenden
Seiten, so hat man den bekannten Ausdruck

cos. « ^ sin. /z sin. 7 cos. -s- cos./3 cos. 7,

woranö durch bloße Analogie, oder durch eine einfache Drehung deS
Drepeck's auch die beyden ähnlichen Formeln entstehen:

cos./3 ^ cos.« cos. 7 -f. sin.« sin. 7 cos. L

cos. 7 — cos.« cos. sä sin.« sin./Z cos.O.

Jede dieser drey Gleichungenenthält, wie bekannt, die gesamm-
t en Ausdrücke der sphärischen Trigonometrie. Durch eine einfache Um¬
wandlung derselben erhält man sofort:

cos.

cotnnA. tV sin. L

cotanA. « sin. 7

sin. V sin. sä

sin. II sin. (l cos. « — cos. U cos. 0

cotonA. « sin. sZ — cos. sZ cos. (!

cotan«. ^ sin. k -s- cos. U 008 .7 und

sin. R sin. «,
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von welchen vier Gleichungen jede wieder, durch dieselbe Drehung deö

Dreyecks, zwei) andere analoge Ausdrücke gibt.

Von den vorhergehende» Formeln enthalt jede, wie man sieht,

nur vier Größen, so daß man also, wenn je drei) der sechs Größen

IZ, dl und «, /Z, 7 eines sphärischen Dreyecks gegeben sind, mit

Hülfe dieser Formeln die drey übrigen Größe» finden kann, worin die

gewöhnliche sogenannte Auflösung der Dreyecke besteht.

Durch eine zweckmäßige Combination der vorhergehenden Formeln

kann man andere, zwischen fünf Größen ableiten, deren Kenntniß

öfter von Nutzen ist. Solche Formeln sind:

»in. n cos. dl — sin. /Z cos. 7 — cos. /3 sin. 7 cos. ^
cos. sin. 7 — sin. /Z cos. -r — «in. « cos. /Z cos. dl
»in. ^ cos./Z — cos. L sin. dl -j- sin. IZ cos. d! cos. nc
sin. cos. 7 — sin.L cos. dl -ss- cos. kZ sin. dl cos. a,

von welchen jede wieder zwey andere analoge involvirt.

Eben so könnte man aus denselben Ausdrücken noch andere, und

selbst solche ableiten, die alle sechs Bestimmungsstücke eines Dreyecks

enthalten, die wir aber hier, der Kürze wegen, übergehen.

§.21. (Äut'lüluug der sphäril'elM Drei)ecke). Diese Auf¬

lösung besteht, wie gesagt, in der Bestimmung von drey Bestimmungs-

stücken deö sphärischen Dreyecks, wenn die drey übrigen gegeben sind.

Wie bereits erwähnt, kann man dazu durch die fünf ersten Ausdrücke,

ja scbon durch die erste Gleichung des §.20 gelangen. Zum bequeme¬

ren Gebrauche aber hat man ihnen für die Rechnung angemessene For¬

men gegeben, und sie in Tafeln zusammengestellt. Man sieht leicht,

daß diese Auflösung der Dreyecke sich im Allgemeinen auf sechs Fälle

zurückbringen läßt, die wir hier näher anzeigen wollen.

Wenn drey Seiten «, jZ, 7 gegeben sind.

Dann findet l»an die drey Winkel ^c, v, dl durch folgende
Ausdrücke:

sin.-e.^ — «!"- —7) sin. —
' SIN. sin. 7

cos.-e.^ — «>>>'
sin. sin. 7

mit den diesen drey Ausdrücken analogen Formeln für ls und dl.
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Auch kann ma» diese Winkel mittelst einer HülfSgroße x auf fol
gende Weise finden:

rang. -x —— - ,
tanz. - 7

cos. cotsng. /3 lang.
cos. L — corang. » lang. ^(7 — x).

L. Wenn drey Winkel L, (l gegeben sind.
cos. -1- cos. ü cos. L

cos. a ... ,—» /sin. ü sin. r.
. „ . cos. ^ (.V 1Z (1) cos. ^ (v v —

sin.-^a-. «in. L sin. L ^
^ , cos. ^ R — L) co s. ^ v — 1!)

" sin. H sin. L

lang. r.x ^ rang. tang. r.slZ—^i) lang.^(ü,
00s.» ^ cotang. IZ coiang. — x),
cos./Z ^ cotang. L. cotang. r.s(l-s-x).

(l. Wenn «, /Z, (l oder zwey Seiten mit dem einge
schlössen en Winkel gegeben sind.

cotang. « sin. ^ — cos. cos d
sin. 0 " /colang. —

cotana. g sin. a — cos. c- cos. L
cotang. L — ,^ SIN. L '
<zc>8. 7 !--- sin. a sin. /Z cos. L -s- cos. -X cos. /Z.

Den vorhergehendenGleichungen kann man noch folgende hin
zufügen:

rang. X --- cos. (l rang. IX,
sin. (Z—X) cos. « cos. sZ— x)

cotang. ^ , cos. 7 ," tang-Ii Sin. x cos. x

rang.2^-s.L) — ^ ^ cotang.^c,cos. ^ -t- jZ)

rang.2.(^. —L) — corang.^cl.
SIN. 5 (« -j- fi)

?luch hat man
sin. 7 sin. II — sin./3 sin.tl,
sin. 7 cos. II ---- sin.« cos. j3 — cos. ix sin. /3 cos. tl,

cos.7 ^ cos.ncos.j3 sin. ix sin.sä cos. Ii.
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1). Wenn L, oder zwey Winkel mit der ein¬

geschlossenen Seite gegeben sind.

cotan-? 2V sin. 5! -I- cos. I» cos. ^
er " 1 ! 5 ,

SIN. 7>

cotnnLl. Ii sin. ^ -i- cos. /V cos. ^
COtsn^.,!) ^ : - ?,

sin. ^

eo». — sin. sin. k cos. ^ — cos. 2V eos.L,

welchen Gleichungen man noch folgende hinzufügen kann:

cotan^. ^ lanx-. 7 cos. »
tans. x ----- tans. a ---- — ,

" cos. 7 ' " cos.(L—x)^
^ cos.-V sin. —x)

00S. c ---- 1 .
!>». X

?luch hat man

sin. (i sin./Z ---- sin. Ii sin. 7,

sin.tü 00s.-^-- 00s.sin.IZ 00«. 7 sin. oos. l!,

Oos. L — sin. ^ sin. L 00s. 7 —- ovs. 00s. L.

c. Wenn «, /Z, oder zwei) Seiten und einer der

ihnen gegenüber stehenden Winkel gegeben ist.

.... I,81 n, c! —. ' ^ ,
SIN. «

--- " ootang.^.^-f-IZ),
cos. - -j-,3)

, cos. ^ -s-v) ..
tanZ. -7 ----- . ^ taNZ.-(c--s-fl).cos. ^ — Ii)

Auch hat man

cotans-..^ Ia»s. 3 cos. x
tan-, x ----- , Oos. ((l — x) ----- —

" cos. ,3 ^ ^ iang. a ^

tanA. )-----: 00°5. ^ tSNF. D, 00s. ^ cos^cos^/

b'. Wenn R, I» oder zwey Winkel und eine der

ihnen gegenüber stehenden Seiten gegeben ist.

sin. « sin. L
L!N.,D --2 ,

sin. 2^

tsnF.^c ----- — ootanA. ^ -s-IZ) ,
cos.-(a-j-p)

. cos. ^ U-V)
lang. -7 ---- — — tan^. , (o-j-ja).

cos ^ (/V — c»)
Littrow s Ans. z. hi.'h. Z
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Auch hat mau
cotanii. V billig. ^ cos. n

cotan».x — cos. (d— ,5 cos. ,? ^ ^ lang. a
cos. « cos. v

tanZ-7 — cos.e^ tan»./Z, cos. (7—7) — '

Mau kann bemerken, daß die unter d, II, d und ? ange¬
führten Ausdrücke, welche die halben Winkel und Seiten enthalten, und
die unter der Benennung der Neper'fchen Formeln bekannt sind, nur
besondere Fülle der folgenden allgemeinerenAusdrücke enthalten:

cos. ^ (4-s-15) cos. ^7 " eos. 7(a-s-/Z) sin. 2.d,

sin. ^ -s-15) cas.^7 ^ cos.7(n—st!) cos.^d,

cos. ^(4.— 15) sin. s)' — sin. ^(n-s-/Z) sin. 2-d,

i —l!) «in. ^7 ^ sin. —st) cos. ^d.sin.

Z. 22. (Äuüüülmf der l'pliürisrhcil rechtmiillUigen Orey-
rrlu'.) Wenn einer der Winkel deö sphärische» Dreieckes ein rechter
ist, so werden die vorhergehendenAusdrücke einfacher. Da dieser Fall
öfter Statt hat, so stellen wir die hieher gehörenden Ausdrücke ebenfalls
tabellarisch zusammen. Die hier folgenden Ausdrücke setzen den Win-
kcl ^ — go" voraus.

4. Wenn 4, st, 7 gegeben ist:
lang. s ^ lang. 7 5,

tanx. 15 --- - . , tans. d --- . /-, cos.« — cos. st cos.7.^ LIN.^ ^ LNI. ^

15. Wenn 4^, «, st gegeben ist:
. ^ «>". ? ^ ^ cos.--

SIN. 15 — ^ , cos. d — lang, st cotanA. a, cos. 7 — -^-^.

d. Wenn ^4, 15, ,3 gegeben ist:
sin. 3 . lang ö . ^ cos. 15

sin.n — sin .7 --- -—, sin. d — -.SIN. u lang. 1> cos. p

v. Wenn d, st gegeben ist:

tanL. a — >an». 7 — »in.st tan», d, cos. 15cos. st sin. d." cos. d
kl. Wenn 4^, 15, a gegeben ist:

^ colanev
sin. ,1!---sin. cr 8in. tanF.oc eos. tan", (e ^ . !—,cos. a

k'. Wenn 4., 15, d gegeben ist: cos. 15 cos. <5
cos. 0 — colan»: 15 cotang. d, cos. st — -——, cos. v — -1—-.SIN. d ' SIN. 15



Z. 23. 25,

2?. (Auflösung der el'enen Oreiiecke.) Die vorhergehen¬
den Ausdrucke der sphärischen Drepecke lassen sich sofort auch auf ebene
oder geradlinigeDreyecke anwenden, wenn man in jenen die Sinus
und Tangenten der drey Seilen n, /Z, 7 gleich diesen Seiten, und die
Cosinus derselben gleich der Einheit setzt. Dadurch erhält man folgende
Tafel für die Auflösung der ebenen Dreiecke.

tX. Wenn 7 gegeben ist:

sln.-^ ss- ? - 7) 7 -
4ss7

cos.'^ 4- 7) <5 -l- 7 - ,äfl7
mit den analogen Ausdrücken für L und C.

Eben so hat man

c°s ,.x ^ ^^^5.

L. Wenn /Z, 7 gegeben ist:
^ — s cos, . S—7 cos,cotsns. L — -— —, cotsii" C — -—,v ^ sin. ^ ° 7 sin. ^

a- --- jZ2 -s- 7' — ^ /Z 7 cos. ^X,

timA. I(IZ — C) — cotanA. ^ ,X.

C. Wenn -X,, v, 7 gegebe» ist:
^ sin. ^ ^ sin. k

C -- .80° - (^X-f-IZ), „--7^,

° jZ ^ _ /z ^
sint) cos. ^ L

v. Wenn -r, D, ^x gegeben ist:

sin.L --- - sin. ^x, L — .80°—
. sin k! sin, kl ^ ,

7 --- —- — ll-i—oder auch^ SIN r> SIN. ^7

7 — :—- — cos. ^ — jÜ' si»5 lX.
cos, ^ — k)

L. Wenn L, a gegeben ist:

/Z — C .80» — (,X-s-Ii),81N ^ ^ ^
5IN. . , ..
8ixx. «'sxs. — s>)

3*



56 Z. 25.

Bemerke» wir noch, daß die vorhergehenden Ausdrucke für die

sphärischen Dreyecke. wenn man bei) der nnmerischcn Entwickelung der¬

selben auf ihre Zeichen gehörig achtet, in beynahe allen Fällen von

selbst anzeigen, in welche» der vier Quadranten die gesuchten Winkel

oder Seiten des Dreyeckeö fallen, wozu folgende kleine Tafel sehr be¬

quem ist.

sin. ( go"-f-x) — cos. x,

»in. (>3o°-f-x) — »in.x,

»in. fn^o^-f-x) — — cos. x.

cos. f go"-h-x) — — »in.x,

cos. f i Lo°-f-x) — — cos. x,

cos. fs^o° -ch- x) »in. x.

lang, f qo°-f-x) — cotang. x,

lang. f>go°-j-x) — lang, x,

lang. (270°-^-x) — — cotang. x.

cotang. ( go"-f-x) — — lang, x,

colang. (1L0"-f-x) cotang. x,

colang. (2^0"-f-x) ^ — tang. x.
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