Allgemeines Gesetz, wie man den Inhalt und die Seiten
eines Dreiecks aus Transversalen finden kann.

Theorem L

‘V@nn ein Dreiek D,, dessen Seiten a, b, ¢ sind, gegeben ist, so ist
immer ein anderes bestimmtes Dreieck I}y miglich, welches zu je-
nem solche Beziehung hat, dals, wenn man jede sginer drei Seiten,
in gleicher Richtung des Umfangs genommen, in zwel Abschnitte
theilt, die sich verhalten wie 1in—1, wo nirgend eine beliebige ge-
gebene Zahl ist, und dann die Theilungspunkte mit den gegeniiber-
liegenden Ecken des Dreiecks durch Gerade verbindet, diese Verbin-
dungslinien in bestimmter Ordnung beziehlich den Seiten jenes er-
steren Dreiecks gleich sind, ,,Und ferner: denkt man sich eine Reihe
von Dreiecken D;, D,, D ..., D, welche zu dem gogebenen Dreieck
D; in der angegebenen Beziehung stehen, und zwar dals fir sie die
genannte Zahl n der Reihe nach die Werthe: 2, 3, 4...n hat, so ver-

halten sich sowaohl : . ;
1) die Inhalte dieser Dreiecke, als

avch
., 9) die Summe der Quadrate der drei
Seiten derselben, wie die Glieder
der folgenden Reihe:
22 32 &3 n3

) FE) P-ED T R )

Beweils.

Es sei im Dreieck msr ms=x, mr=y,

1

§ v, tf = sg== 2 F
Sr=z,mi—— o, 1 =— g=——=. Fe cai
) = 1 n ¥, 51 # Eroer sei

mg=ua, sf="0, und ro=c.

A



und w:(n—- 1)

it

ferner A\ sgh oo A srf, mithin

und da sq = —sr, so ist auch gh =
7 mn

erstere Proporlion auch so ausdriicken

1 n—1

el 40

oder 1:n(n—1)

mithin auch 1:14n(n—1)
woraus sich ergiebi:

qi

Ferner hat man, weil £ optoo Argp
ot i rg
und weil auch A mot oo Amsg

ot : §gq

e X 1 ; . ft
Zight man nun of und gh beziehlich parallel mil z und y, so ist mt = —

!

—a, Da nun A ghiww Awfm, so hat man
gh:fin = quw :wm; ¥,

gh:rf = sq:sr

1

1 5 : .
—.1f = —.y, und es lilst sich also jene
n T

= quw:wmn

= gw :wm,

= quwiqw=wm = qu:a

i

— ml(—n“lT) Sk ¥ . - . . T ::CE.]
= ip:qp

— o ms |

() und (e) gefundenen-VYerthe subslituirt wwerden

. i ; g
&3 st aber mo = L) ms, also auch of = —.sg = — .z, und es Jilst sich daher
i il T
obige Proportion auch so schreiben:
i n—1 .
— L,z z = ipig
2 % P+ 4qp
oder 1:n(n—1) = #p:gp;
=
also auch 1:1Fn(n—1) = ip:tpdqp = ip: :'.r_n__ a,
woraus ‘sich findet
(n—1)a o
tp = ————— AN A e TR
P = ad+nm—1)] Vi
; A —1a n
Ferner ist = mttp = = ( . —— X (%)
e eI n +n [14n(n—1)] 1~4n(n—1) & o i
und da pw = a — (pm—-qw) ist, so erhiilt man, wvenn fiir pm und qw die in |



Aot ri('n—g')
[J!{}-m"l——lj‘-a -.- . ' . 5 . . fl}

Ehenso findet inan auch

GBS Dy ()
H.J‘ — 1—}-;1'-{:;—_1—} - rl ¥ " " ' ™ i . . {I[J

o oz sl
A R e L R S S (XII)

G
i4-n(n—1)
Driickt man nun den Inhalt des Dreiecks pwi durch die drei Seiten piw, wi
und p'! aus, so kommt:

nin—2) 2. . : T
l?_?‘rm] Z¥la=b=4c)(a+b—c)(adc—0b) (b~ c—a)

Nun ist aber £,y(g4-b--0) (a}-&—¢c)(a4-c—0b) (64 c—a) der Inhalt des Dreiecks

D, setzt man diesen =¥ und den Inhalt des Dreiecks pwl=F, so hat man:

g n(n—2) ]3
Fem . F , . . & s s = {&
.L-i-.'u:u—i_:l I ]

Ferner ist

Amop: Amsqg = mo.mp:mq.ms
1 na e
?.T- '.I.--i--v.'ri\u:m:f-"l'ﬂ'L
| i

= =— -1
i+n(n—1) ?

also
Amsg

| Amop = 1Fn(n—1)

1

M - .

nud da Amsg = —Amsr ist, so ist auch
n

&PFISI“

&;}::Jp:m_T”.......:..._

Ebenso findet man
Lmsy :

A e W e—r = ———— K b Al I )
Arlfi= Asgu Lmop R (%)
Nun ist das Viereck :

opws=~»Amsg— (Amop-+ Asquw), und beriicksichtigt man (7)
2 Amsr
nﬁl_—l—.':('n— 1))
(n—1)—1

_|. 1 — .L_}_.__._. ‘_":\L ST i s o “ e o {,‘J )

. - ol
n(la=n(n—1))

i/

1
= —Amsr—
n

Auf demszelben YWege ergibt sich :
A2




4

naa—1)—1
:{l—I—rtln—lj}

F = Amsr —3(mopt-opws),
und substituirt man fiir mop und opws die Werthe aus (£) und (F), so ergibt sich
i 3{[-{-:?(?1—1]—1)] t
T [_I__ n(l—4nin—1)) samar
il n{(l4+nn—1)—3n(n—1) :
{4 [ n(l4-n(n—1)) ]'&mh

Viereck mplf = Viereck rlwg= Viereck opws = —————- Dmer o« (D

Man hat aber

R

oder
st —4}1»{—
T 1+n"’r:—l g mary
oder
¥V = (220 WA - T I e S S MR

14+n(n—1)"

Verbindet man nun diesen mit dem in (£) gefundenen Verth fiir 77, so er-

r‘ —_y 2340 2
ol —— A msr = [_n['n_f']_] .F

zibt sich

1+ 7 L_H——.f.;l L2 (n— 1:]
woraus sogleich felgt
n* : &
= —_ e psl e Y
Amsr n‘——(ﬂ—-l}'f‘ (4)

Setzt man nun fiir # nach und pach die Zahlen 2, 3, 4, 5 ..7.v3m, 80 er-
gibt sich:

Q2 32 42 s
P S A B —_ : Pae s —m——— B
D,:D,:D, Dy g G ey gy e ) ol -——[r:--i}()

wodurch der erste Theil des Theorems erwiesen ist,

Ehe wir aber zu dem zweiten Theile fibergehen, noch folgende Bemerkungen:

1) Setzt man in (%) 7 = o, so erhiilt man eine Bedingung, die Statt finden muls,
wenn sich die Linien a, b, ¢ in einem Punkte schneiden sollen,

2) Hitte man gleich Anfangs ganz allgemein stalt 1.'.::' 1—.3: i.z beziehlich e,
= = T T LA

By, 7= angenommen, und sodann in (%) fiir o geselzt, so wiirde man noch

eine zweile Bedingung erhallen haben, unter welcher a, &, ¢ sich in einem und

demselben Punkle schneiden. 'Man sehe Crell's Journal, Band 3, Heft 2.

' & ] .
d) Setzt man in (A) :f? slalt n, so erhill man

2

P
B o .F,
P e g (P — &l:]
woraus eine neue Reihe von Dreiecken hervorgeht, —

Amsr=




TR T R AR

s -

-

B ]

Um nun das in (B) fiir die Inhafte der Dreiecke gefundene Geselz auch fiir i
die Summen der Quadrate der Seiten derselben darzathun, denke man sich hn
Dreieck msr, mg senkrecht auf sr und selze sg=p, so hat man:

1) y* = o 22— 2p3,
ket sk s VEC o 2\ z
&£t = a +_+-'--"_ p——

n

n* 7

ferner

oder

g s 2 % i
2) naxti=— na ity 2p =

und addirt man bun (1) zu (2), so ergiht sich

ny*4n(n—1)x* = n*a® 4 (n—1)z* . . (D

und auf dieselbe VWeisa erhalt man l
nat bn(n—1)22 =225 A —t)pt o . o o, @) (O
nzttanp—1)y* = nPct - (n—)x* . . . . () j

Addirt man nun diese drei Gleichungen, so erhiilt man:
@ty 2t (n— 1) (@ oy 57) = 2 (@ 42 4 0%
und hieraus

RO U UG, IR P A
x4z =;-:‘—{u—l)'(a H52d-e?) .o v T e (D)

Da nun a, &, ¢ konslant sind, so leuchiet ein, dafs, wenn man wieder fiic n
successive 2, 3, 4 ..., n selzt, die Summe der Quadrate der Seilen jener Dreiecke
D,, Dy, D,...D0,; beziehlich durch 5, 8,3 Si...8, bezeichnet, man wiader
erhallt:

. : : 12 3% 4= n* y
S8 80 08, = 2*—{3——):3"—(3—lj: 4;_(%:1—5-:...;1:—_?"54:15)
dieselbe Reihe, welche wir in (B) fiir die Inhalte der Dreiecke gefunden haben.

In Bezug auf die Conslruction des Dreiecks D, mag noch folgende BDemerkung
3 Plalz finden.

Zunichst ergibt sich aus den Bestimmungsgleichungen in (C)
\

o — ﬁ._—).fn (n—1)a* 4 nb*—(n —_TJT‘
X

R g e,
Eiay ”:—(n—1)’

Pl n ; - = g
e T e T Ce

¥n{n—1)c* 4na* —(n— 1yb° bl
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so-dals sich die Dreiecke D,, D,, D,...D, wenn man dem n successive die
Werthe 2, 3, 4...n gibt, leicht darstellen lassen.

Es lilst sich aber auch das Dreieck msr aus dem Dreieck pw! kouslruiren,
Da namlich aulser pw! noch pm, s, und 1r bekannt sind, -so diirfen nur, nachdem
das Dreieck piol hergestellt ist, die gehorizen Verliogerungen und Verbindungen der

Endpunkte.m, s und r gemacht werden, um das verlangte Dreieck zuo erhalten.

Theorem II.

Sind die Transversalen a, b, ¢ statt nach den Winkelspitzen,
auf gleiche YWeise, wie oben, nach den Theilungspunkten der Seiten
der Dreiecke gezogen, so verhalten sich ‘ebenfalls sowohl die In-
halte als auch die Summen der Quadrate der Seiten dieser Dreiecke,

. o A y . 29 n*
wie Glieder eiper Reihe, deren allgemeines Glied

S ol . ist.
n®* —3(n—1)

Beweis.
L Behilt man die obige Bezeichnung bei und zieht
oF, so hat man:

P Lomf:omr = mf:mr
/ \ oder

Aﬂﬂlf:%&:'ns;r:h—_j;}]-;

& e ¥
; T~ daher
ff s «ﬂ.omf=(n——-;—1—) MED s i agia )
pAeC. B
/ ' P Ebenso findet sich auch
i f el et
bt e " Asag=Agfr=0Aomf = —— Qmsr . ()
und da
3 n—1
Amsr = 1‘-]—*'—1-_—).'_'374'1”,
7
s0 ist
n? ! 2ot
&r:asr:m}.ﬁ R S O SRR (2 ()
worans, wenn fiir n successive 2, 3,...n substituirt wird, hervorgeht:
22 a2 43 n*

D,:D;:D, ... D=

2—3R~1) F=3p—1) £=30@—1) "w=sm—1) &)




—1

n

1. Zieht man ferner oh parallel “mit y, so ist oh = "

¥; und vergleicht

man nun das Dreieck osh mit dem Dreieck ms#, so braucht man nur in den Glei-

425 b n—1 n—1 - (i |
chungen (C) fiir o, y, = heziehlich R —z zu selzen, und man

erhalt:

(r—1)y*+(n—1) (n—2) x* = n? Lt A RS T e | t
(r=1)2*te—1)(n—2)z* =202t —2)p* . . . . . . . 2210
(?a—ljlzzF‘}—{_ri—i}[fi‘—?JJ’l sy i D Lt A e !

Addirt man nun diese drei Gleichungen, so kommt:

af izt b (n—1)(n—2) (2? +r3*4=z2) = n*(a®-}b*-+c?),

oder
z
5 2 2 7 i : 24
o 2 1 .2 ! ol il Y b? g2 Lo SETD
-y oz - oy (a® 4b* +¢?)
woraus, wie oben, hervorgeht :
23 33 42 n* (BN

Su385 1800 S : : et
T 2P —321) =B (=) 3= " w*—3—1) \

Aus den Bestimmungsgleichungen in (¢') findet man:

It
T = M——JT—-T) ,3,"‘{?1-—14}{!1—-'_’) u‘—}—‘l\{n—‘l} b= — {Fl'—nfi) ¢

e n = 1 — % : :
Y E 3oy D= E = De — (=1 . . ) (F)
T
e 2 L - . - z FEE
e ?13_3{’!__1}'l'{'ri'—".l}l_h_.-IJILA’_l"'L.’[_j}C- —(n—1)a®* . .

Bemerk., Will man wissen, welchen Werth n haben muls, damit D, =
wird, so selze man:

=
Lo

72 .
r;.—‘ e ?m- ri
oder

n? Mati e n—1
ni—(n—1) +n"—(!t

1)
woraus sich ergibt, dafs i=1, oder D,, ein Minimum ist fiit n=1 nud fiir n=10¢,

1 ;
oder Pl welches durch die géomeirische Bedeulung beider Werthe leicht zu er-
kennen ist.

Druckt man dén Werlth von n durch ¢ aus, so kommt




n = i_iV‘*H—-.'iz‘“'.
2(t—1)

Aus diesem Ausdrucke folgt, dals man der Aufgabe geniigen kann, so lange rég

angenommen wird, und dals §F= D, ein Mazxcimum ist.
Durch eine gleiche Belrachtung ergibt sich in (B'), dals D; ein Minimuwm und

D, ein Maximum ist.

Bestimmung der Erdachsen aus der PolhGhe.

Es sei dje Polhéhe 7 gegeben. Nun hat man wenn » den Kriim-

mungshalbmesser bezeichnet,

?.=(1+(‘%)=)%;. i R B B W i b 2 Y
e
o ®

ferner, wenn n die Normale einer Curve bezeichnet, so ist
I

=y(1+(%)1)x, AR I ST )
ot (1+(%}’)§

und aus beiden folgt:

T

=

also auch

3

L e A edaT S S
a LY
Yo oaze

Bei dem DMeridian, als Ellipse, hat man, wenn die Abscissen vom Mittelpunkt

genommen werden

B 2 b
”-—];E;[::“-—x‘)-}-;,m‘ L)

Berner hidt man
Subn.:n*= cosi: 1,

oder
B2

—xin = cosl: 1,
o

daraus
a®.mn.cosl

2= —
bt

oder



52 ad.n*.cos?l
e

BTt
substituirt, kommt 3
b2 r . atn*(l—sin?] .
A — —, m————i—_-———‘?]—-}-n‘ (1——:.{;3*.?1,
a b4 3
daraus
= L+ heiras L
?1=,.3=,4= sy e~ W IES CRE IS R e S R ey
a*— (a2—b?)sin 1 1—(a*—b3)sin>1
ﬂl

2 L3 at — b3
Setzt man nun den halben Parameter der Ellipse — = p und = i
@

_ = ¢*, 320
44
kommt :
-1
= T TR MDat i o e [T SR o 7 TG i D 6)
1 —e2 Sin?l g
3
4 n
Nuon ist aber r = ————
j_;.l dl_‘:l’
dx*®
S £ d? 5 4
und substituirt man fiir 33 =L dia ¥Werthe aus der Ellipse, so kommt:
* da* 2
P, 73
r*
oder
= 'n{u - 2
rUe — e
: p (1—e2sin=0)?
oder
" — --—-—"'L.-........-.,'m'
(L —e?sinl) % 2

Nun verhalten sich die Bogen, wie ihre zugehirigen Krii
daher, wenn L, | die verschiedenen Polhéhen, und G

Grade des Meridians heilsen, ist:

nmungshalbmesser:

y & die Linge der zugehiirigen

s ey P T
Gre = (1—e*sin?L)*

1
(L—e3sin2i)?

|)i]l|.’t’
.| . - - 3
G:g= (1—e2sin? :’)i: (1 —e? gin® Lyz
oder
-3 = .
G3:55 = 1—e*sin®l:1—c2Sin3 I,
lI]Jn'l
2 z 2 E .
Gi—¢2, Gisin?, L = 83 —e® g35in3 ),
daraus
GE— o 5
(it SO il -

G3 Sin* I — g3 sin® |




Liegt der kleinere Grad unter dem Aequator, so ist sinl= o, und man hat:

7 GI — g3
e R SRR o)
G3, sin®* L
a*—b? b
Nun ist e* = =2 = s x
a~ (r i
also
b=
5*:1—'-e“‘,
daher
bia = yI=e®t "0 S e e (A)

Jetzt kann man, nachdem e bekannt ist, @ und & auf folgendem Wege finden,

Ist nimlich G hekannt, so hat man:
A e : 180°

1 : 7 = Kriimmungshalbmesser : G.180°, daher Kriimmungshalbmesser = G.—
7

und nach dem ebigen
180° _ P

. (A—e st L)Y

G.

oder \
p = Gi—%n— (1 —e*sin® L)}

. ayn . v . b*
Dividirt man auf beiden Seiten durch — = 1 —¢?, so kommt:
@

180° {1—2“5:’“‘4?5-‘]’j e ey R LD

T 1— ¢ :

o= 0
Aus dieser Gleichung (B) und aus (A) lilst sich auch b finden, und also die

Grilse der Erdachsen angegeben.
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