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jedoch bereits nach dem ersten Wurfe aushören zu spielen und
sich nun in den Einsatz theilen wollen; wie viel wird dann dem¬

nach jeder bekommen müssen?

Hatte 4l aufs erste Mal die bestimmte Zahl nicht geworfen,
so wäre das Spiel für ihn verloren, und I! bekäme alsdann den

Einsatz 36 Mal. Wäre aber ^ so glücklich gewesen, im ersten
Wurfe die bestimmte Zahl zu erhalten, so ist seine Probabilität,

auch noch im zweiten Wurfe dieselbe bestimmte Zahl zu werfen,

^ — derjenigen Probabilitat, das Spiel zu gewinnen, bevor
noch ^ den zweircn Wurf thut; für33 wäre diese Probabilität

Mithin müßte, nachdem und 13 sich nach dem ersten

Wurfe bereits getrennt haben, ^ den sechsten Theil vom 3kfa-

chen Einsätze, d. h. den Einsatz 6 Mal, und !3 ^ des 36fachen
Einsatzes, d. h den Einsatz 3V Mal erhalten; oder auch es müßte

13 6 mal mehr als ^ bekommen. Wäre z. B. dieser Einsatz
3 Thlr. 18 Gr.; so würde

4 (3 Thlr. 18 Gr.) -Thlr. 15 Gr.

tt — (3 Thlr. 13 Gr.) 3 — 3 —

bekommen müssen.

Zweiter Theil.

Von der Anwendung der Wahrscheinlichkeits¬
rechnung.

Erster Abschnitt.

Von der Bestimmung der Probabilitat aus Gründen.
(Wahrscheinlichkeitsrechnungs priori.)

Erstes Capitel.
Von dem Würfelspiel.

§. I. IÄir wollen zuerst das Würfelspiel vornehmen
und hierbei stets sechsseitige Würfel, welche bei den meisten

gewöhnlichen Spielen anzutreffen sind, voraussetzen.
Wenn ii die Anzahl sämmtlichcr sechsseitigen Würfel, deren

jeder die Augen 1, 2, 3, 4, 6 und 6 hat, bezeichnet und H, 33,

l), 0,... iV die ii einzelnen Würfel sind; so können offenbar

mit diesen u Würfeln 6" Würfe gethan werden. Bezeichnen wir
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daher die Anzahl aller möglichen Würfe mit v Würfeln durch
so hat man

— k"

Ferner ist offenbar n die kleinste, und 6n die größte mög¬
liche Zahl Augen, die man mit n Würfeln werfen kann. Diese
Anzahlen n und 6n sind jede nur ein Mal, die folgendenAn¬
zahlen von Augen

i-s-1, i4-2, i-j-3, .... 61— 1, 61
aber nach und nach bis auf die Mitte immer hausiger, von da
an jedoch die bis zu 6n folgenden Anzahlen von Augen wieder
nach und nach immer seltener zu werfen möglich. Es entsteht
hierbei noch die wichtige Frage: Wie oft kann die Anzahl
l» von Augen mit usechs seitigen Würfeln geworfen
werden?

Bezeichnen wir durch die Zahl, welche ausdrückt, wie
oft p geworfen werden kann, so ist klar, daß gleich ist der
Anzahl der Variationen mit Wiederholungen der oten Klasse
für p Elemente, und man wird also haben:

"v — (P—t)(k>-2)...sp^.1—n)
-9 ^ 1.2 (1-1)

n (p-7)lp—8)....(p-Z—n)
1 ' ^

1.2 (>i—1)
n ln—1) (p-13) (p—14),. .( 9 — 11—n)

1.2 ' 1.2....(1—1)

wo die Anzahl der Factoren in jedem Zahler gleich ist der An¬
zahl der Factoren des zugehörigen Nenners; übrigens bricht die
Reihe mit demjenigen Gliede ab, dessen nachfolgendesGlied den
ersten negativen Zahler erhält.

Beispiel. ES sei n--- 5, p — 19; so ist nach 2)
5^, 18.17.18.15
-1»-- 1. 2. 3. 4

3060-

5 12.11.10.9 5.4 6.5.4.3
1 '^1.2. 3. 4^ 1.2 ' 1.2.3.4

-2475 -i- 150 — 735.

F. 2. Soll bei unveränderter Anzahl u Würfel für die
aus p zunächst folgende Zahl, d.h. also für pff-1 berechnet wer¬
den, so darf nur in den für gegebenen allgemeinenAusdruck 2)
p-sil statt p gesetzt werden, und es wird kommen

X ,, i—9-p1
, 9lp—tsp—2)...(9g-2—i)

1.2.3....(i—1)
— (9—6)(9—7)....(9-4-n)
1' 1.2.... (i—1)

n(n-1) (9-12) (9-13)....f9-10-i)
1.2

1.2.... (i—1)
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mithin, wenn
'X — X

qesetzt wird:n . (,,-1)tp-2)
1 ?2...

p-j-t -9

(p^2-n)
(ii-2)

n (ii—1) (p—13) (9—14).. .(9—10-n)

fp—... (9—4-n)
1 ' 1.2 (ii—2)

3).^ 1.2 1.2. ...(n—2
Beispiele. Es sei a-^-4, so hat man nach 3)

16.15 4
— 10.9 4.3 4L

1.2^ 1.2 ' 1.21.2 1

— 120 —180 -6 36 — —24.
Ee sei V---8, —14; so erhalt man

8 7.6.5.4.3.2g ^ 13.12.11.10.9.8
1«^ 1.2.3. 4.5^

1716-56 -f. 1660.
1.2.3.4.5.6

Z. 3. Soll jedoch bei unveränderter Anzahl p Augen
für ir-j-1 Würfel bestimmt werden; so braucht bloß in den für
"x gegebenen allgemeinen Ausdruck 2) u-i^l statt u gesetzt zu
werden, und es wird kommen

n-t-l^ .. (p—1)p—2)...(9—n) ( N4-1) (9—7) (p—8).. .(9-6—n)
1 .2..... n 1 ' 1 .2....N

(n-9l)li (p—13) (9—14).. .(9—12-n)
^ 1.2 ' 1.2 n

(n^-l)ii(n—1) (9—19) (p—20) (9-18-11)
1.2.3 ' 1.2....u

also, wenn

o-i-1^

gesetzt wird:
s9-1)(p-2)(9 —3).--<9-»4-1)s(9-n)-n)

1.2.3 (n—1)n
(9—7) (9—8)... .(9—5—») ((9 —6—11) (nl-1)—n«)

1. 1.2 (11—I)n

(9—13>(9—14).. .(9 —11n)s^)—12—ii)(ii-6l)ii—ii'(ii-1)Z
1.2. 1.2 (n —1)n 4)

B.eispicle. Sei n —4, so kommt nach 4)
4.3.2. (-3)^,
1.2.3.4 ^ '
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sei z.7.6.5,l-1) _ 1-
1.2.3.4.5 —

§. 4. Die allgemeinen Ausdrücke für und in

den beiden letzten Paragraphen können, besonders der für

sehr vortheilhaft zur Entwerfung einer Tafel dienen, welche an-

giebt, wie groß für jedes u und p ist, d. h. mit andern

Worten, wie oft die Anzahl p von Augen mit n sechsseitigen

Würfeln geworfen werden kann. Wir geben hier den Anfang
einer Tafel, die beliebig fortgesetzt werden kann:

Tafel,

welche angiebt, wie oft die Zahl p mit n sechsseitigen Würfeln zu werfen
möglich ist.

t> n 1 » — 3 »mi4 nm-5 n-m7

1 1 0 0 0 0 0 0 0
2 1 1 0 0 0 0 0 0
3 1 2 1 0 0 0 0 0
4 1 3 3 1 0 0 0 0
5 1 4 6 4 1 0 0 0
6 1 5 10 10 5 1 0 0
7 0 6 15 20 15 6 1 0
8 0 5 21 35 35 21 7 1
9 0 4 25 56 70 56 28 8

40 0 3 27 80 126 126 84 36
11 0 2 27 104 205 252 210 120
12 0 1 25 125 305 456 462 330
13 0 0 21 140 420 756 917 792
14 0 0 15 146 540 1161 1667 1708
15 0 0 10 140 651 1666 2807 3368
16 0 0 6 125 735 2247 4417 6147
17 0 0 3 104 780 2856 6538 10480
18 0 0 1 80 780 3431 9142 16808
19 0 0 0 56 735 3906 12117 25488
20 0 0 0 35 651 4221 15267 36688
21 0 0 0 20 540 4332 18327 50288
22 0 0 0 10 420 4221 20993 65808
23 0 0 0 4 305 3906 22967 82384
24 0 0 0 1 205 3431 24017 988,3
25 0 0 0 0 126 2856 24017 113688
26 0 0 0 0 70 2247 22967 125588
27 0 0 0 0 35 1666 20993 133288
28 0 0 0 0 15 1161 18327 135954
29 0 0 0 0 5 756 15267 133288
30 0 0 0 0 1 456 12117 125588.

3*
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8. 5. Die Wahrscheinlichkeit iv, mit u sechsseitigen Wür-
ftln'p Augen zu werfen, ist, wie man leicht einsehen wird, gleich
der möglichen Anzahl von Würfen, deren jeder x Augen
giebt. dividirt durch die Anzahl 6" aller möglichen Würfe mit n
sechsseitigen Würfeln; d. h. also

s).

Es wird folglich z. B. die Wahrscheinlichkeit,mit 5 Wür¬
feln die Summe 19 der Augen zu werfen,

245^ 735 ^
" — ^5 — 2304 0,106...

also nur wenig mehr als -stss sein.
Sucht man die Probabilität v, mit 4 Würfeln 16 zu wer¬

fen; so ist erstlich u —4, p —16; also nach 2)
4 9.8.7 . 4.3 3.2.14^, 15.14.13

^«---1^573—1 '
und daher zweitens nach 5)

125

1.2.3 ^ 1.2

125

1.2.3 125,

I> p l> -p
3 1 5 6 15 s
4 3 6 10 3 21 10

--^--«.096....

d. h. die gesuchte Probabilität beträgt nahe -rV
Mit 3 Würfeln hat man für

"'x
25
27

und

-i- ^ -i- ^ -p 4- -s- -t- g - !08>
mithin ist die Wahrscheinlichkeit,eine der Zahlen 3, 4, ...9, 16
zuwerfen, also die entgegengesetzte Wahrscheinlich¬
keit, d. h. die Probabilität, mehr als 16 zu werfen, ebenfalls
Es ist folglich gleiche Wahrscheinlichkeit vorhanden, mit 3 Wür¬
feln weniger als 11 und mehr als 16 zu werfen. Nach La er vir
ist dieser Satz die Grundlage desjenigen Sviels, das man unter
dem Namen Knöcheln (pnssv llix) kennt. Die obige Tafel
dient zur Beantwortung fast aller bei Würfelspielen vorkommen¬
den Fälle. Wir wollen dieß in einigen Beispielen zeigen.

8- 6. Beispiel I. Zwei Personen ^ und II spielen mit
3 Würfeln um den jedesmaligen Ueberschuß der Augen, will
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erfahren, wie für ihn das Spiel in dem Falle beschaffen ist,

daß er 8 wirst, wenn II 5 wirst.

Da nach der Tafel

für ä — 2l

für» '-5 — 6

betragt, so ist

die Wahrscheinlichkeit für ^,8 zu werfen, und

2^ — die Wahrscheinlichkeit für 15, 5 zu werfen.

Es wird daher, wenn beide Personen gleich viel Mal gewor¬

fen haben, 15 die Zahl 5 erst zwei Mal treffen , wenn die
Zahl 8 bereits sieben Mal getroffen hat. Mithin sind unter

7 möglichen Würfen nur zwei günstige Würfe für und es

würde also die Probabilitat zu gewinnen für ^ H und für I! 4
betragen: das Spiel ist demnach für den in Rede ste¬
henden Fall für ^ hinsichtlich der Aussicht zu ge¬

winnen ziemlich zweifelhaft, da ^<-2-

Beispiel 2. Es will ^ den Fall erforschen, welcher, wenn

er den Uebcrschuß 7 mit 2 Würfeln zu gewinnen beabsichtigt,
für ihn am vortheilhaftesten ist, d. h. mit andern Worten, wel¬

cher von denjenigen Würfen, die von ^ und 15 gethan, für ^

den Ueberschuß 7 der Augen giebt, für ^ der sicherste zu spie¬
len ist.

Mit 2 Würfeln sind nur folgende, den für ^ sich ergebenden

Ueberschuß 7 der Augen betreffend, mögliche Würfe:

-"p
rv v

^ rv/rv',

9

10

11

12

4

3

2

1 mr

2

3

4

5

1

2

3

4

i 4:1

3:2

2:3

1:4.

Hieraus ersieht man sogleich, daß der für ^ günstigste Fall
für den Ueberschuß 7 der Augen derjenige ist, wo ^ 10 und iL

3 wirft, weil, wenn ^ und 15 beide gleich viel Mal geworfen
haben, IZ die Zahl 3 schon zwei Mal werfen wird, wenn .4

die Zahl 10 drei Mal getroffen hat, also, da die Wahrschein¬

lichkeit für ^ die Aussicht zu gewinnen für diesen Fall

sehr wahrscheinlich. — Wettet daher daß dieser hinsichtlich
des Überschusses 7 für ihn günstigste Fall: er werde 10 und
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13 3 werfen, unter jenen vier möglichen Fällen gleich das
erste Mal eintreten werde, 13 aber, es werde dieß nicht geschehen;
so hat man, wenn 13 mit 5 Thalern diele Wette eingehet, um zu
erfahren, wie viel ^ sicher einstellen kann, nach 4V) S. 3V.

also
m Thlr- -S THlr.— ^

XZ) - w Thlr.,

d. h. ^ kann bei dieser Wette eine doppelt so große Mise als
k wagen, weil die Wahrscheinlichkeitfür ^4, es werde dieser
Fall eintreten, doppelt so groß ist als die Wahrscheinlichkeitfür
33, es werde dieser Fall nicht eintreten.

Beispiel 3. und 13 spielen mit 4 Würfeln, und ^
macht den Spielhalter oder sogenannten Banquier, 13 den ei¬
gentlichen Spieler; wie muß das Würfelspiel eingerichtetwerden,
wenn es für ^ und wenn es für 13 vorteilhaft sein soll.

Soll das Spiel für vortheilhaft sein, so müssen die höch¬
sten Gewinne auf die am wenigsten, die kleinsten auf die am
häusigsten vorkommenden Würfe, immer aber so gesetzt werden,
daß die Gewinne im umgekehrten Verhältnisse (oder doch wenig¬
stens möglich nahe) zu denjenigen Zahlen stehen, welche angeben,
wie oft sich die respectiven Würfe ereignen können. Die folgende
Tabelle nun giebt demnach das für vortheilhaftc Spiel, wobei
die Zahlen der zweiten Eolumne aus voriger Tafel entlehnt sind.

Summe der
Auqcn,

Beispiel von
Gewinnen.
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Soll das Spiel für 14 vortheilhast sein, so müssen die höch¬

sten Gewinne auf die am häufigstendie kleinsten auf die am
wenigsten vorkommenden Wime, immer aber so gesetzt werden,

daß die Gewinne im directcn Verhaltnisse zu denjenigen Zahlen

stehen, welche angeben, wie oft die respectiven Würfe sich ereig¬
nen können; mithin sind die Verhältnißzahlen der Gewinne gleich

den letzterwähnten Zahlen selbst. Die folgende Tabelle nun giebt
demnach das für 14 vorteilhafte Spiel, wobei die Zahlen der

zweiten Columne aus mehrerwähnter Tafel entlehnt sind.

Summe
der Augen,

Verhältnißzahlen
der Gewinne.

Beispiel
von Gewinnen.

4
56
78
9

1V

11
12

14
14

1,
19
17

18

19
29
2122
24

24

1

4

19
29

45
56
89

194

125

149
149
149
125

194
89

56
45
29

19

4

1

1

4
19

29
45

56

89

194

125
149
146
149
125

194

89
56

35
29

19

4

1

1 Thlr. 12 Gr.

^ "
84 „

129 „
1,6 „

187 „

2 9 „

219 „
219 „

"

Z »
z>

15 "
k "

1 "^ SS

SS
SS

12 "
SS

" SS

12

,s
SS

12 "

1,»,
12' - ,,

z?

12

§. 7. Wenn jemand mit I Würfel wirft, und man will die

Probabilität rv bestimmen, daß in 3 Würfen hinter einander die

Augen w, u und p geworfen werden, so hatman nach 22) S. 12

--- o,cx)4...216

Spielen 3 Personen, II und v so, daß ^ und R mit

2 Würfeln, 1) nur mit 1 Würfel werfen, und fragt man nach

der Wahrscheinlichkeit rv, werde zwei gleiche, 14 zwei unglei¬
che Zahlen und 0 die Zahl 6 werfen; so ist nach 29) S. 11.

^ X 30 1
. ^ ,
Z2 ^ 6 --^-0,023...

6

36 " 32 ^6 " 216

Will man die Wahrscheinlichkeit iv wissen, daß in 4 Würfen

nach einander 2, 3, 9 und 12 geworfen werden; so hat man
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,12 4 1^. 1 1" 36 ' 36 ' 36 ' 36 ^ 13.13.18.36 ^ 209SS2'

Endlich, um die Probabilität v zu erfahren, mit 2 Würfeln

alle 6 Pasche der Reihe nach zu werfen, hat man ebenfalls nach
22) S. 12.

36 ' 36 ' 36 ' 36 ' 36 ' 36 S832 x 5332

oder . i" " 34012224 '

die Probabilität aber, in 2 Würfen nach einander 4 und 9 zu
werfen, ist

Zweites Capitel.

Bon dem Pharaospiel (Pharao).

F. 8. Das Pharao ist das vornehmste aller Hazardspiele,

und wird mit der französischen Karte, die aus 52 Blättern be¬
steht, zwischen dem sogenannten Banquier (Spiclhalter)
und einer oder mehreren Personen, den Spielern, gespielt,

und zwar auf folgende, gewöhnlichste Art:

Der Banquier nimmt, nachdem er gut gemischt hat, alle

52 Karten zusammen verkehrt in die Hand, zieht eine Karte
nach der andern, von oben angefangen, ab, und legt je zwei

Karten, das erste Mal rechts und das zweite Mal links, offen
neben einander auf den Tisch. Zwei solche neben einander lie¬

gende Kartenblatter werden eine Taille genannt. Nach jeder

Taille nun kann jeder Spieler eben so gut, wie beim Anfange

des Spiels, auf eine einzige oder mehrere, jedoch bestimmte Blät¬

ter eine angegebene Summe setzen, d. h. die Mise bestimmen,

welche der Banquier gewinnt, sobald das von dem Spieler be¬

setzte Blatt in einer ungeraden Zahl, d. h. auf die rechte Seite

fällt, hingegen das Aequivalent der Mise bezahlen muß, wenn

dieß nicht der Fall ist, d.h. sobald die besetzte Karte auf die linke

Seite fällt; doch gewinnt der Banquier die Hälfte der Mise,
sobald in einer und derselben Taille das vom Spieler besetzte

Blatt zweimal fällt, d. h. zweimal neben einander zu liegen kommt.

Nur das allerletzte Kartenblatt ist ungültig für den Spieler, wäh¬
rend die vorletzte Karte, wenn sie die vom Spieler besetzte sein

sollte, dem Banquier zum Bortheil fällt, mag nun hierbei' die

letzte Taille aus zwei gleichen oder ungleichen Blättern bestehen.

§. 9. Die Wahrscheinlichkeit >v, daß in der listen, oder 2ten,

oder 3ten, oder 4ten, u. s. w. oder rten Taille zwei Blät-



Phamospiel (Pharao). 4l

ter des Spielers fallen, ohne daß in den vorhergehenden Taillen

ein Blatt des Spielers fallt, ist, sobald der Banquier noch
Karten, unter welchen die Karte des Spielers c^Mal vorkommt,

in Händen hat, dann:

.V — —t)lp —(9-c, —1)
p(p-Dtt>-2)ch-3

q(p —t)ch — <z)(p— 1— 1) (p —<1 ^2)(p - q — 3)

—2)(p —3)(p —4)(p- 5)

^ (q—1) (9—-,) sp — q—1) (p — q—2) ll>^<1^3) (9 -iz— 4 ) (p—a—5>)

p (P-2) (9—3) 9—4) (9^6)(9-6) (9—7)

4-

q fc,—t)(p—i)9-c,-1) (p — q — 2r-l-3) ^
l>(?^-1)lt>^2)(9—3) (9-203-1)

wo I> stets eine gerade Zahl ist, c; aber nur die 4 Werthe

i — i.q— 2, <z^3,«z — 4

haben, r hingegen von I bis 25 wachsen kann.

Ist nun

») so ist der größte Werth von

b) y — 2, so ist der größte Werth von

e) y —3, so ist der größte Werth von

st) H —4, so ist der größte Werth von

es muß mithin für g —1 undg —3 in der rten Taille entweder
das noch vorhandene Blatt des Banquiers und ein Blatt des

Spielers, oder auch 2 Blatter des Spielers fallen, das Spiel

sich offenbar endigen, und entweder der Banquier oder der Spie¬

ler gewinnen. Dagegen muß für y —2 und c(—4 in der rten
Taille der Banquier, weil nun 2 Blätter des Spielers fallen

müssen, nothwendig gewinnen, also auch das Spiel aufhören.

§. 10. Was ferner die mathematische Hoffnung A für den

Banquier, die — 1 gesetzte Mise des Spielers zu gewinnen, be¬
trifft; so ist sie für
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n 2

e - 2plp-1)'

— 4 — 2p— 5
1 ^ " 2(p-1)(p-3) '

Die nach diesen Ausdrücken entworfene Tafel wird nach dem

Obigen für die 26ste Taille und für lj — 1, —2, —3, so wie

für die 25ste Taille und für cf—1, gar keine mathematische Hoff¬
nung oder keinen Bvrtheil für den Banquier enthalten können.
Betrachtet man diese Tafel näher, so wird man finden, daß der

Spieler am vortheilhaftesten spielen kann, sobald er solche Karten,

welche erst zwei Mal heraus gekommen sind, so bald als mög¬

lich gleich nach einer der ersten Taillen besetzt, und sobald er
überhaupt nur in den ersten Taillen eine Karte besetzt, jedoch

die Mise desto kleiner macht, je mehr Taillen schon gezogen sind.
Tafel

des Vortheils für den Banquier, wenn

p ,--2 g--3 g-4

52 0.000 0.000 0.000 0.020
50 0,000 0.009 0.015 0.021

48 0.021 0.011 0.016 0.021

46 0.022 0.012 0.017 0.022

44 0.023 0.012 0.018 0.024

42 0024 0.013 0.019 0.025

40 0.025 0.013 0.020 0.026

38 0.027 0.014 0.020 0.027

36 0.028 0.015 0.021 0.029

34 0.029 0.016 0.022 0 030

32 0.031 0.017 0.024 0033

30 0.033 0.019 0.026 0.035

28 0.037 0.020 0.028 0.038

26 0.039 0.021 0.030 0.040

24 0.042 0.023 0.032 0044

22 0.045 0.026 0.035 0.049

20 0.050 0.029 0.039 0.054

18 0.056 0033 0.044 0.061
16 0.062 0.037 0050 0.069
14 0.071 0.043 0.058 0 077

12 0.083 0.053 0.068 0.096
10 0.100 0.067 0.083 0.119

8 0.125 0.089 0.107 0.156
6 0.167 0.133 0150 0.233

4 0.250 0.250 0.050 0.500.



§. 11. Es ist hier vorausgesetzt worden, daß das Pharao mit

Ruhe und Neellität gespielt wird, was leider nur zu bekannt

nicht der Fall ist, indem gewöhnlich vorsichtslos und mit Lei¬

denschaft gespielt wird, auch fast immer die sogenannten Ban-

quicrs oder Spielhaltcr abgefeimte Spieler sind, die durch ihre
schandlichen Kunstkniffe, wie z. B. das Volteschlagen, den Ge¬

brauch marquirter Karten u. s. w., jungen lebhaften Leuten, die in

ihr Netz gelockt sind, auf die gewissenloseste Art direct das Ver¬

mögen und dadurch indirect auch Ehre, Gesundheit und Leben

oft in wenigen Stunden rauben.

Drittes Capitel.

§. 12. Es giebt 2 Arten von Spielen, bei denen Zahlen ge¬
zogen werden, die von Gewinnstcn begleitet sind: 1) das Lotto

(Illotto cki tZviiovn, Motorik cke Isrnnoo) und 2) die Lotterie
(deutsche Kl äffen lottcrie).

F. 13. Das gewöhnliche Lottospiel besteht darin, daß aus

einem Glücksrade, in welches die 90 Nummern 1 bis 90 gethan
worden sind, jedesmal nur 5 Nummern gezogen werden, welche

gewinnen, und zwar erhalt jeder Spieler, der vor Beginn der
Ziehung nach seinem Gutdünken fünf von jenen 90 Nummern

einzeln gewählt und besetzt hat, seinen Einsatz, sobald unter sei¬

nen 5 besetzten Nummern sich eine von den gezogenen befindet,

eine gewisse Anzahl Mal wieder, was ein einfacher Auszug
genannt wird. Es steht aber auch jedem Spieler frei, die in

den von ihm gewählten 5 Zahlen enthaltenen Verbindungen zu
zwei, drei, vier oder fünf, d. h. Amben, Ternen, Quaternen

oder Quinten zu besetzen, welche Einsätze bei den meisten Lottos

höher bezahlt werden, als die einzelnen, einfachen Auszüge.

§. 14. Wenn ein Lotto aus N Nummern besteht, von de¬

nen s Nummern besetzt worden sind, und es wird nach der

Wahrscheinlichkeit v, von dielen 8 besetzten Zahlen werden gewiß

t Zahlen herauskommen, gefragt; so ist, wenn man weiß, daß
jedes Mal r Nummern auf einmal gezogen werden,

(dl—8)... (di—s—.. (s—. (r—t-p!)

1.2.3.4.. .t. 1).... 1-4.I) 7)-

wo die Wahrscheinlichkeit V desto größer wird, je geringer t ge¬
gen 3 ist. Um dieses zu beweisen, besetze man eben so viel Num¬

mern, als auf einmal gezogen werden, d. h. man nehme 8 —r
an; so geht die Gleichung 7) über in den Ausdruck
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r).. .lw-2 r-l-t4-!) I--... (r—t-t-y-

^ 1.2.3.4... t. l» (j>i-1) .... (l>i-r 4-1)

dann hat man für einen einfachen Auszug, setzend,

^ —i-)... 2,^2).r-
' i.iX

für eine Ambe, wo t —2,

9).

ii)

12)

13).

XV - (tt-2r-l-3).r- (,.-1)2
' 1.2.!><^—1)...(>!—1^1)

für eine Terne, wo t-^ 3,

(N-r)... -.2,-4-4).?^ (>--1)'(r-2)-

" " ^ 1.2.3 >'(^—1)... (N—i' 4-1)

für eine Quaterne, wo t — 4,

(K—r)... (IV—2r-I-5)r^r—1)-(l-—2)-(>—3)-

"" "" 1.2.3.41>- (iX—1)... (iX-i 4-1)

und für eine Quinte, wo t — 5,

(k<—I)...(N-2i--j-5) >"-(r—1)'(r—2)-(r-3)2(r -4)^

1.2.3.4.57t4(!>i—1)... (»—rchl)

5 Werthe also, die offenbar der Reihe nach kleiner werden. Um

dieses noch deutlicher zu zeigen, hat man für das gewöhnliche
Lotto, wo I>i — 99, r —ü ist,

für einen einfachen Auszug

85.S4.S3.82.25 10133925

" - ^ 1.90.89.86.87.86 43949268. '

für eine Ambe

85.84.33.25.16 ^ 246925
1.2.3.90.89.88.87.86 ^ 1098731?'

für eine Terne

_ b5 84.25.16.9 2975
^ 1.2.3.90.89.83.87.86 ^ 3662439'

für eine Quaterne

n- ^ 85.25.16.9.4 ^ 425
^ 1.2.3.4.90.89.88.87.86 ^ 43949263 '

und für eine Quinte

n — 25.16.9.4.1 1
° 1.2.3.4.5.90.89.88.87.86 43949268

Dttic 5 Werthe nun, mit den nächst folgenden berechneten
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Zahlenwcrthen vergliche, geben, von der Quinte aus rückwärts
gehend,
" für die Quinte 0.00000002 — 0.00000002 ^ 0.00000000

Quaterne 0.0000097 — 0.0000019 ^ 0.0000058
. ' Tcrne 0.0008 k -0.00008 0 00070

Ambe 0.0225 —0.0025 0 .0200
für den eins. Ausz. 0.230 — 0.050 — 0.104,

durch welche wachsende Differenzen obige Behauptung bestä¬
tigt wird.

Hat man 2 Nummern gesetzt, und w-ll eine Ambe gewin¬
nen, so ist, weil s^2, t--2, nach 7)

(X-2).. .(X—1-4-1).. .2.. .1 .r.. .(i'-1)

1.2.X(X-1)...(X—t'(-1)

für eine Terne, weil s —3, t —3,
(»—3)... (tt—>- 4-1). 3.2.1.1... (i —2)

" ^ 1.2.3.X(X—1).. .(X—1'4-1)

für eine Quaterne, da s —4, t —4,
(IV—4).. .(IV—r4-1).4.3.2.1.r.. .(r—3)

" " 1.2.3.4.X(X—i)...(X—1'4-1)

und für eine Quinte, da s —5, t —5,
(X—5)...(X—i-4-1).5.4.3.2.1.r...(i-—4)

1.2.3.4.5.X(X—1)...(X—1'4-1) ^

Weil bei dem gewöhnlichen Lotto N —90 ist, so hat man
für eine Ambe die Wahrscheinlichkeit, sie zu gewinnen,

88...(91-i').2.1.i...(r-1)

" 1.2.90.89...(91^

15),

18)

für eine Terne
... __ 67..(91-r).3.2.1.p...(r-2)

- 1.2.3.90.89....(91—i)

für eine Quaterne
_ 8S...(91-r).4.3.2.1.r...(r-3)

^ 1.2.3.4.90.89...(91—r)
und für eine Quinte

8S...(91-r).5.4.3.2.1.>-...0-4)

1.2.3.4.5.90.89...(91—i)

Da stets nur 5 Nummern gezogen werden, so erhalt man,
r —5 setzend,

für die Ambe die Wahrscheinlichkeit v zu gewinnen
88.87.86.2.1.5.4 2

1.2.90.89.83.87.86 " 801- ^ - 0.002497....,
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für die Tcrne die Wahrscheinlichkeit v zu gewinnen
S7.86.3,2.1.5.4,3 ^ 1 ^

1.2.3.80.Sil.88.87.86 " 11748 " 0.00008z.

für die Quaterne die Wahrscheinlichkeit rv zu gewinnen
86.4.3.2.1.5.4.3.2 1

1.2.3.4.80.89/88.87.86 " 511033 — 0,0000013z7....

und für die Quinte die Wahrscheinlichkeit IV zu gewinnen
5.4.3,2,1.5.4.3,2,1 ^ 1

1.2.3.4.5,80.88.88,87.86 " 43949263 " 0,000000023...

Will man aber die Wahrscheinlichkeit iv, einen einfachen Aus»

zug zu gewinnen, bestimmen; so setze man in 7) t-^1,
und man wird erhalten:

(iX—1)...(X—i-4-l). I.r

" " 1. .X (.X—I) ... 22),

also beim gewöhnlichen Lotto, wo R —W, r —5 ist,
^89,88,87,86,1.5 t

" " 1.80.88.88.87.86 " 18 — 0,0zz5....

§. 15. Es ist nur noch übrig, die Anwendung der Formel 7) an
einigen Beispielen zu zeigen, die für das gewöhnliche Lotto von

96 Nummern, von denen alle Mal 5 gezogen werden, gelten, so

daß also jene Formel 7) für das gewöhnliche Lotto übergehet in
— (S0-S)... (86-s 4- 1)s,.. s-, -t 4-1 )5.4,. (6-t)

" " 1.2.3.4...1.80.88.88,87.86 ^

Darnach ist die Wahrscheinlichkeit, daß von 2 besetzten Num¬

mern gewiß eine herauskommt, da hier s —2, t —1,
88.87.86,85.2.5 65

" " 1.30.89.83.87.86 " -0,10611...

Die Wahrscheinlichkeit, daß von 3 besetzten Nummern eine, oder

zwei oder alle drei Nummern herauskommen werden, ist, da hier
der Reihe nach s—3 und t—1; s—3 und t—2; s—3 und t—3,

87.86.85.84.3.5 595
1.80.89.88.87.86 " 3916 — 0,15134.

87.86.85,3.2.5.4 ^ «5
^ " 1.2.30.89.88.87.86 " 11748 — 0,00/.3....

87,86.3.2.1.5.4.3 ^ 1 ^ ^
1.2.3.30.83.88.87.86 " 11743 -0,000085....

§. 16. Hat der Spieler den Einsatz in entrichtet, so bekommt
er, wenn er einen einfachen Aussatz gewonnen,
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hat er eine Ambe gewonnen,

- Ml

hat er eine Terne gewonnen,

11746'

hat er eine Quaterne gewonnen,

' 511038

hat er eine Quinte gewonnen,

' 43949248

von der Lottodirection ausgezahlt, nämlich rcspective

13m, 400.5m, 11743,», 511038m und 43949268m.

Diese nach richtigen Principien bestimmte Auszahlung erfolgt
jedoch in der Wirklichkeit wegen der enormen Steigerung, wegen
der Verwaltungskosten des ganzen Lottospicls und wegen des aus
jenen Verhältnissen für die Lottodirection zu befürchtenden star¬
ken Risico niemals. Statt des Verhältnisses 18.466.5:11748
besteht gewöhnlich das Verhältniß 15:276:5266. Um daher
für die Quaterne die Verhältnißzahl x zu finden, setze man:

18 : 4001! 11743 :511033 ^ 15 : 270! 5200: X,
woraus

x ^ ^ ^ ---- 13299 oder sehr nahe 18300,801 x 11748 X 1o > / / ,

und für die Quinte findet man die Verhältnißzahl x aus dem
Verhältniß

13:400z!l1743:511038!43949263 — 15-270 : 5200-18300 - x,

nämlich

49349243 X 5200 X 15 X 801 X 18300 ^
^ ^ 511033 X 11748 X 36 — o .

Also würde die wirkliche Auszahlung für eine Quaterne nur
18Z66r» und für eine Quinte nur 522456 m sein. Doch auch
Quaternen und Quinten werden, weil sie außerordentlich selten
eintreffen, bei den meisten Lottos niemals berücksichtigt.

§. 17. Der vorige Paragraph enthielt die Beantwortung
der Frage, wie groß die Probabilität sei, daß von s besetzten
Nummern t Nummern sammtlich herauskommen. Man kann
nun aber auch nach der Probabilität fragen, daß von s besetzten
Nummern t Nummern wenigstens herauskommen, mag nun
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s kleiner oder größer als r sein, d. h. mögen weniger oder
mehr Nummern, als überhaupt gezogen werden, besetzt worden
sein. Diese Frage nun — da, wenn wenigstens t Nummern

herauskommen sollen, dicß so viel heißt, es können t, odert-s-l,
oder t-s-2, u. s. w. Nummern herauskommen — wird natürlich

dadurch beantwortet werden müssen, daß man die Probabilitäten

für die einzelnen Fällst, t-ssl, t-s-2, u. s. w. bestimmt, wel¬

che Reihe, wenn s<r, sich bis s, wenn s > r, sich bis r

nur erstreckt; es wird dann, weil die gesuchte Probabilität eine

zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit ist, die Summe der gefunde¬

nen einzelnen Probabilitäten die für gegenwärtigen Fall gesuchte
Wahrscheinlichkeit sein, d. h.

5V - -j-ch....

Beispiel 1. Es sind in einem gewöhnlichen Lotto 2 Num¬

mern besetzt worden, und es soll die Probabilität, daß von die¬

sen 2 Nummern wenigstens eine gezogen werde, bestimmt
werden.

Hier ist lV— 99, r — 5, s — 2, also weil s <sr, t I
und t -s- 1 ---- 2; daher nach

für t — I
88.87.86.85.2.5 85

1.90.8V.83.87.86 ^ 89.9"

und für t — 2
83.87.86.2.1.5.4 2

mithin ist

1.2.90.89.83.37.86 " 89.9 '

85 ^
°der

S7 . . ^108 ^ 109
^ d- h. - und <ggl , " -

Beispiel 2. Jemand hat 7 Nummern besetzt, und wünscht

zu wissen, wie groß die Wahrscheinlichkeit sei, daß von diesen

7 Zahlen wenigstens 3 herauskommen werden

Hier ist wieder N —99, r —5; s —7, aber weil ss>r,
kann t nur nach und nach

t^-i —4, 14-2 — 5

gesetzt werden; man erhält demnach:

83.82.7.6.5.5.4.3 119W5

1.2.3.90.89.88.87.86 " 43949268

33.7.6.5.4.5.4.3.2 2905

1.2.3.4.90.89.88.87.86' "" 43949268

7.6.5.4.3.5.4.3.2.1 21

1.2.3.4.5.90.89.88.87.86 43949268
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also weil 'i.V — v» 4- 4- "5 ist,
122031 40677vv —

44946268 ^ 14646756 d. h. vv ^ 1000 und < 1000

Beispiel 3. Ist IV —90, r —5, s—und es wird
nach der Probabilität W gefragt, daß von diesen 5 besetzten
Nummern wenigstens zwei herauskommen; so hat man zu
setzen

t — 2, t4.1-u-3,t4-2---4 und t^-3 — 5,
folglich:

85.84,83.5,4.5.4 85,83.35.4 987420
1.2.60.86.83.87.36 86.86.26.22,6 89.86.26.22.9

35.84.5.4.3.5.4.3 85.21.20 35700
1.2.3.60.86.83.37.86 86.86.26.22.6 " 89.86,26.22.6

85.5.4.3.2.5.4.3.2 85.5 4?5
1.2.3.4.60.86.83.87.86 ^ 86.86.26.22.6 " 36.36.26.22,6

5.4.3.2.1.5.4.3.2.1 1 1

also

d. h. ist i>

4- Vz 4- 4- Wz

23

1023546

1000 und <s
86.86.26.22.6

24

170591
7324878

1000

Man sieht aus diesen drei Beispielen sogleich, daß das Spiel
im ersten Falle am vortheilhaflcsten, im zweiten Falle dagegen
am unvortheilhaftestenist.

§. 18. Fragt man nach der Probabilität ^V, von IV Num¬
mern eines Lotto werden unter r gezogenen Zahlen sbestimmte
herauskommen; so ist:

r(r—1)0-2)... Q.-S4-1)
"°^>4N-1)(5I—2)...(I>!—S4-1) '

und sollen diese 8 bestimmte Nummern.in einet gewissen
Ordnung herauskommen:

r(r—1)(r—2).... 0—s-I-1)
VV.,- 25).1.2.3.4.. .s.KOX—1)(dt—2)...(X—«4.I)

Beim gewöhnlichen Lotto, wo IV — 90 und r 3 ist, hat
man für einen bestimmten einfachen Auszug, weil «--1,

vv. ^ ^ -

w,
60
5

1.90

18
1
18
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für eine bestimmte Ambe, weil 8 — 2,
5.4 2 2

»2 -

vv„

90.89

5.4

69.9

1

801

1.2.89.90 "" 39.9

für eine bestimmte Tcrne, weil 8 — 3,
5.4.3 1

1

soi

>v 90.89.88
5.4.3

89.22.6

1
1.2.3.90.89.88 6.89.22.6 '

für eine bestimmte Quaterne, weil 8 — 4,
5.4.3.2 i-

90.89.83.87

5.4.3.2

^ 1 .2.3.4.90.89.88.87

89.87.66

1

11743

1
70488 '

1
511038

1
24.89.87.66 12264912'

und für eine bestimmte Quinte, weil s-^5,
15 . 4 . 3 . 2 . 1 1

90 . 89 . 88 . 87 . 86

N 5.4 .3.2.1^ — 1.2.3.4.5.90.89.83.87.86.

" 89 . 43 . 29 . 22. 18 -- 43949263

1 1
'120.89.43.29.22.18^ 5273912160'

Man sieht hieraus, daß der Fall, es werden unter r aus

N Nummern gezogenen Zahlen s bestimmte Nummern heraus¬

kommen, gleiche Probabilitat hat mit demjenigen Fall, wo von

s besetzten Nummern t Nummern sämmtlich herauskommen, d. h.

wo t —s angenommen wird.

§. 19. Ist in 24) s —r, d. h. sollen sämmtliche r Num¬
mern, welche in einer Ziehung gezogen werden, vorausbcstimmte
Nummern sein, so hat man, in 24) 8 —r setzend,

V - r(r-1)0-2)....3.2.1
!X(>i-1) (5>—2)... r^-1)

26).

und sollen sie überdieß nach einer bestimmten Ordnung heraus¬

kommen , so hat man, in 25) 8 — r setzend,

>1^—1)^—2).. r-l-1)

Beim gewöhnlichen Lotto, wo i —5, lV —99ist, wird
man demnach erhalten:

5.4.3.2.1 1!XV — ^ ^ __
5 90.89.88.87.86 - 43949268

XV . ^ -s'" 90.89.88.87.86 5273912160

m 0.000000023.

^ 0.0000000001
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also resp. einerlei mit den beiden Fällen, eine bestimmte Quinte

überhaupt und in einer gewissen Ordnung zu treffen.

§. 20. Eine sehr wichtige Frage ist auch ganz besonders die,

wie groß die Wahrscheinlichkeit sein wird, daß,

wenn bei einem Lotto i Mal hinter einander jedes

Mal r Nummern gezogen worden, alle i» Nummern
desLotto dann wirklich herausgekommen sein wer¬

den; eine Frage, mit deren Beantwortung sich vorzüglich Euler und

Laplace befaßt haben, und zwar immer, wie es auch in der Natur
der Sache liegt, unter der Voraussetzung, daß die Anzahl sämmt-

lichcr Ziehungen nicht kleiner sei als der Quotient der Anzahl der

jedes Mal gezogenen Nummern in die Zahl aller Nummern, d. h.

daß i stets ^ sein müsse.

Den sehr schwierigen, großen Scharfsinn erfordernden, Weg
zur Auflösung dieser berühmten Aufgabe hier übergehend, mag
es genug sein, die Berechnung dieser Probabilität erst allge.

mein, und zwar wie sie Euler angegeben hat, und dann speciell
an ein paar Beispielen zu zeigen. Man berechne nämlich zuerst

k —

r—

I.2.l^cdi—l)s'—

^ ^ M—rM—r—r—2,si
^ 1.2.3.s>M—ixdi-2)ss^'

^ slK—rxdi—r—r—2)ciX — r—
1.2.3.4.sN(!X-1) cX-2)(I>I-3fl^'

u. s. w.

und zwar so weit, bis irgend eine der folgenden Größen gleich Null

wird (gewöhnlich jedoch nur so weit, als man die Genauigkeit
treiben will, bis etwa auf 7 Decimalstcllcn); so hat man dann:

ß X—i-—2 1'
l. X-2 ^

(N-2)
3

4. c s"-r-3 74

(N-4) fl d.-r-4 's
5^ l. .>-4 )

4- .... . 28).



Beispiel 2. Ein Lottospiel bestehe aus 3V Nummern, von
denen jedes Mal 24 Nummern auf einmal gezogen werden; wie

2 --e v<
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Beispiel I. Beim gewöhnlichenLotto, wo N —90 und
r —5 ist, soll die Wahrscheinlichkeit bestimmt werden,
daß nach 100 Ziehungen alle 90 Nummern herausgekommen
sind. Hier ist i— 100, und demnach steht die Rechnung wie
folgt:

.V -- , log 4 - 0.4713825 - 1,

^ ^ ^ " 0.6091725 -2 .
k K.Z'" o

c- WZ l) 0.5360759-3 ,

0 82'°°
0 - -4- ' -Z77?-' v -1- 0.3029932-4.

II 81'°°
-^-.-^-,I°A lZ- 0.9371717-6;

U. s. w. U. s. w.

folglich, weil

° ^ 1 V 90
. 39 . / 34 >'°°
^ 2 V 89 /

83 / 83lx>°°
" 3^ ^ (^)
^ 87 ^/-32x>°°

^ (-ZT-)
86^ 81
5 l. 86 2

. 85 / 80 >'°°

ist; dann :

Wo — 1 — 0.2964003 .
4- 0.0406605 i
— 0.0034370 s
3- 0.0002009 t oder — 0.7410153
— 0.0000086 t
4- 0.0000002 s
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groß wird die Probabilität sein, daß nach 3 Ziehungen alle

Nummern herausgekommen sind?

Hier ist —M, r — 24, ! —3, und folglich:

" -A-, also 0.3302113-1

u — , lox«-0.2512953 — 2
1.2.P8.29)- 841 ' ^

s, (8.5 .4)^ lo«-^ — 8 7818487----4
1.2.3.(30.29.23)- — 39309 ' ^ '

p (0.5.4.3.2.1)- 1 l»l?ie^0 4771^13-1^-
1.2.3.4.5.0(30.29.23.27.26.25)--352508750625' ^ ^ "

mithin

/ 6 , 29 , /5XZ^ , 0 . 125Z
1-V30/ ^ 2 V29^ ! a>so^z__1 25^1082

-?"(Ä' -st.'

d. h,
5Vz l-- 1-0 2480000 4- 0.0178359

— 0.0004853

4- 0.0000040

— 0.0000000
oder

Wz " 0.7693552,

die Wahrscheinlichkeit nähert sich der Gewißheit bis auf A». et¬
wa, während im erstem Beispiele die Probabilität nur um un¬

gefähr ^ größer als ^ ist.

F. 21. Die Auflösung von Laplace übertrifft die Euler'sche

insofern an Allgemeinheit, als Laplace annimmt, es werde die

Probabilität V/ gesucht, daß in »Ziehungen nicht gerade alle o,
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sondern überhaupt nur y Nummern herauskommen werden. Diese
Probabilität nun ist nach Laplace

1 (q-1) dV -r -l) ^
^ 1. 2 l. >(!V—1) 2

1 l-I-l) (q-2) r (IV-i-)(!V-r-1)(IV-^—2)1^

1.2.3 l. »l(IV—1) (IV—2)

1 (q—t) (q-2) fq-3) r(IV—I-)(IV-I-—1)(!V-r-2)(!V-r-3)'1-

4 I. .V(.V-1)(IV—2)(.V—3) .!

— ^ s (.X-r)(!V—r—I) .... (iV-r-q 4-2 )1-
^ 1 l. IV (IV —1) . . . . (IV —<z-)-2)3

4- s (di---)s^-r-l) .... (.'V-.-cj4-1. 1'
l. IV (IV —1) . . . . (IV—^4-1) ck

Setzt man in diesem ganz allgemeinen Ausdrucke y — iV,

so erhält man leicht die weniger allgemeine Auflösung Euler's,

die im vorigen §. dargestellt worden ist.

Im zweiten Beispiele des vorigen §. war H —3t), r —24,

i —3; also muß auch cz —3t) gesetzt werden; hiermit folgt nach
dem Ausdruck von Laplace:

W 4. ^ 2^ 5
"z — » 52^ 29- 29'.7'^29'.7'.3'

2 1

" 29'.?'.3'.13' ^ 29'. 7'. 27'. 13'.3'

d. h.

Wz 2- 1.M00000 — 0.2400000 4- 0.0178233 — 0.0004853

4- 0.0000045 — 0.0000000 4- .... — 0.7773480,

also um beinahe t).t)t)8 größer als das im vorigen §. erhaltene
Resultat.

II. Bon der Lotterie.

§. 22. Die meisten Lotterien bestehen darin, daß aus einem

Glücksrade, in das iX Nummern (1 bis Si) gethan worden sind,

anfangs n, Nummern gezogen werden, und hierzu aus einem
zweiten Glücksrade, in welches verschiedene Gewinne gethan

worden sind, diese Gewinne gleichzeitig gezogen werden. Hier¬

auf werden von den R — übrig gebliebenen Nummern auf's

5) Doch immer vorausgesetzt i > (IV: k),
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Neue v» Nummern gezogen, wozu gleichzeitig aus dem zweiten
Glücksräde, in das Gewinne gethan worden, diese i>2 Ge¬

winne gezogen werden," Nun sind noch iX —n, — riz Nummern

übrig, von denen wieder iiz Nummern mit vz Gewinnen gezo¬

gen werden u. s. w. Eine' jede solche Ziehung pflegt man eine
Klasse zu nennen. Bei der letzten Klasse (Ziehung), welche
die uite sein mag, werden von den letzten übrig gebliebenen

-U;-U2 —Nz— . . . — Nummern nur eine gewisse

Anzahl — ill gezogen, denen aus dem zweiten Glücksrade Ge¬

winne zufallen; so daß die liegen gebliebenen 1^ —
— .... — »ui-r —^ Nummern nun bloß sogenannte Nie¬

ten erhalten.

Bei einer solchen Lotterie geschieht die Einzahlung bei m Klas¬

sen in Mal und zwar dergestalt, daß beim Anfang der Ziehung

erster, zweiter, dritter, u. s w>, vorletzter und letzter Klasse von
yi, lX — n, , N—n, — vz, . !»— n, —»2 — - - >

— Nz—". - - "N.n-2 Nummern,

welches die nach der Am, ersten, 2ten, . . . (m—2)ten und

(m — 1)ten Ziehung noch übrigen Loose (so heißt nämlich jede
Nummer der Lotterie) sind, der Einsatz entrichtet werden muß,

was man von der zweiten Klasse an das Renovircn der Loose

zu nennen pflegt. Was die Gewinne betrifft, so steigen sie von

Klasse zu Klasse, und in der letzten Klasse wird der höchste Ge¬
winn, bekanntlich das große Loos genannt, welches für die

Spieler das eigentliche Lockmittel, in die Lotterie zu setzen, ab-

giebt, indem jeder der Spieler hofft, es zu erhalten so glücklich

zu sein. Es versteht sich übrigens von selbst, daß sämmtliche
nach und nach zu leistenden Einzahlungen in ihrem Totalbetrage

gleich sein müssen der Summe aller Gewinne, und daß, je grö¬
ßer die Gewinne in der letzten Klasse ausfallen sollen, von den
für die letzte Klasse übrig gebliebenen Loosen desto mehr derselben
Nieten erhalten müssen.

§. 23. Um das Vorhergehende noch mehr zu erläutern, wol¬

len wir als ein Beispiel die königl. sächs. Landcslottcrie zu Leip¬

zig und deren Plan durchgehen. Sie besteht (jetzt, im Jahre 1838)
aus 34999 Loosen und 17999 in 5 Klassen vertheilten Gewinnen.

In jeder Klasse werden nur so viele Nummern gezogen, als plan¬

mäßig Gewinne vorhanden sind, und die nach Ziehung der plan¬
mäßigen 11999 Gewinne der 5tcn Klasse aus dem Nummerrade
nicht gezogenen Loose sind Nieten.

Die Einlage beträgt auf ein ganzes Loos in jeder Klasse

8 Thaler, also überhaupt 49 Thalcr preuß. Courant. Hier¬
bei werden von den gezogenen Gewinnen unter 1999 Thaler Zehn

vom Hundert und von Gewinnen von 1999 Thaler und darüber

Zwölf und ein Halb vom Hundert abgezogen: die Collecteurs

erhalten überdicß von jedem Gewinnthaler 9 Pfennige. Die
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ganze Einrichtung der Lotterie wird man nun am besten aus
dem hier stehenden Plane ersehen können.

P l a »
zur 44ten Königl. Sächsischen Landes - Lotterie in Leipzig.

Erste Klasse
5 8 Thaler Einlage.

Gew,

1 520M

I - MW
5 - 400
8 - 200

35- 100
50- 40

400- 30

Thalcr.

2000
1W6
2000
1600
3500
2000
3000

4300 20 26000

4500 Äsiy.hclr.Tlz!i .44 100

Dritte Klasse
n 8 Thalcr Einlage.

Gew. Thaler.

10 4000 4000
1 . 2000 2000
2- 1000 2000
6- 400 2400

10- 200 2000
50- 100 5000

430- 60 7300
4300 - 40 52000

4500 tNcw.l'elr.THIr.77200

Zweite Klasse
5 8 Thaler Einlage.

Fünfte Klasse
8 Thlr. Einlage.

Gew.

1 ü 0000
1 - 1000
5 - 400
8- 200

35- 100
50-

400 -
1300-

Thalcr/ Gew.

3000

1000
2000
4600
3500

50 2500
40 4000
30 39000

Thalcr.

4500Stw. b«r ,THIr.56600

Vierte Klaffe
n 3 Thalcr Einlage.

Gew.

1 -r 0000

1 . 2000

2 - 1000
6 - 400

40 - 200
60 - 100

420 - 60
1300 - 50

Thalcr.

0000

20002000
2400
2000
6000
7200

65000

1 !4 100000 100000

1 - 50000 50000

1 - 30000 30000

1 - 20000 20000

2- 10000 20000

4- 5000 20000

10^ 2000 20000

60 - 1000 60000

100 - 400 40000

150 - 200 30000

1000 - 100 100000

9670- 50 48350«

1599 Gew. betr. Thlr. 91699 11999 Gew. betr. Thlr. 973590

Einnahme. Ausgabe.
34000 Loose 53^ Ister Kl. betr. 272000 ^ 1500 Gewinne Ister Kl. betr. 41100 ^

32500 - - 8 - 2ter - - 260000 - 4500 2ter - - 56600 -

34000 - - 8 - 3ter - - 248000 - 4500 3tcr - - 77200 -

29500 - - 8 - 4ter - . 236000 - 4500 4ter - - 91600 -

28000 - - 8 - 5ter - . 224000 - 1100Y 5ter - - 973500 -

8ummn 124000g 17000 Gewinne betragen.. ..1240000

§.24. Um nun beurtheilen zu können, ob dieser Plan für

hfe in dieser Lotterie spielenden Personen überhaupt mehr Hoff,
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aung gewährt, gewinnen zu können, gleichviel ob weniger oder
mehr, als eine andere Lotterie oder selbst das Lotto, d. h. ob
überhaupt der vorliegende Plan in moralischer und arithmetischer

Hinsicht Anspruch auf Annehmbarkeit von Seiten der Spielen¬
den sowohl, als auch darauf machen dürfe, daß er die Conccs-

sionsgewährung von Seiten des Staates wirklich verdiene; dür¬
fen wir nur mehrere der wichtigsten Fälle besonders durchgehen.

25. 1) Die Wahrscheinlichkeiten, in dieser Lotterie zu ge¬

winnen und zu verlieren, sind einander völlig gleich; denn be¬

zeichnet man diese Wahrscheinlichkeiten respective durch und

so hat man
170M 17000

Vg : '

d. h.

"g - "v — 1:1,

also ^ ^ ^.

2) In der ersten Klasse ist die Wahrscheinlichkeit heraus¬

zukommen, also jetzt schon zu gewinnen:

1500 ^ 3
^ 34000 63 '

mithin die Wahrscheinlichkeit in der ersten Klasse noch nicht

zu gewinnen, sondern das Loos zum ersten Mal renoviren zu
müssen:

^ 32500 ^ 65
"" 34000 siZ" '

also

"'st! — 3 I 65; d .h.

die Befürchtung, in der ersten Klasse nicht herauszukommen, ist

^ — 21.6666... Mal größer als die Hoffnung, in der ersten

Klasse bereits zu gewinnen.

3) In der zweiten Klasse ist

1509 3

"k— Z2500 ^ 65

„ 31000 62

„ " " " 32500 65 '
also

- "n — 3 - 62, d. h.

die Befürchtung, in der zweiten Klasse nicht herauszukommen

ist ^ — 26.6666. .. Mal größer als die Hoffnung, in der

zweiten Klasse schon einen Gewinn zu erhalten.
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4) In der dritten Klasse ist
— „ 3
— ziggg 82

29500 59
^ 31000 ^ 62 '

also - "n — 3 : 59, d. h.
die Befürchtung, in der dritten Klasse noch nicht herauszukom¬
men, ist — 19.6666... Mal größer als die Hoffnung, in
dieser Klasse bereits zu gewinnen.

5) In der vierten Klasse ist
^ 4500 ^ z

"u " 29500 ^ 59
28000 56

"" " 29500 59 '

n'z. : — 3 - 5«-!. d. h.
die Befürchtung, auch in der vierten Klasse noch nicht heraus¬
zukommen, ist — 18.6666... Mal größer als die Hoff¬
nung, in dieser Klasse einen Gewinn zu bekommen.

6) Zn der fünften Klasse ist
11000 11

" — 28000 28
^ 17000 ^ 17
" 28000 — 28 '

also - .v„ --11-17, d. h.
die Befürchtung,sogar in der fünften Klasse durchzufallen, d.h.
eine Niete zu erhalten, ist 1.5454... Mal größer als
die Hoffnung, wenigstens in der letzten Klasse einen Gewinn zu
erhalten.

§. 26. 7) In der ersten Klasse ist die Probabilitat t Tha¬
ler zu gewinnen, sobald m t Thalergewinne in dieser Klasse vor¬
handen sind,

in 3 3 in in
" l — 1500 ' W ^ 102000 34000 '

in der zweiten Klasse
IN 3 3 NI NI

"t " 1500 ' ßz — 97580 " 32500 '
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in der dritten Klasse

—
IN

1500

in der vierten Klasse
IN

Isöö"

3
62

3
59

3 in
93000

3 in
88500

ni

IN
29500'

und in der fünften Klasse
v. — NI

novo
1t
28

m
28000 '

So sind z. B. für den Gewinn von 1000 Thlr., da t ----
1W0, und für die 5 Klassen ur respective — 1, 1, 2, 2, 60 ist,
die respectivcnProbabilitäten

1
34000

1
34000

1 1
325000 32500

2 1
31000 15500

2 1
29500 14750

60 3
28000 1400

— 0.00003.

— 0.00003.

— 0.00008.

— 0.00006

— 0.00214.

Für den Gewinn von 100 Thlr., da t —100, und für die
5 Klassen m respective — 35, 35, 50, 60, 1000 ist, sind die re¬
spectivcn Probabilitäten

35
34000

35
32500

50
31000
60

29500
1000
23000

7

6800

7
6500
1

620

62950
1
23

0.001029.

^ 0.001076.

— 0.001615.

— 0.002033.

0.035714

§. 27. Man sieht aus diesen berechneten Beispielen, daß das
Spielen m dieser sächsischen Landeslotterie ein ziemlich gewagtes
genannt werden muß, welche Behauptung auch durch einen ein¬
zigen Blick auf die im Plane stehenden Gewinne, hinsichtlich



ihrer Anzahl und Große, bestätigt wird. Denn erstlich verlieren
in dieser Lotterie überhaupt eben so viele Nummern als gewinnen,
und zweitens sind in der letzten Klasse einige zu große Gewinne,
die zum Spielen recht locken sollen, während eine vernünftigere
und gerechtereLockung einzig und allein darin bestehen sollte,
etwas mehr Nummern zu Gewinnen als zu Nieten zu bestim¬
men, und überdieß aus den ersten zwei oder drei grüßten Ge¬
winnen der fünften Klasse eine größere Anzahl nicht so bedeu-.
tendcr Gewinne zu formiren. Das Spielen in einer solchen
Lotterie würde, weil mehr Hoffnung zum Gewinnen sich dar¬
böte, alsdann weniger gefahrvoll sein; denn es ist immer
besser, größere Hoffnung zu haben, daß man öfter
einen maßigen Gewinn erhalten werde, als eine
nur sehr geringe Hoffnung hegen zu können, daß
man einmal einen ungewöhnlich großen Gewinn
erhalten werde.

Auch ist es leicht begreiflicherWeise eine in ihren Folgen
nicht unbedeutende Ungerechtigkeit, welche die Spielenden auf
ihre Gefahr hin zu erdulden haben, daß, nach §. I. der allge¬
meinen Bestimmungen für die sächsische Landcslotteric, die nach
Ziehung der planmäßigen 14M9 Gewinne der fünften Klasse
aus dem Nummcrrade nicht gezogenen 17<1W Loose als Nieten
betrachtet werden, was wahrscheinlich nur aus Rücksicht auf die
Bequemlichkeitdes Ziehungsgcschäftsgeschieht, wahrend sämmt-
liche 28t)W Nummern der fünften Klasse, sowohl die Gewinne
als die Nieten, wirklich gezogen werden sollten, um die gehö¬
rige Durch- und Aufeinanderfolge der Gewinne und Nieten
gleichzeitig, und hierdurch auch eine gerechtere Vertheilung, zum
gleichen Nor - und Nachtheilealler Spielenden zu bewirken.

§. 28. Der nun folgende Plan einer von mir entworfenen
Lotterie soll nur andeuten, wie, gemäß dem, was im vorigen
§. gesagt worden ist, eine Lotterie eingerichtet werden könnte, wo
mehr Gewinne als Nieten vorhanden, und wo zwar die Ge¬
winne nicht die Höhe der sächsischenLandeslottcrie erreichen, da¬
für aber in der letzten Klasse mehr verhaltnißmäßig große Ge¬
winne als in der fünften Klasse der mchrerwahnten Lotterie vor¬
kommen. Wie man aus dem von uns mitgethcilten Plane er¬
sieht, kostet ein ganzes Loos dieser Lotterie 3l) Thaler, nämlich
in jeder der vier ersten Klassen 5 und in der letzten 1<) Thaler;
unter den sämmtlichenAIMO Loosen gewinnen 20W mehr als
verlieren, indem nämlich nur 14W<) Nieten angenommen worden
sind. Es ist mithin die Hoffnung, in dieser Lotterie zu gewin¬
nen, H —1.142857. . . Mal größer, als die Furcht zu verlieren.
Auch sind die Probabilitäten, t Thaler zu gewinnen, sobald ur
t Thaiergewinne in irgend einer gewissen Klasse sich befinden,
meistens größer als in derselben Klasse der sachs. Landeslotteric.
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Erste Klasse
5 5 Thlr. Einlage-

Dritte Klasse
n 5 Thlr Einlage.

Gew. Thaler. Gew. Thalcr.

1 n 1000 1000 1 -r 3000 3000

1 - 000 000 1 - 2000 2000
3 - 300 90 0 3 - 1000 3000
5- 100 500 5 - 800 4000

20 - S0 1000 20 - 650 13000
30 - 40 1200 30 - 500 15000
40 - 35 1400 40 - 250 10000
50 - 30 1500 50 - 100 5000

100 - 25 2500 100 - 50 5000
250 - 20 5000 250 - 40 1000 .0
500 - 13 6000 500 - 30 15000

1000 - S 8000 1000 - 20 20000

2000 Gero. hclr.Thlr. 29600 2000 G-w.d-er.THI .105000

Zweite Klasse Vierte Klasse

le 5 Thlr. Einlage. 5 5 Thlr. Einlage.

Gew. Thaler. Gew. Thalcr.

1 n 2090 2000 1 n 4000 4000

I. 1600 1000 1 - 8000 8000
3 - 1300 3900 3 - 2000 6000
5 - 1000 5000 5 - 1000 5000

20 - 500 10000 20 - 750 15000
30 - 100 3000 30 - 500 15000
40 - 60 2400 40 - 300 12000
50 - 40 2000 50 - 100 5000

100 - 30 3000 100 - 60 6000
250 - 25 6250 250 - 50 12500
500 - 20 10000 500 - 40 20000

1000 - 15 15000 1000 - 30 30000

2000 Gew. betr. Thl e. 64150 2000 Gew.betr.Thlr. 133500

Fünfte Klasse
n 1<Z Thlr. Einlage.

Gewinne. Thaler.

1 n 24000 24000

1 - 16000 16000

1 - 12000 12000

1 - 10000 10000

2 - 5200 10400

4 - 2000 8000

10 - 1000 10000

40 - 100 4000

65 - 90 5850

125 - 80 10000

250 - 70 17500

500 - 60 30000

1000 - 50 50000

2000 - 40 80000

4000 - 35 14000»

8000 Gew. belr, Thlr. 427750

Einnahme. Ausgabe.

30000 Loose n 5 Ister Kl. betr. 150060 4? 2000 Gew. Ister Kl. betr. 29600
28000 - - 5 - 2ter - - 140000 - II5588 64150 -
26000 - - 5 - Ztcr - - 130000 - 2000 - 3ter - 105000 -
24000 - - 5 - 4tcr - - 120000 - 2000 - 4ter - 133500 -
22000 - - 10 - 5ter - - 220000 - 8000 - 5tcr - 427750 -

8unnns... . 760000 4- 16000 Gewinne betragen... >
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Denn man hat

für die Iste Klasse ^ — 2000 30 " 'Z00M'

für die 2te Klasse ^ — 2<zgg ' 28 23000/

für die 3te Klasse ^ — 2ggg ' ^ " 26000 '

für die 4te Klasse ^ ^ 24000

für die 5te Klasse

So sind z.B. für den Gewinn von 1000 Thlr., da t —1000,

und für die 3 Klassen w respective — 1, 5, 3, 5, Iv ist, die re-

spectiven Probabilitäten

^ — 0.0003
1 1

30000 30000

5 1

28000 5600

3 3

26000 26000

5 1

24000 4800

10 1

22000 2200

— 0.00017

0.00011

— 0.00020

0.00045.

§. 29. Zum Beschluß dieses Capitels wollen wir mehrere
beim Lotto angeführte Falle auf die sachsische Landeslotterie an¬
wenden.

») Man nimmt vor Anfang dieser Lotterie s Loose? man will
die Probabilitat wissen, daß von diesen s Loosen gewiß t Num¬
mern bei der Ziehung der ersten Klasse herauskommen werden.

Es ist, da — 34090 und r 1500, nach 7)

(34000-8).. .(32501—8 4-1). 8.. .(8—14-1)1500.. .(1501—t)
1.2.3.. .1.34000.33909.33098 32501 '

für die zweite Klasse, da N — 32500 und r —1501,

^ (32500-s).. .(31001 -84 -1).. .(8 -14-1)1500.. .(1501-1)
" — 1 .2. 3...1.32500.32493.32493 31001 '

für die dritte Klasse, da bi — 31000 und r —1500,

(ZUX>0—8).. .(29501-8 4-1)8.. .(8-14-1)1500... .(1501-1)
" ^ 1.2.3...1.31000.30999.3099s.....29501
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für die vierte Klasse, da ^29500 und i — I5M),

(29500—?>)...(2^8001-84-t)s.. .(«- 1 -I-1)15M.. .( 1501—t)
" 1.2.3...t.29500.29499 l 29496 28001 '

und für die fünfte Klasse, wo N —28000, r11000,

(28000—ü) (17001-84-1 )8.. .( 8-14-1)110 00.. .( 11001—t)
" — 1.2.3 ... 1.28000.27999 . 27998 17001

F. 30. d) Sotten s bestimmte Loose in dieser Lotterie her¬
auskommen, so ist nach 24) die Probabilitat

bei der ersten Klasse

^ 1500 . 1499 . 1498 ( 1501 —8)
^ 34000 . 33999 . 33998 (34001—«) '

bei der zweiten Klasse

1500 . 1499 . 149S ( 1501 —s)

32500 . 32499^732498.... (32501-s) '

bei der dritten Klasse

1500 . 1499 . 1498 ( 1501-s)

«31000 . 30999 . 30998 (31001 —8) '

bei der vierten Klasse

1500 . 1499 . 1493 (1501 -8)

^ 29500 . 29499 . 29498 ^29501 -8)

und bei der fünften Klasse

^ II«« . 10999 . 10998 (11001 -8)

» 28000 . 27999 . 27998 ( 28001 -8)''

§. 34. v) Eine Gesellschaft von 10 Personen will in der
Lotterie unter der Bedingung spielen, daß jede Person eine
Nummer so nehmen soll, daß jämmrliche 10 Loose verschieden
sind. Sie will nun die Wahrscheinlichkeit wissen, daß von die¬
sen 10 besetzten Nummern in der ersten Klasse gewiß vier her¬
auskommen, um dann den auf diese vier fallenden Gewinne zu
gleichen Theilen unter die 10 Theilnehmer, der getroffenen Ue-
bereinkunft gemäß, vertheilen zu können.

Man hat, da 10, t — 4 ist, nach §. 29. a)
33990 32495.10.9.8.7.1500 1497

" — 1.2.3.4.34000.33999.33998 .'32501 '

für die zweite Klasse
32490 30995.10.9.8.7.1500.... 1497

" 1.2.3.4.32500.32499.32498 31001 '
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für die dritte Klasse
30990.. 29495.10.9.8,7.1500 1497

,.29501 '" — 1.2.3.4.51000.30999.30998.,

für die vierte Klasse
29490... .27995.10.9.8.7.1500 1497

" — 1.2.3.4.29500.29499.29493 28001

und für die fünfte Klasse
27990....16995.10.9.8.7.11000...10997

1.2.3.4.28000.27999.27998 17001 '

oder, wenn man im Zähler und Nenner dieser 5 Brüche du
gleichen Factoren aushebt, kürzer

für die erste Klasse
32500...32495.210.1500...1497

" ^ 34000 33991 '

für die zweite Klasse
31000...30995.210.1500...1497

' — 32500 32491 '

für die dritte Klasse
29500...29495.210.1500...1497

31000 30991 '

für die vierte Klasse
28000...27995.210.1500....1497

— 29500 29491

und für die fünfte Klasse
17000... .16995.210.11000.. .10998

8. 32. 6) Sollen die (f. 8- 31. o) vier herauskommenden
Nummern vier bestimmte sein, so hat man, da s----4, nach
8- 30. b)

bei der ersten Klasse
— 1500... 1497

» 34000...33997

bei der zweiten Klasse
^ — 1500.. ^

4 32500... 32497 '

bei der dritten Klasse
>v. -

31000. ..30997
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bei der vierten Klaffe
__ 1500... 1497

» " 29500....29497 '

und bei der fünften Klasse
11000 10997

» ^ 2S000 27997 '
Ware aber s — I, d. h. wollte man die Probabilität erfah¬

ren, daß nur eine bestimmte Nummer herauskommen werde;
so würde diese Probabilität sein:

in der ersten Klasse
- 1500 ^ 3

l . 34000 — 68 '
in der zweiten Klasse

... „ 1500 3
> " 32500 " 65 '

in der dritten Klasse
... „ 1500 3
" l 31000 62 '

in der vierten Klasse
.V - 120» ^ ^t 29500 " 59

und in der fünften Klasse
„ 41000 ^ 11

1 28000. ^ 28 '

welche Werthe mit denen in 8» 25. 2), 3), 4), 5) und 6) für
rv,. gefundenen identisch sind, wie es auch in der That der Fall
sein muß.

Es würde nun (nach §> 2V. S. 15)
1 / 65 62 59 56 17 > „ < 66.17 ^ „

V 68 ' 65 ' 62 ' 59 ' 23/ — 68.23 "
die Probabilität sein, daß eine bestimmte Nummer in dieser Lot¬
terie nicht ganz durchfallen, sondern daß sie wenigstens in der
ersten, vielleicht auch in der zweiten erst, vielleicht auch gar erst
in der dritten oder vierten Klasse herauskommen, oder, wenn
selbst dieß noch nicht geschehen ist, wenigstens in der letzten Klasse
mit einem Gewinne erscheinen werde, welche Probabilität H also,
da in der ganzen Lotterie die Halste aller Nummern gewinnt, wirk¬
lich richtig ist.
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A o » der Stimmenmehrheit.

§, 33. Bekanntlich werden fast in allen Versammlungen
oder Gesellschaften die meisten Fragen, Vorschläge, Wahlen u. s. w.

der Ansicht zufolge, daß die Majorität («Stimmenmehrheit)

fast immer die eigentliche Meinung der ganzen Ver¬

sammlung zu erkennen gebe, durch die Majorität entschie¬
den. Es giebt nämlich jedes stimmberechtigte Mitglied auf ir¬

gend eine Art, z. B. mittelst Stimmzettel oder weißen und
schwarzen Kugeln, sein Ja oder Nein in Bezug auf eine vor¬

gelegte Frage stillschweigend ab; hierauf werden die Mengen der
bejahenden und verneinenden Stimmen gezählt, wo alsdann die

größere von diesen beiden Mengen, d. h, also die Majorität
entscheidet. Oesters wird auch durch Namensaufruf abge¬
stimmt. Soll nun aber hierbei von einem gewissen Wcrthe und

von einer genügenden Sicherheit der, durch ein solches gewöhn-

Die Wahrscheinlichkeit, daß eine Person entweder >W oder

MW Thaler in der sächsischen Landeslotterie gewinnen werde, ist

nach M) §. 12. S. M:

bei der Ziehung der ersten Klasse
35 1 ^ M 9
34M0 " 34000 8500 " ' ''

bei der Ziehung der zweiten Klasse
35-4-1 ^ 36 9
34000 " 34000 — 8500 ^ '

bei der Ziehung der dritten Klasse

M4-2 „ 52 ^ 13 „ggg.g
31000 ^ 31000 " 7750 " '

bei der Ziehung der vierten Klasse

60 4-2 ^ ^ ^ ^ ^29500 "" 29500 14750 " ' ^ '

und bei der Ziehung der fünften Klasse

1000 4-60^ 1060 ^ 53 ^, ..„q
28000 " 28000 " 1400 ^ '

woraus die wachsende Hoffnung dieser Person bei Ziehung jeder

folgenden Klaffe hervorgehet.

66 Zweiter Theil. Erster Abschnitt. Viertes Capitel.
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lichcs Verfahren bewerkstelligten, Entscheidungen,auf welche nebst
ihren Folgen doch offenbar Alles ankommt, die Rede sein ; so
hat man zu berücksichtigen,daß der Werth und die Sicher¬
heit einer Entscheidung natürlich sich nach dem Wcrthe und der
Sicherheit der Majorität richten. Letztere hängen aber nicht etwa
von der absoluten Große der Stimmenmehrheit allein ab, son¬
dern werden hauptsächlich bedingt: I) durch das Verhältniß
der Minorität (Stimmenminderheit) zur Majorität und
2) durch die genaue Kenntniß der Einsicht und Un¬
parteilichkeit jeder stimmberechtigten Person.

H. 34. Das Verhältniß der Minorität zur Majorität wird
gewöhnlich nur sehr unvollständig berücksichtigt,indem man die
Stimmenmehrheit, sollte sie auch bisweilen bloß um eine Stim¬
me größer als die Minorität sein, stets als cntscheidungsfahig
gelten läßt, ausgenommen den Fall, wo die Mengen der beja¬
henden und verneinenden Stimmen gleich groß sind, in welchem
Falle, weil er des offenbaren Zweifels wegen keine Entscheidung
zuläßt, entweder die Abstimmungnoch einmal vorgenommen,
oder nach den, für diesen Fall in den Statuten der Gesellschaft
vorgeschriebenen, Regeln verfahren wird. Ucbrigcns wird gewöhn¬
lich hierbei kein Unterschied zwischen einer größern und geringem
Majorität gemacht, was offenbar falsch ist. Denn wenn von
n-s-1 Votircnden die Majorität 4 n-j-t, die Minoritäten
ist; so ist (nacb S. 4 Z. 8.) die Wahrscheinlichkeit, daß die
Meinung eines jeden dieser Stimmenden, alle gleich vorurtheils-
frei angenommen,die wahre sei, offenbar sehr nahe gleich 4,
d. h. nahe gleich der Probabilität des Gegentheils, daß nämlich
seine Meinung nicht die wahre sei. Sind sie aber alle derselben
Meinung, d.d. ist die Majorität— n-s-s, die Minorität—st, so
ist jene Probabilität jedes einzelnen Votirendcnsehr nahe gleich
der Einheit, d. h. der Gewißheit. Außer diesen beiden äußersten
Grenzen kann mithin nur die Größe des Verhältnisses der Mi¬
norität zur Majorität entscheiden, welches Verhältniß von ^ bis
1 wachsen kann.

§. 35. In dieser Hinsicht setzt nun freilich manche Gesell¬
schaft fest, daß bei nur unbedeutender Majorität eine Entschei¬
dung durch Stimmenmehrheit noch gelte, sobald letztere wenig¬
stens um eine, zwei, drei Stimmen u. s. w. größer als die
Minorität sei, d. h. mit andern Worten, wenn die Versamm¬
lung einen gewissen arithmetischen Unterschiedzwischen der Mi¬
norität und Majorität als diejenige Grenze festsetzt, bei welcher
die Stimmenmehrheitnoch als entscheidend angesehen werden
und mithin alle Fälle, wo gedachter Unterschied kleiner ausfällt,
davon ausgeschlossen bleiben sollen. Sei z. B. 2 diese Grenze,
so wird man haben bei einer Gesellschaft
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von 4 Personen„ 6
„ 8

10

,> 26

„ 50

„100

??

5?
Z?

?)

)?

5?

Majorität. Minorität. Verhältniß.

3 1 1 : 3,00

4 2 1 : 2,00

5 3 1 : 1.67

6 4 1 : I 50

14 12 1 : I 17

26 24 1 : 1 08

51 49 1 : 1.04 .

§. 36. Dieses Schema zeigt indcß deutlich, daß für einen
und'denselben Unterschied zwischen beiderlei Stimmen, deren Ver¬

hältnis; bei zunehmender Anzahl der Stimmenden sich überhaupt
immer mehr der Einheit nähert, die Em"'cidungcn selbst desto

unsicherer ausfallen müssen, je stärker dU Gesellschaft wird.

Dasselbe wird der Fall sein, wenn statt 2 eine größere Zahl

als Unterschied zwischen Minorität und Majorität festgesetzt wäre;

z. B. ist 3 diese Grenze, so wird man haben bei einer Gesell¬
schaft

Majorität. Minorität. Verhältniß.

von 5 Personen 4 1 1 : 4,00

„ 9 -z 6 3 1 : 2,00

' „ 15 9 6 1 : 1.50

?z 85 z. 44 41 1 : 1.07,

folglich wieder die vorhin erwähnte Annäherung des Verhält¬
nisses zur Gleichheit. So lange also dieser arithmetische Unter¬
schied derselbe bleibt, desto geringer wird dann der Werth und

die Sicherheit der Majorität, je zahlreicher die Gesellschaft wird.

Es muß daher jede Versammlung, die einen arithmetischen

Unterschied zwischen beiderlei Stimmen als Grenze festsetzen will,

eine möglichst kleinste sein, will sie anders werthvolle und sichere

Entscheidungen mittelst Majorität erhalten.

§. 37. Da jedoch eine kleinere Versammlung für die von

ihr zu vertretenden Interessen natürlich weniger Garantie als
eine größere Corporation gewähren kann; so wird deshalb und

dem Obigen zufolge statt des arithmetischen Unterschiedes immer

ein gewisses geometrisches Verhältniß der Minorität zur Majori¬
tät als Grenze anzunehmen sein, d. h. jede Gesellschaft muß
festsetzen, daß bei nur unbedeutender Stimmenmehrheit eine Ent¬

scheidung durch die Majorität noch gelten solle, sobald letztere

wenigstens zwei, drei, vier Mal, u. s. w. so groß als die
Minorität sei. Sei z. B. als kleinste noch geltende Stimmen¬

mehrheit diejenige, welche 2 Mal größer als die Minorität ist;

so wird man baben bei einer Gesellschaft



Stimmenmehrheit. 69

Maj. Min. Differenz.

von 3 Personen 2 1 2
4 2 2

„12 „ 8 4 4
„ 24 „ 16 8 8
„ 4>i „ 39 15 15
„99 „ 69 39 39.

8- 33. Dieses Schema nun zeigt offenbar, daß für ein
und dasselbe geometrische Verhältniß zwischen bei¬
de r l e i S t i m m e n, deren Unterschied bei zunehmender
Anzahl der Stimmenden überhaupt immer größer
wird, die Entscheidungen desto sicherer ausfallen
müssen, je starker die Gesellschaft wird.

Dasselbe wird der Fall sein, wenn die Majorität statt we¬
nigstens 2 Mal wenigstens 3 Mal größer als die Minori¬
tät sein soll; denn dann wird man z. B. haben bei einer Ver¬
sammlung

Maj. Min. Unterschied.

von 4 Personen 3 1 2
?, 12 ,, 9 3 6
„ 24 „ 18 6 12
„164 „ 123 41 82,

folglich wieder das vorhin erwähnte Größcrwerden des Unter¬
schiedes zwischen Minorität und Majorität. So lange also die¬
ses geometrische Vcrhältniß stets dasselbe bleibt, desto größer wird
der Werth und die Sicherheit der Majorität, je zahlreicher die
Gesellschaft wird.

§. 39. Wir ersehen nun hieraus, daß es also, um den durch
Stimmenmehrheit zu bewerkstelligenden Entscheidungenso viel als
möglich Werth und Sicherheit zu verschaffen, sehr unstatthaft
ist, jede nach dem bisher gewöhnlichen Abstimmungsverfah¬
ren gefundene Majorität als entscheidungsfähiganzusehen, oder
einen gewissen Unterschied derselben von der Minorität als diejenige
Grenze anzunehmen, wo die nicht sehr groß gefundene Majorität
noch als cntscheidungsfahig gelten soll; sondern: daß vielmehr
zu dieser Grenze ein bestimmtes geometrisches Ver-e
hältniß der Minorität zur Majorität für eine Ge¬
sellschaft von einer bestimmten Anzahl Mitglieder
angenommen werde.

§. 49. Die zweite Bedingung, von welcher der Werth und
die Sicherheit der Stimmenmehrheit abhängt, ist die genaue
Kenntniß der Einsicht und Unparteilichkeit jeder stimmberechtig¬
ten Person. Diese Bedingung ist jedoch weit schwerer als die
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erste zu erfüllen, da eine solche genaue Kenntniß meistens kaum
zu erlangen, und folglich auch nur sehr schwer in Rechnung zu
nehmen sein wird. Denn wie könnte wohl die Beschaffenheit
oder der Grad der Einsicht und Unparteilichkeiteines jeden Vo-
tirenden durch Zahlen völlig genau dargestellt werden, und was
müßte die Einheit oder das Maaß hierzu sein?

§. 41. Es giebt indeß einige auf die Erfahrung gegründete,
von der Wahrscheinlichkeitsrechnung bestätigte Sätze, die zu einer
wenigstens indirecten Beseitigung des nachtheiligen Einflusses
dienen werden, den ein größerer oder geringerer Mangel an
Kenntniß der Einsicht und Unparteilichkeitder Stimmenden auf
den Werth und die Sicherheit der Majorität und der Entschei¬
dung ausüben kann. Diese Sätze sind nun zwar ganz allge¬
mein, jedoch wird ihre möglichste Berücksichtigungbei der Wahl
der Personen, aus denen die Gesellschaftgebildet werden soll,
den möglichstbesten Erfolg hinsichtlich der Abstimmungen und
Entscheidungengewähren. Einige solcher allgemeinen Sätze sind
folgende: 1) Jedes Mitglied muß sittliche und Schulbildung ge¬
nossen haben; 2) richtig zu denken vermögen; 3) möglichst ge¬
nau mit dem Gegenstände, um den es sich eben handelt und
über welchen abgestimmt werden soll, bekannt sein; 4) von all¬
gemein herrschenden Vorurtheilen seiner Zeit nicht eingenommen
sein; 5) ohne alle Leidenschaft und Parteilichkeit, bloß die Wich¬
tigkeit der zu entscheidenden Frage im Auge behaltend, nach sei¬
ner wahrhaften innern Ueberzeugungseine Stimme abgeben; doch
vorausgesetzt, daß diese Ueberzeugung nicht gleich auf die erste
Ansicht der Sache gefolgt sei, da dieselbe gar oft trügt, und
mithin die Wahrheit nicht stets zugleich auch wahrscheinlich ist;
6) muß auch die Gesellschaft aus desto mehr Personen zusam¬
mengesetzt werden, je größer dasjenige ist, welches durch die Ge¬
sellschaft rcpräsentirt oder vertreten werden soll.

§. 42. Sind daher bei Constituirung einer gewissen Ver¬
sammlung diese allgemeinen Sätze nicht unberücksichtigt gelassen
worden, und wird nach jeder erfolgten Abstimmung, welche eine
nur geringe Majorität herausgestellt hat, deren Verhältniß zur
Minorität mit dem, von der Versammlung ein für alle Mal fest¬
gesetzten, geometrischen Verhältnisse vor der sich nach der Stim¬
menmehrheit richtenden Entscheidung erst gehörig verglichen; —
so werden dadurch, vorausgesetzt, daß die Gesellschaft je¬
derzeit vollzählig sei ^), die Anfangs erwähnten Hauptbe¬
dingungen gewiß erfüllt, die sich ergebenden Majoritäten folglich
und die nach diesen vorzunehmenden Beschlüsse der Versamm-

5) Es ist aus leicht aufzufindenden Gründen unerläßlich, daß, wenn
einige Mitglieder zu erscheinen behindert sind, dann deren Stellvertreter
einberufen werden.
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lung möglichsten Werth und möglichste Sicherheit er¬

langen, die Abstimmung möge übrigens auf irgend eine Art,
welche sie sei, vorgenommen worden sein.

§. 43. -Wir wollen zum Beschlüsse zwei von dem gewöhn¬
lichen Verfahren etwas abweichende Abstimmungsmethoden, die

nicht viel umständlicher und zeitraubender, wohl aber genauer

und sicherer als jenes sind, mittheilen und durch Beispiele erläu¬
tern. Sie sind jedoch nur da anwendbar, wo bloß durch Ja
und Nein entschieden werden soll.

Erste Methode. Es kann jede's stimmberechtigte Person

einen Stimmzettel so angeben, daß sie auf ihm, wenn I die

Bejahung und lV die Verneinung bezeichnet, s oben und N un¬
ten, sobald sie mit Ja, N aber oben und I unten setzt, sobald

sie mit Nein stimmen will. Man legt dann die sämmtlichen ein¬
gegangenen Stimmzettel neben einander, giebt dem obern Buch¬
staben den Werth 2, dem untern den Werth 1, und addirt hier¬
auf alle Werthe von I und alle Werthe von die größere der

beiden gefundenen Summen giebt endlich die gesuchte Majorität.

Beispiel. 5 Personen votiren, und es giebt die nachherige

Nebeneinanderstellung ihrer Stimmzettel folgendes Schema:

Person I. 2. 3 4. 5.

N N N I

I l I I I

mithin die Stimmenmenge

für I t g- t g- ig- t -i- 2 —

für 2Z-2g- 2g-2g-t — s,

also besitzt K die Majorität und die Verneinung gilt als Ent¬

scheidung.

Zweite Methode. Es kann öfters bei der vorigen Me¬

thode jeder Stimmende zugleich angeben, wie viel Mal siche¬
rer er, seiner Ueberzeugung nach, dem einen als dem andern

Falle beitreten zu müssen glaube. Wenn also z. B. Jemand

auf seinen Stimmzettel 3 IX oben und I unten angesetzt hat, so

will er dadurch andeuten, daß er die Verneinung für 3 Mal
vortheilhafter als die Bejahung halte, oder, daß er der Vernei¬

nung ein drei Mal größeres Gewicht als der Bejahung beilegen
zu müssen glaube.

Gesetzt nun, es sei nach diesem Abftimmungsverfahren obiges
Schema so ausgefallen:
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I. 2 3. 4. 5.

3N 2N 4ll 10IX 2 I
I I I l

so erhält man hieraus die Stimmenmcnge

für I 14-14-14-14-2^6,

für N 34-24-44-104- 1 20,

mithin hat die Verneinung wieder die Majorität für sich und
gilt folglich als Entscheidung

Sind mehrere Vorschlage gemacht, oder soll die Wahl eines

von mehrcrn zu einer erledigten Stelle sich gemeldeten Candida-
tcn bewerkstelligt werden, oder dergleichen, und man soll durch

Abstimmen darüber entscheiden; so kann dieses Abstimmen nach

der im folgenden Capitel mitgetheilten allgemeinen Methode mehr
oder minder modisicirt geschehen.

Fünftes Capltel.

Von den Wahlen (bei Besetzung von Stellen), den Censuren und
Prämienvcrth eilungen.

§. 44. Wenn n Candidaten «, /S, 7,... z-, v sich zu einer
erledigten Stelle, über deren Besetzung die in Personen II,

ib., N zu verfügen das Recht besitzen, gemeldet haben; so
kann die von diesen in Personen zu treffende Wahl desjenigen,
welcher unter den n Candidaten die meisten Ansprüche auf die

fragliche Stelle hat, am allgemeinsten und sichersten auf folgende
Art bewerkstelligt werden.

§. 45. ES sind bei jedem der n Candidaten unter mancherlei

Umstanden namentlich folgende als die wichtigsten, weil sie den
Grad der Ansprüche eines jeden der n Bewerber auf die Stelle

offenbar bedingen, zu berücksichtigen durchaus nöthig:

1) das Alter a,

2) der Gesundheitszustand x,
3) das Vermögen v,
4) das Ledig - oder Vcrheirathctsein I und

5) der Charakter, die Kenntnisse und Leistungen ff.

Was nun die Punkte 1) und 4) betrifft; so herrscht hinsicht¬

lich derselben wohl jedes Mal Gewißheit; rücksichtlich des zwei¬

ten und dritten Punktes können meistens nur wenig von einan¬
der differircnde Ansichten stattfinden. Dagegen werden die Wah¬

ler wegen des fünften Punktes öfters abweichender Meinung sein
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weshalb jeder Wahler durch eine Zahl anzudeuten hat, wie hoch

er den Punkt 5) bei jedem der sich gemeldeten Kandidaten an¬

schlägt.

8. 46. Die nun bald folgenden Regeln für das ganze Wahl¬

verfahren gründen sich hauptsächlich auf nachstehende Bemerkun¬

gen. Je älter oder je gesünder irgend ein Kandidat als der

andere ist, desto großer müssen natürlich des erstem Ansprüche
auf die Stelle vor denen des letztem sein. Ferner, je wohlha¬

bender irgend ein Bewerber als der andere ist^ desto mehr ist
offenbar der letztere vor dem erstem zu berücksichtigen; ein Ver-
heiratheter endlich hat stets mehr Ansprüche auf eine Versorgung,

als ein Lediger, und zwar um so mehr, je stärker seine Familie
ist; auch hat ohne Weiteres der kenntnißreichere und geschicktere

Bewerber vor dem minder kenntnisreichen und dem weniger ge¬

schickten den Vorzug.

§. 47. Das allgemeinste und sicherste Wahlverfahren möchte

nun folgendes sein. Jeder der m Wähler rl, I!,.. Id., AI schreibt

auf ein Blatt Papier, der Stimmzettel genannt, der Reihe
nach die Namen der u Kandidaten z-, v unter einander,

und setzt jedem derselben diejenige Zahl 2 bei, die nach seiner,

durch eine vorausgegangene sorgfältige Untersuchung gewonnenen,
Ansicht die Verdienste des Kandidaten zu dieser Wahl unpar¬

teiisch ausdrücken soll. Diese sich folglich nur nach dem Cha¬

rakter, den Kenntnissen und Leistungen des resp. Kandidaten rich¬
tende Zahl 2 hat er dann noch mit dem Gewicht der durch

das Alter a, den Gesundheitszustand Z, das Vermögen v, und

das Ledig - oder Verheirathetscin I derselben Person bedingten, be¬

sondern Ansprüche zu multiplicircn, um diejenige Zahl X — AV2
zu erhalten, die er dieser Person dann überhaupt auf seinem

Stimmzettel beilegen muß, um hieraus den letztern selbst als zur
vollständigen Wahl mitwirkend abgeben zu können. Was das

hierbei vorkommende Gewicht AV anbelangt, so ist für jeden Kan¬
didaten offenbar

>V — axvl 30),

wofür n, A, v und I das Alter des jüngsten, des kränklichsten,
des reichsten und jedes ledigen Kandidaten die respcctiven Ein¬
heiten sind, von denen, wie bereits erwähnt, a und 1 überein¬

stimmend, g und v aber mehr oder minder hoch von den ein¬

zelnen Wählern angenommen werden. Doch kann auch hinsicht¬

lich der beiden letzten Punkte bisweilen eine Vereinigung unter

den Wählern zu Stande kommen oder bereits eine einstimmige
Ansicht stattfinden, was dann die Rechnung allerdings etwas

vereinfachen würde. Ucbrigens ist l stets — 2, 3, 4, u. s. w. zu

setzen, wenn der verheirathete Kandidat respective 6, 1,2, u. s.w.
Kinder hat.



tt 2- »r St Vi u.SrV.I,
/S 2z Uz S2 v- >2 a^Vzlz
7 2z »Z Sa Vz Iz klzsszVziz

V 3 L. V I

§. 48. Ein vollständig ausgeführtes Beispiel wird das ganze
Verfahren noch mehr erläutern.

7 Candidaten «, /S, 7, <1, k, haben sich gemeldet zu ei¬
ner Stelle, deren Besetzung den 4 Personen H, Ü, O, II zuste¬
het. « ist 17, /? 2«, 7 21, -5-^25, ^ 28z, ^30 und
^ 32 Jahre alt. Ferner halten die vier Wähler den Candidaten
ä für den kränklichsten, ^ für gesünder als ll, ^ für gesünder
als e, /? für gesünder als für kränklicher aber als 7 und den
Candidaten « für den gesündesten von allen. Hinsichtlich des
Vermögens folgen sie in der Ordnung ll, 7 und
so daß der reichste und k der ärmste ist. Endlich sind «, 7, x,

ledig, /S hat bloß eine Frau, hat eine Frau mit einem Kinde,
und L ist ein Wittwer mit 2 Kindern.

Man hat nun erstlich wegen des Alters
u — I.W für «

118 „ /S
1.24 „ 7
1.47 „ 3
1 .68 ,, k
1.76
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Haben endlich auf die oben angezeigte Art die ,n Wähler
H,, L,. I, !Vl ihre Stimmzettel mit den eigentlichen Stimmen
A eingegeben; so addirt man die von jedem Wähler jedem Can¬
didaten ertheilten Stimmen zusammen, und demjenigen nun,
welcher die größte Stimmenmcnge für seine Person erhalten hat,
ist, weil er hierdurch die meisten Ansprüche auf die Stelle erhal¬
ten hat, diese Stelle mit Sicherheit und Rechtmäßigkeitzu über¬
tragen.

Das Schema eines Stimmzettels würde daher dem Vorher¬
gehenden zufolge so ausfallen:

Stimmzettel des Wählers, z. B. II.

Ge¬ Ledig- oder
Candi- Zahl Alter. sund¬ Ver¬ Vcrhcirathet- Ge¬

dat. 2 heit. mögen. sein. wicht
Stimmen¬
menge X
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ferner wegen des Gesundheitszustandes

Z — I. für -5
2 5Z
3 k

4 5?
5 ZZ
6 5?
7 Z? «;

ferner wegen des Vermögens

v — 1 für /?
2 ZI «

3 ?z
4 ZI ?
5 ??

6 z> 7
7 ?z

endlich wegen des Ledig - oder Vcrhcirathctseins

I für «

1 „ 7

1 ,, k

1 zz
2 z,

3 „

3 „

Daher erhalt man
für « den Werth >V — 1.00x7x2x1
>> ,,
„ ^ --
» ^ >>
>> ^ »

>, ,,

14.00

>V — 1.18x5xtX2 — 11.80

^ 1.24x8x6x1 — 44.64

vv — 1.47x1x5x3 ^22.05
>V — 1.68x3x7x1 ^35.28

>V 1.76X2X4X3 ^-42.24

ve ^ 1.82x4x3x1 — 21.84.

Setzt man nun ^ eines jeden Candidatcn auf den Stimm¬

zettel statt »ssvl; so fällt das Schema eines Stimmzettels (s.
oben) sehr einfach aus, nämlich, wenn hinsichtlich des Charakters,

der Kenntnisse und Leistungen

die Zahlender Wähler L c? I)

für « 4 3 2 2

2 5 4 3

7 I 2 1 1

S 2 2 2 3
k 3 2 3 3

ks 2 I 2 !

3 2 1 4 angesetzt worden find,



tt 2 14.00 28.00
/? 3 11.80 36 40
7 1 44.64 44 64
F 3 2206 66.16
k 3 36.28 106.84

1 42.24 4224
4 21.84 87.36

Dann ergiebt die Zusammenstellung der 4 Stimmzettel der

Wähler 14, v und v folgende Stimmenmengen für die sie¬
den Eandidaten:

1400
11.80
44.64
22.06
36.28
42.24
21.84

42.00
69 00
89.28
44.10
70.66
42.24
43.68;

Stimmzettel des Wahlers 11.

Candidat. I Stimmen-
j menge.

ci 2 14.00 28.00
4 11.80 47.20

7 1 44.64 44 64
ä 2 22.06 4410

3 36.28 106.84
2 4224 84.48
1 21.84 21.84;

Stimmzettel des Wahlers v.

Candidat. Stimmcn-
mcnge.

Zweiter Theil. Erster Abschnitt. Fünftes Capitel.

Stimmzettel des Wählers H.

Candidat. Stimmen-
mcnge.

4 14.00 66 00
2 11.80 23.60

7 1 44.64 44.64
«5 2 22.06 4410
k 3 36.28 106.84

2 42.24 84.48
3 21.84 66.62;

Stimmzettel des Wählers 14.

Candidat. Stimmen-
mcnge.
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« hat I 54.00 r
/? „ 165.20 1
7 „ 223.20 5
6 „ 198.4', ) Stimmen und überhaupt
- „ 388.08 l
5 ,, 253.44 I
^ „ 218.40 j

- die meisten, « die wenigsten Stimmen erhalten. Der Reihe
nach folgen die 7 Candidaten nun so:

Cand. Stimmen. Alter. Gesund¬
heit.

Ver¬
mögen. Familie.

L 388 28' 3 7 1
5 253 30' 2 4 3
7 223 21 6 6 I

218 32 4 3 1
ck 198 25 1 5 3

165 20 5 1 2
« 154 17 7 2 1

§. 49. Da es öfters schwierig ist, den Gesundheitszustand
oder das Vermögen,oder beides zusammen, eines oder mehrerer
Bewerber genau zu erfahren; so ist es in diesem Falle am rath¬
samsten, diese beiden Punkte in dem vorhergehenden Bestim¬
mungsverfahren gar nicht mit zu berücksichtigen, sondern sie bei
sämmtlichen Candidaten einander gleich (etwa ----1) anzunehmen.
Dann aber geht der Ausdruck für VV in 3V) über in

VV ^ »I 31).

Man würde demnach im vorigen Beispiele erhalten

vv

« 1.00
1.18
1.24

ck 1.47
3.36

r 5.28
5.46

folglich:



Candidat.

Summen
der

Stimmenmcngcn.

wo also nun ?? die meisten, 7 die wenigsten Stimmen bekom¬
men hat.

F. 5V. Gewöhnlich werden selbst auch das Alter und das

Ledig - oder Vcrheirathetsein nicht mit berücksichigt. Dann muß
man diese beiden Punkte bei sämmtlichcn Candidaten gleichfalls
einander gleich (etwa —1) annehmen, und es wird der Aus¬

druck für >V in 31) übergehen in

>V 1,

mithin auch ?! — 2 werden, d. h. es ist dann nur nöthig, daß

jeder Wahler jedem Candidaten diejenige Zahl 2, beisetzt, die nach

seiner Ansicht die Verdienste des Candidaten zur Wahl aus¬
drücken soll.

Man würde demnach im letzten Beispiele unmittelbar er¬

halten
I Summe

für ä. L v v der
j Stimmenmengen.

wo also /S die meisten, ^ die wenigsten Stimmen bekommen hat.

§. 51. Ein anderes fast eben so einfaches, wie das letzte im vo¬

rigen §. erwähnte, Verfahren, ist folgendes: Jeder Wahler entwerfe
seinen Stimmzettel so, daß er den Namen desjenigen Candida¬

ten, den er für den besten hält, oben ansetzt, durch den nächst

darunter gesetzten Namen eines andern Candidaten bezeichnet,
daß dieser der jenem nächst würdigste sei, u. s.w. und durch den

unten zuletzt angesetzten Namen den diesen Namen führenden

Candidaten als den zur Stelle am wenigsten tauglichen zu er-

3.V»

5.90
2.48

2.94

6.72

5.28

10.92

2.00

3.54

1.24

4.4110.08
5.28

21.84

11.00
16.52

6.20

13.23

36.96

31.68

54.60,



Censuren und Pramienvertheilungen.

kennen giebt. Nun denke man sich dem auf der untersten Zeile

stehenden Candidatcn den Werth 1, dem zunächst darüber stehen¬
den den Werth 2, u. s. w. und dem auf der obersten Zeile ange¬

setzten Candidatcn den höchsten Werth beigelegt, und addirc hier¬
auf die jedem Candidatcn zugefallenen Wcrthe, als die gesuchten

Stimmenmengen betrachtet.

Beispiel. Zur Besetzung einer gewissen Stelle sind den

Wählern 13, tl, V, L die 3 Candidatcn «, A 7 vorgeschla¬

gen worden, und es findet sich folgende Zusammenstellung:

1; Werth.

/S 7 /S
tt

3
tt r« 7 2

7 7
tt

7 1.

Es hat demnach

der Candidat « 9 Stimmen

,, » /?3-l-3-l»2-l-3->-2nr:13 „

>> „ 7l-b1-l-3-j-2-l-1^8 „

und mithin bekommt /S, weil er die meisten Stimmen hat, die
Stelle.

F. 52. Die vorhergehenden Methoden, besonders die zuletzt

erwähnte, können, wie man sogleich bemerken wird, vorzüglich
benutzt werden, sobald irgend eine Gesellschaft aus mehrern Per¬

sonen constituirt werden soll, wo die als Candidatcn betrachteten
zur Wahl der Dircctoren, Sekretären, Deputirten u. s. w. dieser

Gesellschaft von den dabei betheiligten als Wähler betrachteten

Personen A, 13, O, u. s. w. vorgeschlagen und gewählt werden
sollen. Hierbei werden diejenigen Corporationen, welche sich, ih¬

ren Institutionen gemäß, am Ende einer jeden Periode von mch-

rern Jahren ganz erneuern sollen, stets sicherer gehen, wenn sie

in kleinern Perioden wenigstens eine theilweise Erneuerung der

Wahlen vornehmen. Der Grund dieser Maßregel liegt darin,

daß die neuen Wahlen immer von den Meinungen abhängen,
die gerade um die Zeit dieser Wahlen die vorherrschendsten sind.

Je öfter also diese Wahlen theilweise vorgenommen werden, desto

mehr wird man sich der allgemeinen Meinung des grüßten Thcils
der Gesellschaft überhaupt annähern. — Auch wird man bald fin¬
den, wie eine möglichst der Wahrheit nahe kommende und also

gerechte Austheilung von Censuren und Prämien hinsichtlich der

sittlichen Aufführung, des Fleißes, der Kenntnisse, Leistungen,

u. s. w. an Schüler aller Art und jedes Alters mit Hilfe der
vorhergehenden Methoden zu bewerkstelligen sei. Die Censuren

würden nach ihren verschiedenen Graden am besten durch Zahlen
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darzustellen sein, und was die Prämien betrifft, so kann man
mit der Austheilung derselben völlig auf dieselbe Weise verfahren,
welche in diesem Capitel, besonders in den F.F. 5V und 51, ge¬
lehrt worden ist. Es bedarf wohl hier keiner weitern Erläute¬
rung durch Beispiele.

Schluß bemerk ung. Leider können noch immer die In¬
teressen der einzelnen Wähler und mehrere andere den Verdiensten
der Kandidaten oft ganz fremde Rücksichten die Ordnung und
Sicherheit, welche man bei solchen Wahleinrichtungen zu erreichen
beabsichtigt, sehr leicht stören. Dann möchte es freilich am ge-
rathensten sein, die Wahl lieber wie bisher durch absolute Stim¬
menmehrheit zu bewerkstelligen, hierbei aber wenigstens alle die¬
jenigen Bewerber, welche die Majorität gleich anfangs ver¬
schmäht, ganz auszuschließen.

Sechstes Capitel.

Bon den Gerichtsurt heilen.

F. 53. Alle diejenigen Gerichte, welche sehr wichtige Aussprü¬
che zu thun oder schwere Verurtheilungcn (als das Resultat ihrer
Verhandlungen)auszusprechen haben, müssen natürlich im Be¬
sitze der stärksten Gründe für die Existenz der zu strafenden Ver¬
brechen sein. Weil aber jede nur moralische Ucbcrzeugung keine
unwidcrsprechliche Wahrheit, sondern eine bloße Wahrscheinlich¬
keit ist; so muß man, zumal man weiß, daß selbst die scheinbar
gerechtesten Richter bereits zu viele beklagenswertste Mißgriffe ge-
than haben, hinsichtlich der Aussprüche oder Vcrurthcilungen,
namentlich zum Tode, mit der größten Vorsicht verfahren, obschon
es meistens rein unmöglich ist, den Gerichtsurthcileneine mathema¬
tische Gewißheit abzufordern, die jedoch möglichst zu erlangen die
Gefahr gebietet, der die Gesellschaft,bliebe das Verbrechen straf¬
los , sonst ausgesetzt sein würde. Um daher diese Schwierigkeiten
so viel als möglich zu beseitigen, muß man sich bemühen, für
das von dem Beklagten begangene Verbrechen wenigstensso
starke Beweise zu erlangen, daß die bürgerliche Gesellschaft durch
die unschuldige Verurthcilungdes Beklagten weniger zu befürch¬
ten hat, als wenn der schuldige Beklagte, frei gesprochen, durch
seine künftigen Verbrechen die bürgerliche Gesellschafteben so be¬
droht, wie durch das Beispiel, welches seine Lossprechung ähnli¬
chen Verbrechen giebt. Leider hängt die gedachte Beseitigung
obiger Schwierigkeiten von vielen oft schwer zu erkennenden Ne¬
benumständen ab, und es wird fast stets unmöglich sein, den zu
einer Verurthcilung erforderlichen Grad der Wahrscheinlichkeit des
Verbrechens mit Gewißheit anzugeben, was folglich jedem Nichter
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zur Bedingung macht, seinem innem Gefühle, welches sich mei¬
stens nach der Kenntniß der Gesetze und Menschen richtet, durch
Umsicht und Scharssinn bestimmt und durch viele vorausgegan¬

gene Erfahrungen bei ähnlichen Fallen unterstützt wird, zu fol¬

gen und dem gemäß zu handeln. Der Richter hat übcrdieß die
Größe der Strafe oder das sogenannte Strafmaaß wohl in's

Auge zu fassen, weil die Strafe offenbar dem Verbrechen ange¬
messen sein muß, und besonders die Beweise für die auszuspre¬
chende Todesstrafe ein ganz anderes Gewicht als die für eine Ge-

fängnißstrafe von einem oder etlichen Jahren besitzen müssen, in¬
dem sonst z. B. schwere Strafen auf leichte Verbrechen gesetzt

nur dazu beitragen würden, viele besonders schwere Schuldige
ganz freizusprechen. Ueberhaupt gilt als Regel: daS Maaß
der Gefahr, das für die bürgerliche Gesellschaft aus

der Freisprechung des Schuldigen unfehlbar entste¬

hen kann, ist gleich der Wahrscheinlichkeit, es sei das

Verbrechen wirklich begangen worden, multiplicirt
durch die Größe des Verbrechens.

§. 54. Um nun die Wahrscheinlichkeit, ein solches durch die

Mehrheit der stimmenden Richter ausgesprochene Urthcil sei wirk¬

lich ein gerechtes Urtheil, zu finden, ist Folgendes zu berücksichti¬

gen. Offenbar geht aus der nur eine einzige Stimme betragen¬
den Differenz zwischen den verurtheilendcn und lossprechenden

Stimmen die große Zweifelhastigkeit des zu verhandelnden Ge¬

genstandes und also auch die nichthumane Vcrurtheilung des
Angeklagten hervor. Dagegen wird ein durch die Totalität aller

Stimmen ausgesprochenes Urthcil eine sehr große Wahrscheinlich¬

keit für die Gerechtigkeit einer solchen Sentenz geben, obschon

diese Uuanimität der Stimmen keine nothwendige Bedingung
für eine schwere Strafe sein kann, indem, da die Totalität der

stimmen verhältnißmäßig nur selten eintreten wird, sonst gewiß
zu viele Schuldige ungestraft loskommen würden.

Beides, diese Unanimität der Richter, und jene nur eine

Stimme betragende Differenz zwischen der Majorität und Mino¬
rität sind Extreme, die man vermeiden muß.

§. 55. Soll jedoch n) jene Differenz als zur Ent¬
scheidung noch geltend angesehen werden, so ist die

Differenz bei einer größern Anzahl von Nichtern

auch verhältnißmäßig zu vergrößern; und soll b) die
Unanimität der Stimmen als sicher entscheidend

gelten, so ist die Anzahl der Richter verhältnißmäßig
zu vermindern.

§. 56. Es sc! nun überhaupt p -s- g die Anzahl sämmtli-

cher Richter eines Tribunals, von welchen x den Angeklagten

verurtheilcn, y aber ihn freisprechen; so wird die Wahrscheinlich-6



zeigen die Zahlen in der Columne -A-, daß sich das Vcrhällniß

der Majorität zur Minorität desto mehr der Einheit, d. h. also
der Gleichheit nähert, je größer bei übrigens gleichbleibender Dif¬

ferenz beiderlei Stimmen die Anzahl der Richter wird, bis end¬

lich für ein sehr großes d.h. für ein sehr zahlreiches Tri¬
bunal beiderlei Stimmen sehr nahe gleich werden, also die eine

Halste der Nichter für und die andere Hälfte der Richter gegen
die Strafe ist, wodurch das Resultat ganz unentschieden bleibt,
was auch die Zahlen in der Columne >v bestätigen, indem diese

durch ihr Wachsen das Zunehmen der Wahrscheinlichkeit, die aus¬

gesprochene Sentenz sei ungerecht, anzeigen. Dasselbe wird im¬

mer stattfinden, wenn auch die Differenz

größer wäre. Daraus folgt nun offenbar,

beiderlei Stimmen

daß die Besorgniß

82 Zweiter Theil. Erster Abschnitt. Sechstes Capitcl.

keit v, es sei in dem gefällten Urtheil ein Fehler zu befürchten,
sein:

i j , . (ps-<z4-i) , (p-bis-Yln-ba)
" i i 1.2

^ 1.2.3

^ .... ( p-i-2) 1 ^ 2)

und, wenn zur Giftigkeit der Werurtheilung die Unanimität der
Stimmen gefordert wird,

33)

und wenn die Majorität nur um eine Stimme großer als die

Minorität, d. h. wenn i—p — 1 sein-soll,

t s. . 2p . 2pl2p—1) . 2p(2p—1)s2p— 2) ,

2" V ^ ^ ^ 1.2^ 1.2.3 -b" "

. 2p(2p-1)....sp^-2) >

^ 1.2... (p-1) s

In der als Beispiel gegebenen Tabelle

3.000 0.187

2.000 0.227

1.500 0.274

1.285 0314

8-57.
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eines unrichtigen Urtheils, und mithin auch die Unsicherheit des
Angeklagten desto größer werden muß, je größer die Anzahl der
Nichter ist. Somit ist auch die Richtigkeit obiger ersten Behaup¬
tung: „Soll eine Differenz als zur Entscheidung
noch geltend angesehen werden, so ist die Differenz
bei einer größern Anzahl von Richtern auch ver-
hältnißmäßig zu vergrößern" hinlänglich bestätigt. —
Das folgende Beispiel, wenn man in ihm die gedachte Diffe¬
renz beiderlei Stimmen mit der Zunahme sämmtlicher Nichter
ebenfalls zunehmen läßt, wird dieß durch die Zahlen in der letz¬
ten Columne rv, so wie auch schon durch die vorletzte Columne,
sehr deutlich zeigen.

1 -l vv

3 2 1 I.v 0.3k 3
6 4 2 2,6

10 7 3 2.3 0.113
18 14 4 3.5 0.609.

Hingegen wird man aus der, als ein Beispiel für den Fall
der Unanimitat der Richter entworfenen, gegebenen Kabelle

x 4- >v

3 - 0.0625

6 —^ 0.0078

10 0.0005
18 - o.moo

alsbald ersehen, daß obige zweite Behauptung: „eine durch
die Totalität aller Stimmen ausgesprochenes Ur-
theil gebe eine desto größere Wahrscheinlichkeit für
die Gerechtigkeit einer Sentenz, je größer p-s-y,
d. h. je zahlreicher ein Tribunal ist" sich gleichfalls be¬
stätigt.

Z. 58. Ist die Majorität nur um eine Stimme größer
als die Minorität, so zeigt die nach 34) Z. 56. entworfeneKabelle

6*
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1>-4? v 1
p

-i
tV

3 2 I 2,9990 03425
5 3 2 4.5999 9.3412

7 4 3 4.3333 0.3633

9 5 4 4.2599 9.3779

41 6 5 4.2999 0.3872

u. s. w.

ebenfalls, daß sich das Berhaltniß der Majorität zur Minorität

desto mehr der Gleichheit nähert, und daß die Wahrscheinlichkeit
v, es sei in dem gefällten Urtheile ein Fehler zu befürchten, fort¬

wahrend wachse.

Wurde die Unanimitat der Stimmen erfordert, und war v

gegeben, so folgt aus 33)

^ I0?2 - t0!^V ^
WZ2

Für den Fall p—lj —n, d. h. wo von 2n Richtern die

eine Hälfte vcrurtheilt, die andere aber losgesprochen hat, folgt
aus 32)

1 l . (2»t-1) , (2nt-1)2n , (2n-pt)2ns2n-1) .

s ^ 5 1 - -i- 1.2 ^ 1.2.

. t2n-^1)2n (n-t-2) j ^ ,
^ 1.2..... ^ '

wie es auch in der That sein muß, da in diesem Falle natür¬

lich wegen vollkommenen Zweifels keine Entscheidung erfolgen
kann.

Siebentes Capitel.

Bon dem Aussagen der Zeugen.

§. 59. Die Aussagen von Zeugen, d. h. solcher Perso¬

nen', die, freiwillig oder gezwungen, bei einer gerichtlichen Un¬

tersuchung etwas mittheilen oder bestätigen wollen oder sollen,

sind für "den Gang einer jeden gerichtlichen Untersuchung von

großer Wichtigkeit.

§. 69. Bei einem Zeugenverhör nun können mehrere beson¬

dere Fälle vorkommen.
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I) Ein Zeuge sagt aus, von IV angeblich sich zugetragenen
Fallen habe sich der Fall k? wirklich zugetragen, d.h. dieser Zeuge
behauptet, es habe der Fall I? statt gefunden. Welches wird nun
die Wahrscheinlichkeit rv sein, daß dieser Fall I? sich wirklich er¬
eignet habe?

(Man sieht leicht ein, daß man dafür auch sagen kann: Eine
Urne enthalt IV Nummern, und eine Person, die bei der Zie¬
hung dieser Nummern gegenwärtig war, sagt aus, die Nummer
lsi sei gezogen worden; welches ist die Wahrscheinlichkeit daß
diese Nummer ^ in der That gezogen worden ist?)

Wenn die Wahrhaftigkeit des Zeugen, d. h. die Wahr¬
scheinlichkeit,er suche nicht zu betrügen, und r die Sicherheit
des Zeugen oder die Wahrscheinlichkeit, er betrüge sich nicht selbst,
d. h. er irre sich nicht, bedeutet; so wird man haben

" — pr 4- 35).

Wenn nun der Zeuge wirklich sich nicht irrt, so muß r — L
geseift werden, und man erhält dann

» — l>,
d. h. die Wahrscheinlichkeit,der Fall I? habe sich wirklich ereig¬
net, ist gleich der Wahrscheinlichkeit,daß der Zeuge nicht zu be¬
trügen gesucht habe.

Wenn aber der Zeuge, wie man weiß, wirklich nicht zu be¬
trügen sucht, so muß seine Wahrhaftigkeit ft —1 gesetzt werden,
und man erhalt dann

" — I',
d. h. die Wahrscheinlichkeit v, daß der Fall I? wirklich statt ge¬
funden habe, wird gleich sein der Sicherheit r des Zeugen, d.h.
gleich der Wahrscheinlichkeit,der Zeuge habe sich nicht geirrt.

Beispiele. ») Jemand, von dem man weiß, daß er sich
eben so ost irrt als nicht, daß er jedoch streng wahrheitsliebend
ist, sagt aus, daß bei der Ziehung einer Lotterie von 34000
Loosen wirklich die Nummer 238.50 gezogen worden sei. Wel¬
ches ist nun die Wahrscheinlichkeit v, daß diese Nummer 23830
in der That gezogen worden ist? Hier ist IV — 34000, p — 4,
r—also nach 33)

'V ixz '30999 "
mithin zweifelhaft.

0) Ist der Zeuge ein anerkannter Betrüger und ein stets völ¬
lig zerstreuter Mann, so muß seine Wahrhaftigkeit ft —0, und
seine Sicherheit oder die Wahrscheinlichkeit, er betrüge sich nicht
selbst, r ebenfalls —0 geseift werden. Dann aber hat inar-
nach 33)
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d. h. die von diesen Zeugen erfolgte Aussoge ist fast völlig falsch

und die besagte Nummer so gut wie gar nicht gezogen worden.

Je größer U wird, desto mehr wird sich rv der Größe pr

nähern, "d. h. desto zuversichtlicher kann man behaupten, daß die

gesuchte Wahrscheinlichkeit, der Fall? habe sich wirklich zuge¬

tragen, der Wahrhaftigkeit des Zeugen in dessen Sicherheit mul-
tiplicirt gleich sei.

Dieß gilt jedoch nur bei sich gleich bleibenden Werthcn von

p und g. Je größer aber diese Werthe bei einem stets wach¬
senden N werden, desto mehr wird sich auch die Wahrscheinlich¬

keit, der Fall Is habe sich wirklich zugetragen, der Gewißheit

selbst nahern, wie folgende berechnete Tabelle offenbar zeigt:

b'
- ! " !

ll—p)ci-r)
1

vv

9.3 9.3 15 9.09 9.035000 0.125000

9.4 0.4 31 9.16 0.012000 0.172000

9.5 0.5 87 9.25 0.002907 0.252907

9.6 0.6 213 0.36 0.000755 0.360755

9.7 0.7 815 0.49 0.090110 0.490110

9.8 0.8 1277 0.64 0.000031 0.640031

9.9 09 3945 0.81 0.000003 0.810003

1.0 1.0 7099 1.00 0.000000 1.000000 .

§. 61. Es ist klar, daß alle vorhergehenden Resultate nur
dann richtig sein können, wenn der Zeuge, sobald er sich irrt,

eben so leicht auf einen als auf einen andern der in der That

nicht statt gefundenen (der angeblich sich zugetragenen) Falle

verfallen kann, «sollten aber zwei oder mehrere von diesen N

vorgebrachten Fälle eine größere Aehnlichkeit unter sich haben und
also leichter verwechselt werden können, oder sollte der Zeuge für
diesen oder jenen Fall besonders eingenommen sein, u. dgl., so

würden offenbar die obigen Resultate als keine richtigen zu be¬

trachten sein.

§. 62. 2) Won R Fallen sei nur ein einziger, der nicht

für einen Angeschuldigten, hatte dieser Fall wirklich statt gefunden,

günstig sprechen würde. Ein Zeuge sagt nun aus, dieser Fall
habe statt gefunden. Welches wird dann die Wahrscheinlichkeit

rv sein, daß in der Thcit sich dieser Fall ereignet habe? Wer¬

den die vorigen Bezeichnungen beibehalten, so hat man

pr st-pt tt-v)

j?r ch (1"p) -b i 1—x) j <.!>i-1).

36),
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und für die Wahrscheinlichkeit>v^(—1 —rv), dieser dem An¬
geschuldigtenungünstige Fall habe in der That nicht statt ge¬
sunden,

sl —pr —rfZ(X-t)

(Für alles dieses kann man auch setzen: Eine Urne enthalte
N —I weiße und eine schwarze Kugel. Ein Zeuge sagt aus,
es sei die schwarze Kugel gezogen worden; welches ist die Wahr¬
scheinlichkeit v, daß m der That die schwarze Kugel gezogen
worden sei? Eben so ist die Wahrscheinlichkeit xvsi daß nicht die
schwarze, sondern eine weiße Kugel gezogen worden sei.)

Je großer N wird, desto zweifelhafter wird die Aussage des
Zeugen, wenn nicht zugleich ;,r -si (I — l>) (1 — i) sehr nahe
— I ist. Je größer hingegen N wird, desto außerordent¬
licher erscheint auch der von dem Zeugen ausgesagte Fall, ein
Beweis, wie sehr die Außerordentlichkeiteines Falles die Aus-,
sage des Zeugen schwächt. Uebrigcns zeigt die Größe zw-si
(1 —p) (1—r) die Wahrscheinlichkeit an, daß der Zeuge die
Wahrheit, so wie sie ihm erschien, wirklich gesagt, d. h. daß er
weder betrogen noch sich geirrt, oder daß er zugleich betrogen
und sich geirrt habe. Setzt man daher pr-si(l—p)(k—r) — g,
so erhalten obige beide Gleichungen 36) und 37) die folgenden
einfachem Formen

.v - i - j

tt-q)(N-t) l ^
1-i- (1 —?)(X —1) '

Wenn, sobald N in übergehet, «z in über¬
gehet, so hat man, p —1 gesetzt,

— r,
also -i- ^ o -j- ^ r
und folglich nach 38)

. . . „ i' 4- ^ >-
^ -l- ^ (1—r—(X -t- ^ X—t) '

Ist NUN für N —5, so erhält man für



5 0.1
0.1

3.7
»

- 0.027

6 0.2
0.2

4.2

1

21 0.048

7 0.3
0.3

4.5

1

15 0.067

8 0.4
0.4

4 6"

2

23 0.087

9 0.ft
' 0.5

4.5

1

"9^ 0.111

10 0.6
0.6

4.2

1

7 0.143

11 0.7
0.7

3.7 "37" 0.189

12 0.8
0.8

3.0

4

15 0.267

13 0.9
0.9

2.1

3

7 0.429

14 1.0
1.»

1.0

1

1 1.000,

durch welche zunehmenden Werthe von iv obige Behauptung
vollkommen bestätigt wird, daß, wenn die Aussage des Zeugen
bei wachsendem X nicht zweifelhafter werden soll, auch der Werth

von g, d. h. wenn s> — 1 ist, der Werth von r desto mehr sich
der Einheit nähern muß; oder mit andern Worten: Ist der

Zeuge wirklich kein Betrüger, so muß er, wenn die Zahl der

Fälle sich vergrößert, sich desto weniger irren, wenn die Wahr¬
scheinlichkeit, es habe von der erwähnten Zahl von Fällen wirk¬

lich der Fall I? statt gefunden, sich der Gewißheit immer mehr
nahern soll.

63. 3) Eine Urne enthält X weiße und eine andere Urne
X schwarze Kugeln. Man zieht aus einer dieser Urnen eine

Kugel, wirst diese in die andere Urne, und zieht endlich aus

dieser wieder eine Kugel. Ein Zeuge sagt nun aus, in der er-

sten Ziehung sei eine weiße Kugel, und ein zweiter Zeuge, in

der zweiten Ziehung sei gleichfalls eine weiße Kugel gezogen wor¬
den. Welches wird die Wahrscheinlichkeit rv sein, daß wirklich

in beiden Ziehungen eine weiße Kugel ergriffen worden sei?

Bedeuten g und rsi die Wahrscheinlichkeiten, daß beide Zeu¬

gen die Wahrheit gesagt haben, so ist wie vorher

-I — PI--b (t-x)((1-i')>
also

tsi— x'r' -t- (1-p')(1 —r'),

b> ^ r 4-
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39),

und wird der Kürze wegen
llff 4- (1 —-i)(i—?') — 9

gesetzt, so wird man dann haben
uu'

welche Wahrscheinlichkeit folglich wieder desto geringer wird, je
größer iV, d. h. je außerordentlicherder von den beiden Zeugen
ausgesagte Fall ist.

Wenn z. B. p — r — 4; p' — As, r' — ^
ist; so erhalt man

1 . s 1 ^ 2 X 1,1 1

9 . /7 IX 9,7 2
9 ^ 40^(iöX 4-) - Zö^4ö ^

und also

mithin nach 39)
^ ^ 2 1

^ ^ ^ — 0.066S....
5 4- 25 ^15^

und v'0.9333....;

es ist daher die Wahrscheinlichkeit,es sei wirklich in beiden Zic-
Hungen eine weiße Kugel ergriffen worden, sehr gering.

§. 64. 4) Zwei Zeugen sagen im Betreff irgend eines Ereig¬
nisses übereinstimmenddasselbe aus. Welches ist nun die Wahr¬
scheinlichkeit v, daß dieses Ereigniß sich wirklich zutrug?

Als hierzu gewähltes Beispiel enthalte eine Urne ^ Num¬
mern und beide Zeugen sagten aus, die Nummer iff ft, gezogen
worden. Man bezeichne, wie vorher, durch p und p' die Wahr¬
haftigkeiten beider Zeugen, und nehme an, diese beiden Zeugen
hätten sich nicht geirrt; so ist, weil nun r —ff —1 angenom¬
men werden muß, die Wahrscheinlichkeit

(N-i)pp'
1);>ff 1- (1 —p)(1 —x')

40),

mithin die Wahrscheinlichkeit,daß die Nummer I? nicht gezogen
worden ist, weil diese Wahrscheinlichkeit —4 —xv,

(1—P)s1—p')
(tt-1)I?ff't-(1-v)(i-ff) 41).
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Für I? —2 werden beide Wahrscheinlichkeiten einander gleich, denn
man erhält p"' , .— >V 2221 —7 -—— ^ 4'Z),

vr 4- (i — p) (i — r.) ''
welches überhaupt die Gleichung für die Wahrscheinlichkeit eines
von zwei Zeugen übereinstimmendausgesagten Ereignisses ist, so¬
bald das Eintreffen und Nichtcintressen dieses Ereignisses gleich
möglich sein kann.

Sind die Wahrscheinlichkeiten, daß beide Zeugen nicht zu
betrügen suchen, gleich groß, d. h. ist p'—f>, so geht die letzte
Gleichung 42) über in

p-V ^ n —
1>' -i-

Sind statt zwei, überhaupt /. gleich wahrhafte Zeugen ge¬
genwärtig, welche die Existenz eines solchen Ereignisses aussa¬
gen; so ist die Wahrscheinlichkeit rv.^, dieses Ercigniß habe in der
Zchat statt gefunden,

jedoch dabei immer vorausgesetzt, daß die Existenz und Nicht-
cxistenz dieses Ereignisses gleich möglich sei.

Anmerkung. Je größer die Anzahl ^ der in der Urne
liegenden Nummern wird, desto näher kommt in 49) die Größe
>v der Einheit, d, h. je mehr Nummern in der Urne enthalten
sind, desto wahrscheinlicher wird es, daß die Nummer Id wirklich
gezogen worden sei. Dieß kommt daher, weil die Zeugen, wenn
sie ja betrügen wollten, doch unmöglich alle eine und dieselbe
Nummer angegeben haben würden.

§. tu». 5?) Der Zeuge /k sagt aus, es sei die Nummer u aus
einer R Nummern enthaltenden Urne gezogen worden, der Zeuge Ii
hingegen sagt aus , daß die Nummer b aus dieser Urne gezogen
worden sei. Man weiß, daß der Grad des Sichnichtirrens bei
beiden Zeugen, deren Wahrhaftigkeiten p> und sind, der größte,
also r' —r—I ist. Dann wird die Wahrscheinlichkeit >v, die
Nummer n sei wirklich gezogen worden.

Für U —2 und i> —p' wird
V ^ und z ,

die Wahrscheinlichkeitdes Gcgenthcils, daß nämlich die
Nummer b gezogen worden sei, bezeichnet. Dieser Fall ist der,
wo die Existenz der beiden Ereignisse, welche die Zeugen ^ und

.f.»5 W'' »v'
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K aussagen, eben so wahrscheinlich als die Nichtexistenz derselben,

und wo überdies; die Wahrhaftigkeiten beider Zeugen gleich groß

sind. Da nun rv ——4, so heben sich beide Zeugnisse ge¬

genseitig auf.

Noch haben wir zu bemerken, daß, wenn ein Fall dieser Art
von f Zeugen bejahet und von ex Zeugen verneint wird, auch

hierbei die Wahrhaftigkeiten aller t -si K Zeugen gleich groß sind,

die Wahrscheinlichkeit v,, dieser Fall habe sich in der That zu¬

getragen, dann gleich sei

^ 46),
g' I?)' ö

welche Wahrscheinlichkeit (zufolge in §64. 4)) eben so groß ist,

als wäre sie von 4—g,' Zeugen bestätigt worden.

§. 66. 6)Littrow hat in seiner Wahrscheinlichkeitsrechnung
einen sehr interessanten Fall, der bisweilen bei historischen Un¬

tersuchungen mit nicht geringem Nutzen anzuwenden sein dürste,

allgemein dargestellt. Wenn nämlich die Aussage, daß z. B. aus
einer Urne, die N Nummern enthält, die Nummer gezogen

worden, nach und nach, auf dem Wege der Tradition, durch

s Zeugen bestätigt worden ist; so ist die Wahrscheinlichkeit v?,

daß dieser Fall in der That statt gehabt habe:

1 . X —1 t^p,-IllNp,,—IMpz—1)....(Np-^1)

wo I>l, f >2, llz, u.s. w., die Wahrhaftigkeit des Istcn, 2tcn,

3ten, u. s. w., ?.ten Zeugen bedeutet.

Wäre hier N unendlich groß, so würde sein

— p-- -1>- ?--e - P-- 4S).

Wäre aber N — 2, d. h. wäre die Existenz des Falles^ eben so
möglich als seine Nichtexistenz, so würde man aus 47), wenn

daselbst R — 2 gesetzt würde, erhalten:

^ . (2p.-1)l2p,-1)(2p,-1)....(2p...-t)(2^-1)"z ^ ^ - M)

und überhaupt: je weiter diese Reihe der Traditionen sich er¬

streckte, desto mehr würde sich der Werth von v der Größe

d. h. der absoluten Wahrscheinlichkeit nähern, daß die Nummer?

*) L. I. Littrow, die Wahrscheinlichkeitsrechnung in ihrer Anwendung

auf das wissenschaftliche und praktische Leben. Wien, 1833.
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in der That gezogen worden sc!. Aus der Gleichung 47)
kann man übrigens augenblicklich abnehmen, wie die Wahrschein¬

lichkeit einer Begebenheit durch spätere Zeugen immer mehr ver¬

mindert wird, indem offenbar die Bruchfactoren ,

u. s. w. stets kleiner werden, weil die Wcrthe von

I>2, u. s. w. mit der Zeit immer mehr abnehmen müssen.

F. 67. Das Zeugenaussagen muß natürlich, was die Wahr¬

scheinlichkeit desselben betrifft, alle Gerichte und Juristen über¬

haupt sehr interessiren. Freilich ist es uns öfters gar nicht mög¬

lich, auf solchen Wegen, wie die in den vorigen M angedeute¬
ten sind, zur Wahrheit selbst zu gelangen, weil außer andern

Nebendingen und Zufälligkeiten gerade die beiden Hauptelemente
der Rechnung, nämlich die Wahrhaftigkeit und die Sicherheit

der Zeugen meistenrheils unbekannt bleiben. Das soll jedoch nicht

etwa abschrecken, die vorgetragenen Bestimmungsmethodcn auf
mancherlei einfache Fälle anzuwenden, weil ja offenbar einer

schwankenden auf bloßes subjcctives Gutdünken und zum Theil
unrichtige Meinungen gegründeten Ansicht eine wenn auch nur

genäherte Kenntniß, unterstützt durch Rechnung, stets vorzuzie¬
hen ist. Ucbrigens steht dieses Capitel seinem Inhalte nach, wie

man sieht, mit dem vorhergehenden in genauer Verbindung,
indem die Gcrichtsurtheile unter andern auch mit von den Aus¬

sagen der Zeugen abhängen.

Achtes Capitel.

Bon der Ziehung von Kugeln aus Urnen.

§. 68. Wenn eine Urne x Kugeln enthält und man greift
in dieselbe auf's Geradcwohl; so wird die Probabilität eine

gerade Anzahl Kugeln zu ergreifen,

rv 2^—1
2^—1 M)>

und die Probabilität eine ungerade Anzahl Kugeln zu er¬
greifen, weil V; —1 —v,

St),
2^-1

ihre Summe
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aber, wie es (nach F. 9. 5)) sein muß, gleich der Einheit sein.
Die Formel 51) für zeigt übrigens, daß d. h, daß
es wahrscheinlicher ist, eine ungerade als eine gerade Anzahl
Kugeln zu ergreifen. Da nun so sei

D—1 — -l- )' > also rv n- 2-—1 2--)'

Bestimmt man jetzt aus der erstem dieser beiden Gleichun¬
gen x, so sindct man leicht

und daher
2(2"-1) 52),

- l a/ "
2 2(2-—1)'3V —

(2--1)

Betrachtet man nun diese beiden Ausdrücke genauer, so findet

man bald, daß, je größer x wird, z-- oder der Bruch ^
desto kleiner wird. Mithin nähern sich, je großer x wird, die
beiden Wahrscheinlichkeiten und rv desto mehr dem Bruche

d. h. es wird dann desto wahrscheinlicher, eben so gut eine
ungerade als eine gerade Anzahl Kugeln aus der Urne zu er¬
greifen. Je kleiner aber x wird, desto mehr wird sich z', d. h.

dem Bruche 4 nähern, mithin wird die Probabilität
v,, eine ungerade Anzahl zu ergreifen, der Gewißheit, dagegen
die Probabilität, eine gerade Anzahl zu ergreifen, der Null, d. h.
der Unmöglichkeit,immer näher kommen. Läge also z. B. nur
eine einzige Kugel in der Urne, so würde man, da x—1 ist,
erhalten

d. h. es ist mathematisch gewiß, keine gerade, sondern nur eine
ungerade Anzahl von Kugeln, d. h. eben bloß die einzige in der
Urne liegende Kugel auf's Geradewohl zu ergreifen.

§. 69. Wäre die Anzahl aller in einer Urne befindlichen
Kugeln unbekannt,man wüßte jedoch, daß sie nicht größer als
u, mithin x selbst nur alle Werths von I bis u haben kann;
so würde sein

2^ 53),



94 Zweiler Theil. Erster Abschnitt. Achtes Capitcl.

und, weil v —1 —

2°—n —1
v — —^ ' 24).

Hat eine Urne x weiße und x schwarze Kugeln, so giebt es
zwei Falle zu unterscheiden.

Man kann nämlich erstens fragen, wie groß die Wahrschein¬
lichkeit v sein wird, daß, wenn man eine gerade Anzahl Kugeln

aus der Urne ergriffen hätte, die eine Halste davon aus weißen,

die andere Hälfte aus schwarzen Kugeln bestehe; zweitens kann

man fragen, wie groß die Wahrscheinlichkeit v, sein wird, daß,
man mag eine gerade oder eine ungerade Anzahl Kugeln aus

der Urne ergriffen haben, eine gleiche Anzahl weißer und schwar¬
zer Kugeln gezogen worden sei.

Ist
1.2.3.4. . . 2x

— ?
(1.2.3.4.... x)

gesetzt worden, so hat man

S3ch. 24.);

also, weil 2^—1 > 2^^ —1, offenbar

V, <, V,

wie es auch sein muß.

Beispiele. 1) Eine Urne hat 8 Kugeln, so hat man
nach 5V)

- -U- 0.49S2° i 255

als die Wahrscheinlichkeit, eine gerade Anzahl, und nach 5!)

2' . 128

255
— 0.502

als die Wahrscheinlichkeit, eine ungerade Anzahl Kugeln auf's

Geradewohl aus der Urne zu ziehen. Der Werth von ^ endlich
ist nach 52)

^ ^ 0.002.2(2—1) 510

2) Wenn man aber nur weiß, daß die Urne nicht mehr als
7 Kugeln enthalte, so würde dann die Wahrscheinlichkeit, eine

gerade Anzahl Kugeln aus der Urne aus das erste Mal zu er¬
greifen, nach 54)

2'-7-1 „ 420

2°—7—2 247
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sein, die Wahrscheinlichkeit aber, eine ungerade Anzahl zu er¬
greifen, nach 53)

2^ I 127
4^--0-514....-7 — 2 247

3) Eine Urne enthalte 5 weiße und 5 schwarze Kugeln. Wenn
nun von diesen !U Kugeln eine gerade Anzahl gezogen worden
ist, so wird die Wahrscheinlichkeit, daß die eine Hälfte davon
aus weißen, die andere Hälfte auS schwarzen Kugeln bestehe,
nach 53 H sein, weil

t.2.3.4.5.0.7.8.0.10 ^ .
1.1.2.2.3.3.4.4.5.5

252 — 1 251

2»-i 511

Dagegen wird die Wahrscheinlichkeit,daß, man mag eine
gerade oder eine ungerade Anzahl Kugeln aus dieser Urne ergrif¬
fen haben, d. h. man mag ganz willkürlich in die Urne gegriffen
haben, eine gleiche Anzahl weißer und schwarzer Kugeln gezogen
worden sei, nach 54*) sein

252—1 251
2'° —i 1023 — 0.245.

4) Die Anzahl aller in einer Urne befindlichen Kugeln ist
zwar unbekannt, man weiß aber, daß sie nicht großer als IM
ist. Es ist nach 53)

-102 '

und nach 54)
2'°° —101

Um diese Ausdrücke nun bequem berechnen zu können, darf
man nur Zahler und Nenner Glied für Glied durch 2'"^ divi-
diren; also:

1 1 1 101
2 imk —-2 2>« l

102 1 102 '
2'" 2"-

wo dann die gemeinen Brüche

als Decimalbrüchedarzustellen sein würden, was mittelst der Lo¬
garithmen sehr gut geschehen könnte.
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§. 70. Diese Aufgaben lassen sich leicht verallgemeinern, und

es führt dann die Beschäftigung mit den Lösungen derselben zu
einem sehr wichtigen Thcilc der Wahrscheinlichkeitsrechnung, näm¬

lich zur Bestimmung der Probabilität bei wiederholten Versuchen,
wovon wir bereits §. 22 u. ff. gehandelt haben. Hier mag nur
noch nachträglich bemerkt werden, daß bei allen diesen Untersu¬

chungen die Lehre von den Combinationcn mit und ohne Wie¬

derholungen ganz unentbehrlich ist, und die Untersuchungen selbst

mit zu den schwierigsten gehören, welche in der Theorie der Wahr¬

scheinlichkeitsrechnung vorkommen können.

Zweiter Abschnitt.

Von der Bestimmung der Probabilität aus Beobach¬

tungen.
(Wahrscheinlichkeitsrechnung u posteriori).

Meuntes Capitel.

Won der Methode der kleinsten Quadrate.

Z. 71. Beobachtungen werden theils mit freien, thcils mit
bewaffneten Sinnen angestellt. Es versteht sich hierbei von

selbst, daß eine Person um so viel geschickter zum Beobachten

sei, je schärfer deren freie Sinne, namentlich das Gesicht und
Gehör, sind, und diese Person wird es dann noch in weit hö¬

herem Grade, je unbefangener und freier sie von Vorurtheilen
und Leidenschaftlichkeiten ist. Sie muß auch überdies; behutsam

und beharrlich sein, so wie selbst die Nebenumstände gar wohl

beachten.

F. 72. Der jetzige Zustand der Wissenschaften macht es un¬

umgänglich nothwcndig, die mögliche Schärfe der durch die Werk¬

zeuge erhaltenen Beobachtungen mittelst der Kenntniß der Güte
und Fehler der gebrauchten Instrumente zu erfahren, daher denn

auch eine genaue Beschreibung und Abbildung der letztern, sowie
des Beobachtungsversahrens selbst, nicht fehlen darf. Ist nun

dieses alles auch wirklich und sorgfältigst berücksichtigt worden,

so können demungeachtet die erhaltenen Resultate noch immer

nicht sür bereits vollkommen genau gehalten werden, weil aus

der begrenzten Schärfe der Sinne und der Instrumente natür¬

lich mehr oder weniger Fehler hervorgehen müssen. Es ist folg¬

lich von großer Wichtigkeit, die Grenze der möglichen Fehler ei¬
ner Beobachtung zu bestimmen, über welche hinaus sie nicht mehr

für absolut genau betrachtet werden kann, ohne jedoch deshalb

zu behaupten, daß sie nur bis zu dieser Grenze wirklich genau
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sei. Diese Grenze wird erhalten, sobald man bestimmt, bis wie
weit in allen einzelnen zu einer Beobachtung gehörenden Theilen
Genauigkeit zu erreichen ist, und hierauf die Summe der so ge¬
fundenen Größen durch das gefundene ganze Resultat dividirt.

F. 73. Uebrigcns vermag man jene Grenze durch Wiederho¬
lung der Beobachtungen dann immer scharfer zu bestimmen,wenn
alle Beobachtungen ganz oder wenigstens nahe von gleich großer
Genauigkeit sind, weshalb auch offenbar fehlerhafte von den übri¬
gen bessern gewöhnlich ausgeschlossen werden. Ist nun auf diese
Weise das nahe richtige Resultat gefunden worden, so können
endlich die zu sehr von diesem Resultate abweichenden Ergebnisse
ausgeschieden werden.

§. 74. Die aus mchrern einzelnen Beobachtungen für sich
durch Berechnung derselben gefundenen Resultate müssen den im
Vorigen angeführten Gründen zufolge mit geringem oder größcrN
Fehlern behaftet sein, werden folglich nicht genau mit einander
übereinstimmen. Gewöhnlich nimmt man dann, um das rich¬
tigste Resultat aus allen zu erhalten, das arithmetische Mitrel
aus ihnen, vorausgesetzt, daß die zu sehr abweichendenbereits
vorher ausgeschlossen worden sind. Hat man nämlich aus n
verschiedenen Beobachtungen für eine gewisse Größe x die u ver¬
schiedenen Werthe x,, x.,, x^,.. . x„ gefunden, so erhält man
den sogenannten arithmetischen Mittelwert!) X von x oder das
der Wahrheit näher kommende X als jede der Größen x^, x^
x.j,... x„ durch die Gleichung

x — X, st- X, st- Xz st-

welche Große X auch als der wahrscheinlichste Werth der Großen
x„ X2,....x„, so wie endlich X—Xj, X —Xz, X—x-z,....
X —x» als die Fehler der einzelnen Beobachtungen angesehen
werden können. Dann ist, wenn man durch das Gewicht
jener Bestimmungvon X als des mittlem oder wahrscheinlich¬
sten Werthes von x bezeichnet,

—
2^stX -x)-

5(X-x)- ^ (X-x,)- 5 (X-x-)2 st- (X-x,)2 st- .... st- (X-x. )2

ist. Man sieht übrigens aus dem für gegebenen Ausdruck
sogleich, daß das Gewicht desto größer sein wird, je größer
die Anzahl u der Beobachtungen und je kleiner die Größen X—x,,
X — x X v V i-.X-x„....X- h. je genauer die Beobachtun¬
gen selbst sind.

§. 75. So lange jedoch alle Beobachtungen mit nicht abso¬
lut vollkommenen Sinnen und Instrumenten angestellt werden,
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so lange kann auch das, nach dein im vorigen §. gelehrten Ver¬
fahren bestimmte, Resultat noch nicht anders als der Wahrheit
nur sehr nahe liegend betrachtet werden, weil man dort als
wahrscheinlich voraussetzt, es sei außer den ganz genauen Beobach¬
tungen eben so oft zu wenig als zu viel gemessen worden, so
daß also diese entgegengesetzten Größen sich bei ihrer Summirung
wechselseitig aufheben müßten. Allein gerade diese Voraussetzung
ist, wie gesagt, auch nur eine bloß wahrscheinliche, und mithin
kann — weil es eben so gut möglich ist, daß z. B. zwei oder
drei Mal mehr auf der Seite des Zuwenig als des Zuviel
gefehlt worden — das nach 55) bestimmteResultat keincswegcs
schon für absolut gewiß gelten. Dieß hat auch die Erfahrung
bereits gelehrt.

§. 76. Man wird also der Wahrheit noch weit naher kom¬
men, je kleiner die Summe der erwähnten thcils positiven thcils
negativen Fehler ist, und man könnte sich schon begnügen, alle
diese Fehler als positiv zu betrachten und deren Summe durch
eine Differentialgleichung zur kleinsten zu machen, sobald hierbei
nicht eine zu willkürliche Umänderung statt fände. Dieser nun
auszuweichen, erhebt man die Fehler, damit alles positiv werde,
auf die zweite Potenz oder das Quadrat, und bringt die summe
dieser Quadrate der Fehler auf ein Minimum, welches dadurch
geschieht, daß man die Gleichung für die Quadrate der Fehler
nach den constanten Größen dissercntiirt und den Werth der Dif¬
ferentialgleichung— 6 setzt, allerdings nur dann möglich, wenn
die Summe aller Glieder, welche jedes einzelne Differential der
Eonstantcn multipliciren, — 6 gesetzt wird, wo man dann so
viele Gleichungen als beständigeGrößen erhält, aus denen diese
letztern endlich numerisch zu entwickelnsind. Das ganze Ver¬
fahren nennt man bekanntlich die Methode der kleinsten
Quadrate, die sich also, auf Principien der Wahrscheinlichkeits¬
rechnung beruhend, als eine zu derselben gehörende, der Wahrheit
sich am meisten nähernde Theorie mit vollem Rechte betrachten
läßt. Denn erst seit ihrer Anwendung in der Astronomie und
Physik, so wie in andern Erfahrungswissenschasten, ist man zu
möglichst Vertrauen gewährenden und eigentlich brauchbarenRe¬
sultaten gelangt; seitdem erst sind eine Menge sonst statt gefun¬
dener willkürlicher Annahmen bei derartigen Rechnungen, als
nicht mehr nöthig, nun völlig ausgeschlossen worden, wodurch
folglich der Calcul selbst an strengern Grundlagen gewonnen hat.

§. 77. Es sei, wie es auch gewöhnlich der Fall ist, die An¬
zahl der unbekannten Größen x, v, . geringer als die
Zahl der durch die Beobachtungen gegebenen Gleichungen
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aus welchen x, 2, . . . bestimmt werden sollen. Setzt man
für die möglichen Fehler die Wcrthe ^2, so hat man,
der Kürze wegen,

iV — c- 2

^ 2 ' ^ 2 - kk̂

gesetzt, wo X,

u. s. w.

die durch unmittelbare Beobach¬
tungen resp. gefundenen Werthe der Functionen X, X^, Xz,..
bedeuten mögen, alsdann

^ 2 4- dx ^-0^ 4-42 4-

^/z2. 4- dzx 4- o, x 4- 6, 2 4-

4- dzX 4- vzX -i- 6z 2 4-

U. s. w.

Man berechne jetzt

"V

so sind

(2d) ^ 2d 4. 2zd, 4- 2zdz 4-

(2 c) 2 o 4- 2, 0z 4^ a. «z 4-

(2 4) 2 4 4- 2z 6, 4. 2z 6, 4-

U. s. W.

(Uli) — dd 4- d.d. 4- d. dz 4.
(d c) ^ d 0 4- dz ez 4- dz e. 4-
(d 4) d 4 4- dz clz 4» dz 4z 4°

U. s. w.

(oe) eo 4- 0,^4. c, 4.

sc 4) 44 4" 0z 4,4^ k!z 4z 4»

U. s. w.

(4 4)44 4- 4z4z 4. 4z 4z 4- /
U. s. w.

(2d) 4- (dd)x 4- (do)^ 4- (d4)2 4- ... — c,

^2 e) 4- (d e) x 4- (e c) ^ 4- (e 4) 2 4- ... — g
(24) 4. (d4)x 4. (o4)^ 4. (44)2 4. ... — 0

U. s. w.

Ü6).

S7)

die zur Bestimmung von x, 5, 2, . . . . dienenden Gleichungen.
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Beispiel. Man habe die Gleichungen

x — X — )? 4- 22

X, — 3x 4- 2)? — 52

X2— 4x 4- )? 4- 42

X ^ — x 4. 3 )? 4- 321

und durch Beobachtungen gefunden

3 — 3, -r,— 5, ^2— 21, — 14;

so ist IIIX! x 4- 22

2I.-1- 5 — 3x —2z? 4» 52

^2— 21 — 4x — )? — 42

^ - 14 4- cn!1

!i ^ 3 d — — 1 n 11 3 --- — 2

5 d,-n- — 3 — 2 3z — 5

»2 — 21
III c-— — 1 a,— — 4

Sz — 14 II^2 c^ — 3 3,- 3,

Ii INII II

II S) ^8II >

II

folglich nach 56)

(ad) — 88

(ac) — — 7<d
(a3) — — 107

daher nach 57)

— 63 4- 27 X 4- 6? 0

— 70 4- 6 x 4- 15)? 4- 2—0

— 107 4-^4- 542 — 0,

aus welchen 3 Gleichungen die wahrscheinlichsten Wcrthe
X — 2.470, X ^ 3.551, 2 — 1.916

folgen.

§. 78. Ein sehr elegantes Verfahren von Gauß, die wahr¬

scheinlichsten Werthe von x, z?, 2, .... und ihre resp. Gewichte>v, >V,, >V2, .... (das Gewicht der Beobachtungen t
gesetzt) zu berechnen, ist folgendes?

. Man setze

(ad) 4- (dd)x 4- (6c))? 4- (63)2 4- ?

(a o) 4- (b c) x 4- (e o) )? 4- (c 6) 2 4- ... — 57 »)

(a3) 4- (d3)x 4- (c3)x 4- (33)2 4- ... k

U. s. w.
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und climim're hieraus x, . nach irgend einer der ge¬
wöhnlichen Methoden, so werden x, z^, 2, . . . stets dargestellt
werden können in den Formen

x--l. 4- ^I> 4- V°<Z 4- c°k4--.. l

-i-»10 4-e-K-s-... ss)
---1^4- 4. v-sz 4- c-k 4....!

u. s. w.

Hat man diese Ausdrücke wirklich numerisch entwickelt, so
sind nun die wahrscheinlichsten Werthc von x, 2, . . . .

xx — i-i > 2 — 1-- öS")

und die Gewichte dieser Bestimmungen

>V. ^ ^ S9).
7^!

^2— u. s. w.^

Bezeichnen G., G,, Gz,. . . die Mittlern zu befürchten¬
den Fehler, die man bei der Bestimmung der wahrscheinlichen
Werthe von x, v, 2, ... nach 58) begangen haben mag; so ist

0 28^095 >
^ j (IvZ 0.232095 — 9.420395)

0.282035 ,

0.282095

U. s. w.

Endlich sind die wahrscheinlichen Fehler I?, k',, k'z,....,
die man bei der Bestimmung der wahrscheinlichsten Werthc von
x, 5, 2,.. . begangen haben kann, d. h. diejenigen Fehler, von
welchen es eben so wahrscheinlich ist, daß man sie begangen als
nicht begangen habe, folgende:

x — ..0-476936 . 0.476936 — 9.678460)

I.-

0.476936

0.476936

61).

u. s. w.
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i '.-'s

>'''

si 5 ' !

s

K ^
1^.. ! > 7"

' M'''

'. 1

'

t'x

I»

I .

t ./

I '

I

I-h-.s, 'i , s ^ >!^U

F

I ' >
I? ^ ^

I' '

I ^

si"'i

I .
s'^ ' 'I

s-'-s

s/- ^ 's'''I

I k 1 ss - '

I s >'>

IlÄ

I '.-s-
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Die Grenzen zwischen welche die
wahren wirklich statt habenden Wcrthevon ks I?,, kV, fallen

werden, sind, sobald n die Anzahl der Beobachtungen oder die
Zahl der gegebenen Gleichungen in 57) bezeichnet,

^i ^i-

^

II

0.476936 x

" /

0.476936 x

n >

U. s. w.

KS).

Die Anwendung dieser allgemeinen Ausdrücke auf unser letz¬
tes Beispiel wird geben erstens nach 57^)

— 83 4- S7x 6? — i>

— 70^-6x4-15^4' n — tt

— 107 4- ^^54-^iIi;

Ii

Ii

zweitens nach 58)

49154
-b

809
r>

324
II -I-

6

^ ^ 19S99 19399 19399 19899

2617 12
p 4-

54
9 -

1

^ "" 737 737 737 737

12707
ch-

2
. p

9
y-t-

123

6633 6633 6633 6633

drittens nach 58^)

- ^ ^54 ^ 2.4702

V —

2

19399

26 t7

737

12707

6633

3.S509

^ 1.9157;

viertens nach 59)

vv — 4.9595

1^ 737

XV, - s 3.6943

s-Zsi --

woraus folgt, daß 2 von allen am schärfsten und z? am wenig¬

sten genau bestimmt mithin ? nur etwa halb so sicher als 2 ist.
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Überhaupt ist x oder 1.34 Mal und 21 oder

1.99 Mal sicherer als

Fünftens ergiebt sich nach 69)

s> — 0.1267, <5, — 0.146S, 0.104t

als die Mittlern zu befürchtenden, und nach 61)

? — 0.2142, 0.2481, ?z — 0.1760

als die wahrscheinlichsten Fehler;

endlich sechstcns nach 62)

— (g'7g^z) ^ — 0.265? und 0.1630

(g'vgisz) 5,— 0.3071 und 0.18S0

— (g 7g15z) 0.2180 und 0.1341.

§. 79. Gauß hat noch ein anderes Verfahren angegeben,

Gleichungen vom ersten Grade, sobald deren Anzahl die Zahl
der in ihnen vorkommenden unbekannten Größen weit übersteigt,

so nach der Methode der kleinsten Quadrate aufzulösen, daß erst¬

lich diese Gleichungen in so viele andere umgeformt werden, als
Unbekannte vorkommen, von welchen Gleichungen dann jede fol¬

gende eine Unbekannte weniger als die vorhergehende enthalt,

was die endlich vorzunehmende Bestimmung der einzelnen Unbe¬
kannten wesentlich erleichtert. Da dieses Verfahren sich zwar

auf jede Anzahl von unbekannten Grüßen anwenden laßt, aber

zugleich auch die zu gedachter Umformung nvthige Rechnung im¬
mer beschwerlicher wird; so ist es gut, das Verzeichniß von

Formeln, die in jedem besondern Falle in Zahlen zu übersehen

sind, stets vor sich zu haben, um nicht irre zu werden. Für
die Praxis mögen daher die Schemata für die ersten sechs

am häusigsten vorkommenden Falle hier vollständig mitgetheilt
stehen:

§. 80. I. Fall. Mit 6Unbekannten 2,24, 22,63,24 und 2z.

Es seien
U2 4- 6 2, 4. 0 2z ch ll 2z 4- e 24 4- k2z 4. n 0
s,2 4- 6z2, 4- 0 2z 4. 6 2z 4- S2z 4. k2z 4- n -II! 0
Sz2 4> 6z2,4- Cz2z 4- llz2z4- e.244. Lz2z4- Uz —0

u. s. w.

gegeben; so berechne man zuerst:
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(nn)

(nn) !

(Nn)

(en) :

(6n) !

(eii) !
(s>.) !
(nn) I
(ab) :

(ac) i

(nä) :
(as) :

t-t ) i

(dN)i

- nn 4^
: NN 4-

i Nn -j-

- cn -j-

i än 4-

: en 4-

! kn -j-

! NN 4-

! nN -I-

ne 4-

i nä 4-

ne 4^

! nk 4-

NN 4-

n.'N

k>n^ 4-

e n 4^ .

6,n, 4

s.n 4- .

t.". 4 -

n n 4" -

nd.4 -

n e^ 4-.

n ä, 4- .

n. e, 4- .

n k 4-.

4 >

dann:

(an.4)

(ns.1)

(nN.1) :

(ne.1) :

(nä.1) !

(ne.1) -

(Nn.1)-

(Nb.1) -

(Nc.1) :

(Nä.1)!

- (nn) —

- (nn) —

- (^) -

(no) —

I (nä) -

(se) —

(Nn) -

(NN) -

(Ne) -

- (Nä) -

(-» 0 (fn)

(ti)

(nk) ( nk)

(tt)

(ny (k'k)

(tt)

(n5)(e5)

(tk)

(nk) (äk)

(")

(nk) (ek)

(tk)

(bk) (fn)

(IN)

(dk) (Nk)

(N)

(l-0 (°e)

(tk)

(dk) ä k)

(tk)

(Ne) l

(Nä)!

(Ne)

(Nk)

(eo)

(eä) .

(ce) :

(ek) .

(ää).

(äe):

(äk) .

(es) i

(ek) :

(") -

- Ne 4- N e, 4- -

: Nä 4- N ä 4- ..

i Ne 4- N.s -4- .,

- Nk 4- N.k 4->

^ ee 4- e,e^ 4- - >

- eä 4- e ä^ 4- . >

! ev 4. es^4- ..

! ek 4- e k 4- ..

: ää 4- ä ä^ 4- . .

: äe 4- ä^e 4- ..

äk 4- ä/. 4- .,

! ee 4- v,e^ 4- .,

: ek 4- v k 4- . .

! kk 4- k k.' 4. ..

(nn.1) (nn)

(bs.1) (Ne)

(en.1) (en)

(ee.1) ^ (ee)

(eä.1) ^ (eä)

(ee.1) — (es)

(än.1) — (än)

(ää.1)-i2 (ää)

(äe.1) — (äs)

(en.1) ^ (en)

(ee.1) — (ee)

(nk) (nk)

(tk) '

(Nk) (ek)

(tk)

(ek) (kn)

(W)

(°k) (ek)

(6)

(ek)iäk)

(tk)

(ek)(«k)'

(tk)

(äk) (kn)

(»)

(äk) (äk)

(tk)

(äk) (ek)

(tk)

(«k) (C")

(»)

(ek)(ek)

(»)

ferner:



Methode der kleinsten Quadrate. '105

- i.,,,« - VW-L >»-,-) - <»°,»
<.-,-1 -- - (31,1) - "

..d,-) - -.3,.) - ^ ^

° " - ^--Mi -°°-> - <->-^-K8^

(.-,-> -1.1,1)- " (-»,-> - c-^-) -

<1»,-)- (>!„,,> - "

(33.2) — (l,!,.I) — (,!,),2> — 233>, - -

(vö.1)

ferner ^

(-U..3) ^ (an.2) -^-2^2) ^ ^ ^ ^ ^ ^

<..,-) - <..,-> - - st.,-, _ L-KAiZ>

<.»,->--(.»,-> -lMSZL (-.,3) -1 (-,>.-) -b^AL^r

<.°,3) -- (.3,2) <--,3) - -.-,-> -

i),»,z) ^ („,z> -- _L^.SSi

ferner:

(M..4) ^ (au.3) - (,.,..4) ^ (I)„.3) -
(eo.3) v , / (cc,3)

(aa.4) ^ (aa.3) - (a° -3) (sv.3j ^ ^ (b^3) (1^3)
(ec-3) 3 , v /

<.d,4) -- >.3,z> _ (..,t) -- <„.,3) -

und

(..,3) - (..,.) -

l.»>..»>

(..,3)-(„»,«) -
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so Hot man nun zur Bestimmung von 24, und süz
die Gleichungen

(aa,5)?i -- — (an.Z)
(bt>.4)?4<cht>>4)-, 522—(dn.4)
(us.3)^4 (Iis.3)^^ 4(eo.3)Z!2 225—(cn.3)
(s4.2)54 ch4.2)i?, g-(cN.2)^21- (44.2)i?z 522 —(4,i.2)
(as.1)?4 (Ne.t)^, 1-(ce.tZ-iz 4(4v4)^z4(es.t)/lq 522 —(en.t)
(ak)2 -i- (t>k>, 4(°k)^ -l-(ak)^ 4 («t>4 4- (er)^n--(fn).
und wenn 8 die Summe der Quadrate der Fehler bedeutet,

8 22 (iiu.S) 522
(sn.Z) (uii.5)

(»s.5)

§. 81. II. Fall. Mit 5 Unbekannten 2!^, -2, -z, -^und/.
Es seien

n?4 -I- c?2 4 4?. 4- ex^ 4 ti?z 4 n 222 0

N, --, 4- 0.^2 -4- <st?z 4- e,?, 4- s^z 4 n, 225 N
4- s.^2 4" 4- ^2^4 4- t.?z 4 1^2" t)

U. s. w.

gegeben, so berechne man zuerst:
(im) 222 IUI 4- 11,11, 4
(Ui>) — Im 4- t> 11 4
(cn) 525 en 4 «,n, 4

(4ii) 22 4n 4 4,n, 4-

(cn) 22 en 4 en, 4
(tu) 22 tu 4- st», 4-

(dd) --NN 4- b,N. 4

(bs) 22 Ne 4 d,o, 4

(N4) 22 N4 4 t>,4, 4

(Ns) 22 ns 4 t>,e, 4

(Nt) — Nk 4 n,st 4 .
(es) 222 so 4 e e. 4 -

(c4) 522 e4 4 s,4, 4 .
(es) 222 es 4 e s, 4 .

(et) 522: et 4 e st 4 .

(44) 225 44 4 4,4, 4 .
(4s) 222 4s 4 4 e, 4 -

(4t) 222 4k 4 4.st 4 .

(es) 222 es 4 e,s, 4 .
(et) 22 et 4 e,st 4 .

(kk) - tt 4 stst 4 ...

dann:
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- (...) _ (ca.i) ^ („) _

(d..t) -- (..) - -^'12. (cc.1) - (ce) -
(.c.1) (.c) ' (än.1) — (6n)

(.,.,) ^ (.,) ^ <^2. („.,)^(„) _ <2^0.
(.e.1) ^ (1-c) - (Ue.l) -- (äs) -

(cn.1) - (cn) - (en.1) -- (e„) . _^_l22.

(co.1) -- (cc) - (ec.l) ^ (ec) - ^)
(NN.1) — (»n) —

ferner:

id.-, - id.» . L-Ll^> ..^2) - i°.» - l-KWL
(.b.2) — (1)1).1) — — (cU.2) ^ (c6.1) — lcU-t)(ee.1) ^ / (es.i)

<d°^-> - <d°.» - s-KH^> -- .6.» .

(.a.2) -- (1)6.1) - 0"--0(Us-0 ^ 2) - (aa.1) - (6°-0(Us.i)(ev.1)
(cn.2) --- (cn.1) - (nn.2) - (nn.1)- <2^1)2^0.(ve-0 ^ >

ferner:

(1)°.3) (1)N.2) - ^ ^ ^ (»N.2) ^ (-6.2^(6^2)
C'd.Z) -- (bd.2) - ^ ^ ^ ^ <c^2)(c^2)^uu.^ (aa.2)
(1)c.3) -- (dc.2) - (nn.3) -- (nn.2) - ^"")(6^2) .<M-2) ^ ^ ^^^) '

ferner:

(wi .4) — (kn.Z) (^^scn.Z).(cc.3)

(1>..4) --- (...3) 0,0.3) (bc.3)^ ^ (vc.3)
und

(nn. 4) (nn. 3) ;
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so hat man zur Bestimmung von 24, 2z, 2z, 2^ und 2z die
Gleichungen

(dd.4)?, — — (Nn.4)
(de.3)2, g- (cc.Z)2z 22 — (en.3)
(vä.2)2. 4- (e3.2)2z -I- (dd,2)?z 222 — (dn.2)
(de.1)^, 4- sce.1)2z 4- (de.1)?^ 4- (se.t)^ 222 — (en.1)
(vf)2, 4- (ck)^ 4- (äk)2z g. (el>4 4- (tr)2z - - (tn)

und

H. 82.

Es seien

8 — (nn.4) — (t>n.4) (1»,.4)
(IW.4)

III. Fall. Mit 4 Unbekannten 2z, 2

02z 4- d?z 4. K2^ 4- s?z 4^ " — e>
L2z 4- d//iz 4- S2^ 4- stslz 4^ ^
e.2. 4- 4- Kz2^ 4- -st "2 — 6

u. s. w.

gegeben; so berechne man zuerst:

3/ ^42. und 2-.

(nn) 222 Nil n n g'
sc») 222 cn -st n, 4- ...
(dn) 222 dn -st d n 4- ...
(sn) — en 4- e.n 4- ...
(tu) 222: kn -st st n 4- ...
(cc) 22 cc 4- es 4- ..2
(cd) 2222 cd 4- cd 4- ...

(ee) 22 ce 4- e, e 4-
(vk) 222 ck 4 est 4"
(dd) 2^ dd 4- d.d, 4
(de) 222 de 4° che, 4»
(df) 22 dt 4- d. st 4
(es) — es 4 e^ e, 4
(ek) — et 4 e. st 4

(d) 22-d 4 st st 4-

dann:

(cn.1) — (cn)

(ce.t) 222 (cc)

(cd.1) 22 (cd)

(ce.1) 222 (ee)

(dn.1) 22: (dn)

(es) (tn)
(d)

(ct) (cf)
(«0

(ct) (dl)
(d)

(cl") (et)
(d)

(dtlEn)
(»)

(dd.1) 22 (dd) —

(de d) 222 (de) —

(en.d) 22 (en) —

(ee.d) 22 (se) —

(nn.d) — (nn) —

Gt)(df)
(tt)

Gt) let)
(d)

(ek) (k„)
(d)

(ek)(et)
(d)

("' ) ("0
(d) !
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ferner:

(«N.2)-(«N.1)-!Q_A^ (,...2)

(««.2) ^ («o.l) - (66.2)

(«6.2) im («6.1) ^

(en.3)
(an. 2)
(en.1)
(sn)

F. 83. IV. Fall. Mit 3 Unbekannten 2g, 24 und 2...
Es seien

a ?iz 4. e?4 4- s2z 4- n im v
»l.^z -i- e 24 4- f2z a- I>, — 0
64-14 4> L4-I4 4. kz2z 4> »2 im o

u. s. w.
gegeben; so berechne man zuerst:

(NN) — NN 4^ II n 6- . >. (6«) im 6s 4- a.s, 4-
(«In) — 611 4- 6 n^ 4- -» (6s) im 6t 4- a.k 4-
(sn) — en 4- « n 4- ... (ee) im ss 4- e.e. 4-
(kn) — sn 4- k n 4- ... (sk) ^ es 4- «/. a-
(66) — 66 4^ a 6 4- ... (I?) mi is 4- kst 4-

. .. (ns.1)(nv.1) .mi (nn.1) — -— '
^ ^ («s.lr

ferner:
.. , .. (« a.2)(a>,.2)

(en.3) («N.2) - "- ^2)

(ee.3) mi (ce.2)
(«a.2)(«a.2)
'(aa.2)

und
. (an.2)(a,i.2)
(nn.3) im (nn.2) - '

so hat man zur Bestimmung von 22, 2z, 24 und 2^
(««.3)24 -
(«6.2)22 a- (aa.2)2z -
(es. 1)24 4. (a«.l )2z 4- (es. 1)24 -
(«1 )24 -l- (ak)2z 4- («k )24 4- (N )2,

und
8 im (NN.3) - ^v?) c«n.3)

^ ^ (ec.3)

dann:
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(än.l) (6n) (en.i) — («>>) —

(66.1) — (66) (os.1) — (es)

(6s. 1) - (6s) - (»°.t) - (°n) - ;

ferner

und

(6n.2) -- (6,1.1)

(66.2) (66.1)

(6s.1) (sn.1)

(ss.1)

<6s.1)(6e.1)

(ve.1)

(nn.2) ^ (nn.1) - .l"« 0 ("S-V
^ ^ ^ (SS.1)

so hat man zur Bestimmung von 2z, 24 und 2. die Glei¬
chungen

(66.2)2^ — (6n.2)

(6s.1)^ 4- (es.1)24 — (en.1)

(6CZ2, 4- ( s5)24 (tk )2z -n - (In)

und

(6n.2) (6ii.2)
8 (nn.2) —

i. V.

Es seien

(66.2)

§. 84. V. Fall. Mit 2 Unbekannten 24 und 2z.

«24 -b kiz 4- n 0

e.^4 -k- k.-!- 4- n — o

-b k.2z 4- n^ 0
U. s. w.

gegeben; so berechne man zuerst

(nn) ^ NN 4- N N 4- -" (es) " es 4° s o 4-

(sn) ^ en 4- e n 4- ... (ek) ^ ek 4- e k 4^

(kn) — ki» 4- k.n 4. ... (kk) — lk 4- k.k 4.

dann

(ek) (kn)
(en.1) — (sn)

(es.1) (se)

(tt)

(sk)(sk)

(11)
und

- <„» - ,

so hat man zur Bestimmung von 24 und 2z die Gleichungen
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und

see.l)^ ^ — <en.1)

(et>^ 4- (ll)2z — — (In)

(en.1) (en.1)
8 ^ (nii.1)

(ee.1)

Z. 8'i. VI. Fall. Mit einer Unbekannten

Es seien 1 2z 4- II — 0

12z 4» n — 0

u. s. w.

gegeben; so berechne man

(nn) — NN 4- IIN^ 4- ...

sin) — In 4- 1 11^ 4- ...

(N) ^ !1 4- er 4- ...

und man wird haben zur Bestimmung von ^ die Gleichung

(t ?)2z ^ - (in)

und
8 — (nn) —

(6i ) (in)
(11) ^

Wir wollen zur Erläuterung das zuletzt gegebene numerische
Beispiel noch einmal vornehmen. Es ist, wenn wir x, z, ?!

respective mir 2z, 2^, 2- vertauschen, nach dem für den IV. Fall
gegebenen Schema:

— 2z 4- 24 — 22z 4- 3-0

— 32z 4- 22^ 4- 52z 4- 5-0

— 42, —

2
- 42z 4- 21 0

wo

also

6 - — 1

s — 4- 1

k - — 2

11 — 4-6

— 32^ — 32z 4» 14 — 0^

(tz — 4-<Zz — 3

«2 — — 2

1, 4- s

ii^ —4-5

a, — 4

«2 - — 1

kz^- 4

«2-4-21

iz — 3

Ii, -^4-14;

(nn) - 4. 9 4- 25 4- 441 4- 136 - 4- 671

(6n) - — Z — 15 — 84 4- 14 - — 83

(en) - 4- 3 — 10 — 21 — 42 - — 70

(In ) - — 6 4- 25 — 84 — 42 - — 107

<64) ^4-14- 34- 16 4- 1-4- 27

(6e) -— 14-64- 4— 3-4- 6

(61) — 4- 2 — 15 4- 16 — 3 — — 0

(es) — 4-14-44- 14- 9 — 4-45

(ei) - — 2 — 10 4- 44- 9-4- 1

^11) - 4- 4 4- 25 4- 16 4- 9 - 4- S4;
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dann:

(<tn.1) — — 88 —

(Sä.!) - 4- 27 —

(äs.l) — 4- 6 —

(sii.1) — — 70 —

(ee.1) 4- 15 —

(nn.1) ^ 4- 671 —

ferner:

(3u.2) - — 83

(44.2) — 4-27 — -

(nn.2) - 4- 453.981 —

mithin

0 x — 107

54

0X0
54

0x0

54

1X —107
54

1 X 1
54

— 107X— 107

54

6 X —68.019
14.931

6X6

14.981

-68.019x68.019

14.981

— — 88

— 4-27

— 4-6

— 63.019

-i- 4- 14.931

— 4- 453.981 ;

- — 60.753

— 4- 24.597,

— 4- 150.151,

woraus

und

24.5972z - 60.753

62z 4- 14.93124 — 68.019

2^ 4- 542z — 107.000,

2z ^ 2.4701, 24 - 3.5510, 2z --- 1.9157

8-4- 150.151 - ^ - 4- 0071

folgt/

§. 86. Um die Gewichte der Bestimmungen von 2,12,,- 2-"
zu bestimmen, gebe man den, in dem Schema I- Fall zur We-

stimmung von 2, 2,, 22, 2z, 24, 2z dienenden, Gleichungen der
Kürze wegen die Form:

«2 ^ „

«,24.^,2, - ?/.

"2 ^ -I- ^2 4- 7^2 ^2 — >'z

«z 2 4- /?z 2, 4- Z/z 2z 4. dz 2z — ^z
«42 4- ^42, 4- z/4 2z 4- .1424 4- ?4 24 — i/4
«5^4- 4- 7^2. 4- ^24 4- - ^5 ?

welche Gleichungen man nun nach 57^) auch so ansehen kann:
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— »»4-5-2 ml?
— 4- 5-,2 4- /?I?5 m lt

— Vz 4- 5-2-! 4- ^2, 4- ^-2- — Ii

— ?»z 4- 5!z2 4- /?z2z 4- Ẑ z^- 4- >?z2z — 8
— ^4- 5-^2 4> 4- /«2z 4- <?42z 4- r
— ^5 4. 5-z2 4. /Zz2. 4- ^5-2 4- ^-2z 4- kz2„ 4- 5z2z — v.

Eliminirt man hieraus nach und nach 2. 2,, 2z, u. s. w., so
erhält man successive für die Größen 2, 2^, 2z, ... . die Aus¬
drücke von der Form

2 5. 4- -!'
' tt

22--- r.2 4-^l'4-«^4-^k
2^ 1., 4-^ ? 4-v-<z 4-c-K4-^ s

2,^ I., 4-? 4-«: L 4-c: k-l-v: 8 4"^-^

2,m-^4.^?4.L^4.e-k4-o-84-^?'4-^,

Ausdrücke also, die denen in 58) analog erscheinen; folglich wer¬
den nach dort

w--^c-, W-mT-z-., >Vzm^z, nud>V,mV5z
die gesuchten Gewichte der Bestimmungen von 2, 2^ 2z,... .
sein; d. h. man wird, wenn für «, 7^, ^z, ^4 und'5z ihre
anfanglichen Werthe restituirt werden, haben:

w m ^(sa.S) VV. m (!>d.4)
W2- 7^(^73)' Wz ^ 1^stiä72)
» »- ^(77777 w, >"(777;

daher für das Schema II. Fall:
vv. - 7"(üü747. W2 - 7^(7777777
Wz ^(äüTIst w, -- '^(7777)7

für das Schema III. Fall.
xv- - 1^(7773)7 W z - /'(TäTH',
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für das Schema IV. Fall:

Wz — 4"(UN.2), w^ - ^(es.I),

^ ^(ü);

für das Schema V. Fall:

w, --- 7"(^i)> w^ - 1^(?t)

und für das Schema VI. Fall:

In dem letzten Beispiele wird man demnach haben

Wz -- V 24 . 597 --- 4. 959

w^ - 14 . 931 - 3 . 875

Wz --! >"54" — 7.348.

S chlußbemerkung. Man sieht auf den ersten Blick, daß

die Methode der kleinsten Quadrate eigentlich nichts anderes ist,

als die bis jetzt richtigste Theorie der Bestimmung von Unbe¬
kannten, die durch mehr gegebene Gleichungen, in welchen sie

vorkommen, bestimmt werden sollen, als eigentlich die Zahl der
Unbekannten selbst betragt, ein Fall, welcher der der unbestimm¬

ten Analitik (den sogenannten diophantischen Ausgaben), wo we¬

niger Gleichungen als unbekannte Größen gegeben sind, entge¬

gengesetzt ist. Da nun für n zu bestimmende Unbekannte auch
u Gleichungen gegeben sein müssen, so sind, wenn die Zahl die¬

ser Gleichungen die der Unbekannten übersteigt, die letztern mehr
als bestimmt, und es entsteht mithin die Frage, welches sind

die wahrscheinlichsten Werthe dieser Unbekannten: eine sehr wich¬

tige Frage, welche also am einfachsten und sichersten, den Prin-
cipien der Wahrscheinlichkeitsrechnung gemäß, durch die Methode
der kleinsten Quadrate vortrefflich beantwortet wird. Das fol¬

gende Kapitel nun behandelt einen der interessantesten Falle, auf
welche die Methode der kleinsten Quadrate eine in ihren Folgen

nicht unwichtige Anwendung findet.
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Zehntes Capitel.

Bon der'Bestimmung des Gesetzes einer perio¬
dischen Erscheinung.

87. Fast in allen ErfahrungSwissenschastcn trifft es sich

hausig, daß die aus Beobachtungen oder Zählungen abgeleiteten
Großen nach einem gewissen aber unbekannten Gesetze zu - und

abnehmen, d. h. eine gewisse Periode bilden, die nach Ablauf

einer bestimmten Zeit wiederkehrt.

Bisweilen kann das unbekannte Gesetz für diese Periode von

Größen analytisch bestimmt, öfters aber auch gar nicht direct

aufgefunden werden. Im letztern Falle muß man indirect ver¬
fahren, d. h. irgend einen analytischen Ausdruck so wählen, daß

er jede einzelne Größe der Periode möglichst genau giebt, was

dadurch geschieht, daß man die gewählte Formel hinsichtlich ihrer
Constanten, jeder einzelnen Größe der Periode nach und nach

möglichst anpassend, numerisch zu entwickeln sucht. Hierzu wird
nun die Methode der kleinsten Quadrate wesentliche Dienste lei¬

sten, und Wessel gebührt das Verdienst, zuerst solches gethan

zu haben und zwar auf eine sehr sinnreiche Art, die hinsichtlich
der Praxis alle bisherigen Versuche, das unbekannte Gesetz einer

Periode indirect annähernd zu bestimmen, an Eleganz und Ge¬
nauigkeit weit übertrifft.

F. 88. Wenn nämlich eine periodische Erscheinung nach dem
Ablauf I: ihrer Periode stets wiederkehrt, und dabei immer von

5°, das wieder von x abhängig ist, abhängig bleibt; so kann
die Eigenschaft, daß wenn auch x um I:, 21:, 31:. u. s. w.

vermehrt oder vermindert wird, stets sich gleich bleibe, nach
Wessel durch die Formel

sin(v, 4- 63),

wo das zu x gehörende ferner pg, u,, »2,... .Iii,
Constanten bezeichnen, vollständig dargestellt werden. Werden

nun diese Constantcn aus einer gegebenen Beobachtungs - oder
Zählungsreihe bestimmt, so erhält man hierdurch dann die, die

Stelle des eigentlichen, aber nicht aufsindbaren Gesetzes sehr nahe

vertretende, mathematische Theorie der Erscheinung entwickelt, und

damit diese Theorie in ihren Resultaten so viel als möglich mit
den durch die Erfahrung gegebenen übereinstimme, ist nach Wessel
(und wie auch schon oben erwähnt) die vorhin erwähnte Bestim¬

mung der Constanten mit Hilfe der Methode der kleinsten Qua¬
drate zu bewerkstelligen, welches am einfachsten und leichtesten

geschieht, sobald die empirisch gefundenen Wcrthe von auf die

man die Bestimmung der Constanten gründen will, zu Werthen8*



von X gehören, die in arithmetischerReihe fortschreitend die
ganze Periode ausfüllen, und wenn zugleich die Zahl der Con-
stantcn kleiner als die Anzahl der gegebenen Werthe von ist.
Diesen Fall bloß, welcher die Regelmäßigkeit für sich hat und
am meisten vorkommt, wollen wir hier und in der Folge stets
voraussetzen.

§. 89. Gehören n Werthe von 5 zu einer vollständigen Pe¬
riode, und sind dieselben gegeben; so setze man, um die Formel 93)
etwas zu vereinfachen,

360°

und man wird, 2 für — in die Formel 55) substituirend, er¬
halten
z-x (Vsi-l-2.x)-l-UzSintdsi-d^.^g-Uz8iii(vz^-32.x)g-..64).

Die Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate nun
crgieb t für die Bestimmung der Constanten pg, u^, u^, u^, . ..
lisi, ^2, folgendes Verfahren:

Man berechne die Hilfsgrößen c^; pz, st-Z pz, st,;
u. s. w. mittelst der Ausdrücke:

2
P.-— fx-> ^ Xl Uos2g-)-2eo8 22 4- cos (n—1)2)

Ii-- ff" f^, sin - g- ^ 8in 2? g g- sin (n—1)ssi
I>2 — Ii7o-d^l eos224-^20os4^g. g. uus2(n—1)2)

<^2 — — »in 22 4- X- si» 42 g- g-^,8in2(n—t )2)

pz—— eos 32 g-z-z 00862 g-....g> 0os3(n—1)2)

<Zz— — fXo sin 32 8in 62 g- g- 8in3(n—1)x)

U. si W.

so hat man dann zur Berechnung der Constantendie Glei¬
chungen

l>o - fx -l- )' z 4- X- ^ ... Xll-2 8- x„-.f

— Uz sin Hz

<Zz — Uz 008 1sz

^ u^sin V2

: Nz 008 Dz
u. f. w.

t-z - Uz sin vz

Uz 008 Isz
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von der Bedingung ab, die Annahme der folgendenneuen Eon¬
stanten zu unterlassen, sobald die Summe 8 der Quadrate der
übrig bleibenden Fehler so klein geworden ist, daß sie nur Beob-
achtunzsfehlern oder sonstigen außerordentlichenStörungen zuge¬
schrieben werden kann. Es ist aber

^ ^ st")ff st" st"-> - st" st")"---e) "Ist; r

(l'l st' I'- st" I'l st" > - ' - ) / 67),

(<I° st" g- st" 'Ii st" - - - - )

aus welchem Ausdrucke offenbar erhellet, daß man die Summe 8
der Quadrate der Fehler, die nach Hinzufügung eines neuen
Gliedes in der Formel für noch übrig bleibt, sofort ohne um¬
ständliche Rechnung finden kann.

Schließlich ist zu bemerken, daß durch u das Gewicht von pg,
und durch Hi das den Größen i»>, g,; ßz l I'», si -; - - - -
gemeinschaftliche Gewicht dargestelltwird.

vi. Es seien nun z. B. 8 Werths von nämlich
— 2 ^ ^ 11
— 3 7

^2-6 — 4
^ 2

gegeben, welche zu den Werthen von x —0, I, 2, 3, 4, 6
und 7 gehörend, die Periode bilden; so erhalt man erstlich, weil
u — 8, ^ ^ 45»
und damit nach K4)

-st u, sin (II, 4- 45° . x)
Ivo nach K3)

vi — st -b Est-^5^4- 7,l cos 45°)
Ii — st kEst-5stl st- 4-)st-5st-)st)s>»45°Z

und dann nach tili)
vo — st st- )st 4- z--. -st -st X4 -st )st -st 4- 5^-1

u, si» Ii, ^ p,
u, eos ti, ^ g, ist.

Es ist mithin für unser Beispiel:
p, st (^9 —12 Los45°) ^ — 2.25 — 3.cas45° — — 4.3715
<z, ^ st (4-24- 4 sin 45°) — 4- 0.50 -st ^in 45° ^ 4- 1.2071

— st (2 -st 3 4- 6 4- IN 4- 11 4- 7 4- 4 4- 2) — 5.6250,
also I«K u >si» Ii, — 0.640611 n

log u,custi, 0.0L1743 ,
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woraus

oder

daher

Folglich

— S.62S0 4- 4.5349 «in (285°26'13"4- 45°.x).

Diese Formel giebt nun sür

IoF tZIi, — 6.558863», Ii, — 74° 33'47"

Ii, — 285° 26'13",

InZ u, — 0.656569, u, — 4.5349.

5.6250 -j-

5.6250 4-

5.6250 4

5.6250 4

5.6250 4»

5.6250 4-

5.6250 4-

5.6250 4-

4.5349 «in

4.5349 «in

4.5349 sin

4.5349 «in

4.5349 «in

4.5349 sin

4.5349 sin

4.5349 sin

285° 26'13"

330 26'13 "

15 26 13

60 26 13

105 26 13

150 26 13

195 26 13

240 26 13

- 1.2537

3.3876

' 6.8321

- 9.5695

! 9.9963

^ 7.8624

4.4179

l 1.6305

Fehler.

— 0.7463
4- 0.3876
4- 0.8321
— 0.4305

— 1.0037

4- 0.8624
4- 0.4179
— 0.3195

und 8 ist

d. h.

339 — 253.125 — 16.4332 — 5.8280

8 — 3.6133.

Da hier die Fehler noch zu bedeutend sind, so nehme man
die Formel fürnoch das neue Glied

u, sin (liz 4- 90°. x)

auf, wo
l>- — 4 (5"°^- 5"«-?«)

9- — 4 4- ?5—
und

UzSinIiz pz

Uzvosli, <Zz

erhalten wird. Für unser numerisches Beispiel wird man n<

diesen Formeln folgende Rechnung anstellen müssen:

also

woraus

also

pz - 4 (2-6 4- II —4) — 4- 0.75

<Zz ^ (3 —104- 7—2) — — 0.50,

I»A UzSinIiz ^ 9.875061

>0A Uz nos liz — 9.693970» ,

IoA tgliz — 0.176091»,

Ii, --- 123° 41' 25",
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daher
lux Uz — 9.954913, u. m: 0.90139

und
UzSin(vz 4- 90°.x) ^ 0.90139sin(123°4l'25'4- 90°.x).

Dieser Ausdruck gicdt nun für

X 0.9014 sin (123° 41' 25" 4- 90°. x)

0 0.9014 sin 123° 41' 25' -I- 0.7500
1 0.9014 sin 213 41 25 — — 0.5000
2 0.9014 sin 303 41 25 — — 0.7500
3 0.9014 sin 33 41 25 — 4- 0.5000
4 0.9014 sin 123 41 25 — 4° 0.7500
5 0.9014 sin 213 41 25 — — 0.5000
6 0.9014 sin 303 41 25 — — 0.7500
7 0.9014 sin 33 41 25 4- 0.5000.

Fügt man diese Wcrthe des dritten Gliedes als die Verbesserun¬
gen zu den gefundenen Werthcn von hinzu; so wird man
die verbesserten oder genauem Wcrthe von ^ erhalten; näm¬
lich für

X Unterschied
oder

Fehler.
0 1.2537 -4- 0.7500 -n 2.0037 59II 4- 0.0037
1 3.3876 — 0.5000 -n 2.8S76 I'l — s — 0.1124
2 6.8321 — 0.7500 ^ 6.0800 !! 4- 0.0800
3 9.5695 4- 0.5000 — 10.0695 II -j- 0i0695
4 9.9963 4- 0.7500 m 10.7463 — 0.2537
5 7.gg24 — 0.5000 — 7.3624 ^5 ^ ^ 4- 0.3624
6 4.4179 — 0.7500 3.6679 II — 0.3321
7 1.6305 4- 0.5000 — 2.1805 ^ 2 4- 0.1805.

ist
-n 3.6138 — 2.2500 — 1.00 ,

h-
8 in: 0.3638

Da hier die Fehler und die Summe ihrer Quadrate viel ge¬
ringer als die vorigen sind; so giebt also die Formel

5x —5.625 4- 4.536 sin (235°26'13"-p 45°.x)-h 0.901 sin (123° 4l'25"4- 90°.x)

die Periode
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z^o 22- 2.00 ^ — 11.gg
>, — 3.00 ^ — 7.00
>'2 22 6.00 — 4.m
^ 22 10.00 — 2.00

sehr nahe durch

^o — 2.00 X4 — 10.75

I- 2.89 ^ — 7.36

^ — 6.08 — 3.67

22 10.07 ^ — 2.18

wieder, indem die Summe der Quadrate der Fehler dieser aus
obiger Formel sich ergebenden Werthe nur 6.3638 beträgt.

Anmerkung. Es dürste nicht unzweckmäßig scheinen, hier
für einige der am häusigsten vorkommenden besondcrn Fälle die
Ausdrücke und Gleichungen 64), 65) und 66) ausführlich ent¬
wickelt vollständig mitzutheilcn.

I. Für n — 5, also 2 — 72°, ist:
Po — X Oo 4- . 4- ^4)

p. — ? ! — (>'- -5- «US 36° 9- (x, 4- X«) eos 72°)

9. — ? -- ^-) sin 26° -I- (X. — ^4) «in 72°j

u, sin 1t, — P4

u, oos lt, 22

— Po 4- ", sin (1t, 72°.x).

ii. Für um 6, also 2 — 66", ist:

Po — ? Oo 4- 4- ... 4- > s)

p. — ? ll^o 4- ?z) 4- (>',-^ —^4 4-^i) eus60°j
9. — 4 !>'. 4- »in 60°

Uz sin 1t, l22

u, eos lt, 22:

— Po 4- u, sin (1t, 4> 60°. x).

u;. Für 1122 12, also 2 30», ist:
Po ^ I? (>"o 9- V, 4° .... 4- )^ll)

p. — ? -b (^,-^5-^-^7-^^,.)eos 30°)9- 4^,») vus60°/
9. — ? --)'?) -st (X. 4- ^,—^.,) sin 30°)-b ()'-4-)-4 — ?g —>.«) «in 60»)
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8^-X9)8(x7-^-^48^8X7-X3^7o^77)eos60°l

-s!)88X-'X4-^5 8>'7 «in60°

Uz sin Uz pz Uz sin Uz ^ pz

Uz uos liz — <Zi Uz ensll. ^ iz.

^x — pg 4- Uz sin (Uz -I- 30z.x) 4- Uz sin (Uz 4- 60°.x).

!V. Für 11 —2V, also i? —18°, ist:
Po ^ ?ü (l"o 8 X7 8 8 >"19)
-u —/? !(Xo —^70)8 (^7^5'9 —X7i8>'7^ cos 18° ,

8 (^2—^3—^.28^78) cos 36° /

-8- ()'z —^7 ^Xiz 8- ^.7) cos 54° (

8 (>'4-Xo —^748X74) cos 72° s

<j. ^ 2? 8 (X. 8^9 —^77 —5^79) «in 18° 1
8- l^2 8- )'g — —o'.s) «>n 36° /

8- (^7 8X7^^77 "^77) «>"64° (

8- (^4 8- X- ^74 —^10) «in 72° Z
p- — r? !()'-> —5"-8^7°-5^7 s) i

8- (^7-^4—^-8598^77^.4—^7s8Xl»)cos36° '

8- (X-—5-7^78-5^8-5'z-—^zz—l7 7 8-)-4g) cos72° Z

N2— ?ü !(^7 8^4—8-^778^,4^76—>79)«i"36° ,

8 (>'28-^7—^7^s8^i-8XlZ-X77—5'7g) «"'72° s
u, sin Uz ^ i>z u, sin U. pz

», cos Uz — <iz Uz cos U. — <Zz

Z'x — l>» 8 Uz sin (Uz 4- 13°.x) 4- "- sin (Uz 4- 36°.x).

V. Für 11 — 24, also 2-^15°, ist:
v° — -'4 (Xo 8 )?. 8 8 5^-2 -8 5^-z)

P7 — 7? !(^ o—^7-) 8 )'77-X77 8- )'zz)cos15° l
8- b'z-^70^74 8- 5.2) cos 30° I

8 (^7-^9 -^75 -8 ^-7) cos45° >

-8 O4—?S^X7- 8- 5.°) cos 60° d

8 (>'5-^7 ^77 8 ^79) cos 75° '

1. — 72 ib'i. —o'.s) 8 (X.8 ^71—^77 —)'-z) «in 15° ^
8 (?-8)'7o—^.4 —X-2) «in 30° ß

8(778^9 — )'.s—^2.) sin 45° >

8 (>'48 )'-> — ) . 4—> 2°) «"' 60° t

8- (5'i8 81 — 5.7 ^>'79) «in 75° )
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I>2 - ^ 4- )"l2 "X.sl r

4 7,7^-Xl?4-^2z)eoü3c>" !

«2 - ? 2 !(^ 3^s4^3—^22) .

4 ^,^^S-X7^I3'!')'.3-t'7l7—^s^-3)s-->W" s

4- l^24>'4^s"Z'i°4^l44)'ls--^-o^X22)si»60° )

ll, sin II; 22: pz Uz sin liz 22: pz

Uz Los llz 22 lj, u, Los Uz — <Zz

— !>-, "4 Uz sin (vz 4- is°.x) ch-llzSin(vz 4- 30°. X).

8- 92. Sehr häufig kehren die aus Beobachtungen oder ge¬

wissen andern Bestimmungen hergeleiteten Werths von ^ nicht

nach dem letzten Werths desselben in der nämlichen Ordnung
wieder, sondern nehmen gewöhnlich nach einem andern unbe¬

kannten Gesetze bloss zu oder bloß ab, so daß sämmtliche 5
keine stets wiederkehrende Periode bilden. Dann kann natürlich

die Gleichung 64) nicht mehr unmittelbar zur Darstellung der
numerischen Werthe von ^ angewandt werden.

§. 93. u) Eine kleine Ueberlcgung wird jedoch zeigen, daß
man das in den vorigen Paragraphen gelehrte Verfahren Wes¬

sels mit einer einzigen Modisication auch im gegenwärtigen Falle
recht gut anwenden könne. Diese Modisication besteht nämlich

darin, daß man in dem Ausdrucke 64) des §. 89. zwischen dem
ersten und zweiten Gliedc noch ein Glied, bestehend aus einer

mit x multiplicirten Constante, einschaltet, also nun die Formel

Vzz— p„^-4vx-I-UzSiiilU. ^-i?.x)g-Uzs!n(U.-l-2^.x)-j-3izs!n(Uz^-Z^.x)-j-.... 68),
360°

lvo 2 — — lst, zur Berechnung der Werthe von ? einer bloß

steigenden oder bloß fallenden Reihe, und zwar ebenfalls mit

Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate, benutzt. Diese Be¬
nutzung kann im Praktischen am bequemsten auf folgende Weise

geschehen:

Man setze zuerst
^ — "x,

also o — — ^ 4 x>v,

und berechne

(od) 222 — 4 2 q- q- ... — 1)

(l>i>) 222 8 (n 1)2

Hierauf setze man ^ — xcv 2222 so hat man dann:

Vx — p„q-Uzsii>(tlz-i-2.x)^-UzSiu (tizq-22.x)q-UzSiu<vz-i-32.x) q-. ' ->
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und verfahre ganz so wie in F. 89. 64), nur daß hier ^ statt

des dortigen ^ gesetzt werden muß.

Beispiel. Es sei die Reihe gegeben:

- 0.04 ^ - 2.24 - 6,4g

X, - 0.32 — 3.18 ^ 7.70

- 0.82 — 4.10 — 9.16

- 1.46 zl, 5.22 -- 10.70.

Hieraus erhalt man erstlich, da u —12,

(sd) - — (0.32-t-1.64-i-4.384-8.964-15.904-24.604-36.54^-51.20
4- 69.30 4-91.60 4-117.70)

(bb) - 14-4 4-94-16 4-25 4-36 4-49 4-64 4-81 4-100 4-121,

also

mithin folgt nun-

^ --- 0.04 — 0.0000 - 4- 0.0400

V, — 0.32 — 0.8343 - — 0.5143

L, - 0.82 — 1.6686 - — 0.8486

Vz 1.46 — 2.5029 — — 1.0429

— 2.24 — 3.3372 — 1.0972

^5- 3.18 — 4.1715—0.9915

^ - 4.10 — 5.0058 — 0.9058

V, - 5.22 — 5.8401 --- — 0.6201

Vg - 6.40 — 6.6744 - — 0.2744

Vz - 7.70 — 7.5087 4- 0.1913

9.16 - 8.3430 - 4- 0.8170

10.70 — 9.1773 - 4- 1.5227.

Zweitens erhalt man hieraus, da 2 — 30° nach §. 89., weil

I>u ^ 22 (^o ^ ^ 1 ^ ^ ^11), und

l>. - zl 4- 4-V'. .)°°«30°4- 4-V, «)co860->!

9, -z! 4- ,) si.,30° 4-(V- 4-^4-^--^. °) «i»60° s

9- - z (V. 4-^, 4-Vg-r, ,) sin 60»

(^24-^4-^4-

u. s. w.

ist,
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p l> r-e — 0.3103

pz ^ 4- 0.1576 4- 0.4367 cos 30" 4- 0.2233 cos 60" — 4- 0.6474

>j. — 0.2057 — 0.4014 si» 30° — 0.4147 sin 60" ^ — 0.7655

I>. ^ — 0.0024
1- —

»Au.sinIIz ^-3.80753

Iv^UivosIl.—9.55833»

daher endlich nach
lozzu, sinll, —9.81117

I »A u, cosll, — 9.83395»

woraus
II, ^ 139° 46'40" II. — 169°56'50"

>0FU,— 0.00110; loZNz — 9.56560;

also

4- 0.1333 cos 60° ^ 4- 0.0642

— 0.4181 si» 60" -22 — 0.3621

rr- — 0.0657 -2- — 0.0657

«Zz — — 0.1957 — 0.1957;

Iv^UzvosIIz —9.29159»,

II. — 198" 33'30"

IvAUz - 9.31477;

ix - — 0.3103 4- 0.00110 sin (139°46 40" 4-30°.x)

4- 9.56560 sin (169° 56'50" 4-60°.x)

4- 9.31477 sin (193° 33'30"4-90°.x),

und folglich:
>'x — — 0.3103 4- 0.8343X 4- 0.00110 si» (139° 46' 4a" 4- 30°. x)

4- 9.56560 sin (169° 56' 50" 4" 60° .x)

4- 9731477 sin (193° 33' 30" 4- 90°.x) ,

welche Gleichung für folgende Resultate giebt:

0
1

3

.4

5
6
7
8
9

10
11

gegebenes

4- 0.040

4- 0.320

4- 0.820

4- 1-460

4- 2.240

4- 3.180

4- 4.100

4- 5.220

4- 6.400

4- 7.700

4- 9.160

4-10.700

Summe der

bcrechu.

4- 0.336

4- 0.225

4- 0.739

4- 1.559

4- 2.256
4. 3.063

4- 4.047

4- 5.266

4- 6.292

4- 7.704

4- 9.160

4- 10.352

Quadrate der

Fehler.

4- 0.296

— 0.095

— 0.031

4- 0.099

4- 0.016

— 0.112

— 0.053

4- 0.046
— 0.103

4- 0.004
4- 0.206

— 0.348

Fehler- ^

Quadrat
der

Fehler.

0 . 037616

0 . 009025

0 . 006561

0 .009801

0 . 000256

0 . 012544

0.002809

0. 002116

0.011664

0 . 000016

0 . 042436

0 . 121104

0 . 305943.
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F. 93. DaS in den F. 89. u. ff. gezeigte Verfahren kann
au ch noch auf eine andere Weite, als es im 93. ») gelehrt wor¬
den ist, zu dem Zweck modisicirt werden, um Reihen, die nur
steigen oder nur fallen, darzustellen.

Sind nämlich die n Werthe von v in aufsteigender ( oder fal¬
lender) Reihe gegeben:

für x — o
i

3
4

Ii —2

X 2

)'°-z

so kann man als richtig annehmen, daß für
X — II 4- t, n 4- 2, II 3, II 4, u. s. w.

die Werthe von wieder so ab- (oder zu-) nehmen, daß das
Gesetz stattfindet:

für x ---- o
1
2
3
4

ii — 3
ii — 2
n — 1

Werth von ^

^1 —

^n—2 —

für x — 2>, - 3
2ii — 4
2,i — S
2,i —k

ii 4- r
o.

Es können also die Gleichungen 94), 65) und 66) ebenfalls
bei einer auf- (oder ab-) steigenden Reihe der u gegebenen Wer¬
the von ? angewendet werden, wenn man nur in den dort für
2, 9o, 9,- I'2, 9z, > > ' > gegebenen Ausdrücken 2n—2 statt
u setzt. Man wird dann finden, daß die Gleichungen 65) bei
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ihrer Entwicklung sehr einfach ausfallen werden, indem die glei¬
chen Werths

, UNd )'z„-3

2 )» 4

3 z, ^2tt—5

>ll—2 ,,

für jedes u zusammen- oder wegfallen, hingegen die Größen

sti, st-, stz, st., .... . gleich Null, und die konstanten Winkel
1l,, llz, vz, 11^, ..... für jedes II nicht besondere Werths
erhalten werden, sondern sammtlich immer gleich 9V Grad sind,

wodurch mithin die Gleichung 64), sobald man l»i, l>z, lls/p»,-»-

für vi, Uz, vz, u^.... schreibt, in die einfachere

^ pg-j-pi 00s2.x-j-Ziz cos 22.x pz cos 32.x-f- 63 ")

übergeht, in welcher
rso»

2-— 68")

ist.

Ein Beispiel wird dieses Verfahren noch mehr erläutern.

Für u ---- 13 kann man setzen:

— X-z

— ^2-

)"z — ^2.

— ^2»

Z^5 —

>6 — )".S

» — ^.7

— X.°

X? — )'.5

)".o—

s'.-

180

13 — 1
15";

also wird sich nach 66) und 65) finden
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Po —??(2o4 2'.-) 4^(2',42- 4 7z 4 .... 42'.° 42,.)

p. — x'? (2'o - 7l -) 4 ^ (2'z - 7l.) e«» 15° 4 1 (7- - X. o) c°s 30°

4 ^ (7z — 2 z) cos 42° 4 ? (7 g 7 g) cos 60"

4 ^ (7s — 7- ) cos 72°

l>2 — (7° —27° 4 7.-) 4 ^ (24 — 24 — 24 4- 24.) cos 30°

4 5 (2". — 24 — 24 4 7,°) cos 60°

Po-^(7-27, 4275-7,.) 4 -!(24-2"--7s424424-24.1 cos42°

und

)'x ^ Po 4 p. cos l2°.x4-cos30°.x4-p, cos 42°.x.

Gesetzt nun, es seien folgende 13 Werthc von 7 gegeben

7o--4 0-04

7,-4 0.32

72—4 0.82

2.-4 1.46

7,-4- 2.24

75—4 3.18

7^ — 4 4.10

7 .-4 2.22

7^ - 4 6.40

7, - 4 7.70

7.0— 4 9.16

7,,-7- 410-76

7,,-- 412.40.

Mit diesen Angaben findet sich nach den obigen Formeln

Po - 4 4.7933

I>, — — 2.0749

p, — 4 0.8432

p, — — 0.2842,

also die Gleichung

7x — 4 4.7933 — 2.0749 cos 12°x — 0.8432 cos 30°.X

— 0.2842 cos42°.x ,

oder
7»— 4 4.7933 4 0.70243» . cos42°.X

4 9.92293 cos 30°.x

4 9.76626» . cos42° x ,

wo die übcrstrichcncn Cocfsicicnten schon Logarithmen sind. Aus

der letzten Gleichung ergeben sich folgende Werthe von 7, und

durch Vergleichung derselben mit den gegebenen, ihre Fehler.
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X
Bcrcchn. 7 Fehler.

0 — 0.02 — 0.06

1 4- 0.11 — 0.21

2 4- 0.82 0.00

3 4- 1.62 4- 0.16

4 4- 2.42 4- 0 .18

5 4- 2.34 — 0.84

6 4- 4.79 4- 0.69

7 4- 4.97 — 0.25

8 4- 6.33 — 0.07

9 4- 7.97 4- 0.27

10 4- 9.61 4- 0.45

11 4- 10.84 4- 0.24

12 4- 11.34 — 1 .06.

Anmerkung. Auch hier dürfte es nicht unzweckmäßig schei¬
nen, für einige der am häufigsten vorkommenden bcsondern Fälle

die vollständigen Bestimmungsgleichungen mitzutheilen.

I. Für rl — 5 hat man 2 — 45" und

?-> — st(7o 4- 7») -st st (7. 4-7-4- 7z)
— st (7° — 74) -st 5 (7. — 7-) cos 45»

x- — 1 (7° — 27- -st 74);
also

7x — l>a -st l>. eos45».x4- p. cos 90». x.

II. Für r> 6 hat man 2 — 36° und
P-. — ( 7° 4- 7s) 4- 5 (7- -st 72 -st 7z -d 74)

I>, — 5 (7o — 7s)4- 5(7.-74) cv8Zg»^- 2^^^^<.gz72<>
p- — 5 (7° 4- 7s) — ? ( 7- -st 7z) cos 36° 4- st (7. 4- 74)00« 72°;

also
7^ — Po 4- ?i cos 36.x 4- ? 2 cos 72.x.

III. Für n —7 hat man 2 36° und

l»4 — X7 (7-> 4- 7s) 4- st (7i 4- 7- 4- 7z 4- 74 4- 7s)
p, — st (7° —7s) 4-5 (7.—7s) cos30» 4- st (7.-74) « os60 °

st- — st ( 7°— 27- -st 7s) 4-5(7 .-7-— 74 4- 7s) cvs60;also
Z.X — Po 4- p, eos30».x4- P2 cos60».X.

IV. Für u — 8 hat man 2 --- 25-^-» und

st° — ?4 (7° -st 7.) -st 5 (7. -st 7- -st >- - -st 7s)
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l>. — 5 (7i> — 7s) 4- ?(7z— 7s)co°25^»
4- ° (7- —7-) cos 514°

4 ? (7z— 74) cos 77 p»

l>- ? (7« 47s) — ^ (7z 4-74)eo»25^°
4- 4 (7z 4 7s) cos 514°

-^(7-47-) cos77P°

l>z — ' (7s—7,) - > ^-)eos25^»
-^ ° (7z—7s) °o» 514°

4 5 (7.-7s)cos774°;
also

--- pz 4- p, eos254°.x 4- pz oos51P".x 4- pz vos7?4 °.x.

IV. Für II 19 hat man 2 — 20" und

?° — ?'? (7° 4 7s) 4 7 (7z 4-7-4-..47s)

k>. — ? (Xo^o's) -i-7(Xl^)'s)eo»20»)'7)^!os40l'
^l^ ^(7z— 7s) °o« 60» 4- 4 (74— 7s) cos 80»

k. — i (7-, 4 7s) — ? (74 4 7s) cos 20» 4-^(7, 4 7s) cos 40»

— ? E- 4- 7s) °os 60° -t- § (72 4- 7?) cos 80°

l>» — ? (7°—27z 4-27, —7,)
4- ? <7z —7- — 74 4 7s 4 7? —7s) cos 60°;

also
7» — pz -j- p, cos 20».x 4- pz cos 40».x 4- pz cos 60».x.

V. Für ll — 11 hat man 2 —18° und
l>° — ?'?(7o47z°) 4 7? (7l 4 7- 4...47s)

?. — z?(7° —7-s) 1- ? (7,—7s) cos 18° 4 -5 (7,-7-) cos 36»
4- 5 (7z — 7,)°os34» 4> 5(74—7s) cos 72»

(7° — 27- 4 7i °) 4 1 (7i — 74 — 7s 4 7s) cos 36»

4^(7- —7z—7? 4 7s) cos 72°

k>z — r?(7o—7-°) 4- 1(7z— 7,)cos13 °—5(74 —7g)vo,36»

4- 1 (7,-7s )eosS4»— 5 (7z-7g) cos 72°;
also

7^ — po 4- p. cosl3°.x 4- pz cos36°.x 4- pz eos54°.x.

VI. Für n — lg hat man 2 — 12° und
I>° — z^5 (7° 4 7--) 4- i'?l7i 4-7z 4-.... 4- 714)

p- — ??(7-> —7-z) 4-^z(7l—7,4)cos12°4-^(72—7.z)cos24»

4- r? (7z—7.-) cos36°4-^(7,—7,,) cos 48°

4- z? (7j—7. °) cos 60° 4- (7s — 7s) °o» 72»

4-^(7, —7s) eo» 64°
9
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x. — 4-^,4) cos 24°

^ 2^t^o 4)'?) 008 .36° 4- 7^7 (^2 4 )',z) cos 43»

" ^x(^s 4 )^o)eos60°-i--^ ^ 4- cos?»»

cos 34°

pz — ->-2^.

— 4- )'o 4^22^^24)00.836»

4 ^7 — Z'z — 4 1'g 4 z) cos 72° ;
also

— Po 4-1?» 00812».X 4- pz cos24°.X 4- pz cos36".X.

VI!. Für n —19 hat man —19" und
Po — ö?0'o4-7ls) -d 4- ^2 4- ... 4-^22)

P2 — rx(7o")'i°)4-;(^.-)'2 7)e08l0"4-^^2^^,o) 008 20»

4-ö(Xz^7>5l °os30» 4- Z-t)"4 —)",») 008 40»

4- cosöo» 4- ^ (^^^22) cos 60»

4-ö (77^122) 008 70» 4- -Z-lXs^X2o) cos80»

P2 — r? 4-)'.g)4-5(x.—)'s—^.o4-^,7)00820»

4 ^(^2-^7^^,24^,0) cos 40»

4^ (^z—X-^-^2- 4- cos 60°

4-?(^4^^5^^2z4-XzO cos 80»

pz — 2^(^o"2x,4-2x2-—1'2°>

4 ^ O2 -^>'7 4~ ^22 4- )'.z —^.7) cos30»

4- ö <>2^4-^2° 4X24^^,0 cos60» ;
also

>x — Po 4 P2 00810».X 4 P2 cos 20°.X4- pz cos30».X.

VIII. Für n ^ 21 hat man « — 9" und
Po — ?ö (^ 0 — x-°) 4 x'« t^2 4 ^ 4 - - - 4^.0)

P2 — z'ö (X°-->'-°)4-'ii t^, —)',o) cos 9° 4. 5X <>2 c„s 18»

4- ^7 l^z cos 27° 4- ^7 g) cos 36°

4r'ü(^s—/.5)eos45° 4-7-ü«>5 —5V,)cos54°

4 2-ö (54 ^'22) cos 63° 4- ^7 O'g - Z'. 2) cos 72°

4^7^? —X..)cos81»

p- — ?? s^o^^o 4)'-o) 4 2'öl^Z —) 22 4 )'l?) 008 13°

4 777 (^2 )4- 4 v.s) cos 36»

4 -'ü t^z — ^7 )'2s 4- ^,,1 cos 54»

4 2'u (^4 ^ Z'-i ^ X24 4 >',o) cos 72°
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4- cos 27»

— r? Gs ^ 5'. -) cos 36° — ^ ^—5, s> cos 45»

-4- X.s) cos54°

^ tll 3 cos 63" — ^ (? 4—,) cos 72»

4-x?Gz — cos81°;also
— Po 4- p, ensg".x 4- pz cosk3".x 4- pz oos27».x.

F. 94. In vielen Fällen jedoch verlangt man eine Formel,

die alle gegebenen Werthe einer Reihe genau darstellt. Hier
sind nun zwei Fälle zu unterscheiden: entweder ist die Anzahl i>
der gegebenen Werthe von / eine gerade oder eine ungerade
Zahl.

Z. 9st. Z. Fall. Wenn u eine gerade Zahl ist.

Die dem Ausdrucke 68) ( H. 93.) sehr ähnliche Formel:

5'x— Uz 4-u, X 4- UzSinsktz 4-2X) 4-Uz sinsktz 4-22x)4- 69) ,

W0 2 ^
N '

erfüllt die Forderung, wenn man in ihr so viele Glieder annimmt,
bis in denselben u Constantcn vorkommen, offenbar vollkommen,

und der zur Bestimmung der numerischen Werthe der n Con¬

stanten erforderliche Eliminationsprozeß muß wegen ?! —

hinsichtlich der trigonometrischen Functionen leicht begreiflicher

Weise ungemein einfach und sicher ausfallen, wie ein vollständig

ausgeführtes Beispiel erläutern und beweisen wird.

Beispiel. Gesetzt, es wären 8 Werthe von ^ gegeben;

so «st
2 ^ 4o»

und die Formel

Z'x — Ug -p u, X -j- »2 sinslt, - P45»x) 4- Uz sin sitz 4- 96» x)

4- Uzsin (ltz 4- 135» x),

wo die Constanten n„; u,; Uz, i "z, und u^, zu

bestimmen sind, anzunehmen.

Unsere angenommene Formel läßt sich auch so schreiben:

^x— Ug4-UzX4-U2 sinkt2 . cos45 "X -4- Uz cos ktz .sin 45»x

4- u. sinkt. . oos96°x 4- "z cosktz . sin 9t)»x

4- >iz sin It.,. cos t35"x 4- u , cosktz . sin l35»x,

d. h. wenn man
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Uz «in Uzpz UzSinUz^p, U4«inU,^p4

UzCosUz^yz Uzco«Uz^:<Zz u^cosU^^iZz

setzt,

Xu — Ug 4- Uzx4- co« 45«x.pz -I- «in 45'x.qz 4- no«90'x.p,

4- «in90°x.(Zz -^co« l35°x.p, 4- «in 435'x . 1)4.

Man hat also für die 8 verschiedenen Werthe von x die
8 Gleichungen

7o —u„ 4-pz 4-t>4

2) x, —"o 4- Uz 4- eo«45"pz4-sin4Z°4z 4-4^—cos45'.p44-sin45°44

3)?-—"o4-2uz 4-q.-Pz — c>4

4) 0^z —u» 4-3Uz — oos45"pz4.«in4ä°<Zz —iZz4»oo«45'p44-s>n45"<)4

6)x-> —"o4-4nz —pz 4-pz — P4

6) Xs —u» 4- 2uz — eo«45°pz—sin45°«Zz 4-<Zz4-oo«4ä°x4—sin45'i)4

7)^6—^0 4-Su. 4.^^

L) x? —u»4- ?Nz4-co»45°pz—sin45°<Zz —>Zz — nos45"p4-^sin45'<i4

zur Bestimmung der 8 Constanten Ug, Uz; l>2, ll-' I'z, 9z und
9»'

Diese Bestimmung aber geschieht nun sehr leicht durch Ad¬

dition und Subtraction der 8 Gleichungen unter einander; man
erhalt nämlich nach und nach:

II„ 4- 4u. ^ 4 (x. 4- Xs 4- Xs 4- X?)

u^ 4 3Uz -1: 4 (Xo 4- X- 4- X4 4- Xsl

9z — 4 (7. ^ 7z 4- 7s — X?) 4- u,

l>z 4 (2x<> — 2u„ — x- 4- 2x4 — 7s)

9- — 4 (4P, — X» 4- 2Xz — X4) 4- -! ( ^^ '

». -; stp. ^.> -»

9. — — 4 (4pz — 7» 4- 2x2 — 74) 4- 9,

?4 — 4- 4 (4pz 4 72 2x4 4- X-) -- ?2-

§. 96. II. Fall. Wenn u eine ungerade Zahl ist.

Die dem Ausdrucke 64) s§. 89) ebenfalls sehr ähnliche Formel

Xu " »o >4. Uz sin ( Uz 4- 2X) 4- Uz «in (Uz 4- 2?x) 4- 70),

360'
wo - —

n 4- 1 '

erfüllt die Forderung, alle Werthe von x einer gegebenen Reihe

genau darzustellen, gleichfalls. Auch hier fällt der Elimina-
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u, cosvz ^ 4,
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tionsproceß noch einfach und bequem genug aus, wie ein voll¬

ständig ausgeführtes Beispiel deutlich zeigen wird.

Beispiel. Geletzt, es waren 7 Werthe von ? gegeben;

^ 4'°

und man hat die Formel

^ — u^ 4- Uz siu(vg 4. 45°x) 4. Uz sinfvz 4- 90"x)
4- Uz sin (Hz 4" 135°x) ,

wo die Constanten u„; u,, IlzZ Uz, llllz und Uz, vz zu be¬

stimmen sind, anzunehmen.

Unsere angenommene Formel laßt sich auch so schreiben:

Z'x — Ug 4- Uz sinII, cos 45° X 4- Uz cosl3,. sin 45°x

4- Uz sintlz cos 90"x 4- Uz cos lt.. sin 90°x

g- Uz sintlz cos 135°x 4- Uz cos ltz. sin l45°x ,

d. h. wenn man

u,sin l)z^:p, Uz sinvz pz

Uz vosliz 4, Uz vosvlz ^ 4.

setzt,

u„4-cos 45°x.p, 4- sin 45"x,4, 4- cos 90°x.p. 4- sin90°x.4z

4- vos135"x.^>z 4- sin135"x.4z.

Man hat daher für die 7 verschiedenen Werthe von 5 die

Gleichungen

1)?-. —"o 4-p. 4-p, 4- p»

2) )?z Ug4-eos45°.^z4-sin45°.4z 4-4,—cos45°.pz4-sin45°.4,

3)^, —u„ 4-4,—Pz - 4-

4) z^z — u„—cos45°.p, 4-si»45°.4, —4,4-cos45".pz4-sin45 '.4,

5)^, — u„ — p, 4- p- — Pz

ß) —Ug—cos45°.p, —sin45°-4z 4-4,4-cos45°.pz —sin45°.4z

7)^6 —u° "4-—?- 4-4»

zur Bestimmung der 7 Constanten u„; p,, g,; pz, g2 und
pz, gz. Diese Bestimmung wird gleichfalls sehr leicht durch
Addition und Subtraction der 7 Gleichungen unter einander be¬

werkstelligt. Man erhalt nämlich nach und nach:

u. — ä 0° 4- 4- 4- )'-)

?- — 1 C'o 4- 5-4) — u„

4. 4- 4, — ?(^< 4-x» — Ug): sin45»
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pz — p, — 1 (?z 4- —2u„) ! Nvs45°

^ l>3 — p. -?()"- -l- 2^4 -I- Xs

1- — i(Z'. — i?z)eos45°.

§. 97. Da ii — t> und u —12 häufig vorkommen möchten,

so wollen wir die hierzu nöthigen Formeln noch mittheilen.

I. Für u 9 hat man:

7» Ug-t-u^si»(v, 4-Zg°x)^-u2 8in(ri g-72»x)g. Uz sin (v, 4-108"x)

4- U4«in(v4 5l44°x)
und

t>3— i2(^o-).z—v,)j :4(eos36°4-eos72°)

vi -

^ —Vteos36°.i.pzec>s72°

tt -4(7- 4- 7z -7? — 7s)

<^z — S(irsin72°—13 sin 36°)

>j, — S(^sin36° 5 I4sin72°)

^ — Xz 4- 7? 4- 2 vvs 72°.x, —2 c»s36°.i)z

— 2(7» —P.-pz)

L ^ 7, 5 74—-2sin36° q, —2sin72° <z,

(O— L) (1-l-eas 36") — (I) — (^) (1 — cos72")

^ 2j^1 4- nos36")^ — (1 — cvs72»)-i

(0 —0)(1 g-cos36°) —(l>-L)(1 —nos 72°)

^ 2^1^.nos36") —(1 —cos72°)-j

»o n- 1 (7z 4- 7z) — sin 72° g, -I- eos 36° p, 4- sin36° — vos72°^4

? — ^,(72—7,)— cos 72° p, 5 cos 36° p,

^ ? (7« —7s) — »in 36° <Z; — sin72° gz

14 — — § sin 72° g- « sin 36°)

1Z2 — § (? «in 36° — « sin 72°).

II. Für ll —12 hat man

77. — u->'llu,x-I-Uz Sin(v24-30°x)4-Uz Sin(vz-j-60°x)—sinhv^g-Soox)

4- Uz Sin(v^-i-t20°x)-j-U4sin(v^-j-r50°x)
und

-4 — 7.4-7s 4-7, 4> 7. ,

13 — 725744-7» 5,7^

<Z^ 2(70-,->.)

v^2(y, 57,)
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pz — 4 — ^4» I! — II)

p5-^(0-^-U4-v)

(1^ — 4- 4pz)

u° —

__ 4 E . 4->.^>4^5 ->7?4-^5^ ><>^., Ich'
sin 60°

— ^-4-^,-)^4-^,a^>i3ch 4",
^ ^ sin 60°

__ ?(x. -74 1 ch^s^77'7z4-2 7,)s in60«4- ^( 52-)5»4-74'Xs)4-?u,
^ sin 60°

^ __ ?u.4-4(72-7.°4-74-7g)-5(7. -7,. 4-75-77-27z4-2>,)sin60>>
' sin 60°

9-» — ? ( 7s^7z) —3u. 4-g- 4- <Zs

v» — 1(7» 4- u„)-^(pz4-l'z4-7-)4-4u.—4^54-46—?-^-?-)

?- — P4 4-5(7. 4-7-,—7s-^77)ts30°4-5(7-4-7.°—74-7-)

?- — P4—5(7, ch7i.—7s-77)ts30°ch5(7-4-7.°—74—7s)-

§. 98. Ein Paar Zahlenbeispiele können zur Uebung des
Anwendens vorstehender Formeln dienen.

1) Nach: „I. P. S ü ßmil ch, die göttliche Ordnung u, s. w."
(Ilter Bd.) stirbt jährlich eine Person von

4 Personen die I Jahr alt sind
132 - - 12 - - -

96 - - 23 - - -

70 - - 34 - - -

49 - - 45 - - -
28 - - 56 - - -

15 - - 67 - - >

9 - - 78 - -. -

5 - - 89 - - - . ^

Hier ist u — 9, ? — 36» und

7° — 4

7. — 132

7- — 96

7- — 70

74 — 49

7-
—

2S

7° — 15

--I 9



l»z — — 3.2361
N, — — 3.7639
^ — -j-59
ö ^ 4-33

9,-4- 27.0228
9,-4- 66.6576
0 4- 89.8619
0 — 4-32
L — 4- 32.9906
pi — — 2.8764
pz — — 14.8940

— 4- 33.8419
? — 4- 7.4956
<Z ^ — 42.1000

9,-4- 14.0973
9,-4- 35.5497

1oZ n, — 1.75423 tt, ^ 356'11'53"
IvA Uz — 1.53596 vz — 337 16 6
loAUz — 1.45102 11z — 343 2 59
loxu^ — 1.15802 11^ — 348 2Z 6 ;

daher endlich die Gleichung:

4. 33.842 4- 1.75423 «in (356°12'4-36°x)

4- 1.58596 sin (337°16'4-72°x)

4- 1.45102 »in (343° 3'4-103°x)

4- 1 . 15802 sin (348°28-i- I44"x).

2) Aus 10jährigen Beobachtungensind folgende Mitteltem¬
peraturen (in Reaumurschcr Scale) für die 12 Monate des Jah¬
res abgeleitet worden:
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und mit diesen Werthen von ? nach den Formeln des §. 97. für
den Fall u-^-9 erhalt man nach und nach

— 4- I3".0

X, — 4- 13.3
4- 14.2

- 4- 7.0
4- 2.4
— 3.Z.

— — 3°.3

-4-0.7
— 4- 2.6
— 4-6.7
— 4- 10.3
— 4- 12.7
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Man wird nun, da hier n — 12, also —39° ist, nach

den Formeln des §. 97. für den Fall u — 12 successive finden:

4- 23.4

I! — 4- 26.5

v ^ 4- 13.4 IoF Uz " 0.93403

v — 4- 27.4 vz — 259° 55';

— — 1.475 IvF Uz 0.18566
— — 0.342 vz — 285° 52';

u. ^
— 0.233 IVA U4 — 0.06779

r >o — 4- 7.343 V4 — 190° 5';

9z — 4- 0.4192 IvKUz — 9.70274

9- — 4- 0.3704 Vz ^ 317° l8';

9s —
— 0.4954 IVF U^ 9.72820

9- — — 1 .5046 vg — 202° 7';

9» —
— 0.2046

?» —
— 8.4573

1-2 —
— 0.2014

l >s — — 1.1510,

und mit diesen Wertsten endlich die Gleichung:

^ ^ 7.348 — 0.233x 4- 0.93403 sin (259° 55'4-30°x)

4- 0.18566 sin (285° 52' -j- 60°x)

4- 0.06779 sin (190° 5' 4- 90°x)

4- 9.70274 sin (317° 13' 4- 120°x)

4- 9.72820sin (202° 7' 150°x).

§. 99. Statt des vorhergehenden Verfahrens kann man auch

einen, der gewöhnlichen Jnterpolationsformel ahnlichen, Ausdruck
anwenden, der keine trigonometrischen oder sonstigen Functionen,

sondern nur x enthalt und die gegebenen Größen viel schärfer

finden läßt, obschon die Bestimmung der Constanten, da sie suc¬

cessive geschieht, weit bequemer als bei dem vorigen Verfahren
ist. — Wenn nämlich für x.„ .... x.z, x .z, x_,, x„, x^.,,

x^.2, x^_n die 2n-s-1 Werths i-«,.... z-.z, z,.,,
5 , z^,, 7^.2, l4--,->" ^-6° von i gegeben sind, so ist der

erwähnte Ausdruck dieser:

1» — 1°-l-x(xu,4-v,) 4 -x(x-—1)(xu24-v,)4-x(x--1'(x°—4)(xuz-l-vz)

4-x(x2-1))(x--4)(x--9)(xu,4-v4)-k-... 7Y,

setzt man nun hier nach und nach
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X — 1 und 4- 1

— 2 „ 4-2
— 3 „ 4-3
— 4 „ -t- 4 u. s. w.,

so kann man die Wcrthe von N2,v.2i Nz, Ilz; u. s. w.
sehr bequem successive berechnen; man hat nämlich :

(^4-i^^-i) —

u. — (^4-2 ^ ^

v- -- 4 (^4.-^^-2) - 4 ^

^ 720° ^ ^ ^ ^-^>) ^ Zgg - ° ^ M s' ^ 2

(54--.-5-0 - 4^"'4""-

" 40320 ^ ^ ^ 20160 ^ ° 1260 "^8?"-"'?'

u. s. w. u. s. w.

Das Gesetz des Fortschreitens läßt sich bald auffinden. Es
ist hinsichtlich der Zahlcncocfsicienten leicht zu entdecken, daß die
Nenner
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sind; die übrigen Nenner von II,, II- sind denen
von u,, Uz, Uz, . . . . respective ganz gleich»

§. 100. Ein Beispiel, numerisch ausgeführt, wird das
ganze Verfahren erläutern.

Sei gegeben
— 1.0000

Z'-I — 1.4142 — p-z

^-2 — 1.7321 —

>'-! — 2.0000 — y-4

— 2.2361 ^ ^-g

^ 2.4495 ^ y-g

Z'4-2 — 2.6453 — >^7

2.8284 —

— 3.0000 ^ l'-g.

Aus diesen Zahlenwerthen folgt sodann:

4.4495
2 2.2361 — — 0.011350

v, „ 0.4495 ^ ^ 0.224750

4.3779 2.2361 , 0.01135° ^
^ 24 12 ^ 3

0.9137 0.224750

v, - g - 4- 0.001225

»z — — 0.000006

11,-4- 0.000028

u, - 0.000000

V4 - 4- 0.000001

und mit diesen Werlhen die gesuchte Formel:

— 2.236100 4- X (0.224750 — 0.011350x)

4-x(x--1) (0.001225 — 0.000l47x)

4-x(x--1)(x--4) (0.000023 — 0.000006x)

4-x(x--1)(x--4)(x--9)(0.000000x 4- 0.000001),

welche die oben gegebenen 9 Werthe genau darstellt. Es kommt
nämlich für x — 4. I

5^1 -- 2.236100 47 (0.224750 4- 0.011350)

^ ^ - 2.000000 , ^ - 2.449500;
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für x — ^ 2
X-2 — 2.236100 ^ 2(0.224750 4- 0.022700)

4I 6(0.001225 4- 0.000294)
?.2 ^ 1-732086, ^ 2.645786;

für X — 4^ 3
— 2.236100 4! 3(0.224750 4- 0.034050)

4^ 24(0.001225 4- 0.000441)
4 ^120(0.000028 4- 0.000018)

^ 2.236100 ^ 3 j«-588001 -,4 -0.001666,-^^(0.^ (0.190700) (0.000784) )0.
0.776400 — 0.039934 0.005520

— 2.236100 4- 0.572100 4- 0.013316 4- 0.001200
- 1.414096 , - 2.823216;

141

000046»
000010)

endlich
für X — 4^ 4

— 2.236100 ? 4 (0.224750 4- 0.005400)
4^ 60 (0.001225 4- 0.000588)
47 720(0.000028 4- 0.000024)

4 ^5040 (44 )00000 4- 0.000001)
^ — .(0.270150) — ^. (0.001813)— >0.000052»

— 2.236100 4-4^ 4- 60 ^^(0.000004)

oder 1^5040^? .000001
)4- 0.000001 !

— 2.236100 — 1.080600 — 0.108730 — 0.037440 — 0.005040
"""" 4. 0.717400 4- 0.038220 4- 0.002800 4- 0.005040

5^4 — 1.00424 , ^ 2.999640.
Daher folgende Zusammenstellung:

gegebenes 5

- 1.0000
— 1.4142

x-2 - 1.7321
^-1 - 2.0000
X» - 2.2361
>'4.1 - 2.4495
^4.2 — 2.6458
^4.» - 2.8284
74., -2 3.0000

berechnetes 7! Fehler
1.0042
1.4141
1.7321
2.0000
2.2361
2.4495
2.6453
2.8282
2.9996

4- 0 .0042
— 0.0001

0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000

— 0.0002
— 0.0004,

5L,

H

Wk4

V
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wo die größten Fehler an den beiden Grenzen, d. h. für » und
^»verschwunden sein würden, hätte man bis auf 7 Decimal-
stetlen, statt nur bis auf 6, die Rechnung geführt.

Für x — -j- 4 z. B. würde man erhalten:
2.236100 -I- 0.109538 — 0.000422 4- 0.000030 — 0.000012 - 2.345234;

der wahre Werth von ^ f.^55 ist
- 2.345208,

also der Fehler nur
4- 0.000026.

F. 191. Früher, und auch noch jetzt sehr oft, gebrauchte
man eine Methode, bei welcher man die Werthe von ^ durch
eine Gleichung von der Form

Z'x — a 4- dx 4- ox^ 4- ex^ 4-...

berechnete, in der die Cocfsicicnten u, k, v, st, o, . . . . zwar
auch nach der Methode der kleinsten Quadrate, jedoch durch
Ausdrückebestimmt werden müssen, in denen die höhern Poten¬
zen von x vorkommen, die also die numerischenEntwickelungen
desto weitläufiger und beschwerlicher machen, je größer die Werthe
von x selbst werden.

§. 192. Weit bequemer ist es, statt der Gleichung
— a 4- 1>x ex° 4- 6x2 4- ex^ 4- .... 73)

den Ausdruck
^ 4- x9 4- x (x—1) 0 4- x (x—1) sx—2t v ..

^ 1 ch xl> 4. x (x—1) 0 4- x (x—1) (x—2) ä

zu gebrauchen, man mag nun eben so viele Constanten, als
Werthe von gegeben sind, einführen und bestimmenoder nicht
so viele Constanten gebrauchen, und sie mittelst der Methode der
kleinsten Quadrate zu bestimmen. Oder man kann auch den mit
74) völlig identischen Ausdruck

^ .4 4- ttx 4- 0x- 4- vx^ 4- ...
^ 1 4- dx 4- cx^ 4- ax^ 4- .. . ^

in Anwendung bringen. Man sieht übrigens sogleich, daß bei
gleicher Anzahl von Constanten in den Ausdrücken74) und 74 ch
die höchste Potenz von x nur halb so groß als die in 73) vor¬
kommende höchste Potenz ist, was für die Bequemlichkeit der
Rechnungen von gewiß nicht geringem Vortheil ist.

Will man nun in 74 ") die Constanten bestimmen, so schaffe
man zuerst den Nenner weg, nämlich:

4- xz-x l> -si -x2 7x 0 4- xZ ,1 4. .. — ä 4- x!Z 4- x2 e 4- x2 0 47 —
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oder auch
xU—X- e— X' I>— g-X7x .bg-x^- - e4-x^ .^x <t -b... —c>;

dann kann man so viele Gleichungen von dieser Form numerisch
bilden, als Werthe von ^ gegeben sind, und nun die Methode
der kleinsten Quadrate anwenden, um die wahrscheinlichsten Wer¬
the der Constanten V, i), . . . .; 1», c, c>, . . . . zu
bestimmen.

Elftes Capitcl.

Geburt, Tod und Lebensdauer.

§. 193. Geburt ist der Actus, durch den ein Mensch ein
selbstständigcs Leben zu sichren beginnt; Tod der Actus, durch
den ein Mensch aufhört zu leben; Lebensdauer der Zeitraum,
der zwischen dem Augenblick der Geburt und dem Augenblick des
Todes verfließt.

F. 194. Fruchtbarkeit, der die Befruchtung vorausgeht,
nennt man die Fähigkeit des Menschen weiblichen Geschlechts,
Keime abzusetzen, die dann wieder durch innere organische Kraft
sich zu Menschen entwickeln. Unter Fruchtbarkeit eines Ehepaars
versteht man gewöhnlich den Grad seiner Fähigkeit, Kinder zu
zeugen. Im Allgemeinen äußert das Klima den ersten und
hauptsächlichstenEinfluß auf die Fruchtbarkeit, indem diese in
hcißern Gegenden einen höhern Grad, in kältcrn Gegenden ei¬
nen geringern Grad zeigt, und in den kältesten Ländern am
schwächsten ist. Bei sehr fruchtbaren Regenerationen ist berechnet
worden, daß nach den Regeln der Wahrscheinlichkeitsrechnung
ein Ehepaar in der 2ten Generation 1956 Enkel, in der 3ten
16896 Urenkel, und in der Uten nach 299 Jahren schon 69296916
Nachkommenhinterlassen könnte.

F. 195. Was nun die Lebensdauer betrifft, d. h. den
Zeitraum, der zwischen dem Augenblick der Geburt und dem Au¬
genblick des Todes verstreicht; so ist klar, daß die Lebensdauer,
weil der Eintritt des Todes von dem Menschenniemals willkür¬
lich hinaus verschoben werden kann, sich durchaus nicht vergrö¬
ßern läßt. Wohl aber kann sie verringert werden, sobald
man geflissentlich oder unwissentlich das Maaß von Lebenskraft,
welches dem Menschen von der Natur zuertheilt ist, nicht spar¬
sam verwendet, sondern vielmehr verschwenderisch damit umge¬
het. Freilich kann mau sich ein höchstes Lebensalter des Men¬
schen denken, welches ein vollkommen organisirter, mit allen
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zum längsten Leben erforderlichen Eigenschaften ausgestatteter
Mensch erlangen könnte, und diese möglich höchste Lebensdauer
eineS vollkommenenOrganismus möchte wahrscheinlich auf 130
Jahre anzusetzen sein, obgleich nur IVO Jahre in der Regel als
das im menschlichen Leben oft vorkommendehöchste Alter betrach¬
tet werden. Allein, da das Maaß der Dauer eines Einzellebcns
von dem Grade der zugemessenen Lebenskraft, einer gesunden
Organisation, der regelmäßigen Zusammcnwirkung aller Theile
des Körpers abhängt, so ist, da dicß selten vollkommenstatt¬
findet, klar, daß auch die meisten Menschen, weil die Lebens¬
kraft sich durch allzu große geistige und körperliche Anstrengun¬
gen, durch Einflüsse von Außen, wie z. B. des Klima's, der
Witterung, der Krankheiten, u. s. w. verzehrt, nicht einmal 100,
sondern nur 6V bis 70 Jahre alt werden.

§. 106. Die Sterblichkeit (Mortalität), welche allen
Menschen bcschiedcn ist, besteht in einem gewissen Verhältnisse
zu der Lebensdauer des einzelnen Menschen und zu der Lebens¬
dauer einer bestimmten Anzahl Menschen; mithin giebt die Sterb¬
lichkeit auch den Grad der Furcht zu sterben für einen einzelnen
Menschen oder für eine bestimmte Anzahl Menschen.

F. 107. Die Sterblichkeit der Menschen zu berechnen ist für
die Staatswirthschaft und allgemeine Heilkunde, weil durch solche
Rechnungen für diese beiden Branchen fruchtbare Resultate gewon¬
nen werden, ungemein wichtig. Es zeigt sich nämlich, daß im Allge¬
meinen von 100 Menschen nach 33 Jahren die Hälfte schon ge¬
storben ist, woraus folgt, daß auf ein Jahrhundert 3 Generatio¬
nen zu rechnen sind; daß im Besondcrn jedoch Boden, Klima,
Nahrungsmittel, Gewerbe und die übrigen Lebensverhältnisse von
diesem allgemeinen Gesetze mancherlei Abweichungenverursachen.
Daher kommt es auch, daß das Verhältniß der Gestorbenen zu
den Geborenen oder auch zu den Lebenden an verschiedenen Or¬
ten verschieden sich gestaltet, daß dieses Verhältnis;wieder für
die verschiedenen Altersstufen sich besonders modisicirt, und daß
alles dicß bei dem weiblichen Geschlechte sich anders als beim
männlichen Geschlechte herausstellt.

8. 108. Diese Wahrnehmungenergeben sich aus einer um¬
sichtigen Betrachtung der sogenannten Sterbelisten, sobald
dieselben eine große Reihe von Jahren hindurch für viele Orte
möglichst sorgfältig gehalten und recht genau specisicirt worden
sind; weshalb der Besitz zuverlässiger Sterbclisten sehr wün-
schenswerth sein muß, weil auch hier so manche Institutionen,wie
z. B. Lebensversicherungsgesellschaften,Tontinen, Sterbecassen,
Leibrenten, u. s. w. nach den Regeln der Wahrscheinlichkeitsrech¬
nung begründet werden. Hierbei kommt es, wie wir in der
Folge sehen werden, vorzüglich auf eine genaue Bestimmung der
Mittlern und wahrscheinlichen Dauer des Lebens an, die zwar
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für jedes der beiden Geschlechter verschieden sein müssen, aber,
da dieser Unterschied an und für sich nie sehr bedeutend sein

und auch nicht zuverlässig genug bestimmt werden kann, für

beide Geschlechter, zumal bei einer großen Masse von Perso¬

nen, gewöhnlich gleich angenommen werden.

§. 109. In der nachstehenden Tabelle sind fünf Zahlenrei¬

hen. In der ersten Columne A sind die Lebensalter von 1 bis
97 Jahr, in der Columne 1! aber diejenigen Zahlen anzutreffen,

welche angeben, wie viel von 10000 im 0ten Jahre Geborenen
in jedem darauf folgenden Jahre bis zum Wstcn inclusiv« weg¬
sterben. In der 3ten Columne t) stehen die Zahlen, welche an¬

zeigen, wie viel von den im 0ten Jahre 10000 Geborenen in
jedem Jahre noch übrig sind und leben, so wie in der Columne
IS die Summe aller Lebenden in jedem Jahre sammt denen, die

darunter sind, anzutreffen ist. Aus der letzten Columne 15 kann
man ersehen, von wie viel gleich alten Personen in jedem Alter

jährlich 10 sterben. Wegen der letzten Columne v wird man
weiter unten das Nähere erwähnt finden.

10
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10000
75000600
0150
5904
5764
5639
5528
5431
5349

^5281
5227
5187
5146
5104
5061
5017
4973
4928
4882
4835
4787
4738

10000
17500
24100
30250
36154

3159 232213
3084 235297
3007^238304
2928 L41232
2847 244079

41918
47557
53085
58516
63865

246843
249522
252113
254614
257023

69146
74373
79560
84706
89810

259337
261555
263675
265695
267615

1819 269434
1718 271152
1617 272769
1517 274286
1418 275704
1321 2770Z
1226 278251
1134 279385
1044 280429
953 281387

"876 282263
797 283060
721 283781
651 284432
585 285017

"524 285541
467 286008
414 286422
365 286787
320 287107
279 287386
242 287628
208 287836
178 288014
150 283164

"125 288289
103 288392
83 288475
65 288540
49 288589

""34 288623
21 288644
10 288654

94871
99883

104861
109789
114671
119506
124293
129031
133719
138356
142942
147476
151957
156384
160756
165072
169331
173532
177675
181759

4024 185783
3963 189746
3901 193647
3838 197485
3774201259
3709 204968
3644208612
3578 212190
3511 215701
3443 219144

222518
225322
229054
23Z2I3
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H, 11V. Diese Tabelle, welche im Grunde auf derjenigen

beruhet, die im zweiten Theile S. 319 u. ff. des Werkes „Die

göttliche Ordnung in den Veränderungen des menschlichen
Geschlechts u. s. w. von Joh. Peter Süßmilch; 4tc Ausg.
Berlin 1775" befindlich ist und sich auf ein Mittclvcrhältniß der

Gestorbenen in großen und kleinen Städten, wie auch in Dör¬

fern gründet, ist (genauer als diese) nach dem in F. 98. S. 134. II.

gezeigten Verfahren berechnet, und hierzu nur 12 Werthe aus
der Columnc L der Süßmilch'schcn Tabelle gewählt worden; die
bis auf Zchnthcile gefundenen Werthe sind hierauf durch die

Multiplication mit 19 auf Ganze gebracht und hierdurch die
Zahl der anfänglich Geborenen von 1VVV auf 1VVVV erhöhet wor¬
den, was, wie man offenbar sieht, wegen Erreichung größerer

Genauigkeit geschehen ist.

Nur die ersten 8 bis 12 Jahre des menschlichen Alters wer¬

den wohl nie feststehende Resultate erwarten lassen, da die des-

fallsigcn Erfahrungen zu großen Schwankungen unterworfen sind,
welche höchst wahrscheinlich von den vielen Kinderkrankheiten und

von den Einflüssen der ersten physischen Erziehung herrühren.

Auch muß man wohl bedenken, daß statistische Verzeichnisse, wel¬

che auf Geburts - nnd Sterbesälle vor mehr als einem halben

Jahrhundert beruhen, sich nicht mit jetzigen Listen vergleichen

lassen können, indem die Kuhpockenimpfung und die Abhaltung
der asiatischen Pest durch die neuern Quarantainenanstalten die
Sterblichkeit so sehr vermindert haben, daß nach Duvillard die

mittlere Lebensdauer sich im Allgemeinen fast um 3^ Jahre ver¬

längert haben soll.

§. III. Was die Columne R übrigens betrifft, so kann
man auch sagen, daß sie die Staffel der Sterblichkeit vorstellt.

Sei nun, um zu zeigen, wie die Tafel berechnet worden, für

irgend ein Jahr i der zugehörige Werth von II — II, und der

gesuchte Werth von 0 —so ist

Lj UXDo — (Lz g- Lz g- Lz ,

d. h. also

Dagegen, wenn für das Jahr i die zugehörigen Werthe von

0 und H durch vj und Ith bezeichnet werden, findet sich

vj o, 8- e- -i- c, ... 4-vj,
d. h. also

vj — vj-t 4- ;

ferner hat man

10*
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Die in der Tabelle befindlichenWcrthe von 1? sind, nin
größere Genauigkeit beizubehalten, die nach der Formel

c-
^ ^

bis auf Zchntheile berechneten und dann mit lv multiplieirten
Werlhc, so daß man folglich, um zu erfahren, von wie viel
gleich alten Personen in jedem Aller jahrlich Eine stirbt, nur
nöthig hat, den zehnten Theil der Zahlen in der Eolumne
zu nehmen.

§. I l2. Man kann ferner nach dem, was in §. 199. von
den Eolumncn t!, ll und L gesagt worden ist,

1) die in der Eolumne l) stehenden Zahlen als solche betrach
ten, welche anzeigen, wie viel von den nämlichen l99W
Geborenen I, 2, 3, 4, u. f. w. 9ö, 99 Jahr alt werden;

2) die in der Eolumne v befindlichen Zahlen als diejenigen
ansehen, welche angeben die Menge aller derjenigen von
jedem bestimmten Alter, die an einem Orte leben, wo jahr¬
lich l9999 geboren werden und wieder eben so viel, näm¬
lich IV999, sterben. (Ohncdieß ist bei Entwertung der Ta¬
belle vorausgesetzt worden, daß die Mengen der Geborenen
und Gestorbenen zu gleicher Zeit gleich groß sind, eine Vor¬
aussetzung, die nur nahe wahr ist, und bloß in wenigen
Orten durch die Erfahrung bestätigt werden möchte.)

3) Die in der Eolumne stehenden Zahlen zeigen, wenn
man ihren listen Theil nimmt, an, die wie viclste Person
in jedem Jahre des Alters dem Tode anHeim fallen muß;
so stirbt z. B. von denen, die alle 3 Jahr alt sind, die l4te
bis löte, von denen aber, die alle l2 Jahr alt sind, nur
die 139ste bis l31ste.

Das allgemeine Verhältniß anbelangend, so verhalt sich die
Summe der in einem Jahre Sterbenden zu der Summe der in
dem nämlichen Jahre Lebenden

in großen Städten wie l:24,
in kleinen Städten wie l:32,
auf dem Lande wie l: 49,

welches Verhältniß 1: s man das allgemeine Maaß der Sterb¬
lichkeit nennt.

Anmerkung. Die Zahlen der Eolumne v finden sich durch
die Division der l9 durch die in der Eolumne Ii! stehenden Zahlen,
geben also an, wie viel von l999 Personen desselben Alters jähr¬
lich sterben; es ist daher gewissermaaßcn die Eolumne v bloß die
umschriebene Eolumne lZ.
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Z. 113. Aus dem Vorhergehenden nun crgiebt sich der di-
rectc Gebrauch der Tabelle von selbst. Indessen gewahrt diese

wichtige Tabelle noch mehrere interessante Resultate.

n) Um erstlich zu bestimmen, der wie vielste Theil von MM
Geborenen nach i Jahren noch am Leben ist, berechne man

die Größe
10000

So wird man z. B. finden, daß nach ein

wenig mehr als 17 Jahren bereits nur die Halste, etwas vor
Ablauf von 47 Jahren nur noch der dritte Theil, nach 57 Jah¬

ren gar noch der vierte Theil, nach 72b Jahren nur noch der

zehnte Theil, u. s. w. am Leben ist. Da nun nach ein wenig
mehr als 17 Jahren bereits die Hälfte aller Geborenen schon todt

ist, so geht also hieraus hervor, daß die übrig gebliebene Hälfte
der Geborenen dann noch immer 79 Jahre Zeit zum Absterben

braucht, folglich ungefähr -s4 oder 4^ Mal länger Zeit zubringt,

nach und nach ganz aus dem Leben zu verschwinden.

b) Um serner zu erfahren, wie groß die Anzahl der Lebenden
in jeder Abtheilung des menschlichen Alters ist, braucht man nur,

wenn diese Abtheilung von n zu n Jahren fortschreitet, die Dif¬
ferenzen v,i —vo, Dz,, —van—He«, zu berechnen.

So wird man z. B. finden die Anzahl der Lebenden

Zeitraum
tOjährig. 20jährig.in dem Alter 5jährig.

von 1 bis 5 Jahren
—

37154t„
5 10 2771!»,, 10 15 25945t,, 15 20 55 24861t,, 20 25 55 236855

SS 25 55 30 55 22400»
SS 3V 55 35 55 21003»
SS 35 55 40 55 19500»

40 55 45 5? 1.78855

45 55 50 55 16153»
5V 55 55 55 14225t

SS 55 55 60 55 -1212 12033»

SS 60 55 65 55 9597.

SS 65 55 70 99 70995
70 75 95

—
4809t

75 55 80 55 2948»
80 55 85 59 1620t

85 59 90 59 764»

SS 90 59 -100 55 262

63866

50806

46085»

40503!

34938-

262581

16696j

7757!

2384

262

11467t

86588

60296

24453

2646

Summe — 288654 288654 288654.

0) Will man wissen, das wie vielste Lebensjahr die ganze

Summe aller Lebenden in zwei gleiche Theile abthcilt, so Halbirc
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man v>»6— 288654, also 4 vgg — 144327 und suche diese Zahl

in der Columne 14 auf, so'fallt sie nahe auf ^. — 264; mithin
ist das 26(4)te Jahr das gesuchte. Wie viel Menschen unter

den 288654, so über u Jahr alt sind, leben, erfährt man durch
die Differenz

288654 — v„.

Demnach leben z. B. unter 288654 Personen

Personen, so alt sind über
252566 5 Jahr
224789 16 SS

198844 15 5?

173983 26 5?

156298 25 S?
127893 36 SA
166895 35 SS

87395 46
1 -2

SS

53357

4 )

56
SS

39132 55

27699 66 s
17562 65 SS

16463 76 SS

5594 75

2646 86 SS
1626 85 SS

262 96 SS

16 95 SS »

6) Eine sehr wichtige Bestimmung ist die der Ehen in einem
Lande und der Kinder, die aus diesen Ehen durchschnittlich ent¬

springen müssen. Die Zahl der Heiratsfähigen kann man etwa

— V45 — I>Ä5, d. h. gleich derjenigen Anzahl Personen setzen,

die zwischen dem 25sten nnd 46stcn Jahre leben. Wir haben

nun nach unserer Tabelle

—219144-138356 — g07gg.

Diese 86788 in zwei gleiche Theile getheilt, geben 46394 Ehe¬

paare, aus welchen 46394 Ehen nach unserer Hypothese 16666

Kinder, der Anzahl der Sterbenden gleich gesetzt, geboren wer¬
ben müssen. Mithin werden auf jede dieser 46394 Ehen 4,64

Kinder oder auf 166 Ehen 464 Kinder kommen. Man könnte

auch sagen, daß eine Ehe in 4^ — 4 Jahren und 4 Monaten
ein Kind zeugt.

Den bisherigen Erfahrungen zufolge soll sich die Anzahl der
Ehen zu der Zahl der jährlichen Geburten wie 166 : 22 verhal¬

ten, d. h. 56 Ehen jährlich nur 11 Kinder geben. Die Anzahl

der Ehen zu der Zahl der Einwohner soll in Lroßcn und kleinen
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Städten reP. ! : 133 und I : 103, auf dem Lande aber 1:115
sein. Die Summe der jährlichen Geburten soll sich verhalten zu
der Summe der Lebenden

in großen Städten wie 1: 3t),
in kleinen Städten wie 1: 244,
auf dem Lande wie 1:22k-,

welches allgemeine Berhältniß I: t' das Maaß der Fruchtbarkeit
genannt wird. Kennt man dieses und das allgemeine Maaß der
Sterblichkeit, so hat man dann auch das allgemeine Berhältniß
t':s der Todesfälle zu den Geburten; es ist mithin

für große Städte

für kleine Städte

für das Land

4^ ^ 1-25,

d. h. auf 100 Geburten kommen in großen Städten 125, in
kleinen Städten 77 und auf dem Lande nur 56 Sterbefälle.

v) Der Quotient
tvaoo

giebt die Anzahl Personen, von
denen nur eine das Alter von 1 Jahren erreicht. So wird man
z. B. finden, daß von

Personen Eine alt wird Berhältniß.
1.0 10 Jahr, 19.10
2.0 20 2.1
2.3 30 23:10
2.7 40 27:10
3-2 50 16:5
4.5 60 9:2
5.8 65 29:5
8-2 70 41:5

12 5 75 25:2
21 4 80 107:5
41.3 85 415:10
97.1 90 971:10

1000.0 96 1000:1 .

k) Wenn man annimmt, daß alle zwischen 20 und 50 Jah¬
ren lebende Mannspersonen streitfähig sein oder die Kriegsmacht
eines Landes bilden können; so findet man diese Anzahl von
Männern, wenn man die Große 4 — Hzg) berechnet. Nach
unserer Tabelle wird man finden

^(vzg — vzch - 60313.
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Diese Zahl nun verhalt sich zur Summe aller Lebenden wie

d. h. nahe 1 zu 4^.

Für die Wirklichkeit kann dieses Vcrhältniß natürlich nur als

ein approximirtes angesehen werden, und es möchte sür die mei¬
sten europäischen Staaten kaum der fünfte, vielmehr nur der 7te

bis 8te Theil der Bevölkerung eines Landes wirklich zum Mili¬
tär auszuheben sein.

g) Die letzte Columne Ich welche auch angiebt (s. F. 112. 3)),

die wie vielste Person in jedem Jahre des Alters sterben muß,

läßt folglich auch die beiden Jahre des Alters alsbald ent¬

decken, wo dieß in einem gegebenen Verhältnis- stattfindet. So

muß z. B.

die gleich vielste Person aus der Zahl der Lebenden fort, d. h.

die Sterblichkeit ist in je zwei solchen Lebensjahren gleich groß.

Dagegen ist im

Ilten Lebensjahrs die Sterblichkeit ungefähr nur halb so groß

als im 38sten, im 88sten dagegen 2 Mal größer als im 72stcn

Lebensjahre, im Ilten wieder 3 Mal geringer als im 54sten;
im 77sten Lebensjahre beträgt die Sterblichkeit nur den Istten

Theil von der im Wsten Lebensjahre, u. s. f.

d) Aus der Columne Ii! ersieht man sogleich, daß im I2ten
Lebensjahre die wenigsten Menschen sterben, also auch in diesem
Alter die Lebenskrast am größten ist. Setzt man daher für das

12te Jahr die Lebenskraft — 1; so hat man, um für das Alter

-H- die Lebenskrast 1-.^ zu finden, die Proportion

wie
4 (vsu — vzo) : 288654, d. st

60343 - 288654, oder

4307 - 1 — ^

also
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die Lebenskrast

2 0.064
4 0.192
6 0.355
8 0.439

10 0.605
12 1.000
15 0.914
20 0.800
25 0.700
30 0.601
35 0.524
40 0.451
45 0.383
50 0.313
55 0.233
00 0.173
65 0.130
70 0.102
75 0.080
80 0.067
85 0.054
90 0.039

95 0.014.

Anmerkung. Die diesem Werke angehängte Zeichnung

enthält die in obiger Tabelle stehenden Zahlcnwerthe von Ii, (),

H und 15 graphisch aufgetragen, und zwar versinnlichen die Cur-
vcn 13 und"ll das allmälige Abnehmen der in den Columnen

1! und V stehenden Zahlcnwerthe, die Curve v das allmälige
Wachsen der in der Columne v befindlichen Zahlen, und die

Curve k das allmälige Wachsen und Wiederabnehmen der Zah¬
len der Columne !Z. Mithin kann auch die Linie 13 die Curve

der jährlich Sterbenden und die Curve H die Curve genannt

werden, welche den Grad der Furcht zu sterben für jedes Lebens¬

jahr bildlich fortlaufend ausdrückt»

§. 114. Die obenstehende, mehrcrwähnte Tabelle ist es nun

auch, welche als Grundlage zur Bestimmung der wahr¬
scheinlichen und mittler» Dauer des Lebens in je¬

dem Jahre des Alters dienen kann. Diese Bestimmung ist

vorzüglich darum von großer Wichtigkeit, weil auf ihr die ganze

Feststellung der Leibrenten beruht.

Nach Halley ist die Lebcnsprobabilität diejenige An¬

zahl Jahre, bis zu welchen die Hoffnung noch zu leben und die
Furcht schon zu sterben gleich groß sind, also sich wie 1 zu 1

verhalten. Um dieses Verhältniß aber für ein gewisses Alterzu finden, suche man H in der Columne V auf, so ist das
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daneben in der Columne ^ stehende Jahr dasjenige, wo dieses

Verhältnis; statt findet. So wird man z. B. finden, daß im

39stcn Jahre noch 3838 Personen leben. Hier ist — 39 und
<ch —3838; also 4 Li — 1919. Diese Zahl 1919 in der Columne

11 aufgesucht, kommt der Zahl 1929 am nächsten, welche neben
dem Jahre 93 stehet; mithin ist das (63 — 39)ste oder 24ste

Jahr dasjenige, in welchem es zwar möglich ist, bereits gestor¬

ben zu sein, es kann aber auch sein, dann noch zu leben; d. h.
mit andern Worten: wenn man in dem Alter von 39 Jahren

steht, ist binnen der nächsten 24 Jahre, welche als die wahr¬

scheinliche Dauer des Lebens für das Alter von 39 Jah¬

ren angesehen werden, die Hoffnung zu leben großer als die

Furcht zu sterben, dann aber im 24sten Jahre selbst, d. i. in
dem Alter von 63 Jahren, findet das Verhältniß der Hoffnung

zur Furcht wie 1:1 statt, und endlich über diese Zeit hinaus

überwiegt die Furcht schon zu sterben die Hoffnung noch zu leben
immer mehr.

F. 115. Die nachstehende Tabelle giebt für jedes Jahr des

Alters in der zweiten Columne unter der Rubrik „Wahrschein¬
liche Lebensdauer" die Anzahl Jahre, welche man wahrscheinlich

noch zu leben hat; addirt man nun diese zum gegenwärtigen
Alter, so erhält man das in der dritten Columne unter der
Rubrik „Vermuthliches Lebensalter" stehende Lebensalter, das

man wahrscheinlich erreichen kann. Die vierte Columne giebt

an, um wie viel Jahre das in der dritten Columne stehende

vermuthliche Lebensalter kleiner oder größer als das von Süß¬

milch H angegebene ist.

5) Süßmilch, II. Theil. S. 342 u. 343.
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Tabelle der wahrscheinlichenLebensdauer und des menschlichenLebensalters.

Differenz Differenz
Jahre Wahrfthein- Vermuth- mit Lahre Wahrschein¬ Vermuth- mit
des liche Le¬ liches Süümilch's des liche Le¬ liches Süßmilch's

Alters. bensdauer. Lebensalter. Tabelle. Alters. bensdauer. Lebensalter. Tabelle.
1 16.4 17.4 — 1. 51 16.1 67.1 6- 0.1
2 38.4 40.4 — 0. 52 15.5 67.5 0.0
3 44.1 47.1 4- 0.1 53 14.9 67.9 — 0.1
4 46.1 50.1 4- 0.1 54 14.4 68.4 — 0.1
5 46.7 51.7 4- 0.2 55 13.3 68.8 — 0.2
6 46.6 52.6 4- 0.6 56 13.3 69.3 — 0.2
7 46.3 53.3 4- 0.3 57 12.7 69.7 — 0.3
8 46.0 54.0 4- 0.5 53 12.2 70.2 — 0.3
9 45.6 54.6 4" 0.6 59 11.7 70.7 — 0.3

10 45.1 55.1 4- 0.6 60 11.3 71.3 — 0 2
11 44.4 55.4 4- 0.4 61 10.8 71.8 — 0.2
12 43.7 55.7 4- 0.7 62 10.4 72.4 — 0.1
13 43.0 56.0 4- 1.0 63 10.0 73.0 0.0
14 42.2 56.2 4- 0.7 64 9.6 73.6 -I- 0.1
15 41.4 56.4 4- 0.9 65 9.2 74.2 4- 0.2
18 40.7 56.7 4- 0.7 66 8.9 74.9 4 0.4
17 39.9 56.9 4 0.9 67 8.5 75.5 4- 0.5
13 39.2 57.2 4- «.7 68 8.2 76.2 4 0.2
19 38.4 57.4 4- 0.9 69 7.9 76.9 4 0.4
20 37.7 57.7 4- 0.7 70 7.6 77.6 4 0.6
21 36.9 57.9 4- 0-9 71 7.3 78.3 4 0.3
22 36.2 58.2 4 0-7 72 7.0 79.0 4 0.5
23 35.7 58.7 4- 1.2 73 6.8 79.8 4 0.3
24 34.7 58.7 4- 0.7 74 6.5 80.5 4 0.525 34.0 59.0

4- 1.0
75 6.3 81.3 4 0.3

26 33.2 59.2 4- 0.7 76 6.1 82.1 4 0.627 32.5 59.5 4- 1.0 77 5.9 82.9 4 0.9
28 31.8 59.8 4 0.8 78 5.7 83.7 4 0.7
29 31.0 60.0

4 1.0
79 5.5 84.5

30 30.3 60.3
4 0.8

80 5.3 85.3 4 0.8
31 29.7 60.7 4 0.7 81 5.0 86.0 4 0.532 28.9 60.9 4- 0.9 82 4.9 86.9 4 0.4
33 28.2 61.2 4- 0.7 83 4.6 87.6 4 0.634 27.5 61.5 4 0.5 84 4.4 83.4 4 0.435 26.3 61.8 4 0.8 85 4.2 89.2 4 0.2
36 26.1 62.1

4 0.6
86 4.0 90.0 4 0.237 25.4 62.4

4 0.4
87 3.7 90.7 4 0.233 24.7 62.7 4 0.2 88 3.4 91.4 4 0.439 24.0 63.0 0.0 89 3.2 92.2 4 0.240 23.3 63.3

4 0.3
90 3.0 93.0 0.0

41 22.6 63.6
4 0.1

91 2.5 93.5 — 0.5
42 22.0 64.0 0.0 92 2.2 94.2 — 0.3
43 21.3 64.3

4 0.3
93 1.3 94.8 — 0.2

44 20.6 64.6
4 0.1

94 1.4 95.4 — 0.1
45 20.0 65.0 0.0 95 1.0 96.0 0.0
46 19.3 65.3 4 0.3 96 0.5 96.5
47 18.6 65.6 4 0.1 97 0.0 97.0 4 1.048 18.0 66.0 0.0
49 17.4 66.4

4 0 .150 16.7 66.7
4 0.3
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§. 116. Die mittlere Dauer des Lebens wird im Allge¬
meinen der Quotient einer gewissen Anzahl Personen in die
Summe der erreichten Lebensalter eben dieser Personen genannt.
Wenn z. W. 4 Personen u, b, v und 6 Jahre alt geworden
waren, so würde dann ^ (a-ss b-ss o-j-6) als die mittlere Le¬
bensdauer einer jeden dieser 4 Personen angesehen werden können.

§. 117.!» Insbesondere versteht man aber unter der mittleren
Lebensdauer im i tcn Jahre des Alters, sobald von u Personen,
die jetzt alle i Jahre alt sind, dann die

bis zu ihrem eintretenden Tode gelebt hat, den Quotienten
4-4-4--»4 4-.... 4--i-...

Gesetzt z. B. 7 Personen sind jetzt jede 26 Jahr alt. Nun
lebt aber ^i, noch 35, ^ noch 35.4, -4z noch 40.1, ^
noch 39.8, -4 z noch 38.2, -4z noch 37.5 und -4^ noch 36.!
Jahre, so daß also beim Tode der Person ^4z alle 7 Personen
bereits verstorben sind.

Welches wird demnach die mittlere Lebensdauer für das Alter
von 20 Jahren sein?

Man hat erstlich n — 7 und
s, -1-35 .0, -».--35.4,Sz --40.4, -»4 — 39.8,-»2—33.2, -»5 —37.5,-»,-36. 4,

mithin zweitens
35.0^-35.4-l-40.4 5 39.8 4-38.2 4-37.5 4-36.4 260.4 .

37.16 Jahre als die mittlere Dauer des Lebens für das jetzige
Alter von 20 Jahren.

§. 117.'' Könnte man auf diese Weise, die allerdings genaue
und zuverlässige Angaben erfordert, aus einer sehr großen Menge
solcher Angaben für jedes Alter des Lebens dessen mittlere Lebens¬
dauer bestimmen, so würde diese freilich etwas mühsame Unter¬
suchung sich doch dadurch sehr belohnen, daß man dann auf die
gewonnenen Resultate bei Bestimmung von Renten, Versiche¬
rungssummen des Lebens, 0. dgl. wenigstens weit sicherer vcr-

Iste Person noch Jahre

u—ste „
ute „

-- ^11—4 "

7 7
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trauen könnte, als es bisher der Fall gewesen ist, wo man zu
Tabellen, wie die beiden vorhergehenden nach einer durch die
Erfahrung nicht ganz sich bestätigenden Voraussetzung (s. F. 112.2))
berechneten sind, seine Zuflucht nehmen mußte. — Leider steht
aber einer solchen sorgfältigen Berechnung der mittleren Dauer
des Lebens die große Schwierigkeit entgegen, daß die Ausmitte-
lung von Personen gleichen Alters zu einerlei Zeit und die Kennt-
nißnahme der Anzahl Jahre, welche jede dieser Personen dann
noch bis zu ihrem Tode gelebt hat, schwerlich immer und zu¬
verlässig zu erreichen ist.

§. 118. Es wird demnach die mittlere Lebensdauer gewöhn¬
lich am folgende Weise, und zwar mit Hilfe der Tabelle be¬
stimmt. — Von kl jetzt m jährigen Personen leben am Ende

des Isten Jahres kl.Qn^: cl^
- 2ten - l>1.
- 3ten -
- 4ten -

u. s. w.

Man setze diese Reihe fort bis zu Ende, addire alle diese
Glieder und dividire die gefundene Summe durch die Anzahl
kl der Personen, so ist der erhaltene Quotient die mittlere
Lebensdauer 1?.» einer mjährigen Person, d. h. die Zahl,
welche angiebt, wie viel Jahre jede dieser Kl Personen, die jetzt
-» Jahr alt sind, noch leben würden, sobald sie alle gleich alt
werden sollten. Man hat daher

,2 1!-s- -n ^....
ru. ' ^ --

Sterben jedoch — und dicß ist der Natur der Sache gemäßer —
alle Kl Personen während des Laufes des Jahres gleichförmig
ab, d. h. nimmt man an, daß sie im Allgemeinen alle noch die
Mitte des Jahres erreichen, so hat man noch etwas richtiger

lsi» — 2 ^ch- -j- ....) 77).
So ist z. B. die mittlere Lebensdauer

im Isten Lebensjahre 29.37 Jahre
10ten - - 43.53
2»sten - - 37.14
3V - - - 30.75
40- - - 24.00 .

50 - - - 18.80
00 - - - 13.73 .
70 - - .99 .
80 - - .16 -

90 - - 4.04
90 - - 1 .50 -
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§. 119.» Die Berechnungen der wahrscheinlichen Lebens¬
dauer der Menschen zeigen offenbar, daß die gänzliche Unbe¬
stimmtheit der Lebensdauer, welche man bei einer nur geringen
Anzahl von Menschen wahrnimmt, sich bei einer sehr großen
Wolksmenge in eine gewisse regelmäßigeBestimmtheit umwan¬
delt. Denn hier wird die Summe aller derjenigen, die länger
als der Annahme zusolge leben, wieder fast ganz vollständig von
der Summe aller derjenigen aufgewogen, die früher als der An¬
nahme zufolge sterben. Daher kann man auch behaupten, wie
groß im Durchschnitt betrachtet die Lebensdauer z. B. einer
Million in einem Jahre geborener Menschen sein müsse, während
man nicht im Stande ist anzugeben, wie lange ein bestimmtes
Individuum noch leben werde. Darauf laßt sich mit einem
schon ziemlich hohen Grad von Sicherheit die Berechnung grün¬
den, daß ein in einem bestimmtenLebensalter stehendes Indivi¬
duum nur noch eine ebenfalls bestimmte Reihe von Jahren zu
leben habe, welche Bestimmungen der Gegenstand der vorigen
Paragraphe gewesen sind. Wahrscheinlich lebt nun ein solches
Individuum nicht so lange oder länger noch; dafür wird dann
aber ein anderes mit ihm gleich gestandenes Individuum wahr¬
scheinlich respective länger oder nicht so lange leben. Man hat
hier übcrdieß alles das zu berücksichtigen,was über diese Ver¬
schiedenheit der Mortalität im §. 197 angeführt worden ist. Aus
Allem aber ergiebt sich das ungemein wichtige Resultat, daß das
Mortalitätsgesetz zwar ein noch unerklärtes, jedoch ein völlig
constatirtes und sicheres Gesetz der Natur sei. Und auf diesem
merkwürdigen Naturgesetz beruhen, wie auch bereits öfter er¬
wähnt, die Lebensversicherungsanstaltcn, die eine ausreichende
Garantie in der Regelmäßigkeit der allgemeinen Mortalität be¬
sitzen, und welche folglich nur in der Art bestehen können, daß
sie von Personen, die in einem Lebensalter in die Versicherungs¬
anstalt eintreten, welches eine bestimmte längere Dauer verspricht,
eine genau berechnete geringere Einlage (Prämie) als von den
Personen fordern, welchen eine kürzere Lebenszeit übrig bleibt.

§. 119. b Nach Z. 118. leben von kl Personen, deren jede
jetzt m Jahre al ist, nach p Jahren noch , Personen.
Mithin ist die ? hrscheinlichkeit v, daß von diesen kl Personen
eine das (rn-s- e Jahr erreichen werde, nach 1) S. 2, wenn
man dort - statt u, und kl statt ki setzt,

und also nach 6) S. 5., die Wahrscheinlichkeit daß er nach
p Jahren noch leben werde,
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^ ^ ^
(l

78*).

Beispiel. Eine jetzt 20 Jahr alte Person will wissen, wie

groß die Wahrscheinlichkeit iv ist, daß sie nach 30 Jahren, d.h.
also im 50stcn Jahre ihres Alters noch lebe.

Hier ist in —20, p 30, also u, ss- p — 50 und daher
aus der Tafel - 2084 und c... - 4882 ,

folglich

d. h. die Wahrscheinlichkeit, daß eine zwanzigjährige Person das

50ste Jahr erreiche, ist nur der -^-ste Theil der Gewißheit, und

da ->v—so ist es auch wahrscheinlicher, daß sie die¬

ses Alter erreichen werde, anstatt dann bereits gestorben zu sein.

§. 119.« Da wir im vorigen §. gezeigt haben, wie die
Wahrscheinlichkeit bestimmt werden kann, daß ein m jähriger

Mensch noch i> Jahre leben werde, so wollen wir noch einige

Beispiele vortragen, durch welche die allgemeinen Formeln, die

im 8» 29. S- 15 gegeben sind, erläutert werden.

1) Es lebe eine 34jährige Person ^4 mit einer 33jährigcn

Person 1! zusammen; so ist, wenn )» —20 angenommen worden,
2764
4201 0.66715

die Wahrscheinlichkeit, daß ^ nach 20 Jahren noch leben wird,
und 1379

-4543^

die Wahrscheinlichkeit, daß ^ nach 20 Jahren nicht mehr am

Leben sein wird; ferner ist

die Wahrscheinlichkeit, daß L nach 20 Jahren noch leben wird,
und 1354

- -420^ ^

die Wahrscheinlichkeit, daß 1! nach 20 Jahren nicht mehr am

Leben sein wird.

Man wird nun (nach §. 20. S. 15) haben
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als die Probabilität, daß und II noch 29 Jahre beisammen
leben werden;

4143.4201-2764 . 2847 „
1- -- 4148.420 1 ' ^

als die Probabilität, daß von den beiden Personen ^ und H
nach 20 Jahren eine oder vielleicht auch beide gestorben sind;

2764.1354 „ „
"ll-") ^' 4143. 42... ^"'21502

als die Probabilität, daß nach 20 Jahren noch lebe und L
schon todt ist;

, 2847.1379 ^
" ^ 4201 . 4143 ^

als die Probabilität, daß nach 20 Jahren A schon todt ist, da¬
gegen 1! noch lebe;

als die Wahrscheinlichkeit,daß nach 20 Jahren Beide, und IZ
schon todt sind;

4143.4201 —1379.1354 ^
1 —(1 —^.)(1 —rv) — 4143 . 4201 — 0.89272

als die Probabilität, daß nach 20 Jahren noch nicht Beide todt
sind, sondern daß wenigstens eine Person, entweder Ar oder !!,
oder vielleicht Beide noch leben.

2) Will man aber wissen, wie viel von z. W. 1000 solcher
Paare nach 20 Jahren noch leben, u. s. w.; so muß man die
im §. 20. S. 15 stehenden Ausdrücke noch mir 1000 multipli-
circn.

Beispiel. Von 1000 Ehepaaren seien jetzt die Männer
30, die Weiber 20 Jahre alt, so wird man nach 10 Jahren
haben, da in—30, n —20, p —10 ist:

773

Wittwer 1000 X x 123

3774 5I0
Wittwen 1000 X -4?^- X — 00

14

3774
4372 X

4372
4882

4372 598
4882 X ' 4372
3774

X
510

4372 4852
598

X
510

4372 4382
Summe aller Ehepaare: 1000.

3) Man sucht die Dauer der Ehe eines Paares, d> h. die
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Zeit, während welcher ein Ehepaar noch beisammen lebt, bis
eines von ihnen stirbt.

Es seien N Ehepaare gegeben, von welchen jetzt jeder Mann
m und jede Frau n Jahre alt ist. Bon diesen öl Ehepaaren

leben noch zusammen (nach §. 118) im solgcnden

ersten Jahre (öl. . <ch.^): (t!,„. <^)

zweiten - (öl. ^«4-2. th.4-2): (ll,„ .

dritten - (öl. 1^4.- > ^ - ^»)

vierten - (öl. : (L„.. 0„) u. s. w.

und diese Reihe wird so weit fortgesetzt, bis irgend ein Glied

gleich Null wird. Man addire nun alle diese Glieder zusammen
und dividirc die gefundene Summe durch öl; so erhalt man die

mittlere Dauer eines Ehepaars, von dem der Mann

jetzt »1 und die Frau u Jahre alt ist. Nämlich:

^„,-^2. ^1,4.2 ^ ch-

X llu

Bezeichnet im 8- S. 15. ^ den Mann, k die Frau;

so ist die mittlere Dauer des Ueberlebens der Frau, d. h. die

mittlere Dauer des Wittwcnstandes

die Mitglieder im Zähler ebenfalls so weit genommen, bis
eines derselben verschwindet, und für die mittlere Dauer

des Wittwerstandes

wo gleichfalls im Zähler die Reihe so weit fortgesetzt wird, bis
sie von selbst abbricht.

Sei z. B. m —99 Jahr das Alter des Mannes,

u —hl) Jahr das Alter der Frau;

so ist
X v-, — 83 X 414 ^ 34362

x 65 x 365 23725

c:„ X 0gz 49 X 320 -1- 15680

<^4 x l)„ 34 X 279 — 9486

X — 21 x 242 5082

vz,- X 10 X 208 2080

Summe: 90415

X 103 X 467 — 43101,

11
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also — 48^ ^ Zahrc;
ferner

c?g.(v^ —c!,.) — 414 X 20 — 828a

0g, (0«« —c«z) — 365 X 38 — 13870

cigz (e,» —c„) — 320 X S4 — 17280

Vg4(6,« —e^) — 279 X 69 — 19251

0gs(0«« —0«g) 242 X 82 — 19844

0gs(0««-v^) — 208 x 93 — 19344

^S7 (690-0-7) — 17S X 10318334

Summe: 116203

<^0 X 0g „ — 103 X 467 — 48101,

,, 116203 . ^ ,also - 48^^ — 2.42 Jahre;
endlich

09.(0g°-0g.1 ^ 63 X 53 4399

0--(0gg —(Zg^l — 65 X 102 ^ 6630

0„ (0g„-c gg) - 49 X 147 - 7203

e^(Ogg —l)^) ^ 34 X 188 — 6392

095(0s°-eg5) ^ 21 X 225 4725

0-5 (0°o-0gg) — 10 X 259 — 2590

Summe: 31939

0-0 X 0g« -- 103 X 467 — 48101

also - o.66 Jahre.

Die Wcrthe von und W'" müssen, weil alle
Krennungen der Paare nicht im Anfange des Jahres, sondern
im Laufe des ganzen Jahres vor sich gehen, um 4^6.5 Jahre
vergrößert werden. Daher wird eigentlich fem für ein Ehepaar,
wo der Mann jetzt 96 Jahre und die Frau 86 Jahre alt ist,

die mittlere Ehedauer — 2.38 ) ^
die mittlere Dauer des Wittwenstandes ^^^2.92>'?
die mittlere Dauer des Wittwerstandes
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Zwölftes Capitel.

Von dcn Lcbcnsvcrsichcrungs- und andern Vcrsorgungs-
Anstalten (Actien- und Rentengescllschaften).

8- 120. Alle Versichcrungs - oder Assecuranzaustalten sind

im Allgemeinen von zweierlei Art: Actien - und Nentengc-
sellsch ästen.

Wenn eine gewisse Summe, die beabsichtigte Versorgung,

zu einer bestimmten Zeit nur ein einziges Mal oder eine ge¬
wisse Anzahl von Jahren hindurch von der Kasse der Gesellschaft
jahrlich entrichtet wird, so heißt diese Summe eine Actie, hin¬

gegen eine Rente, sobald diese Summe von einer gegebenen
Zeit an bis an den Tod einer bestimmten Person an diese jähr¬

lich bezahlt wird. *) — Der Verein derjenige:- Personen, welche
zum Zweck der Versicherung zusammengetreten sind, heißt im er¬
sten Falle ein Actienverein, im zweiten eine Rentengesell¬

schaft. Beide bilden eine sogenannte Versicherungsanstalt.

Wir wollen annehmen, eine Person zahle bei ihrem Eintritte

in irgend eine Versicherungsgesellschaft das Antrittsgcld N,
und hierauf am Anfange jedes folgenden Jahres den jahrlichen

BeitragB; so heißt dieser ein lebenslänglicher Beitrag,
sobald er von der gedachten Person bis an ihren Tod als Mit¬

glied der Gesellschaft entrichtet wird, hingegen ein i jähr ig er
Beitrag, wenn derselbe vom gedachten Mitgliede bloß die ersten
i Jahre hindurch nach seinem Eintritte bezahlt wird. Die dafür

dem Mitgliede von der Kasse auszuzahlende Summe II heißt, nur

einmal als Kapital gleichsam ausgezahlt, eine Actie, hingegen,
durch mehrere z. B. 3 Jahre jährlich ausgezahlt, eine 3 jäh¬

rige Actie. Wird jedoch Ii entweder dem Mitgliede selbst bis
an seinen Tod oder einer andern bestimmten Person bis an de¬

ren Tod entrichtet, so heißt II eine Rente. — Die Summe
Ii nun heißt eine Lebcnsactie oder Lebcnsrcnte, sobald

II dem Mitgliede selbst einmal zu einer gewissen Zeit oder bis
an seinen Tod jährlich verabfolgt wird. Beide, Lebcnsactie und

Lebensrente, heißen zusammen eine Lebensversicherung.

5) In diesem Sinne spricht man resp. von einer Lebensactie und von
einer Lcbcnsrente; wird jedoch obgedachte Summe von der Kasse
an andere von dem Mitgliede bezeichnete Personen nach erfolgtem
Tode des Mitgliedes entrichtet; so heißt dann die Summe resp. eine
Erbactie und eine Erbrcntc, welche letztere cine Wittwcn- oder
Waisenrente genannt wird, sobald die Wittwe oder die Unterlasse¬
nen Kinder gedachten Mitgliedes bei dessen Tode diese Rente erhalten
sollen. II *
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Bon den Lcbcnsvcrsichcrungs - Gesellschaften.

fj. 121. Im Allgemeinen wird Lebensversicherung der¬
jenige Vertrag genannt, durch welchen eine Person gegen eine
gewisse bestimmte Vergeltung die Gefahr, welche jene Person aus
dem frühzeitigen Tode einer andern Person treffen kann, über¬
nimmt; gedachte Vergeltung heißt Prämie und ist entweder
eine dein Alter und der Gesundheit der versicherten Person an¬
gemessene L>umme, oder besteht in jährlichen Beiträgen. Was
dagegen die versicherte Person erhält, ist entweder ein bestimmtes
Kapital, Versicherungssumme genannt, oder eine bis an
ihren Tod auszuzahlende Rente; beides, Versicherungssumme
und Rente heißt auch sehr oft Lcbensactie und Lebens¬
rc n t c.

Die Lebensversicherungbeabsichtigt, dasjenige, was durch
den Todesfall einer Person der sie überlebenden Person in pecu-
niärer Beziehung ungewiß wird, sicher zu stellen; die Lebensver¬
sicherung muß also natürlich auf den Grundsätzen der Lebenspro-
babilität beruhen. Statt einer die Gefahr übernehmendenPer¬
son tritt gewohnlichein Verein mehrerer die Gefahr überneh¬
menden Personen, Lebcnsv ersieherungs - Gesellschaft
genannt, zusammen, da zu diesem Zwecke schon ein bedeutendes
von allen einzelnen Mitgliedern derselben zusammengeschossenes
Kapital nöthig ist.

§. 122. Eine Lebcnsversicherungs - Gesellschaft hat also den
Zweck, gegen die Einzahlung gewisser Beiträge, die jährlich zu ent¬
richten sind, ein im Voraus festgesetztes Kapital, die Versicher¬
ungssumme, dann zu gewähren, sobald diejenige Person ge¬
storben, welche ihr Leben durch die Entrichtung jener Beiträge
versickert hatte. In diesem einfachsten Falle, wo eine Person
ihr Leben zu Gunsten ihrer Erben versichert, liegt der Vor¬
theil 1) in der Möglichkeit, daß bei einem frühzeitigem Tode
das von der Anstalt zu gewährende Kapital die Summe der
nach und nach eingezahlten Beiträge bedeutend übersteigt, und
2) bei einem erst viel später erfolgenden Tode in der Vererbung
einer größern Summe, die an die Stelle der kleinen Beiträge
getreten ist, welche letzteren ohne diese Bestimmung wahrschein¬
lich zu momentanen Bedürfnissen oder zur Befriedigung über¬
flüssiger Wünsche verwendet, oder auch vielleicht gar durch Be¬
trug und Unglücksfälle mancherlei Art entrissen worden wären.
Der Versicherte hat demnach die Gewißheit, seinen Erben in
der durch jährliche kleine Ersparnisse erkauften Versicherungssum¬
me ein verhältnißmäßig beträchtliches Kapital zu hinterlassen,
wobei sich ganz nach seinen Verhältnissen einzurichten erlaubt ist,
der Reichere also ein größeres Kapital durch höhere Beiträge,
der Aermcre ein kleineres Kapital durch niedrigere Beiträge er¬
werben kann.
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Man kann jedoch die Versicherung auch nur für eine be¬
stimmte Zeit machen, indem man nur wahrend einer kürzer»
Reihe von Iahren die Beiträge entrichtet, dafür aber auch keine
Versicherungssumme von der Anstalt ausgezahlt erhält, wenn
man nach Ablauf dieser bestimmten Zeit noch am Leben ist.

Diese Art Versicherungwird gewöhnlich unternommen, wenn
man nach Ablauf dieser Zeit eine bedeutende Verbesserung seiner
Glücksumstänbewahrscheinlich voraussehen darf, und nur die An¬
gehörigen für den Fall decken will, daß die gehoffte Verbesserung
der Glücksumstänbe durch den zu frühen Tod des Versicherten
vereitelt würde.

Die Lebensversicherungkann ferner auch zwei Personen zu¬
gleich, z. B. ein Ehepaar, in der Art betreffen, daß, wenn
Eines von dem Ehepaare gestorben, dann die Versicherungs¬
summe dem andern noch Lebenden ausgezahlt wird.

Selbst das Leben einer dritten Person kann versichert werden,
in welchem Falle man nämlich die Zahlung der Beiträge über¬
nimmt, dafür aber auch das versicherte Kapital nach dem Tode
der versichertenPerson bezieht. Dicß geschieht entweder aus
Spekulation oder aus einem bcsondern Interesse an dem Leben
der versichertenPerson. So versichert z. B. ein wohlhabender
Schwiegervater das Leben seines arm oder leichtsinniggeworde¬
nen Schwiegersohns, der Gläubiger das Leben seines Schuld¬
ners, u. s. w. Obschon etwas Widriges in dem Gedanken liegt,
daß aus diese Weise das Leben und das Sterben der Menschen
zu einem Gegenstände der Speculation gemacht wird; so tröstet
doch dafür wieder der Gedanke an die, dem von dem Leben
scheidenden Familienvater daraus hervorgehende, Beruhigung.
Da übrigens bei allen bis jetzt bestehenden Lebcnsversicherungs-
Anstalten eine nicht stets vünktlich erfolgende Einzahlung der
Beiträge den Verlust der Versicherungssummeohne Weiteres nach
sich zieht, so liegt in diesen Anstalten zugleich ein Antrieb zur
Ordnung und Sparsamkeit. Daraus geht denn aber auch hervor,
daß alle diejenigen, deren Einkünfte unsicher und unregelmäßig
sind, oder die wenigstens nicht dafür stehen können, daß sie stets
im Stande sein werden, diese Beiträge zu entrichten, der Vor¬
sicht halber und zur Vermeidung von Schaden sich des Beitritts
zur Gesellschaft enthalten werden.

F. 123. Alle Lebcnsversicherungs-Anstaltengründen sich auf
die durchschnittlichen Mortalitätsverhältnisse, indnn sie nach einer
mehrjährigen Durchschnittssummedie Probabilität festsetzen, daß
von einer bestimmtenAnzahl Menschen (man vergl. die 1l4.
ff.) binnen einer gcwißen Zeit eine bestimmte Zahl bereits ge¬
storben sei, weshalb sie denn auch nicht die wahrscheinliche Le¬
bensdauer eines Menschen, sondern die Durchschnittssummeder
Lebensdauer in dieser Gcsammthcit als den Divisor des einzelnen
Jahresbeitrag betrachten und wählen.
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F. 124. Weil also den Lebensversicherungs-Anstaltendie

Resultate genau geführter Berechnungen der Geburten, Trauun¬

gen und Stcrbefalle eines Landes, einer Provinz oder Stadr,
u. s. w. während einer möglichst großen Reihe von Jahren zum
Grunde liegen, und diese Resultate nachher Schlüsse auf wahr¬

wahrscheinliche und mittlere Lebensdauer desto sicherer zulassen,
je zahlreichere und richtigere Data bei den Berechnungen selbst

benutzt worden sind; — so müssen, soll anders eine Vcrsiche-
rungs - Anstalt der Art solid und sicher für sich selbst, als auch

für die Theilnehmer an derselben befürchtungslos und vortheilhast

fortbestehen, mehrere wichtige Rücksichten genommen werden, die

von selbst entgegentreten, sobald man bedenkt, daß solche Insti¬

tute ihre ganze Basis in dem Satze der Wahrscheinlichkeitsrech¬

nung haben: „Je zahlreicher die Fälle einer gewissen
Erscheinung, die immer periodisch wiederkehrt, sich

vorfinden, desto zuverlässiger wird das periodische
Gesetz eben dieser Erscheinungen ermittelt werden
können, weil in der Gesammtmasse aller Fälle die

verschiedenen in mehreren, oder wenigerem Grade

stattfindenden Abweichungen der einzelnen Fälle

von der Regelmäßigkeit sich desto wahrscheinlicher

gegenseitig aufheben werden, je größer die Menge
dieser Fälle selbst ist."

Hieraus geht, in Verbindung mit dem Vorigen, offenbar zu¬
gleich hervor, daß eine Lebensversicherungs-Gesellschaft eigentlich
nichts anderes als Speculationen mit dem Leben und Tode ih¬

rer Mitglieder, nach den Regeln der Wahrscheinlichkeitsrechnung,
vornimmt.

§. 125. Die wichtigsten Rücksichten nun, welche bei Be¬

gründung einer Lebensversicherungs-Anstalt nothwendig zu neh¬
men sind, folgen größtentheils aus der Natur der Sache selbst.

Wegen der größern, unregelmäßiger als gewöhnlich erfolgenden,
Sterblichkeit in den ersten und letzten Jahren des Lebens, d. h.

im Kindes- und Greisesalter, kann keine Person vom stten bis

zum mten Lebensjahre in der Jugend und vom uten bis zum

ch Die ältesten Institute dieser Art existircn in England, wo schon 1706
die allerdings nur mangelhaft organisirtc nmicabte sooist^ entstand.
Früher glichen sie mehr den Actienunternehmungcn. Es trat nämlich
eine Anzahl Actionäre zusammen, garantirte ein bestimmtes Anlage¬
kapital und lud bloß zur Versicherungein, wobei, weil man mehr
auf den Gewinn sah, die Summe der zu zahlenden Prämien offenbar
zum Nachtheil der Versicherten zu hoch bestimmt ward. Doch bildete
sich bereits 1762 die Londoner sgnitubts sooiotx, die ohne Actiencapi-
tal auf Gegenseitigkeit begründet war und einen glänzenden Erfolg hatte.
Nach ähnlichen, jedoch nun sehr vervollkommneten Grundsätzen sind die
aus Ocffcntlichkeit und Gegenseitigkeit gegründeten deutschen Lebensver¬
sicherungs-Anstaltenzu Gotha 1629, Lübeck 1829, Leipzig 1830 und
Hannover 1631.
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166stcn Lebensjahre im Alter als in die Anstalt aufnahmsfähig

betrachtet werden, sondern nur diejenigen Personen, welche im

inten bis zum nten Lebensjahre stehen, werden zum Beitritt
zugelassen und von diesen wieder bloß diejenigen, deren körper¬
liche Constitution, Gewerbe oder Lebenswandel das erhebliche

Bedenken, es werde ihr dercinstiger Tod als ein unregelmäßiger

Fall zu betrachten sein, im Voraus schon nicht veranlassen. In

dieser Hinsicht ist das Dircctorium einer solchen Anstalt schuldig
und verbunden, eine jede Person, welche den Eintritt in die Anstalt

wünscht, persönlich sowohl, als auch wegen ihres Alters, ihrer

Körperconstitution, ihres Gewerbes und Lebenswandels möglichst

genau kennen zu lernen, weshalb das Directorium die Beibrin¬
gung einiger glaubwürdigen Papiere durchaus verlangen muß,
z. B. den Taufschein und ein arztliches Zeugniß, letzteres von

einem approbirten wirklichen Arzte, der die sich zur Versicherung

gemeldete Person in Krankheitsfällen behandelt und übrigens die

genaueste Kenntniß ihres körperlichen Zustandes hat. Das Zeug¬

niß des Arztes muß, um ganz sicher zu gehen, bisweilen sogar
gerichtlich anerkannt und beglaubigt worden sein, und übcrdieß
durch ein neues ersetzt werden, sobald eine neue oder veränderte

Versicherung eintritt. Hierbei ist noch zu erwähnen, daß Per¬
sonen natürlich nicht versichert werden können, welche entweder

die Blattern, Masern, das Scharlachsieber, u. s. w. noch nicht

überstanden haben, oder mit organischen gefährlichen Körpcrge-
brechen, Epilepsie, Wahnsinn u. s. w. behaftet sind, oder irgend
ein mit unerwarteter Lebensgefahr verbundenes Gewerbe treiben,

z. B. beim Militär - oder Seedienst, Dachdecker, Maurer, u.

s. w. oder auch einen das Leben verkürzenden Lebenswandel z. B.

als Spieler oder Säufer führen.

F. 126. Eben so ist, wie bei der Aufnahme, keine Rede

von Auszahlung der versicherten Summe bei einem eingetretenen

Todesfälle, sobald dieser als kein natürlicher angesehen werden
kann. Dahin gehören die Fälle des Selbstmordes und Duells;

ferner, wenn der Versicherte durch richterlichen Ausspruch, im

Kriege oder in einem sonstigen gefährlichen Berufe, endlich auch
wenn er durch eine ausschweifende Lebensweise, durch muthwillige

und gefahrvolle Handlungen seinen Tod sich zugezogen hat. Doch
sind manche Anstalten in der Art billig, daß, wenn ein Versicherter

erst in spätern Jahren auf eine der so eben angeführten Weisen

gestorben war, namentlich wenn er sich einem gefährlichen Be¬
rufe gewidmet hatte, sie von dem für das laufende Jahr voraus

bezahlten Beitrag die auf den übrigen Theil des Jahres zu rech¬
nende Rate zurückzahlen. Ausgenommen hiervon ist aber der

Fall, wenn die versicherte Person eine Land- oder Seereise nach

irgend einer Gegend, in welcher gerade Krieg geführt wird oder
epidemische Krankheiten grassircn, unternimmt und daselbst sein

Leben einbüßt; denn dann fallen alle aus der Versicherung zu-
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ständig gewesenen Ansprüche natürlich aus dem Grunde weg,
weil solche Todesfälle außer dem Bereiche einer wahrscheinlichen

Regelmäßigkeit hinsichtlich des Eintreffens liegen.

§. 127. Außerdem geht das durch die Aufnahme begründete
Recht nebst allen und jeden Ansprüchen an die Anstalt, so ivie

auch der Betrag der bereits eingezahlten Summen, unbedingt
verloren, sobald die versicherte Person entweder freiwillig austritt

oder die Zahlung ihrer Beiträge nicht in den durch die Statu¬

ten angesetzten Terminen richtig leistet, oder auch wenn Betrug

bei Anzeige des Todesfalls stattgefunden hat. Denn der Ein¬
tritt desjenigen Falles, von dem die Zahlung der versicherten
Summe abhängt, ist allemal von dem, welchem die Summe

zukommt, dem Directorium mit den erforderlichen Bescheinigun¬
gen glaubhast belegt sofort anzuzeigen, wobei gedachte nothwen-

dige Bescheinigung vorzüglich darin besteht, daß ein amtlicher
Todtcnschcin der versichert gewesenen Person, so wie ein gericht¬

lich anerkanntes und beglaubigtes Zeugniß des Arztes über die
Veranlassung des Todes und den Gang der letzten Krankheit
vorgezeigt werden muß. Nur erst, wenn dieses, den Statuten

gemäß, vorausgegangen und alles richtig befunden worden ist,

geschieht nach Ablauf einer gewissen Zeit, vom Todestage an

gerechnet, die Auszahlung der Versicherungssumme.

12?. Was nun die Versicherungssumme *) selbst betrifft,

so ist sie zwar ganz willkürlich, wird aber gewöhnlich, um das

Geschäftswescn der Anstalt möglichst einfach zu halten, nicht un¬
ter IM und nicht über IMM angenommen, und überhaupt nur

als ein Vielfaches von Hundert, um die Rechnungen leichter
anstellen zu können. Denn da die Höhen der an die Gesellschaft
zu zahlenden jährlichen Beiträge sich außer nach dem Alter,
auch nach der Zahl IM ein für allemal richten und berechnet

in kleine Tabellen gebracht sind, so muß schon dieser dop¬

pelten Beziehung wegen die Versicherungssumme als ein ganzes
Vielfaches von IM angenommen werden, damit dann jedermann

im Stande ist, mit Hilfe jener Tabellen selbst leicht die Große
der jährlichen Beiträge für ein gewisses Versicherungskapital zu
berechnen. Was hierbei das Alter der Person, die sich versichern

lassen will, anbelangt, so werden die ersten sechs Monate eines

angetretenen Lebensjahres gewöhnlich auf das vergangene, die
andern sechs Monate aber auf das angetretene Lebensjahr gerech¬

net. Uebrigcns sind die Beiträge selbst in der Regel aus einmal

und zwar pränumerando jährlich zu leisten; manche Anstalten

Der von der Anstalt über diese Versicherungssumme ausgestellte Schein,
welcher die Police heißt, kann von dem Besitzer desselben beider
Anstalt verpfändet werden, um von dieser augenblicklich auf diese»
Schein ein Darlchn an Geld vorgestreckt zu erhalten.
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gestatten auch halbjährige Vorauszahlung und bisweilen sogar
mehrjährige Pränumerando-Zahlung gegen ein zu bestimmendes
billiges Disconto.

8- >29. Sämmtliche Gelder, die der Anstalt zugehen und
zugehörig sind, kommen in eine Casse, die nie mehr als höch¬
stens die in den Statuten bestimmte Summe Geldes enthalten
darf. Der nun entstehende Ueberschuß, der mit der Zeit bedeu¬
tend anwächst, wird zu einem Thcile zur Bestreitung der Ver¬
sicherungskapitale,zum andern Theile zur Bestreitung der ordent¬
lichen und außerordentlichen Verwaltungskosten der Anstalt, z. B.
der Gehalte, des Miethzinses deS Gcschästslocales, u. s. w.,
verwandt.

8. 130. Beruht die ganze Anstalt hinsichtlich ihrer Einrich¬
tung und Verwaltung auf richtigen Principien der Wahrschein¬
lichkeitsrechnung, verbunden mit der Berücksichtigungder Erfah¬
rungen anderer Institute gleicher Art; so wird, der Wahrschein¬
lichkeit gemäß, jener Ueberschuß nach Ablauf eines jeden Rech¬
nungsjahres niemals ganz in Verwendung gekommen, sondern
als eine immer noch ziemlich bedeutende Summe der Gesellschaft
verblieben sein. Mit diesem Reste nun verfahren fast alle Le¬
bensversicherungs-Anstaltenin der Art, daß sie denselben während
der ersten >> Jahre ansammeln, und mit Anfang des p-f-1sten
Jahres alljährlich denjenigen Theil dieses bis dahin jährlich
gesammelten Restes, welchen sie für entbehrlich erachten, als
eine Ersparnis; der Anstalt unter diejenigen Mitglieder nach
Verhältnis; ihrer Beiträge vcrthcilen, welche lebenslänglich ver¬
sichert und zu dem zu vertheilcnden Reste selbst beigetragen, auch
den Eintritt des Vertheilungstermins erlebt haben. Bei dieser
Vertheilung wird gewöhnlich nach dem pren Jahre der entbehr¬
liche Nest des ersten, nach dem (p-s-l)tcn der des zweiten Jah¬
res u. f. f. ausgezahlt. Diese Theilungsbeträge werden den Em¬
pfängern, sobald dieselbe es wollen, auch nicht gezahlt, sondern
ihnen auf die, von ihnen für das nächste Jahr zu entrichtenden,
Einschußgclderzu gute gerechnet.

8- 131. Das im vorigen 8- erwähnte Verfahren wird als
ein Mittel betrachtet, der Anstalt mehr und mehr Theilnehmcr
zu gewinnen; denn ein solcher auf ein Mitglied fallender Thei-
lungsbctrag, der bekanntlichDividende genannt wird, kann
als eine Art Zinsen für die von dem Mitglieds alljährlich zu
leistenden Beiträge angesehen werden, damit eine sich versichern¬
de Person doch auch schon während ihres Lebens einen kleinen
Nutzen von ihrem der Anstalt überlassenenGelde genießen kann,
wenn gleich der eigentliche und Hauptnutzen der Bestimmung
der Anstalt gemäß natürlich erst nach ihrem Tode eintritt, also
nicht der versicherten Person selbst, sondern deren Hintcrlasscnen
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anHeim fallt. Es ist zu erinnern, daß die Größe der Dividende

immer vorsichtig bestimmt werden müsse, weil sonst leicht das
solide Bestehen der ganzen Anstalt sehr stark gefährdet werden

dürfte. Immer wird es folglich gut sein, nicht den ganzen er¬

sparten Nest zur Dividende zu verwenden, sondern noch eine ge¬

wisse Summe im Depositum zurück zu behalten, welche auf eine
vorteilhafte und sichere Weise verliehen werden kann, wo dann

die Zinsen davon dem Gesellschastsvereine in Einnahme gestellt
werden.

F. 132. Bei manchen Lebensversicherungs-Gesellschaften findet

außer Versicherungen auf Lebenszeit auch Versicherung ans nur

i Jahre und sogar blos auf 1 Jahr statt. Hier sind dann an¬
dere Weitrage als bei Versicherung auf Lebenszeit zu entrichten.

Als ein Beispiel sollen nun die beiden Tabellen (der Beitrage),
welche in den „Statuten der unter Allerhöchster Genehmigung

in Leipzig errichteten Lebensvcrstcherungs-Gesellschaft, 1830" stehen
und zur Norm für die zu leistenden jährlichen Beiträge dienen,

hier etwas erweitert mitgetheilt werden, wobei nur noch erinnert

wird, daß die Zahlungen im Prcuß. Courant, den Thlr. zu

24 Groschen und den Groschen zu 12 Pfennigen, zu verste¬

hen sind.
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I. Versicherung auf Lebenszeit.
Jährliche Beiträge,

um beim Tode einer Person zu erhalten.
100 Thlr. 200Thlr. S00 Tylr. 1000 Thlr. 2000 Thlr.

Ä, ^ ^
1 20 S 31610 9 6 1 13 12 2 37 -4
1 21 6 3 19 — 9 11 6 18 23- 3722 —
1 22 I» 3 2lj 8 9 18 2 19 12 4 39-8

S000 Thlr.
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II. Versicherung ans 5 Jahre.

Jährliche Beiträge,

um beim Tode einer Person zu erhalten.

Alter. 100 Thlr. 200 Thlr. S00 Thlr. 1000 Thlr. ^ 5000 Thlr

Jahre. 2t 5t cX 5t 5t I ^ 5t 2^

IS
—

20 9 1 17 6 4 7 9 8 15 6 43 5 6
16

—
21 4 1 18 10 4 11 1 8 22 2 44 14 10

17
—

22 1 1 20 2 4 14 5 9 4
—

46- 2
18

—
22 10 1 2! 8 4 18 2 9 12 4 4713 8

19
—

23 8 1 23 4 4 22 4 9 20 8 49 7 4

20 1 — 8 2 1 4 5 3 4 10 6 8 5l 9 4
2t 1 1 9 2 3 6 5 8 9 10 17 6 53 15 6
22 1 3

—
2 6

—
5 15

—
11 6

—
56 6

—

23 1 4 2 2 8 4 5 20 10 11 17 8 50 16 4
24 1 5 4 2 10 8 6 2 8 12 5 4 61 2 8

25 1 6 5 2 12 10 6 8 1 12 16 2 63 8 10
26 1 7 4 2 14 8 6 12 8 13 1 4 65 6 8
27 1 8 2 2 16 4 6 16 10 13 9 8 67

—
4

28 1 8 1V 2 17 8 6 20 2 13 16 4 68 9 8
29 1 9 9 2 19 6 7

—
9 14 1 6 70 7 6

30 1 10 9 2 21 6 7 5 9 14 11 6 72 9 6
31 1 11 9 2 23 6 7 1» 9 14 21 6 7411 6
32 1 14 10 3 1 8 7 16 2 15 8 4 7617 8
33 1 13 10 3 2 4 7 21 2 15 18 4 78 19 8
34 1 14 8 1 5 4 8 1 4 16 2 8 80 13 4

35 1 15 4 3 6 8 8 4 8 16 9 4 81 22 8
36 1 15 IN 3 7 8 8 7 2 16 14 4 82 23 8
37 1 16 3 3 8 6 8 9 3 16 18 6 83 20 6
38 1 16 6 3 9 — 8 10 6 16 21 —

84 9
—

39 1 t6 10 3 9 8 8 12 2 17 — 4 85 1 8

40 1 17 2 3 1» 4 8 13 10 17 3 8 85 18 4
41 1 17 10 3 11 8 8 17 2 17 10 4 87 3 8
42 1 18 10 3 13 8 8 22 2 17 2V 4 89 5 3
43 1 2» 2 3 16 4 9 4 10 18 9 8 92

—
4

44 1 22 2 3 20 4 9 14 10 18 5 8 96 4 4

45 2
—

6 4 1
—

IN 2 6 20 5 —
101 1

—

46 2 3 4 4 6 8 IN 16 8 21 9 4 106 22 8
47 2 6 1 4 12 2 11 6 5 22 12 10 112 16 2
48 2 9

—
4 18

—
11 21 — 23 l8 118 18 —

49 2 12
—

5
— —

12 12 —
25

— —
125

— —

50 2 14 11 5 5 1» 13 2 7 26 5 2 131 1 10
51 2 18

—
5 12 — 13 18

—
27 12 137 12

—

52 2 21 5 5 18 10 14 11 1 28 22 2 144 14 10
53 3

—
10 6 1 8 15 4 2 30 8 4 151 17 8

54 3 4 6 6 '9
—

15 22 6 31 21 159 9
—

55 3 8 6 6 17
—

16 18 6 33 13
—

167 17
—

56 3 12 4 7
— 8 17 13 8 35 3 4 175 16 8

57 3 16 5 7 8 10 18 10 1 36 2» 2 184 410
58 3 21 1 7 18 2 19 9 5 38 1810 193 22 2
59 4 2 1 8 4 2 20 10 5 40 20 10 204 8 2

60 4 7 7 8 15 2 21 13 11 43 340 215 19 2
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III. Versicherung auf I Jahr.
Jährliche Beiträge,

um beim Tode einer Person zu er halt ein

100 Thlr. !I 200 Thlr. 500 Thlr. 1000 Thlr. !

90 15 —
95 IS W

100 20 10
106 10 2

113 13^
IIS 14 10
124 11 6
131 110
138^ 6
143 22 2

IZ117 6160 1 8
167 4 6
17619 4
185 Ii 8
192 4 6

Alter.

J ahre.

15^
16
17
18
19

2021
22
23
24

25
26
27
28

29^
30
31
32
33

34^
35
36
37
38

^39^
40
41
42
43
44

45
46
47
48
49

50
51
52
53
54

55'
56
57
58
5960
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IV. Jährliche Beiträge,
um, wenn von zwei Personen eine mit Tode abgehet,

100 Thaler zu erhalten.

133. Beim Gebrauch der Tafel IV. können drei Fälle
vorkommen, entweder 1) das Alter beider Personen findet sich
genau in der Tafel, oder 2) nur das Alter der einen Person
steht unmittelbar, oder 3) das Alter beider Personen steht nicht
selbst in der Tafel. — Kommt der erste Fall, so läßt sich diese
Tafel direct gebrauchen; so wird man z. B. für 2 Personen slt
und k, wenn sie auf 4W Thlr. versichern, 4x(5 Thlr. 14 Gr.)
— 22 Thlr. 8 Gr. jährlich zahlen müsien, wenn ^ 3V Jahr und
R 45 Jahr alt ist. — Kommt der zweite Fall vor, so gebt
man in die Tafel mit Zuziehung der Columne, welche die Disi
ferenzen für 1 Jahr enthält, noch immer direct ein; z.B. ^ sei

Alter der
bcidcn

Personen.
Jahre.

Differenz
für

1 Jahr.

1 0 4
1 3 6
1 4 0
1 8 2
2 9 4
3 7 2
4 10 8
6 10 2

Alter der
beiden

Personen.
Jahre.

Differenz
für

1 Jahr.
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26 Jahr, i! 57 Jahr alt und beide wählen das Versicherungs-
kapital 1266Tl,lr.; so ist der jahrlich zu entrichtende Beitrag

i(7 ^ i — 5.) -l- 2 ^ 6 ?< 10.2 12 -i-

(7 <uj- 1 5t 0 ^ 4- 0 «j! 13 5t 8.4 >6ch X 12

(7 «jZ 14 5t 84 L.) X 12 — 91 »P 8 5t 41 Ä..

Kommt der dritte Fall vor, wäre z. B. H 36 und I? 44 Jahr
alt, so muß man erst die Rechnung wie im zweiten Falle führen,
nämlich für ä^SS. »--44
und für

tt — 4a, IZ 44

den jährlichen Beitrag 6 uud l>' aus der Tafel bestimmen, und
endlich den eigentlich gesuchten Beitrag /S aus der Proportion

5 ! 6'— 1» — 36 — 36 : ^

entwickeln,wo sich also findet
-3S).

Die Rechnung steht daher so:
^ 35, IZ 44gicbt

5 1.H6 5t 0.^ -j- 4 (2 5t 8 ^) - 6 ^ 6 5t 0 ^ 4- 10 ?(8.H.
d.h. d-S^165t8Ä;

ä — 40, L 44giebt
S>/ 13 5t« Ä. 4-4(2 5t 6.6.".) -6^185(6^4-105(21^

d.h. 6'^ 6^ 23 5t 8D0.;
also weil

6' — I) ^ 0 ^ 7 5t 04 ^und
36 — 36 ^1 ist,

so ist der wahre jährliche Beitrag für 1^—36 und I! — 44
Jahr dann

/S 6 «j! 16 5t 8 ^ 4- d

m 6 ^ 165t 8Ä. 4- 0 ^ 15(4.83 Ä.,

d.h. /Z ^ 6 ^ 18 5(-4^Ä..

Anmerkung I) Streng genommen, ist diese Diffcrenzen-
rcchnung von der Art, daß sie nicht ganz die eigentlich wahren
Resultate giebt. Allein der Unterschied ist so unbedeutend, daß
man ihn, sobald man erwägt, daß vorstehende Tafel!V. Zahlen
enthält, die selbst wieder nur durch die Erfahrung angepaßte,
also blos genäherte sind, füglich außer Acht lassen kann, indem
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die ganz genaue Rechnung mit ersten und zweiten Differenzen

in Bezug auf die Sache nur überflüssig und doch beschwerlicher
sein würde.

§. 134. Die allgemeine analytische Darstellung der Rech¬

nungen, welche der Begründung und Einrichtung jeder Lebens-
versicherungs-Gesellschaft, als hierzu durchaus nothwcndig, jeder¬

zeit vorausgegangen sein müssen, soll nun zum Schluß, als
dem Zwecke dieses Werkes entsprechend, hier noch kurz mitge-

theilt werden.

Wir wollen annehmen, daß eine n jahrige Person bei ihrem

Eintritt in irgend eine Lebensversicherungs-Gesellschaft sogleich die
Summe und hierauf ck Jahre hindurch jährlich die Prämie

entrichte, daß dagegen die Kasse dieser Anstalt sich anheischig
mache, nach dem Tode des gedachten Assecuraten seinen Erben

die Versicherungssumme V zu zahlen, unter der Voraussetzung

jedoch, daß diese Zahlung ^ nur dann geschehe, sobald gedachte

u jahrige Person innerhalb der b-j-o ersten Jahre, vom Eintritte

an gerechnet, mit Tode abgehet, hingegen nicht geschehe, sobald
dieser Todcssall vor dem vollendeten btcn Jahre (dem Probe¬

jahre, wie es bei manchen Anstalten eingeführt ist) oder erst

nach vollendetem (b-j -o)ten Jahre eintritt.

Wir wollen ferner annehmen, daß unter diesen Bedingungen

n» n jahrige Personen in die Gesellschaft eintreten, welche den

Zinsfuß g — wo p die Anzahl der Proccntc bezeichnet,

gewählt hat; so wird der jetzige baare Werth der von u« vjäh-

rigen Personen zu entrichteten Einlagen sein

l

oder, wenn der Kürze wegen

gesetzt wird,
a^4-?.X.

Dagegen wird der jetzige baare Werth aller an die a,. vjäh-

gen Personen von der Kasse zu entrichtenden Versicherungen sein

l /1 V /I V

oder, wenn man der Kürze wegen
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setzt,

Hier wird indeß stets vorausgesetzt, daß alle Todesfalle und
mithin auch alle Auszahlungen von Seiten der Anstalt erst zu
Ende des Jahres erfolgen, oder daß wenigstens jede vor Ende
des Jahres erfolgende Zahlung nur mit Abzug des Disconto ge¬
leistet werde.

Da nun der Theorie zufolge die Kasse jeder Versicherungs¬
anstalt eigentlich weder Gewinn noch Verlust haben darf, so hat
man die Ausgabe der Einnahme, d. h. den Werth in 83) der
Erstem dem Werthe in 82) der Letztern gleich zu setzen. Dieß
gicbt dann, wie man leicht finden wird,

°° ss)° j.
oder auch

In der Wirklichkeit, d. h. in der Praxis, würde jedoch, der
Verwaltungskosten und einiger andern Umstände wegen, ent¬
weder die Große ^ oder die Größe ^ um etwas noch zu ver¬
mehren sein.

Die Gleichung 84) nun ist die Fundamentalformel aller bei
Lebensversicherungsanstalten vorkommenden Fälle und Berechnun¬
gen, aus der sich die besondern Ausdrücke für specielle Falle leicht
ableiten lassen.

n) Setzt man in 84) d —o, nss-b-s-o aber dem höchsten in
der gewählten Mvrtalitatstafel vorkommenden Lebensalter gleich,
das hier durch Ir bezeichnet sein mag; so wird, weil

^

^ 4 ss- I-. Vj ^ Z -j- 85).

Diese Gleichung gilt für den gewöhnlichsten Fall, d. h. da,
wo keine Probejahre stattfinden und wo jede sich versichernde Per¬
son nicht nur sogleich, sondern auch während der ganzen Dauer
ihres Lebens vollen Anspruch auf die Versicherung V erlan¬
gen kann.

d) Soll die sich versichernde Person eine lebenslängliche
Prämie erlegen, so gilt hierfür die Gleichung 85), sobald man
in ihr

12



annimmt und berechnet.

v) Soll nur ein Eintrittsgeld, aber keine Prämie erlegt wer¬
den; so hat man offenbar in 84) und 85) <1 zu subsiituircn,

welche Substitution geben wird resp.

ll) Wird kein Eintrittsgeld, sondern nur eine Prämie ent¬
richtet, so hat man offenbar in 84) und 85) X—t) zu substitui-

ren, welche Substitution geben wird resp.

-5«>,

und letztere Gleichung gilt auch sür den Fall b), wenn man nllr,

wie dort, so auch in 85^)

annimmt.

§. 135. Endlich gehören hierher die sogenannten Versiche¬

rungen auf Zeit, Ivo der allgemeinste Fall der ist, daß eine

njährige Person, die sich versichern will, sogleich das Antrittsgeld

^ zahlt und dann «I Jahre hindurch am Ende jedes dieser ll
Jahre eine gewisse Prämie I> entrichtet. Dafür erhält dieser

Assccurat vom (k-s-l)sten Jahre an, von dem Eintritte an ge¬

rechnet, dann v Jahre hindurch jährlich die Actie k.

Es wird nun der jetzige Werth der Einnahmen und An¬

trittsgelder, von »n Mitglieder in den ersten ll Jahren entrich¬

tet , sein:

86),

wo der Kürze wegen

»n4-1 »N-P2 »>,4-6
4" -ch

» » ^ll

gesetzt worden ist.

Es wird ferner der jetzige Werth der, von der Anstalt vom
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(d-l-I)sten bis zum (blossen Jahre « Jahre hindurch an die
»u Mitglieder zu entrichtenden, Zahlungen sein:

X

wo der Kürze wegen

87),

1 >1'
gesetzt worden ist.

Weil nun die Kasse der Anstalt weder Gewinn noch Verlust
haben darf, so muß der Ausdruck 86) dem von 87) gleich gesetzt
werden; dieß giebt die allgemeine Gleichung:

oder
68).

aus welcher Gleichung übrigens noch folgt:

V ^

X ^ ^ KX

KX

88-!-).

1
KX

?X)-

Werden die Prämien zu Anfange jedes Jahres geleistet, so hat
man statt 88) die allgemeine Gleichung:

(»„.X-l-lll'X^'^-KX 89).
wenn dagegen die Actien zu Anfange des Jahres ausgezahlt
werden, die allgemeine Gleichung:

gg).

Die Gleichung 88) beantwortet mehrere besondere Fragen.
s) Es wird keine Prämie, sondern bloß Antrittsgeld bezahlt.

— Hier muß ? —0 gesetzt werden und man wird erhalten:
12--
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90-

Ii) Es werden bloß Prämien, aber kein Antrittsgeld entrich¬tet, Hier muß X —sein, welche Annahme geben wird:
92).

e) Die Acticnzahlung soll in demselben Jahre anfangen, in

welchem die Leistung der Prämien aufhört. —- Offenbar muß

hier ä —d gesetzt werden, so daß man dann erhalt:

93),

ll) Soll die Summe nur einmal und zwar^ am Ends
des Illen Jahres ausgezahlt werden, so giebt die Substitution
von o — 1:

, ^ - —ii—-

(^.Xll-?X)<-i-b4-1^^.^^ 94).

v) Es werde die Prämie bis zum Eintritt des Todes der sich

versicherten Person von dieser geleistet. — Hier muß in 88) statt
u 4- ll das höchste Alter Ii der Mortalitätstafel substituirt werden,

welche Substitution dann giebt:

V ^"4-1 ^n-l-2 ^Ii4-Ii
X — 4 5- 4- 5- -l" „Ii—11'

still st

(n„.X4-?X)g'^-KX 95),

welche Gleichung namentlich bei Sparkassen eine directe Anwen¬

dung findet.

t') Wenn verlangt wird, daß die Actie sich in eine Leibrente
verwandele, so muß statt

^»4-94-1 ^n4-1i4-2
x — - 4— -

gesetzt werden

X

und dann ist:

^ii4-b4-o

^ 3114.64.1 »»4-6 4-2 »k

96)

diejenige Gleichung, die unter andern auch bei Sterbe- und

Wittwenkassen sich anwenden lassen wird.
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Anmerkung 1. Die Mise der Wittwcnpension, welche
eine mit einem i» jährigen Manne verbundene u jahrige Frau
erhalten soll, ist gleich der Mise sür die Leibrente der u jährigen
Frau weniger der Mise der Verbindungsrcnte einer i» und i> jäh¬
rigen Person, d. h. also, wenn keine jährlichen Beiträge entrich¬
tet werden, das Einkaufsgeld in die Wittwenkasseoder der jetzige
baare Werth aller künftig zu leistenden Zahlungen.

Anmerkung 2. In Bezug auf die vier Tabellen, welche den
Statuten der Leipziger Lebensversicherungsgesell'chast angehängt
find, und welche die Größen der für jedes Alter jährlich zu lei¬
stenden Beiträge enthalten, muß erwähnt werden, daß diese
Tafeln zwar mittelst der nachstehendenFormeln sür 1.03
berechnet, aber wegen der Werwaltungskosten etwas vergrößerte
Resultate enthalten.

Die Taf. ?. beantwortet die Frage, welchen jährlichen Bei¬
trag ein m Jahr altes Mitglied lebenslang zu entrichten hat,
wenn bei seinem Tode die totale Erbactie von IM Thalcrn
seinen Erben ausgezahlt werden soll, vorausgesetzt, daß kein An¬
trittsgeld entrichtet worden, Probejahre nicht stattfinden und die
altern Mitglieder nicht ausgeschlossen werden.

Es ist, wenn man zuerst

'"'kl" ^ ^

so weit fort berechnet hat, bis endlich ein Glied — 0 wird, dann
die Größe der jährlichen Beitrage:

^ — 1 ^ ^ .

Für die Leipziger' Lebensversicherungsgesellschaft ist y — 1.03;
also

1.03-i-1.03">^X„,^

Die Tafel II- beantwortet die Frage, welchen jährlichen
B eitrag ein bei seinem Eintritte m Jahre altes Mitglied a Jahre
lang zu entrichten hat, wenn nach Ablauf dieser u Jahre die
partielle Erbactie von IM Thalern seinen Erben ausge¬
zahlt werden soll, vorausgesetzt, daß kein Antrittsgeld entrichtet
worden und Probejahre nicht stattfinden.

Es ist, wenn man zuerst
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^in4-t ^m-s-2 ^M4-,1—1
— -b "4- -I- Z

1 ^ 'l
und s ssj

^ ^m-t-1 ^1114-2 ^n>4- 3 ^m4-!t
M4-1" ^ ^ ^ ^ l)

berechnet hat, dann die Größe der jahrlichen Beiträge:

100!Xm-X ,
<Z„.--—^ » SS---).

ci-Xm

Für die Leipziger Lebensversichcrungsgesellschaft hat man «Z---1.03,
also:

100 !x„, —1.03"'^X»,..!(1,„ — i—lü ^11 93-^).
1.03X^

In Bezug auf Tafel II. nun muß man in den Gleichungen für
und X^^ für n den Werth 3, in Bezug auf Tafel III.

aber für a den Werth I substituiren; dieß giebt:
für Tafel II.

^m4-1 ^n>4-2 ^m4-4
.. 'l' ^7Z -I ^ 'l blj'

^ ^m4-t ^m4-2 ^M4-Z ^ . ^n>4-3
in-91 — ^,» in 4-1 ^ s^in-92 ^ ^ 4- 4

und für Tafel III.
^ ^1114-1 ^i»4-2 X ^IN ^
X,,, —l 4- ^-4- ^—4 I 4- —

s ^m4-t ^m4-2 ^in4-3 X ^ni4-1 ^
s.m ^ ,,1114-1^ ,,»>4-2^"")^ ,,1» - ,

M4-1
IN

Dann ist für beide Tafeln, wie schon erwähnt:

^ 100jX„.-1.03'"-i.x^l
" 1.03X^

Die Tafel IV. beantwortet die Frage, welchen jährlichen
Beitrag ein jetzt m Jahre altes Mitglied lebenslang zu entrich¬
ten hat, wenn bei seinem Tode die gegenseitige Erbactie
von IM Thalern einer bestimmten u jährigen Person ausgezahlt
werden soll, vorausgesetzt, daß kein Antrittsgeld entrichtet wird
und Probejahre nicht stattfinden.

Es ist, wenn man zuerst
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' "^c^7s 5— ->- ^^ ^^ "

^n —I H . (>7n^-l ^m-^-2 (5u-j-2.^in-s-3 .
" ch>—1^,»^ ? ^ g2

so weit fort berechnet hat, bis endlich ein Glied — 9 wird, dann
die Größe llss' der jährlichen Beiträge:

^ /^.»-, - c...,. x^> ^ ^ ^
""xj."! ^ —-x^

Für die Leipziger Lebensversicherungsgescllschaft ist ^ — 1.63.

L) Von den Renten.

F. 136. Eine Rente ist, allgemein genommen, dasjenige,
was sich als Nutzen einer Sache ergiebt, auf die man eine be¬
stimmte Zeit hindurch eine gewisse Summe Geldes und möglich¬
sten Fleißes verwendet hat; folglich heißt die Redensart : „die
Sache oder das Geschäft rentirt," so viel als: das Geschäft
lohnt den für dasselbe gemachten Aufwand. Man kann daher
unter Rente besonders auch Nutzungen von gewissen Einkünften,
Ausbeuten, Kapitalzinscn, Gefällen, u. f. w. verstehen, und die
Person, welche eine Rente bezieht, den Nentenirer, Rentner
oder Rentirer nennen.

§. 137. Im cngern Sinne versteht man unter Renten bloß
die eigentlichen Zeitrenten, als Jahrrcntcn oder Annui¬
täten, Lebensrenten (Leibrenten, Tontincn, stehen¬
de oder immerwährende Renten, u. f. w.), die in Frank¬
reich seit 1789 existirenden ewigen Renten, die gewöhnlichen
Kapitalzinsen auf Darlehne oder Staatsschuldscheine,u. f. w.

8- 138. Beim Anlegen eines Kapitals zu einer Rente findet
zwischen einem Gläubiger und seinem Schuldner in der Art
ein Contract statt, daß der Schuldner sich verbindlich macht,
dem Gläubiger — von welchem er das Kapital als freies Eigcn-
thum überlassen erhält — jährlich eine bestimmte Summe, die
Rente, zu zahlen, wobei sich also von selbst versteht, daß diese
Iahresrentc sich höher als die Interessen, die das Kapital ab¬
wirft, belaufen müsse, weshalb die Rente als aus diesen Interessen
selbst und dem zum Thcil bereits abgetragenen Kapitale bestehend
anzusehen ist. Weil jedoch aus diese Weise das Kapital jährlich
kleiner wird, mithin immer weniger Zinsen abwirft, so muß da¬
für umgekehrtder abgetragene Theil des Kapitals jährlich größer

.werden, sobald der Rentirer (d. i. derjenige, welcher die Rente
bezieht) jährlich eine gleiche Summe erhalten soll.



Es kommt daher bei den Rentenbcrcchnungcn darauf an, zu
ermitteln, wie das ursprüngliche Kapital, die jahrlich davon zu
beziehende Rente, der Zinsfuß und die Zeit, auf wie lange diese
Rente bezogen werden soll, von einander abhängen, eine Aus-
mittclnng, die, wie man nun deutlich sieht, vornämlich sich auf
die zusammengesetzte Zinsen- oder auf die Zinses-Zinsrechnung
gründet.

Sei IL das Kapital, welches auf u Jahre zu s> Procent auf
Zins von Zinsen ausgeliehen werden soll, und bezeichne IL,, das
nach Ablauf des ntcn Jahres durch die Zinscszinsen angewach¬
sene Kapital; so hat man, wenn der Kürze wegen

10l) -t- n
^100 1

gesetzt worden, bekanntlich
1L„ — ILlj" ioi).

Hat man c>, so ist dann p — 100 (g — 1) der Zinsfuß und
— iL der Betrag aller binnen n Jahren aufgelaufenen Zin¬

sen von Zinsen.
Anmerkung. Ist in vorstehenden Formeln n eine schon

etwas bedeutendeZahl, so müssen, um die Resultate so genau
als möglich erhalten zu können, wenigstens siebenstellige Lo¬
garithmentafeln -angewandt werden. Für diejenigen, die den Ge¬
brauch der Logarithmen nicht kennen, hat man Tafeln entworfen,
durch die man !L„ mittelst Multiplicationund iL mittelst Divi¬
sion leicht bestimmen kann. Dergleichen Tafeln findet man z. B.
sehr genau und ziemlich ausgedehnt berechnet in Löhmann's
juridischem Handbuche. Nur die Größe n kann, wie man
aus der für sie" oben gegebenen Gleichung augenblicklich erstehet,
durch keine derartigen Tafeln, sondern nur mit Hilfe der Loga¬
rithmen bestimmt werden.

§. 139. Um den gegenwärtigen Werth künftiger
Zahlungen bestimmen zu können, dient die Gleichung

Aus dieser Gleichung laßt sich irgend eine
bald die übrigen gegeben sind; nämlich

IL., ;IL —
9"

- — Io -;IL
9
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in welcher Gleichung XV den gegenwärtigen Werth der nach

»2, Nz,.....Nr Iahren zu bewerkstelligenden Zahlungen

XV,, XX^,j XV z , .... XX , bezeichnet. Durch diese Gleichung
kann man folglich nicht nur den Kaufpreis von Grundstücken,

die erst nach einer gewissen Anzahl von Jahren eine Einnahme

versprechen, so wie den Actienwerth bei Unternehmungen, welche
erst später von einem wahrscheinlichen Gewinne begleitet sind,
sondern auch die Abrechnung bei mancherlei gegenseitig zu er¬

füllenden und erfüllten Zahlungen bestimmen.

I) Zeitrenten.

§. 140. Sind in dem obigen Ausdrucke 103) die Zahlungen

"XV,, XVz, XVz,.... XVr einander gleich, oder stehen sie in dem
Verhältnisse einer arithmetischen oder geometrischen Reihe; so

heißt die Reihe

XV,, XVz, XVz,.....XV,_>, XV.

eine Rente, XV deren Mise, d.h. die Summe, welche Jemand,

der sich eine Rente kauft, dafür dem Renten geder (Unterneh¬

mer) zahlt, und n, — n, die Dauer der Rente, welche folglich
auch eine Zeitrente heißen kann. Hierbei wird jedoch stets
vorausgesetzt, daß die Zeitintervalle »z—n,, iiz — nz,-«-«

Ii, — alle unter sich gleich sind." Die Rente selbst wird

eine unveränderliche genannt, sobald XV, — XX^—XVz —....
— XVl.i — XXss ist; sonst aber eine veränderliche, nämlich ent¬

weder steigende oder fallende, welches Steigen oder Fallen

der Zahlungen XV,, XVz, XVz,....XV,, wie vorhin erwähnt,

entweder nach einem arithmetischen oder geometrischen Verhält¬

nisse stattfinden kann.

F. 141. Beträgt jedes der Zcitintervalle ein Jahr; so nennt
man die Rente eine Jahrrente oder Annuität. Eine Jahr-

rcnte ist also diejenige jährliche Rente, welche nur auf eine ge¬

wisse Anzahl Jahre bestimmt ist. — Annuitäten (d. h, eigent¬
lich auf das jährlich Wiederkehrende berechnete Dinge), heißen auch
die jährlichen Zinsen von sogenannten eisernen Kapitalien, so

wie von den Renten, deren Hauptstamm beim Tode des Gc-

nußherrn dem Rentgebcr wieder zufällt; ingleichen nennt man

diejenigen Jahresrenten Annuitäten, die man von der englischen
Bank für die bei ihr deponirten Gelder erhält, und zwar so,
daß man das Depositum als gewisser Maaßen feststehendes Ka¬

pital betrachtet, dessen Annuitäten aber zu jeder beliebigen Zeit

durch Verkauf ihren Besitzer ändern können, ein für England des¬

halb wichtigerer Umstand als für den Continent, weil in England
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nur sehr selten stehende Darlehen in irgend eine Handlung ge¬
gen Zinsen gegeben werden.

§. 142. Wenn die Zeitintervalle vz — n,, Nz — Nz,....
n, — vr—, zwar alle einander gleich, jedoch jedes nur ein hal¬
bes oder ein Viertel-, oder ein intel Jahr ausmacht; so nennt
man die Rente dann resp. eine halbjahrliche, vierteljähr¬
liche oder mteljährliche Rente.

§. 143. Sobald ist, fangt jede Rente erst nach
v,—1 Jahren an zu laufen und heißt dann (n,— t) Jahre
aufgeschoben, oder sie ist eine (n—1) Jahre aufgeschobene
Rente.

Für die gewöhnlichenRenten, die alle Mal von jetzt an lau¬
fen, ist vi —l; nur wenn die Rente nicht zu Ende des Jahres,
sondern zu Anfange desselben bezahlt wird, also r^ —6 ist, heißt
sie eine vorschüssige.

Endlich muß, wenn von immerwährenden Renten die
Rede ist, n. —c« gesetzt werden. Bisweilen pflegt man solche
Renten Perpetuitäten zu nennen.

F. 144"). Bezeichnetman durch v den Betrag der unverän¬
derlichen Zeitrente, welche m Jahre ruhet, dann aber u Jahre
läuft, und jetzt die Mise SI hat; so ist

Ii— ^ 104).
g"-1 ^

Aus dieser Gleichung läßt sich irgend eine Größe bestimmen,
sobald die übrigen gegeben sind. Man findet nämlich:

... _ l o-r sc.l" - IM /
'W'I l igz).

aus welcher letzten Gleichung <) durch Versuche zu bestimmenist.
Man kann hier auch sagen, daß M den gegenwärtigenWerth

einer Jahrrente V bedeutet, welche die nächsten m Jahre noch
nicht in Wirksamkeittritt, sondern zum ersten Male am Ende
des (m-j-l)sten Jahres, und dann n Jahre hinter einander ge¬
zahlt wird, den Zinsfuß — q angenommen. Bedeutet nun ^
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den Werth, den die ganze Rente am Ende des mten oder zu
Anfange des (m-j-l)sten Jahres hat; so ist offenbar

(g —
aber nach 104) zugleich auch

AI-- ^
.j"'

Folglich nach Substitution des Werthes von

AI--V. ^" —1
(<Z—'

wie oben in 105).

Wenn die Mise einer vorschüssigen Rente bezeichnet, so
hat man

— AI: ,
also

^ t»g).^ lg—1/ 1 ^

Anmerkung. Es können hier beiläufig zwei häufig vor¬
kommende Fälle erwähnt werden. Entweder:

I) es wird eine unveränderliche Jahrrentc I? auf den gege¬
benen Zeitraum von w Jahren gesucht, die an baarem Werths
einer andern unveränderlichen Jahrrente Ii auf n Jahre gleich ist,
wenn beide Renten zum Zinsfuße g gerechnet werden. Man hat

oder

2) es wird diese Jahrrente I? gesucht, sobald sie in Jahre
aufgeschoben und dann n' Jahre hindurch gezahlt werden soll.
Man hat

" g"'-1

§. 144b). Für eine nicht aufgeschobene, d. h. für eine sogleich
laufende Rente muß natürlich m-^-0 sein, folglich, um die
Formeln 10.5) für sogleich laufende Renten zu erhalten, in 104)
und 105) m—0 substituirt werden, wo dann kommt:
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Il
ich-1

II
cj»

wo All die Mise der sogleich laufenden Rente bezeichnet; ) 107).

IvAst
.N>-s-IIz

'I ^ Nl /I ^ 1 Vj)
Man kann hier auch sagen, daß Nj den baaren Werth oder

die Mise einer Jahrrente II bezeichnet, welche n Jahre lang
(am Ende jedes Jahres) gezahlt wird, den Zinsfuß g angenom¬
men. Man kann übrigens zu dem Werthe von auch direct
gelangen, sobald man bedenkt, daß Ni offenbar eine solche Sum¬
me sein muß, daß dieselbe als Kapital n Jahre lang auf Zinscs-
zinsen zum jährlichen Zinsfuß st ausgeliehen zu der nämlichen
Größe anwächst, als welche Jemand von einer andern Person,
der er am Ende jedes Jahres die auf die nämliche Weise zu ver¬
zinsende Summe II übergiebt, nach Verlauf von n Jahren zu
fordern hat.

Anmerkung. Sollte durch eine Rente absichtlich nicht nach
n Jahren das ganze Kapital getilgt, sondern verlangt werden,
daß dieses Kapital oder die Mise Nj nach i> Jahren noch den
Werth habe, so würde die Größe iist sich bestimmen lassen
durch die Gleichung:

^ ^II-iv-(ei-1Mi>g"

aus der leicht folgt
D — — st" —"st)

" k" —1

(st-yst"

u — lox (g —loi? jv— (g—1)N,j
st

welche 5 Formeln für nst—v in die einfachem 107) wieder über¬
gehen.
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Ist die sogl

ercn Miss

vidirt, also

§. 14». Ist die sogleich laufende Rente vorschüssig, so er¬

halt' man deren Mise wenn man in 197) öl, durch <( di-

Dagegen ist der Werth der sogleich lausenden Rente nach

r Iahreu gleich der Mise für die dann noch zahlbare gleich¬

laufende, welche u—v Jahre dauert; also

Nl x ch. h.

^
N — ^ W9).

Um endlich auch die Mise Aj einer immerwährenden Rente

zu erhalten, muß in 197) in dem Ausdrucke für Ni dann u—«z

gesetzt werden, nachdem man jenen Ausdruck auf die Form

sj-1

gebracht hat; es" kommt also dann:

iio). d.h.

die Mise einer immerwahrenden Rente ist gleich einem Kapitale,

dessen Interessen so groß sind als die Rentenzahlungen. — (Bis¬

weilen versteht man unter immerwährenden oder stehenden Renten

auch Renten von sogenannten eisernen Kapitalien, von Lehnstäm¬

men u. dgl.)

F. 146. Ein wichtiger, in seinen Anwendungen recht frucht¬

barer, Satz ist folgender:

Bei gleicher Zeitdauer und bei gleichem Zinsfuße
verhalten sich zwei verschiedene Renten 11, zu ein¬
ander, wie die ihnen zukommenden Misen AI, N'. Es

gilt demnach die Proportion

Iii),

woraus



Ii --

AI

AI'--
Ii

folgt.
§. 147. Wenn eine in Jahre aufgeschobene Zeitrcnte ver¬

änderlich ist und beim Steigen eine geometrische Reihe mit
dem Quotienten H dergestalt bildet, daß die Zahlungen
Hlis, H-Iiz, ..... sind; so ist für eine n jährige Dauer der
jetzige Werth der Rente, d. h. ihre Mise AI?,

II, sc>" — tj." )AI, — — 1t3).

Wird hier 1t--1 gesetzt; so erhalt man
«-(st"-1)

AI, ^ — ,

welcher Ausdruck mit dem für AI in §. 144») identisch ist.
Soll aber die veränderliche Zeitrente keine aufgeschobene

sein, so muß in 113) m jnatürlich gleich Null gesetzt werden,
und man erhält dann

- ' "4z

und ist hier H " st, so wird ^

welcher unbestimmt scheinende Werth, mittelst Differentialrech¬
nung behandelt, den wirklichen Werth

Alz — nk-.— tiS)

hat. Setzt man aber in 113) st, so erhalt man den unbe¬
stimmt scheinenden Werth

Alz. -- , d, h.
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mit Hilfe der Differentialrechnung den wahren Werth

Die Gleichung 114) betreffend, kann man auch sagen, daß
sie den gegenwärtigen Werth einer veränderlichen 11 Jahre
währenden Rente bestimmt, die am Ende des ersten Jahres
— ltz., im jeden nächsten Jahre aber <1 großer als im nächst
vorhergehendenJahre ist. Denn die nach und nach zu zahlen¬
den Summen bilden hier eine geometrische Progression von 11
Gliedern, in welcher Reihe das erste Glied — der Quotient
<1, das unbestimmte Glied hingegen 11^ - ist und die am
Ende des vten Jahres zahlbare Summe bezeichnet. Dieser
Summe gegenwärtiger Werth wird also 11^ > : ff sein, und
setzt man nun hier statt v nach und nach alle Zahlen von I bis n
und addirt die Resultate; so ist dann die gefundene Summe
— AI^. Nämlich man hat:

Ii K2-Y K..<12
-j ^ —5— -n "t"

cj - P- <i" cj"

»2 sH"—ff)
oder^--—j

1
welcher Ausdruck identisch mit dem für in 114) gegebenen ist.
Man findet übrigens leicht noch-

(11-ff <

— ff

0

§. 148. Um den gegenwärtigen Werth einer Jahrrente
zu bestimmen, welche am Ende des ersten Jahres — 1 ist, mit
jedem folgenden Jahre aber immer um die nämliche Summe ck
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vermehrt, und überhaupt u Jahre hinter einander gezahlt wird

(den Zinsfuß, wie immer, gleich angenommen); bedenke man,

daß die nach und nach am Ende eines jeden Jahres gezahlten
Summen offenbar eine arithmetische Reihe von u Gliedern bil¬

den müssen, weiche Reihe als erstes Glied die Grüße r, als Dif¬

ferenz die Große ll hat; ferner, daß der gesuchte gegenwärtige
Werth M der ganzen Rente der nämliche sein müsse als die

Summe der gegenwartigen Werthe folgender unveränderlichen
Renten:

1) eine u jahrige Rente — r;

2) eine (u — t)jährige Rente — ü, welche auf ein Jahr auf¬

geschoben ist;

3) eine (n — 2) jährige Rente—3, welche auf zwei Jahre auf¬

geschoben ist; u- s. w.

Also ist jede Rente — ll, aber jede folgende ein Jahr langer

aufgeschoben, und dauert ein Jahr weniger als die nächst vor¬

hergehende, und dieß ist so weit fortzusetzen, bis man, die erste
Rente r mitgerechnet, u unveränderliche Renten hat. Man wird

also demnach setzen müssen:

wo — s- das allgemeine Glied dieser Reihe bezeichnen

mag, die nun auch so angesetzt werden kann:

(1-1)1 ' 1

d. h.
1°-t A ll°-1 j

>v — r . -1 1- (— ^— — nr /
(1-1)1° (l-l)l°ll-i j

und hieraus folgt:

>vG-i)i°-a

r — ) 117.

.1 ^ ( l-1)!^G-1)q°-r(cff-1)!
(1° —1) —n(l —1)
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Soll die Summe, welche man jährlich hinzuthut, eben so
groß als die Jahrrcnte selbst sein, so hat man im Ausdruck 157)
st—i- zu setzen, und es kommen für diesen bcsondern Fall dann
die einfachem Formeln:

. ^ - i>'n"
——— ij

Anmerkung. Bezeichnet man durch /S den baaren Werth
(oder die Mise) der Jahrrcnte i- auf n Jahre, welche sich stets
gleich bleibt, so kann der Werth von IV etwas kürzer, als es
durch die erste der Gleichungen 117) geschieht, ausgedrückt wer¬
den, nämlich:

II. Lcbensrenten.

§. 149. Eine Lebensrcnte ist eine solche Zeitrente, deren
Dauer von der Lebensdauer einer oder mehrerer Personen ab¬
hängt. Mithin müssen für Lebensrenten die Größe , welche
in 193), so wie die Größe, welche in 195) vorkommt, ebenfalls,
sobald ii,. und ii bestimmt werden sollen, von der Lebensdauer
einer oder mehrerer Personen abhängen. Es giebt verschiedene
Arten von Lcbensrenten: u) Leibrenten, 9) Berbindungs-
rcnten und v) Gescllschaftsrenten oder Tontinen.

») Die Leibrente (franz. ronts vingörs, engl. lits-iontv).
F. 159. Die Leibrente ist eine solche Lebensrcnte, wo die

Anzahl ii von Jahren gleich ist der Lebensdauer einer Person,
oder wo die Rente so lange ausgezahlt wird, als eine Person (der
Rentirer oder Emvfänger) lebt. Sie ist also eine jahrliche bloß
auf Lebenszeitberechnete Rente, welche mit dem Tode des Be¬
sitzers derselben erlischt. Uebrigcns wird die Leibrente eben so wie
die Jahrrcnte meistcntheils durch das Einlegen einer gewissen
Kapitalsumme erkauft, oder auch bei einem Verkaufe vom Ver¬
käufer durch das Einstchcnlassen der Kaufgeldcr beim Abkäufcr
bedungen; dann heißt der Inhaber der Einnahme der Renti¬
rer und der Inhaber der erkauften Leibrente der Käufer. Im
letztem Falle besteht die Leibrente in einer bestimmten, jährlich zu
leistenden Abgabe auf Lebenszeit an den Käufer, so daß er, je



kurzer wahrscheinlich die Zeit ist, welche der Käufer noch zu le¬
ben hat, eine desto größere Leibrente für sein Kapital wird be¬
kommen können. Mithin ist die Zahlung der Leibrente diejenige

Form der Rückzahlung eines Kapitals, in welcher sie in einer die

gewöhnlichen Zinsen übersteigenden Rente erfolgt, nur daß diese
Rente mit dem Tode des Darleihers erlischt.

§. 151. Die Berechnung von Leibrenten ist, theoretisch be¬
trachtet, die einer Zeitrente, welche entweder in oder v Jahre

dauert, je nachdem in oder v größer ist, und wo nämlich in

und v die mittlere und wahrscheinlichste Lebensdauer eines ijäh¬

rigen bezeichnen. Allein im Praktischen verfährt man auf diele
Weise nicht, indem jede Leibrcntenanstalt zur größtmöglichen Si¬

cherheit ihres Bestehens diejenige Sterblichkeitstabelle zur Be¬

nutzung zu wählen pflegt, welche hinreichend geprüft worden ist.

§. 152. Eine Leibrente ist eine aufgeschobene, sobald
mit dem Eintritt eines bestimmten Alters zum ersten Male ge¬

zahlt wird, eine aufhörende hingegen, sobald die Zahlung
mit dem Eintritt eines bestimmten Alters aufhört, wie dieß

z. B. mit den Renten für Waisen der Fall ist. Ruhet nach
Vorausbestimmung oder nach dem Willen des Empfängers eine
Leibrente während einer gewissen Anzahl von Jahren, so nennt

man eine solche Rente eine aufgesparte Leibrente. Dann
wird entweder die aufgesparte Summe auf ein Mal ausgezahlt,

oder es werden, sobald die Rente durch Ruhe gewachsen

genannt werden soll, die spätcrn Zahlungen vergrößert. Endlich
ist jede einfache, ununterbrochen fortdauernde Leibrente eine un¬
veränderliche.

§. 153. Wir wollen nun annehmen, es kaufen sich n» Per¬
sonen, deren jede u Jahre alt ist, dadurch in die Kasse einer
Leibrentenanstalt ein, daß jede dieser Personen die Mise 1^ zahlt,

so wie auch, daß man diese Einnahme dem jetzigen Werthe aller von

der Kasse zu leistenden Zahlungen vollkommen gleich setzt. Durch

diese beiden Annahmen findet sich dann der jetzige Werth 1^,.

der unveränderlichen Leibrente L,, einer n jährigen Person durch

die Gleichung

5 ^ l. g g «I 'I 2 jjg),"lt „

wo II das in der zu gebrauchenden Sterblichkcitstabelle vorkom¬

mende höchste noch zu erreichende Alter bezeichnet. Ist I-n

der jetzige Werth der u> Jahre aufgeschobenen Leibrente eines

v jährigen Menschen; so erhält man 1^, wenn man die m er¬

sten Zahlungen gleich Null setzt, also analog der Gleichung 119)
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st / No-^rn-j-I st„^_n,4.2 »Ii X . 2f)>
^a — "s

wo I^s die IN Jahre aufgeschobene Leibrente bezeichnet.
Sobald alle Zahlungen von der (m-j-l)sten an aufhören,

d, h. gleich Null werden; so ergiebt sich der jetzige Werth 1.«
einer nach in Jahren sich endigenden, d. h. aufhörenden Leib¬
rente o einer u jahrigen Person mittelst der Formel

. ^ '! ^ >1- ^

Hierbei ist noch zu erinnern, daß die Summe der Misen für
eine in Jahre aufgeschobene und eine nach in Jahren aufhörende
Leibrente einer n jahrigen Person gleich ist der Mise der Leib¬
rente einer n jährigen Person; also

l.» — 1-k 1.^ .

§. 154. Wird die Leibrente einer n jahrigen Person in Jahre
lang aufgespart; so ist die dadurch nach in Jahren zahlbar ge-
wordene Summe 8 eben so groß als der Werth, den eine nach
in Jahren aufhörende Leibrente eines o jährigen Menschen nach
in Jahren hat; also:

8 - I." x ,

d. h. wenn man hier statt seinen Werth aus 121) setzt;

l »l- —^ 1 ^ -I- .... -j — I n°>
S - > 'I '1^ <1 / ^

oder
x

8— ^ ) 122),

§. 155. Es bezeichne jetzt L» wie früher die ursprüngliche
und' L> die durch Ruhe gewachsene Leibrente, l-u und aber
nach 119) und 120) die baaren Wcrthe der unveränderlichen
Leibrente L» und L», der m Jahre aufgeschobenen Leibrente. Es
wird dann die Proportion statthaben:

lll«: — Lr: L«,
aus welcher man die durch Ruhe gewachsene Leibrente

I-u x L.

13 ^
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findet. Substituirt man hier für 16» und ihre rcspcctivcn
Werthe aus 119) und 120), so erhalt man dann:

<! ° >1 /
ttn/an^m^-1 , ^ 'Ul^-in^-3 ^ 'Ii. r

oder da, was offenbar »erstattet ist, L» — 5t» gesetzt werden
kann, kürzer:

b) Die Bcrbindungsrentc.
§. 156. Die Nerbindungsrente ist eine solche Lebensrentc,

wo die Anzahl n von Jahren gleich ist der wahrscheinlichen An¬
zahl von Jahre», welche zwei, drei oder mehrere Personen noch
mir einander zu leben hoffen können, wo also u mit Hilfe
der Sterblichkeitstabelle nach der Formel 105) S. 180 zu be¬
stimmen ist, wodurch sich dann auch die Berechnung der Ner¬
bindungsrente in die einer Zeitrcnte verwandelt. Die einfachsten
und am gewöhnlichsten vorkommenden VerbindungSrcnten sind
diejenigen s welche auf die Dauer des Beisammenlebens zweier
Personen, z. B. von Eheleuten (daher auch Eherenten) be¬
gründet werden.

e) Die Gesellschaftsrentc (Tontine).
§. 157. Die Tontinen (vom Italiener Tonti) sind eine

besondere Art von Leibrenten, zu deren Ankauf sich eine ganze
Gesellschaft bildet, wobei bedingt wird, daß dieser Gesellschaft
die Rente bis zum eintretenden Tode des allerletzten Mitgliedes
(dieser Gesellschaft) jährlich unverkürzt gezahlt werde. Es wird
mithin der baare Werth der Tontincn gleich sein dem baaren
Werthe einer Zeitrente auf die Dauer des am längsten Lebenden
dieser Gesellschaft, welche Dauer durch die Wahrscheinlichkeits¬
rechnung bestimmt werden muß. Hierbei ist es ganz natürlich,
daß, je mehr Mitglieder sterben, desto größer die Dividende
oder der Antkeil an der Rente eines jeden der noch lebenden
Mitglieder ausfallen muß. Doch nimmt die Gesellschaft gewöhn¬
lich keine gleiche Dividende im gewöhnlichen Sinne, sondern zu
einer gerechtem Bertheilung unter sich ein gewisses Thcilungs-
verhältniß an, nach welchem die ältern Mitglieder mehr, die jün-
gern weniger bei der jährlichen Bertheilung der Rente zu bekom¬
men haben. Bloß die von dieser ganzen "Gesellschaft zuletzt nur
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noch leben gebliebene Person bezieht bis an ihren Tod die jähr¬

liche Rente ganz und unverkürzt.

§. 158. Diese Tontinen haben vor andern Renten viel Vor¬

zügliches und sind leicht zu berechnen. Es ist zwar mit ihnen

auch ein Hazard verbunden für den, welcher bald stirbt, doch

überwiegt die Hoffnung des Gewinnstes den Verlust ungemein.

Es bestehe nämlich eine Gesellschaft aus KI Mitgliedern, und

das Einkaufsgcld (Actic) jedes dieser Mitglieder betrage lil Thlr.,

so ist das zusammen geschossene Kapital

ic m . L Thlr.

und 15 wird, zu p Procent ausgeliehen, jährlich ^ Thlr. Zin¬

sen tragen. Diese Thaler müssen nun jährlich an die Mit¬

glieder der Gesellschaft, nebst einem Theile des Kapitals 15, ge¬

zahlt werden. Dabei sei festgesetzt worden, die Gesellschaft solle
nur u Jahre bestehen, so muß, wenn in u Jahren Kapital und

Zinsen abgetragen sein sollen, nach der Formel für Ii in 107)

8. 144. gesetzt werden:

>1° ^ 1

oder auch

-i"

es müssen jährlich nicht sondern 1) Thlr. an die Mitglieder

der Gesellschaft vertheilt werden. Daher wird, wenn nach I, 2,

3, 4,.... Jahren nü, in", nll", na"",... Mitglieder gestorben,
jedes der noch lebenden

KI — inst KI — ( iiü-j-ln"), KI—(iiü in"-ss irü"),

KI —(uü-I-in"^-nü"-I-in""), Mitglieder am Ende dcS I.,

2., 3.. 4.;... Jahres resp. Thlr-, Thlr.,

iri — (m'-ft>n"-j->»") Thlr., ^—(,»'-j-n,"in'"g-»>"") Thlr......

bekommen. Und diese Dividenden müssen, da der Zähler stets

derselbe bleibt, die Nenner aber nach und nach kleiner werden,
offenbar nach und nach größer ausfallen, bis endlich, wenn alle

Mitglieder bis auf eines, d. h. also KI — 1 Mitglieder gestorben

sind, der letzte Nenner — kl — skl—1), d. h. — 1 wird, folglich

das letzte Mitglied, welches alle übrigen überlebt hat, -^-Thlr.,

d. h. 1) Thlr. selbst und unverkürzt erhalten wird. Nur das oder

die Mitglieder, welche gleich im ersten Jahre stürben, würden
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I? Thlr. verlieren, welche Summe aber auch der größte Verlust
nur sein könnte, den ein Tontinist erleiden würde. Dagegen
kann und muß der Gewinn meistens weit größer sein als dieses
Maximum des Verlustes.

§. 159. Man sieht aus dem vorhergehenden F., daß die
Tontincn wirklich vielen Vortheil und Reiz gewahren, und daß
die Bestimmung derselben nicht so viele Rechnung nöthig hat
als die der Leibrenten.— Nur würde es sehr ungerecht sein und
zu vielen Jnconvcnienzen führen, wollte man alle l>I Mitglieder,
die von verschiedenem Alter sind, mit einander vermischen; denn
dann würden nur die jüngcrn Personen dabei gewinnen, hinge¬
gen die altern verlieren. "Dieser Ungerechtigkeitwürde schon in
etwas abgeholfen, wenn man die Hl Mitglieder in 19 oder 29
Klassen abtheilte von 19 oder 5 Jahren. Gesetzt, man hatte
19 Klassen, so daß in der ersten alle diejenigen sich befanden,
welche 9—19 Jahr alt sind, in der zweiten, die 19 — 29 Jahr
alt sind, u. s. w., in der letzten oder zehnten Klasse aber alle
diejenigen, welche 99 — 199 Jahre alt sind; so würden z. B. in
der zweiten Klasse diejenigen von 19 und .11 Jahren mehr Hoff¬
nung lange zu leben haben als die von 19 und 29 Jahren.
Also auch 19 Klassen 5 19 Jahre würden die mehrerwahnte Un¬
gerechtigkeitund Ungleichheit noch nicht genug aufheben; daher
man noch mehr als 19 Klassen, gewöhnlich 29 Klassen ü 5 Jahre,
für alle Mitglieder anzunehmen pflegt, wie folgt:

I !
Mittleres! Abtraqs-

Klasse. > Alter. !
Altcr. j zeit.

1 9 — 5 25 924
2. 5 — 19 74 874
3. 19 — 15 12 k 824
4. 15 — 29 171 774
5. 29 — 25 224 724
9. 25 — 39 274 674
7. 39 — 35 325 624
8. 35 — 49 375 574
9. 49 — 45 424 524

19. 45 — 59 474 474
11. 59 — 55 l 424
12. 55 — 69 57^. 374
13. 69 — 65 02^ 324
14. 65 — 79 674 274
15. 79 - 75 724 224
16. 75 — 89 774 474
17. 89 — 85 824- 12418. 85 — 99 8/ 4 74
19. 99 - 95 924 24
29. 95 199 974' —
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und wo das mittlere Alter irgend einer Klasse jedem Mitglieds

(bei Bestimmung der Tontine) statt des wirklichen Alters beige¬
legt wird, so daß also z. B. in der vierten Klasse jedes Mit¬

glied, das 15, 10, 17, 18, 19, 20 Jahre alt ist, durchschnittlich

für 17^ Jahre alt angesehen wird.

Die Zahlen der letzten Columne findet man, wenn man das

mittlere Alter von 95 Jahren (als die längste Dauer des mensch¬

lichen Lebens in der Regel angenommen) abziehet. Diese Ab¬

tragszeit nun ist der Zeitraum von Jahren, in welchem Kapital

und Zinsen, in Bezug auf die Mitglieder der dieser Abtragszeit

rcspectivcn Klasse, wieder abgetragen sein müssen.

§. 160. Freilich würde man am genauesten und gerechtesten
verfahren, wenn man für jedes Mitglied dessen Abtragszeit be¬

stimmte, und zwar nicht etwa durch die Subkraction seines Al¬
ters von 95 Jahren, sondern vielmehr die für seine Abtragszeir

des Mitgliedes noch wahrscheinliche Lebensdauer setzte und für n

in der Formel

i ^

substituirte, was freilich auch die Rechnung etwas umständlicher

und mühsamer machen würde.

Anmerkung. Man hat auch zusammengesetzte Ton¬
tin cn, die jedoch nicht so beliebt sind, denn der Berkaufer pro-

sitirt mit ihnen eben so wenig als mit einzelnen Renten; auch

wird die Bequemlichkeit in der Bezahlung nicht größer; sammt-
liche Mitglieder bekommen zwar etwas mehr, aber die Hoffnung

zum Gewinn wird dafür hinsichtlich der zuletzt übrig bleibenden

Mitglieder sehr verringert. — Man f. hierüber: „I. P. Süß¬

milch, Die göttliche Ordnung in den Veränderungen des mensch¬

lichen Geschlechts. 4te Ausg. Berlin 1775. Zweiter Theil. Seite
380 ff.

§. 161. Ohne Zweifel haben die einfachen Renten und Ton-

tinen vor allen andern den Vorzug, namentlich die Tontinen.

Denn bei letztem gehet man am sichersten, weil die Ordnung
der Sterblichkeit hier keinen besondern Nachtheil bei wirklich vor¬

fallenden Ausnahmen erzeugen kann, und weil alle Erfahrungen
darin übereinstimmen, daß von 200 Personen keine das 95ste

Jahr höchst wahrscheinlich übersteigt. Sind nun in einer Ton-

tinengesellschaft viel mäßige Klassen, so ersetzt die eine den Scha¬
den der andern, wenn ja jemand in dieser das 95ste Jahr über¬

leben sollte. Ferner reizen die Tontinen dadurch mehr zum Bei¬

tritt, daß sie jährlich durch das Absterben einiger Mitglieder sich

vergrößern. Zwar ist eine Leibrente etwas größer als eine Ton¬

tine, was von der verschiedenen Dauer herrührt, doch hat das

Wachsthum der Tontine mehr für sich als der constant bleibende
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Werth der Leibrente. Auch ist die Summe der jährlichen Zah¬

lung bei der Tontine gewiß, und endlich läßt sich von dem Le¬
ben des letzten oder der beiden letzten noch lebenden Glieder einer

Klasse in einer Tontincngcsellschaft leichter Gewißheit einziehen,

als von sehr vielen Mitgliedern bei bloßen Leibrenten, zumal
wenn sie sich in auswärtigen Landern aufhalten.

(!) Ron den Sparkassen.

F. 162. Es ist nicht schwer einzusehen, daß der Grund der

immer mehr sich ausbreitenden Verarmung der Niedern Stände,
besonders der sogenannten arbeitenden Klassen, vorzüglich darin

besteht, daß, während die Kapitalisten ihre Gelder durch die Aus¬

führung mancherlei Spekulationen vermehren, jene stets nichts

zurücklegen können und also mittelbar gegen die betriebsamen
Kapitalisten zurückkommen müfjcn.

§. >63. Dieses mit der Zeit wachsende Nebel könnte jedoch

desto mehr beseitigt werden, je mehr der ärmern Volksklasse
sichere Gelegenheit gegeben würde, mit ihrem ephemeren Ver¬

dienste auf eine ähnliche Weise vorthcilhaft verfahren zu können,

wie es die Kapitalisten hinsichtlich des Anlegens oder Nnterbrin-

gens ihres Vermögens auf Zinsen zu thun im Stande sind.

Man hat nun geglaubt, daß dem in F. 162. erwähnten Ucbel-

staude vorzüglich dadurch vorthcilhaft entgegengewirkt werden
könne, wenn man Sparkassen errichte, d. h. solche, gewöhn¬

lich von der Regierung, Obrigkeit oder andern vorgesetzten Be¬
hörden garantirte Kassen, in die auch der Unbemittelte eine ge¬

ringe Summe Geldes gegen einen bestimmten zwar niedrigen
Zinsfuß einlegen, aber dafür nicht nur sich ein kleines Kapital
leicht ansammeln, sondern dieses auch, weil Zinsen von Zinsen

gewährt werden, durch Hinzusügung der Zinsen und temporärer

Geldbeitrage vermehren könne, wodurch der anfangs Unbemit¬
telte späterhin ebenfalls an dem allgemeinen Bestreben nach Er¬

höhung des Wohlstandes einen verhaltnißmäßigen Antheil zu
nehmen im Stande sei.

164. Die Begründung solcher Anstalten ist seit dem

Jahre 1786 vor sich und zwar zuerst von Oldenburg ausgegan¬
gen, und die meisten der seitdem bestehenden Sparkassen haben

die von ihnen gehegten Erwartungen durch ihre größtentheils

vorthcilhaft ausgefallenen Resultate fast vollkommen bestätigt.
Deshalb , und um der Erleichterung willen, hat man auch jetzt

1) für die Kündigung eine sehr kurze Frist (Minimum: 8 Tage)
gestattet und 2) daS Verfahren angenommen, die in Form von

Interessenbüchern ausgegebenen Schuldbekenntnisse, d. h. die

S-parkassenbüchcr unter fortlaufenden Nummern auf die In¬

haber dieser Sparkassenbücher zu stellen.



Sparkassen. 201

§. 166. Da jede Sparkasse ihre Eigenthümlichkcitenbesitzt,
so kann man deren Einrichtung und Verwaltung am besten durch
die, den von ihr auszugebenden Sparkassenbüchernvorgcdruckren,
Statuten kennen lernen. Jndeß stimmt die ziemlich einfache Ein¬
richtung und Verwaltung der Hauptsache nach bei allen Sparkassen
überein, so daß es wohl hier genügen dürfte^ als Beispiel die
Leipziger vom Rath diesir Stadt garantirte Sparkasse in ihren
Hauptpunkten zu erläutern.

8- 166. Die Sparkasse der Stadt Leipzig nimmt Einlagen
von8 Groschen bis zu 66 Thalern Conv.-Geld an; das preuß.
Eourant wird mit einem Groschen Agio auf den Thaler be¬
rechnet. Nur ist es eine Ungerechtigkeit, die der Besitzer eines
Sparkassenbuches erleidet, daß er nach F. 3. der Statuten nicht
bestimmen kann, in welcher Geldsorte, ob in Convcntionsgeld
oder preuß. Eourant, die Rückzahlung ihm geleistet werden soll,
sondern in den Zustand der Kasse und in die Entscheidung des
Kassircrs sich zu fügen hat. — Was ferner die Verzinsung
anbelangt, so werden nach §. 5 der Statuten die einzelnen Ein¬
lagen verzinst, sobald dieselben einen ganzen Thalcr betragen,
oder bis zu einem vollen Thaler angewachsensind; der Zinsfuß
ist hierbei 2-Z. Procent jährlich oder von einem jeden Thaler Acht
Pfennige binnen einem Jahre. Aber damit die Anstalt nicht
zu großes Risico zu bestehen habe, geschieht gedachte Verzinsung
erst mit Anfang des nächsten Monats nach stattgcfundener Ein¬
lage oder Erfüllung eines vollen Thalcrs. Hierbei wird, wegen
möglichster Erleichterung des Rechnungswesens, das Jahr in 8
gleiche Zeiträume ü 46 Tage cingetheilc angenommen und immer
nur ein solcher Zeitraum von 46 Tagen mit einem Pfennige
vom Thaler vergütet, wodurch Bruchpfennige vermieden wer¬
den; jedoch zahlt die Leipziger Sparkaste für Einlagen, die vor
Ablauf der ersten drei Monate nach der Einlegung zurückgefor¬
dert werden, keine Zinsen, sondern diese können nur jährlich, vom
16. Januar an, an den Erpcditionstagen unter Vorzeigung des
erhaltenen Buches, abverlangt werden. Geschieht dieß jedoch
nicht, so schlägt die Sparkasse solche am Schlüsse des Jahres
fällig gewesenen aber unerhoben gebliebenen Zinsen als eine neue
Einlage zum Kapital und verzinst das dadurch angewachsene
Kapital auch ferner fort.

Nach 8- 7. der Statuten kann man das Kapital ganz oder
theilweise, jedoch in letzterm Falle nicht in Posten unter 3 Tha¬
lern, auf eine 8 Tage vorher geschehene Kündigung, an jedem
Erpcditionstage unter Vorweisung des Buches zurück empfangen.
Wird das Kapital ganz zurückgenommen, so bekommt man außer¬
dem noch die verfallenen Zinsen desselben, wofür die Anstalt die
gänzliche Zurücknahmedes Buches als Quittung gelten läßt.

F. 167. Die den Statuten der Leipziger Sparkasse bcigege-
bcnen zwei Tabellen, die hier ebenfalls Platz finden mögen, sind



hauptsächlich deshalb berechnet, weil offenbar nur sehr wenige
Besitzer von Sparkassenbüchernim Stande sein werden, diese An¬
gaben selbst zu berechnen, weil diese Berechnungen in die zusam¬
mengesetzte Zinsrechnung, also in das Gebiet der hoher» Mathe¬
matik gehören. Doch sieht man bei einem einzigen Blicke auf beide
Tabellen, daß sie nicht sehr scharf berechnet und nicht ausführlich
genug entworfen sind. Genauer und scharfer sowohl, als auch un¬
eingeschränkter kann man für jeden Zeitraum von vollen Jahren
und für jedes beliebige Kapital das angewachsene Kapital mit¬
telst folgender kleinen Tafel bestimmen. Man braucht nämlich
das gegebene Kapital nur mit dem Multiplicator zu multiplici-
rcn, welcher in der Tasel neben der gegebenen Anzahl Jahre
steht.

Anzahl Jahre. Multiplicator.

1 1.027778
2 1.056327
3 1.085644
4 1 115827
5 1.146822
6 1.178678
7 1211419
8 1.245070
9 1279655

10 1.315201
11 1.351734
12 1.389282
13 1427873
14 1.467536
15 1.508301
16 1.550198
17 1.593260
18 1.637516
19 1.683003
20 1.729752
21 1.777801
22 1827185
23 1.877939
24 1.930104
25 1.983718
26 2.038821
27 2.095455
28 2.153662
29 2.213486
30 2.274972

Beispiel I). Ein Kapital
von Ii) Thalern giebt nach 3,
12 und 28 Jahren rcspcct. ein
angewachsenesKapital von

10.83644 Thlr.
---10Thlr.20Gr. 6.7 Pf.

13.89282 -
-^13 - 21 - 5 .1 -

21.53662 -
— 21 - 12 - 10.5 -;

also sind in der Tabelle I. rcsp.
— Thlr. — Gr. 6.7 Pf.
— - 3 - 5.1 -
— - 12 - 2.5 -

zu wenig angesetzt.

Beispiel 2). Ein Kapital
von 5 Thlr. 18 Gr. giebt nach
25 Jahren

5Z X 1.983718 Thlr.
-^ 1.983718 X5.75 -
^ 11.406379 Thlr.

11 Thlr. 9 Gr. 9 Pf.
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Der Gebrauch der folgenden Tafel ist ganz so wie die Anwen¬

dung der vorigen, und ist scharfer und ausgedehnter als die An¬
wendung der Tabelle II.

Beispiel. Wenn man jahr¬
lich 3 Thalcr als eine Ersparnis;

auf Zins von Zinsen giebt, so hat
man nach 1t) Jahren

12.662424 X 3 Thlr.

37.987272 Thlr/

37 Thlr. 23 Gr. 8.3 Pf.;

also sind in der Tabelle II.

3 Thlr. 3 Gr. 0.2 Pf. zu wenig

angesetzt.

Giebt man aber 10 Thaler

20 Jahre hindurch, so wird das

angewachsene Kapital endlich

28.000836 X 1V Thlr.

280.00836 Thlr.
280 Thlr. — Gr. 1.4Pf.;

also sind in der Tabelle II.

10 Thlr. 7 Gr. 6.4 Pf. zu we¬

nig angesetzt.

Anzahl Jahrc. Multiplicator.

1 2.027796
2 3.083184
3 4.169772
4 5.285592
5 6.432408
6 7.611084
7 8.822520
8 10.067580
9 11.347236

10 12.662424
11 14014152
12 15.403428
13 16.831296
14 18.418836
15 19.807128
16 21.35,7360
17 22.950576
18 24.588108
19 26 271072
20 28.000836
21 29.778660
22 31.605804
23 33.483744
24 35.413848
25 37.397556
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§. 163. Zum Schluß dieses Kapitels wollen wir einige Falle
behandeln , wo eine Rente und ein Sparkassenbuch in Verbin¬
dung mit einander vorkommen.

Es legt jemand n Jahre lang zu Anfang eines jeden Jahres
eine Summe Li in die Sparkalle, die o Procent Zinsen gicbt
und bei der die Interessen jährlich zu dem Kapitale geschlagen
werden, und erspart hierdurch so viel, daß er von dem Erspar¬
ten dann p Jahre hindurch am Ende eines jeden Jahres eine
Rente beziehen kann. Es ist nun die Frage, in welcher Bo-
ziehung stehen alle diese Größen zu einander?

Die Ersparung, welche in u Jahren bewerkstelligt wird, möge
durch 8 ausgedrückt, und '' — y gesetzt werden; so wird
man durch eine kleine Rechnung finden:

-z(-ss-0k

Soll nun diese Summe 8 auf p Jahre eine am Ende eines
jeden Jahres zu beziehende Rente l? sichern, so muß (nach
§. 144. zweite der Gleichungen) sein

(i-0>ss

Will man daher wissen, in welcher Beziehung alle obigen
Größen zu einander stehen, so darf man nur jetzt die beiden
Werthe von 8 einander gleich setzen; also:

-il-ss- 1)15 ^ 1)l>
0-ss6i-

oder kürzer
(h-- 1) K. ^"!-i — 1) l>

aus welcher allgemeinen Gleichung folgt:
lss' -0?x —
(i°-0<i^

In? s'.i ^I> ^ 1) - In? sic.^
Iv?cj

1' n . I'
(l°-1)k 61° -0k

aus welcher letzten Gleichung p durch Versuche bestimmt und gc-
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funden werden kann. e; zu finden, muß dicß durch Versuche
aus der allgemeinen Gleichung 125) geschehen.

§. IM. Will man nach n Jahren p Jahre lang cine,^ der
früher jährlich in die Sparkasse gezahlten Summe gleiche, Rente
bezichen; so hat man in 125) 1>—Iv zu setzen, und es kommt
nun:

lux

^ ss'—1 ^ ^

woraus p, und

(<i° —<ss 4-1 — 0

woraus i durch Versuche zu bestimmen ist.

§. 170. Soll aber die Rente I> eben so lange bezogen wer¬
den, als die Summe K. jährlich in die Sparkasse gcthan worden

ist, so muß man p —n setzen, und die Formeln 120) werden

dann übergehen in die einfachem:

!< —

? —

IaS>Z —

INF N —

WZ4

lox? — toxtv
II 1

4,28).

v) Von den Lcihbankcn oder Leihhäusern.

§. 171. Eine Leih dank oder ein Leihhaus (franz. lom-

lmrll*) wird diejenige öffentliche Anstalt genannt, bei welcher

man auf irgend ein Pfand, und zwar nur auf dieses und ohne

alle weitere persönliche Verpflichtung, Geld geliehen erhalten kann,

und welche Anstalt, da sie von der Regierung oder Obrigkeit
keit consirmirt ist, besonders die unbemitteltem Individuen, welche

Geld brauchen, gegen den oft enormen Zinswucher der Privat-

Pfändcrverleiher zu sichern den Zweck hat. Der Vorschuß, den

man auf das Pfand erhalt, richtet sich nach dem Wcrthe dieses

*) Derartige Anstalten scheinen zuerst während des Kampfes der Welsen
mit den GibeUincn durch die ausgewanderten lombardischen Kauflcute
verbreitet worden zu sein.
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letzteren, und beträgt über dicß, um das Institut gegen Gefahr
zu sichern, stets etwas weniger als der Werth des Pfandes, und

dieser Vorschuß muß nach Abla'uf einer bedungenen gewissen Zeit

zurück erstattet werden, sobald das Pfand wieder eingelöst wer¬

den soll, wobei es sich übrigens von selbst versteht, daß die, ihr
Pfand eingelöste, Person außer der Nestituirung des Vorschusses

auch noch die nach einem bestimmten, aber mäßigen Zinsfüße und

die nach der Verpfändungszeit sich richtenden Interessen von die¬

sem als Kapital betrachtet gewesenen Vorschusse an das Lechaus

zu leisten hat. Wenn aber das an das Leihhaus abgegebene

Pfand nach Ablauf der bedungenen Zeit nicht wieder eingelöst

worden ist; so wird es auf Risico verkauft, welches sich hier¬

durch wegen des verloren gegangenen Kapitals und der einge¬
büßten Zinsen bezahlt macht.

§. 172. Da, wie oben erwähnt, der Empfänger wegen des
Vorschusses für ein hingegebenes Pfand niemals weiter, als so

weit der Werth des Pfandes ausreicht, verpflichtet wird; so ist

des Empfängers Namen zu wissen gar nicht nöthig, sondern

das Leihhaus verabfolgt unter fortlaufender Nummer einen über

das empfangene Pfand gestellten Schein, der aus den Inhaber

lautet, eine Beschreibung seines Pfandes und die Angabe des

darauf geleisteten Vorschusses enthält. Der Besitzer dieses Schei¬

nes kann nun entweder dieses Pfand noch vor oder zu dem Ter¬

mine wieder einlösen, oder im stattgefundencn Unterlassungsfalle

das aus dem nachherigen Verkaufe des Pfandes etwa sich erge¬

bene Ueberschußgcld, gegen Rückgabe des Scheines, in Empfang
nehmen. Das Letztere findet jedoch nur bei sehr wenigen Lcih-

banken statt.

§. 173. Man verbindet jetzt mit einem Leihhausi gewöhnlich

eine Sparkassenanstalt, indem dann die in letztere eingelegten Geld¬

summen gegen höhere Zinsen, als die bei der Sparkasse gewährt
werden, wiederum in der Absicht ausgeliehen werden, die bei

dem Leihhause und der Sparkassenanstalt erforderlichen Verwal¬

tungskosten möglichst zu decken. Doch dürfen diese erwähnten
höhern Zinsen das gesetzliche Maaß nur bei einem gesetzlich ge¬

wahrten Privilegium überschreiten; dann wird aber ein solches

Privilegium gewöhnlich zugleich auch mit auf das Verbot der
Nindication der verpfändeten Sache von Seiten eines Dritten

gerichtet, denn ohne diese Maaßregel würde wohl schwerlich der
Zweck einer Leihbank erreicht werden können.

Anmerkung. Die Bestimmung dieses Werkes schließt
eine weitere und ausführlichere Darstellung des Wesens und der

verschiedenen Einrichtungen der Leihbanken hier völlig aus. Wer

hierüber sowohl als über Sparkassen vollständige Belehrung zu

erhalten wünscht, wird sie finden in:
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G. F. Krause (?. pr. Staats?.), über die Gemeinnützigkeit

der Lebensvcrsicherungs-Anstalten. Eine Beleuchtung aller

ihrer Verhältnisse, worin zugleich u. s. w. Nebst einfacher

Darstellung der Hauptgcsichtspunkte, welche bei Errichtung
von Sparkassen zu beobachten sind. gr. 4. K Rthlr. Wei¬

mar, im Verlag von B. Fr. Voigt.

IZ) Bon den Pcnsions- und Wittwcnkassen.

§. 174. Pension ist im Allgemeinen der Gehalt, der dem
in den Ruhestand versetzten Staatsdienern so wie dem Militär,
als auch nach dessen Ableben seinen Hinterlasscnen (gewöhnlich

der Wittwc) vom Staate ausgesetzt wird. Je mehr in einem

Staate die Humanität ihre Herrschaft ausgebreitet hat, desto
mehr wird ein solcher Staat darauf bedacht sein, seinen Dienern,

sobald sie ihre besten Kräfte ihm geopfert haben, die Aussicht

auf ein ruhiges Alter und auf Versorgung ihrer Hinterlasscnen
zu verschaffen. Man hat daher mancherlei Einnahmen benutzt,
um einen Pensionsfond zu errichten, aus welchem die Pen¬

sionen verabreicht werden, und zwar nach vorausgesetzten Ver¬
hältnissen, nach denen die jährliche Pension nach der Zahl der

Dienstzeit (beim Krieger auch nach den empfangenen Wunden)

abgcmcsien wird. — Die Pension unterscheidet sich übrigens vom

Wartegelde oder der Stellung auf halbem Sold darin,
daß man im letztern Falle den Staatsdiener nur der für seine

jetzigen Kräfte zu beschwerlichen Stelle überhebt, mit dem Vor¬

behalte, ihn baldigst auf einem andern Platze wieder zu beschäf¬
tigen. Bei den Geistlichen insbesondere aber sind die Versor¬

gungen Alters wegen meistens local und führen andere Namen,
wie man denn auch den Versorgungsfond für die Hinterlasscnen
den Wittwcnfiscus zu nennen pflegt. — Ein Pensionirter

ist derjenige, welcher eine Pension bezieht.

§. 175. Wittwenkassen bezeichnen im Allgemeinen solche

Fonds, aus welchen die Wittwengcldcr (Wittwengehalt) be¬
stritten werden; sie sind folglich auch Pensionsfonds; im Bcson-

dern aber alle Anstalten, deren Zweck es ist, für den Unterhalt

der Wittwen und ihrer unerzogenen Kindern zu sorgen. Als

solche sieht man Sterbckasscn, Leibrenten, Lebensversicherungs-An¬
stalten, u. s. w. an, weil sie sehr geeignete Mittel zur Unter¬

stützung und Versorgung der Wittwen abgeben können. Am häu¬

figsten werden Wittwenkassen wegen Versorgung der Staats-
dien erwittwen begründet, denen mit dem Ableben des Man¬

nes dann auch die Versorgung ganz abgeschnitten ist, indessen
die Hinterlasscnen der Privaten wenigstens das Gewerbe des Man¬

nes fortsetzen können. In manchen Staaten wird ein gewisser

Theil der Staatseinkünfte als Beitrag zu den Wittwenkaflen fest¬

gesetzt, und zwar nach Verhältnissen, die freilich oft sehr verschie¬
den sind.

'4
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§. 176. Es genüge, hier zwei Hauptarten von Witt-

wenpensionen anzuführen. Die eine Art besteht in Leibrentcn,
die andere dagegen in Versicherungen von Kapita¬

lien, welche den Wittwen beim Tode ihrer Männer ausgezahlt
werden.

177. Was die Leibrenten betrifft, so ist schon in der An¬

merkung I. des §. 135. S. 181. erwähnt worden, daß man
den Werth einer Leibrente, die einer Person zufällt, sobald eine

andere stirbt, findet, wenn man von dem Werthe einer Leibrente

für die Person, der sie zufällt, den Werth einer Leibrente für

die Verbindung beider Personen abzieht. Eine so bestimmte Leib¬
rente für die überlebende Person ist eine Art von rückfälligen
Leibrenten, die, wenn ihr Werth in jährlichen während des Zu¬

sammenlebens beider Personen zahlbaren Prämien zu bestimmen

wäre, alsdann gefunden würde, sobald man den Gesammtwerth
der Leibrente als Dividendus, die Summe der Einheit und der

Gesammtwerth einer Leibrente für die Verbindung der beiden

gedachten Personen als Divisor, und nun den Quotient hieraus

als den Werth der gesuchten jährlichen Prämie ansähe.

Ist aber der Werth einer Leibrente zu bestimmen, die der
Wittwe nach dem Tode ihrer beiden Männer AI und

zufällt, so wird die Summe der Werthe der Leibrenten für AV

und für die Verbindung AVZIAI' aller drei Personen als Mi-
nuendus und die Summe der Werthe der Leibrenten für die

zwei Verbindungen (Ehen) WAI und AVM als Subtrahendus

betrachtet, da alsdann der Rest eben der gesuchte Werth der
Leibrente kür AV sein wird.

Das so eben Gesagte läßt sich allgemein auch so ausdrücken.
Wenn der baare Werth einer aufgeschobenen (oder nicht aufge¬

schobenen) auwartschaftlichen Leibrente (Wittwenpcnsion) von jähr¬
lich Einem Thaler mit dem Betrag der Jahresrente jeder andern

gegebenen aufgeschobenen (oder nicht aufgeschobenen) rückfälligen

Leibrente multiplicirt wird; so ist das gefundene Product der
baare Werth eben dieser letztern rückfälligen Leibrente, welcher

baare Werth dann auch bestimmen läßt, wie groß die anwart-

schaftliche Leibrente (Wittwenpcnsion) sein muß, sobald jetzt ein

bestimmtes Kapital ganz gezahlt wird, oder auch nur zum Thcil

und den Rest in jährlichen Prämien bis zum Tode des Ehe¬

mannes (Versicherten).

Anmerkung. TQs in diesem §. 177. Erwähnte findet

völlig gleiche Anwendung bei der Erneuerung lebensläng¬

licher Pachtungen, indem der Werth derjenigen Summe,

welche jedesmal bezahlt werden soll, sobald ein neuer Pächter an
die Stelle des verstorbenen tritt, gleich dem Unterschiede zwischen

dem Wcrlhe einer bis zum Aussterben aller Personen — den

Nachfolger mit eingerechnet — zahlbaren Leibrente und dem Wer-
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the einer bis zum Aussterben der Besitzer zu zahlenden Leib¬
rente ist.

§. 178. Was die Versicherung eines Kapitals anbelangt,
das der Wittwe beim Tode des Mannes auszuzahlen ist, so ist
die Bestimmungdes Werthes einer beliebigen versicherten Sum¬
me, die beim Tode des Ehemannes an die Wittwe bezahlt wer¬
ben soll, etwas umständlicher, als die im vorigen §. angeführten
Fälle sie erforderten. Diese Bestimmung geschieht nämlich auf
folgende Weise. Man bezeichne durch eine Person, die um
ein Jahr alter ist als der Ehemann, durch KQ, aber eine um
ein Jahr jüngere Person, nehme den um die Einheit vermehr¬
ten Werth einer Leibrente für die Verbindung KI.,. ,>V (wo >V
die Wittwe bedeutet) als Multiplicandus, die Zahl der Lebenden
von dem Alter der Person Kl ^ aber als Multiplicator, und
dividirc das Product durch den Werth eines Kapitals —
1 Thaler nach einem Jahre. Ferner multiplicire man den
Werth einer Leibrente für die Verbindung KQ, KV mit der Zahl
der Lebenden von dem Alter der Person KI-^, ziehe das Product
von dem vorhin gefundenen Quotienten ab und dividire den
Nest durch die Zahl der Lebenden von dem Alter der Person des
Ehemannes. Hierauf ziehe man diesen neuen Quotienten von
dem baaren Werths eines Thalers, der bei der Trennung der
Ehe zahlbar ist, ab, und multiplicire den gefundenen Nest mit
der Halste der versicherten Summe, so hat man endlich den ge¬
suchten Werth eben dieser versicherten Summe.

Ist auf diese, freilich ziemlich umständliche, Weise der baare
Werth der gegebenen Summe, die beim Tode des Ehemannes
bezahlt wird, sobald die Wittwe noch lebt, bestimmt worden; so
läßt sich dann auch der baare Werth derselben Summe, die
beim Tode der Wittwe zahlbar ist, sobald der Wittwer noch
lebt, sehr leicht bestimmen, indem er gleich ist dem Unterschied
zwischen dem oben gefundenen Werthe und dem baaren Werthe
derjenigen Summe, die bei der durch Tod erfolgten Trennung
der Ehe auszuzahlen ist.

Schlußbemcrkung. Alle Pensions- und Wittwenkassen,
die bis jetzt begründet wurden (von der 1761 ilmrillnblo sooivtv
ot' i ^oncloir an bis zu den neuesten deutschen Wittwenkassen, der
Prager, Wiener, u. s. w.), waren oder sind so angelegt, daß
es nicht befremden darf, sie entweder bald wieder eingegangen
oder doch bald eingehen zu sehen, sobald man ihre Grundlagen
und die zum Behuf derselben angestellten Untersuchungen und
Rechnungen kennt. Ich-ic-s seinen obsorv. ou rovors.

„daß es in England (und dieß gilt völlig auch von den
deutschen Anstalten dieser Art) viele auf eine gefährliche Basis
constituirte Wittwenkassen gäbe, weil bei ihnen die Werthe der
Wittwenrentcn oder Wittwcnactien nicht nach allein richtigen
Principien, sondern meistens nur nach sonderbaren und vagen
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Einfällen bestimmt sind. Die Absichten der Gründer solcher An¬

stalten könnten immerhin lobenswert!) sein, allein sie hätten zu¬

verlässigere Untersuchungen anstellen sollen. Je länger daher sol¬
che Institute dauern, desto größer ist das Unglück, das sie her¬

beiführen. Es ist unsinnig, eine derartige Anstalt in der Hoff¬

nung zu begründen, es werde sich ihr Ausgang durch die Er¬
fahrung zu erkennen geben u. s. w." Man sieht hieraus, daß es
hohe Zeit ist, die bereits bestehenden Institute, die aus Morta-
litatstafeln beruhen, einer genauen Revision und Umgestaltung

zu unterwerfen, und dagegen bei neu zu errichtenden Instituten

das genau und vollständig zu berücksichtigen, was Littrow
in seinem Werke: „Ucbcr Lebensversicherungen und andere Ver¬

sorgungsanstalten. -Wien 1832." S. 23 ff. sagt: „Die möglichst
vollkommene Sicherheit eines solchen Instituts zu erreichen, muß

man gleich bei der ersten Organisation solche Einrichtungen tref¬

fen, daß zu den Begründern und Vorstehern des Instituts nur

einsichtsvolle Männer von bewährter Redlichkeit gewählt werden
können. Es ist aber nicht genug, nur kcnntnißreiche Leute über¬

haupt, etwa große Juristen oder bedeutende Gelehrte, zu neh¬
men, sondern solche müssen gewählt werden, die von dem Ge¬

genstande, um den es sich hier handelt, die nöthigen Einsichten
haben, welche die innere Einrichtung solcher Institute kennen
und mit dem Geschäftsgänge derselben vertraut sind. Denn nur
von solchen Mannern können große Vortheile für das Institut

erwartet werden; nur sie können das Vertrauen des Publicums

erhalten und bewahren, und dadurch die Anstalt selbst ihrem
Zwecke immer näher führen. Es würde selbst gut sein, die Vor¬

steher solcher Gesellschaften, da ihnen so große und so heilige
Summen, wie Wittwen- und Waisengcldcr sind, anvertraut

werden, in gewisser Beziehung für die Erfüllung ihrer Pflichten

verantwortlich zu machen, wodurch man wenigstens die Zudring¬
lichkeit vieler unberufener Gründer und Projectmacher entfernen

könnte, die ohne Kenntnis; der Sache und nur auf's Geradewohl

ihre Experimente machen wollen, u. s. w."

Endlich muß man auch nie, wie es doch bisher allgemein

der Fall gewesen ist, glauben, eine sehr große Anzahl von Mit¬

gliedern sei allein hinreichend, den Fortgang eines Instituts

vortheilhaft zu sichern. Zwar ist eine große Anzahl von Mit¬
gliedern wünschenswert!) und nothwendig, da sowohl die Wahr¬

scheinlichkeitsrechnung als auch die Mortalitätstabclleu (s. 8.124.

S. 166) sich nur auf eine größere Menge von Menschen mit
Sicherheit anwenden lassen, weshalb es auch nachtheilig ist, sol¬

che Institute bloß auf einzelne Städte, kleine Provinzen, oder

gar auf einen einzelnen Stand zu beschränken. Allein wo die
innere Organisation einer Anstalt mit sammt ihren Berechnun¬

gen fehlerhaft ist, kann unmöglich ein langes Leben einer solchen

Anstalt bloß aus der großen Menge ihrer Mitglieder entstehen.
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In der ersten Zeit wird wohl die starke Frequenz der Mitglieder
das Deficit der Kasse zu decken scheinen, aber auch bloß scheinen;
aber diese angenehme Täuschung mit dem unvermeidlichen Unter¬
gange der Gesellschaft schrecklich enden! Man braucht, des Be¬
weises halber, sich nur beispielsweise an mehrere, namentlich in
Sachsen (Leipzig), kürzer oder länger bestandene sogenannte
Sterbekassen (Lelchenbücher) zu erinnern!
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