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aug oev

Combinationslehre,

§ 179. Die Gombinationslehre unterfucht alle moglichen
Arten , wie eine Menge von, Elemente genannten, Grofen
in verfthiedene, Comyplerionen genannte Jufammenfrellungen
verbunden, 0. 0. combinivt werben Fonnen. Gine folde Com:
plexion wird febodh nie als eine Sablgydfe angefeben.

Die Elemente, deren man hobheve und niedere untevjcheivef,
werden durdy Budhfiaben begeichnet; daber man von lerifalifd)
georbneten Complexionen fpricht.

§. 180, €5 giebt brei Arten von Complerionen: Combi:
nationen, Permutationen und Varviationen.

Gombinationen f{ind Sufommenftellungen von 1, 2, 3, 4
. f. w, m gegebenen Glementen. Alfo gicbt e Combinatio:
nen dev evften, zweiten, dritten, vievten, u. {. w. Klaffe, 0. h.
Unionen (a), Binionen (ab), Lernionen (abe), Dua-
trionen (abed), u. . w.

Permutationen find alle moglichen unter einander ftaftiinbenbe
Lerfebungen einer Combination von beliebiger Klaffe.  Man
fpricht daher von pevmutivten Binionen (ab, ba), pers
muftirten Zernionen (abe, ach, bac, bca, cab, cha),
u. f. w.

LBariationen find alle moglich voryunehmenden Pevmutationen
aller aus den, duvd) m Elemente gebilbeten, Comyplerionen mig:
lich entftebenden Combinationen jeder Klaffe. So giebt e 3, B.
BVaviationen aud drei Elementen (ab, ey ab, ba, ac,
ca, be,ch; abe,ach, bac, bea, cab,eba), u. f. w.

§ IS1. Da e3 bei der Bilbung diefer verfchiedenen Com:
plextonen moglich ift, entweder jedes Glement blof ein Mal,
oder auch eines, oder einige oder alle mehrere Mal 3u
feBens fo untericheivet man hiernach wieder Combinationenr, Per:
mutationen und Variationen ohne und mit Wiederholung:

§. 182, ©ie Combinationslehre nun flellt {ich awei Hauyt:
aufgaben: .-."Dt; cr[’le it die, alle diefe verfchiedenen Com:
plerionen fehviftlich) anzngebens die pweite iff die, burd

SRy
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allgemeine Fovmeln pie AUnzahl aller moglidhen
Gomyplerionen fliv m gegebene GClemente ju be:
fifimmen.

§. 183, a) Um alle Gombinationen jeder Klajje ohne Wi
perholung, bie m Elemente sulafjen, fchriftlich augeben 3u ton-
nen, fdreibe man erftlich die m Clemente eingeln Dhin (wodurd)
bie Unionen entfiehen) und fefie vann jebes Glement vev alle
bicjenigen Gombinationen ver nachfivorhevgehenden Rlaffe, welche
mit einem hoheen Elemente beginnen, 3. B, a vor b« et
b vor ¢, d, ... Die gilt fiw jebe ver auf die erfie folgenden
Klafjen.

Beifpiel fur 6 Elemente.

Lite Klaffe: a, b, ¢, d, ¢, f.
2te Klafie: ah, ac, ad, ae, 0 i
be hd be bi

cd ce cf

de df

ef

3te Klafje: abe, abd, abe, abf
acd ace acf

bed ade adf

bee aef

bde bef

cde bdf

bef

cdf

cef

def

dte Klafje abed, ahbece, abef
abhde abdf

acde abef

bede acdf

acel

adef

hedf

beef

bdef

cdef

bte Klaffe abcde, abedf
abeef
abdef
acdefl
1 : bedef
Gte Klaffe: abedef




216 Anbhang.

_b) Wenn von m Elementen alle Combinationen jeber Klaffe
mif groBrer Wiederholung aufgezeichriet werden follen, fo wird
}nze vorher verfabren und auferdem jedes Glement nody vorges
efsts

DBeifpiel fliix 4 Clemente.
Ifte Klaffe: a) b, c, d

2te SKlaffe aa abisfac:i ad
bb be bd

ce cd

dd

3te Klaffe:  aaa, aab, aac, aad
abb abe abd

bbb ace acd

bbe add

bee bbd

ccec bed

bdd

ccd

cdd

ddd

4te Klafle: anaa, aaab, aaac, aaad
aabb aabe aabd

abbb aacc aacd

bbbb abbe aadd

abce abbd

accc abcd

bbbe abdd

bbee accd

beece acdd

ccece uddd

bbbd

bbed

bbdd

beed

bedd

i bddd
| ccod
i cedd
| cddd
dddd

c) Alle Permutationen ohne Wieberholung der Combination
einer beliebigen Slaffe {driftlich davfellen su Fonnen, merfe man
fich Folgendes: 1) Jwei Clemente a, b geben nur zwei Pevs
Rk mutationen ab, ba. — 2) Biei 3 Elementen a, b, ¢ (Fevnion) wird,

' um die dret Anfangsdcomplerionen zu erbalten, jedes Gle:

T i e

-
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ment ein Mal an die erfte Stelle gefest, alfo abe, bac und
caby bierauf werben in jedem Falle die beiden ibrigen nadh
1) permutivt. — 3) Flv vier Elemente a, b, ¢, d (Quaternion)
bilbe man viec Anfangdeomplerionen abed, bacd, cabd,
dabe, und permutive dann in jeder Devfelbern die brei lehiten
Glemente nad) 2). — 4) Fuw funf Elemente a, b, ¢, d, e (Quin-

ton) werden funf Anfangscomyplevionen gebilvet, dann nach 3),
u. f. w.

Man with alfo evhalten
Sue 1 Glement: a
Fur 2 Slemente: ab

ba

Fir 3 Glemente: albe
alch
bac
bea
cab
cha

Fir 4 Glemente: apbled
albjde
alchd
aledb
eidbe
aldeb
bacd
bade
bead
beda
bhdac
bdeca
cabd
cadb
chad
chda
cdab
cdha
dahbe
dach
dbac
dbeca
decab
deba

arnt




28 Anbang.

Gollte die zut pevmuftirende Gombination mehreve gleiche €le-
mente enthalten, o Dbleibt jwav obiges LWerfahren dasfelbe, je:
boch wird hierburd) die Anzahl der Permutationen geringer.

d) Bie Vermutationen mit Wicberholung der Sombination

ciner beliebigen Klafje aufjuzeichnen find, wird aud nadftehen:
pam Schema zur Gentige hevvovgeheit,

2 Glemente aa

3 Glemente aab | ana
aba
baa |

4 Glemente aabe | aabb | aaab ) aaaa
aach | abab | aaba
abac | abba | abaa
abea | baab | baaa
acab | baba
acha | hbaa
baac
baca
beaa
caab
caba
chaa

e e



5 Elemente

Gombinationslehre.

aabed

aabde !
aachd |
aacdh

aadbe

aadeh |
abacd

abade \
abecad

abeda

aldac

abdeca

acabd
acadbh
achad
achda
acdab
acdba
adabe
adach
adbac
adbeca
adcab
adcha
baacd
bhaade
hacad
hacda

beaad
beada
hbedaa
bdaac
hdaca
hdcaa
caahd
caadb
cabad
cabda
cadab
cadba
chaad
chada
chdaa
cdaab
cdaba
cdbaa
daabe
daach
dabac
dabca
dacab
dacha
dbaac
dbaca
dhcaa
dcaah

badac dcaba
hadea debhaasg
. §. .

e) Um fiir m Elemente alle Variationen ohne Ticderholung
barfiellenn 3u Fonnen, verfabre man wie in a), - fefe Dabei jedod)
jeded Element vor oder binter jets ‘omplerton, Der Diefes
Glement nicht {chon befindlich ift. yo:

i
I Riehene Sa 2l b Siepatad s
2te Klaffe: ab, ac, ad
ba be bd
ca cd
ch da
db
-E de;
. -:-:—r— =2 i e R 3




220 Anhang.

3te Klafje: abe, abd
ach aecd
bae adb
bhea ade
aab bad
cha bed .
bda i
hde '
cad
cda
chd
cdb
dab
dbha
dac
dca
deb u. . w.

£) Aus m Glementen alle Bariationen mit grofifer Wieders
holung 3u bilden, ift auf gleiche SReife wie in e) yu verfabhren,
hierbei aber jeded Glement vor ober hinter jede Complexion Dder
nachit niedrigern Klaffe ju jesen.

Sdema fir vier Elemente.

;

a b c d y Grfte Klaffe. '

aa ab ca ad

ha bh be hd ) }

ca ch ce cd Sweite Slafje.

da db de dd

aaa aab aac aad \

aba abb abec abd

aca ach ace acd

ada adb ade add

haa bab baec had

hba Lhb hbhe bhd

hea ijcil hee hed

bda hdb hde hdd SRR e,

caa cab cac cad > Drifte Klaffe.

cha c¢hb che chd i

cea cch cce ced

cda cdb cde cdd

daa dab dac dad

dba dhb dbe dbd

deca deh dece ded .

dda ddh dde ddd )

aaan aaab anac aaad i
u f f u f. fo in's Unendliche.
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§. 184, «) Die Formel fiv die Anzahl Z aller permutivten
Gombinationen der nfen Klaffe aus m Elementen ofne ieder=
holung ift

Z—=mm—1)(m—2)(m—3)..... (m—n ¥ 1).
Sim=4,n=1, foiff
7 = 4;

n=2 gicht Z=4.3. =12

g g G AL S e,

) Der allgemeine Ausdru fir die UAnzabl Z aller Permus
tationen ciner Gombination ber nten Klaffe ift

7 —1.2.3.4.5.....0.
$ir n=06 hat man
7= 1:9:34.5.6 = 720.
y) Die Fovmel fliw die Anzabl Z dev nidht permutivien Coms
binationen der nten Klaffe aud m Elementen obne 9Bieberho=

lung ift gleich Dem Ausdruct des nten Binomialcoefficienten fite
bie mfe Pofeny:

i

m(m—1) (m—2)m—

) uises (m—n+41)
1. 2 3. : <

ek e n

Darnad) ift folgende Tafel gebildet worden 2

Glemente, | 2te 3tc|sz.te 5te Gtc"?tc‘srclfltclmtc Imclmc 81,
; |
240
3 | 3f.1
i B o i 1
5 {10 10] 5| 1
6 |15 20l 15| 6] 1
7 | 21| 35| 36| 21| 7| 1
§ |28 56| 70 56, 29 § 1
9 | 36| <4/126 'szts\ s4| 36) 9 1
10 | 45]120{210/252/210/120| 43| 10| 1
11 |5 mr)]:s;;uuuz 462330 165 55| 11| 1
2 | 661220|495(792/924(792 495,220 66| 12| 1

]Sk i f w.

M Bl RS B R P g 2




222 Anhang,

0) Z=m" gicbt die Anzahl Z aller permutivten Combina:
tionen der nien Klaffe von m Elementen.

Gei m =3, n=4; fo ift
7= 3" = 81,

§) Die Anzahl Z aller Variationen von m Elementen ohne
Wieverholung ift nach «) fir jede Klafje einzeln und dann jum:
mivend zu beftimmen.

Sei 3. B. m=4, {o hat man, n-nach und nadh) =1, 2, 3
feiend ¢
Z=414.3+4.3.2 =44 12 424 = 40.
Dagegen ift die Anzahl Z aller Wariationen von m Elementen
it Iiederholung fur bdie nte Kiaffe
maie — . m

7=
m—1

0) Die Anzahl Z der Permutationen einer Combination der
nten Klaffe, in dex exft p, dann ¢, dann wieder s andere Ele:
mente einander g!uci) find, wird — vovausgefest, daf ftets
p+q+s <n fei — bmcb die Gleidhung

40020 BRI TR T e i a2 i

T —
A= T T RO R N Y

beftinumt,

©et aabbbecce gegebens fo ift
=230 =10 ise—i4s
fein=8. @3 fommt nun
St 4 .7.8

7= 2
1-.2.1 12‘-}_

140.

7) Fhr bie 2fnoa[)I Z aller nicht permutivien Combinationen
ber nten Klaffe fur m Glemente mit grofter Wiederholung ift
vie Gleichung

mm4 ) (m+Ym+3)....(m+n—1)
Hi R U ) S Sy T s e e B
anguwenden,
Sei m =10, n=25, fo ift

o
s 10.11.1.,.1._3.1-3-_ — 2002,
s B e i T

§. 185. - Um QBaviationen, die {ich auf mehrere Elementen:
veiben p, q, Ty S ..., weldhe {elbff vicfichtlich Der Anzabl dev

S e —

it
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Glemente verfhicden fein Ednnen, beyiehen follen, 3u enfwiceln s
werden fie wie gewobnlic) entworfen. Seboch werdben in bie
lepte Stelle ald die exfte Elemente aus der Neihe p, in die
sweite Stelle Elemente aus ber MNeibe q, fn die duitte Stelle
Glemente aus der Neibe v, in die vierte Stelle Elemente aus
ver Meibe s, u. §. w. fo gefesst, daf dabei audy die Anzabl dev
Klafjen begrenat, b. b, der gegebenen Anzabl der Glementenreihen
gleich ift. So wird 3 B. fiur oie 3 Clementenveihen

a, by ©c,.d
A, B
o, B, ¥
erhalten die Auffiellung der 3 Klaffen::
a b ¢ d Ifte &Klaffe.

Aa Ab Ac Ad ) e
Ba Bb Be Baq 2t Klaffe.

cAa ¢ Ab zAc aAd

aBa alBb aBe cBd

SAa  BAD fAc  FAd 3te Klaffe.
BBa aBb sBe pBd

yAa yAD yAc yAd

yBa yBb yBe yBd .

§. 186, Goll bagegen irgend eine SKlafje ciner Bariation
aufer der Ordnung fchriftlich entworfen werden; fo werden,
wenn TWiederholungen verftattet find, alle Clemente unfer eins
anber und a allen vovgefest, Ddiefed vorgefesite a mit b, Dbiefed
vorgefesste b mit ¢, dicjes vorgefeste ¢ mit d, u. f. vw. bi§ jum
Testen Glement vertaufdht, Ddann allen Gomplerionen wicder a
vorgefeit, ubrigend wie vorher verfabren und 0das ganze Ge:
fhaft fo lange fortgefefst, bis die gewinfthte Klaffe erfchiencn
it. Soll aber die nte Klaffe ber Wariationen ohne Wiederho-
{ungen entwicelt werden, fo werben die Elemente vom nten an
unter einanver gefdhrieben, allen dag (n— 1)te Glement vorgelest,
bierauf fiberall dbag (n—1)te und nte, nteund (n4-1te, (n-I-il)ote
und (n+2)te, u. f. w. Element gegen einander vevfaujht, dbann
allen Gomplerionen dad (n—2)re Element vorgefebt und nun
gany auf gleiche Weife fortgefahren. Enbdlich iff mit dem Bor=
fetsert ded exften Glements bie gewiinfthte Klafje exfdhienen. Fole
gended Schema der dritten Klaffe fiir vier Elemente witd diefes
RBerfahren veranjchaulichen :




24 Anhang,
ajala daa able
alalb dab ab|d
alale dac alebh
alaj/d dad aled
alba dba a'db
albb l} :-' b ade
abe dbe e
alb d b bad
alca deca ]
alch [%cb %Eﬁ
alce dce
acd ded };ﬂ:
ada dda Sk
ajdb ddb eail
alde dde cha
ajdd ddd chd
baa cda
bab cdh
bac dab
bad dac
bba dbha
bbb dbe
bbe dea
bbd deb
bea
beb
bee
bed
bda
bdb
bde
bdd
caa
cab
cac
cad
cha
c¢bb
che
chd
coa
cech
cee
ced
cda
cdb
cde I
cdd

. - MR LTI P S e Ty
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§. 187. Die porhin aufgefteliten Negeln lafjen fih auf das
Gyreiben der Bablen nady cinem gegebernen Sablenfyftem ane
wenden.  So erbalt man- 3. B. fir 0ad Sablenfyftent, defjen
Grundyahl 3 iff, folgendes Sdyema, in weldyenm die eingetlants
merten 3ahlen die entjprechenden detabifdyen Sabhlenausdriide find.
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g 188, Gs gieht audy Variationen yu beftimmten
Summen. Bei ihnen werden entroeder Klaffen, ober Sum-
men aus Summen abgeleitet. Klaffen aud Klaffen abjuleiten,
fchreibe man Die gegebene Summe s afé Union in Ddie erfie
Klaffe, conftvuive die Binionen purdh Berlegung von s in ek
Rbeile auf alle mogliche Avten, aus ben Binionen entwidele
man bie Ternionen, indem man bad lepte Element auf ahnliche
Art in ywei Sheile yerlegt, wobei die tibrigen ungeandert gelafs
fen werden, und eben fo entwidele man bie Sernionen u. {. w.
Summen aud Summen abjuleiten, finbet man aus den Bariaa
tionen jur Summe s — 1 die PVariationen jur Summe s, wenn
jenen suerft 1 oder a, und dbann in allen Variationen jur Sums
ime s—1 bad erfte Element auch mit dem nachft hohern, inbem
bierbei bie fibrigen ungeandert bleiben, perfaufcht wird,  Fue die
Summe 6 erhalt man fo folgende Darfiellung:

15




226 Unbang.

6 nnin!
5 2 —
2T
33 11113
42 12011
51 2\,
— 1122
114 1131
123 1|1}4
e WeTiT
213 11212
995 1221
222 123
23‘1 11311
321 141
411 15
iﬂ‘; 21111
2 2112
1131 2121
1212 213
1221 2911
1311 299
2112 231
2121 2 4
2211 3111
3111 312
11112 321
11121 33
11211 411
12111 42
21111 51
TI1111 6

$Hieraus Fann audy obne Weiteres abgenommen twerden , wie
man bei Budjftabenelementen yu operiven Dat.

§. 159, Goll endlich bei BVariationen ju beftimmien Sum:
men ecine gewiffe Klaffe, 3 B. die mte, der Wariationen zur
Summe s aufper der Ordnung fehriftlich notivt werden; fo wied
sunadift das Hodite Clement x gefudyt, das in der mten RKlaffe
portommen tann, TReil nun, wie leicht erbellet, m — 1 Ele-
mente = 1 find, m—1 4 x = s fein muff, fo iff fiets
x=8—m 1, welchem Glemente x die 1 voryufeten, hievauf ffets
2a8 vorgefeiste Glement mit dem ndchft hoberen zu verfaufcdhen
und endlich vad lehte Glement mit dem nadyfiniedrigern u ver-
taufchen iff, bi3 diefed =1 witd. Man fee nachber allen er-
baltenen Binionen 1 vor, vertaufhe auch) wieder fietd dasd vor:
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gefetste Glement mit bem nadyfihdhern, da8 lefite Glement mit
bem nad)ftmcbrtgcm, und fege Diefes alled fo lange fort, ald
m Ginbeiten enthalf. Nur mufi man fich merten, bdaff bei Die-
fem QBevtaufchen der Elemente alle diejenigen Gomplexionen ubers
gangen werden, deven lehfed Glement =1 {jt.

. Darnad) folgt 3. B. fir m=4, s=17:
1114
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