
A n ha n g>

Das

für die Wahrscheinlichkeitsrechnung Notwendigste
aus der

Combinationslehre.

§. 179. Die Combinationslchre untersucht alle möglichen
Arten, wie eine Menge von, Elemente genannten, Größen
in verschiedene, Complexionen genannte Zusammenstellungen
verbunden, d. h. combinirt werden können. Eine solche Com-
plexion wird jedoch nie als eine Zahlgröße angesehen.

Die Elemente, deren man höhere und niedere unterscheidet,
werden durch Buchstaben bezeichnet; daher man von lexikalisch
geordneten Complexionenspricht-

§. 189. Es giebt drei Arten von Complexionen: Kombi¬
nationen, Permutationen und Variationen.

Combinationcn sind Zusammenstellungen von 1, 2, 3, 4
u. s. w. m gegebenen Elementen. Also giebt es Kombinatio¬
nen der ersten, zweiten, dritten, vierten, u. s. w. Klasse, d. h.
Unionen (n), Binionen (nd), Ternionen (alle), Qua-
trionen (ndoll), u. s. w.

Perniutationen sind alle möglichen unter einander stattfindende
Versetzungen einer Kombination von beliebiger Klasse. Man
spricht daher von pcrmutirtcn Binionen (nd, du), per-
mutirten Ternionen (ndo, neb, kne, den, enll, olln),
u. s. w.

Variationen sind alle möglich vorzunehmenden Permutationen
aller aus den, durch in Elemente gebildeten, Complexionenmög¬
lich entstehenden Kombinationen jeder Klasse. So giebt es z. B.
Variationen aus drei Elementen (n,d, o; nd, d», nv,
«ra,do, ad; udv, uod, duo, den, and, adn), u. s. w.

§. 181. Da es bei der Bildung dieser verschiedenen Com¬
plexionen möglich ist, entweder jedes Element bloß ein Mal,
oder auch eines, oder einige oder alle mehrere Mal zu
setzen; so unterscheidet man hiernach wieder Combinationcn, Per¬
mutationen und Variationen ohne und mit Wiederholung.

§. 182. Die Combinationslchre nun stellt sich zwei Haupt¬
aufgaben: Die erste ist die, alle diese verschiedenen "Com¬
plexionen schriftlich anzugeben; die zweiteist die, durch
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allgemein»: Formeln die Anzahl aller möglichen
Eomplexionen für m gegebene Elemente zu be¬
stimmen.

§. 183. n) Um alle Combinationen jeder Klasse ohne Wie¬

derholung, die m Elemente zulassen, schriftlich angeben zu kön¬
nen, schreibe man erstlich die in Elemente einzeln hin (wodurch
die Unionen entstehen) und setze dann jedes Element vor alle

diejenigen Combinationen der nachstvorhergehcndcn Klasse, welche
mit einem höhern Elemente beginnen, z. B. n vor h, v,....;
h vor v, ll,.... Dicß gilt für jede der auf die erste folgenden
Klassen.

Beispiel für li Elemente.

Iste Klasse: n, h, o, ll, v, f.

2te Klasse: ul>, »a, all, »o, ->t
ha hll >»o l)l

all ao el
llo eis

o l

3le Klasse: nha, nhll, alle, <n!>i
uoll nao nal

hall ulla nllt'
hao not

Ulla I»at

alle I»llk
hak

allk

ook

llok

4tc Klasse: nball, nhao, »Hof
»kllv nlillt'

alle »hol'

hallo nvllf
neos

nllo i

hvllk

hvot'

hllok

oll ok

5tc Klasse: n hallo, uhollk

6lc Klasse:

nhovk

nh llvk

no ll ok

hallo k

uhallok
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b) Wenn von i» Elementen alle Combinationen jeder Klasse
mit größter Wiederholung aufgezeichnet werden sollen, so wird
wie vorher verfahren und außerdem jedes Element noch vorge¬
setzt.

Beispiel für 4 Elemente,
liste Klasse:
2te Klasse:

!>, «,
ab a« a li
bb da bll

«« «li
Uli

unk» , UN«, null
abb ab« ab cl
bbb av« a« li

bde acili
bao bbli
«v« bvli

blili
vell
«Ulk
«lilll

auab, nun«, a a a cl
aabb und« a ab il
abbb NN«« aavcl
bbbb abb« aa»lll

ab«« abbcl
a« «o ab«<i
bbb« abilil
bbee avvil
bev« a villi
«««« «tlilil

b b b li
i> Ii « li
ilblili
b ve li
dvliti
bälici
v ««4
eolili
vlillli
öllllli

«) Alle Permutationcn ohne Wiederholung der Combination
einer beliebigen Klasse schriftlich darstellen zu können, merke man
sich Folgendes: 1) Zwei Elemente a, b geben nur zwei Per¬
mutationen ab, b a. — 2) Bei 3 Elementen a, b, e (Tcrnion) wird,
um die drei Anfang sc omplexionen zu erhalten, jedes Elc-
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ment ein Mal an die erste Stelle gesetzt, also nb«, da« und

«ab; hierauf werden in jedem Falle die beiden übrigen nach
I) permutirt.— 3) Für vier Elemente a, b, e, ll (Quaternion)

bilde man vier Anfangseomplexionen nbeü, bnell, «ab 3,
«lab«, und permutire dann in jeder derselben die drei letzten

Elemente nach 2). — 4) Für fünf Elemente n, b, o, 3, v (Quin-

ton) werden fünf Anfangseomplexionen gebildet, dann nach 3),
u. f. w.

Man wird also erhalten

Für I Element: n

Für 2 Elemente:

Für 3 Elemente:

Für 4 Elemente:

a

Ii 3

3 l «
3 eb

b nv

b en

e 3 b

ei) n

3 b oll
3 b ü«

3 e bü
3 « üb

üb «
3 üe k

bn« lt

bnüo

ben 3

bell »

käu«

bäen

vnbck

«Ulli»
ebnü

«b üa

vänb

«üb»
önb«

«l neb

llbno

üben

üenb

llebn
u. s. w.
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Sollte die zu permutirende Combination mehrere gleiche Ele¬
mente enthalten, so bleibt zwar obiges Verfahren dasselbe, je¬
doch wird hierdurch die Anzahl der Pcrmutationengeringer.

ll) Wie Pcrmutationen mit Wiederholung der Eombination
einer beliebigen Klasse aufzuzeichnen sind, wird aus nachstehen¬
dem Schema zur Genüge hervorgehen.

2 Elemente an

3 Elemente null
n ll n
llnn

nun

4 Elemente nulle
»n oll
nllne
nllo n
nonll
nolln
llnao
llnon
ll o n n
vnall
vnlla
«: ll n n

n n ll ll n » n l,
n ll n ll n n ll n
n ll >»n nllnn
ll n n ll llnnn
ll n ll n
ll llan

n n n n
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5 Elemente n n I» a «I Iiann (I

n n I» d a bvndn

n n <ZIi «I Ii a (I n n

nnad l> Ii dnna

n il >1 Ii a Ii <1neu

undaI> Ii dann

n!»na d an!tIi <i

» Ii n (I <Z ann (Iii

»band « nIin (l

»Ii a d n cnIid n

n Iid n v andnI»

nli d a n e n d I»!(

nanIid vIi» n (I

n a!> d Ii a Ii n (I ir

n a I» n d alidnn

naIid n adnn I>

na d nli a (I nl> n

na »Iii n a <! Ii» n

ndnl> a (I nIi a

n(Ina I» dnnaI»

ndIina ll nIine

ndIian daI» an

ndanIi d n an Ii

ndaIin dnaIin

Iinna (I dIinna

Iinnda dkinan

Iinand d I» enn

l> n a (1 n daanIi

I> ndne danIi n

lindan d «Iina;

u. f w.

a) Um für m Elemente alle Variationen ohne Wiederholung

darstellen zu können, verfahre man wie in n),-setze dabei jedoch

jedes Element vor oder hinter jeö. omplexion, in der dieses

Element nicht schon befindlich ist.

Iste Klasse: n, Ii, a, d;

2tc Klasse: nl>, na, nd
lin Ii« Ixl

an oll

a I) d n

«I,

d a;
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3te Klasse: nli«, alitl
ne Ii nv«I

Ii ne Ntlli

lien All«

na Ii linü

«Ii» I»« ä

Ii «In

litl«

«nli

«<1 n

«litl

««Iii

6nli

«Hin
tlne

6«n

«lvli u. f. w

t) Aus iu Elementen alle Variationen mit größter Wieder¬

holung zu bilden, ist auf gleiche Weise wie in v) zu verfahren,
hierbei aber jedes Element vor oder hinter jede Complexion der

nächst niedrigem Klasse zu setzen.

Schema für vier Elemente.

; Erste Klasse.

^ Zweite Klasse.

n Ii v tl

NN nki va Nli

h n I.H Ii« litl

en «Ii LV v «I

«I n tili li« tltl

nun an Ii an« NNtl

n hn nlib ab « nlitl

neu ae h n«« no tl

ntln Ntlli Nil« Ntltl

I>ua linl» Ii a« Ii n tl

Ii Ii !i I.I.I. l.Ii« lilitl

l» VN Ii« l> I»«o !i«tl

I.^n lillli litl« liäü

«NN «nli «a « va tl

«liN «Ii Ii «I»« «litl

von « «h « «v L«ll

« «In «tili ««iv «tili

«Inn »Inli «In« tlntl

«Hin lllill tili« llbll

«len «leli »Ivo tletl

«liln tltil, «Itlv tltltl

nnna nnnli nnne nantl

Dritte Klasse.
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§. 184. «) Die Formel für die Anzahl Z aller permutirten
Combinationen der uten Klasse aus ui Elementen ohne Wieder¬
holung ist

IL — m (m — t)(in — 2) (m — 3) (m — n -j-1).

Sei IN — 4, n — 1, so ist

n-2 giebt 21 — 4.3. —12
il^-3 - 21^:4.3.2^24.

/S) Der allgemeine Ausdruck für die Anzahl Z aller Pcrmu-
tationcn einer Combination der uten Klasse ist

21^-1.2.3.4.5 n.
Für u---6 hat man

IL — 1.2.3.4.5.6 — 720.

7) Die Formel für die Anzahl T der nicht permutirten Com¬binationen der uten Klasse aus in Elementen ohne Wiederho¬
lung ist gleich dem Ausdruck des uten Binomialcoefsicicntenfür
die inte Potenz:

^ — 13 sm— 2)m — 3) fm — n-pl)
^ ^ ZT' 17 4^77771 4 '

Darnach ist folgende Tafel gebildet worden:

Elemente. ^
2te 3tc ^ 4te ^ 5te ^

Lte ^
7tc 8te 9te 10tc lltc 12tc Kl.

1
2 I
3 3 I
4 6 4 1
5 10 10 5 1
6 15 20 15 6 I
7 21 35 36 21 7 I
8 28 56 70 56 28 8 1
9 36 84 126 126 84 36 9 1

10 45 120 210 252 210 120 45 10 1
11 55 165 330 462 462 330 165 55 II 1
12 kk 220 405 792 024 792 495 220 66 12 1

n. f. w. u. f. w.
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g) gicbt^die Anzahl A aller permutirtcn Combina-
tionen der uten Klasse von m Elementen.

Sei m—3, u —4; so ist
55 ^ 3^ — S1.

k) Die Anzahl ^ aller Variationen von in Elementen ohne
Wiederholung ist nach «) für jede Klasse einzeln und dann sum-
mirend zu bestimmen.

Sei z. B. in —4, so hat man, n nach und nach ^ 1, 2, 3
setzend:

55-44-4.3 4-4.3.2 — 44-124-24 — 40.

Dagegen ist die Anzahl Z aller Variationen von w Elementen
mit Wiederholung für die ute Klasse

N Die Anzahl der Permutationen einer Combination der
nten Klasse, in der erst ji, dann g, dann wieder s andere Ele¬
mente einander gleich sind, wird — vorausgesetzt, daß stets
l> -j- kj -s- s < n sei — durch die Gleichung

2 — 1.2.3.4.5 sn — 1) n
' 1.2. 3.. .9. 1.2. 3.... <1. 1 . 2 . 3 . . . . s

bestimmt.

Sei aallddcoelZ gegeben; so ist
? — 2, <1 — 3, L — 4;

sei n —8. Es kommt nun
1.2.3.4.5.6.7.82 . —

1.2.1.2.3.1.2.3.4 ^

Für die Anzahl Z aller nicht permutirten Combinationcn
der nten Klasse für in Elemente mit größter Wiederholung ist
die Gleichung

IN sm 4-1) sin 4- 2) sin 4-3) sin 4- n — 1)
^ " l77 2.3. 4.5 (»-^1) n

anzuwenden.

Sei m 10, n — 5, so ist

2 ^ 2002.

§. 185. Um Variationen, die sich auf mehrere Elementcn-
reihen p, q, r, s ..., welche selbst rücksichtlich der Anzahl der
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Elemente verschieden sein können, beziehen sollen, zu entwickeln ;
werden sie wie gewöhnlich entworfen. Jedoch werden in die
letzte Stelle als die erste Elemente aus der Reihe p, in die
zweite Stelle Elemente aus der Reihe g, in die dritte Stelle
Elemente aus der Reihe i-, in die vierte Stelle Elemente aus
der Reihe s, u. s. w. so gesetzt, daß dabei auch die Anzahl der
Klassen begrenzt, d. h. der gegebenen Anzahl der Elemcntenreihcn
gleich ist. So wird z. B. für die 3 Elementcnreihen

n, l,, e?, .l
H, ü

«, 7
erhalten die Aufstellung der 3 Klassen:

n d o ck Iste Klasse.

H n Hh
15 6

H « H.I
15.1 2te Klasse.

«An

Mn
/Hn
/!5n

«Hl,
«15!,
Ml,
Ml,
/Hl,
/Ll,

«He
«L«
Me
/ÄlZe
/Hc,
/Lo

«H.I
«!5.I
M.I
^'Z.1
/H.I
/15ck .

3te Klasse.

F. 186. Soll dagegen irgend eine Klasse einer Variation
außer der Ordnung schriftlich entworfen werden; so werden,
wenn Wiederholungen verstattet sind, alle Elemente unter ein¬
ander und n allen vorgesetzt, dieses vorgesetzte n mit 6, dieses
vorgesetzte Ii mit o, dieses vorgesetzte v mit ei, u. s. w. bis zum
letzten Element vertauscht, dann allen Complexioncn wieder n
vorgesetzt, übrigens wie vorher verfahren und das ganze Ge¬
schäft so lange fortgesetzt, bis die gewünschte Klasse erschienen
ist. Soll aber die nte Klasse der Variationen ohne Wiederho¬
lungen entwickelt werden, so werden die Elemente vom utcn an
unter einander geschrieben, allen das sn— 1)te Element vorgesetzt,
hierauf überall das (u—1)te und nte, nte und (n-s-l)te, (n-ssl)te
und (n-i-2)tc, u. s. w. Element gegen einander vertauscht, dann
allen Complexionen das (n — 2)te Element vorgesetzt und nun
ganz auf gleiche Weise fortgefahren. Endlich ist mit dem Vor¬
setzen des ersten Elements die gewünschte Klasse erschienen. Fol¬
gendes Schema der dritten Klasse für vier Elemente wird dieses
Verfahren veranschaulichen:
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» il

Ii -i.

db

do

dck
o »

ob
o o

ock

ck »

ckd
ck L

d » »

d !id

d »o

d »ck

d d»

ddd

ddo

dkl?

do»

dod

doo

dock

dck»

d ck d

dcko

dckck
o » »

o»d
0»0

ouck

od»

o d I»

odo

od ck

oo»

ood
ooo

eock

ock»

o ckd

ocko

eckck

Ztnhang.

ck»»

ck »d

ck »o

ck » ck

ckd»

ckdd

ck do

ckdck

cko »

ckod

ckoo

ckock

ck ck »

ckckd

ck cko

ckckck

»idlo

»^>)jck»o d

»ock

»ckd

» ck o

d » o

d » ck

do »

dock

d ck »

dcko

e » d

o»ck

od»

odck

ock»

ockd

ck»d

ck »o

ckd»

ck d o

cko »

ckod
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§.187. Die vorhin aufgestelltenRegeln lassen sich auf das
Schreiben der Zahlen nach einem gegebenen Zahlensystem an-
ivcnden. So erhält man z. B. für das Zahlensystem, dessen
Grundzahl 3 ist, folgendes Schema, in welchem die eingeklam¬
merten Zahlen die entsprechenden dekadischen Zahlcnausdrücke sind.

1 0
1 0
1 0
I I

0 (0)
1 (1)

2 (2)
0 (3)
1 (4)2 (5)?
1 (7)
2.(8)0 (9)
4 (40)
2 (44)
0 (12)

4 2 2 (17)
2 0 0 (18)2 0 4 (19)
2 0 2 (20)

0 2 2 2 (26)

1 0 0 0 (27)1111 (28)
u. s. w.

§. 188. ES giebt auch Variationen zu bestimmten
Summen. Bei ihnen werden entweder Klassen, oder Sum¬
men aus Summen abgeleitet. Klassen aus Klassen abzuleiten,
schreibe man die gegebene Summe s als Union in die erste
Klasse, construire die Binionen durch Zerlegung von s in zwei
Theile auf alle mögliche Arten, aus den Binionen entwickele
man die Ternionen, indem man das letzte Element auf ähnliche
Art in zwei Theile zerlegt, wobei die übrigen ungeändert gelas¬
sen werden, und eben so entwickele man die Ternionen u. s. w.
Summen aus Summen abzuleiten, findet man aus den Varia¬
tionen zur Summe s — 1 die Variationen zur Summe s, wenn
jenen zuerst 1 oder u, und dann in allen Variationen zur Sum¬
me 8 — 1 das erste Element auch mit dem nächst höhern, indem
hierbei die übrigen ungeändert bleiben, vertauscht wird. Für die
Summe 6 erhält man so folgende Darstellung:

Ii)



Hieraus kann auch ohne Weiteres abgenommen werden, wie

man bei Buchstabenelementcn zu opcriren hat.

§. 189. Soll endlich bei Variationen zu bestimmten Sum¬

men eine gewisse Klasse, z. B. die inte, der Variationen zur

Summe s außer der Ordnung schriftlich notirt werden; so wird

zunächst das höchste Element x gesucht, das in der inten Klasse
vorkommen kann. Weil nun, wie leicht erhellet, rn —1 Ele¬

mente — 1 sind, in — 1 -j- x — s sein muß, so ist stets

x — 8— in 1, welchem Elemente x die 1 vorzusetzen, hierauf stets

das vorgesetzte Element mit dem nächst höheren zu vertauschen

und endlich das letzte Element mit dem nächstniedrigern zu ver¬

tauschen ist, bis dieses —1 wird. Man setze nachher allen er¬

haltenen Binionen 1 vor, vertausche auch wieder stets das vor¬

Anhang.

114

123

132

141
213
222
231
312

321

411

1113
1122

1131

1212

1221

1311

21122121
2211
3111
11112
11121
1I21I
12111
21111
111111

2112

2121

213

2211

222

231

24

3111
312

321
33

411

42

51

K
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gesetzte Element mit dem nächsthöher», das letzte Element mit
dem nächstniedrigern, und setze dieses alles so lange fort, als

m Einheiten enthalt. Nur muß man sich merken, daß bei die¬

sem Vertauschen der Elemente alle diejenigen Complexionen über¬

gangen werden, deren letztes Element —1 ist.

Darnach folgt z. B. für m —4, 8 — 7:

II 114

23
32

141

213222
231

312

321

411

1
I
1

1
1

1

1

1

1

2113

2122

2131

2212
2221

2311
3112

3121

3211

4111

15*






	[Seite]
	Seite 215
	Seite 216
	Seite 217
	Seite 218
	Seite 219
	Seite 220
	Seite 221
	Seite 222
	Seite 223
	Seite 224
	Seite 225
	Seite 226
	Seite 227
	[Seite]
	[Seite]

