
Einige trigonometrische Satze und
Jntegralformeln welche in dieser

Schrift vorkommen.

§. k.

eiin <p einen gewissen Kreisbogen odee

Winkel für dctt Halbmesser l bedeutet,

und liu <?> in, also cos ^ (r —

ist, so bedenke in der Folge der Ausdruck

Bog. lm m, oder auch schlechtweg B tin m alle-
Nlahl so viel als der Bogen dessen Sinus -r: m
ist. Noch deutlicher konnte man dies auch durch

Bog stu (— w) oder Blin (—m) auscrücken.

Aber es ist gewöhnlich das — Zeichen wegzu-

lassen, Und durch B alleniahl den Bogen zu

verstehen, dem die hinter dem Worte im ste¬

hende Grösse als SlNUS zu kömmt. So sind

auf eine ähnliche Art auch die Ausdrücke B cosm

B tsnZ m u. d. gl. zu verstehen, worunter man

also die Bögen oder Winkel verstehet, deren

Cosinus oder Tangente— m seyn würde.

Maver's pr. Geomecr. V. Th. Ä



DleÄUSdrücke Arc. s!n m, ^rc cos m u. s. w.

sind mit den angeführten von gleicher Beden«

tung, von ^rcus. Bogen.

§. II.

Ist also sinip —m; co5^> rm ^(i-m2)

so hat man umgekehrt

O im Bog sin m — Bog cos ^(l — in2)

§. lll.

Ist für einen andern Bogen -ch

sia-chmn also cofch-— —n^)

so hac man eben so

-ch mBog sin n im Bog co5^(l — n^)

Weil tsiiZ ch

§. IV.

sin in

coiF V'(l--ln^)

so hat man anch umgekehrt
rn

me Bog tsnZ

Also

«^(i — m^)

O mrB sin m — B Lvf < sr —

" B tsnZ

in

welche Ausdrücke denn alle eimrley bebenten«

§. V-



§. V.
Wegen

illl(O^'ch) —im A cnsch-s-siuv^ cosA .

— m v^(i-n2)-s-n ^,^,n2) ^ ' U)

Würde man demnach auch umgekehrt sagen
können

<A-s--ch B im (m ^(,-i>2) s.n^(r-m2))

oder (^. II. IN )

B lm m -s- B lin n — B U" (m 5^(1 — r>2)

-j-n v^(! -—rn^))

Und eben so

Bog sin m — Bsinn — B km (m r ^2)
— U /^(, — N>2))

Diese und mehr andere Ausdrücke sind in der

Zlnalysis oft von sehr erheblichen Ruhen.

§. VI.

Aufgabe. Das Integral von
äu ^(i -j-u2) zu finden.

Aufl. !. Um die Irrationalität wegzu¬

schaffen, sehe man V (l -ch- "2) — ? ; so
T ^ — I

wird, auf beyden Seiten quadrirt, u ^ ——.

, s?2_I_ 22 '

uho 6u--^ ^—-, ferner <(i-Z-u2)

. ^2— x 22-l-r
oder 2 —UI22—» ^2 —!—;22

demnach

»2

A 2 ä u
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äu äs --- z-äs

2. Also integrirt

/ äu v^('-j-u2)—.z-?2_ r

^r^---^)-s-z><>g-'V
7.2^ >>

z. Nun ist aber x ree u-j-^(l-j-u2);
l

7 U-j-<(l^u2)
wenn man des Bruchs

u (l -j- u2)

Zäh-u-s- l u2)
ler und Nenner mit u —<(i-^u2) multi-
plicirt.

7 7.
uud folglich das verlangte Integral

/äu u2)- zu /^(,^.u2)
-/'S ioF (u-s- ^(r -f-u2))

wo unter dem Logarithmen der natürliche ver¬
standen werden muß.

K. Vis.

4. Werden diese Werths substituirt, so er-.1 i
hält man s-z-- —2u; 7—---2/^(r-j-u^)

l^iri



§. VII.
Aufgabe. Das Integral von

äu ^(> —u-) zu finden.

Aufl. In "I'sb.Vll. ssiZ.8s. sey des

Kreises um L Halbmesser — i, und die Ab,

scisse u, so ist die Ordinate v—

— (> -» Das Stück Fläch? zwischen

der Ordinate k'XI, und dem damit parallel ge¬

zogenen Halbmesser d.h. das Stück Fläche
nenne man 8, so ist, wenn man pm

unendlich nahe an zieht, k!vlx>m^^äu

das Disserenzial von 8; demnach

ci8 — ciu /^(l — u-)

Also das Integral

/ciu — u^) — 8

2. Zieht man nun LX4, so ist

8 ^ Kreisausschnitt LZclk)

z. Aber

Ll'^zu^sl—u-) (i)

und Kreisausschnitt LK4L ^ dem halben Ra»

dius OKI multipliclrt in den Bogen dessen

Sinus — l^L— u ist. Aber wegen

— >, wird dieser Kreisausschnitt

lrn u,

4. Demnach das Integral

säu — u^) — — u2)-j-.^Vssu u

wo also B stn u einen Vogen dessen SinuS

^ u für den Halbmesser 1 bedeutet. (§-1)

A z K. VIll.



§. Vlll.
Aufgabe. Das Integral von

^7^-) ^ finden.
" >l sl. Aus Tng. S. XVIll. im zweyten

Th?ll meu r pracriscken Geometrie, ist
<l im 3 22 cia cosa

ci lin 3Al,o —— cis
c->> 3

Man setze lin322u, also cvsa m -u»),
so ist s 22 B i>n u. Demnach

cl u
^ ^ 22 Z. B l-n u^(l — u^)

- B imn.

§. ix.
Aufgabe. Das Integral von
uciu

^722^ 'U
Aufl. Man setze ^(l —u2)—zx, st.

wird uä u 22 — ?cl?:, und
u<lu

b-b-

wie auch aus der Differenzialion erhellet.
§. X.



§. X.

Die (Vl-IX.) gefundenen Integrale sind

Fnudamentalformeln, aus denen sich eine große

Menge von andern, welche eine weit größere

Allgemeinheit haben, durch eine leichte Substi¬

tution herleiten läßt. Zum Behuf der in

diesen, Buche vorkommenden Differenziale, de¬

ren Integrale verlangt werden, sollen folgende

allgemeinere Formeln aus den gefundenen ab¬

geleitet werden,

§. XI.

i. Man setze in das Integral (§. VI. 4.)

u—wo s, b, o beliebige unverän-e

verliehe Grössen bedeuten sollen, so wird

«Zu — - c! x, und —
c

(»2 4. ^2.^-. 2»bx -l- 1)2 X2

c

Snbstituirt man diese Werths in das (§. VI. 4.)

gefundene Integral, so wird

/äx^sa2^L2-^22bx--j-I)2x2) m X

()2

(«2 .^^2 2gdx--j- 1)2 x2) -j- —- X

2bx-f--^(s2»f.L2^.2sI)X-s-b2 x2)

e

A 4 s. Nun
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'Z I

" 1

2. Nun setze man der Kurze halber

s^-s-c^mA; 2sb^:k; b^^L, so wird

K .
hm ^ ^; am 7 ; c .

2^'

demnach durch eine leichte Substitutiv« in (l)

/'-ix <(-^Lx -i-Lx?) m

^^'V(^-^-öx-^cx2)
4^

4,xc —k?
A «7 Xl

los

8^e

2?x fl ^--2 stx -s-(!x2)

,^(4.^ - ö-)

Diese Integralformel kömmt in der Ausübung
sehr häufig vor, und pflegt sonst wohl auf ein?
etwas wettläuftige Art bewiesen zu werden,

§. XII.

Bekanntlich muß zu einem jeden Integrale
noch eine aus den Umständen der Aufgabe zu
bestimmende beständige Grösse, welche mitL»nli

bezeichnet zu werden pflegt, hinzu addi« werden,

Soll z.B. das (XI.) gefundene Integralso bestimmt werden, daß es für x —o, ver?
schwinde, so muß die

455-N2

^ >°ß — —>

seyn, wie mau leicht finden wird.

Mau



Man addire also diese conti zu dem Inte,
grale (§. Xl.) so wird

/cix v^-j-kx-s-cx-) -
-l-(2cx-^-k) ^(ä-s-kx-j-cx^)

dieses Integral verschwindet also offenbar für

Anwendungen dieser Formel findet man in
gegenwärtigenBuche.
1) In (§.4>.2.) wo sich die (XII.) gefun»

dene Formel in das dortige Integral
/<! Xv"(sX -j- z-2) verwandelt, wenn man
in (XII.) ^ —o; L —s; Lrr: i setzt.

S) I» (§- 56. 2.) erhält man das Integral
/ci>- ^(l>2-j-4)?2) »Venn man in (XII.)
X-7; ^—1,2; L-IO; Li-4 setzt.

z) In (§. 7'° 2.) das dortige Integral

x — 0.

§. XIII.

wenn man in (XII.)

Und



Und (Z. 71. 15.) wenn man X —v;

^ —o; 0^4 setzt.

4) Ä" (§-i l4. s.) das dortige Integral

/ci V V (>Z V47^) wenn man x m ^ ;

—c>; L—d; (^4 setzt.

5) Für das Integral (§. 115. i z.) setzt man
4 z2 x2

; L—o; L—

6) Für das Integral sH., r6. e.) wird L-;

— 4

7) Für das in (§. 1 >6. s.) ist

0^4.

8) Für das in (§. I l6. 10) hat man

— O; L^-4 (»2-5.^2^

§. XIV.

Man sehe in das Integral (§.VI!) wie

!n (XI.) u ^ ' -- " , so wirdc

^ ^»u") ^(22— g2„ 2«l>X — 1)2x2)L

und/ein — u2) nach gehöriger Subs

siitution

/^x /^sc2 — »2 2aizxl)2 x2)

" ^2^^" ^ r- t>2 -2 2 dx - d2 x2) -j-



II

, <-2 s-j-bx
^ 2"d —

Jehl sehe man der Kürze halber c2 — g2 -.H.
— 2sb^k; Iz2"L, so erhalt man

und folglich
fstx ^(/^-j-Lx— Lx^)

2 (> x !- ^
— —— -— Lx — Lx2) -s-

Z--s-4^L 20x-k

In dieser Allgemeinheit eine ebenfalls sehr nütz»
liehe Incegralformel.

§. XV.
1. Soll dieß Integral für X —o verschwin¬

den, so muß die beständige Grösse

4O ' /^(L2-s-4/^L)
seyn.

2. Da nun diese zu dem (XlV.) gefunde¬
nen Integrale hinzu addirt werden muß, so
müssen hier die zwey Bögen

2cx-tj . ü
""b B

zusammen gerechnet werden.
Man



Man nenne also
2Lx-k L

so hat man (V.)

B liu w -j- B 5n n ^ B im (m ^ sl -» n^)
-s- II <(l m^))

Nun »st ^

2^c^(ä-i-kx-Lx2)

Also diese Weiche sribslnuirt

^ . 2(-'x-k , ^. KB i>U -"7; -'' B s>N

Blin

^l>z^4eVL) ' ^ ' ^(!Z2-s.4^^)
2(2(2x-N) v^L-s-2k^(V(ä.-t-Lx-cx2)

Mithin das Integral/ä x Lx-Lx^) ^
x,^-j-(2Lx-L) v^(ä-j-Kx-Lx2) ,

4L ^

^ sc-^

B5„, '

wenn es für x -2 c> verschwinden soll-

§. XVl.



Z. XVI.
Anwendungen dieser allgemeinen

For mel auf spezielle Falle findet man
in folgenden §§en dieses Buches.

1) In (§. zz. Xll.) fitzt man um das dortige
Integral / cl x —x^) zu finden in die
Forniel (XV.) — r; sa
wird das Integral — ^x V" (r^ — x^)

2) Für das Integral /6x ^(sxx^) in

5 .40. l. setzt man in die allgemeine Formel
/rmo; Z — s; L — l;

z) Für das Integral §-47-r. ist
L— <z; L — l

4) Für das Integral §.71 s. ist.

k-oz

f) Für das Integral §. i i s.«. ist

k-oz a"
6) Für das Integral §.115.2?. ist

x —^ —L-; 8^40^3; 0^40^
7) Für das Integral Z. 117. 4. ist

; Ln^cz; — 4.
8) Für das Integral §. :26. v. ist

^ — »2 colec ^ (92^1
9) Für



-4

9) Für das Integral §. 127. z. ist

A " r" ; ll — 0; L — 1

10) Für das Integral §.127.0. ist

A.-?-; 8--o;

11) Für das Integral §. rzc>. 17. ist

K21-2«; L-1 und x —t

12) Für das Integral §. izi .7. ist

x — 7^; /V — o; 8 — 27; L — l

D 'S allgemeine Integral (§. XV.) verwan¬

delt stch alsdann durch diese Substitutionen

allemahl in die speciellen wie sie in den ange¬

führten §§en angegeben sind.

§. XVIs.

Die Jtttegralformel (Z. XV.) hätte zwar

auch ans de? (§. Xl.) abgeleitet werden können,

wenn m n in (§. Xl.) nur (II als eine negative

Grösse betrachtet. Da aber in diesem Falls

die in der Formel f§. XI.) eine imaginäre

Grösse werden würde, wodurch sowohl die lo¬

garithmische Grösse als auch der vor ihr ste¬

hende Coefficisnt imaginär werden, so hätte

ich noch andere Sähe vorausschicken müssen,

um zu zeigen, wie ein solcher imaginärer lo-

garithmischer Ausdruck, sich auf einen reellen

Kreisbogen wie (§ XV.) würde reduciren lassen,

lim diese Weitläufigkeit zu vermeiden, habe

ich



ich das Integral (§.XV.) lieber aus der be¬

sonder« Betrachtung (§.VII.) abgeleitet.

§. XVIII.

Wenn bey den Integralen (§. Xs. und
§. XIV.) die beständige Grösse so bestimmt

wird, daß diese Integrale für c> verschwin¬

den, so erhalten die Inlearale unter gewissen

Umständen unmögliche Wsrthe. Z, B. in
(§. XV.) wird das Glied in dem Inte¬

grale unmöglich, so bald H negativ ist. Also

würde das ganze Jmearal einen unmöglichen

Werth erhalten. Dieß zeigt, daß nach der

Natur der Aufgabe, wobey ein solches Inte¬

gral vorkömmt, die beständige Grösse nicht auf

die angezeigte Art, sondern nach einer anderen

Bedingung hätte bestimmt werden müssen. Die

in dem Buche vorkommenden Integrale sind alle

von der Art, daß ^ positiv ist, und daher die

angeführte Betrachtung keiner weitern Erörte¬

rung bedarf.

§. XIX.

Aufgabe. Das Integral von
xstx -^(21X — x2) (§. Z4. IV. 4.) zu

finden.

Aufl. Das Integral von (>"- .v^)

ist wie man leicht sinder rrr -

Nun



Nun sehe man ? ^ x r, fo verwandelt

siw in (x- r) clx ^(2rx>-^ x^).Also

/(> —r) c!x^(2rx^x^) ^ t^(2rx

N'iihln

/x6x ^(2l'X — x^) — — ^(2rx -- x2)»

-f- r/cix v^(2rx — x^)

After /<lx^(2rx — x^) erhält Matt aus

§. XV., wenn man borten ^ —o; L^22r,

und l setzt, nemlich

/cix ^(2rx-x^) — -— ^(2rx---x^)

t

Demnach

/xäx^(2rx-x2)^-2.(2ix-x2) V'sSrx-x^Z

-^r(r —x) /^(2rx —x2)

Man könnte aus diesem Integrale leicht noch

ein allgemeineres z.B. /x6x ^(^-j-öx-Lx^)

durch ein Verfahren, wie oben, ableiten. Da

aber in gegenwärtigen Buche kein anderer spe«

cielierFall als der (Z. 34. lV. 4.) vorkommt, so

will ich es bey diesem bewenden lassen Das

gechiidsne verschwindet für x —o, wie es die

Aufgabe mit sich bringt, bey der es vorkömmt.

§. XX.



8. xx.
Aufgabe. Das Integral von

(K. 7i.l->.) zu finden.
xci

V°(2rx- x^)

Auflösung. I. Es ist/
V (r^ —

Nun setze Man r--X,
so ist cix — —cix; und <(r2— —
V(2rx -- x^). Mithin, diese Werths sub«

^ — x)6x
stritt -^(zrx —x^)^ (2 rx— x^)

/
2. Folglich

xcix
^(2 rx -—^ — -^V^(2rx — x2)

clx
V' (2rx —> x^)

z. Die Integration des vorgegebenen Dift
ferenzials hängt also von der Integration der

Formel .. —^ ab, welche aus der^ (2 rx — x^)
Formel §. VIll. auf folgende Art erhalten wird.'

4. Man setze in die dortige Formel

u — - 1 so wird Zu — — undr r

^(k-u2) -

Mayer's pr. Geomecr. V. Th.
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. , u ^x
5. Demnach — —^(2rx-x2)

folglich
6 x ^ clu .— — " D lia u

^<(2rx--x^) ^ ^ u^)
x r

und wegen u — —^—
6x ^ ^ ^ x- r r-x/ . -—— — B liii— - - B lin

^<(2rx-x^) r r
Soll dieß Integral für x — 0 verschwinden,

so ist die beständige Grösse — B lur - m
B lia 1 — 90°; demnach
/> ^---9o°-Blin —-Bcol —

^ ^(2rx-x^) r r
< (2lx — x^)B lin r

6. Hieraus wird also
xüx . ,

' t

§. XXI.
Aus (§. XX. s.) hat man also auch das

Integral der Formel (Z. izo. 17.)« Wen»
man X — t; und r--« setzt.

§. XXII.



§. XXIl.
Aufgabe. Das Integral voll
cj>' (§. zu finden.

A u fl. Ältan fetze in die Formel (§. Vlli.)

u — — so ist äu ^; und V' (l -» u^)

- ^ c-'- ?-). z,ls«

^ - Und
V(>"-U2)

/ ^7 -BN.. 7.

Soll dieß Integral für 7 s verschwinden,
so ist weiter keine Lonii. hinzu zu addiren.

2. Setzt man 7 —x, Und — r, so er»
Hält man das Integral §. l zc>. Xll.

§. XXlll.

Au fg. Das Integral/-
(§. i2l. 4.) zu finden.

B s Aufl.



Aufl. Man setze »2 —^2—-z.2 ^
^3 ^ ^ z.2) Ullh

/—- - — -^ — ^>j2z, ^3

Oder wenn man den Werth von ^ herstellet

<(»2 — ).2)

ÄS^ -s- )?2
^(>2 -?2).

§. XXIV.
Aufgabe. Das Differenzial

x^6x . ^zu integriren.
^ (r^ — x^)

Aufl. Eine leichte Rechnung zeigt, daß
x2 x2

" <(r2-x2)
<(r2 —x2) <(r^ — x2)

Also auf beyden Seiten mit ^x mriitiplicirt

und integrirt

x^clx äx . ..

/^(r2-x2) ^ <(r^-x2)

§.xxll .s. und §.XVI. l.
^r2Bltn--ix^(^-x2)-^r2B5ll-r r

d. h.



d. h.
/- ^ ^ (l-2. x2) z r2 B 5n -^ V(r2-x2) r
Soll dieß Integral für x — o verschwinden, so
ist keine Louli weiter hinzu zu setzen.

Z. XXV.

Aufgabe. Den Ausdruck
6u(g2.u2) ^(g2.u2) 0der liu(s2.u2)Z
zu iutegriren.

Aufl. i. Es ist
Z s(i.2.u2)' — Zu (»2_u2)i- Zu2 (g2_u2)Tclu

2. Man addire auf der rechten Seite des
Gleichheitszeichens o — (»2 — u2)^ Zu
— za2(s2 —u2)-ciu hinzu, so wird
Z f(->2 u2)T — Zu (g2 — u2)T

z (»2. u2) s»2„ u2)sZu
— Z »2 -u2)-Zu

"Zu (a2-u2)»-f- zZu (Ä2^u2)T-Zz2^2.^2)2^u
d. h.
Z s(a2.^2^ ^ sg2.^2^.^g2^2.^2^
demnach integrirt2 2

Z'Zusa2_u2)- ( l-^z2^u
4



-^

(§. XVI, ».) das dortige r—g und x —u ge»

setzt. Eoll dieß Integral für u — o verschwin,

den, so ist wetler feine (,'onsi hinzu zu setzen.

Für u 22s, wird der Werth des Integrals
Bsi» i - wenn

Wie immer ?? die Lu delphische Zahl

^ z,»41592... bezeichnet.

§. XXVI.

Aufgabe. Das Differenzial
si ch sin zu integriren, wenn m einepositive ganze Zahl bebeutet.

Aufl. ». Nach den ersten Gründen
her Differenzialrechnungist

ci(xx) — ^cix -f» xü/

wenn x und x nach Gefallen ein paar vcränder?

liche Grossen bezeichne».

s. Folglich XV — /)'six 's-/xöv oder

/xöx — xx —/xcix

z. Nun läßt sich das vorgegebene Dif¬

ferenzial üH sin P"' auch so ausdrücken

sin?>. sin Man



Man setze demnach der Kürze halber

litt S"'^ ' - 7

st A sin A " stx

so ist X — /stA litt A — — cos A wie ebenfalls

aus den ersten Elementen der Diffsrenzialrech-

uung bekannt ist.

Ferner hat man auch

st)' m (m — :) lin A">^^ st lin A

(m - >) 5>n A">"' stA colA

weil st litt A — stA colA
»

4. Stchstituirt man diese Werths in die

Jntegralformel (2), so erhält man />stx oder

/stA im A^ 1-1 — stn G'"-' cos A -f-

(m-^ >) /stA cosA? sin A'" — ^

s. Man setze in das letzte Glied des Aus¬

drucks rechter Hand des Gleichheitszeichens

1 —linA" statt cusA^ so wird erstlich

/stA cosA2 lm A""" —/'stA liu A">"?

— /stA sm A"'

und dann (4)

/stA sm A'" — — stn Aw"? col A

-j- (m-'il/stA s.nAw"^

— (m - 1)/stA s.u A"'

Woraus denn leickl durch Herüberschaffung des

letzten Gliedes rechter Hand des Gleichheit-

Zeichens auf die linke Seite, folgt

B 4 /äP
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IN

I m ^ I ^ ,

6. Aus dieser Formel erhellet denn, daß
wenn das Integral von iicp sin bekannt
iß, auch dasjenige von st<?> lin P'" gefunden iß.

7> Ex. Für in — 2 ist

stnGcosS , ,-—

8. Für in 4 wird

lin -s- stn ^ -
Substituirt man in diesen Ausdruck statt

stn^2 bereits (7) gefundenen Werth,
so erhält man

/clipstn^^-^stli'p^cos^- — stn<pcosS2.4

-1 1?2.4

9. Man



9. Man setze — 6 so wird

/äO lin Oü ^ cosiiP -j-

Und wenn man statt /si<Pstn^ den (8) ge¬

fundenen Werrh substituirr

cos^- ^-^stn^^costp
4-6

--- —^ stn P cczsP-4-^
2.4.6 ^ ^ '2.4.6 ^

Dieß stnd die Integrale von denen §.57. Z.

die Anwendung vorkommt. Das Gesetz, nach

welchem die einzeln Jiitegraltheile fortgehen,

laßt sich aus dem angeführten leicht ableiten.

Es ist überflüssig, solches hier in einer allge,

meinen Formel darzustellen.

B s Stmo-
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