
Fortsetzung der im iftm Theile dieses
Buches bcygebrachten trigonometrischen

Lehnsätze.

ff

Untersuchungen, um wie viel sich die trigo¬
nometrischen Linien ändern, wenn ihre
zugehörigen Bogen oder Winkel, um
etwas geringes wachsen, oder abnehmen.

XXV. /As ist schon aus der gemeinen Trigo»
noinctrie bekannt, daß, wenn die

Bogen oder Winkel zunehmen, auch die Si¬
nusse , Tangenten und Secanten derselben wach»
sen, die Cosinusse, Cotangenten und Cosccanten
aber abnehmen, so lange die Bogen unter 90^
bleiben. — Wenn dieselben über 90" gehen,
so nehmen die Sinusse u. s. w. wieder ab, und
die Cosinusse u. s. w. wachsen. Es ist klar,

A daß
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daß diese Aenderungen der Bögen und der zu?

gehörigen trigonometrischen Linien von einander

abhängen. — Da nun die Lehren hievon in dem

Falle, wenn die Winkel oder Bogen sich nur

um etwas weniges ändern, künftig bcy Be¬

rechnung der Folgen der Fehler, wie auch bey

andern Gelegenheiten großen Nutzen haben, so

werde ich itzt zeigen, wie man ans der Aende-

rung eines Bogens, die Zu- oder Abnahme

der zugehörige» trigonometrischen Linie auf eine

leichte Art finden könne.

XXVI. Es bedeute also s einen gewissen

Bogen, und einen andern Bogen, wel¬

cher von dem ersten um den kleinen Bogen «

unterschieden istz Es fragt sich, um wie viel

der Sinus von ug---, von dem Sinus des Bo¬

zens u unterschieden seyn wird.

Um dieses zu bestimmen, so überlege man ,

daß

im " im u cos«g-Losittsms¬

ist (T'. ig. S. XII. i)

Weil nun --- einen sehr kleinen Bogen bedeu¬

ten soll, so kan man ohne merklichen Fehler

annehmen, daß der Sinus dieses kleinen Bo¬

geiis , dem Bogen selbst, und der*Costnns des¬

selben dem Sinus rotus gleich sey. Da wir

also den Sinus totus — i setzen, so ist ohne

großen Irrchum cos i, Im « — «.
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Substituirt man also diese Wcrthe in obigen
Ausdruck, so bekommt man

sin ( uck « ) — 5in u -t-« cosa Mithin
sin ( u -t- » ) — iin u — « cosa.

Wenn also der Bogen u nm « wachst, mit¬
hin u sich in u-d« verwandelt, so ist der Si¬
nus des Bogens u 4- « um den Werth « cos u
großer, als der Sinus des Bogens a, oder
sm u wächst um « cos u, wenn u um «
zunimmt.

In dieser Formel ist nun zu bemerken, daß
man statt « nicht den Werth dieses Bogens
in Minuten oder Seeundcn, sondern vielmehr
dessen Werth in Decimalthciien des Sinus totus
setzen mäste. Ware nun der Bogen « z. E.
in Secunden gegeben, so wird besten Werth

in Dccimaltheilen des Sinus totus
206264

(Trig. S. IV. VII) und diesen Ausdruck muß
man eigentlich starr « brauchen. Daher ist

lin ( u -b « ) — sin u
206264

cos u.

Er. Um zu sehen, wie das bisherige mit
der Wahrheit übereinstimmt, so wollen wir
a — 40° und «— l' — 60" setzen, mithin
untersuchen, um wie viel der Sinns von
40°!' von dem Sinus von 40° unterschie¬
den ist.

A 2 Nach



Nack obiger Rechnung wäre also

lin 40° I - —chm 40° ^ ^77". cos4o°206264
welches man durch Logarithmen auf folgende
Art berechnet.

ioZ 60 — 1,778151?
IoZ coi'go" — 9,8842540—10

Summe — 1,662405g
abgez. 10^206264 — 5,3144252

läßt 3,3479801

Ich habe nehmlich die Characteristik des Ls-
qarithmen i, 6624053 in Gedanken um 7
Einheiten vermehrt, damit der Abzug des Lo¬
garithmen 5, 31:4252 bewerkstelliget werden
konme, und ein Logarithme übrig bliebe, den
man unter der Characteristik 3 in den Tafeln
aufsuchen kan. Mau muß aber alsdann von
der Zahl, die dem Logarithmen 3, 3479801
zukommt, wie bekannt, wieder 7 Decimalstel-
len abschneiden. Nun gehört dem Logarithmen
3, 3479801 die Zahl 2228 zu; Schneidet
man also 7 Decimalstcllcnab, so wird

60
<70140° — 0, 0002228-206264

D. h. der Sinus von 40° ist um 0, 0002228
kleiner, als der Sinus von 40° 1', oder wenn

der
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der Bogen von 40° um 1' wachst/ so nimmt

der Sinus dieses Vogens um c>/ 0^2228

Thcilgei« des Halbmessers ;»/ wie man auch in

der That findet/ wenn man die Sinusse von

40° 1' und von 40° aus den Tafeln nimmt/

und sie von einander abziehet.

XXVII. Das Wachsthum/ die Abnahme/

oder überhaupt die Veränderung einer

Größe/ wollen wir künftig mit dem Buch¬

staben ä bezeichnen / welchen man vor

diese Größe setzet. Wenn wir also z. B. an¬

deuten wollen / daß der Bogen a um wachst/

so wollen wir statt dessen vor a den Buchsta¬

ben ci setzen/ und also das Wachsthum des

Vogens n durch ci u anzeigen/ wo also ci u so

viel bedeutet/ als das bisherige

Hier bedeutet also dieser Buchstabe 6 keinen

Factor/ sondern ist nur ein willkührliches Zei¬

chen / so wie man die Logarithmen mit dem

Buchstaben I, und die Wurzelgrößcn mit dem

Zeichen / anzudeuten pssgt.

XXVIII. So würde also dieser Bezeich¬

nung gemas / das Wachsrhum eines Sinus

durch ci im u, eines Cosinus durch ä cos u u.

s. w. angedeutet / und es erhellet / daß diese

Bezeichnungen eigentlich den Werth anzeigen/

um den sich Sinns oder Cosinus eines Bogens

n verändern/ wenn der Bogen n um « oder

6 a zunimmt.

A Z Da-
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Daher wären folgende Ausdrückungen gleich¬

gültig

ün (u-t-«)— ün 3 — cos 3 oder
6 sin u ä u.cosa

XXIX. Wenn der Winkel 3 stumpf ist, so

wird cos 3 negativ, mithin auch 6 3. cos 3

oder 6 ün 3 negativ. D. h. wenn der stumpfe

Winkel n um ä 3 zunimmt, so nimmt der Si¬

nus desselben um den Werth cl 3. cos 3 ab,

weil ö ün 3 oder das Wachsthum des Sinus

verneint wird, und ein verneintes Wachthum ein Abnehmen bedeutet; Eben
dieser Satz ist aus der gemeinen Trigonome¬

trie , und aus einer zu dieser Absicht entworfe¬

nen Figur klar, wo man bemerken wird, daß,

wenn ein Bogen über 90° wachst, der Sinus

desselben wieder abnimmt.

XXX. Wir wollen nun auf eine ahnliche

Art untersuchen, um wie viel sich ein Cosinus

verändert, wenn der zugehörige Winkel um

einen geringen Werth wäckst. Zu dieser Ab¬

sicht überlege man, daß, wenn 3 sich in 3-t-«

verwandelt, sich cos 3 in cos (3-l-«) oder in

cos 3 cos -- — sin 3 Im « (Trig. S. Xll. 2)

verwandele; weil nun aus eben dem Grunde

wie in (XXVI) cos « 1 und sin « «

^ äu (XXViI) gesetzt werden kan, so er¬

hält man

cos ( 3 -l- 63) cosn — 63 sin 3

Mit-
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Mithin
cosisin-k-äa) —cosi^ —>—6 a sin a oder

wie in (XXVII)
6 cos a — — 6 a. sin a

D. h. der Cosinus des Bozens a nimmt um

den Werth 6 a . sin 3, ab / wenn der Bogen u

um ci a wächst, weil eben so wie in XXlX eine

negative Zunahme wie — 6 u sin 3 eine Ab«

nähme bedenket.

XXXI. Wenn x, ^ ein paar Großen bedeu¬

ten, und man setzt, x wachse um 6x, um

ci)-, so ist klar, daß die Summe x-l-^ um
6x4- 6 v und der Unterschied x — um

6x — 6)^ wa6)sen werde. Eine Große, die

man um nichts wachsen oder abnehmen läßt,

deren Wachöthum ist als Null anzusehen, und

man nennt solche Größen u nveränderl i ci) e

>— Wenn daher k eine solche Zahl bedeutet,

die man als unveränderlich betrachtet , so ist
cib^O.

XXXII. Wenn man annimmt, in dem Pro¬

dukte x^ verändere sich x in x-l-6x und ^ in

v4-6^, so verwandelt sich das Prodner x v in

(x 4-6x) (v-l-6^) und wenn man von

(x4-6x) (^4-6^) abziehet x^, so findet

sicsi, um wie viel das ganze Product x )'

wä6)st, wenn jeder Factor desselben um etwasA 4 z>"
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zunimmt. Nun ist, wenn man würklich mul-
riplicirt

(x-l-cix) — x^-i-xä^-l-^äx
/ ch cl ^ 6 x

Ziehet man also davon ab x ^, so findet man
zum Ueberresie den Werth x ci ä x-t-ä zc ä x,
oder um so viel ändert sich das Product x ^,
wenn jeder Factor sich um etwas ändert. Be¬
zeichnet man also das Wachsthum, oder die
Veränderung des Products mit dem Buchsta¬
ben ä, so wird

ä(xzch^xä^ch^6xchä^6x.

XXXIII. Wenn man auf eben die Art die
X

Veränderung des Quotienten — sucht, unter

der Voraussetzung, daß x um äx, und zr
um ä ^ wachse, so erhält man

— für die Veränderung des

Quotienten. Bringt man nun diese beyden
Bruche unter cinerley Benennung, und ziehet sie
würklich von einander ab, so erhält man diesen
Unterst! ied, mithin das Wachsthum oder die Ver¬

änderung des Quotienten Folglich

"(v)

Z^clx — xcizc

XXXIV.
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XXXIV. Diese beyden Formeln (XXXII u.
XXXIII) gelten, die Wcrthe äx, 6^ mögen
so groß scyn, als sie wollen. Da wir nun zu
unserer Absicht in der Folge annehmen, daß
diese Größen äx, 65, in Verglcichung der
zugehörigen x, sehr klein sind, so lassen
sich unter dieser Voraussenüng die beyden For¬
meln (XXXII. XXXIll) noch etwas abkürzen.
Wenn nahmlich in (XXXI!) die Wcrthe äz^,
äx, sehr klein sind, z. E. Brüche von sehr
großen Nennern , oder kleinen Zahlern bedcu-
tcn, so kan man das Product äz?. äx in Vcr-
gleichung der Produkte xä>', )' ä x als unend¬
lich gering, und folglich als verschwindend an¬
sehen. Gesetzt, es wäre x — roo? z? ^ 605
äx — O,OOi; ä/ — o,OO02 so würde

^äx-t-xä^-s-ä^äx-^
0,c?6 4- O,V2 4- O,OOOOOO2

wo man offenbar den letzten Bruch, als den
Werth von ä^.äx, in Verglcichung der vor¬
hergehenden Brüche weglassen kan.

Unter dieser Voraussetzung ist daher bcynahe
ä (X5) — xä)? 4- 7 ä x

Und wenn x — ^ also ä ^ äx wäre, so
hatte man

ä(x^)-i^xäx4- xäx—? .xäx
Da drückte also 2 xäx aus, um wie viel

sich das Quadrat x^ einer gewissen Zahl x
verändert, wenn die Zahl x um äx zunimmt.

A 5 XXXV.
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XXXV. Auf gleiche Weise kau man in der
Formel XXXIII statt des Factors x ^ X im
Nenner, ohne merklichen Fehler blos x setzen,
das gäbe demnach

x yäx —xclx
^I X

XXXVI. Wenn X eine Große wäre, die man um
nichts wachsen oder abnehmen ließe, für die also
äx—o wäre, so erhielte man bloß ä (x.^) — xäx

x xä^
Uttd ci(—) —

X X '
Im letztern Falle ist das Wachsthum des

x . . ^ , xä?
Quotienten ^ negatw, weil der Werth— "^7"
negativ ist, wenn die Größen x, als
positiv angesehen werden. Dieß zeigt also an,

daß der Quotient — nicht wächst, sondern ab¬

nimmt , wenn der Zähler x unveränderlich
bleibt, der Nenner zr aber um 6z? wächst.
Eben dieses ist auch schon aus der gemeinen
Lehre von Brüchen klar, wo bekanntcrmaaßen
ein Bruch abnimmt, wenn der Zähler unver¬
änderlich bleibt, und der Nenner größer wird.

Wenn man die Werthe von äx, ne¬
gativ nimmt, d. h. wenn man in dem Pro¬

dukte



ducke x?, oder Quotienten —, die Größen x,
X

um äx, abnehmen läßt, so wird
für diesen Fall

ä (x^) ——- xä^ —^äx
v 6x—-x6^

X2

XXXVII. Die bisherigen Betrachtungen
werden nun dazu dienen, auch für die Tangen¬
ten, Seeanten u. s. w. solche Rechnungen an¬
zustellen, wie in (XXIX. XXX) für den Si¬
nus und Costnus gewiesen worden.

Man kan nehmlich ebenfalls fragen, um
wie viel die Tangente oder Sccantc eines Bo¬
zens a wachse, oder überhaupt sich verändere,
wenn man den Bogen a, um ci a zu- oder ab¬
nehmen läßt. Um diese Untersuchung erstlich für
die Tangente anzustellen, so überlege man, daß

im a
tanZ a —

ä tanZ a:

cosä <^uch
sniu .

s-?

Weil nun einen Quotienten vorstellet,cos a
so läßt sich dessen Veränderung nach XXXV

berech-
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berechnen, wenn man das dortige x hier 5m 2,
und das dortige zr hier cos 2 bedeuten läßt;
Also hat man

sin 2 cos 2.ä sm 2— 5m 2.6 cos 2
^ ^cos 2^ cos 2 ^

Nun ist aber aus (XXVIII. XXX)
65m 2—62.cosn; 6 cos2 ——62. sm 2

Substimirt man also diese Werthe, so wird
sm 2 62 (cosa'-t-sm^)
cosa^ cose^

Aber cos 2 2 chsm 2' — I also
sm 2 , 62

6 (--^") oder ä tanZ 2cos 2 cos 2 ^

Wo man also, wenn ci 2 gegeben ist, dett
Werth von ä tanZ 2 finden kan.

XXXVIII. Weil cot 2 --- —— folglichlin 2
. cos 2

6 cot 2— ci ( )sm 2
so sey jetzt das x in (XXXV) — cosa, und 7---
sm 2 so wird nach einer ähnlichen Rechnung

^ r—^ ^ 5m2.cicos2 — cosa.cilma
lin 2 sin 2 '

oder 6
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cosa — ä u (cosa" 6- sm u")

ä —) — ^ ä ^erim u sm kl"

6 -l

6 cot kl —
sm kl"

XXXIX. I. Weilicckl---—so ist
cot a

6 iec kl — ä (——)
cos u

Man setze also in XXXV x — i; ^ — cosg; so

ist, weil sich die i nicht verändert, äx ^ o folg-

i 6 cos u äkl. iin a

^ ^cos cos kl " cos kl"

iir, kl. i i ^ /» </»
---äu.——— — 6kl tanZ klsec kl.alss

cos 3 coi a

ä sec kl — äkl. tsnZ a. sec kl

XXXIX. 2. Auf eine völlig ähnliche Art wird

wegen cosec u —

ä cosec u — >— ä kl. cot a. cosec u

XI.. Diese Sätze sind von sthr großen Nutzen,

und in der Folge werden wir bey Untersuchung

der Folgen der Fehler in den Messungen,

die Auwendung davon machen. Anfängern wird
es
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es dienlich seyn, nach Anleitung des Beyspiels
XXVI, sich auf eine ähnliche Art den Ge¬
brauch der für 6 tanZ z, ä lec u u. f. w. ge¬
fundenen Formeln zu erläutern, wobey dann
zu merken ist , daß man unter ci u immer das
Wachsthum des Vogens u in Decimalthcilen
des Halbmessers verstehe, oder daß man statt

d A.
cia eigentlich setzen müsse, wenn 6u

206264

in Secunden gegeben wäre.

XXI. Jetzt wollen wir auch die Untersuchung
anstellen, um wie viel sich der iogarithmc einer
Zahl ändert, wenn die Zahl selbst um etwas
geringes zu- oder abnimmt. Um dieses zu be¬
stimmen , müssen wir aber vorher folgendes
bcybringen.

XXII. Wenn c eine gegebene Zahl bedeutet,
die größer ist als l, und ^ einen unendlich
kleinen Bruch vorstellt, so wird der Ausdruck

t" V
c — 1 einen unveränderlichen Werth haben,

so lange man c nicht ändert, .u mag übrigens
nach Gefallen verändert werden, wenn es
nur immer sehr klein bleibt.

Bew.
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B ew. Cs bedeute § einen ganz andern klei¬
nen Bruch als/u; Kau man nun beweisen, daß

sey, so erhellet leicht, daß dadurch zugleich dar-

gcthan seyn wird, daß sich c — i nicht ver¬

ändere, wenn man gleich statt den kleinen
Bruch ? setzet.

i"
Um also zu beweisen, daß c — i L— I

sey, so überlege man folgendes.

Weil aus der Buchstabenrechenkunst klar ist,
daß ^ i sey, so erhellet, daß wenn ^ oder 5
ein paar sehr kleine Brüche sind, die Ausdrückun-

gen c ; L nur etwas sehr geringes großer als
1 seyn können: Man setze also
i-t-r, so werden auch m, r, ein paar sehr kleine
Brüche seyn.

Nun will ich annehmen, der kleine Bruck
sey größer als ^, und setzen, daß ^ z. E. ein viel¬
faches von also ^ «.x, und « eine ganze

^ahl
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Zahl sey. Ware E. —?-e folglich « —z
so zeigte dieß an, daß der erstere kleine Bruch
dreymahl größer, als der zwcyte sey u. s. w.

Folglich

Man setze nun z. E. « — 2 , so wäre
' «

si4r) — (i 4 r)' — 1 42r4r^; weil aber
r einer, sel r kleinen Bruch bedeutet, so kan man
ohne merklichen Irrthum das Quadrat des klei¬
nen Bruchs r, a s unbeträchtlich in Absicht der
bcyden vorhergehenden Glieder, weglassen und
daher bloß setzen (1 4 r) ^ — 1 4 2 r.

oe
Für « z wäre (1 4 r) ^ (1 4 r) Z
(i4r) (i4r)^(i4r)(i42r) —i4zr
weil man in den» Produkte (1 4 r) (1 4 2 r )
gleichfalls die höhern Potenzen des kleinen Bruchs
r weglassen kan.

Für « — 4 hätte man (i 4r) ^-(i4r)^ —
(I4r) (I4r) z — (I4r) (l 4 ZI') — 1441-aus eben dem Grunde.

Wenn man auf solche Art diese Schlüsse
weiter fortsetzt, so siehct man leicht, daß all¬
gemein

(i4r) zs,i4«.r
seyn
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seyn müsse, vorausgesetzt,daß «r auch noch
immer sehr klein bleibt.

Da nun ^ (i-i-r) so wird auch c ---

i 4- «.r seyu. Aber es ist auch c — i -!- m ge¬
setzt worden, folglich hat man 14-m—i4-«.r
oder m —«.r.

Es wird also ^
L — I l 4" IN I

I 4-« r — i

Ferner auch ^

sc.L

l 4- r — r r
e

Also
c

e
c — i

Man stehet ^also, daß die Größe
c —l

L — I

Mit einr'rley Werth hak, obgleich ^

B einen
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einen gan; andern kleinen Bruch als f bcdcu-

e I .e
tet, daß daher die Große , für cinge-

gebenes c einen unveränderlichen Werth habe,
man mag statt für einen kleinen Bruch sehen,
was man für einen will. Setzt man also

c — i
— ^ so ist eine beständige

Größe, welche blos von L, aber kcinesweges
von //. abhängt.

L I
Aus — ^ ^ folgt auch L — i-l-

Die bisherigen Schlüsse gründen sich darauf,
daß einen sehr kleinen Bruch bedeute; je
kleiner nun derselbe ist, desto richtiger wird
auch die daraus hergeleitete Folge schn.

Weil c — i -t- m gesetzt worden, so ist

(i -t- m) also
WZ c

»nithin /U
^ oder /V ^ ^ ^

I0A(l4-m)
Die-



Dieser Ausdruck dienet also, die Größe ^ zu
finden, wenn man m, als einen sehr kleinen
Bruch, wilikührlich annimmt.

XIAII. Gesetzt, eö sey c—io; 111^0,000000?
0,000000 1

so wird X ^ Aber aus Gar-
ioA 1,0000001

diners großen Logarithmen - Tafeln sinde ich
l0A 1,000000 l — O,OOO0O04Z129

dicß gäbe demnach
^ 0,0000001 1O0OO0

0,000000 !-Z42() 4Z42Y
oder ^ — 2, g0258; Daher wäre allgemein für
c —10 der Werth

10 — I
— 2,ZO258.

XlälV. Nack diesen Vorbereitungen werden
wir nun die Fragein (XI.l) auf folgende
Art auflösen.

Gesetzt, es sey loZ x —zi, und die Basis
des logarithmischenSystems —L, so ist bekannt,

daß c x sey. Matt nehme nun an, daß ^
um 6 v wachse, wenn x um ei x zunimmt, und
die Werrhc von cl^, äx, seyen in Absicht der
Größen x sehr klein, so verwandelt sich die
Gleichung

B 2 loZ
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log X — ^ in
log (x-t-äx) ^-7467^10^x467;

Also 1 (x46x)— log x—67 oder welches
x46zo , ^

einerlei? ist WZ (—) — 6 7 folglich wegen

X 4 6 X 6 X-. — 1 4 — wird /X X
ä x-

log (1 4 —) — 67

Wenn aber c die Basis des Logarithmischcn
Systems ist/ so verwandelt sich diese Gleichung

65 6x
ferner in c ^ 1 -4

(I X
Da nun — eine sehr geringe Größe ist/ so

wird auch ci 7 einen sehr geringen Werth haben;
Läßt man daher das ^ in sXl.ll) hier 67 Zeden¬
ten/ so hat man ohne beträchtlichen Fehler

^ — 14^67 wo ^ eine unverän¬
derliche Größe ist/ die von der Basi des log.
Systems abhängt ( XI.II); Es wird demnach

6x
14^67 — 14 — also

67

/



Woraus also erhellet, daß das Wachsthum
des Logarithmen der Zahl x herauskömmt, wenn
man das Wachsthum der Zahl x, mit der Zahl
X selbst dividiret, und den Quotienten mit der

unveränderlichenGröße ^ multiplicirk.

XI.V. Für die Briggischen Logarithmen ist

c—lo und ^ — 2,zo258 (XI.III) oder

0,43429, mithin wenn ä WA x das Wachs,
thum des Briggischen Logarithmen der Zahl x
bedeutet, so ist

^ 7 äx
äloZx--- O, 43429 —x

E)ü. Um die Wahrheit dieses Satzes mit
einem Bcyspicle zu erläutern, so will ich setzen
x ^ 8900; und cix-^-i, also unkersuchen,
um wie viel der Logarithme von 8901 von dem
Logarithmen der Zahl 8900 unterschieden ist.
In diesem Falle wale also dieser Unterschied

B Z oder
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oder der Werth von ä WZ x — o, 45429.

o, 0200488, welches man auch in
8900

der Tbat so findet, wenn man in den Tafeln
die Heyden Logarithmen der Zahlen 8901 u. 89^
von einander abziehet,

XI.VI. Da die unveränderliche Große

von der Basi des logarithmischen Systems ab»
hangt, so laßt sich leicht ein gewisses logarith-

1
Misches System gedenken, wo — 1 wird;

dieses logarithmische System nennt man das
natürli ch e. Was es mit demselben für eine
Bcwandniö habe, gehört in die höhere Mathe¬
matik, und es würde wider unsere Absicht seyn,
hier davon weitlauftiger zu handeln, da man
o! n dem in der praktischen Geometrie die natür¬
lichen L gan'thmen selten gebraucht. Man sehe
indessen hieven Hrn. H. Kästners An. des
U n. A1 zu. f. Wir wollen künftig den Werth

der Kürze halber mit dem Buchstabens bezcich-

X
NM, und damit hätte man ä WZ x — L. —x

XI.VII.
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XI>V !I. Wir können nun , vermittelst des
gefundenen Ausdrucks , auch das Wachöthnm
der Logarithmen der trigonometrischenLinien
berechnen, wenn man annimmt, daß die zuge¬
hörigen Bogen um einen sehr geringen Werth
wachsen. Man setze zu dieser Absicht statt x,
die Werthe im kl, cos kl, tsn^ ki, cot a,
scc kl, coscc u, so ergeben sich daraus fol¬
gende Formeln;

ä sin kl
1) ä 1c>? sm kl — L. 7 ; aber ä IlN U —^ ^ i?n kl

6 u cos u (XXVIII) also
Lclkl. cosa

ci lo? sm u — 7—— ^ Lcia. cot kl^ ün kl
K. ci cosu H. ä kl.iin ki

2) ä io? cos a — 7 — — 7^ d coi u coi u
oder

6 IoZ cos a — — L. 6 kl. tklNZ a

Z . 6 taNF kl
g) c! lo? tan? u — " aber0, v d ^ ^ ^

ä tanF kl ^ (XXXVII) daher
Zäu käu

ci !o^ tan^ a - ^ cosu.sno
2 II. ä kl

^ ^-XIII. 21)
UN 2 kl ^ ^

B 4 4)
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4) und eben so
2N. 6a

L.6leca
5) 6 loZ lec a — aber ä 5ec a ---

6u.tMAa.lLca daher
6 1oA lcc a L. 6 a. tang a

6) Und eben so
6 loZ cosec a — — k. 6 a. cot a

Welche Formeln durchgchcnds von sehr gros¬
ser Brauchbarkeit sind, und dazu dienen wer¬
den, in der Folge die Berechnung der Fehler
in den Messungen sehr abzukürzen.

XDVIII. Man pflegt die bisher vorgetrage¬
nen Formeln sonst auch in der Differen¬
tial r e ch n u n g abzuhandeln, und leitet sie
<nrs der Lehre von den Grunzen derVer-
hält nisse her. Da ich diese Lehre hier
nicht vorragen durfte, ohne zu befürchten,
daß manche Leser darin» mehr Geheimnisse su¬
chen mochten, als würklich darinnen enthalten
sind, da es ferner auch zu meiner Absicht nicht
nsthwendig war, das bisherige den eigentlichen
Begriffen der Differentialrechnunggemäß, vor¬
zutragen , js habe ich einen Weg erwählet,
der Anfängern weniger geheimnisvoll scheinen

wird,
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wird, wenn sie nur sonst mit einiger Aufmerk¬

samkeit die Satze ansehen und nachrechnen/

auch übrigens in der Trigonometrie und der Lehre

von Logarithmen die erforderlichen Kenntnisse

haben.

Formeln aus der sphärischen Trigonometrie.

XI.IX. Da es in der prackischcn Geometrie

sehr oft vorkömmt, daß man die Lagen gewis¬

ser Ebenen gegeneinander betrachten und be¬

rechnen muß, die dahin gehörigen Rechnungen

aber zur sphärischen Trigonometrie gehören, so

habe ich für näthig erachtet, hier wenigstens

das allgemeine davon, und die Formeln, nach

denen dergleichen Rechnungen anzustellen sind,

kürzlich beyzubringcn.

i. Man stelle sich also (b'ch. I) vor, R8lr!ch

8O?O seyen ein paar Ebenen, die unrcr ei¬

nem gewissen Winkel gegeneinander geneigt

sind. 8? sch derselben gemeinschaftliche Durch-

schnittslinie.

Man nehme auf 8? einen wUkührlichcn

Punkt? an, und gedenke sich durch denselben

eine dritte Ebene IX, gelegt, welche die Hey¬

den erster» in und I'!) durchschnitte.

Diese Durchschnittslinien ? X, Ol) der Ebene

IIv mit den Ebenen R.8L?, 8'1 HO, wer¬

den nun gemeinschaftlich durch den Punkt X

B 5 gehen^
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gehen, weil die schneidende Ebene Ilv durch
diesen Punkt gelegt ist. Man wird demnach
aus si. s) um den Punkt? herum, drcy
ebene Winkel 8??, 8?I), erhalten,
welche bcy ? eine sogenannte körperliche
Ecke begranzen werden.

z. Auster die?!, drcy ebenen Winkeln, wel¬
che hier die Ecke bilden , kommen nun noch
drcy andere Winkel in Betrachtung , nemlich
die Neigungswinkel der Ebenen ge¬
geneinander, oder die sogenannten Flächen-
W inkel, oder auch sphärische Winkel.

4. Um solche zn bestimmen, so scyen in der
ZI Figur die Linien 8 ?, ? ?, ? I), eben die¬
selben, welche sich durch die Durchschnitte der
Ebenen in der ersten Figur ergeben haben,
dergestalt, daß also in der II Figur die drey
ebenen Winkel, 8??, 8?O, ??I), bcy ?
die Ecke der Itcn Figur bilden.

5. Man nebme nun, um den Neigungs¬
winkel der Heyden Ebenen, 8??, 8?v zn
bestimmen, in ihrer gemeinschaftlichen Durch-
schnittölime 8?, einen willkührlichen Punkt k
an, und errichte durch ihn auf 8?, ein paar
Perpendiculärlinien kl, kl, davon kl in der
Ebene 8?I), und k i in der 8 ? ? liege, so
ist bekanntermaaßender Winkel ikI, den diese
Heyden Linien ki, KI, mit einander machen ,
der Neigungswinkel der Heyden Ebenen

8??,
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51" 15, 8b"v gegeneinander. Auf eben die
Art würden die beyden Perpcndicularlinien
mn, no, davon mn in der Ebene 8 b" 15,
und n o in der Ebene I5b5I) läge, den Nei¬
gungswinkel dieser beyden Ebenen, und der
Winkel czrp, den die beyden durch r aufb"1)
senkrecht gezogene Linien egr, rp, mit einander
machen, den Neigungswinkel der beyden Ebe¬
nen 8 b" 1), 15 b" O bestimmen.

6. Es kommen also solchergestaltbcy einer
Ecke, die durch drey Ebenen gebildet wird,
sechs Stückein Betrachtung, ncmlich i) die
drey ebenen Winkel 8 b'15, 8b"1), 15b"I), die
die Ecke bilden, und 2) die drey Neigungs¬
winkel mno, ikl, prg, unter welchen die
Ebenen der Winkel 8b" 15, 8151), 15 ?1) ge¬
gen einander geneigt sind.

7. Man nehme einen willkübrlichcn Halb¬
messer an, und beschreibe aus der Ecke bch
mit demselben, in den Ebenen 8? 15, 8?1),
15 ?D, die drey Kreisbogen ^11, LE,
so sind die Bogen ^11, ./VL, 1-E, der drey
Winkel 8b'15, 8151), 151"v, Maasse. Wenn
man sich mit dem Halbmesser b' e) eine K'ngel
um den Mittelpunkt b' beschrieben vorstellet,
so würden die nur erwähnten Bogen /e 11,

(5, HL, Bogen von größten Kreis- auf
der Kugelflache seyn, und gleichsam a? ^ der
Kugelflache, ein Drcycck B Ii E, das vor. crcy
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Bogen größter Kreise eingeschlossenwäre/ ab¬
bilden. Dieses Dreycck gehörte also am Mit¬
telpunkte bch der körperlichen Ecke L zu, und
wird ein sphärisches Dreycck genannt.
Die Bogen XL, XL, LL, als Maasse der¬
jenigen Winkel/ welche die dem Drcyccke zu¬
gehörige Ecke bilden / heisscn Seiten des
sphärischen Drcyeckö.

8- Man stelle steh bey A, ein paar Tan¬
genren vor, davon den Bo¬
gen ^L im Punkte und ^x den Bogen
Xv im Punkte ^ berühret/ so stehen diese
bcydcn Tangenten/ auf dem gemeinschaftlichen
Halbmesser senkrecht; da nun auch i!e,
kl auf senkrecht stehen/ so ist ik paral¬
lel mit und kl parallel mit Xx, daher
der Winkel x ikl (Kasin. Gcom. 46
S. 2 Zus) Also der Winkel beyder Tangen¬
ten/ dem Neigungswinkel der Heyden Ebenen
gleich/ in denen diese Tangenten oder die Bo¬
gen XL, ^.L, oder die zugehörigen Winkel
X?L, X?L, liegen. Da nun die Tangen¬
ten ^^x, die Richtungen ihrer Bogen
bey ^ vorstellen (Kästn. Geom. 41 S. 6 Z.)
so sagt man, die Kreise /VL, ^VL, machen
bey einen Winkel L/VL, oder ,^Xx,
welcher dem Neigungswinkel ikl der bcydcn
Ebenen e'V L L, X?L gleich ist.

Eigentlich muß man sich bey ^ ein paar
Elemente, oder Uliendlich kleine Stückgen der

bey
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beyden Kreise ö, ^ L vorstellen. Der Win¬
kel dieser beyden Elemente ist mit dem Winkel
der Tangenten/ oder mit /-.rVx einerlei)/ weil
die verlängerten Richtungen dieser Elemente/
mit den Tangenten üch«, rV >. zusammenfallen.

Auf gleiche Weise/ und in eben der Bedeu¬
tung stellen also auch die Winkel / welche die
Kreisbogen /kE, LL bey E, und LL,
bey L mit einander machen/ die beyden'Nei¬
gungswinkel p r g, m n 0, vor.

9. Das sphärische Drcyeck hängt also mit
der körperlichen Ecke bey 'so zusammen/
daß die Seiten desselben die Maaße der ebenen
Winkel sind/ die die körperliche Ecke bey I"
bilden/ und die sphärischen Winkel LrVL,

/tLE, den Neigungswinkeln der Ebe¬
nen gleich sind / welche die körperliche Ecke
einschließen.

10. Es ist also klar/ daß/ wenn man die
Seiten oder Winkel des sphärischen Drcyecks
weiß / auch die Größe der ebenen Winkel/
welche die körperliche Ecke bilden / und die
Neigungswinkel der drcy Ebenen der körperli¬
chen Ecke bekannt seyn werden.

11. So wie nun in der ebenen Trigonome¬
trie gewiesen wird / daß drey Stücke eines
Dreyccks die übrigen drei) bestimmen / so läßt
sich gleichfalls in der sphärischen Trigonometrie

dar-

s
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darthun, daß aus drcy gegebenen Stucken ei»
neö sphärischen. Dreyecks, und folglich auch
einer körperlichen Ecke, die übrigen drei) durch
Rechnung gefunden werden können.

12. Was in der ebenen Trigonometrie die
Seiten eines Dreyecks sind, das sind in der
sphärischen Tr. die Bogen tVK, KL,
welche das sphärische Dreycck bilden, oder viel»
mehr die ebenen Winkel, Bb'U,

welche die körperliche Ecke einschlief-
sen; und was in der ebenen Trigonometrie die
Winkel des Dreyecks sind, das sind in der
sphärischen Tr. die Winkel L^c,

des sphärischen Dreyecks , oder die
Neigungswinkel der Ebenen gegeneinander,
die die körperliche Ecke bcgränzen.

iz. Nur muß man bei) dem sphärischen
Drcyecke bemerken, daß die Seiten desselben,
oder die Bogen rV Z, nicht wie

, in der ebenen Trigonometrie, durch Fußmaaße
gegeben werden, sondern daß man ihre Größe
durch Grade , Minuten u. s. w. angiebt,
und daher ist clar, daß, wenn man den Si¬
nus, die Tangente, oder sonst eine trigonome¬
trische Linie für eine Seite des sph. Dreyecks
durch Rechnung gesunden hat, man aus den
Sinustaseln auch sogleich ' die Größe dieser
Seite in Graden, Minuten u. s. w. finden wird.

lg. Es



rg. Es würde nun viel zu weitläuftig seyn,
hier die Beweise für die Vorschriften zu ge¬
ben , nach denen sich in einem sphärischen
Dreyecke, aus drey Stücken desselben/ die
übrigen durch Rechnung bestimmen lassen. —
Ich verweise daher meine Leftr auf Hrn. H.
K ä si n e r 6 asire!i o m. A b h. I S n m nr S.
II Abl). oder aus andere Schriften/ z. E.
K a r si e n s M n t h e m a t i k II Thcil u. s. w.
uiid begnüge mich hier bloö mit den Formeln
ohne Beweis / wornach Anfänger die Auflö¬
sung eines sphärischen Dreyecks bewerkstelligen
können / wenn sie nur aus demjenigen/ was
ich bisher allgemein bcygcbracht habe/ wissen/
was sie eigentlich zu suchen haben / und nicht
vergessen/ daß dasjenige/ was in einem sphäri¬
schen Dreyecke durch Rechnung gefunden wird/
auch allemahl auf die zugehörige körperliche
Ecke sich beziehe.

I.. Ich werde nun ein für allemal in einem
sphärischen Dreyecke/ die drey Winke! desselben
mit den großen Buchstaben L, L, be¬
zeichnen / und die gegenüberstehenden Seiten
desselben/ mit den kleinen n, I>, c.

Regeln zur Auflösung sphärischer Dreyecke.
Ick. Man kan hier eigentlich 5 Aufgaben in

Erwägung ziehen. Die erste: Aus drey
Stücken eines Dreyecks die übrigen zu finden/

wenn
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wenn sich unter den gegebenen Stücken ein
Winkel und eine gegenüberstehende Seite befin¬
den. Die zwotc: Aus zwo Seiten und dem
eingeschlossenen Winkel, das übrige zu finden,
die drille, aus einer Seite und zwcen an¬
liegenden Winkeln, und ferner die vierte aus
allen drey ^Seiten, und endlich die fünfte
aus allen drey Winkeln das übrige zu finden.
Die Formeln für die Auflösung dieser 5 Fälle
find nun folgende.

Für den ersten Fall hat man die
Regel, daß Zfich die Sinusse der Seiten, wie
die Sinusse der gegenüberstehenden Winkel ver¬
halten. ödesten also die gegebenen Winkel
L, und die gegenüberstehenden Seilen u, d,
so hat man sin /V: sn L sn g,: sn d, also

sn kV. sn d — kmL. sn cl.

Durch welche Formel also aus zwey Seiten
und einem Winkel, der andere Winkel, oder
aus zween Winkeln, und einer Seite, die an¬
dere Seite gefunden werden kan.

Für den zweiten Fall Heise der
gegebene Winkel, und c, b, die deichen Sei¬
ten, die ihn cinschliessen, so kau man entwe¬
der einen von den buchen übrigen Winkeln
L, ö, die den Seiten c, b, gegenüber stehen,
oder die dritte Seite u, die dem gegebenen
Winkel ch gegenüber stehet, durch Rechnung

finden.
' U
^ f
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finden. — Man hat für diese beyden Auflö¬
sungen folgende Formeln.

^ sm^.dan?b
1) dun? L - -

im L — ranZ b. cos L. cos^

oder wegen —--- cot ö
^ tanZL

c
cor L — . coic.cot/l.

iin/v.tÄNAb
wodurch man den Winkel ö findet, welcher der
Seite b gegenüber stehet. Verlangte man
den Winkel L, so würde man ihn durch eben
die Forme! finden, wenn man nur L, b, c,
statt L, c, b, setzte.
2) cosa cos . im b. sm c ch cosb. cosc
ist die Formel, wodurch aus den beyden Sei¬
ten c, b, und dem eingeschlossenen Wmkel sV,
die dritte Seire n bestimmt wird.

I.IV. Für den dritten Fall seyen L,
die beyden gegebenen Winkel, und c die Seite
an der ste anliegen, so ist für den dritten der
Seite c gegenüberstehenden Winkel.

i) cosL — cosc. sm ^. imL—coiA.cosL.

Für eine der beyden Seiten aber
sm c tunZ L

dan^ cosc cos^V tunZL ch sm^.
C oder
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oder

sm^cotL ^ ^cot b — — 4- cos ^ cor c
5m c

wo b» die Seite bedeutet, die dem Winkel L
gegenüber stehet.

Es ist klar, daß man auch die Seite b be¬
rechnen konnte / wenn man vorher nach (i)
den Winkel L gefunden hat —> denn alsdann
hat man nach der Regel I.II.

km L: km c — kin L: km d oder
^ sm c sm L
ün d — ^sm L

I.V. Die Auflösung des vierten Falles er,
Hiebt sich sogleich aus der Formel (I.IV. 2)
denn aus ihr folgt umgekehrt

cos n — cos b cos c
cos— - oder

sm I) sm c
cosu

cos/s — ^-7-7^ cot d cot csm d km c
wo also der Winkel ist, den die beyden
Seiten c, d, einschließen.

I.VI. Wenn endlich für den fünften Fall
die drcy Winkel L, L, Helsen, und man
will die Seite u haben, welche dem Winkel
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^ gegenüber stehet, so hat man für dieselbe
nachstehende Gleichung

cos^e
cot a — 7—777.—^ ^ cot L cot LünLünL

I>VlI. Alle diese Formeln stnd für den Si¬
nus totus — 1 eingerichtet, daher man auch
unter dieser Voraussetzung nach (Trig. S. 1)
die Rechnung führen muß. Man bedient sich
also der trigonometrischen Linien nicht so, wie
sie für den Sinus totus — 10000000 in den
Tafeln angegeben sind, sondern dividirt vorbcr
jede in den Tafeln, mit der Zahl 10000000,
ehe matt sie zur Berechnung unserer Formeln
braucht , Und wenn umgekehrt nach der Be¬
rechnung eine gewisse trigonometrische Linie für
den Halbmesser 1 herausgekommen ist, so mul-
tiplicirt man sie vorher mit der Zahl 10000000,
che man sie in den Tafeln aufsuchet, und dett
ihr zugehörigen Winkel bestimmt.

Die Meisten dieser Formeln sind so beschaft
fen, daß sie aus zwcen Theilcn bestehen, da¬
von jeder besonders ausgerechnet werden muß,
welches für die Rechnung mit Logarithmen
nicht ganz bequem ist. So z. E. bestehet in
1.VI die Formel, wodurch man cos u findet,

cos ^
aus zwcen Theilcn und cot L cot L»lm L un L
davon jeder besonders ausgerechnet werden muß-

C 2 Ob
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Ob nun wohl zwar jeder Theil für sich durch
Logarithmen ausgerechnet werden kan, so wäre
cö doch besser, die Formel wäre so eingerich¬
tet, daß man nicht erst ein paar T-'eile zusam¬
men addircn müßte, um den Losa zu finden,
sondern geradezu statt des Cosinus selbst, den
Logarithmen desselben erhielte. Dieß würde
offenbar geschehen, wenn die Formel für
Losa, nicht durch eine Summe, sondern durch
ein einziges Product, oder einen Quotienten ge¬
geben wäre. Formeln, wodurch man diese
Absicht einer leichtern Berechnung erreichen
kan, findet man gleichfalls in oberwahntcn
Astron. Abh. Hrn. Hvfr. Kästners,
allein da ich sie zu meiner Absicht in der F lge
eben nicht gebrauchen werde , so habe ich sie
weggelassen,und bin der Meinung, daß, wenn
man auch nur die von mir angegebenen For¬
meln braucht, die Rechnung doch eben so gar
weitlauftig nicht ist.

LVIII. Um die Berechnungsart wenigstens
durch ein Beyspiel hier zu erläutern, und die
bcym Gebrauche vorkommende Erinnerungen
desto besser ins Licht zu setzen, will ich z. E-
die Formel (LVI) nemlich

cos ^
cos a — . „ ^ — -i- cot L cot LsmZsmL

dazu gebrauchen, wo ich den ersten Theil smöünL
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x und den zweiten cor L cot ^ nennen
will. Es sey also z. E. ^—135°; L —70°;
L^-6o°; so ist cos^ —cosiZ5° —00^(90°
4-45°) 45°
Mithin

lin 45°

Nun ist
loZlin 45° — 9,849^85c-"io)

loZ lm 8o° ^ 9,9729858—IO

IoZ tm 6o° — 9/9Z75Z06—10^
Smne dics.bcyd.Log. — 9,9105164—io^i
abgez. von 15ni45° läßt 3,9389686— loZx

Ich habe nemlich die Charakteristik des Lo¬
garithmen vom lm 45° in Gedanken um 4 Ein¬
heiten vermehrt, damit ich einen Logarithmen
13,8494850—lo bekäme, von dem der Ab¬
zug des Logarithmen9,9105164—10 gesche¬
hen könnte, und zum Reste ein Logarithme
übrig bliebe, den man alsdann unter der Cha-
racteristik 3 in den Tafeln aufsuchen könnte. —
Man muß aber hierauf von der Zahl, welche
dem Logarithmen 3,9389686 zugehöret,
wieder so viel Decimalstcllen mehr abschnei¬
den , um so viel Einheiten oberwähnte Cha¬
rakteristik vermehret worden ist z Nun ge-

C Z hört
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hört dem Logarithmen 9,9389686 die Zahl 8689
zu, daher 4 Dccimalsiellen abgeschnitten,

x — 0,8689
Ferner ist loZ cor 70° — 9,5610659—10

loZ cor 6c>° — 9,7614394—10

Summe 19,9225053—20

Hier vermehre ich gleichfalls die Charakteristik
19 um 4Einheite; dann wird 29,9225059—20—
9,9225059, von der Zahl aber die nun diesem
Log. zukömmt, schneide ich auch 4 Dccimalstcl-
lcn ab, oder dividire sie mit 10000, und finde
sodann

7 — 0,21019
Es ist also co5u — —>x4-7 ——0,86890-5

0,21013 —— 0,65878; Dicß wäre also cos 4
für den Sinus totus — 1, daher für den Sinus
totus— 10000000, wird

cos u — —^ 6587800

Da aber dieser Cosinus negativ ist, so zeigt
dieses an, daß der Winkel u stumpf seyn müsse.

Man suche also in den Tafeln einen spitzigen
Winkel, dessen Sinus die gefundene Zahl
6587800 ist, addire dazu 90°, so hat man den
Winkel oder Bogen u — 41° 12' 4- 90° —
iZl" 12^?

Eigcnt«
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Eigentlich fällt u zwischen 12' und
izi° ig' und man könnte die Sccundcn/ wenn
es nöthig wäre, durch. Proportionaltheile
suchen.

Wenn man die Key diesem Beyspiele vorkom»
wenden Erinnerungen sich wohl bekannt ge¬
macht hat, so wird es keine Schwürigkcir
haben/ auf eine ähnliche Art auch mit den
übrigen Formeln gehörig zu rechnen.

Anmerkung. Die meisten von den an¬
geführten Formeln sind so beschaffen/ daß sie
in jedem Falle anzeigen / ob der gesuchte Bo¬
gen oder Winkel spitz oder stumpf ist.
Das entscheidet sich in solchen Fällen/ wo die
gesuchte Größe durch einen Cosinus oder
eine Tangente gefunden wird; denn wenn
diese trigonometrischen iinien bejaht oder ver¬
neint werden/ so gehören sie zu spitzen oder
stumpfen Winkeln.

In den Fällen/ wo ein Winkel durch einen
Sinus gefunden wird/ findet eine Zweideutig¬
keit statt/ weil cinerlcy Sinus sowohl zu einem
spitzen/ als stumpfen Winkel (wo letzterer die
Ergänzung des spitzen zu 180° ist ) gehören
kan. Von der Beschaffenheit ist die Formel
(UI) sin /V: sm u — im Lim b» In die?

C 4 scr
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ser bleibt es unentschieden, ob man den aus
ihr gefundenen Bogen oder Winkel, spitz oder
stumpf nehmen müsse. Die Umstände einer
Aufgabe , worauf diese Formel angewandt
wird, werden indessen gewöhnlich diese Zwey->
deutigkeit entscheiden.
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