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Vorred e

Die gegenwiirtige Schrift erscheint nahe zu gleicher
Zeit mit der »kurzen Anleitung zur gesammten Mathe-
matik ,« welche letzte von jener, in der That friher vol-
lendeten, gleichsam als ein Auszug betrachtet werden
kann, obschon in beyden Schriften Ordnung und Beweis-

art hiufig ganz verschieden ist.

Schon in dem Vorworte zu dieser Anleitung habe ich
mich iiber das Sichten und Verwerfen des frither Gesam-
melten, und iiber die Hindernisse erklirt, die sich die-
sem Geschiifte, recht ausgefiihrt, entgegen setzen. Mir
wenigstens wurden diese Hindernisse erst dann recht fiihl-
bar, als ich mich nur mit Widerstreben von immer meh-
reren Gegenstinden losreifsen mufste, die doch, ihrer
Schonheit und ihres Nutzens wegen, der Aufnahme so
wiirdig schicnen. Allein vielen meiner Freunde, die ich
bey der Ausfithrung vorziiglich zu beachten suchte, schien
im Gegentheile meine Entsagung noch immer nicht weit
genug gegangen zu seyn, und auf diesen ihren Rath ist
der erwithnte Auszug entstanden. — Meiner Besorgnifs,

in demselben gar zu mangelhaft zu erscheinen, suchten
* ¥




Y Vorrede.

sie dadurch zu begegnen, dals man, neben dieser kiirze-
ven, auch jene erste, oder die gegenwiirtige viel weiter
gehende Schrift, bestehen lassen sollte, und dals, da ja
doch beyde immer nur als eine erste Anleitung dargebo-
ten werden, die Folge bald entscheiden werde, welche
von ihnen die Leser mehr anspricht. Auch kénnte,
wie sie dafiir hielten, das eine fir die erste, das andere
fiir die weiter gehende Selbstbildung, oder jenes fiir die
unteren , dieses fiir die héheren Classen des 6ffentlichen
Unterrichts angemessen gefunden, und so beyden Ab-
sichten, wie es wohl wiinschenswerth wiire, entsprochen

werden,

Dicse Vorschlige schienen lockend genug, aber sie
sind nicht ganz eben so leicht ausfithrbar. Der gute Wille
und die Absicht, etwas recht Nitzliches zu thun, mag
immerhin sehr lobenswerth seyn, Aber damit ist noch
lange nicht alles gethan. Denn Zeit und Lust und Kraft
fordern auch ihre Rechte, und diese hingen nicht immer,

wie jene, von uns ab.

Wie es aber auch damit beschaffen seyn mag: guter
Rath, sagt'man, kommt aber Nacht, und was nicht « priori
als das Beste erkannt werden kann, wird sich vielleicht
desto sicherer durch den Erfolg erkennen lassen. Auf
ihn wollen wir daher die Hoffnung, und nach ihm das
kiinftig zu beobachtende Verfahren zu richten suchen.—
Wenn nimlich einer von jenen beyden Versuchen des

Beyfalls der Leser und einer anderen Auflage sich er-
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Vorted e. v
freuen sollte, so wiirde es mir am gerathensten erschei-
nen, den minder begiinstigten seinem Schicksale zu iiber-
lassen , und dafiir jener ersten Schrift eine andere, gleich-
sam einen zweyten Theil, folgen zu lassen, und densel-
ben, ohne weitere Wiederholung der ersten Elemente,
auf jenem ersten, als auf einer Basis zu erbauen, so dals
das eine da beginnt, wo das andere geendet hat, und
dafs, in ununterbrochener Folge, durch den ersten, fiir
sich als selbststindig zu betrachtenden Theil, der An-
finger oder der blofse Freund der Wissenschaft, durch
den anderen aber auch derjenige zufrieden gestellt wiirde,
der eine nihere Bekanntschaft mit dem Gegenstande ein-
zugehen wiinscht. Auf diese Weise konnte. auch jener
Doppelzweck der oben erwihnten niederen und héheren
Unterrichtsanstalten erreicht, und ein noch immer ge-
dringtes, nur auf das beyden Zwecken Nothwendige sich
beschrinkendes, und doch aller Classen von Lesern an-
gemessenes Lehrgebiude der Wissenschalt aufgestelit

werden.,

Bis dahin aber habe ich es vorgezogen, mehr dem
Beyrath meiner Freunde, als meiner eigenen, so eben
ausgesprochenen Ansicht zu folgen. Mégen sic meinen
aufrichtigen Dank fiir den Antheil, den sie der Sache
schenkten, annehmen, und wenn ich hinter thren Wiin-
schen zuriickblieh, freundliche Nachsicht hegen. Auch
hitte ich, meinerz Wunsch nur hérend , mich dem Unter-
nehmen lieber ganz entzichen, und die Ausfiilhrung des-

selben, sie wissen, mit welchem innigen Vertrauen,
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einem von ihnen selbst iiberlassen mogen. Indels, nach-

dem ich lange genug widerstanden und sattsam angefiihrt
hatte: cur excusatus abirem — konnte ich ihrem wieder-
holten Dringen nicht weiter widerstchen, und iibergebe f
mich daher hiermit sammt allem, was ich habe, der

freundlichen Gunst der Leser.

Wien, den 4. November 1837.

Der Verfasser.
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Erstes Capitel.
Rechnung mit ganzen Zahlen.

§. 1. (Numeration.) Die neun ersten ganzen Zahlen
driicken wir bekanntlich durch folgende Zeichen oder Ziffern aus

Tl b e n@10Ss) i SlenseV1ET 7 . . « sieben,
2., . ZWey, Ao nfiint 8., aeht,
3f et drey, 6 ... sechs, QiR inenn,

Dieselben neun Ziffern kénnen aber auch alle folgenden
grolseren Zahlen bezeichnen, indem man ihnen einen doppelten
Werth beylegt, einen absoluten , namlich den eben angezeigten,
und einen relativen , der von dem Orte oder von der Siellung
jeder Ziffer gegen die anderen abhingt. Diese Stellung auszu-
driicken, braucht man das Zeichen o (oder Null), das an sich
selbst keinen VWerth hat, sondern nur die leeren Stellen, wenn
es deren gibt, bezeichnet.

So driickt das Zeichen 1, allein genommen, die Einheit
aus, und diefls ist sein absoluter Werth, Allein in der zweyten
Stelle (von der Rechten zur Linken) oder so ausgedriickt:

10,

bezeichnet es die Einheiten der zweyten Ordnung oder die Ze/-
ner. In der dritten Stelle
100 :
gibt es dic Einheiten der dritten Ordnung oder die Hunderte,
in der vierten Stelle die Tausende, in der fiinften die Zekntau-
sende , in der sechsten die Hunderitausende, und in der sichen-
ten endlich die Millionen oder die Tausendmaltausende.
Demnach bezeichnet also die Zahl

32
o Einheiten und 3 Zehner, oder wie man sich auszudriicken
pilegt, zwey und dreyfsig Einheiten; die Zahl




. = EE e

4638
betrigt 8 Einlieiten, 3 Zehner, 6 Hunderte und 4 Tausende, oder :
viertausend sechshundert acht und dreylsig Einheiten; und eben
50 betrigt die Zahl
572040"3

6 Einheiten, 4 Hunderte, 2 Zehntausende, - Hunderttausende
und 5 Millionen, oder: fiinf Millionen, siebenhundert und zwan-
gig Tausend , vierhundert und sechs Einheiten,

So wie aber die siebente Stelle die Einheiten der Millionen
enthilt, so enthilt wieder

die achte Stelle die Zehner der Millionen

» neunte » » Hunderte » »

» zehnte » » Tausende » B
und so fort, so dals die dreyzehnte Stelle die Einheiten der Mil-
lionen von den Millionen oder die sogenannten Billionen, die
necunzehnte Stelle die Trillionen u. s. w, enthilt,

Um daher eine gegebene Zahl auszusprechen, theilt man
sie, von der Rechten zur Linken, in Classen von sechs zu sechs
Ziffern, und driickt jede Classe auf die angezeigie YWeise durch
Worte aus. So ist z. B. die Zahl

45 839407 860534
gleich 45 Biliionen ,
839 Tausend, 4 Hundert und = Millionen,
860 Tausend, 5 Hundert und 34 Einkeiten.

Numeration ist die Lehre, eine gegebene Zahl, den vor-
hergehenden Vorschriften gemils, zu schreiben oder auszu-
sprechen.

§. 2. (Ad(iiti{)ll.) Zwey oder mehrere Zahlen addiren
heifst: sie zusammen zihlen oder ihre Summe suchen.

Zu diesem Zwecke konnte man ganz einfach zuerst die Ein-
heiten, dann die Zehner, dann die Hunderte u. f. dieser Zahlen,

jede fir sich, addiren, die so erhaltenen Partialsummen, nach

dem relativen Range jeder Ziffer, unter einander stellen, und
dann die gemeinschaftliche Summe dieser Partialsummen neh-
men, wie folgendes Beyspiel zeigt




§ 3. h

462 odel bogm4
7385 539(}
7 whi A8t
13 15
2 12
16 11
Summe . . 15837~ 12363,

Man bemerkt aber sofort, dals es kiirzer ist, o oft eine
dieser Partialsummen mehr als eine Ziffer hat, nur die Ziffer des
niedrigeren Ranges zu schreiben, und dafiir die andern sogleich
#u den Ziffern des niichst héheren Ranges hiniiber au nehmen.
Dadurch erhilt das zweyte Beyspiel die Form:

6974
5389
12363 wie zuvor.
Auf dicselbe Weise erhilt man

836 oder kiirvzer 8356
247 247
Joz Joe
468 468

T 22 1852 wie zuvor,
13

17

Summe .. 1852

g- 3. (SLI.I)EI‘;:ICLJ'UJL) Zwey Zahlen subtrahiren heifst, ih
ren Unterschied oder ihre Differenz finden,

Man schreibt die kleinere Zahl unter die gréfsere so, dafs
in beyden die Ziffern desselben Ranges unter einander stehen.
Dann zieht man, von der Itechten anzufangen, die untere Zi(ler
von der oberen ab, und wenn diels nicht angeht, vermehrt man
die obere Ziffer um zehn, indem man, um diefs wieder gut zu
machen, die niachstfolgende obere Ziffer um eine ihrer Einheiten
vermindert, welche Verminderung man, um Irrungen zu ver-
meiden, durch einen oheren Punct anzeigen kanu.

S0 hat man 84206359
3614257

Differenes qTiFn 038 s,
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6 §. 4.

Die Probe der richtig gefiihrten Subtraction besteht in der
Addition der zwey untersten Reihen, deren Summe der oberen
Reihe gleich seyn mufs. So ist in unserem Beyspiele

3()14257
4806382

Summe .. 84200639 wie zuyor,

§- 4. (Multiplication.) Zwey Zahlen multipliciven heilst,
die eine dieser Zahlen so oft nehmen, als die andere Einhei-
ten hat.

Die beyden gegehenen Zahlen nennt man Factoren, und die
gesuchte Zahl heilst das Product,

VVenn der eine dieser Factoren nur aus einer cinzigen Zif-
fer besteht, so kann man sein Product mit jeder einzelnen Ziffer
des anderen Factors nechmen, diese Producte, nach dem Range
ihver Ziffern, unter ecinander schreiben, und dann ihre Summe
(nach §. 2.) suchen, wie folgendes Beyspiel zeigt, wo 3 und 675
die beyden Factoren sind:

675
3

15

. 1 8
Product .. 2025.

I. Allein man sieht auch hier sogleich, dafs es kiirzer ist,
nur die erste Ziffer dieser Partialproducte zu schreiben, und da-
fir die zweyte sogleich zu dem nichst hoheren Producte zu addi-
ren. Dadurch erhilt unser Beyspiel die folgende einfachere
Gestalt:

675
3
2025 wie zuvor.

II. Ganz eben so wird man auch verfahren, wenn jeder
Factor mehr als eine Ziffer hat, wenn man nur das aus jeder hi-
heren Ziffer (nach L) entstandene ganze Partialproduct um eine
Stelle weiter links setzt, und dann die Summe aller dieser Par-
tialproducte nimmt. So hat man, wenn 675 und 353 di¢ beyden
Factoren sind ;

-
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675 oder auch 353
353 675
2025 165
3375 2471
2025 2118
Product . .-_238375'- _2383;5- wie zuvor.

III. Hat man mehr als zwey Zahlen mit einander zu multi-.
pliciren, so sucht man zuerst von zweyen derselben das Product
nach II., und dann wieder von diesem Producte mit der dritten
Zahl das neue,Product u, f,

Hitte man z. B. das Product der drey Factoren

25, 47 und 08
zu suchen, so ist das Product
von 25 in 47 gleich 1175,
und von 1175 in 68 gleich 7gqoo0,
wo die Ordnung, in welcher man die einzelnen Factoren wihlt,
willkiirlich ist.

g. 5. (Di\-’ision.) Zwey Zahlen dividiren heilst suchen,
wie oft die kleinere derselben in der griéfseren enthalten ist. Die
kleinere Zahl wird Divisor, die grilsere Dividend, und die ge-
suchte Zahl wird Quotient genannt,

Es sey z. B. die Zahl 14952 durch 28 zu dividiren. Sucht
man den Quotienten zuerst nur in den ganzen Hunderten, so
hat man

2814952500
14000
Rest.. : 952,
wo 14000 das Product von 28 in 500 ist, Diels zeigt daher, dals
der Diyisor 28 in dem gegebenen Dividend 500 mal enthalten ist.

Allein das Product der beyden Zahlen 28 und 500 ist nicht
14952, sondern nur 14000, und die Differenz der beyden letz-
ten Zahlen oder der Rest dieser ersten Division ist 952, der sich
selbst wieder durch 28 dividiven laflst,

Sucht man daher neuerdings den Quotienten von 932 und
28, und zwar nur in den ganzen Zehnern, so findet man, wie
Z0VOr !
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8 0 5 :
2895230
840
Rest , , 1 12,

und da der Rest 112 dieser zweyten Division sich ebenfalls wie-

der durch den alten Divisor 28, und zwar ohne weiteren Lest, f
dividiren lifst, so hat man
281124
112
Rest. . : o.
Demnach enthilt der gesuchte Quotient
5 Hunderte,
3 Zehner, und
4 Einheiten,
oder der gesuchte Quotient unserer Division ist
534,

I. Eine geringe Aufmerksamkeit wird auch hier sogleich be-
merken, dafs man diese drey Divisionen abkiirzend in eine einzige y
zusammenziehen kann, so dafs man also, ohne die angezeigten Ope-
rationen wesentlich zu #ndern, diese Division unter folgender Form
darstellen wird ;

28149562534
140. .
e

84.
112
Rest .| : o,

Eben so findet man z, B, dafs die Zahl 3622704, durch 426
dividirt, den Quotienten 8504 gibt,

II. Die Probe der Division ist die Multiplication, Das Pro-
duct des Divisors in den Quotienten mufs néimlich den Dividend '
wieder geben, So ist in dem ersten Beyspiele : '

534
28
4272
1068
Product .. 14952 wie zuvor.
4




III, Man sieht von selbst, dafs die Multiplication erme ab-
gekiirzte oder wiederholte Addition, und dafs die Division eine
wiederholte Subtraction ist,

1V. Um die Multiplication und Division mit grifseren Zah-
len zu erleichtern, mufs man die Producte der einzelnen Ziffern
dem Gedichtnifs einprigen. Dazu dient das sogenannte Einmal-
eins oder die folgende Tafel, aus der man z. B, sogleich sieht,
dals 4 mal 6 gleich 24, oder dafs 5 mal 7 gleich 35 u, f. ist,

sy
—
&)

3 | 41 5 b 7 g 9

2 4 6' 8|10 |12

3 6 9

12 |15 | 118 | 21 | 24 27

4 8 |z 1("‘,50 24 | 28 | 32 | 36

5| 10 i:3| 20 | 25 i 30 | 35 | 40 | 45
i o RN e
7| x4 | 21| 28 TS 4—24—9 56 | 63 |
—8 1—(: 72’; ] 32 | 4o | 48 | 56 | 64 | 72

9 | 18 | 2~ ‘ 36| 45|54 |63 |72 |8

§.6. (Zeichen der v rhergehenden Operationen.)
Um auszudriicken, dafls man zwischen zwey oder mehreren Zah-
len eine der vier vorhergehenden Operationen vornehmen soll,
hat man folgende Zeichen gewiihlt:
-} ist das Zeichen der Addition,

SN iy » » Subtraction,
SC r o » Multiplication,
- » » » 0 |)i\‘isim1.

Uberdiels ist noch = das Zeichen der Gleichheit derjeni-
gen Grolsen, zwischen welchen es stecht. So hat man z. B.
0 “y ’
7 + 3 = 10 und 7 — 3 = 4,

A6 =124 und 24 ; 6 = 4.
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Endlich driickt noch das Symbol ¢ >b aus, dals a grofser
als b ist. So hat man 5> 3 oder 4 < 7.

I. Wenn man eine dieser Operationen mit mehreren Zah-
len vornehmen soll, so pflegt man diese letzteren in Klammern
einzuschliefsen, um sie dadurch ¢ls ein zusammengehérendes
Ganze darzustellen.

So heilst z. B.

(C+3) < (G—2),
dafs man die Zahl 543 oder 8 durch 7—2 oder 5 multipliciren
soll, so dafs man demnach hat

(543) >< (7—2) = 4.

II. Bemerken wir noch, dals die Division auch durch einen
horizontalen Strich angezeigt wird, iiber welechem der Dividend,
und unter welchem der Divisor st¢ht, und endlich, dals die
Multiplication in solchen Fillen, wo teire Zweydeutigkeit daraus
entsteht, durch einen einfachen Punct zwischen beyden Facto-
ven, oder auch durch ein blofses Nebeneinanderstellen dieser
Factoren ausgedriickt wird. So hat mav in den vorhergehenden
Beyspielen
fiir die Division

5 =4,
und fiir die Multiplication
(543). (7—2) = 4o,
oder auch ganz einfach

(5+ 3) (7——2} =0

e



Zweytes Capitel.
Rechnung mit Decimalbrichen.

g . (Er]{l{irnng.) Nach dem Vorhergehenden (. 1.)
geht man, bey unserer Art zu ziihlen, von der Linken zur Rech-
ten immer zu zehnmal kleineren Grifsen herab, so dals z. B.
die 3t Stelle die Hunderte, die 2t¢ die Zehner, und die 15t¢ die
[inheiten enthilt.

Allein nichts hindert, nach denselben Gesetzen auch noch
weiter abwirts fortzuschreiten, und daher die Ziffer der istes,
aten  3ten . . Stelle, rechts von den Einheiten, in derselben
Ordnung 10, 100, 1000 Mal . . . kleiner, als diese Einheit, an-
zunehmen.

Diese neuen Grofsen werden also nicht mehr, wie zuvor,
Vielfacke der Einheit, sondern sie werden nur T/keile dieser Ein-
heit, oder sie werden Briiche seyn, und da diese Briiche, nach
den Stellen ihrer Ziffern, immer zehnmal kleiner werden, so wer-
den sie zehntheilige Bricche oder Decimalbriicke genannt,

I, Um dieDecimalbriiche yon den ganzen Zahlen zu unter-
scheiden, werden sie von den letzten durch einen unten ange-
setzten Punct getrennt. Auf diese Weise bezeichnet die Zahl

472.328
472 Ganze, 3 Zehntel, 2 Hundertel und 8 Tausendtel, oder was
dasselbe ist:

472 Einheiten und 328 Tausendtel der Einheit.
I

§. 8. (Rechnung mit Decimalbriichen.) Da das
Gesetz, nach welchem die Ziffern der Decimalbriiche fortgehen,
dasselbe mit dem der ganzen Zahlen ist, so wird man auch auf
sie (]1'(':‘ oben (§. 2.—35.) angezeigten Operationen ohne wesent-
liche Anderung anwenden.

Sonach wird es hinreichen, dieses Verfahren hier blols
durch einige Beyspiele zu zeigen.
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12 §. 8.
I, Addition,
5,723
8.054
0.023
0.3 0 4 <
30107,
11, Subiraction,
543208
2314354
3 = 8 27;}
wo man, um in beyden Zahlen gleich viel Decimalstellen zu ha-
ben, statt 54.3208 auch 54.32080 schreiben kann, da in Deci-
malbriichen die Null rechts, so wie bey ganzen Zahlen die Null
links, keinen Werth hat.

L. Multiplication.

13.(10.4.’; 0.003 2
2,53 0.00054
40812 128 i
68020 160
27208 0000001728
3441812,

Um in dem Producte den Punct, der die Ganzen von den
Briichen trennt, an die gehorige Stelle zu setzen, wird man be-
merken, dals das Product eben so viele Decimalstellen haben
muls, als beyde Factoren zusammen genommen,

1V. Division,
235]/2052161/87326 und o2 |oor4148lo0524
1880. .. 135..
| Wl TS —() 4 -
VO A DY, 54.
766. 108 -
705, 108
b1 T
4o
1410
1410

1]

------




§. 8. 13

Um in dem Quotienten den Punct an seine Stelle zu setzen,
gibt man den beyden zu dividirenden Zahlen, durch rechts an-
gehingle Nullen, dieselbe Anzahl Decimalstellen, und dividirt
dann (nach §. 5.) wie in ganzen Zahlen. So hat man in dem letz-

5 ten Beyspiele
0.014148 0.014148 14148
0.27 o 0.270000 2 m’
s0 dals daher ist
270000{14:4800Im0524 wie guvor.
1350000
" 648000
540000
1080000
1080000
0
Auch kann man, da hier ebenfalls (wie §. 5.) die Multipli:
g cation die Probe der Division ist, den Quotienten durch den
Divisor multipliciren, und zwar blofs in den ersten Ziffern,
wenn man sich nur versichern will, dals der Punet des Quotien-
ten an seiner Stelle ist.
So hat man in demselben letzten Beyspiele
Divisor . . o.279
Quotient . . o0.05
0.0135,
also das Product 0.0135 sehr nahe gleich dem vorhergehenden
Quotienten 0,014148. Nimmt man bey dieser Multiplication den
Quotienten 0.0524 vollstindig, so findet man auch den Quotien-
ten 0.014148 vollstandig wieder.
Auf dieselbe WWeise erhilt man
60}:‘,{!4 =824,
-
_0.060.‘)(!; 0.82[} ;

-).Uf3:1

0.{:1!5(]_1,

— . — 0,00824 u. f.
ad.0




Drittes Capitel
Gewodhnliche Briich e

§. 9. (El'lx’lii[‘l‘li'lg.) In den bisher betrachteten Decimal-
briichen wird die Einheit, wie wir gesehen haben, immer nur
in 10 oder 100 oder 1000. ., gleiche Theile getheilt. Sie kann
aber auch in jede andere Anzahl, z. B, in 4 gleiche Theile, d. h, in
Viertel, getheilt werden. Wird dann von diesen 4 Theilen eine
bestimmte Anzahl, z. B. 3 genommen, so erhilt man drey Vier-
theile oder drey FVicrtel der Einheit.

In diesem Beyspiele wird also die Einheitin 4 gleiche Theile
getheilt, d. h. sie wird durch 4 diyidirt, und von diesen Theilen
werden 3 genommen, so dafs dalher » drey Fiertheile der Binkeit
nehmen« so viel heiflst, als »die Zahl 3. durch 4 dividiren:«

Aus diesem Grunde driickt man auch diesen Bruch, analog
mit der oben (§. 6.) eingefiihrten Bezeichnung der Division, durch
die Grifse
aus, und nennt iiberdiels die Zahl 4, unier dem Striche, den
Nenner , und die Zahl 3, iiber dem Striche, den Zihler dieses
Bruches 7, so dafs daher der Nenner eines Bruchus anzeigt, in
wie viel Theile man das Ganze oder die Einheit getheilt hat, und
der Zihler, wie yviel dieser Theile man genommen hat.

I. Ist der Zihler eines Bruches grifser als sein Nenner, so
ist der VWerth des Bruches auch groflser als die Einheit, und er
wird dann ein uneigentlicher Bruch genannt. Ein solcher ist z. D,
oder sieben Fiinftheile der Einheit, die also gleich der Einheit
und noch zwey Fiinftheilen derselben sind , s0 dals man hat

by RS 2
s ==l st
wofiir man auch der Kiirze wegen 12 zu schreiben pflegt.

IL. Man kémmt auf diese uncigentlichen Briiche durch die
Division zweyer ganzen Zahlen (nach §. 5. )» wenn der Hest der
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Diyision nicht Null wird, d, h, wenn der Dividend kein ganzes
YVielfaches des Divisors ist.
Soll z. B. die Zahl 50 durch 3 dividirt werden, so hat man
(nach §. 5.)
35016
3
‘20
18
Rest .. 2,
so dals daher diese Division den Rest 2 lifst, oder dals der voll-
stindige Quotient dieser Division gleich 16 und * Einheiten oder
gleich dem uneigentlichen Bruche

1st.

§- ro. (Reduction der Briiche auf einerley Nenner.)
Wird Zihler und Nenner eines Bruches durch dieselbe Zahl mul-
tiplicirt oder dividirt, so wird dadurch der VWerth desselben
nicht geiindert.

So ist z. B.

3 . 3xa 6

4 >0

=t‘i..

6

In der That, bey dem Bruche { hat man das Ganze in 8,
also in doppelt so viel Einheiten getheilt, als bey dem Bruche 2,
aber dafiir hat man auch dort 6, das heilst, doppelt so viel die-
ser Theile genommen, als hier.

Eben so ist

6 G:2 3
10 10: 2 3
wo man wieder in ; nur halb so viel Theile, als in =, aber auch
zwey Mal grélsere Theile genommen hat,

I. Will man daher zwey Briiche, ohne ihren Werth zu in-
dern, auf einerley Nenner bringen, so wird man Zihler und Nen-
ner eines jeden dieser Briiche durch den Nenner des anderen
multipliciren, Sind z, B. die Briiche gegeben

a 3
5 und T
so hat man auch
234 8 3=<3 9
e = — und —

3 <4 12 4§23 g
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so dals man also statt den beyden gegebenen Briichen auch die
zwey folgenden mit gleichen Nennern setzen kann :

R TIT G

Ia ta
1. Dasselbe lilst sich auch auf drey und mehr Briiche fort-
setzen. Sind z, B. die Briiche gegeben

;
, = und

3
=y

so wird man, um sie auf gleiche Nenner zu bringen, nur Zihler
und Nenner eines jeden dieser Briiche durch alle iibrigen Nen-
ner multipliciven, also

= durch 8 ><4 oder 12,

3 . BE Ny 8. und

BRI R |V S 6,
wodurch man statt den gegebenen Briichen die drey sleichgel-
tenden erhalt:

Ganz eben so erhilt man fiir die Briiche
-3 33 7 und £
die vier folgendon:

6o 4o o 2
==, =% und 2!

130 320% Tao 720"

§-21. - (Addition und Subtraction der Briiche.)
Um gegebene Briiche zu addiren oder zu subtrahiren, bringe man
sie auf einerley Nenner (nach §f. 10.), und addive oder subtra-
hire dann ihre Zihler. s

Um z. B. die beyden Briiche

+ und 2

zn addiren, hat man, nach §. 10., wenn man sie auf einerley
Nenner bringt:

5 8

X und Z,
Man hat daher die Einheit in 12 gleiche Theile getheilt,
und von diesen Theilen zuerst g, und danu noch 8, also in allen

17 genommen, so dafs daher
s t+i== 7 = 2 oder gleich 1% ist.

Eben so hat man nach dem letzten Beyspiele in (. 10, fiin

die Summe der vier Briiche

R

it s e B e i e LT



§. 12. — 13. 17
6o - 4o - 3o -} 24 154

oder )
120 120

oder enﬂlich glcic]: -;’;—i-,, wenn man (nach '§_ 1().) Zt‘.hler und Neﬂ-
ner durch 2 dividirt.
Auf dieselbe Weise erhilt man auch fiir die Differenz der

beyden Briiche

5 2 15 =112 3
L Sl L iy x =
6 3 16 14

oder endlich 2.

§. 12. (Multiplication der Briiche.) Man multiplis
cirt Zihler durch Zihler, und Nenner durch Nenner.

So hat man z, B.

4 < 2 4< 8
5 3P BSES 15"

Mal, also nicht 3

=, somn-

In der That, man soll £ nicht zwey
dern man soll nur den dritten Theil dieses Productes, also nur

£ nehmen; oder man soll 3 nicht mit 2 Ganzen, sondern nur
mit dem dritten 'Theile yon 2 Ganzen multipliciren,

I. Um ehen so einen gegebenen Bruch mit einer ganzen
Zahl zu multipliciven, multiplicire man blofs den Zihler des
Bruches mit dieser ganzen Zahl, So hat man

3 >¢ 2=z oder 2,
denn die ganze Zahl 2 ist gleich dem uneigentlichen Bruche 2,
also hat man, nach dem eben Gesaglen:

3 2

8 .

6 :
g Wie zuvor,
L

I, Man sieht zugleich aus diesem, und eben so aus jedem
anderen Beyspiele, dafs, den Zihler eines Druches mit einer
ganzen Zahl multipliciren, so viel ist, als, den Nenner des Dru-
ches durch dieselbe ganze Zahl zu dividiren. So war

- &
F><2=g oder g,
L #
. ]
und eben so ist auch BT
2 i | 4

§- 23. (_l)i'\-'ijil_)[l der B[‘i'u_‘,he.) Man kehre den Bruch,
durch den dividirt werden soll, um, und multiplicive dann beyde

Briiche nach der Vorschrift des §. 12,

1]

Littrow's Anfangsgr. d. gesammt, Mathem
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So ist
T3 2= oder 3.
In der That, bringt man die beyden gegebenen Briiche
) 4
3 und s

nach §. 10, auf einerley Nenner, so hat man

10
15

13

und I3,

oder man hat, wenn man die einzelnen Factoren stehen 1ilst:

2<b 4><3

- - und - L
3> h & >3

Da aber von zwey Briichen, die denselben Nenner haben,

der Quotient offenbar gleich seyn mufs dem Quotienten ihrer

Zihler, so hat man auch fiir den gesuchten Quotienten

a><h 10 b
4><3 12 6

wie zuvor, und eben so in jedem anderen Beyspiele.

I. Auf dieselbe VWeise werden auch diejenigen Briiche be-
handelt, deren Zihler und Nenner selbst wieder Briiche sind.
So ist z. B. der Bruch

s3] | e

gleichbedeutend mit

2

a ¥
also auch, nach dem Vorhergehenden, gleichbedeutend mit
2 >< %, das heifst, mit 2%,
Eben so findet man

¢

1
81 tln 5 i leg o :
i e S R R

wlw

a

ojw

§. 14. (Reduction der gewohnlichen Briiche auf
ZOl’llltllCilige.) Man sieht, dafs die Rechnung mit Decimal-
briichen viel bequemer ist, als die mit gewdhnlichen Briichen,
Wir wollen daher ein Mittel suchen, jeden géwdhnlichcn Bruch
auf einen zehntheiligen zu bringen.

Zu diesem Zwecke hingt man an den Zihler des gegebenen
Bruches, nach einem Puncte, mehrere Nullen zur rechten Seite

an, wodurch (nach §. 8, 11,) der VWerth desselben nicht geindert

o N S En isn REIRRS A LN - e —
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wird, und dividire dann den so blols in seiner Form verinderten
Zihler (nach §. 5.) durch den Nenner,
’ ’ 2 Ao s 1o 3 3 MR A4 3 -
Soll man z. B, den Bruch 7 in einen Decimalbruch verwan-
deln, so hat man
4|3.00]0.75
28

20

20

L0}
also ist 2 — 0.75,
und eben so ist
;i; = -I—';—”-?- = i0.125 vuif.

1. Wenn bey dieser Division kein Rest gleieh Null wird, so
setzt man sie so lange fort, als man will oder als man, fiir eine
bestimmte Apsicht, néthig hat. So ist z. B., wenn man bis zu
der sechsten Decimalstelle oder bis zu den Milliontheilen fortge-
hen will ;

1,000000 p 3
= ——— = 0,333333 . . .,

Q2| -

und eben so
L e g il oL

]
I

S 1= 0/000909 .. 4y

5y = 0023451234612 ;. .,
wo man von selbst die immer wiederkehrenden Perioden dersel-

ben Ziffern bemerkt.

§.15. (Grofster gemeinschaftlicher Factor zweyer
Z.‘s]]h_:u.) Wir haben bereits 6fter einen gewdhnlichen Bruch,
durch Division des Ziahlers und Nenners mit derselben Zahl, auf
einen einfacheren Ausdruck zuriickzubringen gesucht. Um aber
mit Sicherheit den einfachsten Ausdruck eines solchen Bruches
zu finden, wird man auf folgende VVeise verfahren.

Man dividire die grifsere der beyden Zahlen durch die klei-
nere; den so erhaltenen Divisor dividire man wieder durch den
Rest der ersten Division; dann wieder den letzten Divisor durch
den Rest der zweylen Division, und so fort, bis man zu einer
Division ohne Rest kommt, wo dann der Divisor dieser letzten

Division zugleich der gesuchte grifste Factor ist, durch welchen

K
q *
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der gegebene Bruch auf seinen einfachsten Ausdruck zuriickge
bracht werden kann.
[st z. B. der Bruch gegeben

193
so hat man Vo
182|420 2
364
" 561823
168
T4 |56]4
66
iy
also ist 14 die Zahl, durch welche der gegebene Bruch 1'% im

Zahler und Nenner dividirt werden soll, um ihn auf seinen ecin-
fachsten Ausdruck, d.i. auf 31 zu bringen.

Eben so erhilt man
fiir den Bruch  den grofsten Factor  und die einfachste Form

12 11 il
aizr a1
A3188 Tag
(EEL 34 1ba *

§. 16. (Rechnung mit genannten Zahlen.) Ge-
nannte Zahlen heilsen diejenigen, welche sich auf verschiedene
Einheiten, z. B, Fulse und Zolle, Pfunde und Lothe, Thaler
und Groschen u. f. beziehen,

VWenn wir unsere Malse, Gewichte und Miinzen nach dem
sogenannten zehntheiligen Fuls eingetheilt hitten, so wiirde die
Rechnung mit ihnen sehr einfach und ganz dieselbe mit denen
des zweyten Capitels seyn,

Theilt man z. B. mit den neuneren Geometern den Fuls in
10 Zolle, und den Zoll wieder in 10 Linien, und ist die ge-
nannte Zahl gegeben

8 Fuls, 7 Zoll, 3 Lin,,
so ist dieselbe auch sofort gleich
8.73 Fuls.
Wird also z. B. gefordert, dals man diese Zahl fiinf Mal
nehmen soll, so hat man

5(8.93) = 43.65 Fufls
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oder auch
43 Fuls, 6 Zoll, 5 Lin,
Wird aber umgekehrt der fiinfte Theil der gegebenen Zahl
von 8,73 Fuls gefordert, so hat man
B;fj = 1,746 Fuls
oder 1 Fuls, 7 Zoll, 4.6 Lin,,
dulserst einfache Rechnungen, weil hier die Beductionen der
I'ulse auf Zolle, oder der Zolle auf Linien, und umgekehrt, nur
in der blofsen Versetzung des Punctes der Decimalstellen be-
stehen (§. 7, L).

Allein wenn auch diese Grofsen, wie es im biirgerlichen
Verkehr noch immer der Fall ist, auf eine andere YYeise ein-
getheilt sind, so ist es im Allgemeinen doch am besten und ein-
fachsten, diese genannten Zahlen auf ein gemeinschaftliches
Mafls, am bequemsten auf das gréfsere, zuriickzufiihren, um
Zahlen mit zu viel Ziffern zu vermeiden, und dann mit ihnen wie
im zweyten Capitel zu verfahren.

Sind z. B. die drey folgenden Grifsen zu addiren, wo die
Klafter in 6 Fuls, der Fuls in 12 Zolle, und der Zoll in 12 Li-
nien getheilt yorausgesetzt wird:

= Klafter, 3 Fuls, 5Zoll, 2.4 Linien,
15 » q4 » 3 » o i
2 » 2 » 8 » 48 »

50 hat man fiir die erste dieser Zahlen

i 2 4 b r
2.4 Lin, = 2= 02 Zolle, also auch 5.2 Zolle,

ferner

,T = 0.43333 Fuls, also auch 3.43333 Fuls,

und endlich
3.43333
—
s0 dals man demnach erhilt fiir die erste der oben angefiithiten

= 0.57222 Klafter, also auch 7.57222 Klafter,

genannten Zahlen
7.572222 Klafter, und eben so
fir die zweyte 15,7166606, und
fiir die dritte 2.4

5
gesuchle Summe ., 25.73888{5 Klafter.
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Wollte man diese Summe wieder auf die alte unbequeme
Art ausdriicken, so wiirde man den Decimalbruch derselben durch
6 multipliciren, um Fulse zu erhalten:
25 Klafter und  4.433328 Fuls.
Ganz eben so gibt wieder der letzte Decimalbruch, durch
12 multiplicirt:
25 Klafter, 4 Fuls, 5.199936 Zoll,
und wenn man endlich anch diesen Decimalbruch durch 12 mul-
tiplicirt;
25 Klafter, 4Fuls, 5Zoll, 2.399 Lin,
Sollen eben so die beyden folgenden Zahlen von einander
subtrahirt werden ;
19 Klafter, 4Fuls, 3 Zoll, 7.2 Lin. ,
() » 3 » 2 » IU.S(J )
so wird man, nach demselben Verfahren, fiir sie setzen :
15.716666 Klafter,
0.54
gesuchte Differenz . .~ ¢.176666 Klafter,
oder, nach der alten Art ausgedviickt :
9 Klafter, 1Fuls, oZoll, 8.64 Lin.
Ganz eben so wird man auch fir die Multiplieation und Di-
vision verfahren,
Soll z. B. die Summe yon
6 Gulden, 18 Kreuzer, 3 Pfennige
durch 24 multiplicirt werden, so kann man, da der Gulden 6o
Kreuzer, und der Kreuzer 4 Pflennige hat, statt der angefiihrien
Zahl
6.3125 Gulden
setzen, und diese, durch 24 multiplicivt, gibt
6.3125

24

2
gesuchtes Product . . 151.5000 2= 151.5 Gulden .

197 4

oder 151 Gulden, 30 Kreuzer,
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Hitte man eben so die Summe von
8 Guld., 16 Kr., 2Pf,
in fiinf gleiche Theile zu theilen, oder durch 6 zu dividiren, so

hat man, da diese Grifse gleich 8.295 Gulden ist:

= 1,055 Gulden,

oder 1 Guld., 3gKr., 1.2 Pf,

I. Noch deutlicher wird der Vortheil dieser Beductionen
auf die hochsten Theile einer genannten Zahl bey der Berechnung
des Inhaltes der Flichen und Kérper.

VWir werden weiter unten sehen, dafs die Oberfliche eines
Rechteckes gleich dem Producte seiner zwey Dimensionen, del
Linge und Breite, und dafs der kérperliche Inhalt eines von sol
chen Rechtecken begrenzten Kérpers gleich dem Producte seiner
drey Dimensionen, der Linge, Breite und Héhe ist.

Es sey ein solches rechteckiges Feld gegeben, dessen Linge
man /4 Fufs, 5 Zoll, 3 Linien, und die Breite 3 Fuls, 7 Zoll, 5 Lin,
gefunden hat. Man suche den Flicheninhalt dieses Feldes in
Quadratfulsen. Wenn hier wieder das zwolltheilige oder das
Duodecimalmals vorausgesetzt wird, so ist, wie man durch Di-

vision mit 12 erhilt:

3 Fufs, 7Zoll, §Lin. , . . gleich 3.6180505 Fuls,
4 » 5 » s ', .. gleich 4.4375 v

und das Product der beyden letzten Zahlen, wenn man bis zur
sechsten Decimalstelle geht, gibt fir den gesuchten Flichenin-
halt des Feldes

16.055099 ‘Quadratfufs.

Da aber der Quadratfuls 12 Mal 12 oder 144 Quadratzoll,
und eben so der Quadratzoll 144 Quad atlinien hat, so erhilt man
aus der lelzten Zahl, durch wiederholte Multiplication ihres
Decimalbruches durch 144, fiir den gesuchten Flicheninhalt

16 Q. Fuls, 7 Q. Zoll, 134.533 Q. Linien.

Hitle man eben so den sogenannten Kubikinhalt oder das
o
Volum eines von sechs Rechtecken begrenzten Wassergefilscs
€ it
zu suchen, dessen
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Lénge .. . . 3Fuls, 8Zoll,
Breitevo diie v a5
Hahe L nh nel g 6 »
1st, so hat man durch Division mit 12 fiir die
Linge . . . . 3.666600, '
Breite . . . . 2.41606066,
Héhe .. .. 4.5.
Das Product der zwey ersten dieser Zahlen ist, wenn man
bis zur sechsten Decimalstelle geht :
8.861107,
und diese Zahl mit 4.5 multiplicirt, gibt fir den gesuchten In-

halt des Gefilses
39.8749815 Kubikfuls,

Wollte man auch du.aus Resultat wieder nach der unbeque-
men alten YWeise durch Fufs, Zoll und Linie ausdrﬂclcen, so wird
mran, da der Kubikfuls 144 Mal 12 oder 728 Kubikzoll, und
eben so der Kubikzoll 1728 Kubiklinien ]ml wenn man dte letzte
Zahl in ihrem Decimalbruche ’

0.87409815
zwey Mal durch 1728 maltiplicirt, fiir den qesuuhth Inhalt des
Gelilses haben ,
39 Kubikfufls, 1511 Kubikzoll, 1672.75¢93 Kubiklinien. I

II. Bemerken wir noch, zum Schlusse dieses Gegenstandes,
die hohe Einfachheit und zugleich die grofse Fruchtbarkeit der,
allen vorhergehenden Rechnungen zu Grunde liegenden Idee,
durch welche wir alle, auch die grifsten Zahlen und die man-
nigfaltigsten Combinationen derselben, blofs mit zehn Zeichen,
deren jedes einen doppelten VWWerth hat, ausdriicken kénnen,
Diese Erfindung erscheint uns, die wir bermls daran gewohnt
sind, so leicht, dafs wir ihren wahren Werth kaum mehr Zu
schitzen im Stande sind. Doch muls sie als eine der schinsten i
Lntdecl\un"cn des menschlichen Geistes angesehen werden, da
sie dem Scharfsinne der Alten so lange entgangen ist. Um sich
davon durch die That zu iiber 'zeugen, wiirde schon der Versuch ge-
niigen, die oben angefiihrten Rechnungen mit den uns ebenfalls
allgemein bckalmten rémischen Zahlzeichen M, D, C, I,
auszufithren,
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Viertes Capitel.
Einfache Rechnungen mit allgemeinen
Zahlzeichen.

G 17 (Ei‘k[iil‘ltl]g-) Wir haben uns bisher nur mit sol-
chen Grifsen beschiftiget, die durch Ziffer ausgedriickt werden,
deren jede einen bestimmten, unabinderlichen VWerth hat. Allein
man kann sich auch yon dieser Beschrinkung befreyen und die
Grofsen allgemein, ohne ihnen einen speciellen VWerth beyzu-
legen, betrachten. Dann wird man sie aber auch durch solche
allgemeine Zeichen ausdriicken miissen, und zu diesen Zeichen
wollen wir die Buchstaben unserer Alphabete wihlen.

Die Rechnung mit solchen allgemeinen Zahlzeichen heiflst
Algebra.

Um von einer solchen Rechnung schon jetzt einen bhestimm-
ten Begriff zu geben, wollen wir uns folgende Aufgabe stellen.

Man suche zwey Zahlen, welche die Eigenschaft haben,
dals ihre Summe gleich einer gegebenen Zahl a, und dafs ihre
Differenz gleich einer anderen gegebenen Zahl 5 ist. Wir wol-
len diese zwey gesuchten oder unbekannten Zahlen, dem alge-
braischen Gebrauche gemils, durch die letzten Buchstaben 2
und » des Alphabets bezeichnen, wihrend wir fir die bekannten
oder gegebenen Grifsen jedes Problems die ersten Buchstaben
@&, b, ¢, ... beybehalten.

Hitte man z.B. diese Frage so gestellt, dafs die Summe
der zwey unbekannten Zahlen gleich 27, und die Differenz der-
selben gleich 15 seyn soll, so wiirde man wohl, nach einigen
Versuchen, bald finden, dafs die zwey gesuchten Zahlen z= 21
und = 6 sind, und so fort in ihnlichen Fillen, so oft die zwey
gegehenen Zahlen @ und 6 bekannte oder festbestimmte Grolsen
sind, und daher, als solehe, durch Ziffer ausgedriickt werden
konnen.

Allemn unsere Aufgabe, so fern sie der Algebra zugehért,
setzt iiber die beyden gegebenen Zahlen @ und & nichts Bestimm-
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tes fest, sie will sich nicht durch particulive Werthe dieser Zah-
Ien beschrinken lassen, sondern sie for dert, dafs man die zwey
unbekannten Grifsen a und y» ganz allgemein durch die fiir die
beyden gegebenen Gréfsen gewihlten Zeichen a und b ausdriicke,
unabhingig von allen besonderen Werthen, die man diesen zwey
Zeichen a und & fiir irgend einen speciellen, einzelnen Fall etwa
geben konnte,

Und in dieser Allgemeinheit der Auffassung der Frage gibt
die Algebra die Antwort, dals von den beyden gesuchten oder
unbekannten Zahlen die eine 2 immer gleich der halben Summe,
und die andere y gleich der halben Differenz der beyden gege-
benen Grilsen @ und b seyn miisse, wenn diese Werthe von z
und y der Bedingung der Aufgabe in allen Fillen geniigen sollen,

Diese Antwort, in der Sprache der Algebra oder mit den
oben (§. 6.) angefiihrten Symholen dieser Sprache ausgedriickt,
wird daher durch die zwey folgenden Ausdriicke gegeben seyn:
@ --l— b

2

L =
b (2
y = —-
und dadurch ist das gesebene Problem ganz allgemein qufgelist
worden, indem alle nur immer mogliche besondere oder specielle

2

Fille schon in ihr enthalten sind.

Wiren z, B, wie in dem vorhergehenden besonderen Fall,
die beyden gegehenen Grifsen

a = 27 und b =15,

$o wird man nur in den beyden vorhergehenden algebraischen
Ausdriicken statt dem allgemeinen Zeichen # die Zahl 27, und
statt b die Zahl 15 setzen, d. h, man wird in jenen Ausdriicken
diese besonderen Werthe von @ und b substituiren, und dadurch
fiir die beyden unbekannten Gréfsen sofort erhalten :

27 4 15 42
= e
b 2
e — 1D 12 .
y = ——— = — = 06, wie zuyor.
2

Ganz cben so leicht wird man aber auch, ohne alle weite-
ren vorhergehenden Versuche, dieselbe I'rage fiir jede andere
gegebene Werthe der Guélse 2 und b, beantworten Lénnen.
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Sollte z, B. die Summe der zwey unbekannten Gréfsen 1404, und
die Differenz derselben 548 seyn, so wiirde man nur, in jenen
zwey algebraischen Ausdriicken, statt a die Grifse 1404, und
statt b die Grilse 548 substituiren, wodurch man sofort erhalt:

a4 b

tl.—b
f == — = ";’8.
o = 4

(=] (}}'(3 und

Sollte endlich, um auch Briiche zu wihlen, die Summe der
beyden Unbekannten a=3 und ihre Differenz b=- seyn, so

geben fiir diesen besonderen Fall jene zwey Ausdriicke

a4 b 2
== i=iand
5 :
a—2Db 1
= SR T

und so fort in allen anderen besonderen Fillen, die daher keiner
eigenen Auflésung und keiner weiteren Versuche mehr bediirfen,
da sie, wie man sieht, alle schon in der allgemeinen Auflosung
enthalten sind.

Nehmen wir in einem zweyten allgemeinen Probleme an,
dals yon drey Personen die beyden ersten zusammen «, die erste
und dritte zusammen b, und endlich die beyden letzten zusam-
men ¢ Gulden besitzen, und suchen wir, wie viel jede dieser
Personen fir sich besitzen miisse, damit diesen Bedingungen der
Aufgabe geniige geschehe.

Ohne etwas iiber die besonderen VWerthe der drey gegebe-
nen Grélsen festzusetzen, findet die Algebra, durch einige sehr
einfache Schliisse, folgende allgemeine Auflésung des Problems.

Man nehme die halbe Summe der drey Grolsen @, b und c,
und ziche von dieser halben Summe ab, zuerst ¢, dann b, und
endlich a, so sind die drey Differenzen, die man auf diese Weise
erhilt, in derselben Ordnung das gesuchte Vermogen der ersten,
der zweyten und der dritten der angefiihrten Personen,

Nennt man also, um diels wieder in der Sprache der Alge-
bra auszudriicken,

z das gesuchte Yermigen der ersten Person,
K> » » » zZweylen »

Z W y » » dritten »
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und bezeichnet man die halbe Summe der drey gegebenen Gris-
sen durch §, so ist

o iis a0 c
2 2
und die gesuchten Zahlen sind:
¥ i e S —
yr=38—1b).
2 —=.8 = a

‘Wire z.B., um auf die letzten allgemeinen Ausdriicke einen
besonderen Fall anzuwenden, die Summe des Vermogens

der beyden ersten a = 3 Gaulden,
der beyden dufsersten b = 4 »
und der beyden letzten gi—1O »
so hat man
S = i e e AL = 0,

2

und daher das gesuchte Vermégen

des ersten 2 =8 — ¢ =6 — 5 = 1 Gulden,
» zweyten ¥y —= 8§ — b =6 — 4 — 2 »
» dritten z2 = 8§ —ag —m 6 — 3 = »

und man sieht, dafs diese Zahlen 2 =1, y—2 und z=3 den
Forderungen der Aufgabe vollkommen entsprechen,

Wire fiir einen zweyten besonderen Fall das Vermdgen der
zwey ersten a =306, der dulsersten 6 =284 und der beyden letz-
ten ¢=— 100 Gulden, so hitte man

S 110,
und daher fiir das gesuchte Vermigen
des ersten « = 10,
» zweyten y =— 206,
» dritten z = 74 Gulden,

Wire endlich das Gesammtvermigen der beyden ersten

a=100, der dulsersten b==>500 und der zwey letzten ¢ = 1000

Gulden, so ist

A— 800,
und daher
& = — 8900,
= 3oo,
L — 700 Gulden;
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oder da hier das Vermégen des ersten mit dem Zeichen — der
Subtraction (§. 6.) erscheint, so wird diefs nicht als ein wirk-
liches Fermigen , sondern als das Gegentheil desselben, also als
Schuld zu betrachteun seyn, wie wir sogleich niher sehen werden.
Es besitzt daher, in dem letzten besonderen Falle unserer Auf-
gabe, der dritte 700, der zweyte nur Joo Gulden, und der erste
hat 200 Gulden Schulden,

Das Vorhergehende wird geniigen, von diesen Gegenstin-
den jetzt schon einen allgemeinen Begriff zu geben,

§. 18. (fbnt“('nenn(:sct/L“ Grofsen.) Jede Grofse,
wenn sie allrrunem lmtmchtet werden soll, kann immer unter
zwey, einander wesentlich entgegengesetzten Bedingungen be-
trachtet werden, ohne dabey ihren absoluten YVerth zu indern,
Die Gréfse a z.B. oder irgend ein specicller Werth derselben,
etwa a==23 Gulden, kann eben so gut 3 Gulden Vermégen, als
auch 3 Gulden Schulden bedeuten. Eben so kann, in einem an-
deren besonderen Fall, die Grilse a=—5 Fuls ein Vorwirts- oder
auch ein Riickwirtsgehen von § Fufs, ein Auf- oder ein Abstei-
gen von 5 Fuls u. f. bezeichnen.

Da es aber nicht gleichgiiltig seyn kann, ob man eine solche
Grilse in dieser oder in der entgegengesetzten Bedeutung nimmt,
da es vielmehr nothwendig ist, auf diese doppelte Bezichung
einer jeden Grifse Riicksicht zu nehmen, so wollen wir kiinfiig
eine jede Grofse, wenn sie unter der einen dieser beyden Be-
dingungen, z. B. in Beziechung auf Vermégen, genommen wird,
positiv heilsen, und ihr das Zeichen -~ vorsetzen, wihrend sie
unter der anderen, jener enlgegengesetzten Bedingung, also hier
in Beziehung auf Schuld, negativ heilsen, und das Zeichen —
erhalten soll.

Diese beyden Zeichen -1~ und —, die man durch die Worte
plus und minus auszudriicken pflegt, stimmen mit den im §. 6.
aufgestellten Zeichen der Addition und der Subtraction iiberein,
weil in der That die dort und hier zu Grunde liegenden Begrifle
einander ganz analog sind. So machen z.B. 7 Gulden Vermogen
und 4 Gulden Schulden zusammen

- = — 4, das heilst - 3,

oder 3 Gulden Vermigen, und eben so machen 5 Gulden Ver-
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mogen und 8 Gulden Schulden

~+ 5 — 8, das heifst — 3,
oder 3 Gulden Schulden,

I. Bemerken wir noch, dafs, wenn das erste Glied eines
Ausdrucks positiv ist, das Zeichen -~ der Kiirze wegen wegge-
lassen wird, so dafs also in den vorigen Beyspielen

+7—4 und J5—38
identisch ist mit
7 — 4 und 5 — 8.

II. Werden endlich Ziffer mit allgemeinen Zahlzeichen ver-
bunden, wie z. B,
3a, 5 (a4 b),
so heifst diels, nach {. 6, IL, dafs die Grélse @ mit 3, und dals
die Grofse (e b) mit 5 multiplicirt werden soll, wo dann diese
Zifferfactoren 3 oder 5 auch die Coefficienten der allgemeinen
Zahlzeichen a oder (a--b0) genannt werden,

§. 19. (Addition.) Aus dem Vorhergehenden folgt sofoxt,
dafs man bey der Addition gleichartiger, d. h. durch einerley
Buchstaben ausgedriickten Grifsen, wenn sie einerley Vorzeichen
haben, blofs die Coefficienten addirt, wenn sie aber verschiedene
Zeichen haben, die Coefficienten subtrahirt, und dem so erhal-
tenen Resultate das Zeichen des grifseren Gliedes vorsetzt.

So hat man, wie schon fiir sich klar ist,

Sa 4 4b — Lec — 4d
35:—73)——56*—}-—()(!
Summe 8a — 3b — f¢ - 5d u, s, f.

Im Gegentheile kann der Ausdruck

7a -4 3b

nicht weiter durch Addition verindert werden, da wan hier ZWey

Zeichen @ und b gewihlt hat, um zwey verschiedene heterogene
Grélsen auszudriicken, so dafs z.B, 5« sieben Pfunde, und 35
drey Thaler, oder jenes 5 Arbeiter und dieses 3 Fifse u, f,
bezeichnet.
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§. 20. (b[iJJI,I'RCLIOIL) Um eine Gréfse von der anderen
zu subtrahiren, éndere man das Zeichen der zu subtrahirenden
Gréfse in das entgegengesetzte ; und verfahre dann nach der im
§. 19. gegebenen Vorschrift der Addition,

Denn soll man z.B. yon der Zahl 4~ 7, oder was dasselbe
ist, von der Zahl (4-7 -4 4 — 4) die Zahl -~ 4 subtrahiren
oder wegnehmen, so bleibt der Rest

b g == S,

Soll man aber von derselben Zahl (4 7 4 4 — 4) die Zahl

~— 4 wegnehmen, so bleibt der Hest
+ 7t b=

Soll man ferner von der Zahl — ~, oder was dasselbe ist,

von der Zahl (— 7} 4 — 4) die Zahl -}~ 4 wegnehmen, so bleibt

der Nest

!
[
i

Soll man endlich von derselben Zahl (— 7 4+ 4 — 4) die
Zahl — 4 wegnehmen, so bleibt der Rest

e e F A R

VWir haben demnach, wenn folgende Grofsen zu subtrahiven
sind, indem man die Zeichen der unteren Reihe &ndert und dann
addirt, folgendes Schema:

S5a 4+ ab 4= 3¢ — 1d — e
3a — 9b — ¢ — id -+ f
i

resuchte Differenz 24 - 1406 B L e e
g | 1a 3

I. Eben so hat man, wenn mehrere Griéfsen in Klammern
eingeschlossen sind, wo die Bedeutung dieser Klammern schon
oben (§. 6, 1.) gegeben ist;

8a—2b—(bat-4b)y=8a—2b—5a—4b=3a—06b und
8a—eb—(fa—pb)=8a—2b—5at4b=3al25.

§. 21, (i_\.i_till.f;)‘iI{",f'lLi.i)H.) Da das Product zweyer Fac-
toren (nach § 4.) den Factor so oft enthalten mufs, als der an-
dere die Einheit enthilt, so werden, wenn die Einheit, wie hier
immer, positiv vorausgesetzt-wird, zwey positive Factoren auch
ein positives Product geben.

Littrow’s Anfangsgr, d. gesammt, Mathem. _))
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Ist aber der eine dieser Factoren negatiy, so wird das Pro-
duct den negativen Factor so oft enthalten, als der andere, po-
sitive Factor die Einheit enthilt, d. h. das Product einer positi-
ven Gréfse in eine negative, und umgekehrt, ist negativ.

Sind endlich beyde Factoren negativ, so muls auch hier,
der allgemeinen Regel des §. 6. zu Folge, dasProduct den einen
Factor so oft enthalten, als der andere die Einheit enthiilt Allein
dieser andere Factor enthilt nicht die Einheit (nicht die Grilse
-+ 1), sondern ihr Gegentheil (— 1), also wird auch das Pro-
duct nicht den ersten negativen Faclor selbst, sondern sein Ge-
gentheil enthalten, d. h. das Product zweyer negativer Factoren
ist positiy,

In der Multiplication geben also gleiche Zeichen ein positi-
ves, und ungleiche ein negatives Product. In diesem Produete
werden die numerischén Coefficienten in der That multiplicirt,
die allgemeinen Zahlzeichen aber, als Anzeige ihrer Multipli-
cation (nach §, 6, IL.), einfach neben einander gestellt. Sonach

(4+ 3a) . (+ 40) = + 12ab,
(+ 3a) . (— 4b) = — 12ad,

erhiillt man

(— 3a) . (+ 40) — 12ab,
(— 3a) . (— 40b) -+ 12ab.
I. Bemerken wir noch, dafs man der Kiirze wegen das
Product mehrerer gleichartiger Grifsen, wie
a.a oder aa auch durch a3,
a.a.a oder aaa durch (5T
auszudriicken pflegt, so dals man daher hat:
g, - 3ab = 6a*b,
3ab.(—5a*bc) = — 15a%brc,
2ab. (3a+45ab—10*) = 6a*b } 10a*b® — 2ab® u f,
Um aber das Product der beyden Gréifsen (a - 5) und
(a — b) zu finden, hat man

a 4 b

a. . — b
a* —]—H
— ab — b?
Produet , . , a* — bt
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Ganz eben so erhilt man

a 4+ b
a -~ b
a* -+ ab
-+ ab -} b*
Product.; . .ma_zw—i—zis.cbr—k_b;
Eben so wird man fiir das dreyfache Product
(1 —a) (1 —a) (1 —a) oder fir (1 —a)*
erhalten:
(1—a) =1 — 3a 4 3a* — a?;’
und eben so ist endlich
(za — 30b)* = 16a* — qbadb
- 2164 b?
= 216ab?

+ 81 bt

§. 22. (Division.) Da der Divisor, durch den Quotien-
ten multiplicirt, den Dividend wieder geben mufs, oder da (nach
§. 5, II) die Multiplication die Probe der Division ist, und um-
gekehrt, so gilt fiir die Diyision, in Beziehung auf die Zeichen,
dieselbe Vorschrift, wie oben fiir die Multiplication, dals nima
lich gleiche Zeichen einen positiven, und ungleiche Zeichen
einen negativen Quotienten geben,

Auf diese Weise erhilt man z. B.:

12a2h — 3a
PR
4a'b* — Batbe = ab — 2¢ . f.

Gatb.

1. Ein Bruch wird durch einen Bruch multiplicirt, wenn
man, wie in §, 12, Zihler mit Zihler, und Nenner mit Nenner
multiplicirt. Eben so wird ein Bruch durch einen andern Bruch
dividirt, wenn man den ersten Bruch durch den umgekehrten
zweyten multiplicirt (§. 13.). Demnach ist also

2a 3b 6a Jarb 10¢ ba 3 a>
O T e T b —'LE)—G“’ L

3 *
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386 '% 22, t
und eben so
at obh e a a’
E'T_E'Gzﬁ'—ubv.
L F e € ) P L
b a 2a b b? B=

II. Enthilt der Divisor mehrere Gllf:l]cr, so ist das Verfah-
ren ganz dem in {. 5. dhnlich, wenn man zuerst die beyden zu |
dividirenden Grifsen nach einem ihnen gemeinschafilichen Buch- |
staben, z, B. nach a so ordnet, dals die Grilsen a, a?, a® .
in ihrer natiirlichen Folge fortgehen. ‘
Soll z. B. die Grofse |
2a* — 3ab 4 b — a*b 4 a* "}
durch a—b dividirt werden, so hat man i
a—>bla’t2a*—a*b—3ab--b?
+a® —a*b
g
2a*—3ab- b
+-2a*—2ab

a*t2a—b Quotient,

N

cES )

~—a b b* -
—ab-|- b2

+ -

Rest . .. v

=TS

Oder auch, wenn man nach der Grifse b ordnet:
—bta|b*—3ab—a*b}-2a*+4a*| —bJ2a4a* wie zuyor,
+6*— ab
+
—2ab—a*b-tua*4a?
—2ab -2 a?
+ Ao
—a*b-}-a?
—a*b--at
4

Restaile.dd.

S

Gang eben so findet man auch




=

§ 23. '\ B

ad — b3

s = at e,
o a* 4 ab -4 b2,

%—}%—H:l-]—a-{—a* u. '8 W

6. 23. (Division ohne Ende.) Wenn der Dividend

durch den Divisor nicht ohne Rest theilbar ist, so kann man,

wie oben .14, L., diesen Lest als einen neuen Diyidend betrach-

ten, und so die Division ohne Ende fortsetzen, wie folgendes
Beyspiel zeigt:

1—b| a |atabdabi4abiA-...

a—ab
ab
ab—ab*
T abE
ab*—alb®
T b
ab®—abt
i abd elc,
Es ist daher der Bruch
(15
Y =D

gleich der ohne Ende fortgehenden Reihe
a4 ab + ab? = ab® 4 ...
von welcher das Gesetz des Fortgangs der Glieder deutlich ist.
I. Nimmt man die Grifse b negativ, oder setzt man in dem
Vorhergehenden — b statt b, so erhalt man
o
T
dieselbe Reihe, wie zuvor, aber mit-abwechselnden Zeichen.

Ist z. B. fiiv einen besonderen Fall in dem vorhergehenden
Ausdrucke von

=a—ab+ abt —abd 4+ — ...

a

I'___bma—l—czb»-{—ab’- 4 ...
die Grofse a=1 und b=->, so hat man
e R L e 8y TR

ibereinstimmend mit §. 14, 1., wo der mit dem vorhergehenden
identische Ausdruck




gefunden wurde,

1. Eben so gibt =06 =1 den folgenden Quotienten:

s=r 414241 4.,
ein Ausdruck, der, ohne Ende fortgesetzt, offenbar grofser
als jede andere noch angebbare Zahl, oder der, wie man sich
auszudriicken pflegt, unendlich grofs wird. Diels stimmt mit der
oben (§. 9.) gegebenen Erklirung eines Bruches iiberein, dessen
Werth immer grifser wird, je kleiner, bey unverindertem Zih-
ler, der Nenner desselben ist. Nimmt daher, wie hier bey dem
Bruche 3, der Nenner iiber alle Grenzen ab, oder wird der
Nenner, wie man zu sagen pflegt, unendlich klein, so nimmt
auch der Werth des Bruches iiber alle Grenzen zu, oder dieser
Werth ist dann wunendlick grofs, welchen Zustand einer Gréfse
man auch durch das Zeichen co auszudriicken pllegt, so dals
daher
L mil oo

gleichbedeutend ist,

Wir werden spiter noch oft Gelegenheit haben, auf diese
sogenannten unendlich kleinen Gréfsen, d.h. auf solche Grifsen
guriick zu kommen, die kleiner angenommen werden, als jede
andere noch angebliche Grifse. Hier bemerken wir nur, dals
jede nach einem bestimmten Gesetze fortgehende Folge von
Grofsen eine Reihe heilst, — Diese Reihen spielen in der
mathematischen Analysis eine sehr wichtige Rolle, obschon sie
zur eigentlichen Berechnung offenbar nur dann brauchbar sind,
wenn sie conpergiren , d.h. wenn ihre mit der Folge stets kleiner
werdenden Glieder sich einer gegebenen endlichen Gréfse immer
mehr nihern, ohne sie je zu errveichen, So ist die vorhergehende
Reihe

S T T R O
convergent, weil die Summe ihrer Glicder, je weiter man sie
fortsetzt, der endlichen Grifse + immer niher kommt. Die
andere Reihe aber

e g
ist divergent, weil die Summe ihrer Glieder ohne Grenze bis in
das Unendliche wachsen kanp,
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Eben so ist die Reihe
WL sl i

oder die Reihe der sogenannten reciproquen natiirlichen Zahlen
(v 2 3, 4,...), wie wir spiter (§. 65.) sehen werden, ebenfalls
divergent, oder die Summe dieser Reihe wichst ins Unendliche
fort, obschon ihre Glieder immer kleiner werden, je weiter sic
fortgeht., Nicht so ist es mit der convergenten Reihe

I o S
welche dieselben Glieder, wie die vorhergehende hat, deren
Zeichen aber stets abwechseln, Diese Reihe gibt, so weit man
sie auch fortsetzen mag, immer eine Summe, die kleiner als die
Einheit ist, so wie wieder die Ileihe der reciproquen ungeraden
Zahlen, oder die Reihe
R A

divergent ist, da die Summe ihrer Glieder, ohne sich einer be-
stimmten Grenze zu nihern, ins Unendliche wichst, wie wir in
der Folge sehen werden,




Finftes Capitel.
Rechnu ng mit Potenzen,

§. 24. (]‘:l'iii;‘l‘l‘lulg.) Ein Product von mehreren gleichen
Factoren heilst eine Potensz dieses Factors. So ist
aa oder a* die zweyte,
aaa » a? » dritte,
aaaa » a* » vierte
Potenz der Grifse a, und die Zahl oben rechts, welche die An-
zahl der Factoren in jeder Potenz anzeigt, heilst der Exzponent
dieser Potenz,

Die zweyte und dritte Potenz, die am hiufigsten vorkommt,
wird auch der Kiirze wegen das Quadrat und der Cubics (Wirfel)
genannt, So ist 3*=¢q und 4*=106 das Qumh‘aL von 3 und 4,
und 2°=28, so wie 8%=27 ist der Wiirfel von 2 und 3,

I. Eben so wird diejenige Zahl a, welche auf die ate, 3te,
4'°y ... Potenz erhoben, die Zahl b gibt, die ate, 3te, jte,
W urzel von der Zahl b genannt, So ist a die 2t*VVurzel von a2,
und zugleich die dritte Wurzel von a® u. f. So ist 8 die 2t Wur-
zel von g, und 2 die dritte VWurzel von 8, und wieder 3 die
4% YWurzel von 81 u.f.

Die zweyte und dritte VWurzel einer Grifse wird auch ab-
kiirzend die Quadrat- und Kubikwurzel dieser Grolse genannt.

Um anzuzeigen, dals die 2%, 3t, g4te, , . . Wurzel aus
einer Zahl gezogen werden soll, setzt man dieser Zahl die
Zeichen

\/ ’ i’ 4 3 ‘I/ f ’

vor. So hat man z. B,:

2, i 3 iy
VQZJF VS:Z, 'i'/"if_\:‘l,

Bey der Quadratwurzel lifst man der Kiirze wegen auch
wohl die Ziffer 2 in den VWWurzelzeichen weg, so dals {a gleich-

bedeutend mit \/a ist.
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Will man endlich mehrere durch 4~ oder — verbundene
Gréfsen zugleich auf eine Potenz erheben, oder aus ihnen die
Wurzel ziehen, so schliefst man diese Grofsen in Klammern ein
(§. 6, 1L). So ist das Quudrat von a-b gleich

(a + b)*,

und die Kubikwurzel von a— b ist
f/(a, ——b) oder auch Va—b.

0. 25. (Bl'tl[tlplic:lti()ll.} Sucht man das Produet von a*

in a%, so hat man
a¥ . ad = ada . aaa = a%
und eben so fiir jeden anderen, ganzen, positiven Exponenten,
also auch allgemein
aﬂl i (lfi —_— {I”[ + n y

wenn m und n ganze positive Zahlen bezeichnen.

Um daher Potenzen derselben Gréfse a zu multipliciren,

addirt man ihre Exponenten.

§. 26, (Division.) Um @ durch a® zu dividiren, hat man
as aaaaa 8

—_— = = aua = as,
a? aaa

und eben so fiir jeden anderen Exponenten: also auch allgemein

am
. P a.’f{ —-—n
an

Um daher Potenzen derselben Grélse a zu dividiren, sub-

trahirt man ihre Exponenten.

§. 27. (Erhebung auf Potenz.) Um eine gegebene
Potenz, z. B. a® wieder auf eine Potenz, z. B. auf die zweyte
Potenz zu erheben, oder um die Griflse

. (a:‘.)l
zu finden, so hat man
ad'="naa,
und von diesem Ausdrucke ist die zweyte Potenz
§ adaa s et =va%
also ist auch
{u.'i)“, — a--‘
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und eben so ist

(a2 )=t (@R ==ia Y am o5
also auch iiberhaupt fiir jeden ganzen, positiven Exponenten

(am)n /L

-

Um also Potenzen auf Potenzen zu erheben, multiplicirt
man ihre Exponenten,

I. Um aber Producte oder Briiche auf Potenzen zu erheben,
muls man diels bey jedem einzelnen Factor des Products, und
bey Zahler und Nenner des Bruches thun.

Will man z. B, das Product ab auf die zweyte Potenz er-
heben, so hat man

ab .ab — aa . bb, also auch
(ab): = a% . D%
und daher iiberhaupt
((I b)m — a™, bm'
: ¥ S a

Eben so erhilt man fiir die zweyte Potenz des Bruches 5

den Ausdruck 91
g a*
T A
so dals demnach ist:
a2 at
b el fﬂ‘
und {iberhaupt
a\m fm
b T pm
wie diels alles gleichsam fiir sich klar i1st, wenn m und = ganze
positive Zahlen sind.
§. 8. (Potenzen, deren Exponenten Null oder
4 r . 2 - -
negative ganze Zahlen sind.) Nach dem Vorhergehenden
(_§.2(}.) hat man, wenn m und n ganze positive Zahlen bezeichnen,
am
—— (.’m'_”. .k\
an

Sind aber die beyden Exponenten m und n einander gleich,
s0 hat man m—n=—o0. also ist auch

(gt
= ——ggiteditie= g Yemy

)

d. h. jede Grofse mit dem Exponenten Null ist gleich der Eanheit,
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1. Ist aber in demselben vorhergehenden Ausdrucke

der Exponent m des Zihlers gleich Null, so ist

rlrﬂ 0 n
e ) —
a :

an

oder da, nach dem Vorhergehenden, a’=1 und a°—" offenbar
gleich a—" ist, so hat man

d. h. jede Potenz mit einem negativen Exponenten ist gleich der
Einheit, dividirt durch dieselbe Potenz mit demselben positiven
Exponenten.

Nach der vorhergehenden Erklirung einer Potenz ist a™,
wenn m eine ganze positive Zahl bezeichnet, ein Product von
m Factoren, deren jeder gleich a ist. Soll demnach die Grélse
a° ein Product von Null Factoren seyn? — Diels wiirde keinen
Sinn haben. Und noch weniger léfst sich, nach jener Erkldrung,
der Ausdrock a—™ auslegen.

VWir werden daher die Grifse a® nur als eine blofse Be-
zeichnung fir die Einheit ansehen kiénnen, deren es noch viele

: Tam ) ’ 5
undere geben Lann, z, B. AN =1 u.dgl. Diese Bezeichnung
ist aber dadurch entstanden, dafs man irgend eine Potenz einer
Zahl durch sich selbst dividirt, und dabey die Vorschrift des
§, 26. angewendet hat.

Eben so werden wir die Grofse a—™ als eine andere Be-
zeichnung fiir die Einheit, diyidirt durch die m'* Potenz von g,
gelten lassen, und diese zweyle Annahme ist eine unmittelbare
Folge der ersten, dafs nimlich a°=1 ist, Denn wenn man in
dem Ausdrucke

el —g R
aﬂ
des \\ 26, wo m und n ganze posilive Gréfsen sind, die Grilse
m=—o0, also auch, der ersten Aunahme gemils, qa*==1 setzt, so

erhalt man solort

—n
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§- 29. (Potenzen mit gebrochenen Exponenten.)
Nach der oben (. 24, 1) gegebenen Erklirung einer YWurzel,
ist der Ausdruck

n
Va

diejenige Zahl, welche auf die nt Potenz erhoben, gleich a wird,
also ist auch

n
(\/a)" ==
Ist aber n eine ganze Zahl, so hat man, nach §. 27,
1 (a:)".
Setzt man daher diese beyden Ausdriicke von a einander
gleich, so hat man

(@) = Vay,

woraus sofort folgt:

s n
g \/a;
d. h. Potenzen mit gebrochenen Exponenten sind mit den analo-
gen Wurzelgrofsen identisch.
I. Auch diesen Ausdruck

ar

n
wird man also nur als eine andere Bezeichnung von \/:I bettach-
ten kinnen, der so wie die beyden vorhergehenden
a% und iz
durch Analogié aus der lechnung mit solchen Potenzen entstan-
den ist, deren Exponenten ganze positive Zahlen sind.

Diese Erweiterung der eingefihrten Bezeichnungen, oder
der aufgestellten Begriffe durch Analogie oder Induction, ist auf
dem Gebiete der Mathematik von der iufsersten Wichtigkeir,
und sie ist oft schon die Quu]lc der interessantesten Entdeckun-
gen geworden,

II. Stellen wir die vorhergehenden Vorschriften der Rech-
nung mit Potenzen zur bequemen Ubersicht zusammen, so hat
man, welche Zahlen auch die Gréfsen m und z bezeichnen,

fiie die Mulliplication. . . . am, a® = am+n,



" . L ame
fiir ‘die Division 5 b i s i
an

fir die Erhebung auf Potenz . . (am)* = gmn,

|

am—n

1
n

fiir die Ausziehung der Wurzel . \/a — a:,
und iiberdiefs
a—" = — und a® — 1.
am
IIT, Nach diesen Vorschriften kann man sich an folgenden
Beyspielen iiben:

L AL A
25 | 25 — ab — 250, 162 5168 — 106% = 8,
81 T 5 5 7
— =& =3, (4°) = 4 = Vb4 = 8,
8%

a’ (=2 aiig b

(\;/(15)1 e Vra:, ‘/\/a o (HI)JL — V’I’

V’EIE‘:V‘)>‘<5=3 \/5, "’—a.\j/(t. n &=l N IR L ij/'ﬁw,
B+V5 G — V6 =1 — Vs,

! ! 2 4 V3 o
S T W \';5';.’,_|_ e 3 + V-i;
v 1 2 __fi-l—»/ﬁ
1/5--|u—3‘_-\(5'_-" 2 v




Sechstes Capitel.

Irrationale und 1maginiire Grofsen,

§- 30. (Irrationale Grofsen.) Betrachtet man die er-
sten natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, . . . und ihre zweyten, drit-
ten, . , . Potenzen, so hat man

bt

. patiirliche Zahlen 1 B R

II. Quadrate derselben 1, 4, g9, 16, ...

ITI, Wiirfel derselben VR e (TR
woraus sofort folgt, dafs z B, die Quadratwarzel von 4 gleich
2, die Quudmlwuvze[ von g gleich 3, die Kubikwurzel von 8
gleich z ist, u. f.

Allein welches sind die Quadrat- und Kubikwurzeln derje-
nigen natiirlichen Zahlen, die zwischen die Zahlen der Reihe
IT, und IIL. fallen, welches sind z, B. die Quzuh‘at- oder Kubik-
wurzeln von 2, 3, 5§, 6 u. £.2?

Obschon wir die vollstindige Antwort auf diese Frage erst
weiter unten geben werden, so kann man doch hier schon sehen,
dafs z. B. die Quadratwurzel aus 2 oder dafs die Grofse }/2
keine ganze Zahl seyn wird, da sie, wie man aus der Verglei-
chung der Reihen I. und 11, findet, zwischen die Grofsen 1 und
2 fallen mufs, zwischen welchen keine ganze Zahl fallen kann.

Allein eben so leicht wird man auch sehen, dals dieselbe
Grofse |/ 2 auch kein Bruch seyn kann, VVelches nidmlich auch
dieser Bruch seyn machte, so miilste er, auf die zweyte Potenz
erhoben, die ganze Zahl 2 wieder geben. Allein um einenBruch
auf die zweyte Polenz zu erheben, muls man (nach §. 27, 1) den
Zihler desselben sowohl, als auch den Nenner mit sich selbst mul-
tipliciren. VVenn man aber einen Bruch, der nach §. 15. schon
auf seinen einfachsten Ausdruck gebracht worden ist, wie

L Lo )

3
Ao ge

mit sich selbst multiplicirt, d. h. wenn man das Quadrat dieses

Bruches sncht, so muls man offenbar wieder einen Bruch erhal-
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ten, da man doch, der Voraussetzung gemiils, eine ganze Zuhl,
.

nimlich die Zahl 2 erhalten sollte, indem {/ 2 oder 2° , mit sich
selbst multiplicirt, die Zahl 2 wieder geben muls.

I. Die Grofse /2, und eben so auch die Gréfsen V3, V5,

VA SRS T \:fuz7 ]:/.3 .« . sind demnach, weder ganze
Zahlen, noch auch Briiche. Sie sind daher Grifsen ganz eige-
ner Art.

VVenn wir z, B, von der Zahl 2 sagen, dals sic die Einheit
zwey Mal, oder dafs sie eine zehn Mal kleinere Einheit, d. h, die
Grifse 5 zwanzig Mal, dals sie die Grofse 2 zweyhundert Mal
genaw in sich enthalte, und so von jeder anderen ganzen Zahl,
und selbst von jedem gegebenen Bruche, so lifst sich dagegen
von der Grifse /2 nicht mehre sagen, wie oft sie irgend eine,
auch noch so kleine Einheit, genau in sich enthalte. Aus diesem
Grunde nennt man alle diese mirt irgend einer Einheit unmelsbha-
ren Grolsen incommensurable oder auech irrationale Zahlen, weil
das Verhiltnils (ratio) dieser Zahlen zur Einheit nicht mehr an-
geblich ist.

II. Obschon wir aber die irrationalen Grifsen, ihrer Na-
tur nach, nicht ganz genau angeben Lonnen, so werden wir doch
Mittel finden, uns dem wahren Werthe derselben immer mehr,
und so viel wir wollen, zu nihern, ohne sie jedoch je vollig zu
erreichen. So werden wir z B. finden, dals der VVerth der
Quadratwurzel aus 2 oder dafs }/2 ist

V2 = 1.414213 562373 . .

Diefs wird uns demnach auch nicht hindern, mit diesen Gréfsen
selbst, wie mit allen anderen, zu rechnen, wenn wir uns nur
dabey erinnern, dals die Resultate dieser Rechnungen blofse An-
niherungen zur Wahrheitsind, mit denen wir uns ja auch sonst oft
genug begniigen miissen. VVir werden bald sehen, dafs beynahealle
unsere Berechnungen des Himmels und der Evde auf diesen irra-
tionalen Zahlen beruhen, und dafs die Natur selbst, in der Con-
struction ihrer bewunderungswiirdigen Werke, eine Art yon Vor-
liebe fiir diese Zahlen gehegt zu haben scheint.

. ‘e hl L A
¢. 31. (I:llzlsln;n‘u *3;1'(.)[50[1.) Da (nach §. 21.) zwey
positive, so wie auch zwey negative Factoren, immer nur ein




(&) ]

118 Q 4

positives Product geben, so miissen auch die Quadrate aller po-

1.

sitiven oder negativen Gréfsen immer positio seyn, Dasselbe gilt,
aus demselben Grunde, nicht blofs fiir die aten sondern auch
fiir alle 4ten, Gten, 8ten - und iiberhaupt fiir alle Potenzen
mit geraden Exponenten.

Daraus folgt sofort, dafs die zweyte, und iiberhaupt jede
gerade VWurzel aus einer negativen Gréfse etwas Undenkbares,
etwas Unmogliches ist,

Obschon aber diesen Grifsen an sich keine Realitit zu-
kommt, so hat man es doch versucht dieselben, wenigstens als
blofse symbolische Zeichen, unter der Benennung von imagini-
7'en (im Gegcnsalzc mit den r'edlma) Grilsen I)U}'zu[)elmli_cn, und
auch auf sie die Vorschriften (. 25. bis 2q.) der Rechnung mit
Potenzen anzuwenden. Und auch diesem scheinbar gewagten
“Versuche verdankt die mathematische A nalyse eine sehr wesent-
liche Erweiterung ihrer Grenzen, wie wir spiater bey mehr als
einer Gelegenheit bemerken werden,

Die einfachste dieser imaginéren Grifsen ist

V—1 oder (—1)>.
Nimmt man davon nach der Vorschrift des §. 27. die crsten

Potenzen, so hat man

Dolenz oy el
Pt [0 R ALl B —1,
» WL 0w,
¥ NS S T -1,
S R e L ‘,//"—-l L+ By Hi

so dafls die Potenz VI. wieder gleich der IL., die Potenz VII.
gleich der IIL u. f, ist,

I. Auf diese einfachsten Ausdriicke lassen sich auch alle
iibrigen imaginiren Grofsen zuriickfithren, So st z. B.

V=38 =V (—1)=V3.V—,

wovon daher wieder

Potenz LIV nusil ineslianly
wisollzs rodad s, —3,
BE s sl s aBiVENE)
e YR T EER - ~9 u. f, ist.
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§. 82. (Vielfache Werthe der reellen Wurzeln.)
Jede positive Grifse hat ziwey , in ihrer Grélse gleiche, in ihren
Zeichen aber entgegengesetzte Qum'll'ntwurzeln. Denn da z. B,
von der Zahl -}- 2 sowohl, als auch von der Zahl —2, das Qua.-
drat gleich -}-4 ist, so ist auch die ('\)uadratwurzel von =} 4 so-
wohl -} 2, als auch — 2, oder man hat

l/r”.r."l — i Lk

Dasselbe gilt auch von jeder aten, gten, (ten iiberhaupt
von jeder geraden VWurzel aus irgend einer positiven Zahl, Sao
ist z. B.

V481 = + 3,
weil (-}-3)* sowohl als auch (—3)* wieder gleich der gegebenen
Zahl -} 81 ist.

I. Nicht so scheint es sich mit der 3ten, Hten, 'mten 1 ‘ynd
iiberhaupt mit den ungeraden VWurzeln einer gegebenen Zahl zu
verhalten, die immer nur eine, wenigstens nur eine reelle VWur-
zel haben, und zwar von demselben Zeichen mit der gegebenen
Zahl selbst. So ist z. B.

\/ R 3.
aber nicht auch zugleich 3, da nur (-4 3)% nicht aber auch
(— 3)? die gegebene Zahl |- 27 wieder gibt. Und eben so isL auch

V"—ﬁ*:f = — 3,
weil nur (— 3)3, aber nicht (4-3)* gleich — 27 ist.

IT. Allein die Anzahl der VWurzeln einer gegebenen Zahl
wird oft viel gréfser, wenn man auch auf die imaginiren VWur-
zeln derselben Riicksicht nimmt,

Zuerst ist, nach dem Vorhergehenden ,

Vf—]- 1= + 1,
oder iberhaupt (nach §. 31, L)
Vita? = t a

Und eben so ist auch

V—a*= + al/f—1,

da sowohl +a)/—u1. als auch —a}/—1, mit sich selbst mul-

Littrow's Anfangsgr. d. gesammt, Mathom, A4
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tiplicirt, die Grélse —a* wieder gibt. Daraus folgt daher, dafs
jede gegebene Grilse zwey Qum'h-al\\'urzcln hat, die nur durch
ihre Zeichen verschieden sind, und zwar zwey reelle, wenn die
gegebene Grifse positiv, und zwey imaginire, wenn die gege-
bene Grifse negativ ist.
III. VWenn man aber die Grilse
S =
zwey Mal mit sich selbst multiplicirt (nach den Vorschriften des
§. 21.u.30.), so erhilt man, wenn das obere Zeichen genommen

ST
—1 4 V-3
1 — YV —3 — 3
o e
oder dieses Product ist gleich

— gt g/_3.

und wenn man dasselbe noch einmal durch die urspriingliche

wird:

Grifse mulriplicirt, so hat man

g g Viceg

AR

e

— a}/—-3,
oder die dritte Potenz der gegebenen Grifse (—1 +‘fm3) ist
gleich der reellen Grifse -8, Ganz eben so findet man auch,
wenn blofs das untere Zeichen genommen wird :

(—1—V—3' = +8,

woraus daher, da 23 =8 ist, sofort folgt, dafs
(_1_+ﬁ\;__5)3= yidy

ist, Ganz eben so findet man auch, dafls

+1i\/—3)‘: Vo

ist, so dafs man also auch umgekehrt die beyden Ausdriicke ha-
ben wird:

f//—l—- 1= f(—1+ \/—3) und

V=i =4 1+V=3)

|
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Allein aus dem Vorhergehenden ist bereits Lekannt, dals
auch

\7+1=+ 1 und \3/—-1 = — 1

ist, so dafs wir demnach fiir die Kubikwurzel aus (4 1) und aus

(—1) folgende drey Ausdriicke haben:

‘3/—[— 1 ~+ 1 V—1 — 1

+ He=r V=) + (1 V/=3)

Ao esnay/ig), (G G VT )

Was aber hier von der Kubikwurzel aus 4-1 oder — 1 ge-

sagt wird, gilt nach dem Vorhergehenden auch fir die Kubik-

|| )
|1

wurzel aus jeder anderen Zahl, z, B. + 27, da

\]/-—|- g27ic= 3 \,7+ 1 und \f//—u 2o =13 \3/— i yast.
Aus dem Vorhergehenden folgt daher, dals jede positive
oder negative Grilse drey Kubikwurzeln hat, von welchen aber
nur eine reell ist, wihrend die beyden anderen imaginir sind.
Il. Eben so tiberzeugt man sich leicht durch Nachrechnung
von der Richtigkeit der drey folgenden Ausdriicke:

(i}_/\/—')*a= + 1,
(ﬁf') i
(“ ] v'z\hl) i v oo

woraus sofort folgt, da nach dem Yorhergehenden auch

- Van . .
\/+ 1=+ 1 ist, dafs man fiir die vierte VWurzel aus (J-1)
und aus (— 1) folgende vier Ausdriicke hat:

V+1=+1, und \ﬁ/—l =]—¥:

LR 1 —V—1
=+ V—, AT TR
= — V/—, e
e st
— 11— \—
VA

Daraus folgt wieder, dals jede positive Grolse vier vierte
o £} ] l

Wurzeln hat, von welchen aber nur zwey reell sind, und dals

jede negative Grofse ebenfalls vier vierte VWurzeln hat, die je-

doch alle imaginir sind.
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Man bemerkt leicht, dafs diels durch Analogie zur Aufstel-
lung des Satzes fiithren wird: »Jede gegebene Zahl hat immer
»2 Quadraqurchn, 3 Kubikwurzeln, 4 VWurzeln der vierten,
»5 Wurzeln der fiinften Ordnung u. s. w., allein von den gera-
vden VWurzeln (der aten, jten  fren | Ordnung) sind immer
» nur zwey reell, wenn die gegebene Zahl positiv ist, und alle
»imagindr, wenn sie negatiy ist; von den ungeraden VVurzeln
» aber (der 3tm, 5ten, ~ten Ordnung) ist immer eine reell und alle
» anderen imaginir, die gegebene Zahl mag positiv oder negativ
»seyn.« — VVir werden in der Folge wieder auf diesen wichti-
gen Gegensland zuviickkommen.



Siebentes Capitel.
Umformung der Gluicllung(:u.

§. 33. (I'ZL'L[{{L-(“]S‘Q“_) Wenn ein Ausdruck eine oder
auch mehrere verinderliche Gréfsen, die wir (nach §. 17.) durch
Zy ¥4 %5« . . bezeichnen wollen, uud iiberdiels auch eine oder
mehrere gegebene oder unverinderliche Grélsen a, b, ¢, . . .
enthilt, so wird jener Ausdruck seinen VYerth indern, wenn
diese Grifsen a, », =, . . . geindert werden, er wird von die-
sen Grélsen abhingig, oder er wird, wie man zu sagen Pilcgt,
eine Function dieser verinderlichen Grilsen seyn.

So ist z, B. der Ausdruck

@+ ba

a—bx'®
oder wenn man fiir einen besondern Fall a==10 und b=1 setzt,
der Ausdruck

cine ¥unction der verinderlichen Grifse z, und diese Function
ist gleich 1 fir z=0,
K._,I » =1,
=y == q, f
Eben so sind
a -+ bx

e —dy

oder aa?t & by + cy®

Functionen von den beyden verinderlichen Gréfsen z und » u. f,
Wenn die veranderlichen Gréfsen @, y, z, . . . oder wenn
die Stammgrifsen der Function blofs ganze Exponenten enthal-
ten, so heilst die Function rational, wie die der vorhergehen-
den Beyspiele; wenn aber diese Stammgréfsen gebrochene Ex-
ponenlen mil sich fiithren, so ist die Function irrational , wie

a4 bVa oder Va 4 b,

und endlich ecine gebrochiene Function, wenn die Stammgrifsen
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zugleich im Zihler und Nenner erscheinen, wie der vorherge-
hende Ausdruck
il oder auch ﬂ————i——,
a— ba Va + bz
welcher letzte Ausdruck eine gebrochene irrationale Function
bezeichnet,
1. Ein aus zwey durch die Zeichen -~ oder — verbundenen
Gliedern bestechender Ausdruck heilst ein Binom , wie
a - ba* oder Y 1—a.
Ein solcher aus drey Gliedern bestehender Ausdruck

a -+ ba - ca®
wird ein Trinom , und wenn er noch mehr als drey Glieder hat,
ein Polynom genannt,

II. Einaus 2, 3, 4, . .. Factoren bestehender Ausdruck
wird eine Grofse von 2, 3, 4, . . . Dimensionen genannt, wo,
bey gebrochenen Functionen, die Nenner als Grolsen mit nega-
tiven Exponenten ({. 28, I.) genommen werden. So sind

ax ax? L Jg2 v—-
At digeon BT v ddiishib s

sammtlich Gréfsen von einer Dimension ;

T Xr=
az oder i oder

=
=]

sind Gréfsen von zwey Dimensionen ; die Grilsen

a —

gehoren zu der Dimension Null;

a a
e SRR Pl oy et ) L
bx a* 4 bx

zu der Dimension — 1, und endlich

ax
Vaz oder \/
W— il
1

zu der Dimension * u. s. f.  Wir werden in der zweyten Abthei-
lung dieser Schrift sehen, dals die Linicn Grifsen der ersten,
die Flichen der zweyten, und dafs die Korper Grofsen von drey
Dimensionen (Linge, Breite und Hihe) sind,
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§. 34. (Glcichllllg.) VWenn zwey Functionen derselben
Stammgréfsen, wie z. B,
a* —. ax und ba — ¢,
einander gleich sind, so bilden sie eine Gleichung , die auf fol-
gende Art geschrieben wird:
2! —ax = bax —e¢.

Da die Gleichheit zweyer Ausdriicke nicht gestort wird,
wenn man zu jedem derselben dieselbe Grélse addirt oder von
ihr subtrahirt, so hat man, wenn man in der letzten Gleichung
zu beyden Seiten des Gleichheitszeichens die Grofse ¢ addirt, da
¢—C=0 ist:

2t — ax --c = ba;

und endlich, wenn man auch hier zu beyden Seiten die Gréfse
ba subtrahirt:

a* —ax — ba -+ ¢ = o;
oder da die verinderliche Grofse a als Factor von ¢ und zugleich
von b erscheint:

2> — (at+-b)a 4+ ¢ = o,
welcher Ausdruck also ehenfalls eine Gleichung fiir die Variable
oder unbekannte Gréfse @ davstellt.

Man sieht daraus, dals jede Gleichung so ausgedriickt wer-
den kann, dafs auf der einen Seite des Gleichheitszeichens blofs
die Null steht, was man eine Gleichung auf Null bringen heilst.
So ist demnach auch

a?* + dax -+ B =0

eine Gleichung fiir z, und

z* + A L —i" )’!‘)’z —I-' C'='e

eine Gleichung zwischen den beyden verinderlichen Grifsen =

und y, u, f. ’

1. Wir betrachten hier zuvérderst nur diejenigen Gleichun-
gen, die blofs Funcuonen einer einzigen verinderlichen Grifse
a sind. Fine solche Gleichung heilst geordnet, wenn die ver-
énderliche oder unbekannte Gréfse x in allen Gliedern der Glei-
chung blofs im Zihler und blofs mit ganzen positiven Exponen-
ten erscheint, und eine solche geordnete Gleichung gehirt zum

poten, olen, Jten . . Grade, wenn der héchste Exponent yon a
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gleicheng 803 iang sty = Soiist

z* - ax 4 b =0
eine geordnete Gleichung des zweyten Grades, und

2% == ax* 4~ ba* | cax 4 d = o oder auch
2 = ax 4 b = o  oder
2t = a = o

sind geordnete Gleichungen des dritten Grades, Im Gegentheile
sind

aQ

L5

|—i—"l"
(t"l-—bv"l::t?‘i.

r 4

7 b = /o u f
“—-f— aVau

noch ungeordnete Gleichungen.

IL. Bemerken wir noch, dals eine jede Gleichung, zwischen
der veriinderlichen » und anderen constanten Gréfsen, nicht S
jeden willkiirlichen VWerth von z, sondern nur fiir gewisse beson-
dere Werthe dieser Grifse gleich Null seyn kann. So hat man
z. B. in der Gleichung

2 4+ ax 4+ b = o,

oder wenn man, fiir ein specielles Beyspiel, a=3 und b =2
setzt, m der Gleichung

a* 43z 4+ 2 =o
nur zwey VWerthe von z, welche dieser Gleichung entsprechen,
oder welche den Ausdruck 2* < Ja-2 =0 geben. Diesc Wer-
the sind nimlich
= -—1 und z = — g,
und aulser ihnen gibt es keinen anderen Werth von z mehr, wel-
cher der gegebenen Gleichung geniigt.
Eben so hat die geordnete Gleichung des dritten Grades
z? — b6z - 11z — 6 = o
nur drey VWerthe van z, welche diese Function von a gleich
Null geben, nimlich, wie man sofort sieht:
Fi=innn i S innde spdc=id,
Man nennt aber diese Werthe von 2, welche der gegebenen
Gleichung entsprechen; die P urzeln dieser Gleichung, und wir
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werden weiter unten (§. 67.) sehen, dafls jede geordnete Glei-
chung des m'" Grades auch m VVurzeln hat, wie diels in den
beyden vorhergehenden Beyspielen der Fall ist.

111, Wiirde aber der Fall eintreten, dals ein Ausdruck
der Art

0:a+b.r+cx3—{—dm3+..,
fiir alle Werthe, dic man der Gréfse = geben kann, gleich Null
werden sollte, so wiirde auch daraus unmittelbar folgen, dafs die
constanten Coefficienten (.18, 1L.) von 2°, 2', 22, ... oder dals
die Grélsen a, b, ¢, d, . .. jede fiir sich gleich Null seyn
miisseri, Denn setzt man in der gegebenen Gleichung die Grofse
2, da man ihr alle moglichen Werthe geben kann, gleich Null,
s0 erhilt man
a = o,

so dals man also jenen Ausdruck auch so schreiben kann:

0 =tlba + cz* |- da® 4 .. .,
oder, da man, ohne die Gleichung zu stéren, alle Glieder der-
selben durch 2 dividiren kann:

0=0b 4 cx - da* - .. .,
also wieder, wenn man neuerdings z = o setzt:
(==l
und eben so erhilt man

o= 0, 'd =0 . I

§.35. (Sonderung der Unbekannten.) Die Be-
stimmung der Purzeln einer gegebenen Gleichung zwischen «
und constanten Grifsen ist eine der wichtigsten Aufgaben der
mathematischen Analysis. Man nennt diese Jestimmung der VWur-
zeln die Auflosung der Gleichung. Wir werden unten wieder auf
diesen Gegenstand zuriickkommen,

Hier wollen wir nur bemerken, dafs diese Auflésung der
(}lcichungen, so lange sie fir a des ersten Grades sind, keine
Schwierigkeit habe, da sie offenbar nur darin besteht, diese un-
bekannte Gréfse aus der Gleichung zu sondern, d, h. sie so zu
stellen, dals sie ganz allein aul der einen Seite des Gleichheits«
reichens steht, wihrend die andere Seite blofs von den constan-
ten oder gegebenen Gréfsen «, b, ¢, . . . der Gleichung ein-
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genommen wird. Dadurch ist nimlich der Werth der unbekann-
ten Grolse @ durch die bekaunten @, &, ¢, . . . sofort gegeben,
oder die Gleichung ist aufgeldst.

Um aber zu dieser Sonderung der Unbekannten zu gelan-
gen, mufs man mit den gegebenen Gleichungen verschiedene
Modificationen vornehmen, durch welche man diesen Zweck er-
reichen kann,

L. Diese Modificationen griinden sich alle darauf, dafs die
Gleichheit zweyer Ausdriicke nicht gestért werden kann, wenn
man, wie auch zum Theil schon oben geschehen ist, zu jedem
dieser Ausdriicke dieselbe Grifse addirt, oder von ihnen die-
selbe Grofse subtrahirt, oder auch, wenn man beyde Ausdriicke
durch dieselbe Grilse multiplicirt oder dividirt, oder endlich,
wenn man jeden dieser Ausdriicke auf dieselbe ganze oder ge-
brochene Potenz erhebt.

§. 36. (Nihere Erliuterung dieses Verfahrens.)
Die in §. 35, L angefithrten Reductionen lassen sich am einfach-
sten dadurch ausfihren, dafs man alles, was auf der einen Seite
des Gleichheitszeichens mit der unbekannten Grolse

verbunden ist auf die andere Seite bringt
durch Addition, durch Subtraction, u. umgekehrt,
»  Multiplication, »  Division, und umgekehrt,
»  Erhebung auf ganze Po-  » Ausziehung der VWurzeln,
tenzen, und umgekehrt.

Diese Vorschriften werden am besten durch Beyspiele er-
lautert werden,
I, Ist die Glcichuug gegeben

x -2

=1,

2
so wird man zuerst die Grifse 5, da durch sie die ganze linke
Seite afficirt wird, durch Multiplication auf die rechte Seite schaf-
fen, wodurch man erhilt

e RO —
und wenn man dann noch die Gréfse -2, durch Subtraction,
auf die andere Seite bringt:

iz,
wodurch demnach die unbekannte Grilse o gegeben wird.

—— R R PN S e T — e TS,
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II. Ist die Gleichung gegeben

2(3 +m) 8= 7
s0 wird man zuerst die Gréfse — 3, durch Addition, auf die an-
dere Seite bringen, so dals man hat

2(34-2) = 10,
In dieser Gleichung muls wieder zuerst der allgemeine Fac-
tor 2 der linken Seite weggebracht werden, wodurch man hat
834 z=5,
und wenn man endlich noch die Grofse 38 auf die andere Seite
bringt:
2 — 3

Eben so wird man auch mit solchen Gleichungen verfahren,
die statt den Ziffern allgemeine Zahlzeichen haben.
IIL. Ist z. B. die Gleichung gegeben:

ax b
— = d,

s0 gibt die Entfernung von ¢, die hier wieder zuerst vorgenom-
men werden muls:
ax | b = cd,
und dann die von & :
ar = ¢d — b,
und endlich die von a:
cd — b

oL —
[£7

Dieselbe gegebene Gleichung hitte man aber auch so schrei-
ben kénnen:

ax b
e
b

und hier gibt die Entfernung von = sogleich

ax b
—=d— -,
¢ c

. a
und dann die Entfernung von —

c
5=,
a c
oder wenn man die Klammern aufl§st :
cd — b

& = ————, Wwie zuvor.
47

s — e

|
El
il |
|




. :
60 0. 30.

IV. Erscheint die Grofse x mehrmal in den Zihlern von
Briichen, so kann man sie als gemeinschaftlichen Factor heraus-
nehmen, und dann wie zuvor verfahren,

Ist z. B,

gegeben, so hat man auch

-;—i-"[:)-"—C:(i,

oder wenn man die beyden Briiche auf einerley Nenner bringt,
und die Grélse ¢ auf die andere Seite schafit:

{L—'—{P
i G sk G G

. @ i .
also auch, wenn man den Factor _I; durch Division wegbringt :
@
@l b (e +d)
T SR
Ganz eben so wird
a4 x c— b be —ad
= —_— repen e e
b o8 byd *

und

l = O =
.L_*:M - A gebcn e | ({L (-} : _-_{- .
(22 ac

Alle vorhergehenden Gleichungen sind blofs des ersten Gra-
des. VVenn aber die gegebene Gleichung mehrere verschiedene
Potenzen von 2 enthilt, so ist die Sonderung dieser Unbekann-
ten oft mit sehr grofsen, ja mit uniibersteiglichen Schwierigkei-
ten verbunden, und dann mufs man sich oft schon mit dem blos-
sen Ordnen (§. 35, 1) der Gleichung begniigen, um wenigstens
den Grad derselben bestimmen zu kinnen. Vir werden in der
Folge wieder auf diese Untersuchungen zuriickkommen.

Bemerken wir noch, zum Schlusse dieses Gegenstandes,

dals man den Ausdruck }/ a -} /6 ofter durch eine ihnliche Um-
formung auf die einfachere Gestalt 2 4}/ bringen kann. Setzt
man namlich beyde Ausdriicke einander gleich, so ist

a - Vb — z? —aw \/")’ ya—Jo.

Da aber ein Ausdruck zwischen rationalen und irrationalen

Grofsen nur dann fiir alle Werthe derselben gleich Null seyn
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kann, wenn jene, so wie diese, jede fiir sich, gleich Null sind,
so hat man statt der vorhergehenden Gleichung die zwey fol-
genden:

a — a2t —py =0 und b —"fa2ty = 0.

Wir werden aber in der Folge (§. 69.) sehen, und wir kén-
nen uns auch schon jetzt durch Nachrechnung iberzeugen, dals
aus den beyden letzten Gleichungen fiir die Werthe von & und y
die Ausdriicke folgen:

T ‘/rx—\/u,'-—h s G ?‘_}___\_f a:.__g,.
2

2

Auf diese Weise erhilt man z. B.
Vo 3 2vVE =1 4 V5,
V3 o iyBie=a o,
V2 V3 =22+ Vo) u 'l
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§- 37. (El‘]iliii‘llllg.} Wenn man bey zwey Gréfsen durch
Division untersucht, wie oft eine derselben in der anderen ent-
halten ist, so sucht man dadurch das Ferhilinifs dieser zwey
Grofsen,

So haben die zwey Zahlen 3 und 12 das Verhiltnifls 4, da
die erste in der zweyten 4™l enthalten ist.

Zwey Zahlenpaare, deren Verhiltnils gleich ist, bilden eine
Proportion. So hat 3 zu 12 dasselbe Verhiltnifs, wie 5 zu 203
also bilden auch diese zwey Zahlenpaare eine Proportion, die
man auf folgende Weise zu schreiben pflegt:

3 :12
1220 3

5 : 20, oder auch
A0p20 =6,

|

§. 388. (Eigenschaft der Proportionen.) In jeder
Proportion ist das Product der beyden #ufseren Glicder gleich
dem Producte der beyden inneren.

Denn ist aberhaupt

a b= icasidy,
so ist auch, nach der gegebenen Erklirung einer Proportion,
wenn man sie mit dem oben (§. 6, 1L) angefithrten Zeichen der
Division in der Gestalt von zwey Briichen ausdriickt:

a C
AT
Bringt man aber diese beyden Briiche auf einerley Nenner, |
50 hat man
ad be
bd — bad’
also auch, wenn man beyde Glieder dieser Gleichung durch bd
multiplicirt:

ad = bc;

d. h, in der gegebenen Proportion

B e S W S e i T A e
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@i Cr
ist das Product der zwey dufseren gleich dem Product der zwey
inneren Glieder,
I. Sind die beyden inneren Glieder einander gleich, oder
hat man die Proportion
isdBs= B0
so ist, nach dem Vorhergehenden,
4 Ci=B?%,
oder auch :
BR=— /A O
und man nennt dieses mittlere Glied B-_."V./fc die mittlere Pro=-
portionale zwischen den beyden anderen Gliedern 4 und C.
II. Daraus folgt sofort, dafls sich ausje zwey einander glei-
chen Producten
ad — be
immer eine Proportion bilden lasse. Denn dividirt man die letzte

Gleichung zu beyden Seiten durch 6d, so hat man
ad be a c

54 bd B d
das heilst, man hat:

|
[
[

a:b=—c:d

§. 39. (Bestimmung eines Gliedes der Proportion
aus den drey anderen.) VVenn drey Glieder einer Propor-
tion gegeben sind, so lifst sich dadurch auch das vierte bestim-
men. Denn ist die Proportion gegeben

a % o°= g 1%d5 " &n ist auch
ad = be.

Ist daher z B. das letzte Glied d unbekannt, so hat man,
wenn man beyde Glieder dieser Gleichung durch ¢ dividirt,
be

H

d =

@
und eben so fiir jedes der iibrigen drey Glieder, — Uberhaupt
ist jedes @ufsere Glied gleich dem Producte der zwey inneren,
dividirt durch das andere duflsere — und jedes innere Glied ist
gleich dem Producte der zwey dufseren, dividirt durch das an-
dere innere.
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Dieser einfache, aber sehr niitzliche Satz ist unter der Be-
nennung der Regeldetri bekannt.

§. 40. (Veriinderungen der Proportionen.) Eine
Proportion kann mannigfaltige Verinderungen erleiden, ohne
dals dadurch die Gleichheit ihrer Verhiltnisse gestort wird. Wir
fiithren nur die vorziiglichsten derselben kurz an.

I. Umkehrung der Verhiilinisse,

Ist
assihi = c.sdy

so 1st auch sofort
b @ =rd .y

wie schon fiir sich klar ist.

Il Perwwechslung der inneren Glieder.

Ist
2. bi==Fpiiid,
so ist auch
@ 5Oy —==D
da beyde Proportionen auf die ihnen gemeinsame Gleichung
ad = be¢

zuriickgefiihrt werden kinnen,
III. Addition und Subiraction der einzelnen Glieder.
Ist die Proportion gegeben
G [
50 1st auch
ai‘b:cid:b:ci.
und eben so
adv'c bk d== a0,
weil auch die beyden letzten Proportionen sich wieder auf die

Gleichung
be — ad,

das heifst, auf die gegebene Proportion
a br=svc Dd
zuriickfithren lassen.
1V. Multiplication der beyden ersten, oder der beyden lelzlen
Glieder durcl dieselbe Griifse.
Ist die Proportion gegchen
O — R

e e N S = RIS S SRS e i N AL
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so ist auch, fir jeden Werth der Grofse m,
ameihm ==ue tid,

und eben so
aysibi— emitidm,

da jede der zwey letzten Proportionen wieder die Gleichung gibt

ad = be.

§- 41. (Verbindung mehrerer Proportionen unter
Uiil.’tl'ld(‘.i‘.) Die Producte gleichliegender Glieder von zwey
oder mehreren Proportionen sind ebenfalls proportionirt,

Sind nimlich die zwey Proportionen gegeben

a:h ="¢:d and
38 e = 3
so ist auch sofort
e fbhfac=oait dh,

Denn die erste Proportion gibt ad = be¢, und die zweyte

gibt eben so 64 = fg, also ist auch
ad . el = be . fg,
oder, was dasselbe ist,

asi. diti=—caiyb

also auch
ade bl = cetird R

I. Daraus folgt sofort:
Sind die ewey Proportionen gegeben
a:b=ci:d ?
und, 53 lee= desfNE

so hat man auch

adiites——"ra s
II. Sind eben so die zwey Proportionen gegeben
| ) 3 44 > LG s ¥ ¥ * L i s Lily - D\.O JGiIs
1 .'-; — ¢ J %
| y — 0 Q :
50 hat man ai
Z = fid
Il Sind endlich die zwey Proportionen gegel
{ Dy =i L}
und e sif =i
i 1 "\.-:}-u.."“::' J
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so hat man auch
ae s hifie ot gy

and dieser SatzIIL. ist unter dem Namen der Regelguingue bekannt.

1Y. Das Verfahren in IIT. gibt, wenn man es auf mehrere Prc-
portionen fortsetzt, die sogenannte Ketlenregel oder den
folgenden Satz:

Sind die Proportionen gegeben:

Qesbi=— A B>
Clsndie==n R iy
= B )
e DR D S

30 besteht mwischen diesen Griflsen auch die Proportion
aceg : bdfhk — 4 : E
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§. 42. (Exponentialgrofsen.) Wenn in dem Ausdrucke
==, 85,

wo a eine constante, 2 und y» aber eine verdnderliche Grofse

bezeichnet, der Exponent x bekannt oder gegeben ist, so wird

man, nach dem Vorhergehenden, immer den entsprechenden

Werth von y finden konnen. So hat man z B. wenn a= 2 ist,

2 den Werth yon y = 4,

2

fir =

I

» €

» » » Y = 8 u, f. 3

und selbst wenn 2 irgend ein Bruch, z B, gleich } ist, so wird

T

gy,
V= 2 = ;

aber nach §. 29, IL der Wahrheit so nahe, als man nur will,

2 seyn, eine irrationale Grifse, deren YWerth man
finden kann, wie wir weiter unten schen werden.
VVWenn aber umgekehrt in dem gegebenen Ausdrucke
gy = a=
die Grifse y die bekannte Zahl ist, oder wenn man z, B, die Glei:

chung hat:

so bietet alles Vorhergehende kein Mittel dar, denjenigen VWerth
von 2 zu finden, welcher der Gleichung 2% =3 entspricht,

Man nennt aber solche Ausdriicke, wie a*, wo der Expo-
nent die unbekannte oder verinderliche Grélse ist, Exzponential-
grifsen , zum Unterschiede mit den gewdhnlichen Potensen

ae oder (1 - 2)%;
in welcher der Exponent a constant ist.

Diese Exponentialgrifsen bilden; so wie die irrationalen
Zahlen, ein eigenes, weitverbreitetes Geschlecht von Gréfsen,
das sich von allen anderen wesentlich unterscheidet, und das in
der Mathematik eine schr wichtige Tiolle spielt: Man heifst sie;

5 =
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und die mit ihr verwandten, transecendenie Grifsen, zum Unter-
schiede mit den bisher betrachteten, die man algebraische Gros-
sen zn nennen pllegt.
Um diesen Unterschied besser zu iibersehen, wollen wir
. B. in der Potenz
y = a¢

»

fiir a die constante Gréfse 2, und dann fiir 2 die auf einander fol-

genden Werthe 2 =1, 2, 3, 4, ... setzen, wodurch man fiir

die entsprechenden Werthe von y=1, 4, 8, 16, . . . erhilt.
| 1 1 1

Eben so gibt @ =1, X, £, &, | . die Werthe =Rt sy

3

35 + + + » Wo immer die YVerthe von » nach einem constanten
und sehr einfachen Gesetze auf einander folgen,

Ahnliche Resultate erhilt man auch, wenn man fiir 2 die-
selben Grofsen 1, 2, 3, . . . aber negativ annimmt u. s. f.

Anders aber verhalten sich die auf einander folgenden VWerthe
der Exponentialgré/se a*. Nimmt man in derselben fiir die con-
stante Grofse a z. B. die Zahl —2, so erhilt man

Pl a, 3y By

a* = — g, J+. 4, — 8, 2 L (et

und’ fiir’ &=ty lealIs G I0agy Nl i b,
Tl emn : fi gy

ettt s et 5 "i‘ ol

so dafs also hier die positiven Gréfsen mit den negativen ab-
wechseln,
Setzt man aber fir o die reciproquen natiirlichen Zahlen,
oder ist
(=L 5 _7'5 ) B ety
3 5
so hat man gr——2, |/ —a,6 — Via, VRD e \]/’_-.", i
wo sogar die reellen VWerthe mit den imaginiren wechseln,
Setzt man ferner die Grifse a gleich Null, so hat man, so
lange z positiv bleibt, wie grols dasselbe auch werden mag,
immer
at = 0% = 0.
VWVird aber 2 ebenfalls Null, so erhilt man
SiEE i

und erhile endlich 2 irgend einen negativen Werth, 2. B. 2 =— 1,

s0 hat man
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af = — == ifkir,. ¢ = 0,
@ 0
oder g# wird dann unendlich grofs (. 23, IL.).

Noch auffallendere Spriinge erhilt man, wenn 2 irgend eine
irrationale Grifse, z. B. wenn a— \/fa wird. Nach dem oben
(§. 80, IL.) Erwihnten ist annihernd :

Ve = 141421 ...

Setzt man also wieder die Grifse a=-} 2, und nimmt man
von der vorhergehenden WWurzelgrifse nach und mnach immer
mehr geniherte Werthe, und bemerkt man, dals (nach §.32, IL)

.

jede Grifse a™ immer eine Anzahl von m reeller oder imaginii-
rer Werthe hat, so erhilt

fir |/ 2 14 die Grifse aY? = eV? ... zehn,

» YV ? » E 3 e shundert;

» Vo
verschiedene Werthe, ja die wahre Anzahl dieser Werthe wird
in der That unendlich grofs seyn, da der wahre YVerth von Vﬁ

selbst nur durch einen ohne Ende fortgehenden Bruch angegeben

| I |

» » b » ... tausend u £

werden kann.
Wire endlich noch die Grifse a negaliv, und z.B. a=—=—2,
und wie zuvor z = |/ 2 cine irrationale Grifse, so hilte man
; 5
= '3)‘/"5
dv Ausdriacke 1alst sich micht einmal ancebe I
und von diesem Ausdrucke lalst sich nicht einmal angebén, 0D
er zu den reellen oder zu den imaginiren Grifsen gehort, da
man nicht sagen kann, ob }/2 eine gerade oder eine ungerade
Zahl 1st,
Diefs wird geniigen, die Verschiedenheit der transcenden-
o ¥

ten und algebraischen Gréfsen zu erkennen.

0. 43. (L(}géli'iiilnl{:ll.) Gehen wir wieder gu unsever
Gleichung
N — az
zuriick. Obschon wir, wie gesagt, den Werth des Exponenten x
fiir jeden gegebenen Werth von » jetzt noch nicht bestimmen
konnen, so ist doch klar, dafs dieser Werth von , fir dasselbe y,
seincn YYerth mit der constauten Grifse a dndern werde, dals er
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z. B. ein anderver fiir ! — 2%, als fiir 3=4* oder 3 =5~ . .
seyn werde. Die gesuchte Grilse = wird also nicht blofs von y,
sondern auch yon demjenigen VWerthe abhingen, den man der
constanten Grifse ¢ gegeben hat. — WWir wollen im Folgenden
annehmen, dals diese Grofse a positiv und gréfser, als die Ein-
heit ist, ohne weiter etwas Niheres iiber ihren absoluten VWerth
festzusetzen.

Da wir noch sehr oft auf das Problem zuriickkommen wer-
den, aus dem Ausdrucke

e
die Grifse x fiir jedes gegebene @ und J zu finden, so wollen
wir dieser Groflse « eine cigcne]]czeichnung geben, und sie den
Logarithmus yon y nennen, was wir abkiirzend auf folgende Art
ausdriicken :
2 = Log y.

Die constante Zahl @ aber, die, als solche, immer densel-
ben, iibrigens willkiirlichen VWerth beybehilt, wihrend die bey-
den Grifsen 2 und J sich @ndern, wollen wir die Basis dieser
Logarithmen nennen,

Wire also z. B. dic Basis g = 10, s0 hitte man die Gleichung

107 == 9,
und da 10°=21;, 10'= 10, 10%>= 100 u, f. ist, so wirde man
auch, fir diese Basis, haben:

Loga =l
Logio = e
Logioo = 2,
Logiooo = 3 q, £

Wie man aber die Logarithmen der zwischen dieser Zahlen
1, 10, 100, ... fallenden Grifsen, wie man also Log 2, Log 3,
Log#, . . . finden soll, ist jetzt noch nicht bekannt,
Da iibrigens die Logarithmen aus der Exponentialgrifse a* -
unmittelbar entspringen, so gehdren auch sie, nach . 42, zu
den transcendenten Grofsen.

0. 44. (Kigenschaften der Logarithmen.) Wie es

sich aber auch mit dieser Bestimmung der Logarithmen einer
jeden gegebenen Zahl verhalien mag, so lassen sich doch hier

e e D R, - T L T S e
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schon einige schr merkwiirdige Eigenschaften derselben aus den
zwey fiir sie aufgestellten Gleichungen

e® =y und 2z = Logy
ableiten.

1. Danimlich zuerst, fir jeden Werth der Basis a, die positiv
und > 1 ist, wennman z==0 setzt, der Werth von y =1 wird, so hat
man auch fiir jede Basis

Log1 = o.
Und da eben so y =a fir 2= wird, so hat man auch
Loga = 1.

Das heifst also: »Fiir jeden Werth der Basis a, oder fiir
vjedes logarithmische System, ist der Logarithmus dieser Basis
simmer gleich der Einheit, und der Logarithmus der Einheit ist
simmer gleich Null.

1. Da ==y ist, wo 2 und y willkiirliche Zahlen bezeich-
nen, so ist auch, wenn u und z dhnliche Zahlen ausdriicken,

a* = 3z.

Man hat daher, nach der in:(. 43. gegebenen Erklirung

eines Logarithmus
z = Logy, und eben so u = Logaz,
Allein nach §. 29, 1L ist

a? . g* = a*t® oder

af s = Y - %,
also ist auch, nach derselben Erklirung des Logarithmus,

2 -+ u = Log (y.3),
das heilst, es ist
Log(y.2) = Logy -- Logz,

oder »der Logarithmus eines Products zweyer Zahlen 1st gleich
vder Summe der Logarithmen der einzelnen Factoren. «

So war in dem vorhergehenden Beyspiele fiir a==10

Logio = 1 und Logio0 = 2,
also ist auch
Logio >< 100 oder Logiooo = Logio + Logioo,
das heifst, e¢s ist

Log 1000 == 1 + 2 = 3, wie zuyor.
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Es ist fiir sich klar, dals sich dasselbe auch auf Producte
von mehr als zwey Factoren fortsetzen lifst. Denn selzt man
statt » die Gréfse @ .y was man kann, da 2 und r ganz willkiir-
liche Grifsen sind, so gibt die letzte Gleiehung

Log(z.y.2) = Log(2.7) 4+ Logz,
und da bereits Log (z.y) = Loga - Logy ist, so hat man auch
Log(z.7.3) = Loga -4~ Logy - Logz u. s f,

1L Ganz auf dieselbe Weise ist auch

ar o T o ¥
— == a*—“, oder, wafr» = I
as <
und daher
¥

oder, was dasselbé ist,

} B
Log = — LC‘:";}' — 0D
d. h.¢ »der Logarithmus eines Quotienten st gleich dem Loga-
»rithmus des Diyidends, weniger-dem des Divisors, «

1V. Endlich ist noch (nach 0:l29), 1)
5 — T Erklamne Hoa. T2 bt e s i
also auch, nach derselben Erklirung des Logarithmus,
uvLogy®r = zu Logy,
oder, wenn man beyde Glieder dieses Ausdrucks durch u dividirt,
Logy® ‘="z Logy,
d.h.: »der Logarithmus einer Potenz y* ist gleich dem Producte
»des Exponenten z in dem Logarithmus der Grolse y.«
Da in dem letaten Ausdrucke die willkiirliche Gréfse @ auch
. 1
ein Bruch seyn kann, so hat man, wenn man — statt x setzt,
&£
1

& i
. AT | .
Logys = - Logy,
oder, was dasselbe ist (§. 29.),
. )j/ 1
Logly/y» = = Log g,

d. h.: »der Logarithmus dey 2t» Wurzel aus einer jeden Zahl y
vist gleich dem aten Theile des Logarithmus dieser Zahl o selbst. «

T PR T — S
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Aus dem Vorhergehenden folgt demnach, dafs durch die
Logarithmen verwandelt wird :
die Multiplication . . .. . . . . . in Addition,
v DiyEsION s SR e R IR O L e T ¢ Sabtraction,
» Erhebung auf ganze Potenzen . . » Multiplication,

» Aubachung der Wurzeln . . . . » Diyision,

Wenn daher, fiir irgend eine Basis a, die Logarithmen aller

natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, 4,'.". . bereits berechnet und in
eine Tafel gebracht wiren, so wiirden dadurch alle gréfseren

und oft sehr zcuraubu—:u}en Bccnnungcn ungemein erleichtert
werden, so zwar, dafs die Arbéit mehrerer Monate auf die eini-

ger Sl,undcn uuu!w“l;mchr, und dadurch das Leben des Geometer

gleichsam vielfach \'ctiiinb 't werden kénnte.
rithmen sind

nd

Die Lo tzlichsten und wich-

de » Geist darf sich dieser

t'm‘tcn intd

en , ur

g'_.n‘s?.:crun&; auf de ete der VWis um so mehr er-

freuen, da er sie nicht dem Zufal » ‘dufseren Einwir-

kung, sond verdankt, wihrend ithm
bey den meis , besonders in den
Kiinsten und Manufacturen. sung sowohl, als auch

selbst den Stoff zu seiner I-,;;Lduc.’-;uns erst von aulsen entgegen-

gefithrt werden m

yen verschie-

chende bezieht sich auf solche

§-43.. (V
dener Systeme.)
Logarithmen, deren Basis eine hcsummm Zahl a ist, und wir
haben fiir die Logarithmen dieses Systems die Gleichungen auf-
gestellt:

Y = a*, 2 = Logy und Lo :;fr. &= 1.

Betrachten wir nun irgend ein anderes System, dessen Ba-
sis wir durch e bezeichnen wollen, und hczbu,lm en wir die Loga-
rithmen dieses zweyten Systems, zum Unterschiede mit jenen,
durch das analoge Symbol log, so dals man, wenn y dieselben
Zahlen wie vorher bedeutet, fiir dieses z eyte System die Glei-
chungen hat:

J = ¢ u=logy und loge = 1,
wo demnach u eine solche Zahl ist, die fir ¢# densclben Werth,

nimlich y gibt, wie 2 fiir ¢z gegeben hat




\
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VWenn man die beyden vorhergehenden Gleichungen
& o to)
x = Logy und u'=logy

durch einander dividirt, so erhilt man

.fmg;‘-p' g

log ¥ i
fiir das Verhiltnils der Logarithmen derselben Zahl g in den bey-
den Systemen, deren Basis @ und e ist.

Allein dieses Verhilinifs der beyden Logarithmen Log y
und log y kann, wenn es sonst ein veridnderliches Verhilinifs ist,
nur von der Gréfse y selbst abhiingig, oder es kann blofs eine
Function (§.34.) von y seyn, die wir, da wir sie noch nicht ken-
nen, allgemein durch () bezeichnen wollen, so dals man dem-
nach hat:

Logy = f(y) . logy.

Daaber indiesen Ausdriicken die Grilse y ganz willkiirlich ist,
so wird man auch statt ihr irgend einc Potenz derselben, z. B.
" setzen konnen, so dals man also auch die Gleichung haben
wird :

Log (™) = S(»™) . log(»™).
Allein nach §. 44, I"s hat man fiir den Logarithmus eines

jeden Systems
Log (¢%) = n Lozy, und eben so

—_—
=

0g {) 1) = n if.;:,_f];:’,
so dafs demnach die vor ergehende Gleichung in die folgende
ibergeht:
Logy = Jf(»") . logy,
und diese, mit der ersten Gleichung

= f(y) . logy

erglichen, zeigt, dals
SO =10),
das heilst, dals die gesnchte Function f(y) der Arvt ist, dafs sie
ihren VWerth nicht éndert, wenn man auch in ihr statt y irgend
cine Potenz y" setzt, wo n eine ganz willkiirliche Grilse bezeich-
net. Daraus folgt aber sofort, dafs /() von y selbst ganz und
gar nicht abhingig seyn hann, dafs also f(y) irgend eine constante
Grofse seyn muls, die wir gleich m setzen wollen, so dafs man

daher hat:

- ———— e ot i M R R e e s TS
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Loecy — m ,locy
03y ogy,

d. h. also, das Verhiltnils der Logavithmen derselben Zahlen y

Q
\

in zwey verschiedenen temen ist fiir alle Zahlen dasselbe,

oder ist eine constante Gro

g0
5€,

I. Um diese Constante m niher zu bestimmen, so hat man,
wenn man die beyden obigen Werthe von y, niimlich
T G T =

einander gleich setzt:

Nimmt man von den beyden Gliedern dieser Gleichung die
Logarithmen des einen sowohl, als auch des anderen Systems,
50 hat man

a2Loga — u Loge )
und 2 loga = u loge )

Da aber, nach dem Vorhergehenden,

o
— = m und Logca = loce — 1
i o o

ist, so gehen die beyden letzten Gleichungen in folgende ein-
fachere iiber:

m = Loge a
1
und m o= ——
log a

wodurch demnach die gesuchte constante Griofse m auf doppelte
Weise bestimmt ist.

Kennt man also bereits den Logarithmus einer Zahl 5 in
dem einen der beyden Systeme, z. B. in dem ersten, dessen
Basis q ist, oder kennt man bereits die Grifse Logy, so hat man
auch sofort den Logarithmus derselben Grifse y in dem zweyten
Systeme durch die Gleichung

1 2
logy — loga.Logz — — , Log x,
I
und eben so hat man auch umgekehrt
Logy = Loge. logy' = m.. logy,
und endlich, wie aus diesen heyden Gleichungen unmittelbar
J 5
folgt:
Io

ga.Loge = 1.




Ziehntes Capitel

Andcruugen der Functionen oder Principien

der Differen tialrechnung.

0. 46. (El‘!&ifﬁl‘t‘lllg.) Wenn in irgend einem analytischen
Ausdruck u, der eine verinderliche Grifse z, und iiberdiels viel-
leicht noch mehrere constante Grélsen a, b, ¢, . . . enthilt,
oder wenn in irgend einer Function (5\ 34.) von z, welche Func-
tion wir allgemein durch

s = f(z)
bezeichnen wollen, diese Stammgréfse 2 sich éndert und z. B.
so wird auch die Function f(z) sich indern,
Verth annehmen, und in
v = f(z-+ 1)

iibergehen, und man wird die auf diese Veise erfolgte Ande-

in 2 -4 iibergeht,

oder einen anderen

rung (u — u) der Function erhalten, wenn man diese beyden

[
1

‘Werthe ' und «, welche die Function fiir jene beyden VWerthe
von z hat, von einander abzieht.

Eben so wird also auch das Perhilinifs der Anderung
(& — u) der Function, zu der Anderung % ihrer Stammgrolse

2 gleich seyn

uw— u o flx4-Fk) —f_{:.l
k I

Hat man z. B., um diefs sogleich durch einen besonderen
Fall zu erliutern, die Function
vh= fi(2) = az®
gegeben, und geht 2 iiber in 2 -J-%, so erhilt man
w= f(a+7%) = a(z - k)2,
und wenn man die Potenz (x - #)* (nach \5 21, 1) entwickelt:
U= a (8 -—l—- 2l == h*).

Zieht man von diesem Ausdrucke den fritheren VWerth des-
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selben, oder u==aax* ab, und dividirt den Rest durch %, so hat

man ;
. — It
——— == 2az -} ak.

Dieses Verhiltnils ,’,*,,E_'f der bc)-ﬂcn;"\ndcrungcn, der F'unc-
tion und ihrer Stammgrilse, besteht also, wie man sieht, aus
zwey Theilen 2a und a %, die wesentlich von einander verschie-
den sind. Der erste Theil 2 ax ist nimlich, da er die Grifse %
nicht mehr enthilt, von dieser Anderung der Stammgrifse ganz
unabhéngig, oder er behilt immer denselben Werth jener Ande-
rung, h mag grofs oder klein gewesen seyn. Nicht so der zweyte
Theil oder die Grélse ak, die allerdings von % abhingt und die
offenbar immer kleiner ist, je kleiner diese erste indcrung i der
Stammgrolse = selbst genommen wird.

Je kleiner also diese ,:“\nl]cmng L wird, desto mehr nihert

sich das Verhiltnils

dem ersten Gliede seines vorhergehenden Ausdrucks, oder desto
mehr nihert sich dieses Verhiltnils dem VWerthe 2 e, als einer
Grenze, welcher dieses Verhiltnifs, bey immer abnehmendem
VWerthe von /., immer niaher tritt, und welche es offenbar nur
dann als in der That erreichend betrachtet werden kann, wenn
die Grofse A selbst so klein geworden ist, dals sie schon ganz
aulser unserer Betrachtung fallend angenommen werden kann,
oder wenn diese Grifse % kleiner noch geworden ist, als jede
andere uns noch angebbare Grifse, in welchem Zustande dann
die Grilse & (nach g 23, IL.) eine unendlich kleine Grilse genannt
zu werden pflegt.

Zustande von stets abnehmen-

iftigen werden, so wird es, zur

Da wir uns mit diesem
den Gro

grofseren Ki

n fortan ofter besch

TMantlinh -
Deutlichk

des Vortrags, angemessen

ze und

seyn, fir diese dulsersten Grenzwerthe der Grofsen eine ei-
gene Bezeichnung einzufithren. Wir wollen demnach diese An-
derung % der Stammgrdifse a, wenn sie in jenem Zustand der letz-

ten Abnahme iibergegangen, oder wenn sie, in dem so eben auf-

gestellien Sinne des VWortes, unendlich klein geworden ist, durch

das Symbol d2 bezeichnen, so dals demnach die durch sie cr-




78 0. 46.

zeugte, im Allgemeinen ebenfalls unendlich kleine Anderung
u'— u der Function, auch durch das Zeichen du angezeigt wer-
den wird.
Demnach wird also die vorhergehende Gleichung
)

= 2a2 + ahl,
7 g2
fiir den Zustand der letzten Abnahme von %, oder fir den Fall,
wo diese Anderung & der Stammgrifse x kleiner, als jede andere
noch angebliche Grifse geworden ist, durch den folgenden Aus:
druck dargestellt werden:
du
- == 2aw.
X

ax

I, Man pilegt die Gréfsen da und du das Differential der

Stammgroélse 2 und ihrer Function u, so wie das Verhiltnils f; :i
&

den Differentialcoefficienten der Function w zu nennen. Der Dif-
ferentialcoeflicient einer Function ist daher als die aulserste Grenze
des Verhaltnisses,, der _-A‘l.ndcl‘ung der Function zu der :"Luu.'lerung
ihrer Stammgréfse, zu betrachten, oder als diejenige Grenze,
welcher sich dieses Yerhiltnils immer mehr nihert, je kleiner die
Anderung der Stammgréfse & wird, bis es endlich, fiir eine un-
endlich kleine Anderung dz dieser Stammgrifse, jene Grenze
selbst erreicht.

Ganz eben so hat man in einem zweyten Beyspicle, wenn
die Function

ST
gegeben ist, und wenn in ihr die Grifse 2 wieder in z - Z
itbergehet: :
v = a(z -t h)’
oder wenn man entwickelt, wie zuvor:
w— u

> — (372 —:— 3lha - h?).

Auch hier ist, wie man sieht, blofs das erste Glied 3 a =7
.2 il w—u
des Verhiltnisses —

von der Grifse A unabhingig, so dals

demnach hier ebenfalls dieses Glied wieder die Grenze seyn wird,
welcher sich jenes Verhiltnils immer mehr nihert, je kleiner [

angenommen wird, und dals daher dieses letzte Grenzverhils-




e

\

\ e {
0 4. 79
nils, wenn & gleich do oder unendlich klein geworden ist, darch
die einfache Gleichung

(t H

d =3k

ausgcdriickt wird, und so fort in allen anderen Fillen.

Man sieht daraus, dals, wenn auch die beyden ;"‘Lnderungen
du und d z, der Function und ihrer Stammgriflse, jede fiir sich,
unendlich klein geworden sind, dafs doch das Perhilinifs dieser
Aenderungen demungeachtet noch eine endliche Grifse seyn kann,
d.h. dals, wenn auch die Grofsen du und da, wegen ihrer Klein-
heit, von uns nicht mehr angegeben werden kinnen, da sie in
T

der That, der aufgestellten Erklirung zu Folge, noch unter je-

der angebbaren Grifse stehen sollen, dafs demungeachtet das

Perhiiltnifs dieser an sich selbst nicht mehr angebbaren Grifsen,
noch immer sehr wohl angegeben werden kann, oder endlich, dafs,
wenn auch die Differeniialien zweyer Grifsen, du und dz, un-
endlich klein sind, doch das Verhiltnils derselben oder der Dij-

du
ferentialcoefficient — noch immer eine endliche Grifse, deren
L.L'

VWerth von uns vollkommen bestimmbar ist, seyn kann.
' L} !

Diels vorausgeselzt, wird es nun unsere Aufgabe seyn, die-
sen Differentialcoefficienten, oder dieses Grenzverhiltnils der
Anderung der Function und ihrer Stammgréfse , fiir jede angege-
bene Function, z. B. fiir die Potenz 2°, oder fiir die Exponential-
grofse a®, oder fiir den Logarithmus loga u. f. zu bestimmen,
Diese Bestimmungen machen den Gegenstand der sogenannten
Differentialrechnung aus. — Ehe wir aber zu diesem Geschifte
itbergehen, wird es angemessen seyn, einige Bemerkungen iber

dasselbe vorauszuschicken,

§. 47 (E1 ml.m.leu Darstellung und Erweiterung
des Vor li( i‘”"hl nden. ) Das in unserem vorhergehenden er-

sten I:c\spldc m‘ﬁ'ﬂt(‘m‘ Grenzyverhaltnils

du
— = 2aa

et
lifst sich auch, in Gestalt einer gewchnlichen Gleichung, anf
folgende Art ausdriigken:

anN=""= i Sl




in welcher Glcichung @ und x endliche, du und d« aber unend-
lich kleine Grifsen hezeichnen,

Um aber zu dieser Gleichung zu gelangen, kann man an-
nehmen, ‘dals sie aus der analogen, friiher (in - 46.) erhaltenen

Gleichung:

;I% = (2a2 -+ adz) oder

du — (2az - adz) dz,
und zwar dadurch entstanden ist, dafs man, in diesem letzten
Ausdrucke, die unendlich kleine Grifse ¢ d 2 gegen die endliche
2ax weggelassen hat, wie man wohl, der oben aufgestellten Er-
klarung einer unendlich kleinen Grifse zu Folge, berechtigt zu
seyn annehmen darf, da die unendlich kleine Grifse adz, die
kleiner als jede von uns noch angebbare Grifse ist, auf die aller-
dings noch angebliche, endliche Gréfse 2 g 2 , keinen fiir uns mehr
bemerkbaren Einflufs dufsern kann, oder da diese beyden Gréfsen

2a2 und 2az - adz,

in Beziehung auf die Angabe ihres absoluten VWerthes ; Yon uns,
der aufgestellten Definition zn Folge, nicht mehr unterschieden
werden konnen.

Auf gleiche Weise haben wir in unserem zweyten Beyspiele
des §. 46. aus dem gegebenen Ausdrucke

U=t 3
fur die Differenz v — u oder fiir du erhalten :
de = a (32 4 3adaz J da?) . dz,
einen Ausdruck, den man auch so darstellen kann;
d = [..’: az* 4-a (3z2-}dz).d z] vdz.

Lifst man hier wieder die unendlich kleine Grifse da
gegen die endliche 3z in dem Gliede (3 4= dz) weg, so er-
hélt man

du = [3aa* 4 3azxd z] . da, )
oder, was dasselbe ist:

n d (] ]
du = 3aaz (2 Ldx). du

und daher, wenn man

fahren anwendenl
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oder auch
du 5 :
— — 3aax?!, wie zuvor.
dx

Man kommt daher zu demselben Zwecke, wenn man, wig
in §. 46, das Grenzverhiltnils der .-i_ln]cruug einer [Munction zur
,:‘-mdcrung ihrer Slmnmgrn'il'sc sucht, oder wenn man, wie hier,
die Verinderung du einer Function u, die aus einer _-.'.tnr]crung
dz ihrer Stammgrifse 2 folgt, unter der Voraussetzung sucht,
dafs man, bey diesem zweyten Verfahren, diese -‘nﬂcrung d a
so klein annimmt, dals sie gegen jede andere, endliche, noch
angebbare Grélse als véllig verschwindend betrachtet, und daher,
jener Grélse gegeniiber, ganz weggelassen werden kann

Beyde Verfahren fithren zu demselben Resultate, aber' das
letzte ist offenbar einfacher und zur Anwendung bequemer, oh-
schon es iibrigens nur als ein, wegen dieser Einfachheit einge-
fiihrter , abgekiirzter Ausdruck des ersten, gleichsam als eine
Redens- oder Schreibart zu betrachten ist, deren man sich, als
eines bequemen Mittels zu demselben Zwecke, bedienen kann,
wenn man ihr die oben (§. 46.) gegebene Bedeutung zu Grunde
legt.

I. Demnach besteht, dieser zweyten Darstellungsweise zu
Folge, das Princip der Differentialrechnung darin, »dals man
»zwey endliche Grofsen, welche unter sich nur durch ‘eine un-
rendlich kleine Gréfse verschieden sind, als vdllig gleicke Gris-
» sen betrachtet, « weil man, nach der \'L)l'hl."l'i"(:il(:lldt,‘ﬂ ]CrI;liirung
des Wortes unendlich klein , zwischen jenen zwey Grolsen keinen
Unterschied, keine weiter noch angebliche Ungleichheit auf-
finden kann,

Il Wenn man aber diesen Begriff der unendlich kleinen
Grifsen einmal eingefithrt hat, so folgt daraus unmittelbar, dals
die Yerhiltnisse dieser, so wie die der endlichen Grifsen, unter
einander sehr verschieden, und selbst wieder unendlich klein
seyn konnen. Ist z. B. dz eine unendlich kleine Grofse, so ist

das Verhiltnifs des Quadrats derselben zu ihr selbst gleich

also gleich da;

d. h. dieses Verhilinils ist selbst wieder unendlich klein, so dals

man daher, nach demselben oben aufgestellten Prinecip, die

Littrow's Anfun . Mathem, (i]

gsge. . gos:

|
|
|
|
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Grolso d2* gegen da weglassen, oder dals man die beyden
Ausdriicke
dz |+ dz* und daz
als nicht mehr nnter sich verschieden, sondern als vollkommen
identisch betrachten muls, wie diels auch schon oben, bey un-
serem zweyten Beyspiele, geschehen ist, wo man in der Gleichung
du — a (32 4 3azdz - da?) . dx
die Grifse 3ada -}~ d2* gleich 3adx angenommen hat. In der
T'hat ist auch
dz } da* = dz (1 - da),
and da, nach dem erwihnten Princip, 1 }-da =1 ist, so muls
auch
de + da* = d=z
seyn.,

Man pflegt aber solche Grifsen, wie da?, unendlich kleino
Grifsen der zweyten Ordnung zu nennen, und diese iiberhaupt
durch d* 2 anzudeuten, so dals demnach Ausdriicke der Form

Al e idas, fdiad 2
als unendlich kleine Griflsen der zweyten Orvdnung anzusehen
sind, weil ithr Verhiltnils zu den unendlich kleinen Gréfsen du,
day, dy, ... der ersten Ordnung selbst wieder unendlich
klein ist,

Ganz eben so wird man auch Ausdriicke der Art,

diul s dat) dru Sdal ) divs diai d g oo
zu den unendlich kleinen Grifsen der dritten Ordnung zihlen
L

III. Ubrigens wird man auf diesen Begriff der unendlich
kleinen Gréfsen durch die uns von allen Seiten umgebenden Er-
scheinungen der Natur gleichsam yon selbst gefiihrt, und man
kann sie daher keineswegs, wie manche glauben, als blofse Ein-
bildungen betrachten, welche sich die Geometer zu ihren Speeu-
lationen ausgedacht haben, und von denen sich, aulser dieser
Einhildung, kein reeller Grund nachweisen ldfst. So wichst die
Zeit durch die Aufeinanderfolge von Momenten, deren Intervalle
kleiner sind, als jede andere, noch angebbare, wenn auch noch
so kleine Zeit. So wichst die von einem bewegten Korper be-

schriebene gerade oder kramme Linie auf eine Weise, dals der

— S e———— P - S A ——— ey P )
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zwischen je zwey nichsten Puancten dieser Linie enthaltene
Raum kleiner ist, als jede andere noch angebliche Linie u. f.
Aus diesem Grunde wird man auch jene krummen ILinien in der
Geometrie, unserem aufgestellten Princip gcmiil's, als Vielecke
von unendlich vielen, aber unendlich kleinen, geradiinigen Sei-
ten betrachten kénnen, und die auf diese jetrachtungen gegriin-
deten Lesultate werden mit denjenigen als identisch zusammen-
fallen, die unmittelbar aus dem Begriffe der stetigen Aufeinan-

hen, die ein in Bewegung begrifs

derfolge der Puncte hervorg
fener, und dadurch diese Linie beschreibender Punct nach und
nach einnimmt. — Ein in einem Kreise eingeschriebenes, oder
ihm umschriebenes Vieleck wird diesem Kreise desto niher kom-
men, je kleiner die Seiten dieses Vieleckes sind, und beyde,
Kreis und Vieleck, werden als ganz identische Grifsen zusam-
menfallen, oder der Unterschied zwischen ithnen wird nicht wei-
ter angegeben werden konnen, wenn einmal diese Seiten des
Vieleckes selbst kleiner, als jede noch angebliche gerade Linie,
d, h. wenn diese Seiten unendlich klein seyn werden. — Die
Geometrie, die uns auf diese VWeise gleichsam von selbst auf
die Betrachtung der unendlich kleinen Grifsen gefiihrt hat,
leitet uns auch noch auf den Unterschied, der zwischen diesen
unendlich kleinen Grifsen, in Bezichung auf die oben erwihnten
Ordnungen derselben, Statt hat. So mufs z. B. der Flicheninhalt
einer in allen ihren Dimensionen unendlich kleinen Oberfliche
irgend eines Korpers immer wenigstens eine unendlich kleine
Grélse der zweyten Ordnung seyn, weil dieser Flicheninhalt klei-
ner ist, als das Quadrat der lingsten geraden Linie, die man
von einem Puncte des Umfanges dieser Oberfliche zu einem an-
deren ziehen kann, Und eben so muls auch das Volum eines in
allen seinen Dimensionen unendlich kleinen Kérpers wenigstens
eine unendlich kleine Gréfse der dritten Ordnung seyn, weil die-
ses Volum kleiner ist, als der Wiirfel der lingsten geraden Li-
nie, die man yon einem Puncte des Umfanges dieses Korpers zu

einem anderen Puncte dieses Uml‘:.\ngos ziehen kann,
§. 48. (Differential der einfachsten algebraischen
_FllllCLi()]]_eu.) Sey zuerst der Ausdruch gegcbcn

U = f(@) = a =tbw,
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wo a und b constante Grofsen sind, so hat man, nach dem Vor-
hergehenden, sofort

ani— f{x —I—- d'!:) —— f(&,) oder

di'— [a — b (2 + d.‘:;)] — (a — bu),

das heifst, man hat
diu = — bda,

und diels ist das gesuchte Differential der Function u=a—b z,
also ist auch ihr Differentialcoefficient
du
I} —]

oder eine constante Grilse.

bips

1. Ist eben so die Function gegeben
u=— A — Bz 4 Ca* — Da?,
wo A, B, C und D constante Gréfsen bezeichnen, so hat man
anf dieselbe Weise
u 4 du= 4 — B(z+ da) + C(z 4 dz)* — D(aJda)i.
VVenn man diese Potenzen entwickelt, und dann von dem
so entwickelter Ausdrucke die gegebene Gleichung
W= 4 — Bz 4+ Ca* — Da?
subtrahirt, so erhalt man
du = — Bdz 4 C(2z 4 dz).d=
— D[32* 4 3(1 F da)a.da]da.
Da aber, nach dem oben aufgestellten Prineip der Differen-
tialrechnung, die Grofsen
2o+ dx, 324 3xdax und 1} dz
in derselben Ordnung gleich
2z, 32 und 1
sind, so hat man auch sofort fiir das gesuchte Differential;
du =—= — Bdaz -} 2Czda — 3Da*da,
oder fiir den gesuchten Differentialcoefficienten:

du

dzx

II, Auf dieselbe VWeise wird man fiir

— — b 4+ 2Cz — 3Da%

Lis= St tye—rbig i
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die Differentialien erhalten
du = fjazidz, du = Sbz*dzx,
so dafs man daraus leicht durch Analogie fiir den Ausdruck

v = A - Bam
das Differential
du — mBar=vda
finden wird, wenn m, wie in allen vorhergehenden Beyspielen,
eine positive, ganze Zahl bezeichnet. VVir werden aber bald
(§- 51.) sehen, dafs dieser Ausdruck auch allgemein, fiir jede
willkiirliche Zahl m, geltend ist.

§. 49. (Differential eines Products.) Sey u das Pro-
duct zweyer verinderlichen Grofsen 2 und y, oder sey die Function
u = .’.1.'._7'
gegeben. Lifst man in ihr die Grifse z in z 4 d 2, und die
Gréfse y in y -} dy iibergehen, so hat man fir den so veridnder-

ten VWerth der gegebenen Function den Ausdruck,

u+ du = (z+dz) . (y -} dy),
oder wenn man entwickelt:
v du =2y + zdy 4 ydz + dz.dy.
Subtrahirt man von dem letzten Ausdrucke die gegobene
Gleichung u = @y, und subtrahirt den Iiest durch dz, sa er-

hilt man
du zdy

ey pes b il

Da aber, nach dem Vorhergehenden, der Differentialcoef-

i ay .. : i . .
ficient 'f% eine endliche Grofse ist, so ist auch
T
xzdy
dx

eine endliche, dy aber ist eine unendlich kleine Grofse, und da-

sowohl, als auch »

her, nach dem erwiihnten Princip dieser lechnungsart:

xdy xdy

+ Ve -{_ d-)! = _(.',"L + J

dx
also auch
duw rdy

— 7-{-1‘.

dx dr
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so dals man daher, wenn man alle Glieder dieses Ausdruckes
wieder durch d o multiplicirt, fiir das gesuchte Differential eines
Products u — x5 evhilt:
d.(ey) = w.dy + y.dao;
es ist daher das Differential eines Products ¢on awey verdnderli-
chen Factoren gleich der Summe der Producte eines jeden dieser
Factoren in das Differential des anderen Factors,
Dieser Satz ist fiir die gesammte Analysis von der grolsten
VVichtigkeit, und wir werden noch sehr oft Gelegenheit haben,
auf ihn ‘wieder zuriick zu kommen,
I. Ganz eben so wiirde man, wenn das Product
U= azy
gegeben ist, wo g eine constante Grifse bezeichnet, fiir das
Differential dieses Products erhalten :
d.(azy) = a(zdy 4 ydz).
II. Ware aber das Product
yie—rioln
; von drey Factoren gegeben, so kann man das Product von zweyen
' derselben, z. B. 5 = ¢ sctzen, wodurch man
Fid—t
; also auch, nach dem Vorhergehenden,
du = adt 4 tda
erhilt, Da aber ¢ = yz ist, so ist, nach derselben Vorschrift,
das Differential dieses letzten Products
di = ydz 4~ sdy,
s0 dals man daher, wenn man diesen Werth von d7 in dem vor-
hergehenden Ausdrucke von du substituirt , fiir du oder fiir das
Differential des Productes 2y z erhalt
d.(2yz) = ayds -} azdy ~- yzda.
II. Ware endlich dasProduct von mehreren verinderlichen
i Grblsen o ol o A BT gegeben, so wirde man fiir das
Diflerential dieses Productes haben:
d.(222"2"..) = (@a'2"...)da 4+ (za'z"..)da

iy

- S —— - BT &




§. 50. — 51. 87

welechen Ausdruck man auch auf folgende einfachere Weise
schreiben kann, indem man alle Glieder desselben durch das ge-
gebene Product 2 z'a”, .. dividirt:

’

dx dax dz! dz”’

;'““":T*!“T“{"_x”_'l' 4 ...

§. 50. (Differential eines Quotienten.) Ist von dem
Ausdrucke
b g
T —
%
das Differential zu suchen, so kann man denselben auch so dar-
stellen:
T=="uy,
und von diesem Producte uy ist, nach §. 49., das Differential
: dz = udy .-}._deu,
woraus folgt
A el dx — u ({"}';
g
oder endlich, wenn man in dem letzten Ausdrucke den Werth
o .
von u :}- wieder herstellt, du oder
ax z s ydz — .'."d_)'.
¥ 7
Das Differential eines Bruches ist daher gleich dem Producte des
Nenners in das Differential des Zihlers, weniger dem Producle
des Zithlers in das Differential des Nenners , diese Differensz digi-

dirt durch das Quadrat des Nenners,

¢. 51. (Differential einer Potenz.) Man suche nun
das Differential irgend einer Potenz a™, wo x eine verinderliche,
und m eine bestindige , ibrigens willkiirliche (positive oder ne-
gative, ganze oder gebrochene) Zahl bezeichnet (vergl. §. 48, IL).

3 . v 3 : = A

Obschon uns dieses Diflerential, seiner Form und seinem
Werthe nach, noch ganz unbekannt ist, so werden wir doch an-
nehmen konnen, dals es die Gestalt

duyr=:fi(m;\2) dx

haben miisse, wo f(m, z) irgend eine Function der beyden Gros-
sen m und z bezeichnet, die wir nun niher zu bestimmen suchen
wollen,
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Da, der Voraussetzung gemiifs, die Grofse m ganz willkiir-
lich ist, so werden wir dafiir auch jede andere, z. B. n setzen
kiénnen, so dafs man daher auch eben so die Gleichung haben
wird :

d s —fi(n ) d
Nimmt man von diesen beyden Ausdriicken 27 und 27 das
Product, so hat man, nach §. 49.:
(a2l )= aTad (a") -+ an,.d(a™);
oder da
M, pn == pm +n
ist, wenn man in der letzten Gleichung die vorhergehenden VWer-
the von d.(2™) und d, (2™) substituirt:
d.amtr e= 2™, f(n, 2)da 2t o f(mga)d 240k (8)s

Substituirt man aber in der ersten der vorhergehenden Glei-
chungen, da in ihr m willkiirlich ist, statt m die Gréfse m—-n,
s0 hat man auch, derselben obigen Annahme gemals:

d.amt" = f(md-n, 2)daz . ., (b).

Setzt man endlich die beyden Werthe von d.am+7 in den

Ausdriicken (a) und (b) einander gleich, so erhilt man

J(m-4-n, 2) = am, f(n, ) et i (TR SRR 918

und diese Gleichung ist es, die uns zu der gewiinschten Kennt-
: nifs der Function f(m, 2) filren wird.
' Nimmt man in dieser Gleichung (1), da m und »n ganz will-
kiirliche Gréfsen bezeichnen, nem an , s0 erhalt man
J(2m, z2) = 22™m, f(m, L)
Ist aber n—=2m, so gibt die Gleichung (1)
JS(Bm, 2) = am, f(am, z) + 2, f(m, @),
oder da wir bereils f(2m, a) gefunden haben:
f(Bm, 2) = 3a°m, S (m, ).

Setzt man diels fort, so erhilt man

TR ==t LR 2 z) = zam, f(m, ),
Y on=2m . . o f(Bny a) = 3z*7, f(m, ),
L A e Ty S e 2) = fadm, f(m, T
» m=4m . . . f(5m 2) = Szim, f(m, x) u, £.,

woraus sofort folgt, dafls man, wenn » irgend eine ganze, posi-

T R — T i { I Sy - e e R T P L,
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tive Zahl bezeichnet, den Ausdruck hat
JS(m, ) = rat=9m7, f(m, z),
oder, wenn man beyde Theile dieser Gleichung durch rm.amr—:
dividirt:
Jom.x)  f(m,z)

mr—1 m—1

rm.x max
Allein diese Gleichung zeigt offenbar, dals der Ausdruck
Sim, )

m—1u
max

von m sowohl, als auch von z ganz unabhiingig seyn mufs, da
der Werth dieses Ausdruckes, der letzten Gleichung zu Folge,
ganz unyerindert bleibt, wenn man-auch in ihm statt m irgend
ein Vielfaches rm von m substituirt, obgleich diese Grifse m in
dem erwihnten Ausdrucke nicht blofs als Factor, sondern auch
noch als Exponent von 2 erscheint. VVenn aber dieser Ausdruck

f(m,x)

1

mxt
von den Grifsen m und 2z unabhingig ist, so mufls er, da doch
nichts, als diese beyden Grifsen, in ihm vorkommen, irgﬂml
einer mit # und m nicht weiter zusammenhingenden, in allen
Fillen denselben VWerth beybehaltenden, d.h. er muls einer
constanien Grifse gleich seyn. Nennen wir 4 diese Constante,

so hat man
S(m, x)
= — 4,
Tt
und es ist nur noch iibrig, den absoluten VWerth dieser Constante
zu bestimmen,
Zu diesem Zwecke sey fiir einen speciellen Fall die, Gréfse
m==1, so gibt die erste der obigen Gleichungen
d/am = f(m,z).dz,
wenn man in thr m=1 setzt:
da = f(1,'z)dz oder f(1, ) =u.
Und eben so gibt auch die letzte der, vorhergehenden Glei-

chungen
fim, x) ;

T — £
m.ax '
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wenn man in ihr ebenfalls m=1 setzt, da 2°==1 ist:

SO, 2) = 4,

woraus daher folgt, dals 4==1 und dafs

»

Ji(m, o) = man—1
seyn mufls, welchen VWerth auch die Grifse m haben mag.
Substituirt man endlich diesen Werth von f(m, z) in der
allerersten der vorhergehenden Gleichungen, so erhiilt man
d.a™ = ma*—'daz,
das heilst: das Differential einer Potenz ist immer gleich dem Pro-
ducte des Exporenien in die um die Einheit niichst niedere Potens,
und in das Differential der Wurzel dieser Potenz, Damit stimmt
das iiberein, was wir oben ({. 48, IL) blofs fiir diejenigen Po-
tenzen gefunden haben, deren Erponenten ganze und positive
Zahlen sind.

§. 62. (Differential eines Logarithmus.) Das Dif-
ferential des Logarithmus irgend einer veranderlichen Grifse @
wird, welches auch sein niher bestimmter Ausdruck seyn mag,
die folgende Form haben, wenn man die Logarithmen der Basis
a nimmt (§. 43.):

d.Logz = f(z).dz.

Da in dieser Gleichung die Grifse # ganz willkiirlich ist,
80 wird man auch j dafur setzen kénnen, wodurch man eine
zweyte Gleichung

d.Logy = f(5).dy
erhilt. Beyder Gleichungen Summe gibt ;
d, [Logx - ]'1039'] = fz.dz 4 fy.dy.

Aber nach der oben (§. 44, IL.) aufgestellten Eigenschaft
der Logarithmen iiberhaupt hat man

Logx - Logy = Log (zy),
und dadurch geht die vorhergehende Gleichung in folgende iiber:
d.Log(zy) = fz.de 4 fy.dy . .. (a).

Allein die erste der vorhergehenden Gleichungen gibt auch,
wenn man in ihr statt der willkiirlichen Grifse 2 das eben so
willkiirliche Product =y selat:

d.Log(2y) = f(zp)d. (ay);

e ot 7 PR =P TG, P SU——— PP S—. - S AR e Sl T
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und da (nach §. 49.) fir das Differential eines Products
d,(:rj‘) = zdy | ydz
ist, so kann die unmittelbar vorhergehende Gleichung auch so
dargestellt werden:

d.Log(zy) = (¢dy +ydz) . f(29) . - . (b).
Setzt man beyde Werthe von d, Log (2y) aus den Glei-
chungen (a) und (b) einander gleich, so erhilt man

[‘J—__,f'(;rj-) —-Jr:t"l dz - J:.r _f(l;}) —_ f.?l d"y s AR (I),
und diese Gleichung ist es wieder, die uns die nihere Kenntnifs
der Function f(2) verschaffen wird.

Setzt man nimlich in der Gleichung (I) die willkiirliche
Grifse y = a, so erhilt man sofort

Setzt man dann in derselben Gleichung (I) die Grofse y =a?,
80 gibt sie

32% f(2?) — 2z.f(2?) — fa = o,
oder da bereits der Werth von 2 .f(2?) = f(2) bekannt ist, so
hat man auch
atof (@) — fi(z).

Setzt man diels fort, so findet man

— i A R e )
» y=oz. . . 2 f@) = /()
R R ) s T L T

und diese einfachen Gleichungen zeigen, dafs man fiir jede ganze
und positive Zahl r die Gleichung hat

=1 (") = J (@),
oder auch, wenn man zu beyden Seiten durch & dividirt:

o S @) = a.f(2)
woraus sofort folgt, dals der Ausdruck

2 ()

sich nicht indert, wenn man auch statt 2 irgend eine ganze po-
sitive Pofenz a” in ihm substituirt, das heilst, dals der Ausdruck
.S («) ganz unabhingig von @, und daher, wie in {. 51,, irgend
eine constante Grofse seyn mufs,

fiir 105

Nennt man M dicse Constante, so hat man




Yvab5,

z.f(2) = M oder

! M
und daher auch fiir das gesuchte Differential eines Logarithmus
den Ausdruck

dx
d.Loge = M.—.
[

Um diese Constante M zu bestimmen, bemerken wir, dals
nach § 45, I. die Grifsen Log 2 und log z, oder dals die Loga-
rithmen derselben Zahl in den beyden Systemen, deren Basis a
und e ist, das constante Verhiltnifs m haben, so dals

Logz = m.logx
ist, Dasselbe Verhiltnils wird also auch zwischen den Differen-
tialien dieser Logarithmen bestehen, woraus demnach folgt, dafs

in dem zweyten Systeme
dlilog g =82
. g = 7',
und dals die vorhergehende Gréfse M mit der in . 45, I. einge-

fuhrten Constante m gleichbedeutend ist, so dafs man daher hat

| m = Loge oder m = :

und

dx X T
d.logz = —, sowie d.Loge = — —.
I T

§- 63. (Differential einer Exponentialgrofse.) Ist
der Ausdruck gegeben
y = a*,
0 hat man, weno man davon die Logarithmen in Beziehung auf
das erste System nimmt:
z = Logy,
und von diesem Ausdrucke ist (nach §. 52.) das Differential

Al T,
¥

s0 dals man daher hat
ydax
d-J’ i ;

m

oder, wenn man den Werth von y=—a* wieder herstellt:

_ a’dx
] = a%daz. loga.
" =

SRR —— P ——- A © - - > " - pr—
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1. Ist aber a=¢ die Basis des zweyten Systems, so ist

loge=1, und daher :
d.e*— e*dx.

§. 54 (Anwendung des Vorhergehenden.) wir
haben nun die Differentialien eines Products, eines Quotienten,
so wie die der Potenzen, der Logarithmen und der Er-(poncntial-
grofsen, d. h. wir haben die Diflerentialien aller uns bisher be-
kannt gewordenen verschiedenen Gattungen von Grélsen ent-
wickelt, VVenn wir dieselben der bequemern Ubersicht wegen
zusammenstellen, so hat man

Lo dizy —2dy o= yid,

x ydxr — xdy
i, . . di- =m—m—m=,

¥ I
FI 0 G i S e e o

dx mdzx
IV. . . d.lega = - und d.Loga = =
- t:‘.r' dzx
A R T R — ;
m
Wi S ddeslic—rez d s,
1 2
wo  mic—= Lﬂgc = ———; 15t,
]ll;_“' a

1. Diels sind die einfachsten Ausdriicke ihrer Art, auf welche
sich alle anderen, aus ihnen zusammengesetzten, leicht zuriick-
fithren lassen, wic folgende Beyspiele zeigen,

Sey die Function gegeben

w = (a -+ bam)=,
Um von ihr das Differential nach den yorhergehenden Vor-
schriften zu finden, kann man die Gréfse
a —E— bRzt x
setzen, so dals man also den Ausdruck hat
u =y,
wovon das Differential (nach der Gleichung III) ist:
du = nyP=tidy
Da aber, nach derselben Gleichung III
dy = mbam—'‘dux

1st, so hat man, wenn man diesen VWerth von dy in dem yvorher-
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gehenden Ausdruck von du substituirt, und den Werth von ¥
wieder herstellt :

du = mnb(a--bam)2—1, gm—1dg,

Dasselbe Resultat wird man auch, ohne Einfithrung der
Hiilfsgrofse 3, unmittelbar aus dem gegebenen Ausdrucke
u = (a4 bam)r

ableiten kénnen, Man hat nimlich (nach Gl. I1I)

due = n(a- bam)y—, d(a4 b zmy,
also auch, da d.(@a 4-ba™) = mbam—1da ist:

du = mnb(a - bam)r—1, gm—1 4 a8
wie zuvor,
Auf dieselbe Weise wird man auch finden

a-tx 2adax
(i . - e T ~'s
a—x (a—x)=

di(at+2)Va—z =

(a—3x)dzx
sVa—m
Ao (g S AR e

/l_+ x= 4
x dx

)'/, oz = X (14 x2) ?

d.e(z—1) = ¢*. 2da,

d. log

‘.‘l' =
d.e® = €, ezdax




Eilftes Capitel.

Entwicklung der Functionen,

§. 55. (Hohere Differentialien.) Da der Differential-
coeflicient irgend einer TPunction von 2 im Allgemeinen wieder
eine Function von x ist, so wird sich derselbe ebenfalls einer
neuen Differentiation unterwerfen lassen. Ist z. B, der Ausdruck
gegeben

= x%
so hat man fiir den Differentialcoefficienten desselben, nach dem
Vorhergehenden:
du B s
A s
Wenn man nun diese Gréfse u'=/4a® neuerdings differen-

tiirt, so hat man eben so

du i}
12 2%,
dx
: : dar : .
Da aber v = ist,. so kann man, analog mit dem Vor-
ox

hergehenden, fiir du’ die Bezeichnung einfithren :

iy d*u
du — ———
dx’
so dals man also hat
du d>u
P e W s
und daher auch
d*u 7 ,.
S 1927 oder 'd*u = 122*da?,
T

und man nennt, iibereinstimmend mit §. 47, 1L, die Grifse d*u
das zweyte Differential der gegebenen Grifse u. — Eben so wird
man fiir das dritte Differential d® u derselben Grifse erhalten
du = ajxdzx®,
und fiir das vierte
diy = 2@ dat,

wihrend alle folgenden Differentialien d>u, d’w, . ., verschwin-




den, wenn man nimlich, wie hier vorausgesetzt wird, das erste
Differential da der Stammgrilse der aufgestellten Function als
eine gegebene oder unverinderliche Grifse betrachtet.

L. Diese Voraussetzung, dafs bey dem Ubergange zu den
hoheren Differentialien einer Function das erste Differential der
Stammgrifse, oder dals iiberhaupt irgend ein erstes Differential
als constant angenommen werde, istselbst nothwendig, weil sonst
die Werthe von d?u, du, ... keine bestimmte Bedeutung mehr
haben konnten, Hitte man z. B. den Ausdruck
rdrx

» 3
d z*

worin kein erstes Differential als constant angenommen ist, so
wird derselbe, wenn man da = Const., also d*2 = o nimmt,
den VWerth o annehmen. Hitte man aber irgend ein anderes er-
stes Differential, z. B. d,2* = Const. oder 22dz — Const, an-
genommen, so ware

d* 1

2dz* 4 22d*2 = o oder i e

1

und daher der VWerth des oben gegebenen Ausdruckes gleich

— 2. Eben so wiirde man fiir diesen VWerth — 22 finden, wenn

man d.2?=—3a*dz == Const, oder 6 a2 dz* ~+ 3z*d*z =0 an-
genommen hitte, w. s. w,

§. 86. (Taylor's Theorem.) Sey u = f(z) als eine
Function von = gegeben. VVenn in dieser Function die Stamm-
grofse @ in x4y iibergeht, welches wird dann der Ausdruck
der so verinderten Function o' = f(a —+=7) seyn?

Die Beantwortung dieser Frage enthilt das hier in Rede
stehende Theorem.

Um diese Antwort zu geben, bemerken wir zuerst , dals
eine willkiirliche Function von der Summe zweyer Grélsen a4 y,
dafs z. B. die Function

(249)", oder log(z--y) oder a*+7 u. £
immer denselben Differentialcoefficienten geben wird, welche von
den beyden Gréfsen x oder » man auch als die einzige Yerinder-
liche betrachten mag. Ist z, B,

w = (z-f9)"

Sl . VO - ol B e ) )
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gegeben, so hat man, wenn man blofs die Grifse o als verin-

(5:) = et

und wenn man nur die Gréifse y sich verindern lafst :

{
(%) = mEtnm—

wie zuvor, so dals man daher erhilt

du i .'f i
(rt’ : o d")

. > . 9 . I
wo die Klammern anzeigen, dafs man in (l_) blofs z, so wie
.

derlich sieht:

o

) ; ; 5
in (!j—“) blofs die Grifse y als verviinderlich angesehen hat.
&

Diefls vorausgesetzt, wollen wir nun annehmen, dafs der
gesuchte Ausdruck von u = f(x 4y) sich in eine Reihe ent-
wickeln lasse, die nach Polenzen von y fortgeht. Nehmen wir
fir diese Ileihe, da wir sie noch nicht niher kennen, folgende

a]lgcmcinc Gestalt an :

S@+y) =L 4+ My* 4 NyP + Py7 .
wo L, M, N, .. . noch unbekannte Facloren von a sind, die
kein y weiter enthalten, und wo «, 3, y, . . . unbestimmte Ex-
ponenten vorstellen, die wir nun, sammt den Coefflicienten £
M, N, ... zubestimmen suchen wollen,

Man sieht zuerst von selbst, dals keiner dieser Exponenten
negﬂliv seyn kann. Denn wenn z: B. das zweyte Glied jener Ent-

wickelung die Form

hiitte, so wiirde fir y =o die zweyte Seite des fiir f(a-5)
aufgestellten Ausdruckes unendlich grofs werden, wihrend doch
die erste Seite, oder die Grélse f(x-f-y) selbst, nur in f(2)
iibergeht, was unmdglich ist.

YVenn aber alle Exponenten a, 3, ¢, . . . positiy sind, so
erhilt man, wenn man y=—o setzt, was man darf, da y als eine
ganz unbestimmte Grifse alle Werthe haben, also auch gleich
Null seyn kann, sofort

i f(z) = L,

Littrow’s Anfangsgr, d. gesammi. Mathom, 7l
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wodurch daher bereits der erste Coefficient L der oben aufge-
stellten Reihe bestimmt ist.

Bildet man dann den Differentialcoefficienten dieser Ent-
wickelung der Grifse f(z-} ), und zwar so, dals man zuerst
blofs z, und dann blofs » als eine verdnderliche Grofse betrach-

tet, so erhalt man

Gl )r YR ee G

und eben so, nach §. 51.:

dlﬂfjail %—- I8 NJ—&hl + YPJY—I + b ediaie
und diese beyden Ausdriicke miissen, der oben vorausgeschick-
ten Bemerkung zu Iolge, einander villig gleich seyn, welches
auch der YWerth yon y seyn mag. Diese Gleichheit kann aber of-
fenbar nur dann Statt finden, wenn in beyden Ausdriicken gleiche
Exponenten von » vorkommen. Allein wenn in dem ersten Aus-

drucke diese Exponenten steigend geordnet sind, so dals 5 gros-
ser als a, y grifser als 8 u. f, ist, so sind sie auch in dem zwey-
ten Ausdrucke steigend, und man hat daher

a—1=0, a=f—1, f=y—1, p=d—1 u. £,
das heifst, man hat

=1, B0l fm=3 o= u.f

Substituirt man diese Werthe von «, 8, ¥, . . . in den er-
wiahnten beyden Ausdriicken, und setzt sie dann, da sie nach
dem Vorhergehenden identisch sind, einander gleich, so erhilt
man die Gleichung

o= (i) | P
o [31) = (ﬁ)]y e [4(’ G (f”)] libis

und dieser Ausdruck soll fiir alle VWerthe von y gleich Null seyn,
Diefs kann aber nach §. 34, IIL nor dann Statt haben, wenn die
einzelnen Factoren der Potenzen

VACRY SR & IR
jeder fiir sich gleich Null sind, das heiflst, wenn man dic Bedin-
gungsgleichungen hat:
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dL
W= [ —
M ((h_),
= 1 rlf”
v =1(%):

i ((u\') ‘
A
. ca a2
Wi 7; (fl'i‘. o
Es wurde aber bereits zuvor
I = f(z)

gefunden, also ist auch, wenn man diesen Werth von L in der
ersten der vorhergehenden Bedingungsgleichungen substituirt :

wi) fdi fx
e

und dadurch ist auch der zweyte der obigen Coefficienten L,

M, N, ... bestimmt, Es ist nimlich dieser zweyte Coeflicient
M nichts anderes, als der erste Differentialcoeflicient der gege-
benen Function f(2).

Substituirt man dann diesen Werth von M in der zweyten
unserer Bedingungsgleichungen, so erhilt man, vermige der
oben (§ 55.) eingefiihrten Bezeichnung der héheren Differentia-
lien, wenn das erste Differential da der Stammgrilse z con-
stant 1ist:

.'1 f.r
3 1 fd M “dx it d2 fz
_-A(rc’l) {[17 ST rf?)

wodurch auch der dritte unserer Factoren IV bestimmt ist,

Ganz eben so erhilt man fiir die iibrigen
1 /dN 1 ds. fx
r=3(5) =1 T—)’
1 dP 1 d*, f‘t'
= - — ok
2 4 (:1 1) 4 d xi £
Substituirt man daher die gefundenen VWerthe von L, M
te) ¥

N, .. . in den oben fir f(x <) aufgestellten Ausdruck, so er-
hilt man

Fets) ==+ y(LLE +~"i("‘ =3

dx d x®

+ 1 AR i{df.’:‘ ).'I"--.(t\),
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oder auch, wenn man wieder, der Kiirze wegen,

Je = u und f(z-y)
setzt:

A ke b el e Ll

I. Von dieser Iieihe, die nach ihrem Erfinder unter der
Benennung des Theorems von Taylor bekannt ist, ist das einfa-

che Gesetz des Fortganges der Glieder fiir sich klar, und sie
zeigt uns die zwey sehr merkwiirdigen Eigenschaften der Ent-
wickelung einer jeden Function f(2), wenn man in ihr die Stamm-
grolsé @ in 2+ y lbergehen lilst: dals erstens diese Entwicke-
lung durch eine Reihe dargestellt wird, die nach den natiirlichen
Potenzen o0, 1, 2, 3, . . . der Grifse » fortgeht, und dafls
zweytens jedes einzelne Glied aus dem ihm unmittelbar vorher-
gehenden ganz auf dieselbe Art und durch dasselbe Verfahren
abgeleitet wird, wie dieses vorhergehende Glied selbst wieder
aus dem ihm vorhergehenden entstanden ist. Das zweyte Glied
ist nimlich der Differentialcoefficient des ersten, multiplicirt in
die Grifse » 5 das dritte ist eben so das Differential des zweyten,
multiplicirt in 295 das vierte ist das Differential des dritten, mul-
tiplicirt in 9 w. s. f.; so dals es daher schon geniigt, von jeder
gegebenen Function f(2) das erste Differential zu kennen, um
daraus auch sofort die Entwickelung von f(x-») abzuleiten,
wo » jede willkiirliche, constante oder verinderliche Griflse be-
zeichnet. Aus dieser Ursache haben wir auch in dem vorherge-
henden zehnten Capitel das erste Differential der verschiedenen
Gattungen von Functionen
J@) & can, dlogay | lazy .
die wir bisher kennen gelernt haben, aufgesucht, um sie, wie
wir sogleich néher sehen werden, zur Entwickelung der Fune-
tion f (& -+ y) zu verwenden.
II. Bemerken wir noch, dals, wenn in der gegebenen Fune-
' tion f(2) die Grifse «, statt zu wachsen, wie wir bisher ange-
nommen haben, um die Grifse » abnimmt, dafs dann diese Gréifse
» in der Gleichung (A) negativ genommen wird, so dals man
also fiir den so verianderten Zustand der Function f(2) hat

1.2 ([\L'

N R, il A T e A S Lt —
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11I. Ist endlich der Zuwachs der Stammgrofse 2, den wir
bisher allgemein durch y bezeichnet haben, gleich dem Difle-
rential do dieser Stammgrifse selbst, so wird man in der Glei-
chung (A) die Gréfse y —= da setzen, wodurch man erhilt

1 1
vdoda) — fe =d.f —d% [z e e L e A
Fed-de) —fa =d.fa 4 —=d fo o fo g,

oder auch, nach dem zweyten Ausdrucke der Gleichung (A):

v — u=du -} —1--'T(£'31¢ -4 : : 5(!.”15 S s

und diefs ist demnach der vollstindige Zuwachs der Function
u=—f«, wenn z in seinen niachstfolgenden Werth 2--da iiber-

geht. Da aber jedes Glied dieser Reihe gegen sein niichstvor-
hergehendes unendlich klein ist, so werden, dem oben .47, 1)
aufgestellten Princip der Differentialrechnung gemils, alle Glie-
der dieser Reihe, bis auf das erste, verschwinden, wodurch man
erhalt
J@+da) — fa =d.fa
oder
W— u — du, wie zuyor.

§. 57. (Maclaurin’s Lehrsatz.) VWenn man in der
Reihe (A) des vorhergehenden §. 56. sowohl in dem Ausdrucke
#(2), als auch in den Differentialcoefficienten

d.fx, d*:fz difr

dz L idan i das

Bat IR
nachk vollbrachter Differentialion, die Stammgrofse 2= o selzt,

und wenn man, der Kiirze wegen, die dieser Annahme von x==o0

entsprechenden Werthe von

w oder fa durch U,
du d it %
DD L dx ) L
d:u i* fx
___” » c_rf" 3 U (15 ]
d x? o x>

bezeichnet, so geht die Reihe (A), da jetzt in ihr die Grifse
S(z4y) gleich f(y) wird, in folgende iiber:

f)=U+y U4+ v 2.

U

Da dieser Ausdruck fiir jeden willkiirlichen Werth von y
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Statt hat, und da die Gréfsen U, U, U", ... kein y enthalten,
s0 kann man in demselben auch =« statt » setzen, so dals man
demnach fiir jede gegebene Function « = f(2) von 2 den Aus-
druck hat

u=f(2) =Uta, U J‘;z P TT& LU ... (B),

Vo wieder W, U0 i e Werthe von u, -d—[-‘, f—u, T
dxr’ dz*
fir den Fall =0 bezeichnen,

Dieser Ausdruck, der, wie man sieht, nur eine Modifica-
tion des Taylor’schen Theorems ist, wird der Lehrsatz Maclau-
rin’s genannt,

Beyde Theoreme sind von dem wichtigsten Einflusse auf das
ganze Gebiet der mathematischen Analysis, besonders aber auf
die Entwickelung der verschiedenen Functionen, wie wir sogleich
niher zeigen wollen,

§-58. (Entwickelung des Binoms.) Sey die Function
i :J‘(:L) — "
gegeben, wo 2 eine verinderliche, und n eine constante will-
kiirliche Zahl bezeichnet, Man suche den Werth dieser Func-
tion, wenn die Srammgr{j{éc @ derselben in 2 4 iibergeht, oder
man suche
U=f(z42) = (4.

Nach 0. 51. hat man

du
i —_— na,‘”“’,

dx
und wenn man von diesem Ausdrucke wiederholt das Differen-
tial nimmt, und d 2 constant vVoraussetzt :

.J:
(r - = n(n—1)an—,

dx:
5 u p E
( ) = n .\n—-—-l)(u—-ﬂ)a_‘"‘-’ u, f.
d x5
: b du d? :
Substituirt man diese Werthe yon (2* T Qo) [V 1
dx dx: .
der Gleichung (A) des §. 5h., so erhilt man
nin—na)
. WY m— il apille—] A fL =T D
(-t 7)) = 2" & na ry 4+ T

n(n—i) (n—a2)
—

£ eyt (),

0 g
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und diese Entwickelung der Function (a2 < »)" ist unter dem
Namen von Newton’s Binom bekannt,

Das Gesetz des Fortganges der Tieihe ist auch hier fiir sich
klar. So ist das niichstfolgende oder vierte Glied, wenn das erste
das o* heilst:

n(n—1)(n—2)(n—3) i
- o

n=—1{ 4%
3 ZFih
= G T e

and so ist auch, wenn r irgend eine positive ganze Zahl bezeich-
net, das r* Glied dieser Reihe
'TL_E ])_(E— 2)_(”' '___;li, '..(”‘: L'V_V_I_J_) . ZATYr,
1L a% Bheddls An—2 )"

Man sicht, dafs diese Reihe abbricht oder endlich ist, wenn n

eine ganze, posilive Zahl ist.
1. Setzt man in dem vorhergehenden Ausdrucke fiir # nach
der Ordnung die natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, . . . 50 hat man

fiir =1

()
s
r)t

B )

B e

1 43y - 3y2 9%,
(42) e ayel Gt DR
(+2)’ 1+ 5y 4 1092 - 10° - Gt 5%
(1+9)° = 1+ 6y 415y - 20p° - 15y - 0y° 4%,

welche Reihen, selbst wenn ihre allgemeine Form durch das

I

i

Vorhergehende noch nicht gegeben wire, sich leicht fortsetzen
lassen, da jedes Glied gleich dem zuniichst iiber ihm stehenden
und dem diesem vorhergehenden Gliede ist. So ist

6 = 3 4 3,
10 = b6 -} 4,
15 = 10 -} § u.f.

II. Ist die Grifse y negativ, so erhilt man

n(n—n1)

(e—y)r=a* —na*'y T et T =i

III. Setzt man in der gefundenen Entwickelung

also auch
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s0 hat man

o
=

(‘?,' +j.)n — (l 1l (1)—--”.

Iis ist aber, wenn man in (D) die Gréfse a=1, y=—¢g
und n=-—n setzt:

(oot e S by

also ist auch, wenn man den Werth von g — wieder her-

stellt:
(.?.‘—!—J‘)":.t".E: -|-n‘!+ ﬂ+--1--- X2 +”(“*l)(”+} Xid-, ..

¥ ; : "
wo X — 778 gesetzt worden ist. Diese Reihe bricht ab, wenn
() ¥

Y
z+y

n eine ganze negative Zahl ist, und sie convergirt oft viel schnel-

ler, als die vorhergehende Reihe ().
IVo) Ist 2=y =, so gibt die Reihe (@))
n (n.—-— 1) (n — 2)

=1 4+ L S

Die Summe der Coeﬂicicnlcn des Ncw{on’schcn Binoms ist also

n(n—1)

1,

gleich 2~,
Ist aber T=p =1, und setzt man statt n die Griflse —,
50 gibt dieselbe Reihe (i)

1 n(n--1) H(h‘.k!fl‘{h‘—-;—?.)
| I /
s i ki ] & RO P SR SR el L )
'Y 3 1. 2 1023 +
Ist endlich 2 =1 und y =— 1, so hat man fiir jeden Werth
yon n;:,

41(?1~—:) n(u——:)(u—-}

0 = 1 —n - — el .__i_

. 2 1

§- 59. (f‘u‘:.szi{:lning der Wurzeln.) Mit Hilfe des
vorhergehenden Satzes wird man von jeder gegebenen Zahl 4
irgend eine Potenz derselben, also auch, wenn der Exponent
dieser Potenz eine 're.nuchenc Zahl ist, die Furzel der Zahl A,
und somit den Werth aller llldllOnLlIL‘Il Zahlen (. 30.) angeben
kunn(,ll

Es war namlich die Gleichung (1)

chorm () 4 =2 o)
AR Tl

et e e e e et VY
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Man wird daher jede Zahl A4, aus welcher man z. B, die
zweyte oder die Quadratwurzel ziehen soll, in zwey Theile
a* + b }

so zerlegen, dafs der erste Theil ein vollkommenes oder bekann-

tes Quadrat, und dals der zweyte Theil gegen den ersten schr

klein ist. Denn setzt man
b

c = —,

a?

so geht der vorhergehende Ausdruck in folgenden iiber:

VA= Var b =a[142c—=ie S — S0

1ab

_l__.."'.._ By e 2 2 () _{_. ']
56 C ok e s oo ]e

Eben so wird man, um aus einer gegebenen Zahl 4 die Ku-
bikwurzel auszuziehen, diese Zahl in zwey Theile

at - b
so theilen, dafs der erste Theil ein vollkommener Wiirfel, und
dals der zweyte gegen den ersten sehr klein ist, Setzt man dann
b

P |
a2

=

so hat man

2 o, : 5
‘;‘A:\/’a3+b=a}_1 +5c—sc 4 St — et

S

und so fort fiir alle anderen VWurzeln.
Um diels durch ein Beyspiel zu zeigen, wollen wir die
Quadratwurzel von 2 suchen. Setzt man in einer ersten Nihe-

rung a=—1 und b=1, also auch ¢=1, so hat man

. T 7
Vze=1 41— 14 %, oder nahe V2 = 1.4
Sey daher in einer zweyten Néaherung a=1.4, also auch
P . 0.04 1
a*==1.96, und sonach b =10,04 und ¢ = -g(‘ == —, so hat man
!.[J] fl()

1/2 = 1.4 |-I + %('.I_,) Y .Il'(-]!-\,)‘! T ]Kn_i (%): R S ‘J ’
eine viel schneller convergirende Reihe , als zuvor.

Wenn man diese Briiche in Decimalbriiche verwandelt, so ist
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1

V=14 j: E..::;g j;:: oder Va2 = 14 I 1.0101525],

~- 0.000 0005
so dals man daher hat

V2 = 1.4142135,
und dieser Werth, wie man sieht, bis auf die sechste Decimal-«
stelle inclus, genau,
Will man noch weiter gehen, so kann man q = 1414213

6elzen, woraus folgt

a* = 1.99999 8409369, also auch
= 0.000001 590631 und

)| & o

[

= 0.000000 795316 132527,

C =

@
s0 dals man daher die folgende sehr schnell conyergirende Reihe

erhilt:
1

. ) 0.000000 397658 0662636
V2 = v41423 == 0.000000 000000 079066~
- 0.000000 000000 0000003

oder
V2 = 1.414213}1.000000 397657 98719721,

oder endlich
Ve = 1414213 562373 095048
noch in der letzten oder 18t Decimalstelle genau.
Eben so erhilt man
V3 = 1.732050 8o756q,
woraus man dann durch einfache Rechnung auch findet

Vo=V2.V3, Vize=2V3, V18 =3V 2, so wie
VS:‘.’.V?_, \/27=3V3u.f.

Eben so hat man endlich zurUbung in solchen Rechnungcn:
5 -
Vio oder 107v = 1.25892 54118 . . .
107°° = y,0232q 24923 sty

107550 = 1.00230 52381 . .. u. f.

SR S S~ S~ N e e N
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§. bo. (Entwickelung der Logarithmen.) Sey die
Function gegeben
u = Log (1 +2),

so hat man, nach §. 52.:
du m
da ) T ez’

d*u m ( dsu G Y
(ﬁ) e e dz3) — (1 4a)p’
d+ u) 2.3m

also auch

dw Grar
Setzt man in allen diesen Ausdriicken die Grifse x —o,
80 erhilt man, nach Maclaurin’s Theorem , da Logi=o ist:
U=o, U=m, U'=—m, U'=2m, U"=—2.3m, . ..
also auch, wenn man diese Werthe von U, U’y U", . . . in der
Reihe (B) des §. 57., das heilst, in dem Ausdrucke

= U+ aU -4 -IL:U’-{-

substituirt ;

Log (1 4 2) = m(;z:-—-f; |- 3\5—1‘—- l,i i ) . -« (O),

4

i

X err
1.-3.3U SF e

und diels ist die schéne und einfache Reihe, welche den Loga-
rithmus jeder Zahl (1 4 2) durch diese Zahl z selbst ausdriickt.

I. Man kann der gefundenen Reihe mehrere verschiedene
Gestalten geben, die sie zur Berechnung der Logarithmen be-
quemer machen.

Setzt man z, B. in ihr statt der willkiirlichen Grifse o die
Grifse — 2, so erhilt man

xt X3 b
Logc(h1—2) = — 3( — - — o« s o lg
s0—2) = —m(e+Z 4+ T+ 24
Subtrahirt man aber diese beydenReihen von einander, und
bemerkt man, dals nach §. 44, 1IL
logy — logz = log{-

ist, so hat man

. 1 - { xS x5 foad
Log —— = 2m {J..‘ - S - = —+ _?_- -+ .. .g.

1 ==X

Setzt man endlich in dem letzten Ausdrucke statt z die




108 0. 61, — 02.

H—L—, so erhilt man
224y

1 4 % ey
E R

} — X

Griflse

¥

s0 dafls man daher hat:

.‘ Log (2 ”‘E"j‘) ? : ;
EaHTe o ERE

¥ §- 61. (Entwicklung der t\pnnenLI'uﬂl‘ulscn )
Ist endlich noch die dritte du oben erwihnten Functionen, oder

= Logz - 2m

ist die Exponentialgrofse
u = q*

gegeben, so hat man (nach . 53.)

du
({h) = — . a%, also auch

d*u '3 . rl U s o R
;;T) - « av, c{l « @ o Is

' und wenn man in diesen Ausdriicken die Grilse w= o setzt,

' 1 ™ 1 - 1
| Ui= i R 3 L'i:———, TJ"..._-—- u. f
I m ms= ms

s0 dals man daher nach Maclaurin’s Theorem (§. 57, Gleichung B)
erhalt:

o=+ ()L E) H ) o

und diefs ist die gesuchte Entwicklung der Potenz a® durch ihren
verinderlichen Exponenten .

0. 62. (Bestimmung der vorhergehenden Zahl .)
Wir haben bereits oben (5 45, 1) qcsehcn, dafls das Verhiltnifs
: der Logarithmen derselben Zahl 2, in zwey verschiedenen Syste-
men, ein constantes Verhiltnifs zu einander haben, welches Ver-

hiltnifs wir a,a. 0. durch die Zahl m bezeichnet haben, so dafs

Logz = m.loga

ist, wenn durch die beyden Symbole Log und log die Logariih-
men von zwey Systemen bezeichnet werden, deren Basis @ und e
: sind, fiir welche man also den VWerth von Loga in dem ersten,

' und von loge in dem zweyten Systeme, der Einheit gleich ist.

RS - R S R bt - il ! 7= Vet S TN =
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Da es unziihlig viele Systeme von Logarithmen gibt, indem
jede willkiirliche Zahl als die Basis eines solchen Systems ange-
nommen werden kann, so wird es von unserer VWahl abhingen,
eines derselben gleichsam vorzugsweise zu betrachten, und auf
dasselbe alle anderen zu beziehen.

Die Gleichung (C) des §.60. gab fiir den allgemeinen Aus-
druck des Logarithmus in jedem Systeme

Log (1 - z) = m(:r —; -~ %— -Z_T.’.. LA )

Da die Grofse m, dem Vorhergehenden zu Folge, eine be-
stiindige Zahl ist, deren Werth aber unserer Wahl iiberlassen
bleibt, und da es am einfachsten und natiirlichsten ist, diese Zahl
m gleich der Einheit anzunchmen, so wollen wir auch die unter
dieser Annahme entstehenden Logarvithmen die natiirlichen nen-
nen, und sie durch das zweyte der oben erwihnten Symbole,
oder durch log bezeichnen, so dafs man daher fiir diese natiir-
lichen Logarithmen, deren Basis wir, wie zuvor, durch ¢ an-

zeigen wollen, nach §. 6o. die Ausdriicke haben wird:

" 2 ¢

[Ug(l —{-—.z:) = - — —?T ...I_ _3.. —_ _4.. Sioer 4
lO”l -+ At f"‘ g o 27 £
{DTT_,-—~\-1‘[—3+?+‘;+--'H--

wihrend wir fiir jedes andere System, dessen Basis a ist, die zu
diesem System gehirenden Logarithmen durch die in § 6o. ge-

gebenen, unyerdnderten Ausdriicke bestimmen:
at

E (Hensyaes ; !

s Log (1 a) = m (.L e

? [,Ug i it- =—Naun (a‘.‘ —]— -‘——.

pr o

Wir wollen diese letzten, durch Log bezeichneten Loga-
rithmen, zum Unterschiede von den natiirlichen, die gewdhnli-
chen Logarithmen nennen.

Diels vorausgesetzt, werden wir nur noch anzugeben haben,
wie die Gréfsen @ und m von einander abhingen, ader welches
der Factor m ist, durch welchen man alle natiirlichen Logarith-
men, deren Basis e ist, multipliciren mufs, um dadurch die ge-

wohnlichen Logarithmen, deren Basis a ist, zu erhalten.
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. Zu diesem Zwecke wollen wir in der Tieihe (D) des §. 61,
die Grofse z==1 setzen, wodurch man erhilt:
1 1

1
a_'l+_r.:+l 1.2.3m5+'."

und dieser Ausdruck gibt den VWerth der Basis a des gewohnli-
chen Logarithmensystems, wenn sein Factor, oder, wie man zu
sagen pilegt, wenn sein Model m bekannt ist.

IL. Setzt man eben so in der Gleichung (C) des §. 6o. die
Gréfse e==a —1 oder 12 =a, so erhilt man, da fiir das ge-
wohnliche System Loga=1 ist:

—=@—) —f@—ay FiE—)—. ..,

und dieser Ausdruck gibt den Model m des Systems, wenn die

oamt

Basis a desselben bekannt ist,

IITl. Wegen der bey uns eingefiihrien decadischen Art zu
zahlen (§. 16, I1.), hat man die Zahl 10 fiir die Basis der gewohn-
lichen Logarithmen, mit welchen wir zu rechnen pllegen, ge-
wihlt. Setzt man also a=10, so gibt die letzte Tieihe

1

~ =0 =359 439 — ;9* ...

m

Diese Reihe convergirt erst in ihren hiheren Gliedern, und
auch da anfangs nur langsam. Wir werden aber bald ein anderes
Mittel finden, den VWerth der Grifse m auf eine bequemere Weise
zu bestimmen, Berechnet man indels eine grofsere Anzahl Glie-
der der letzten Reihe, so erhilt man
;:; = 2.302585 092994 045684,
und daher auch

m = 0.434294 481903 251828,

Mit diesem Factor m wird man daher die natiirlichen Loga-
rithmen jeder Zahl multipliciren , um die gewohnlichen Logarith-
men derselben Zahl zu erhalten,

Bemerken wir noch, dals dieser Werth von m zugleich der
Werth des gewdhnlichen Logarithmus von e, und der reciproke
Werth des natiirlichen Logarithmus von « ist, da man , nach
§. 45, I, hat:

1
m = Loge und — — log a.
m

— SN S - PRI, S s B e il T
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§. 63. (Bestimmung der vorhergehenden Zahl e.)
Noch ist die Bestimmung des VWerthes von ¢ oder von der Basis
der natiirlichen Logarithmen iibrig,

Da aber, nach dem Vorhergehenden, die Grifse a in e
iibergeht, wenn m gleich der Einheit ist, so gibt die Gleichung
(D) des §. 61, wenn man in ihr m=1 und daher a —e setzt,

a

"3’='+‘1‘+%+"__“aja+ﬁéfﬁ+”‘(E)’

also auch, wenn man in diesem Ausdrucke =1 setzt,
1 1

G=l+l+ +1 3+1.2.3.4+."

Berechnet man eine gréfsere Anzahl von Gliedern der letz-

1
1.2 - 2.
ten Reihe, so findet man

e — 2718281 828459 045235 . . .
eine sehr wichtige Zahl, auf die wir in der Folge noch &fter zu-

riickkommen werden,

§. 64. (Berechnung der Logarithmen und Ge-
brauch der logarithmischen Tafeln.) Nachdem wir in
dem Vorhergehenden die Theorie der Logarithmen vollstindig
kennen gelernt haben, wollen wir nun auch zu dem Gebrauch
derselben iibergehen, wie er bey unseren Rechnungen erfordert
wird, Dazu aber ist es vor allem nothwendig, die numerischen
Werthe dieser Logarvithmen fiir alle natiirlichen Zahlen 1, 2,
3, 4, -.. in einer Tafel aufgestellt zu haben. Diese zu finden,
werden uns die vorhergehenden Ausdriicke mehr als ein Mittel
an die Hand geben.

Setzt man z. B. in der letzten Gleichung des §. 6o, I. die
Grifse 2 =y=1, und nimmt man auch m=1, so hat man fiir

die natiirlichen Logarithmen

nae ) =toge+2{(25) +3(F5) +5 (F5)

oder

1 1 1 1
logc2 = 2 = o ils
o (3+3‘55+5.3<+?.37+ )’
das heilst, wenn man diese Briiche in Decimalbriiche auflgst :

log 2 = 0.69314 71800,

=]




112 o G-
Eben so glbt r=2 und y=1

1 :
log3 = log2z 4+ 2(§+5_T -
log3 = 1.09861 2288,

4 .. ) oder

5. 55

Auf dieselbe Weise findet man auch
log5 = 1.60943 79124,
log 7 = 1.94591 0149o0.

Hat man aber so bereits die Logarithmen von 2, 3, 5 und 4,

so findet man die iibrigen bis zu 10 durch folgende einfache Glei-
chungen (§. 44.):

log4 = 2log2, logb = logs -+ log3,
log8 = 3 log logg = 2 log3 wund

;
Y
g2 < logh u. s f

Auf diese Weise erhilt man z. B, den letzten dieser Loga-
rithmen, oder

log1o

log 10 = 2.30258 50930 . . .,
und diels ist zugleich der Werth von der Gréfse —, die wir oben
1
(§.62, 111,) durch eine langsam convergirende Reihe bestimmt haben.
I, Bemerken wir noch, dals die zwey in (. 62. aufgestellten

Ausdriicke fiir log (1 4-2) und fiir log gk 2

1 —

- geben, wenn man in

ihnen 2 = 1 setzt:

10g2 =_ 1 — ———--;-{—...
+i+. ..
so wie zugleich die erste, fir 2==—1, gibt
-—]050:1—]—{—}—-}—{—{—-{-—...
Da aber der Logarithmus einer unendlich grolsen Zahl ohne
Zweifel ebenfalls unendlich grols ist, und da, wie aus den Glei-
chungen

| ++

und log co= 1 -+

M 0]
S

6% —= x oder u=— — log &
folgt, die Grilse — logo positiv und unendlich grols ist, so ist
die erste der drey vorhergehenden Reihen convergent, wihrend
die bey den anderen divergent sind, iibereinstimmend mit §. 23 1L
Y g 1 3
Il. Man hat bereits mehrere Tafeln berechnet, welche die
gewohnlichen Logarithmen der natiirlichen Zahlen enthalten.

== — —— = DT

-'.h—l——.l..‘"
E acerieeri. o
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Unter den neueren sind die vorziiglichsten die von Fega und

gen die von

Callet, und die bequemsten fiiv kleinere Kechnung

Lalande.

Die allgemeinen V orschriften fiir den Gebrauch dieser Ta-
feln sind ihnen gewdéhnlich beygegeben, daher wir uns hier nicht
dabey aufhalten, und nur einige Bemerkungen iiber diesen Ge-
gcnst:\ml hinzufiigen.

A.

lichen Briiche negativ

Da Liog1==0 ist, so sind die Liogarithmen aller eigent:
So findet man z. B, in diesen Tafeln, wo
ich mich hier der Kiirze wegen nur auf drey Decimalstellen be-

schrinke:

2 A
Log 624
T P’
Log 62.4

Liog 6.24

2.705 ,
1.703 ,

0.709.

Setzt man diefls weiter fort, so erhiilt man auf dieselbe Weise

Logo.624 = 0.795 — 1,
Logo.0624 = 0.795 — 1.

die letzten Ausdriicke so darzu-

Es ist aber viel bequemer,

stellen:

Logo.624 9.795 ,

Log 0.0624 = 8.-95 u. f.

Man wird nimlick nie anstehen, in dem Endresultate einer
jeden Rechnung zu entscheiden, ob der letzte Logarithmus, wie

hier 8.705. zu einem sehr kleinen Bruch, wie hier o.0b2 oder
/ ) ’ 1)

» cehoren soll.

zZu einer ganzen Zahl mit g Ziffern g

B Die Logarithmen der negativen Grofsen sind imaginir,
da in der Gleichung

¥y = 10¢ oder

Logy

die Grilse y nie negativ werden kann, welchen Werth man auch

der Grofse o geben mag. Diefs hindert aber nicht, wihrend der
Berechnung eines algebraischen Ausdrucks, die Zeichen vorerst

wegzulassen , um sie dann in dem Endresultate wieder zu beriick-

sichtigen. Um Irrungen zu vermeider kann man die Logarith-

[}

men der negativen Zahlen durch ein N bezeichnen. VVollte man

%. B. von den beyvden Zahlen o 0036 und - 0,048 das Produet
mit Hiilfe der Logarvithmen suchen, so hiitte man
Littrow"'s Anfangsgr. d. gesammt, Mathem. 8
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Logo 0036 = 7.55630
Log (—o0.048) = 8.68:24 N

Summe . . . 0.23754.

Von diesem Logarithmus geben die Tafeln die Zahl 1728,
also 1st auch das gesuchte Product gleich — 0.0001728.

C. Endlich bemerken wir noch, dals eine solche Tafel das
bequemste Mittel darbietet, die VWurzeln aller Zahlen, wenig-
stens innerhalb den Grenzen, welche diese Tafeln gewihren, zu
finden, da nach §. 44. die Ausziehung der VWurzeln durch die
Logarithmen in eine einfache Division verwandelt wird, So fin-
det man z, B. aus den erwihnten Tafeln 7ega’s ohne Anstand die
gzehnte YWurzel aus der Zahl 1000. Da nimlich

; Log 1000 = 3.0000000
ist, 'so gibt der zehnte Theil dieser Zahl oder die Grilse
0.3000000

in jener Tafel sofort 1.9952623 fiir den gesuchten Werth von
A
\/1000. ’

§. 65. (Grofste und kleinste Werthe, und unbe-
stimmte Ausdriicke der Functionen.) Wenn in einer
Function u = f(x) von 2 die Stammgrifse = iibergeht in @ J- A,
so hat man, nach der Gleichung (A) des §. 560, fiir den so ver-
dnderten Werth dieser Function

du hr du e he diu

DR e e e R
dz e gl B0 808 s o =+ 2
und eben so0 erhilt man, wenn 2 in 2 — tbergeht:
; du h d*u I3 VAR
U—u=—rl.— - —, 4+ ..,
dx 1.2  da? L S s

und man sieht leicht, dals man die Grifse % so klein annehmen
Kann, dals, in diesen beyden Reihen, jedes einzelne Glied gros-
ser wird, als die Summe aller ihm folgenden Glieder. Bleibt
man bey dem ersten Gliede stehen, so ist also 2'— u im ersten
Falle positiv, und im zweyten negativ, oder u ist im ersten Falle
grofser, und im zweyten kleiner, als u. Es kann daher zwischen
@ 4~k und @ — h kein grofster oder kleinster WWerth von u
Statt haben, aufser in dem Falle, wo %:o ist, wo nimlich

adx
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das erste Glied in beyden Reihen véllig verschwindet, und wo
man daher, wenn man zu dem zweylen iibergeht und bey dem-

selben stehen bleibt, in beyden Reihen haben wird
P e d* u
U— u = — :
+ 1 (d rt 2

ein Ausdruck, der, da das Quadrat yon A immer positiy ist, mit

o R AT : s i 4 i
der Grofse 7 zugleich positiv oder zugleich negativ seyn wird.
a.x? !

Ist also du gleich Null, so wird fiir z--7% sowohl, als auch fir
x—/F die Gréfse v grofser oder kleiner als « seyn, je nachdem
d*u negativ oder positiv ist, d. h. @ wird in jenem Falle grofser,
und in diesem kleiner seyn, als alle ihm zundchst vorhergehen-
den oder zunichst nachfolgenden Werthe von u.

Die Function © kann also nur dann ein Griflstes oder Klein-
stes seyn, wenn du=0 ist. Sucht man dann aus dieser Bedin-
gungsgleichung du=o0 den Werth von z, und substituirt ihn in
d*u, so wird u, fiir diesen Werth von a, ein Grifstes oder
Kleinstes seyn, wenn d*u negativ oder positiy ist.

Ist aber d*u ebenfalls, so wie du, gleich Null, so kann,
wie zuyor, uw nur dann ein Grofstes oder Kleinstes seyn, wenn
auch noch d* =0 ist. Sucht man dann aus der letzten Gleichung
den Werth von 2, und substituirt ihn in d*, so wird «, fir die-
sen Werth von x, ein Grofstes oder Kleinstes seyn, wenn d*u
negativ oder positiv ist u.s. w.

Beyspiele werden diels sofort deutlich machen.

Ex. I. Sey u=a*-4a -2 gegeben, so hat man

du d*n

— — 2z -} 4 und

dx

— Y
—!
d x> 2

Setzt man aber 2 2 44 gleich Null, so erhilt man #=—2, und
da iberdiels d?u, fir alle Werthe von x, positiv bleibt, so ist
die gegebene Function v fir 2 = —2 ein Kleinstes, namlich selbst
gleich — =z,

Ex.II. Eben so gibt die Function u=2°-}-32*—q9z 418
fiir ihre beyden ersten Differentiale

du 2 @it
o — il —’r‘ ()x =il und {[? — b2 + 6.‘
Aber die Gleichung du=32* -} 62—9=o0 hat die beyden

Wurzeln 2 =1 und 2 =-—3;
g %
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: d* u L 2208
a=-1 gibt -f;,—_;_:-{- 12, also ein Kleinstes, und
2 d*u i n
xr=——3 oibt —=——12, also ein Groifstes.
o dax? ?
Diese Function u ist demnach ein Kleinstes, und zwar
ue=-413 fiir x==1, und ein Grilstes, u=-45 fir a=—3,

Eben so wird man finden, dafls man hat:

4 — ——— ein Grofstes fir # = 1, und
1 4 22
ein Kleinstes fiir 2 —=— 1,
2 —3J3xfat & r
= : s o - ein Grofstes fiir 2=—1/2, und
2 43 x4 at

ein Kleinstes fiir 2=)/2,

und @ = z* — 8a® 4 222®* — 242 -+ 12 ein Kleinstes

fir z=1, ein Grilstes fiir 2 =2, und wieder ein Kleinstes fiir
% ='8, '

I. Noch wollen wir, zum Schlusse dieses Gegenstandes,
bemerken, dafs man &fter Ausdriicke findet, die fiir gewisse

=

VWerthe der in ihnen enthaltenen Grilsen die Gestalt 2

annehmen,
Sind X und X'solche Functionen, die z. B. fir 2 =a, beyde ver-
schwinden, und soll man den Werth von

X

U = —

X

fiir x==a bestimmen, so hat man, wenn z in @~/ iibergeht,
nach der Gleichung (A) des §. 56.

X p dx h2
A ‘-I— L .. ";l""]*' i . + .
¥ dX' h* Wi

-+ .

X+f’"TZ'?+

Da nun, fiir #=a, X sowohl als X' verschwindet, so gibht
der letzte Ausdruck

iy s

C X g {1

: da T |

el T AT T X"_T CIgin,
dx Vva. idme

und daher, fir =0, der gesuchte Werlh
, dX dX

U = -

]
dx ‘—dnt
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Sollte auch dieser letzte Ausdruck von u fir x =a wieder 3

Lo

werden, so findet man auf diecselbe VWeise
d*X d*X

Hy o S et il B W
dx®  da*
Ex. I. Um den Werth von
an — 1
U = —
X —1
fiir den besonderen Fall z=1 zu finden, hat man, wenn man

das Differential des Zihlers sowohl, als auch das des Nenners

nimme:
nan— dx

= - ==t
dzx
also auch u — n fir 2 = 1
Ex. II, Um die Function
ax* —2acx F act
v
brre—iabex -+ be*

fiir den besonderen Fall #=¢ zu finden, hat man, nach der er-

sten Differentiation,

axr — ac
W= —,
bx — be

und da auch dieser Ausdruck wieder 2 fir 2 =c¢ wird, so erhalt
man durch eine zweyte Diflerentiation
adz a

==
bdx b
fir den gesuchten particuliren Werth von u.
Eben so findet man fiir den besonderen Fall 2 == o folgende

VWerthe:

1 4 g
— . loea = - oder unendlich grols.
(i o




Zwolftes Capitel.
Auflésung der Gleichungcn.

§- 66. (Anzahl der Wurzeln einer Gleichung.)
Jede geordnete algebraische Gleichung des mte» Grades hat, nach

§. 34, die Form
am g gam—v 4 bam—r 4 A ha A k= o,

W0 m eine ganze, positive Zahl, und wo a, b, ¢, . .. h, k
reelle und rationelle Gréofsen bezeichnen. Statt diesem Ausdrucke
wollen wir, der Kiirze wegen, hier und im Folgenden

Xi= o
setzen, ~— Man kann eine solche Gleichung im Allgemeinen als
das Product von m Gleichungen der ersten Ordnung, oder als
das Product der m Factoren

(z—a)(z—p)(z—7y) . . .

ansehen, da dieses Product, wenn es entwickelt wird, die Ge-
stalt der obigen Gleichung X=o0 annimmt. Da aber dieses Pro-
duct, so wie jener ihm gleichgeltende Ausdruck X, gleich Null
wird, wenn man statt 2 die Grofse «, oder 8, oder Ty + « o SeLZL,
so werden a, 8, v, ... nach §. 34, II., die P urzeln der Glei-
chung X=o0 seyn, und man sieht, dals die Anzahl der VVurzeln
einer algebraischen Gleichung des m' Grades gleich m seyn
wird. Diese Wurzeln kéunen iibrigens gleich oder ungleich,
rational oder irrational und selbst imaginir seyn,

L. Ist aber die gegebene Gleichung nicht algebraisch, son-
dern transcendent, so ist die Anzahl ihrer Wurzeln unendlich
grofs, 8o ist die Gleichung

0 — a — e*,
wo ¢ die Basis der natiirlichen Logarithmen bezeichnet, nach
(. 63. mit der folgenden Gleichung identisch,

x* x5
0=a — 1 — & — — — —
1.2 e ?

At b S i 1
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die nach dem Vorhergehenden unendlich viele Wurzeln hat, da
sie einer ohne Ende fortgehenden Reihe gleichgeltend ist.

Die Aufissung einer gegebenen Gleichung besteht in der
Bestimmung ihrer Wurzeln.

§. 67. (Auflosung der Gleichungen des ersten
Crl'ﬂ('l.cs.) Da die algebraischen Gleichungen des ersten Grades
die unbekannte Grifse & nur in der ersten Potenz énthalten, so
besteht die Auflisung derselben in der Isolirung oder in dev
Sonderung dieser Unbekannten von den ibrigen Grélsen der
Gleichung, wovon bereits oben §. 35. gchandelt worden ist, wenn
man blofs eine Gleichung mit einer Unbekannten vorgelegt hat.

1. Sind aber zwey Unbekannte 2 und y in zwey Gleichungen
gegeben, so wird man am einfachsten auch hier in jeder der zwey
Gleichungen die eine der beyden Unbekannten sondern, und dann
die so erhaltenen VWerthe dieser Unbekannten einander gleich
setzen. Dadurch erhilt man eine Gleichung, die blols die zweyte
Unbekannte enthilt, und die man daher wieder nach den Yorher-
gchcndou behandeln wird.

Sind z. B. die beyden Gleichungen gegeben

a.:f.‘--[—bu-}'—[—c—_"ﬂi
az 4 by - c—o| #

g0 erhilt man durch Absonderung der Grilse o aus der evsien

z=— (by+o) -

und aus der zweyten
‘ v 1
xr = — (f)_y +C)—,.
(22
Setzt man beyde Werthe von & einander gleich, so hat man
die Gleichung
a by 4 ¢) = d (by + 9
und wenn man aus derselben die Grofse y nach §. 35. sucht,- so

erhilt man
ac— ac
R AR
Substituirt man dann diesen Werth von » in cinem der zwey
oben gegebenen VWerthe von z, so erhilt man

. be— bc

T = ———
all— ab
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und dadurch sind demnach beyde unbekannten Grifsen x und y

gefunden, Setzt man nimlich der Kiirze wegen

N —=gbe—ab,
so hat man
m.x = b —"br und
e e

Man sieht, wie sich dasselbe Verfahren auf drey und mehr
Gleichungen der ersten Ordnung zwischen eben so viel Unbe=

kannten fortsetzen lilst.

§. 68. (",ul'iéw.ug der Gleicl wngen des zweyten
(Jl"l(lta) Die Gleicl hungen des zweyten Gmdv oder dm qua-

dratischen Gleichungen sind simmtlich in der Form enthalten:
—+ ax + 6 = o,

T -“L ay —= — b,

oder auch

Wiire nun der erste Theil 2% 4- a2 dieser Gleichung ein voll-
kommenes Quadrat, von dem sich die VWurzel in einem geschlos-
senen Ausdrucke angeben lilst, so wiirde man den gesuchten
Werth von 2 ohne Anstand bestimmen, wenn man aus diesem
Theile die VWurzel zieht.

Es ist aber immer leicht, diesen ersten Theil zu einem sol-
chen Quadrat zu machen. Zu diesem Zwecke darf man nimlich
nur den Factor @ von 2 durch 2 theilen, und dann das Quadrat
dieses Quotienten oder die Grilse ;a* zu beyden Seiten der ge-
gebenen Gleichung addiven. Dadurch erhilt man

sl ] e . a2 —= g
h I a‘l’_%_a”' =SisTi b,

oder, was dasselbe ist:
" i)t atesh
(2~ sa) = La*> — b,
Zieht man dann auf beyden Seiten des Gleichheitszeichens
die Quadratwurzel ans, so hat man

€z -]L ftl = + ‘, %(L1 — b
das doppelte Zeichen wegen §. 32, und daher auch

2 = — ~a 421/ a®* — 4 b;

|

und diels ist die gesuchte doppelte Wurzel (§. 66.) der gegehenen

quadratischen Gleichung

o

€2

-
|
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I. Ist daher a?e=4b, oder ist a=2)/b, so sind die bey-
den Wurzeln der Gleichung gleich, und jede =—'a=—VVb.
Ist a® grofser als 40, so sind beyde VWurzeln reell, und ist end-
lich @ kleiner als 45, so sind beyde VWurzeln imaginir. 1st die
Grifse (a*— 4b) ein vollkommenes Quadrat, so sind die YYur-
zeln rational, im emgcgcngesotzlcn]:'a“e aber sind sie irrational,

Ex. 1st die Gleichung gegeben

2* . — 1 = o,

so hat man @ =1 und b= — 1, also ist auch
v=—1+1V6;

oder die beyden Waurzeln dieser Gleichung sind:

V56 = 0.618034 . . .

‘y"'. — — 1.(}18(]3![, A

Eben so wird man finden, dafs

die Wurzeln gehoren:

A =

wim Ble

Qr Ot

und & = —

zu der Gleichung
o
at — 3o 4 2=0... e — L | und 2= 2

3 » A Ym0

l

22— g — J == 0. e x

at — 2z —E— DEe= N0 i I'i_‘r/“"'[ P 3;:1«—"/-!.

Il. Auf dieselbe Weise lassen sich auch hohere Gleichungen

der Form
20 -7 i By
£ - aa -b=o0

behandeln, da sie, wenn man a”—u setzt, die Gestalt

w* 4 auw 40 = o

einer quadratischen Gleichung annehmen, fiir die man, nach
dem Yorhergehenden, hat:

u=-=zat Va* — 4bj

=

m
also auch, da 2= \/u. ist :

L

X o= V—_ ‘a + !_\y/m

e

Wire z. B. die Gleichung gegeben:

2t — 3z° 4 2 = o,

so hitte man fiir 23 =u auch
u* — 3u + 2 = o,

und da von der letzten Gleichung die VWurzeln
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¥ —1 und u = 2

sind, so hat man auch fiir die Wurzeln der gegebenen Gleichung

5 3
i \/1 und a::‘/a,

oder da jeder der zwey letzten Ausdriicke (nach §. 33, L) einen
dreyfachen Werth hat, so sind die sechs Wurzeln der gegebenen
Gleichung
e und|tat— \/3
= (=1 V=3) :
3 = —(—1} \/——3)
=:(—*1—V‘—3) -f/i
]
= —(—1— V— 3)
Vi

§- 69. (Eigenschaften der Wurzeln der hoheren
algebraischen Gleichungen.) Obschon die Theorie der
algebraischen Gleichungen, mit welcher sich die vorziiglichsten
Geometer beschiftiget haben, bereits sehr ausgebildet ist, so
lilst sie doeh noch vieles zu wiinschen iibrig, und besonders ist
das Fundamentaltheorem, die Bestimmung der VWurzeln einer
jeden Gleichung, welches wir so eben fir die quadratischen Glei-
chungen betrachtet haben, nur noch auf die Gleichungen des drit-
ten und vierten Grades fortgefithrt worden, und selbst hier sind
die Endresultate gewshnlich sehr complicirt und fiir die Anwen-
dung unbequem. Fiir Gleichungen des finften und héheren Gra-
des aber scheint die Auflosung dieser Aufgabe die Krifte unserer
Analysis ganz zu iibersteigen, '

I. Wennjedoch die Coefficienten der Grifse 2 in einer gege-
benen Gleichung nicht mehr allgemeine Zeichen oder Buchstahen,
die jeden Werth annechmen kénnen, sondern wenn sie gegebene
Zahlen von bestimmtem Werthe sind, wo dann die Gleichung:
eine numerische genannt wird, so hat man allerdings mehr als
ein Mittel, die VWurzel einer solchen Gleichung, selbst wenn sie
transcendent ist, zu bestimmen, wie wir bald sehen werden.

Hier wollen wir uns damit begniigen, die vorziiglichsten
jener Sitze, die man iiber die Relationen der Wurzeln der all-
gemeinen algebraischen Gleichungen gefunden hat, kurz zusam-
men zu stellen.
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1. Wenn, wie in {. 66, die Grofsen a, 3, y, 8, . . . die
YVurzeln einer Gleichung X = o bezeichnen, so ist, wie a.a. 0.
gesagt wurde,

X — o0 = (.’U—a)(.’r-——ﬁ)(;u——-y)(x——ﬁ) Fies by

Entwickelt man diese Producte, so hat man z, B. fiir jede
Gleichung des vierten Grades

X —=0=2a — (ap4y-to)at

4 (aB-bay+as+By+Bopo)at
— (afy—4-af3s “ayd 4 Byd)
-|—- al3yo.t

Vercleicht man aber diesen Ausdruck mit der allgemeinen

Form einer Gleichung des vierten Grades, die nach §. 66, ist:
X =o0=at 4 a2’ 4 ba* 4+ cz | d,
so erhilt man fiir die Coefficienten a, b, ¢, d folgende Werthe:

a == — ((:‘- -Jf I;-JI—-:'+5)

b = -+ (afffaytad-p }1»-{'-,';3 S+ 790)
C = — (‘f.‘ji’—E-‘L.'3‘3+f".-"‘—,L-."'5‘,’5)
d = -} afiyd.

Ganz dhnliche Ausdriicke findet man auch fiir Gleichungen
des 5ten, Gten, . .', Grades u. f., und man hat daraus das Theorem
abgeleitet:

»In jeder Gleichung der Form

X=o0=a% -+ az™ I ba"? + ...+ kx4 ke
vist der Factor a des zweyten Gliedes gleich der Summe aller
» Wurzeln der Gleichung, diese VWurzeln mit verkehrten Zeichen
» genommen ; der Factor b des dritten Gliedes ist die Summe aller
»Paare oder aller Amben der so genommenen WWurzeln; der
»Factor ¢ des vierten Gliedes ist die Summe aller Ternen u. s. £,
»und der Factor k des letzten Gliedes ist das Product aller dieser
»Wurzeln, dieselben mogen reell oder imaginir seyn. «

1II. Wenn in derselben Gleichung X—=o fir a=4 der
Werth von X positiv, und fiir 2= B negativ wird, so liegt ZWi-
schen den beyden Grofsen 4 uud B immer wenigstens eine reelle
Waurzel der Gleichung, vielleicht aber auch 3, 5, 7, . . . oder
iiberhaupt eine ungerade Anzahl reeller Wurzeln,

Wird aber fiir 2 = 4 sowohl, als auch fiir 2= D der Werth
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von X in beyden Fillen positiy, oder in beyden Fillen negativ,
so liegt zwischen 4 und B entweder keine, oder 2, oder 4,
oder iiberhaupt eine gerade Anzahl reeller YWurzeln,

IV. Jede Gleichung des 3ten, Sten, 7', . . . und iiberhaupt
eines ungeraden Grades, hat wenigstens eine reelle VWurzel, und
diese ist positiv, wenn das letzte constante Glied % negativ ist,
und umgekehrt. So kann aber auch 3, 5, 7, ... . reelle Wur-
zeln haben. Jede Gleichung eines geraden Gliedes hat aber ent-
weder keine, oder 2, 4, 6, .. . reelle Wirzeln.

V. Jede Gleichung des 2ten, jten, ftem, ynd itherhaupt eines
geraden Grades, deren letztes constantes Glied & negatiy ist, hat
wenigstens zwey reelle Wurzeln, von welchen immer die eine
positiv und die andere negativ ist.

VL. Wenn in der obigen Gleichung X =0 das letzte Glied k&
negatiy ist, und wenn die positiven Glieder, falls solche da sind,
alle unmittelbar auf das erste folgen, so hat die Gleichung immer

eine reelle positive Wurzel, So hat z. B. die Gleichung

2 4 m2? — 52 — 35 = o
die Wurzeln +— V5, — Vb5 und — a.

Vil. Die irrationalen VWurzeln jeder Gleichung sind immer
paarweise da, und wenn die eine die Form hat a4V B, so hat

die andere die Form a— Vi

[y

Dasselbe gilt auch von den imagindren YVurzeln, die eben-

falls immer paarweise von der Form
a +~BY —1 und o — B V# 1
vorkommen.

VIII. Um von einer Gleichung alle ihre positiven Wurzeln
in negative, und alle ihre negativen VWurzeln in positive zu ver-
wandeln, wird man blofs die Zeichen derjenigen Glieder éindern,
in welchen der Exponent von 2 ungerade ist,

IX. Sinda, 3. y, ... die Wurzeln der obigen Gleichung
0 = a” | agaam— - pam—s + ...+ gz* } ha - k,

. 1 1 1 o ’ -
so sind auch -, -, -, ., ., . die Wurzeln der Gleichung

a =]
ot
I o ha i ax 1
0 = gm __jl_ i p—i + ;._ am—z _E_ e ‘57 ;: a2 _|__ f‘ _‘_ 'Z_'-

und man nennt die letzte Gleichung die reciproke der. ersten, so
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wie auch die Grifsen -, -, . . . die reciproken Grofsen von
@ 7

a, 3, y5 « « - genannt werden.

1
o
¥

X. Um die simmtlichen Wurzeln einer Gleichung um die
Grifse 4 zu vermehren, darfman blofs in dieser Gleichung statt

2 die Grolse x| 4 setzen,
XI. Um in der gegebenen Gleichung

X=o0=am-4 gam 4 bam + ...+ ha -} k
das zweyte Glied aazm—* wegzubringen, darf man blofs in dieser
Gleichung statt a die Grifse @ — :—: setzen, wodurch dann eine
Gleichung der Form entsteht:

0 =" —}— Aazm—r | Bam—9 -+ ... + Hz ._[_ K,

In einer solchen Gleichung, der das zweyte Glied fehlt, ist
die Summe aller ihrer positiven VWurzeln gleich der Summe aller
ihrer negativen Wurzeln, wenn diese YWurzeln simmtlich reell
sind,

Fehlt endlich in einer Gleichung

o = a" 4+ aan— J. . . gatFha
das letzte oder constante Glied k&, so ist immer eine ihrer VWur-
zeln gleich Null.

XII. WWenn kein Glied der Gleichung fehlt, und wenn diese
Gleichung lauter reelle Wurzeln hat, so hat sie auch immer eben
so viel positive Wurzeln, als sie Zeichenwechsel [+ — oder —— |
ihver Glieder hat, und eben so viele negative VWurzeln, als sie
Zeichenfolgen IJI—-—|— oder — —| ihrer Glieder hat.

So hat die Gleichung

23 — Bz - S5z 4 14 =o0
zwey Zeichenwechsel und nur eine Zeichenfolge, also hat sie
auch, da alle ihre YWurzeln reell sind, zwey positive VWurzeln
-2 und 4+, und eine negative VWurzel — 1.

VWenn aber einige Glieder der Gleichung fehlen, so kann
man sich dieselben durch Glieder mit dem Coefficienten Null er-
setzt denken, deren Zeichen sich willkiirlich annehmen lassen.
Nimmt man nun diese Zeichen so an, dafls die Anzahl IV simmt-
licher Wechsel ein Kleinstes ist, und nimmt man sie dann auch

so an, dals die Anzahl N' simmtlicher Folgen der Zeichen ein




126 §. 70.

Kleinstes ist, so ist die Zahl der positiven VWurzeln der Gleichung
nicht gréofser als ¥, und die Zahl der negativen YVurzeln mcht
grilser als N', und zugleich ist die Anzahl der imaginiren Wur-
zeln der Gleichung nicht grifser als

m — (N4 N),
wenn die Gleichnng des mtn Grades ist.

So hat z. B, die Glcichung

2 +
alle ihre Wurzeln imaginir, wenn m gerade, und sie hat nur
eine reelle YWurzel, wenn m ungerade ist,

§. 70. (Geniherte Auflésung aller numerischen
Gleicl LLluf““l) ¥Venn eine numeuschc Gleichung X=o0, in
welcher die Coefficienten von 2 gegebene Zahlen sind (§. 69, L),
zZur Au[‘[mun” vorgelegt wird, so ist es beynahe immer sehr
leicht, durch blufa Versuche einen ersten, wenn auch nur sehr
wenig geniiherten Werth einer ihrer Wurzeln zu finden. So
wird man z. B. nach §. 69, IL sofort erfahren, dafs eine solche
Wurzel zwischen o= 4 und 2— B fillt, wenn die Summe aller
Glieder der Gleichung fir a—4 positiv, and fiir 2 =28 nega-
1y ist.

Sey demnach x=a e¢in solcher geniherter VWerth von z,
Substituirt man ihn in dep gegebenen Gleichung, so wird er die
gegebene Grilse X nicht auf Null bringen, nIa nur der wahre
\Vclth von &, namlich nur die eigentliche Wurzel der Gleichung,
also noch nicht der blofs geniherte Werth derselben, die Grifse

X gleich Null machen kann.

Nehmen wir also an, dals wir durch diese Substitution von

z==g in der Gleichung, statt X=o0, den Ausdruck erhalten
Kie—r

Wwo « cine von Null desto weniger verschiedene Grifse seyn wird,

je naher bereits ¢ dem wahren Werthe VOn 2 genommen wor-

den ist,

Sey eben so a’ eine von ¢ nur w enig verschiedene Grilse,
die also ebenfalls als ein zweyter gendherter YWerth von 2 be-
trachtet werden kann. Substituirt man diesen Werth =g’ in
der gegebenen Gleichung, so gehe diese iiber in

.-‘L = (;

= U S N
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Wir haben demnach zwey Hypotkesen fiir den wahren YWerth
yon 2 angenommen, nimlich 2=a und 2=—a’, und wir haben
auch zugleich die Fehler der Endresultate, oder die Grifsen w
und o erhalten, die aus jenen zwey Hypothesen entstanden sind,

Man hat nimlich

Fehler der Hypothese, Fehler des Resultats
MM

in der ersten Yoraussetzung., . @ — & )

5
» » zweyten » cew @ — & w'.
Je niher aber die beyden aufgestellten Hypothesen der ge-

suchten VWahrheit liegen, oder je kleiner die beyden Fehler a — =z
d — z dieser Hypothesen sind, desto niher wird auch das Ver-
hiltnils derselben, oder desto niher wird die Grifse

‘-L,_—I der Grofse —

a — X % w
liegen, so dals man, da es sich hier doch nur um eine erste Nahe-

rung handelt,

setzen kann, woraus sofort folgt:

dw — aw
z = —————, oder auch
0 — W
(a—a)ow 7 (a—a)w 3
= a — B s o e e AL
w— 0 — @

und dieser Ausdruck wird einen anderen YVerth von x geben,
welcher der Wahrheit niher liegt, als die beyden vorhergehen-
den z=a und z=a/, so dafs man daher, mit dieser ncuen Hypo-
these, in Verbindung mit einer der vorhergehenden, dieselbe
g wiederholen, und so,
durch Fortsetzung der Operation, der gesuchten VVahrheit immer

jetzt bereits mehr gesicherte Rechnun

niher kommen kann.

In der That, um zu zeigen, dals die Gleichung (I) der
Wahrheit desto niher kommt, je kleiner die Fehler der beyden
Yoraussetzungen sind, so kann man die gegebene Gleichung als
eine Function yon 2 ansehen, die fir den gesuchten Werth von &
gleich Null ist, so dals man daher hat

G L e (e

Lilst man in diesem Ausdrucke die Grifse z in @~ (a—2),
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das heifst, in a iibergehen, so hat man, nach dem Taylor'schen
Lehrsatz (§. 56.)
du ) d%u

; (a—
v =u-+ (a—=z) . T e e

| AR O

o e ST

und eben so erhilt man, wenn z in z 4 (d'—=&) oder in o

itbergeht:

" ‘ du (a—x)*  d>*u
—— j — . il = 2 =
u u 4 (a—a) e S -+ ..

1.2

Je kleiner aber die Gréfsen (a—a) und (a'— ) sind, das
heilst, je niher die beyden Hypothesen 2=a und a=a der
VVahrheit liegen, desto mehr wird man auch, in den beyden yor-
hergehenden Ausdriicken, die zweyten und héheren Potenzen
dieser Grofsen, gegen die erste, in einer blofsen Anndherung,
weglassen kinnen, so dals dann jene Ausdriicke sich blofs auf
ihre ersten Glieder, oder da «'— u=—w und u'— y =" ist, auf

die beyden einfachen Gleichungen reduziren:

du

o — (a—a) .— und
( ) dzx
' iy du
o = (e-—az) . ==
. dx

deren Division die Gleichung (1) wieder 5”)1.
Ex. Um die YVurzel der Gleichung
X=—a* — a2z | 1m="'0

zu finden, hat man, wenn 2 —='a— 0.5 gesetzt wird, X=—o0,125,
and eben so wird 2=da'=0.7 geben X=-—0.057. Setzt man

daher ¢ = 0.5 und w=—0.125, so wie ¢’'=07 und w'=—0.05%,

so gibt die Gleichung (IT) fiir einen weiter geniiherten Werth

(e 5 & :
Ta—= g — o5 Lo 37 = Loh 3,
w0 ¢

Setzt man daher in einer zweyten Berechnung a = 0.637,

so findet man X —w =

0.01552, und da, wegen dem negativen
VWerth von o dieses @ noch etwas zu grofs ist, so kann man
a=0.620 annehmen, wodurch X=w'=-—0.00176 wird. Die-
ses zweyle Hypothesenpaar gibt, durch die Gleichung (II) den
neuen geniherten VWerth

a = 0,637 — o0.01905 = 0.01795.

—— —— e ——— N — T e ==
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Nimmt man in einer dritten Rechnung

a =— 0.6180, also auch X w = 0.00002003 und
r

]

a = 00181, '» » X = o' = — 0.00005637,
so gibt die Gleichung (1)
2 == 0.0180 - 0.0000340 = 0.6180340,

and dieser letzte VWerth von z ist noch in der letzten Decimal-

stelle cenau, da die wahren Wurzeln der gegebenen Gleichung
5 ) 5€5 3
sind :

1 oder 1

1 vV/ & :

f(—14V5) » 0.0180340

2(—1— V 5) » — 1.6180340,

Dals sich aber dasselbe Verfahren auch auf transcendente
Gleichungen anwenden lasse, ist fiir sich klar. — Zur Ubung in

diesen Entwicklungen mogen I'uig{'ndu !_’;e_‘.'spiclc dienen;

2* = 10 gibt = 2.50018,

=) 10 3 n D -
10 € » & L.37120,

/Iz' _l__ 5z

I |
§.71.(
Beschlielsen wir diesen (-30.30:151&11:1 noch mit einer allen gegebe-

1

il

z 1.52701.

s b iy U e Y
lomogeneitit derGlieder einerGleichung.)

nen Gleichungen zukommenden Bemerkung.

In jeder Gleichung miissen nimlich, wie es die Natur der
Sache erfordert, die Dimensionen (§. 33, IL) eines jeden Glie-
des eben so grofs, als in jedem anderen Gliede seyn.,

Demnach kann z. B, die folgende Gleichung

9° 2a4% -+ 3z — 7 =0
nicht bestehen, da 3 die Dimension des ersten, 2 die des zwey-

ten, 1 die des dritten und o die Dimension des vierten Gliedes

ist. In der That wird nach dem, was a. a, Q. gesagt ist, o einen
Kérper, a? eine Fliche und « eine Linie bezeichnen kinnen,
und es ist unméglich, dafs dergleichen, ganz heterogene Dinge,
unter sich eine Gleichung bilden.
Wenn daher solche Gleichungen, in welchen die Gleichheit
er Dimensionen fiir die einzelnen Glieder nicht Statt hat, oder
wenn solche nicht homogene Gleichungen doch dfter vorkommen,
wie diefs auch in der That der Fall ist, so wird ihnen immer

Littrow’s Anfangsgr. |, gesammi, Mathom. 9
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die Voraussetzung zu Grunde liegen, dals man frither irgend
eine Grifse als die Einkeit der Griolsen ihrer Art angenommen
hat, wodurch dann diese Grélse, eben weil sie durch die Ein-
heit vorgestellt wird, aus der Gleichung gleichsam verschwun-
den oder doch in ihr unsichtbar gemacht worden ist,
Venn z. B, in der Gleichung
T.y = 12

die Gréfse z sowohl, als y Linien bezeichnet, und wenn man
ecine Linie von bestimmter Linge, z B. die Toise, als die Ein-
heit aller Linien annimmt, so werden dann die Grifsen a und yp
als blofse Vielfache der Toise, d.h. als blofse Zahlen zu betrach-
ten seyn, und dann wird die gegebene Gleichung, obschon sie
nicht homogen erscheint, z, B, fir 2=3 und y=4 bestehen
konnen. — VYollte man aber dann, nicht die Toise, sondern den
Fuls, deven 6 auf die Toise gehen, zur Einheit des Liingen-

mafses annehmen, so wiirde, fiir jeden speciellen Fall (wie vor-

hin fir =3 und y»—4), die Grifse a sowohl, als y sechsmal
) +) s L]
grofser, als zuvor, werden, oder man wiirde haben
@i— bz und ¥ = by,
== IF-‘)"
Substituirt man diese VWerthe von z und y in der gegebenen

also auch & = Iz >

6

Gleichung, so geht sie in folgende iiber:

= 2
X J i

S A ]
6 6 i

welche Gleichung demnach fiir denselben speciellen Fall 2=3,
=4 Toisen, d. h. fir # =18, 9= 24 Fuls ebenfalls Statt
hat.

Man sieht daraus, dafs, wenn sich die gegebene Gleichung
@.y =13, die sich auf irgend eine Einheit bezieht, auf eine
andere a Mal grofsere Einheit beziehen soll, dals man nur alle
in der Gleichung enthaltenen Buchstaben durch diese Grifse a
dividiren darf, wodurch zugleich auch die dulsere Homogeneitit
der Gleichung hergestellt wird.

So geht die Gleichung 2y =1, wenn in ihr die Grélse a

als Einheit angenommen wird, in folgende iiber:

1 oder xy = iy

= = e P r—tatn . . e e T ——— Y .
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in welchem letzten Ausdrucke jedes Glied zwey Dimensionen

hat.
Unter derselben Voraussetzung wird die oben aufgestellte

Gleichung
¥ — 22 | 32 — 7 =0

in folgende iibergehen:

& X el
E— a* 5 T_- T R
oder
9 — 2aa* - 3a*2 — 74 = o,

wo jedes Glied drey Dimensionen hat.
Eben so wird endlich die Gleichung
brat 4 gt = b2
iibergehen in
b2 22 .yt b2

e G ==
as ' @ az

das heilst in die Gleichung
bl‘-r'n'. + a'}!y'.'. — a’l b':

von vier Dimensionen, oder in

wo jedes Glied die Dimension Null hat.

I. Dasselbe wird man von denjenigen Gleichungen bemer-
ken, in welchen mehrere unter sich heterogene Grilsen vor-
kommen. VVenn man z. B, zwischen den Grofsen k, I, ¢ die
Gleichung hiitte:

k= 1.1,
wo k eine Kraft anzeigt, die einen Korper, auf den sie wirkt,
in der Zeit ¢ durch den Weg ! bewegen soll, so ist die auf diese
/Veise ausgedriickte Gleichung unméglich, da Kriifte , Wege und
Zeiten unter sich nicht unmittelbar verglichen werden, also auch
keine Gleichung bilden kénnen. Eine solche Gleichung setzt also
eine gewisse Einheit der Krifte, eine der VWege und eben so eine
Einheit der Zeiten, z, B. eine Secunde voraus. Nennt man aber
%, A und r digjenige Kraft, den Weg und diejenige Zeit, die
q *
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man frither als Einheit angenommen hat, so wird die gegebene

Gleichung in folgende homogene iibergehen:

und da die Gleichung, in der letzten Gestalt, nur mehr die
Verhiilinisse jener drey Gréfsen, nicht aber diese Grofsen selbst,
d. h. da sie nunmehr blofse Zallen enthilt, so ist dadurch ihre

Realitit hergestellt.

- e = S

T T S TS S USRI, S S B it SN i




Dreyzehntes Capitel.

Birtersac Oh o saian:

§. 72. (Geometrische Reihen.) Wenn von den Glie-
dern einer Reihe je zwey ndchste immer dasselbe Ferhilinifs
(§. 37.) haben, so wird die Reihe eine geometrische genannt. Ist
o das erste Glied derselben, und ist b das Verhdlinils je zwey
nichster Glieder, so ist die allgemeine Form der geometrischen
Beihe

a4 ab 4 ab* 4 abd® 4. ..

Diese Reihe ist aber schon oben (§. 23.) vorgekommen, und
wir haben dort gesehen, dafs sie aus der Division der Grifse a
durch (1 —b) entsteht, so dafs man demnach hat

_ ¢ —a-ababtab .

Das allgemeine oder ntc Glied U einer solchen Reihe ist

offenbar
U= ab*,

da man das erste, zweyte, dritte Glied der Reihe erhilt, wenn
man in U die Grofse n=1, 2, 3, . . . setat,

1. Welches ist aber das summatorische Glied S dieser Ieihe,
d. h. welches ist diejenige Function von dem /ndez n der Reihe,
der die Summe der 2, 3, 4, . . . ersten Glieder gibt, wenn
man in ithm =2, 3, 4, . . . setzt.

Setzt man die Reihe bis zu ihrem nt= Gliede fort, so hat
man
S=a<abdab>abt ...+ at—34-ab"—-|-ab*",
2lso auch, wenn man alle Glieder dieses Ausdruckes durch &
multiplicirt:
Sbe=ab -+ ab* 4+ abd® . .. - ab— 4 abr— |- abn.

Subtrahirt man diese beyden Ausdriicke von einander, so
heben sich von den zwey Reihen alle Glieder, bis auf das erste
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und letzte, gegenseitig auf, und man erhilt
S — 8§ = ab*— a,

50 dafs man daher fiir das gesuchte summatorische Glied hat
a(b™— 1)

ST

oder auch, wenn man den vorigen Werth des allgemeinen Glie-
des in § substituirt:

e

TaaY Ub—a
b — il

IT, Ist also die Reihe convergent (§. 23, IL), so ist fiir ein
unendlich grofses n die Grifse b oder auch U= @ b*—* unend-
lich klein, da fiir eine convergente Bieihe b ein eigentlicher Bruch
ist, und dann ist die Summe aller Glieder dieser Reihe, ohne
Ende fortgesetat:
@

1 LA

=

oder dann ist das summatorische Glied S gleich dem erzeugenden
a

Bruch

0}

5 aus dessen Entwickelung durch Division die Reihe

entstanden ist.
Ex. I, Fir die Reihe
1 1 1 1
1 b e ] e ]
S T T S SOt
ist @=1 und b==:, also ist auch, fiir n=10, die Summe der
ersten zehn Glieder:

a(b%-—1) 210 1023 7 X
i B = e 1.098046875.
Die Summe der ganzen Reihe, ohne Ende fortgesetzt, aberist

a
Sﬁ = 2,

1—0b
Ex. II. Fiir die Reihe
1 — 2 L a? — 23 L ot — |, ., .

ist a—=1 und b=-—2, also auch die Summe der ersten zehn
Glieder
1 — a10
Ay R R
12 y
die Summe aller Glieder aber ist unendlich grofs, da diese Reihe
divergirt, ¢

— s = SO SO { VR e - A T i e Sl ) R
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§.73. (Arithmetische Reihen.) Eine Folge von Grds-
sen, deren je zwey nichste immer dieselbe Differenz haben, ist
eine arithmetische Reihe der ersten Ordnung. Sind aber in ei-
ner Reihe erst die Unterschiede dieser Differenzen oder sind erst
die zweyten Diflerenzen constant, so heilst sie eine arithmeti-
sche Reihe der zweyten Ordnung, und eben so wird sie der drit-
ten Ordnung seyn, wenn die Unterschiede der zweyten Differen-
zen oder wenn erst die dritten Differenzen der Glieder constant
sind, u, s. wW.

So ist die arithmetische Reihe

Lo s T 3L 0 by« s derserstensOrdnung:
)] B el o i | S D R e SRS A, s i TV o
TS St e o s e R e vitten v TR

weil alle ersten Differenzen von I. gleich 1, alle zweyten von II.
gleich 2, und alle dritten Differenzen von I1L gleich 6 sind.
Sey die arithmetische Reihe irgend einer Ordnung
at+btectddef ...,
so hat man fir die Differenz von je zwey nichsten Gliedern
b—a, ¢c—b, d—c, e —d, ..
und davon sind wieder die Differenzen
¢—2b-ta, d—2¢-4b, e—2d4c, ...,
und von diesen neuerdings die Differenzen
d—3¢c+43b—a, 6 —3d -} 3¢ —0b usl
Nennen wir, der Kiirze wegen, die ersten Glieder dieser

Differenzreihen Aa, A*a, A°a, . . . so dals man hat

Aa = b — a,

Ala = ¢ — 2b - a,

Aa =d — 3¢ + 36 — a,
5’.\%1:6-—4([—{——-()&—/]6—’—-& (i

so zeigt schon der Anblick dieser Reihen, dafls die Coefficienten
der einzelnen Glieder derselben die des Binoms (§. 58, I.) sind,
so dafs man demnach allgemein fiir die n' Differenz A%a den

Ausdruck hat

Auaza%_nb_l,t};‘,cﬁ.ﬁ'_”.—_“”sifd+..,
IR ] DileiBss




136 0123,

I. MitHilfe der letzten Gleichung kann man auch die Glie-
der b, ¢, d, . . . der ersten gegebenen Reihe blofs durch das
erste Glied @ und durch die auf einander folgenden Differenzen
Aa, A*a, A'a, . . . ausdriicken, Man erhilt namlich

i b

= a -} Aa,
I ¢ = a - 2aa } Aa,
: d = a -} 3Aa -} 3a%a 4 A,

e a + 4aa - 6a%*a + 4A% -} A'a u f,
so dafs man also auch hier fiir das allgemeine oder fiir das nte
Glied U der oben aufgestellten Iieihe, nach der Analogie mit dem

Binom, haben wird

n—1 n—1.n

U= a -} Aa -} . Ata

n—y.n—2.n—3

e ..3------A'<a+...

le, 2
II. Sucht man endlich noch auf idhnliche VVeise auch die
Summe der ersten Glieder der gegebenen Reihe, so hat man fiir 4
die Summe

der 2 ersten Glieder . , . . a-}-b =2a--Aa,

R PR ) » . a-}b}c=3a-l34Aa-} A,
» 4 » » a-b--cH-d=fa--b6aa-}4a%a+ A%a u i,

so dals also auch hier die Coefficienten des Binoms wieder sicht-
i bar werden, und dafs man daher fiir die Summe der ersten
n Glieder, d. h. fir das summarische Glied § einer jeden arithme-
tischen BReihe den Ausdruck haben wird

«R—1T.n—13

n.n—1 A
§ = na 4 =——Aa ;j—r—A’a.
Lo Y. G

ReR—1.n—2.0—3

+ neA e

|
!
| 1 e SR oD
|
|

wo fiir eine Reihe der isten, aten  3ten, | | Ordnung die Diffe-

| renz Aa, A, A’a, . .. constant, und alle folgenden gleich .
Null sind. %

In den beyden vorhergehenden Ausdriicken von U und § ist
die ganze Theorie der arithmetischen Reihen irgend einer Ord-

nung enthalten, — Wir wollen uns hier mit der niheren Be-
trachtung der zwey ersten Ordnungen begniigen.

S SV e i i ey ) NS
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§.74. (Arithmetische Reihen derersten Ordnung:)
Fiir diese Reihen der ersten Ordnung ist, nach dem Vorhergehen-
den, die erste Differenz Aa=d constant, also auch Az = A%a...
gleich Null.

Demnach geben die Ausdriicke fiir U und § (in \\7“, I1.)
sofort folgende einfache Gleichungen:

U= a-+ (n—1)d und
S=na-+ inn—1)d = taja+ (n—1)d],
wo man, statt der letaten, auch schreiben kann
S = zn(a-U).

Der erste Ausdruck fiir S zeigt, dafs in diesen Reihen die
Summe je zweyer, vom Anfang und Ende gleich weit entfernten
Glieder, gleich 2a4(n—1)d ist.

Ex. L. In der BReihe der matiiylichen Zahlen

1 2434+ 4.,
ist a—d=—1, also auch das allgemeine Glied
Uiss—=a iy
and das summatorische Glied, oder die Summe der n ersten
Glieder
§ = In(nd).
So ist z. B, die Summe der ersten Million Glieder dieser
Reihe, da n==1000000 ist, gleich
S — 500000 500000,
Ex, II. Ebenso hat man fiir dieBeihe der ungeraden Zahlen
N R T
a—1 und d =2, also auch
U= 2n —aiiund S —=in?;
also auch die Summe der ersten 1000 Glieder
§ = 1000* = 1000000.
Ex. 1lII. Endlich gibt die Reihe
141104+ 1.2421.34+1.44...

a=1 und d=0,1, also auch

U= — (n<d9) uwnd § = L (n=19),
10 20
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s0 dafs man fiir die Summe der ersten 1000 Glieder dieser Rieihe

hat
5 = &cegbo.

§- 75. (Arithmetische Reihen der zweyten Ord-
j IHI]IB‘.) Fiir solche Reihen ist A’a = A%a ... gleich Null, also
{i| hat man (nach {. 72.) fiir das allgemeine Glied
; U=a- (n—1)ae + 1(n—1)(n—2) A%,
i und eben so fiir das summatorische Glied dieser Reihen
If § =na 4 fn(n—1)aa -} jn(n—1)(n—2)Aa.
Ex. Die Reihen der sogenannten Polyzonalzahlen sind:
Zahlen des Dreyecks ... 13-4 6410415421,
» » Vierecks ... 144+ 91604 25--36-...
v » Finfecks . .. 145412422135 +51-F...
» » Sechsecks. .. x4 06115428 454 66-)...
Fir die Dreyeckszahlen ist demnach a=1, Aa =2 und
A'a — 1, also auch
U=in@t1) wd §=in(ntn)(ets),
und eben so hat man fiir die Viereckzahlen

U==n und § = jn(nt1)(2nd1) u f.

§. 76. (Reversion der Reihen.) Oft wird eine Grifse

i g durch irgend eine andere 2 mittelst einer Reihe der Form

y=az 4 ba* | ez’ - dat 4, , .
gegeben, und man sucht umgekehrt die Grifse = durch eine éhn-
liche, nach den Potenzen von y fortschreitende Reihe auszu-
driicken. — Nehmen wir an, die gesuchte Reihe sey von der
Gestalt

z = ay = By Luyytislerd gt i

so dafs also die unbekannten Gréfsen a, B, y, . . . durch die

bekannten @, b, ¢, . . . zu bestimmen sind.
Zu diesem Zwecke entwickeln wir zuerst die Potenzen von
2% 2% 2% ... indem wir die zweyte unserer Reihen wieder-
holt mit ihr selbst multipliciren, Dadurch erhilt man
e ol il G g L i
aty* 4 2afy’? f (2ay Byt ...
uxJ,; + 3,1':][_-5‘),-; ._J_ ¥ o

By A e

.'.C:

x?

111 |
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Substituirt man dann diese Werthe von 2, a® 2% ... in
der ersten gegebenen Reihe, so erhilt man

0 = (aa—1)y
+ (Ba +ab)y
4+ a4 2zafb+ a’o)y?
4+ (a4 (zay+ B BHb 4 3afle 4 atd)yt 4 . . .,
und da diese Reihe fiir alle Werthe von g gleich Null seyn soll,
so hat man (§. 34, 11L) die Bedingungsgleichungen
= aa — 1,
0o = fla + a*h,
0o =ya -+ 2aBd 4 a*c u.f
aus welchen man also die Werthe der gesuchten Grifsen «, £,

. o & . 1
44 « . « bestimmen wird. Man findet nimlich a = — oder
@

== 15
B.a® = — 0,
= 2)p* — ac,
.a’ = babe — a*d — 5%

g.a = 14b* — 21ab%c 4 6a*bd 4 3a’c* — a’e u. f.
Ex. Wir haben oben (§. 60.) den Ausdruck erhalten

y-_Lo (4= = m(c-—%i % )

Sucht man daraus die Grifse # durch y zu bestimmen, und

nimmt man, wie zuyvor, an

T = uy + _,‘1;97': + :,_,L.:; + g

so hat man g = m, also auch & = —,
mn

m 1

b = — —, » ¥ ]3 =
2 2 m*
I 1

C =3 _— b b)) P
3’ v 2. dm’
mt 1

0 = — » » —_——u
4’ 2.3.4m? ?

so dals man demnach erhilt

—-—-‘LOU( + )_{_‘_(T”"h_j'__) e Log (142 ))+

Da aber Log(1--a) = y ist, so ist auch 1 —}—r-: a’, und
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daher die letzte Reihe

o= 4 () FE) @)

iibereinstimmend mit der Reihe (D) des §. 61.

§. 77. (Entwickelung der Functionen in R eihen
durch die Methode der unbestimmten Coefficienten.)
I8 Dasselbe Verfahren des §. 76. ldlst sich auch auf die Entwicke-
lung gegebener Functionen in Reihen anwenden.

Sey z. B. das ohne Ende fortgehende Polynom

a —l— ba -+ ca* - IR
gegeben, und die n'° Potenz desselben durch eine, nach denPo-
tenzen von @ fortgehende Reihe darzustellen, oder sey
y = (a —i—— bz ‘—{— ozt -—ll—- )
in eine Reihe der Form
i y=a- Bz ya* 4 52° 4.
su entwickeln, also die Grifsen a«, 8, y, . . . durch die be-
‘ kannten a, b, ¢, zu bestimmen.
Nimmt man von dem ersten Ausdrucke die logarithmischen
Differentialien (nach §. 52.), so hat man

dy e T Uil B L S SRR s £
. e L) L ¥

Y a-+t+bx +exr .-
Eben so hat man, wenn man auch den zweyten Ausdrucls

von y differentiirt:

dy S
S — B e aya - 382 4+ ...
[ d 4 24 _‘ g
i & H o dy L .
: Setzt man beyde Ausdriicke von ~ 5 ¢inander gleich, so er-
i a X
|

hilt man

‘ n(b+ 2ca+43dat 4 ..)(a- 2ty ..

— (@t bztca*t..)(B |2y 4 3622]...) = o
Fiihrt man aber diese zwey Multiplicationen aus, und ordnet

das Product nach den Potenzen von z, so erhilt man
-]

0 — (aff — nba)

L (2ay 4+ b3 —nb B—anca)z
4+ BadfabytcB—nby —2gpcpi — Indaya® 4.
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und wenn man auch hier wieder, nach . 34, III., den Factor
einer jeden Potenz von z fiir sich gleich Null setzt, so erhilt

man
ali= i Dl

gay:(u—---s}ﬂm,‘;‘-—}— 2n . ca,

3a6 = (n—2)by -+ (2n—1)ep ~ 3n.da,

hae = (n—3)hd - (2n—2)ecy - Bn—1)dp 4n . ea,
5a2 = (n—4)be -+ (2n—3)c? -+ (Bn—2)dy + (4n—1)efs
+5n.fa,
bay = (n—5)b2 4 (an—4)ce (3n—3)d s - (4n—2)ecy
- (Bn—1) ff3
+ bn . gay
Ui 8) Wes
wovon das Gesetz des Fortganges deutlich ist. Dabey bleibt die
crste Grofse « unbestimmt. Es ist aber a=aq*, wie man findet,
wenn man in dem ersten Ausdrucke fiir y die Gréolse 2=o setat.
Ist c==d=e¢... gleich Null, so erhdlt man y = (at0a),
iibereinstimmend mit §. 58,
Fiir das Trinom
y=@a+dzdBa¥)r=a -} Bz 4 ya2* 4 ..
endlich erhilt man, wenn man in dem Vorhergehenden a=1,
b=24, ¢c=2B und d=e=f... gleich Null setzt, zur Bestim-

mung der Factoren a, §, y, » - . die Ausdriicke

a = ]‘

B =ind,

2y = (n—1)4pB 4 20 B,

36 = (n—2)4y -+ (ern—1) 5,

he = (n—3) 46 -} (2n—2) By,
52 = (n—4)Ade + (2n—3) Bd u. L.

§. 78. (Interpolation der Reihen.) VVenn man das
allgemeine Glied U eciner Reihe kennt, das immer eine Func-
tion des Index n (§. 72, 1.) der Reihe ist, so erhilt man daraus
das aste, gte, Jte Glied der Reihe, wenn man in U/ diese
Grifse n gleich 1, 2, 3, . . . setzt; So war oben (§. 74.) L
die Dreyeckzahlen

1--{-3—@-0-}—-10‘5?15
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das allgemeine Glied
U= in(n-f1),
also ist auch, wenn man z.B. n =100 setzt, das hundertste Glied
dieser Reihe
50 (101) = 5o50.

Allein nichts hindert uns, fiir diesen Index nicht blofs ganze,
positive oder negative Zahlen, sondern auch Briiche zu setzen,
wo man dann diejenigen Glieder erhalten wird, die zwischen die
Glieder der gegebenen Reihe fallen. Man nennt diese neuen
Glieder die eingeschalteten oder interpolirten Grifsen.

So gibt unser Beyspiel, wenn man zwischen je zwey Glie-
der der Reihe ein mittenliegendes einschalten will,

=

- 3 21
Qg P et S B TR b
5 35
7 e NS HG %)
7 63
= . . ~5~ Us f.,

so dafs daher die so interpolirte Reihe der Dreyeckzahlen seyn

i

und auch diels ist eine arithmetische Reihe der zweyten Ord-

wird

nung , da ihre zweyten Differenzen constant und gleich ; sind.

Da es aber sehr viele Reihen gibt, die, ohne eben zu den
arithmetischen zu gehoren, wenn auch nicht auf genau constante,
doch auf nahe bestindige hohere Differenzen fiithren, so lilst
sich dieses Verfahren oft mit Vortheil auch auf solche Lieihen
anwenden, ohne dafs man ihr allgemeines Glied zukennen braucht,

Betrachtet man nimlich eine solche Reihe, deren Differen-
zen cinmal nahe constant werden, als eine arithmetische Reihe
héherer Ordnung, so erhilt man fiir das allgemeine Glied der-
selben (nach §. 73, I.):

U=a+ (n—r1)aa } T

(n—1)(n—2)(n—3) .,
+ 3 iy s 00 A(L+...,

(n—1)(n—2) Ao

wo a das erste, dem Index i1 entsprechende Glied, und wo die

iibrigen auf einander folgenden Glieder sind

2 2 3 4
AT s Al

~—— r—— e r———— o e S R R—
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.+ . Differenzen (nach §. 73.)

§. z8.

S0 dﬂrﬁ man fl.ll' die 1sten, gt.nn’ gtm:,

hat
Ag — b — a,
Ala == ¢ — 2b -} a,
A'a =d— 8¢ -} 3b — a,
Aa =—=¢ — 4d + bec — 4b -+ a u f

Ex. Um die Anwendung dieses Verfahrens durch ein Bey-
spiel deutlich zu machen, wollen wir annehmen, man hitte be-
reits (nach QOI) die Logarithmen von den fiinf folgenden Zah-
len auf 6 Decimalstellen genau gefunden, und wollte nun die
dazwischen liegenden Logarithmen der ganzen Zahlen durch In-

terpolation bis auf 5 Decimalstellen genau bestimmen,

Index; Zahl. Logarithmus,

1 1000 3.000000 = «,

2 1010 3.004321 = b,

3 1020 3.008600 = ¢,

4 1030 3.012837 —= d,

5 1040 3.017033 = e.

Von diesen Logarithmen sind die Differenzen
Aad = 0.004321,
A'a — — 0.000042,

TFerner ist A’a schon sehr nahe gleich Null, und iiberdiefs
a=io
Es ist demnach das n'® Glied dieser Reihe
U = 3,000000 -} 0.004321 (n—1)
— 0,000021 (n—1) (n— 2).
Mit diesem Ausdrucke von U erhilt man fiir

=l nEe="12 n=1.9 ==
3.000000 3.000000 3.000000 3.000000
432 864 126 1728

4. 4 4 4
3.00043 3.00087 '3,00130 3.00173

so dals man daher fiir die ersten der gesuchten Einschaltungen

erhilt

Log 1001 == 3.00043,

Log 1002
Log 1003

]u_‘lg

100/

3.00087,
3.00130,
3.00173,
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iibereinstimmend mit den gewéhnlichen Tafeln unserer Logarith-
men. Ubrigens wird in diesen, wie in allen dhnlichen Fillen,
wo dieselben Rechnungen 6fter wiederholt werden sollen, eine
geringe Aufmerksamkeit schon hinreichen, mehrere Vortheile und
Abkiirzungen an die Hand zu geben, die keiner besonderen Er-
liuterung bediirfen, und daher besser der Umsicht und Selbster-
fahrung des Rechners iiberlassen bleiben. So wird es z B. hier
bequemer, und doch gleich sicher seyn, nicht immer von dem
it ersten Gliede @, sondern fiir jedes neue Zwischenglied, das z. B.
'r zwischen & und ¢ fillt, von dem ihm zunichst vorstehenden
Gliede b auszugehen, und dieses Zwischenglied durch eine ein-
fache Proportion aus & und ¢ abzuleiten, Dabey wird allerdings
nur auf die erste-Differenz A ¢ Riicksicht genommen, und die
zweyte A’a vorliulig gleich Null gesetzt. = Allein man sieht, dafs
die aus dieser vorlaufigen Annahme entspringende Correction, so
lange man immer nur von einem gegebenen Gliede b zu dem

nichstfolgenden ¢, oder von ¢ zu d iibergeht, eine constante

Grifse, und zwar in unserem Falle cleich 0.000004 ist, daher
’ } k]

man nur diese Constante zu dem aus der erwilhnten Proportion

erhaltenen Resultate fiir alle zwischen & und ¢ enthaltenen Zah-
len wieder hinzusetzen wird,

Sucht man z, B, den Logarithmus von 1015, so hat man, da
¢—b=0,004279 ist, die Proportion

10 : 0.004279 = 5§ : 2 oder z = o0,002140,

also auch und eben so
; Log 1010 = 3.004321 Log 1020 = 3.008600
Proportionaltheil 2140 2118
i Constante . . 4 4
| Logio15 = 'Ei.on(y-‘;-j: Log 1025 — 3.01072,
1 ! Log 1030 = 3.012837
| | 0
2098
{ A

Log 1035 = 3.01494,
; und alle diese Logarithmen sind, der aufgestellten Forderung ge-

mils, in der fiinften Decimalstelle noch richtig,
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Vierzehntes Capitel

Erste Grundsitze der Geometrie,

§- 79. (E;-]\'l{im‘;}1{_;‘011,) Der Gegenstand der Geometrie
ist die Messung des Raumes. — Kérper ist eine bestimmte Aus-
dehnung des Raumes nach allen seinen drey Richtungen (der
Linge, Breite und Hohe). — Fliche ist die Grenze der Korper,
also Ausdehnung nach zwey Richtungen (der Linge und Breite).
— Linie ist die Grenze der Fliche, also Ausdehnung blols nach
einer Richtung (der Linge). — Punct endlich ist die Grenze der
Linie, also ohne alle Ausdehnung.

I. Gerade heilst die Linie, welche in allen ihren Puncten
dieselbe Richtung hat; jede andere Linie heilst krumm. — Ebene
heilst die Flache, in welcher man zwischen je zwey Puncten der-
selben eine gerade, ganz in der Fliche liegende Linie ziehen
kann; jede andere Fliche heilst keumm,

II. Die Neigung zweyer Geraden 4B und 4C (Fig. 1) ge-
gen einander heilst der Pinkel dieser zwey Geraden, wo also
die Linge dieser Geraden willkiirlich oder unbegrenzt ist, —
Man bezeichnet den Winkel so, dafls der Buchstabe 4 bey dem
Durchschnitte beyder Geraden (des Scheitels des Winkels) ZAWi-
schen den beyden andern Zeichen B und C gestellt wird, also
durch BAC oder durch € 4 B; oder auch, wo keine Zweydeu-
tigkeit zu besorgen ist, kiirzer blofs durch das Zeichen 4 des
Scheitels, oder‘endlich durch einen in den VWinkel eingeschrie-
benen Buchstaben @, — Die beyden Geraden 4B, AC endlich,
deren Neigung durch den Winkel ausgedriickt wird, oder die
den Winkel begrenzen, heifsen die Schenkel des VWinkels.

III. Wird eine dieser zwey Geraden 4B oder 0 0 O 58
die letzte nach dem Punct D hin, auf der andern Seite des Schei-
tels A, verlingert, so bildet diese Verlingerung 4D mit der er-
sten Geraden 4 B wieder einen Winkel B4 D =y, und die bey-
den Winkel 2 und y, welche eine Gerade B A4 mit einer andern

10 *
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Geraden C D in ihrem gemeinschaftlichen Durchschnittspuncte 4
bildet, werden Nebenwinkel genannt. Fiir sie ist der mittlere
Schenkel 4B beyden Winkeln gemeinschaftlich,

IV. Sind die beyden sich in dem Puncte A schneidenden
Geraden E A und CD (Fig. 2) so gegen einander geneigi, dals
die Nebenwinkel CAE und E A D einander gleich sind, oder ist
die Neigung des gemeinschaftlichen Schenkels A4 E gegen die
beyden Theile 4C und 4D der andern Geraden dieselbe, so
heifsen die Nebenwinkel, fir diesen besondern Fall, rechte F#in-
kel , und die Geraden E 4 und CD heilsen auf einander senk-
recht (oder lothrecht oder auch perpendiculir). Ein kleinerer
Winkel, als ein rechter, wie BAC, heilst spilz , und ein gras-
serer, wie BAD, heilst stumpf. — Alle Winkel, aulser dem
rechten, heilsen auch, mit einem gemeinsamen VVorte, schiefe
Hinkel.

V. Zwey in derselben Ebene liegende Gerade heilsen gleich-
laufend oder parallel, wennsie gegen jede dritte sie schneidende
Gerade, auf derselben Seite, dieselbe Neigung haben. So sind
die beyden Geraden 4B und CD (Fig. 3) parallel, wenn von
den Winkeln, die sie mit einer dritten Geraden E F bilden, der
Vinkel 2=y oder der Winkel u =z ist,

VI. Jeder von Linien begrenzte Raum heifst Figur. Sind
diese Grenzlinien Gerade, so heilst die Figur Vieleck oder Polygon,

§. 8o. (Dre}fecke.) Ein von drey geraden Linien be-
grenzter Raum heilst Dreyeck, die einfachste Figur unter den
Polygonen. Die Grenzlinien heifsen die Seiten, und die Nei-
gungen dieser Seiten gegen einander heifsen die Minkel des
Dreyecks.

1. Das Dreyeck ist gleichschenklig, wie ABC (Fig. 4), wenn
zwey Seiten, z. B. 4B und B C desselben unter sich gleich sind ;
es ist gleichseitig , wie 4 BC (Fig. 5), wenn alle drey Seiten des-
selben unter sich gleich sind; und es ist reehlwinklig , wie
A BC (Fig. 6), wenn es einen rechten Winkel (4 oder BAC) hat.

II. In dem rechtwinkligen Dreyecke 4B(C (Fig. 6) heilst
die dem rechten Winkel 4 gegeniiberstehende Seite BC die Hy=
potenuse, und die beyden andern Seiten 4B und AC heifsen
die Katheten des rechtwinkligen Dreyeccks. ;

- e L —
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II. Wenn man endlich die Seite 4 C (Fig.5) irgend eines
Drevecks A4 BC nach D verlingert, so wird der durch diese Ver-
]&n]gJerung ¢ D entstehende Winkel BCD aufser dem Dreyeck
der du/sere Winkel, und 4 und B werden die zwey jenem ent-
gegengesetzlen inneren VWinkel des Dreyecks genannt,

§. 81. (‘ﬂerccl;c,) Ein von vier Geraden begrenztes Po-
lygon wird Viereck genannt, — Sind alle Seiten des Vierecks
gleich und alle Winkel recht, so heilst es Quadrat, wie ABCD
(Fig. 7). Sind blofs die Seiten alle unter sich gleich, aber die
Winkel schief, so heilst es Rhombus. Sind alle VWinkel recht,
aber blofs die zwey gegeniiberstehenden Seiten unter sich pa-
allel, so heifst es ein Rechteck, wie 4 EC D (Fig. 8). Sind end-
lich in einem Viereck die gegeniiberstehenden Seiten unter sich
parallel, ohne iiber die Winkel etwas festzusetzen, so heilst es
Parallelogramm , wie ABCD eder abed (Fig. g).

Das Rechteck, der Rhombus und das Quadrat sind daher
ebenfalls Parvallelogramme, so wie das Quadrat ein besonderer
Fall des Rechteckes ist.

Eine Gerade 4C oder BD (Fig. q), welche die Scheitel
zweyer gegeniiberstehender VWinkel eines Vierecks verbindet,

wird Diagonale genannt,

§. 82. (Kreise) Ein Kreis 4MBN (Fig. 10) entsteht,
wenn eine in ihrer Linge unverinderliche Gerade C4, CM,
CM', . .. in einer Ebene um ihren festen Endpunct C gedreht
wird, und mit dem andern beweglichen Endpuncte 4, M, M, . . .
Spuren in der Ebene zuriicklifst.

Der feste Endpunct C der beweglichen Geraden heifst der
Mittelpunct (Centrum), und die Geraden CA, CM, CM’, . . .
heifsen die Halbmesser (Radien) des Kreises. Der doppelte Ra-
dius ACB wird der Durchmesser (Diameter) des Kreises, der
von dem beschreibenden Endpuncte 4 des Radius rings um den
Mittelpunct C zuriickgelegte Weg 4 MBN A aber wird die Peri-
plerie (der Umfang), und jeder Theil 4M, MM, ... dieser
Peripherie wird ein Bogen (Arcus) des Kreises genannt,

[. Die Gerade M PN, welche die beyden Endpuncte M und
N eines Bogens M N verbindet, heilst die Seline (Chorde) dieses




|
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Bogens. — Der Theil MANC der Kreisebene, der von dem
Bogen M N und yon den beyden Radien CM und CN seiner End-
puncte M und N begrenzt wird, heilst Ausschnitt (Sector) des
Kreises, so wie derjenige Theil MPN 4 der Kreisebene, der
von dem Bogen M N und seiner Sehne MP N begrenzt wird, der
Abschnitt (Segment) des Kreises genannt wird.

§: 83. (Gleichheitund Aehnlichkeit der Figuren.)
Zwey Figuren heilsen gleich , wenn sie, auf einander gelegt, sich
in allen Puncten vollkommen decken kénnen,

Zwey Figuren heilsen @hnlich , wenn jeder Winkel, der
durch die Yerbindung zweyer Scheitel mit den iibrigen, mittelst
gerader Linien, entsteht, in der einen Figur dem homologen
(gleichliegenden) Winkel in der andern Figur gleich ist. So
sind z. B. die beyden Parallelogramme (Fig. ¢) einander ihn-
lich, wenn der Winkel BAD = bad wnd CAD — cad, und
ADB— adb u.f{. ist.! So sind daher auch zwey Dreyecke dhn-
lich, weun jeder Winkel des einen dem homologen Vinkel des
andern gleich ist, wobey ihre Seiten sehr verschieden seyn
konnen,

Ahnliche Figuren sind demnach solche, welche dieselbe
Gestalt, ohne Riicksicht auf ihre Grélse, haben, oder solche,
die sich blofs durch ihre Gréfse, und sonst durch nichts, unter-
scheiden. = Gleiche Figuren aber sind gar nicht verschieden, sie
sind villig identisch,

VWenn endlich zwey Figuren, welches auch die Yerschie-
denheit ihrer Gestalt seyn mag, mit ithrem Umfange (Perimeter)
gleich grofse Flichen einschliefsen, so heilsen diese Figuren
dquivalent,

§. 84. (F olgerungen aus den vorhergehenden Er-
kliirungen.)

L In Beziehung auf gerade Linien und Winkel,
Aus den vorher gefundenen Erklarungen fliefsen sofort,
ohne weitere Erliiutcrungcn , folgende Sitze:
A. Durch zwey Puncte geht nur eine einzige gerade, aber
unzihlige krumme Linien. — Unter allen Linien zwischen zwey
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Puncten ist die Gerade die kiirzeste, daher sie auch als das Ma/s
der Entfernung zweyer Puncte von einander gebraucht wird.,

B. Alle rechten VWinkel sind unter sich gleich, weil sie
sich, auf einander gelegt, vollkommen decken (§. 79. und 83 ).

C. Die Summe zweyer Nebenwinkel (§. 79, 1IL), wie CAB
und B AD (Fig.2) ist immer gleich zwey rechten VWinkeln, Denn
ist 40 senkrecht auf CI), und nennt man z den Winkel B 4 E,
so ist der erste jener Winkel oder so ist C 4B um z kleiner, und
der zweyte B A D ist um z grofser, als ein rechter Winkel CAE
oder E 4 D.

D. Also ist auch die Summe aller an einer Seite der Linie
CD um cinen Punct A liegender Winkel desselben Scheitels
gleich zwey rechten Winkeln. So ist die Summe der Vinkel
CAB, BAF, FAD gleich zwey rechten Winkeln. Daraus folgt
sofort, dafs die Summe aller rings um einen Punct liegender VWin-
kel gleich pier rechten Winkeln ist.  So ist die Summe der vier
Winkel M, N, m und n der Fig. 11 gleich vier rechten Winkeln.

E. VWenn, wie in der so eben erwihnten Fig. 11, zwey Ge-
rade 4B und ED sich in einem Puncte schneiden, so sind die
sich paarweise gegeniiberstehenden VWinkel M und m, so wie N
und n, unter sich gleich, Man nennt diese VWinkel Scheiteliwin-
kel, — Nach (C) ist nimlich die Summe der VWinkel M und N,
so wie auch die Summe der Winkel M und n gleich zwey rech-
ten Winkeln; also ist auch, wenn man jede dieser Summen um
die Gréfse M vermindert, der Winkel NV gleich seinem Scheitel-
winkel »; und eben so findet man auch, dafs der Winkel M
gleich seinem Scheitelwinkel m 1st.

I In Beziehung auf den Kreis.

F. Aus der oben (§. 82.) gegebenen Erklirung des Kreises
folgt sofort, dafs in jedem Kreise alle Halbmesser unter sich,
also auch alle Durchmesser unter sich gleich sind, dafs also alle
Puncte der Peripherie von dem Mittelpuncte des Kreises gleiche
Entfernung haben, und dafs endlich jeder Durchmesser die Pe-
ripherie sowohl als auch die Fliche des Kreises in zwey gleiche
Hilften theilt,

G. Da die Peripherie des Kreises, nach der oben erwihn-
ten Entstehung desselben, eine stetige (ununterbrochene) krumme
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Linie ist, die durch die gleichformige Drehung des Halbmessers
um den Mittelpunct erzeugt wird, so werden zu gleichen Win-
keln am Mittelpuncte auch gleiche Theile der Peripherie, d. h,
gleich grolse Bogen gehoren, so dafs, wenn z. B. der Winkel
ACM (Fig.10) zwey Mal so grofs ist, als 4CM, auch der Bo-
gen A M das Doppelte von dem Bogen 4 M betragen wird, da
kein Grund angegeben werden kann, warum Bogen und Winkel,
die beyde zugleich in irgend einem Puncte, z. B. in A, anfangen,
sich auf verschiedene Weise éndern sollten, Dasselbe wird auch
von den Flichen 4 MC, AMC gelten, die sich wie ihre VWin-
kel 4CM, ACM, also auch wie ihre Bogen 4 M, 4 M' verhal-
ten werden,

H. Wie daher die gerade Linie als das Mafs der Lingen (4)
oder als das Mals der Distanz zweyer Puncte yon einander ge-
braucht wird, so wird auch der Bogen eines Kreises, als der ein-
fachste aller krummen Linien, als das Mafs der Drehung einer
Geraden (des Radius) um ihren Endpunct, oder als das Mafs der
Neigung zweyer Geraden gegen einander, d. h. als das Mas des
Winkels, zwischen welchem dieser Bogen enthaltenist, gebraucht
werden,

I. Man pflegt die ganze Peripherie eines Kreises in 360
gleiche Theile, die man Grade nennt, einzutheilen. Da aber
nach (D) die Summe aller um einen Punct liegender VVinkel
gleich vier rechten VVinkeln ist, so wird auch der rechte VVin-
kel oder sein Mals, d, h. so wird auch der vierte Theil (Quadrant)
der Peripherie des Kreises go solcher Grade betragen.

Um noch kleinere Theile des Winkels, oder, was dasselbe
ist, des Bogens angeben zu kénnen, theilt man jeden Grad in
60 Minuten, und jede Minute wieder in 6o gleiche Theile, die
man Secunden nennt. Die Grade bezeichnet man durch o, die
Minuten durch /, und die Secunden durch /4, so dals z. B, der
siebente Theil des rechten VWinkels oder der 28t Theil der gan-
zen Peripherie gleich ist

go?

= 12°% 857142867
7
oder gleich
122 Saiiablilen AN

AT

das heifst, gleich 12 Grade, 51 Minu'en und 25 Secunden,

L1000
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§. 85. (Summeder Winkel eines DI‘B}'CCI\S.) Seyen
zwey ihrerLage pach unverinderte Gerade 4 M und AN (¥ig. 12)
gcﬂf,lmu, die demnach auch einen uny erinderlichen VVinkel A
zwischen sich einschliefsen. VVenn diese beyden Geraden durch
eine dritte Gerade B C in irgend einer Richtung geschnitten wer-
den, so entsteht ein Dreyeck 4B C.

Es bewege sich nun diese dritte Linie BC, jedoch so, dals
sie immer durch denselben Punct B geht, das heilst also, es
drehe sich diese Linie BC um den Punct L. so dals sie z. B. in
die Lage B C' kommt. jey einer solchen Bewegung i ist fiir sich
klar, dafs, so wie sich der VWinkel B andert, sofort auch der
Winkel C geindert w erden mufls, dafls demnach beyde Grolsen
B und C sich zugleich indern, dafs also auch, da 4 der Voraus-
setzung gemils immer derselbe VWinkel bleibt, dals also auch,
bey dieser Bewegung der Linie BC, die beyden Grilsen

(44B) und C
sich zu gleicher Zeit dndern werden.

Bewegt sich aber dieselbe Gerade BC so, dals sie mit sich
selbst immer parallel bleibt, dafs sie also, der obigen Erklirung
(\\ 79, V) zu Folge , mil den beyden festen Geraden A M und
AN immer dieselben Vinkel bildet, so wird, wenn diese Gerade
BC z B.in die Lage B'C' gekommen ist, der Winkel B=25"

sowohl, als auch der Winkel C—=C' noch derselbe seyn, die
;| J

beyden Grofsen B und € werden sich nicht geindert haben, und
da auch, der erwiihnten Voraussetzung gemils, der VWinkel A
immer derselbe bleibt, so werden auch, bey dieser Bewegung

der Linie BC, die beyden Grofsen

(4--B) und C
zu gleicher Zeit dieselben constanten Grofsen bleiben,

Da demnach diese zwey Gréfsen (4 - B) und C immer, ent-
weder zugleich constant oder auch zugleich veriinderlich sind,
so mufs eine jede derselben von der anderen abhingen, oder so
mufls die eine dieser Grilsen eine Funection (§. 33 ) der anderen
seyn, so dafs, wenn in einem Dreyecke die eine dieser Grofsen,
z. B. (44 B) gegeben ist, dadurch auch zugleich die andere
Grifse C gegeben wird,
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I. Wenn daher in zwey oder mehreren Dreyecken 4B C
die Summe zweyer Winkel z, B. (4~ PB) in dem einen, gleich
der Summe zweyer Winkel in dem andern Dreyecke gleich ist,
so miissen auch die dritten Winkel C dieser Dreyecke unter sich
gleich seyn.

1I. Diels voransgesetzt, sey nun 4B C (Fig. 13) ein in 4
rechtwinkliges Dreyeck und 4D senkrecht auf die Hypote-
nuse BC,

Durch diese Senkrechte 4 D'entstehen zwey Dreyecke 4B D
und 4BC, welche den Winkel B gemeinschaftlich und welche
die beyden rechien VWWinkel BAC und BD 4 (nach §. 84, B)
unter sich gleich haben, 1In diesen beyden Dreyecken ist also
die Summe der zwey Winkel B und BD 4 in dem einen Drey-
ecke, gleich der Summe B und B4 C in dem anderen, also ist
auch (nach Nro, 1.) der dritte VVinkel

BUD =iC:

Ganz eben so haben auch die beyden Dreyecke 4CD und
ABC den Winkel C gemeinschaftlich und die beyden rechten
Winkel BAC und €D 4 unter sich gleich, also ist auch der
dritte Winkel

CAD = B.

Addirt man diese zwey Gleichungen, so erhilt man
BAD 4 CAD = B 4 C,

oder da BAD - CAD = BAC ein rechter Winkel ist, den
wir hier und in der Folge iiberhaupt durch R bezeichnen wol-
len, so ist

B - C =R,
das heilst: in jedem rechuwinkligen Dreyecke ist die Summe der
beyden schiefen Winkel gleich einem rechien Winkel,

1. Sey nun 4 BC (Fig.14) irgend ein anderes, nicht recht-
winkliges Dreyeck, und wieder 4D senkrecht auf B C.

Ist der VWinkel B4D — a und CAD = 9, 80 hat man, da
durch die Senkrechie 4 D das gegebene Dreyeck 4 BC in zwey
andere bey D rechtwinklige Dreyecke 4 BD und ACD getheilt
wird, nach Nro. IL. in dem ersten Dreyecke 4 BD

B + i TR
und eben so in dem zweyten Dreyecke 4CD

C 4+ y = R
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Addirt man wieder diese beyden Gleichungen, so hat man,

da 24 =4 ist:

L

VI g BRR 5 i
das heilst: In jedem Dreyecke ist die Summe der drey FPinkel des-
selben gleich zwey vechien Winleln.

Dasselbe hat auch Statt, wenn das Loth 4D (wie in der
zweyten Zeichnung der Fig. 14) aufser dem gegebenen Dreyecke
AB ‘C, auf die Verlingerung der Scite BC fillt. Denn auch hier
ist in dem ersten der so entstehenden rechitwinkligen Dreyecke
B AD (nach Nr, IL.)

B B4AD = R,
und eben so ist in dem zweylen Dreyecke CAD der Winkel
ACD 4+ C4AD = R,
und dieser beyden Gleichungen Differenz ist
B4+ BAD — CAD — AG Di—"a.
Setzt man aber wieder BAC=wx und 4CB=y, s0 hat man
BAD S CADi— BAC — 2,
und tiberdiels (nach $ 84, C.) fir die Nebenwinkel
ACD ++ vy = s R oder ACGD ="2R"— v,
so dals daher die vorhergehende Gleichung wird :
B4+ a2 — (2R —y) = o,
oder
B4+ & 4+ y = 2R, wie zuyor.

V. Daraus folgt zugleich, dafs in jedem Dreyecke ABC
(Fig. 5) der du/sere (durch die Verlingerung einer Scite 4 C ent-
standenc) Finkel BCD gleich ist der Summe der beyden inneren
entgegengesetzien Winkel A und B (vergl. §. 8o, 1IL). Denn da
(nach §. 84, C.) die Nebenwinkel B CD-+C=2RHh, und da eben
so auch 4 - B4 C=2R ist, so hat man auch fiir den erwahnten
dufseren VWinkel

BCD = 4 + B.

Auch folgt aus Nr. 1L, sofort, dafls in einem Dreyecke nur
ein einziger Winkel ein rechter, oder auch ein stumpfer Winkel
seyn kann.
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§. 86. (Iligenschaften der parallelen Linien.)
Wenn 4B und CD (Fig. 8) zwey parallele Grade sind, das heilst,
nach §. 79, V., wenn der Winkel x==y ist, ist ist auch /4) der
Winkel u=y, und eben so ist (B) die Summe der beyden Win=
kel m und », oder auch der beyden n und u gleich zwey rechten
Winkeln.

Man nennt aber die beyden Winkel u und » (oder auch m
und n) die Hechselwinkel, so wie man die beyden WVinkel m
und y (oder auch n und «) die inneren H¥inkel der beyden Paral-
lelen zu nennen pflegt.

Bey parallelen Linien sind daher, nach (4), die Wechscl-
winkel gleieh , und, nach (B), ist die Summe der zZwey inneren
Winkel gleich 2 R,

Denn, da 2=y, und da immer (nach §. 84, E.) die Schei-
telwinkel 2 =u sind, so ist auch

L=y .., wie in /),
Da ferner =y, und da immer (nach §. 84, C.) die Summe
der zwey Nebenwinkel
m -+ o = 2R
ist, so hat man auch
m- gy =2R... wiein (B)
I Jede dieser drey hier ausgesprochenen Bedingungen
=y, u=y, m-+| y = 2R,
hat die beyden anderen zur Folge. Denn hat z. B. die zweyte
Bedingung Statt, oder ist u=y, s0 hat man (da nach §. 84, E.
immer u==2 ist), auch sofort =y, welches die erste Bedin-
gung ist. Da iiberdiels auch immer (nach §. 84, C.) die Summe
der Winkel u~-m=2R seyn muls, so ist auch ¢+ m=2R,
welches die dritte Bedingung ist.
II. Und eben so umgekehrt: Hat eine dieser drey Bedin-

gungen nicht Statt, so haben auch die beyden anderen nicht
Statt.

Denmn ist z.B. 2 =9 --a, wo a irgend eine positive oder
negative Gréfse bezeichnet, so hat man doch immer (nach
§..844 C)

m =~z =23R und n J =
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Dieser beyden Gleichungen Differenz gibt
m-—n -4 ax —y=o0,
oder da @ —y = a ist,
n — m — a,
and nicht n=m, wie es nach der zweyten Bedingung seyn soll.
Eben so, wenn man in der vorhergehenden Gleichung
m-a=2R den geg oecbenen Werth von z=y-}l-a substituirt,
so erhilt man
m -4y = 2R — a,
und nicht m 4y = 2R, wie es nach der dritten Bedingung
seyn soll, u. s w.
1L, Zwey parallele Linien kénnen sich, auch ins Unbegrenzle
verliingert , nie schneiden, Denn da schon die Summe ihrer zwey
inneren VWinkel m—}-y oder n-4-u gleich 2 R ist, so wiirden diese
Linien, wenn sie sich schneiden, mit der dritten Linie E F ein
Dreyeck bilden, in welchem die Summe aller drey VWinkel gros-
ser als 2 R ist, was nach §. 85. unmdglich ist.

(Verhiltnils der Seiten rechtwinkliger
DLE\ ec M-) Seyen ABC und abec (Fig. 15 und 16) zwey in 4
und a rechtwinklige Dreyecke, deren Hypctenusen (§. 8o, IL)
von gleicher Grofse seyn sollen, so dals also die Seite BC=b¢
ist. VVir wollen der Kiirze wegen diese Hypotenuse fiir die Ein-
heit der iibrigen Seiten dieser Dreyecke, oder fiir die Einheit
unserer Lingenmalse annehmen, so dals also BC=bec=1 1st,
Diels vorausgesetzt, kann man den Satz aufstellen: »Zwey
srechtwinklige Dreyecke mit derselben Hypotenuse sind unter
»sich vollkommen gleich ({. 83.), wenn sie einen der beyden
»schiefen YWinkel gleich haben,
Denn ist z. B, der schiefe Winkel C gleich ¢, so ist, nach
§. 85, I., auch der andere schiefe VVinkel B gleich b. — Man
lege nun das erste Dreyeck 4 BC so auf das zweyte abe, dals
der eine Endpunct C der ersten Hypotenuse auf den Endpunct ¢
der zweyten, und dals iiberdiels die erste Hypolenuse C B lings
der zweyten cb falle. Dann miissen auch die zweyten Endpuncte
Bund b der Hypotenusen auf einander fallen, weil diese Hypo-

tenusen, der Yoraussetzung gemils, von gleicher Linge, nam-

1\
}

- el
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lich jede gleich 1 ist. Es muls aher auch die eine Kathete C 4
auf die andere ca fallen, weil die Winkel € und e gleich sind ;
so dafls also auch der Punct A des ersten Dreyecks irgendwo in
die Linie ca des zweyten fallen wird, Aus demselhen Grunde
| 4l muls endlich auch die zweyte Kathete BA auf ba fallen, weil
‘ nédmlich die YWinkel B und b ebenfalls gleich sind; so dals dem-
nach der Punct 4 des ersten Dreyecks auch irgendwo in die

Linie ba des zweyten fallen wird. — Da also der Punct A so-
' wohl auf die Linie ca, als auch auf die Linie ba fallt, und da
' iiberdie(s (nach §. 84, B.) alle rechten Winkel, also auch die
Winkel 4 und a, unter sich gleich sind, so mufs der erwihnte
Punct 4 in den der beyden Linien ¢z und ba gemeinschaftlichen
Durchschnittspunct, oder er mufs in den Punct g fallen, und
sonach wird das Dreyeck 4 BC das andere abe in allen seinen
Theilen vollkommen decken, oder es wird ihm gleich seyn.
I. Unter allen méglichen rechtwinkligen Dreyecken, deren
Hypotenusen sdmmtlich yvon gleicher, iibrigens willkiirlicher
! Grolse (die wir gleich der Einheit, z B. gleich einem Fufs,
il einem Zoll u. f. angenommen haben) sind, wird daher jedes ein-
' zelne vollkommen bestimmt seyn, wenn nur einer der beyden
i schiefen VVinkel desselben gegeben ist, da jedes andere dieser
Dreyecke, welches denselben schiefen Winkel haben kénnte,
mit jenem gleich, oder (§.83.) da es ein mit ihm ganz identisches
Dreyeck seyn wird.

IT. Ist daher von einem solchen Dreyecke nur einer der
zwey schiefen Winkel, ist z B. der Winkel ¢ gegeben, so ist
| damit auch sofort das ganze Dreyeck gegeben, so ist also auch
jede der beyden Katheten 4B sowohl, als auch AC gegeben;
oder mit anderen VWorten: in allen solchen Dreyecken hiingt jede
der beyden Katheten blofs von dem Winkel ¢ [oder was dasselbe
i1st, blols yvon dem WWinkel B] ab,

Nennen wir der Kiirze wegen, hier und in der Folge, in
jedem Dreyecke 4 BC die den Winkeln 4, B und C in derselben

Ordnung gegeniiberstehenden Seciten a, 3 und p, so dals also

B C=—ia A C—=f and AB—g ist

Unserer vorhergehenden Annahme gemiils sind diejenigen
Dreyecke, die wir hier betrachten, alle in 4 rechtwinklig,

und
thre Hypotenusen «==1 sind simmtlich gleich grofls,
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Wir haben gesehen, dafs in diesen Dreyecken jede der hey-
den Katheten 3 oder y blofs von einem der beyden schiefen Win-
kel, z. B. von C abhingt. In der That werden auch, wie die
Figur 17 selbst ohne Riicksicht auf den vorhergehenden Beweis
versinnlicht , wenn die Hypotenuse CB, CB', CB", , . . immer
von derselben Grifse und gleich -der Einheit bleibt, die Kathe-
ten AC=f und AB=y dieselben bleiben, so lange der Winkel
C oder B derselbe bleibt, und sie werden sich éndern, so bald
einer dieser VVinkel sich idndert; oder mit anderen VVorten:
die Gréfsen f und y werden Functionen von C seyn ({. 33.).

[II. Obschon wir diese Functionen noch nicht niher kennen,
so wollen wir doch, da wir in der Folge noch oft auf sie zuriick-
kommen werden, ihnen eine eigene Benennung beylegen, und
3 den Cosinus, so wie y den Sinus des Winkels C heifsen, und
diels so bezeichnen:

ff = CosC und 3 = 8inC.

1V. Diese beyden Gleichungen beziehen sich, wie gesagt,
nur auf solche rechtwinklige Dreyecke, deren Anzahl iibrigens
unendlich ist, bey welchen die Hypotenuse iiberall von derselben
Grifse und gleich der Einheit ist. Man kann-sie aber auch auf
alle anderen rechtwinkligen Dreyecke ausdehnen, in welchen
die Hypotenuse zwey, drey, vier Mal . . ., und iiberhaupt «
Mal grofser, in welcher also die Hypotenuse, die bisher gleich 1
war, a.gemein durch a bezeichnet wird, Zu diesem Zwecke
wird man nidmlich nur (nach §. 71.) in den vorhergehenden zwey
Gleichungen alle Gréfsen derselben Art, die sich auf Lingen-
malse oder Linien beziehen, durch die Gréfse «, die bisher
durch die Einheit vorgestellt wurde, dividiren, so dafs man
demnach fir alle rechtwinkligen Dreyecke, die beyden Gleichun-
gen hat:

Y — CosC und e Sin C.
o xZ

V. Die beyden letzten Ausdriicke beziehen sich auf ein in
A rechtwinkliges Dreyeck, wie es durch die Figur 18 dargestellt
wird. Allein in dieser Zeichnung kann man auch, ohue das
Dreyeck selbst zu indern, die Bezeichnung desselben durch
Buchstaben so variiren lassen, dafls man B mit C, also auch 3
mit y verwechselt, wodurch 4 und « ungeiindert bleibt, wie es
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die nebenstehende Figur 19 darstellt. Beyde Dreyecke (Fig. 18
und 19) sind identisch oder vollkommen dieselben, aber ihre
Bezeichnung ist verschieden. Demnach nehmen die zwey letz-
ten Gleichungen, die fiir das erste Dreyeck (Fig. 18) 'gehoren,
da sie unmittelbar anch auf das zweyte (Fig. 19) anwendbar sind,
fiir dieses zweyte Dreyeck die folgende Form an:
Y — CosB und ‘E = Sin B,
7 4 [~ 4
welche zwey Gleichungen daher mit denen der Nr. IV, als gleich-
geltend, oder welche nur‘als ein anderer Ausdruck derselben
anzusehen sind.
In WWorten ausgedriickt, sagt jedes Paar dieser Gleichungen :
»In einem rechiwinkligen Dreyecke ist jede Kathele , dipidirt durel,
»die Hypotenuse, gleich dem Cosinus des dieser Kathete anliegen-
vden, und auch gleich dem Sinus des dieser Kathete gegeniiber-
»stehenden schiefen FFinkels, « .
VI. Bemerken wir noch, dafls aus den vier vorhergehenden
Gleichungen, wegen dem doppelten Ausdruck dér Grifsen

p

¥ and 7, sofort folgt:
a @ -
SinB = CosC und
Sin C .= Cos B;
s0 dafs demnach in jedem rechtwinkligen Dreyecke der Sinus des
einen schiefen Winkels zugleich der Cosinus des anderen ist.

Da iiberdiefls (nach §. 85, I1) die Summe der beyden schie-
fen Winkel eines rechtwinkligen Dreyeckes gleich einem rechten
Winkel oder gleich R ist, so hat man

Bi-"C'—="R ‘oder' B — R — C;

so dafs daher die beyden vorhergehenden Gleichungen auch so
ausgedriickt werden kinnen:

SinB = Cos(R—B) und

Cos B = Sin (B—B);
d. h, der Sinus jedes gegebenen Winkels ist gleich dem Cosinus
des Complements dieses VWinkels zu go Graden und umgelkehrt,
So ist z. B,

SinJ0° = Cos60", Cos30° = Sin 60° und Sin 49° = Cos 45°

- e
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VII. Endlich folgt noch aus den beyden vorhergehenden

L]
[oe

Ausdriicken

7 — CosB == SinC,

o

? — SinB =— CosC und
(44
dals, wenn in einem rechtwinkligen Dreyecke die beyden schie-

fen Vinkel B und G g]uich sind, auch die beyden Katheten f3

und y unter sich gleich seyn werden, und umgekehrt.

5. 88. (Ahnliche rechtwinklige Dreyecke.) Wenn
man in einem bey 4 rechtwinkligen Dreyecke 4B C (Fig. 20) zu
der einen Kathete 4B eine Parallele ab zieht, so entsteht ein
anderes, dem ersten dhnliches Dreyeck abC.

Denn wegen dem Parallelismus der beyden Linien 45 und
ab sind (§. 86, IL) die Winkel von B und &, so wie auch die
VWinkel von 4 und a einander gleich, und der dritte Winkel C
ist I)é_yden Dreyecken gemcinschnftlich; also sind in diesen zwey
Dreyecken alle Vinkel gleich, und daher (§. 83.) die Dreyecke
dhnlich,

VWenden wir darauf die zwey Gleichungen des §.87, V. an,

s0 hat man in dem Dreyecke 4 BC

und eben so in dem Dreyecke ab C
ab o
i Sin C;

also ist auch
AB b
e A e o (1).

BC BCad

Auf dieselbe VWeise erhilt man auch aus den beyden Glei-

chungen
AC
Z_ — Cos€  und E; = CosC
BcC C
die folgende:
AcC aC
—=—. .. (2)
BC bC (2);
und aus den Gleichungen (1) und (2) folgt sofort
AB ab L
‘I,T——.---(ﬁ)-
AC al

Littrow's Anfangsgr. d. gesammt, Mathem, 11




162 §. 80.

Wenn daher in einem rechtwinkligen Dreyecke zu einer
Kathete eine Paralléle gezogen wird, so entstehen zwey ihnliche
rechtwinklige Dreyecke, deren Seiten unter sich proportionirt sind,

J- 89. (Darstellung dieser Functionen im Kreise.)
Wenn D E und FG (Fig. 21) zwey auf einander senkrechte Durch-
messer des Kreises 1) FEG sind, so wird durch sie die Periphe-
rie des Kreises in vier gleiche Theile (Quadmnten, §. 84, 1)
eingetheilt. VVir wollen diese vier Quadranten FD, DG, GE
und E F nach der Ordnung durch I, IL, III und 1V bezeichnen,

Lifst man von dem Endpuncte B des Halbmessers CB ein
TLoth B 4 auf den ersten Durchmesser herab, so entsteht ein in
4 rechtwinkliges Dreyeck 4 BC, von welchem daher alles das
gilt, was wir oben von dem rechtwinkligen Dreyecke iiberhaupt
ausgesagt haben,

Nimmt man nimlich wieder, der Kiirze wegen, den Halb-
messer des Kreises fiir die Einheit an, so ist, nach (. 87, 1IL
das erwiihnte Loth B4 der Sinus, und AC ist der Cosinus des
Winkels 4CB, oder da (nach §. 84, G.) der Kreishogen F B das
Mafs des Winkels ACB ist, so ist auch B4 der Sinus, und 4AC
der Cosinus des Bogens FB, so dafs man demnach diese zwey
Functionen auch so darstellen kann: VVenn man von dem End-
puncte B eines beweglichen Halbmessers eines Kreises , auf einen
gegebenen festen Halbmesser desselben ein Loth fallt, so ist die-
ses Loth der Sinus, und die Distanz des Fulspunets 4 dieses Loths
von dem Mittelpuncte € ist der Cosinus des Bogens oder des VVin-
kels, der zwischen den beyden Halbmessern enthalten ist,

Da uns nichts hindert, diese Drehung des beweglichen Halb-
messers CB durch alle Quadranlen des Kreises, selbst mehr als
einmal, fortzusetzen, so gelangen wir, durch diese Erklirung
unserer beyden Functionen, zu einem allgemeinen Begriffe des
Wortes I#inkel, indem wir dadurch die Neigung einer beweg-
lichen Geraden CB gegen eine fixe Gerade CF jur alle Lagen
jener Beweglichen um ihren Drehungspunct C verstehen, wodurch
wir daher auf VWinkel gefiihrt werden, die den rechten Winkel,
ja selbst die ganze Peripherie des Kreises, so viel man will,
iibertreffen kénnen,

Lilst man daher von den Endpuncten b, &, 4", ... des be-
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weglichen Halbmessers, wenn er in dieLagen C2, Ebi Gy v a
die Lothe ba, b'a, b"d", ... auf den fixen

gekommen 1st,
so wird auch hier, der eingefiihrten

Durchmesser F G herab,
Erklarung zu Folge,
b ¢ der Sinus und Ca der Cosinus des Bogens FBb oder des
Winkels FCb
seyn, und dasselbe wird auch fir ' und Ca' in Beziehung auf
den Bogen FDGV, so wie fiiv b'a’ und ¢'a” in Beziehung auf
den Bogen FD G Eb" gelten u. s. f.

Da aber diese beyden Functionen, wie man sieht, in den
verschiedenen Quadranten auch verschiedene, einander entgegen-
gesetste Lagen einnehmen, so wird es néthig seyn, diese Lagen
zu beriicksichtigen , und sie, gleich allen iibrigen Grélsen (§.18.),
durch eigene Zeichen zu unterscheiden. VVir wollen daher diese
und alle ihnlichen Functionen, so lange sie dem ersten Quadmn-
ten FD) angehéren, positio nehmen und durch - bezeichnen,
woraus von selbst folgt, dals sie, wenn si¢ in den iibrigen (\)ua-
dranten eine der in dem ersten enlgegengesetzte Lage erhalten,
als negativ zu betrachten und mit — zu bezeichnen seyn werden.
Ganz eben so kann auch die Drehung des beweglichen Halbmes-
sers CB nach zwey entgegengesetzten Richtungen genommen
werden, WVir wollen diese Drehung, wenn sie, von F begin-
nend, nach B, D, G, .'. . fortgeht, die positive, und daher
auch die von F nach 5"EG . .. die negative nennen, so dals also
auch die Bogen FB, FD, ... positiv, und F&'y Fby ...
negaliv seyn werden.

I. Aus dieser Annahme folgt, schon durch den blofsen An-
blick der Zeichnung, dals

die Sinus in dem Quadranten I und II positiv, in 1II und IV
aber negativ

sind, weil sie in den beyden letzten eine mit jenen entgegenge-
setzte Lage haben. Eben so sind die Gosinus in I und IV positiv,
in IT und IIL aber negativ. Endlich ist auch der Sinus eines nega-
tiven Bogens selbst negaliv, wihrend der Cosinus eines negativen
Bogens sein positives Zeichen beybehilt, so dafls man fiir jeden
Bogen ax die Gleichungen hat:

Sin(— @) = — Sin(+42) und

Cos(—a) == Cos(J-z)
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II. Abgesehen aber von dieser Lage unserer beyden Fune-
tionen sieht man eben so leicht, dafls die absolute Grifse dersel-
ben in den verschiedenen Quadrnmcn nach einem bestimmten
Gesetze zu- und abnimmt, und dafs die frithern Werthe des ep-
sten Quadranten in den folgenden periodisch wiederkehren. So
ist, wenn der bewegliche Punct B im Anfange seiner Bewegung
in F ist, wo der Bogen F B, also auch der Winkel FC B gleich
Null ist, auch der Sinus dieses Bogens gleich Null und der Co-
sinus desselben gleich der Einheit. VVie aber der bewegliche
Punct von F iiber B nach D fortschreitet, und der Bogen F B all-

mahlig wichst, wichst auch sein Sinus, bis er fiir den Punct D,
am Ende des ersten ()u,ld:antcm oder bis er fiir einen rechten
Winkel seinen grofsten Werth erreicht, der daher gleich dem
Halbmesser des Kreises oder gleich der Einheit wird; wih-
rend im Gegentheile der Cosinus des rechten YYinkels fir den-
selben Punct D seinen kleinsten Werth erhilt oder gleich Null
wird.

Von diesem Puncte D an nimmt der Sinus durch den ganzen
Lauf des zweyten Quadranten wieder stufenweise ab, und zwar
ge-
wachsen ist, da er nach und nach alle seine friitheren \Vm 'the
wieder erhilt,

auf dieselbe VWeise, wie er zZuyor, im ersten Quadranten,

Denn wenn der bewegliche Punct B z B. nach b gekommen
ist, wo der VWWinkel-b Ca eben so grols ist, als frither der VVinkel
BC 4 war, so sind die beyden rechtwinkligen Dreyecke 4B C und
ab C (nach '_ 87.) einander gleich ; also ist auch die Sejte ba=BI,
oder der Sinus des Bogens FB ist gleich dem Sinus des Bogens
FEBDb. Setzt man daher denborrerl FB=z, so ist auch G p— X
und daher FBDb=—180"— 2, wodurch die vorige Gleichung
ba=BA in die folgende iibergeht:

Sin (180 —2) = Sinz.
Aus demselben Grunde (.8~ 7.) ist auch Cu=C 4. Da aber
C 4 der Cosinus des B ogens F'B, und Ca der Cosinus des Bogens

FBDb ist, und da beyde in ihren Lagen entgegengesetzl sind,
so geht die Gleichung Ca=C A in folgende iiber;

605(180—.1-) — — Cosz,

Ist ferner die durch B gehende Gerade B parallel mit dem
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fixen Durchmesser F'G, 80 ist auch (§. 86, 1L C.) der Winkel
CBb=ACBj; also sind auch (§. 8+.) die beyden Dreyecke A BC
und € Bd gleich, und daher die Seite

Bd — AC, so wie Cd = 4B,

Sctzt man demnach wieder den Bogen FB=uw, also auch,
da FD=qo®ist, den Bogen BD=90—ux, $0 hat man in dem
Dreyecke ABC

AB = Sinz und AC = Cos=z,
und eben so in dem Dreyecke C Bd

Bd = Sin(go—2) und Cd = Cos(g0—2);
so dafs daher die zwey vorhergehenden Gleichungen, Bd == AC
und Cd = AB, in folgende iibergehen:
Sin (go—a) = Cosz |

und Cos (go—=z) = Sinz y2
iibereinstimmend mit dem, was wir schon oben (§. 87, VI.) un-
mittelbar aus der blofsen Erklarung dieser beyden Functionen
abgeleitet haben. — Man wird diese und dhnliche Bemerkungen
schr leicht auch auf alle tbrigen Quadranten fortsetzen kénnen.

IIE. Betrachtet man dabey vorziiglich diejenigen Puncte des
Kreises, fur welche diese zwey Functionen ihre grofsten und
kleinsten Werthe erhalten, so findet man, schon aus dem blofsen
Anblick der Zeichnung, dals fiir diese Puncte folgende Gleichun-
gen Statt haben, in welchen wieder R den rechten VWinkel oder
den vierten Theil des Kreisumfangs , und wo n die auf einander

o

folgenden natiirlichen Zahlen o, v, 2, 3, « . . bedeuten,

SinznRBR = o und Cos(zan-t|1)R = o,
Sin(4n-1)R -+ 1 » Cos4gnR = 41,
Sin(4n-3)R — 1 » Cos(4n+t2)R = — 1.

i

l

§. 9o. (Tangenten, Secanten ctc.) Aulser den bey-
den bisher betrachteten Functionen der Sinus und Cosinus, hat
man auch noch einige anderve eingefiihrt, die aber blofse ein-
fache Combinalionen von jenen sind, iibrigens fiir dic Anwen-
dung grofsen Nutzen mit Bequemlichkeit vereinigen. So nennt
man z, B, den Quotienten
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Sin z
—— die Tangente
» Cos x ° z
Cosx :
——— » Colangente
Sin x = i
1
—— » Secante,
Cosx
1 ~ .
- » Cosecante, und endlich
Sin 2
1 — Cosz den Sinusversus des Bogens x;

und man driickt diese Functionen auf folgende Weise aus:

j s Sin x . 1
Tangz —= ——, Secax — g
Cosx Cos x
: Cos 1
Cotangz = ..— , Cosccz — —,
Sin & Sin x
Sinversa = 1 — Cosa,

I. Um auch diese Funclionen in unserer Zeichnung darzu-
stellen, seyen wieder (Fig, 22) /G und D E zwey auf einander
senkrechte Durchmesser des Kreises, dessen Halbmesser als Ein-
heit angenommen wird, An dem Endpuncte F des ersten Durch-
messers errichte man die auf ihr senkrechte Gerade Lf, bis sie
der Verlingerung des beweglichen Halbmessers C B in J begeg-
net, und ziehe Dm und Bd senkrecht auf den zweyten Durch-
messer D E, so ist

Ff die Tangente, Cf die Secante,
Dm » Cotangente, Cm » Cosecante und
FA der Sinusversus des Bogens FB,

Da nimlich die beyden Linien Ff und B4, so wie auch
Dm und Bd unter sich parallel sind (§. 86.), so sind auch die
rechtwinkligen Dreyecke 4 BC und FfC, so wie CBd und CmD
unter sich dhnlich, und man hat demnach (§.88.) die Proportionen

Cdit HB—8GI: Fif
Cd: Bd = 4B : AC CD_; Dm;
CAd : CR CH e r
Cd: CB = 4B : CB LD o Cm,

Setzt man aber wieder denBogen FB =2, und nimmt marn,

|| |

wie zuvor, den Halbmesser CF, CB, CD des Kreises fir die
Einheit an, so geben diese vier Proportionen nach der Reihe
die Gleichungen

o A UM e Lo
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Sin x
Al o s m ) e e L
Ff oder Tanga =
Cos x
Dm » Cotg 2y =i
: - 1
x » oeia =
of Cos 2’

1

Cm » Coscca = =
die mit den obigen Ausdriicken iibereinstimmen.

Diese Gleichungen geben nicht nur den absoluten YWerth
oder die Grofse, sondern auch das Zeichen der neuen Funclionen
fiir jeden Punct der Peripherie, wenn die Sinus und Cosinus des-
selben bekannt sind. So sieht man z, B. dals fiir einen rechten
Winkel, oder fiir 2=90° WO Sin2==1 und Cosz=—o ist, dic
Tangente und Secante unendlich grols, die Cotangente aber gleich
Null und die,Cosecante gleich der Einheit wird; dafls ferner die
Tangente und Cotangente in dem Quat]mntcn I und III positiv,
in I1 und IV aber negativ ist u. b

Man pilegt diese Ausdriicke der Sinus, Cosinus, Tangen-
ten u. f. unter der gcmemsnmen Benennung der irigonomelrischen
Functionen zu begreifen. Ihr Einfluls verbreitet sich iiber das
ganze Gebiet . der Geometrie, und sie werden uns in der Folge
noch sehr niitzlich seyn.

ez —
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Finfzehntes Capitel.

Eigensc]ml‘tcu der Dreyecke und weitere

Entwicklung der trigonometrischen
Functionen,

§. 91, (1*'1mdnmenLalgleichlmg des Dreyeckes.)
Sey 4 BC (Fig, 23) ein Dreyeck, dessen Winkel, nach der oben
(). 87, IL) eingefiihrten Bezeichnung 4, B, C, und die ihnen
in derselben Ordnung entgegenstehenden Seiten BC=u, AC=p
und 4B =y sind. VVenn man von dem Scheitel eines VVinkels 4
des Dreyeckes auf die gegeniiberstehende Seite BC=a ein Loth
AD fillt, so wird dadurch diese Seite in zwey Theile B und
DC getheilt, die, nach der oben (§. 87, 1V.) gegebenen Erkli-
rung des Cosinus, so ausgedriickt werden konnen:
BD =y CosB und DC = 8 Cos C;
so dals man daher, da BC=BD-+4DC ist, den Ausdruck hat:
a =y CosB - f CosC,
Ganz eben so wird auch das Loth aus dem Puncte B und C
auf die ihnen gegeniiberstehenden Seiten geben:
B = y Cos 4 -+ a CosC
und 9 = a Cos B -} 8 Cos 4.
Multiplicirt man die erste dieser drey Gleichungen durch «,
die zweyte durch 3 und die dritte endlich durch 7s s0 erhilt man
a* = ay CosB + af3 CosC
B* = By Cos4 4 aff CosC ).
y' = ay CosB -}- iy Cos 4
Subtrahirt man endlich von der Summe je zweyer der drey
letzten Ausdriicke den dritten, so erhilt man die folgenden

drey Gleichungen :

n

a* = 2 -}~ 3* — 2fy Cosd
32 =— at -+ ¢ — 2ay CosB .} o .. (A);
! = a* 4 B2 — 2af CosC

e S e~ L KD
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das heilst: »In jedem D.-'Qrcc?fe ist das Quadrat einer Seite gleich
» der Summe der Quadrate der beyden anderen , weniger dem dop-
» pelten Producte dieser zwey anderen Seiten in den Cosinus des
» pon ihnen eingeschlossenen Winkels, « und diefs ist die gesuchte
Grundgleichung des Dreyeckes, aus welcher sich alle anderen
leicht ableiten lassen.

1. Es wird nicht nothwendig seyn, zu erinnern, dafs diese
Gleichungen (A) fir alle Dreyecke gehdren, selbst wenn 2. B.
das Loth von einem Puncte C nicht auf die gegem’ibe!l'slchcndc
Seite B.A, sondern, wie in Fig. 26, wegen dem stumpfen VVin-
kel 4 BC, nur auf die Verlingerung B D dieser Seite fillt, da fir
diesen Fall der Cosinus des evwahnten VWinkels (nach §. 89, 1L.)
negatiy ist, und daher der obige Ausdruck

y = aCosB + B Cos 4
durch die blofse Beriicksichtigung des Zeichens yon Cos B in

y = [ CosA — « Cos B,
also auch die zweyte der Gleichungen (A) in
! (> = a* 4 y* + 2ay CosB
iibergeht. — Fillt aber, wie bey einem in 4 rechtwinkligen
Dreyecke ABC (Fig. 6) das Loth von' B auf den Endpunct der
gcguniibersichcndcn Secite C 4, so geht fiir diesen Fall, da wie-
der nach §.89, L der Cosinus eines rechten Winkels Null ist,
die Gleichung

B = vy Cosd 4 aCosC
in die folgende iiber:

B = a CosC,

welche mit der oben ({. 87, IV.) gegebenen Gleichung iden-
tisch 1st.

II. Bemerken wir noch, dals von den drey Gleichungen (A)
je zwey nur eine Folge oder vielmehr ein anderer Ausdruck der
dritten sind, In der That findet man z. B, aus der zweyten jener
Gleichungen
B =i 2 ey Cos B,
die fiir das Dreyeck (I) (Fig. 24) gehoren mag, wo 4 C die unterste
Seite oder die Basis des Dreyecks ist, sofort die beyden anderen
Gleichungen, wenn man dasselbe Dreyeck zweymal so dreht,
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dals in der zweyten Lage (II) die Seite B4, und in der dritten
Lage (1lI) die Seite CB die Basis des Dreyecks wird,

Aber auch ohne diese Drehung des Dreyeckes kann man
denselben Zweck noch einfacher dadurch erreichen, dals man
blofs die Buchstaben 4 BC.aund af3 v so verwechselt, dals sie fiir
den zweyten Fall um eine, und fiir den dritten um zwey Stellen
verriickt werden , wie folgendes Schema zeigt:

erster Fall 4 B C...«afy;
zweyter s B C A4 .,.B y a;
dritter v C 4 B ... . 7 @ f.

Diese Bemerkung wird in der Folge noch 6fter Anwendung
finden, da jede allgemeine, das Dreyeck betreffende Glmchunrr
ihrer Natur nach, Zwey u]m]lchc analoge Gleichungen mit sich
fiithrt, die demnach, ohne sie erst eigens zu entwickeln, durch
diese Transformation sogleich exhalLen werden konnen.

§- 92 (Verhalten der Quadrate der Seiten des
l‘e(‘ll[,“]nl\llﬂ(,]l DLC} CCI\CH.) Die vorhergehenden Glei-
chungen (A) I;eucllcn sich auf jedes willkiirliche Dreyeck. Ist
dasselhe aber rechtwinklig, und ist z, B. 4 der rechte Winkel
desselben, so ist (nach §. 8¢9, 1) Cos 4=o, also auch die erste
der Gleichungen (A)

at = 3 o 42;
oder: In dem rechiwinkligen Dreyecke ist das Quadrat der Hypo-
tenuse gleich der Summe der Quadrate beyder Katheten ; ein wich«
tiger Satz, den schon Pythagoras erfunden und dafiir den Gét-
tern eine Hekatombe geopfert haben soll, der aber hier nur als

ein einzelner Fall des durch die Glewhunfrcn (A) ausgedriickten
Theorems erscheint.

I Ist B=7y, so ist a*=10p3, oder es ist a=@#}/2, oder
die Diagonale des Quadrats (§. 81.) ist mit der Seite desselben
incommensurabel (§. 30.).

II, Ist das Dreyeck 4 BC (Fig. 25) in 4 rechtwinklig, und
ist 4 D ein Loth von dem Punct 4 auf die ihm gegeniiberstehende
Hypotenuse BC=—ua, so seyen BAD— M, DAC=N die Win-
kel, und BD=m, DC=n die Segmente, in welche der rechte
Wiakel und die Hypotenuse durch dieses Loth getheilt wird.

T AT U e
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Diefs vorausgesetzt hat man, da in jedem rechtwinkligen
Drevecke die Summe der zwey schiefen Vinkel (nach §. 85, IL)
gleich einem rechten Vinkel oder gleich Rt ist,

B -+ € = R,
und eben 50 B 4+ M= R,
C + N= R

Diese drey Gleichungen geben
B=R—M=R—C und
¢ =R N =R B
woraus sofort folgt, dals der Winkel C= M, und dafs der Win-
kel B=N, dafs also auch (§. 83.) die drey rechtwinkligen Drey-
ecke ABC, ABD und 4D C unter sich ahnlich sind.

VWeiter hat man in denselben Dreyecken, nach der blofsen
Erklirung des Cosinus (§. 87, 1V.), die folgenden Ausdriicke:
Y =" = CosB und Sy B CosC;

a b a p
also auch
fre="elin
und 3* = a.m :
das heifst: »Im rechtwinkligen Dreyecke ist jede Kathete die
»mittlere Proportionale (§. 38, L) zwischen der Hypotenuse und
»dem dieser Kathete anliegenden Segment der Hypotenuse. «
I, Ist iiberdiels das erwahnte Loth AD=p, so hat man
eben so ({- 87, IV.)
P — CosM und £ = CosN;
i g
also auch, da M=C und N=23 ist, wenn man das Product der

zwey letzten Gleichungen nimmt,

p* = By Cos B Cos C;
oder endlich, wenn man in diesem Ausdrucke die vorhergchen-
den Werthe von

Cos B = %z und CosC = ;-

substitulirt ; d

p: = mn;
das heifst: »Im rechtwinkligen Dreyecke ist das T.oth aus dem
vrechten Winkel auf die Hypotenuse die mittlere Proportionale
»zwischen den beyden Segmenten der Hypotenuse, s
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§- 93. (Verhiiltnils der Seiten jedes Dreyeckes.)
Ist ABC (Fig. 23) ein Dreyeck, und 4 D) ¢in aus dem Scheitel des
Winkels 4 auf die gegeniiberstehende Seite BC =— « gefilltes Loth,
s0 ist, nach der oben (.87, 1V.) gegebenen Erklirung des Sinus

eines Winkels
AD - AD
—— = S8inB und =— = Sin(:
4B A eI C

also auch, da 4 B==y und 4 C=j ist,
AD = ¢ SinB und 4D — f SinC.
Setzt man beyde Werthe von 4D einander gleich, so er-
Lilt man

Bow SiuB_
¥ = 8in'c’

und auch diese Gleichung ist, nach der chcrkung des § g, 1L,
noch zwey anderen analogen gleichgeltend, so dals man daher
hat ;
p Sin B \
Sin C
Sin 4
R e il
Sin 4

Sin B

™R =2la

Driickt man den Inhalt dieser Gleichungen in Worten aus,
so geben sie den Satz: »Die Seiten des Dreyeckes verhalten sich,
v wie die Sinus der ihnen gegentiberstehenden Finkel. «

§. 94. (Sinus und Cosinus der Summe und der
Differenz zweyer Winkel.) Da in jedem Dreyecke (nach
§. 85.) die Summe aller drey Winkel gleich 2 R oder gleich 180
Graden ist, oder da man, wenn 4, B und C diese Winkel des
Dreyeckes bezeichnen, die Gleichung hat:

C = 180 — (4 4 B);
und da iiberdiels (nach §. 89, IL)
Sin (180 — (4L B)) = Sin (4 - B)
ist, da also auch, fiir jedes Dreyeck, die Gleichung Stait hat:
SinC = Sin (44 B),

80 erhiilt man, wenn ‘man diesen Werth von SinC'in der evsten

e
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der Gleichungen (B) des §. 93. substituirt:
¥ ik Sin (A -+ B)

Sin B

I

Allein nach dem, was oben (§ g1.) gesagt worden ist, hat
man auch ; :
y = {3 Cos A 4 « CosB,
oder, was dasselbe ist:
- B e
Y = Gos4 - = CosB;
2 f
oder endlich, da nach denselben Gleichungen (B) auch
a Sin A4
E L SiniB
ist, so hat man

Sin A
¥ 3z
J—= Cos 4 —— Cos B.
g o _!_ Sin B
Setzt man diese zwey VVerthe von Z einander gleich, so

erhilt qnan
Sin (4 4~ B) = Sin4 Cos B -~ Cos 4 Sin B,
und dieser Ausdruck gibt den Sinus der Summe zweyer Winkel,

wenn der Sinus und Cosinus jedes einzelnen dieser VWinkel be-
kannt ist.

I. Nimmt man in dem letzten Ausdrucke den VWinkel B ne-
gativ, cder setzt man in ithm — B statt B, so erhilt man, da
nach §. 89, I. fiir jeden Vinkel = die Gleichungen bestehen

Sin(~—2) = — Sinz und Cos(—2) = Cosz,
fiir den Sinus der Differenz zweyer VWinkel den Ausdruck
Sin(4— B) = Sin 4 Cos B — Cos 4 Sin B.

II. Setzt man iberdiefls in diesen beyden Ausdriicken von
Sin (4 -+ B) und Cos(4--B) statt 4 die G-riil'sc go°— A4, so hat
man, da (nach §.87, VI, oder §. 89, IIL) fir jeden Winkel =
die Gleichungen

Sin(go—2) = Cosz "und Cos{90—2) = Sinx
bestehen:

Sin (9o — 4 4~ B) oder Sin(go — (4— B)),
oder endlich

Cos (4 — B) = Cos A Cos B 4 Sin A Sin B,

B S S
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und eben so
Sin (g0 — 4 — B) oder Sin(go — (4 B)),
oder endlich
Cos (4 +-B) = Cos 4 Cos B — Sin 4 Sin B;
und diese zwey Ausdriicke geben den Cosinus der Summe und
der Differenz zweyer Winkel, wenn die Sinus und Cosinus der
einfachen Winkel gegeben sind.

Stellt man diese vier Gleichungen zur bequemern Ubersicht
zusammen, so hat man, wenn man die beyden einfachen Winkel
durch 2 und y bezeichnet:

Sin (¢ 4-») = Sin 2 Cosy -~ Cos 2 Siny

8in ( — ) = Sinz Cosy — Cosa Siny ©)

Cos(z +y) = Cosz Cosy — SinaSiny ( * " ° ;

Cos(z — ) = Cosz Cosy -} Sin a Sin y

Diese vier Gleichungen werden uns kiinftig sehr niitzlich
seyn, da sie eine allgemeine Relation zwischen den beyden
Functionen der Sinus und Cosinus enthalten, und uns dadurch
behiilflich seyn werden, die merkwiirdigen Eigenschaften dieser
Functionen noch niher kennen zu lernen. Hier werden vorerst
folgende kurze Bemerkungen dariiber geniigen.

A. Verwechselt man in der zweyten und vierten der Glei-
chungen (C) alle Zeichen, so erhilt man

Sin (y—a) = Siny Cosz — Cosy Sinz and
Cos (y—a) = Cosy Cosz -~ Sin 5 Sina.
Vergleicht man diese zwey Ausdriicke mit den Gleichungen
(C), so erhilt man
Sin(y —2) = — Sin(z— ) und
Cos(y—a) = Cos(z—y),
ibereinstimmend mit dem, was oben (. 89, L) von dem Sinus
und Cosinus der negativen Bogen gesagt worden ist.

B. Setztmanin den Gleichungen (C) statt & die Grifse R=qo?,

80 hat man, da (nach §.8q, II.) Sin B=1 und Cos R =0 ist:
Sin (R |- y) = Cosy,

Sin (R — ») = Cosy,
Cos (R+-y7) = — Siny,
Cos (R— ) = Siny;
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und auch diese Ausdriicke sind iibereinstimmend mit den Glei-
chungen des (. 89, 1L

Uberhaupt wird man, um die ganze Peripherie des Kreises
21 umfassen, da nach den GIBICIIHH’TCII des Q 8y, IIL

Sino = Sin2R = Sin4 R = CosR = Cos3R = o und

SinR = — Sin3R==Coso=— Cos2 R= Cos/4 R=1 ist,
aus den Gleichungen (C) unmittelbar die folgenden ableiten:

Sin(R+ty) = Cosy a

Slll)('f- Ris gy i=%-F Smy a1
Sin(3R +y) = — Cosy
Sin(4R +y) = * Siny S
Cos(R+ ) ‘= F Siny a

Cos (2R + 5) = — Cosy |

Cos (3R + y) = * Siny 22
Cos (4R + y) = Cosy S

wo dann fiir die folgenden, die ganze Peripherie iibersteigenden
Bogen dieselben Werthe und Zeichen periodisch wieder kommen,
so dals man z, B. hat:
Sin(6 R - ) = Cosy,
Sin(bR +y) = F Siny u. L
C. Aus diesen Ausdriicken in (B) folgen sofort auch die
Tangenten , Cotangenten u, f. fir alle den rechten VWinkel iiber-
steigenden Bogen. So hat man nach § 90.
Sin Cos z
Cosx e Cotangm N Sin .;r.';
also auch, wenn man statt @ die Winkel R+, 2R :I_'._T- 3 Ri)'
u. f. setzt, und die Sinus und Cosinus dieser letzten Winkel fiir
die verschiedenen Quadrate aus (B) substituirt:
Tang (R + ) = F Cotgy )
I"m'_;(..ﬂ +J) — + Tangy

Tang & =

und eben so

Tang (3R + y) = F Cotgy
r.lll“‘(| R ‘i"j) e i Tangy
Cotg (R +9) = F Tangy J
Cotg (2 R i{,}') — i Cotg » |
Cotg (3R i.?) = F Tangy e
Cotg (4R £ ) = + Cotgy S
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D. Endlich wollen wir noch bemerken, dals man nach den

zweyten Gleichungen in (B), iibereinstimmend mit §. 89, IL, hat:
Sin (180°—y) = Siny wund
Cos (180° —5) = — Cos 7.

So lange man also blofs die Winkel von Dreyecken be-
trachtet, deren jeder, nach §. 85, 111, kleiner als 18o° seyn mufs,
so wird man, wenn man fir irgend ein Dreyeck 4BC die
GIDEL‘hung

Cos 4 — Cos B
erhilt, daraus unmittelbar schliefsen, dafs auch der VWinkel
A=DB ist, Dasselbe gilt aber nicht fiir die andere Gleichung
Sin 4 = Sin B,/
aus welcher ziwey Werthe fiir 4 folgen, nimlich
entweder 4 = B oder 4 — 180 — B.
Wohl fillt aber diese Zweydeutigkeit der VWinkel wieder
weg, wenn man die Gleichung
L
%:;% = E%f oder Tang 4 — TangB
hat, da diese, nach den Ausdriicken von (C), unmittelbar wie-
der auf den einzigen Werth 4=F fiihrt; eine Bemerkung, auf
die wir in der Folge wieder zuriickkommen werden.

§- 95. (Relationen zwischen dem Sinus, Cosinus,
Tangente u. f. desselben Winkels.) Da in jedem recht-
winkligen Dreyecke, wenn . den rechten Winkel, also auch «
die Hypotenuse desselben bezeichnet, nach §. 92. die Gleichung
besteht:

a* = [32 ] 42,
und da, nach der oben gegebenen Erklirung des Sinus und
Cosinus (§. 87, V.), wenn der Winkel 4BC—« gesetzt wird,

8

3 . \

L — Sinz und Y= Coszx
@ a

ist, so hat man auch, wenn man diese Werthe von 5 und y in
der vorhergehenden Gleichung substituirt:
Sin? z + Cos?2y — 1

und diese merkwiirdige einflache Gleichung setzt uns in den

7~ P~ P
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Stand, jede der oben erwihnten trigonometrischen Functionen
blofs durch irgend eine der iibrigen anszudriicken.

So hat man zuerst, wenn z. B. der Sinus eines Winkels be-
auch den Cosinus desselben sofort durch die Gleichung

kannt ist,
Cosz = v‘l — Sin* =z,
oder umgekehrt, wenn der Cosinus bekannt ist,
Sina = V1 — Cos*a.

. Eben so wird man auch die Tangente oder Cotangento
eines Winkels blofs durch den Sinus, oder blofs durch den Co-
sinus desselben VWWinkels mit Hiilfe der Gleichung bestimmen:

1 Sinx \/l — Cos*x

Cotang x \/1 — Stz Cos x

T b —
Tang 2z =

oder anch den Sinus und Cosinus blols durch die Tangente oder

Cotangente mittelst des Ausdruckes

m
: Tang = 1
Sineg = ——2— = ——————
Vi + Tang* x V14 Gotang* @
1 Cotang x
Cosx = — S Ca u, s £

Vi V—i-'-r'l‘un_;;'-?_a: V1 + Cotang* z

6. 96. (Summe und Differenz der Sinus und Co-
sinus zweyer Winkel.) Wenn man die vier Gleichungen (C)
des §. 94. pa‘}u‘wcisc addirt und subtrahirt, so erhilt man

Sin (z4») 4+ Sin (z—y) = 2 Sin @ Cosy
Sin (z +y) — Sin (z—y) = 2 Cos 2 Siny ' {
Cos(z — ) + Cos(z--y) = 2 Cos x Cos y s ;
Cos(z —y) — Cos(z+y) = 2 Sin 2 Siny
oder auch, wenn man in diesen Ausdriicken
statt o die Grofse = (x42)
und statt » die Grofse Lle—2)
substituirt :
Sin 2 - Siny = 2 Sin £ (z +5) Cos i (z—y)
Sinz — Siny = 2 Cos; (2 4 9) Sinz(z —x) |
Cosy - Cosa = 2 Cosz(z +2) Cos:(z =) s
Cosy Cosz = 2 Sin Z(a -} y) Sing (2 7) s

Littcow's Anfangsgr, d. gesammt, Mathem. 12
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Durch diese Gleichungen wird die Summe oder die Differenz
dieser Functionen auf Producte derselben gebracht, welche Pro-
ducte zur Berechnung mit Fiogarithmen viel bequemer sind.

§. 97. (Sinus und Cosinus der halben und dop-
pelten Bogen.) Setzt man in den ersten Gleichungen des
- 96. die Grofse x=4y, so erhilt man

Sin 2z = 2 Sinz Cosz
und Coszz = Cos*z — Sinz,
wo man, nach {. 5., statt der letzten Gleichung auch die fol-
gende hat:
Cos2z = 1 — 98Sin’a2 — 2Co0s%2 — 1.

I. Setzt man in den letzten Ausdriicken von Cos 2  statt z

die Grifse =, so erhilt man

Sinlz — ‘/—-—__I i COSI)
2

Cosiz ‘= Vl -+ COS.’L‘;
3

§- 98. (Sinus und Cosinus der vielfachen Bogen
durch die der einfachen.) Setzt man in den ersten Glei-
chungen des §. g6.

statt 2 die Grifse (n--1)a
und statt yp die Grilse 2,

so erhilt man
Sin (n4-2)2 = 2 Sin (n4-1) z. Cosz — Sin naz
Cos(n42)z = 2Cos(n41)2,.Cosz — Cosnz .« o - (a).

Substituirt man dann in den beyden letzten Ausdriicken fiip
die Gréfse 2 nach der Ordnung die natiirlichen Zahlen (P T
3, ..., so erhilt man folgende Gleichungen, in welchen der
Kiirze wegen

p= Sinaz und g = 2 Cosx

geselzt worden ist,
Sinze = pg,
Sin3x = p (2—1),
Sinja = P (9P — 2q),

Y TR SRR e e
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Sinba = p(¢*—3¢*+1),

Sinbz = p(¢°— 4¢*+ 39),

Singa = p(3°— 5¢*F9g*—1) u £
und eben so

2.Cossz = g*— 2,

22,0083z = ¢°— 34,

2,Cosha = ¢*— 4>+ 2,

2.Cosbaz = ¢°— 5¢°+ 59,

2.Cosbxr = ¢5— 69*-} g4*— 2,
2.Cos7xr = ¢'— 7¢°}F 14¢°— 79 W £

Diese Ausdriicke, welche sich leicht fortsetzen lassen, ge-
ben die Sinus und Cosinus der 2, 3, 4, ...fachen Bogen, wenn
die Sinus und Cosinus der cinfachen Bogen bekannt sind.

§. 99. (Potenzen der Sinus und Cosinus der ein-
fachen Bogen durch die Sinus und Cosinus der viel-
fachen Bogcn.) Noch leichter erhilt man die Auflésung der
des §.98. entgegengeselzten Aufgabe, wenn man nimlich die
gten ten, jpten _ , Potenzen des Sinus oder des Cosinus eincs
Bogens blofs durch die ersten Potenzen des Sinus oder Cosinus
desselben 2, 3, 4, . . . fachen Bogens ausdriicken will,

So hat man z. B, aus §. 97. die beyden Gleichungen

2 Sinte — 1 — Cos2z i
und 2Cos?z = 1 4 Coszx |’

Multiplicirt man die erste durch Sinz, und bemerkt man,
dafs nach §. 96.

Sinz Cosza = ~Sin32 — ;Sinz
ist, so hat man
4Sin*z = 3Sinz — Sin3a,
Multiplicirt man auch diese Gleichung wieder durch Sina,
50 hat man
4Sinty = 38in*x — Sin 2 Sin 3 2.
Da aber, wie zuyor,
Sintaz = = (1 — Cos2 ),
und nach demselben §. 90.

Sina Sin3z = 2Cos2a — ;Cos4x

12 %
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ist, so erhilt man

8Sin*2 = 3 — 4 Cos22 -} Cos4a.
Féhrt man anf diese Art fort, und behandelt eben so die zweyte der oben aufgestellten Gleichungen

o0 erhilt man folgende Ausdriicke:
28in*2z = — Cos2z
4Sin*z =— — Sin 3=z
8Sinty = Cosfz

16 Sind &

Sin 5 &

328in°r — — Cosbz
64 Sin"z — — Sin ma
128Sintx — Cos8a
256 Sina — Sin gz

5128Sint%2

und auf dieselbe Veise

2 Cos’a = Cos2ax
4Cosz = Cos3a
8Cos*2 — Cosjx
16 Cos’2z = Cosbyz
32Cos’e = Cosbz
64Cos’z = Cosna
128 Cos’z = Cos8a
256 Cos?z = Cosgz
512C0s'"%°2 =

S I

| ++

+
+

2Cos*z = 1 - Cos2z,

B,

3S8inz,

4Cos 2z - 3l

58in 32 -+ 108in 2z,

6Cosfz — 15C0s2z - 10,

78in 52 — 21Sin32 4~ 35Sin z,

8Cosbaz - 28Cosfja — 56Coszx - 35,
9S8iny2 -} 368in5x — 848in3a2 4~ 126Sina,

— Cos10z - 10C0s8z — 45C0sbx -~ 120Cos4z — 210C0s22 -~ 126 u. f;

3Cosz,

4Cos2z -}~ 3,

5Cos32 4 10Cos z,

6Cos4a 4 15Cos22 -} 10,

7Cos52 - 21Cos3x 4 35Cosz,

8Cosbz -~ 28Cos4a 4= 56Cos22 4 35,
9Cos7a - 36Cos52 4~ 84Cos3z - 126 Cosa,

Cos1oz - 1000582 -~ 45Cosbax — 120C0s 4z -+ 210C0s22 - 126 u,

E

e

I e
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Diese Reihen sind ebenfalls leicht fortzusetzen, da die nu-
merischen Cocfficienten die des Binoms (§. 58.) sind, nimlich
nin—1 nuii—1.n—32 n.n—1.n—2.n—3

bt A s A Lk b
1.2 Y 1.2.3 Z &

T 2. 5 . ."/|
mit Ausnahme des letzten Gliedes, das nur der Hilfte des bino-

n.

mischen Coefficienten gleich ist.
Die letzten Ausdricke werden uns in der Folge sehr we-

sentliche Dienste leisten,

§. 100. (Tangenten der halben und doppelten
Boguu.) Nach JLn ersten Gleichungen des §. 97. ist
Sin 2z — 2 Sinz Cosz und
Cos2a = Cos*z — Sin*z,
woraus sofort, durch Division, fb}gt:

2 Sin x Cos x

Tang 22 = = :
o Costzr — OIn*x 2

oder wenn man Zihler und Nenner dieses Bruches durch Cos®*a

dividirt:
a Tang =2
Tang2e = ———a5
1 — Tang®x

Setzt man in diesem Ausdrucke statt 2 die Gréfse ;a, s0

hat man
Tangz — Tang @ . Tang® -2 = 2 Tang T .
List man aber diese in Beziehung auf Tang ra u:{uadratische

Gleichung (nach §. 68.) auf, so erhilt man

Tang & — "—l—_—
Tang ;@ = 5 i 1 -+ '\/1 -4 Tang*x
W I Tangn Tang x

oder auch, wenn man in dicsem Ausdrucke statt Tanga selnen

Sin x MR
Werth —— substituirt
Cosx

m ' 1 — Cosx Sin z
lanﬂ'-,—a: T = = .
Sin x 1 + Cosx
I. Nach §. ¢5. haben wir iiberdiels
§ T+
SII]. P \llr" X _5

\/1 - - Ta ang*x
also ist auch, wenn man in dieser Gleichung den so eben gelun-
denen Werth von
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g 2 Tang +
Tangy = —— =
1 — Tang2ca
substituirt :
: 2 Tang? - x
Sineg = ——>*— |
1 -} Tang*Tx

und eben so erhilt man auch

§-101. (Tangente der Summe und Differenz zweyer
“‘rl-lll{e].) Dividirt man die Gleichungen (C) des §. 94. unter
einander, so erhilt man sofort

e Tang x 4 Tangy
Lang s +‘?) T 'J.‘nng.r’.l.‘ung} g

Tangx — Tang ¥
Tang (z 2 =

‘9) S 1 - "l‘nng.r’l‘nngy'

I. Dieselben vier Gleichungen geben auch, wenn man die
beyden ersten durch Cos 2 Cosy, und die beyden letzten durch
Sin 2 Cos y dividirt, fiir die Summe oder Differenz der Tangenten
zweyer VWinkel
Sin (z 4 7)
Cos (zF »)
Sinx Cosy "

Il. Setzt man aber in der ersten Gleichung dieses {. 101.
die Grilse x=1R, oder =45 und Y=z, so erhilt man

Tangz + Tangy = und

Cotgm i‘ T.'.mgy =

=1 T T e
1 - Tang = Cos — -} Sin—
2 2 2

:']Ilg"' T Tt e ==

& o b 1 = IL'?
1 — Tang— Cos— — Sin=
2 2 2

also auch, wenn man Zihler und Nenner dieses Bruches durch

T £
Cos — Sin =
i

multiplicirt;
Tang 90 -+ & 1 4 Sina Cos x t -+ Sinx
2 Gk Cos x T T SR A t — Sina’

und eben so ist auch, wenn man in der letzten Gleichung die
Grélse 2 negativ nimmt:

G0 — = 1 — Sin 2 Cos » 1 — Sinx
'1&118-—-—*_..__. f— —

Cosz 7 1 4 Sinx 1 + Sinz’

2




wwr

¢. 102. 183

Diels sind die vorziglichsten Relationen, die man zwischen
den t“nonomeluschen Functionen aufgestellt. hat. Wir werden
bald sehen, wie man dieselben zur niheren Bestimmung der Drey-

ecke anwenden kann.

§. 102. (Differentialien der trigonometrischen
Functionen.) Durch das Vorhergehende haben wir demnach
eine neune Gattung von Functionen kennen gelernt, die schr
merkwiirdige Eigenschaften haben. Indem wir sie den bereits
oben erhaltenen Functionen der Potenzen, der Logarithmen und
der Exponentialgréfsen, yon welchen sie sich wesentlich unter-
scheiden, hinzufiigen, wird es, zum Schlusse dieses Gegenstan-
des, angemessen seyn, auch die Differentialien dieser neuen
Functionen zu bestimmen.

Um zuerst das Differential des Sinus eines gegebenen Do-
gens, oder um den Ausdruck von

d . Sinz
su finden, so wird man nach dem, was oben (§. 46. u. f.) gesagt
worden ist, die Gleichung haben:
d.Sinz = Sin(z -} dz) — Sin 2.
Allein nach den Gleichungen (C) des §. 94. ist
Sin (z - d2) = Sinaz Cosdz - Cesa Sindx,
also ist auch

d . Sina = Sinz (Cosdaz — 1) 4 Cosa . Sinda.

Wenn nun der Bogen dz eines Kreises immer abnimmt,
oder wenn er sich der Grenze Null immer mehr nihert, so ent-
steht die Frage, ob auch die beyden Grifsen

Cosdz — 1 und Sindx
sich dabey einer bestimmten Grenze immer mehr nahern , ohne
sie eher, als bis d2 =20 ist, zu erreichen,

Fiir die erste Gréfse (Cos d2— 1) hat man, nach §. 97,
fiir jeden Werth von d

Cosdaz — 1 — :’,Sin'-:%f
woraus folgt, dafs, fiir ein unendlich kleines da, die Grilse
Cos d & gleichder Einheit wird,, wic wir auch schon oben §.89, II.

A S S S e

|
|
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gefunden haben, und wie selbst unmittelbar aus der oben (§ 8+,V.)
gegebenen Erklirung des Cosinus hervorgeht. Esist demnach, an

der erwihnten Grenze, 1 — Cosdaz=o0 oder 1.

Cosdzx

Um nun auch die Grenze der immer abnehmenden Grofse
Sinda zu finden, wollen wir bemerken, dals, im ersten Qua-
dranten des Kreises, die Tangente (§. go.) eines jeden Bogens
immer grilser, als ihr Bogen, und eben so dieser Bogen immer
grolser, als sein Sinus ist, was man so auszudriicken pllegt (§. 6.)

Tangdae > dx > Sindz,

Dividirt man alle diese Gréfsen durch Sin da, so ist auch

noch

Tang d » dx
—_— _— > ) 14
Sin o x Sindx

3 Tang d x 1
ader endlich,da — 2" —__F 1st,
Sind Cosdxz
1 dz
— —_— 15
Cosd x Sindzx >

Solange daher der immer abnehmende Bogen d x die Grenze
Null seines Abnehmens noch nicht erreicht hat, ist die Grolse

dx

Sin d x
immer grifser als die Einheit, und zugleich immer kleiner als
y welcher letzte Ausdruck sich selbst wieder, nach dem

Yorhergehenden, der Einheit desto mehr nahert, je kleiner d 2
ist; woraus daher folgt, dafs die Einheit selbst die Grenze seyn
muls, welcher sich die Grifse
dzx

Sin dz
immer mehr nihert, je kleiner der Bogen dz ist, und dafs man
also, fiir diese Grenze selbst, hat:

1 — Cosda == 0 und Sindz = daz.

Substituirt man diese Werthe in den vorhergehenden Aus-
druck von d.Sinz, so erhilt man

d.Siny = da., Gosa
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fiir das gesuchte Differential des Sinus eines gegebenen Kreis-
bogens, dessen Halbmesser glelch 1 ist.

I Ist so das Differential des Sinus eines Bogens bekannt,
so findet man auch sofort das Differential der anderen trigonome-
trischen Functionen,

Setzt man z. B, in der letzten Gleichung, in welcher je-
den willkiirlichen Werth haben kann, statt z die Gréfse go*—2,
so hat man

. d . Sin (g0 —2z) = d. (g0 —=z) . Cos (90 —2);
oder da

Sin(go—a) = Cosz und Cos(go—2) = Sin z
ist (§. 94, B.), so hat man auch

d.Cosaz = — dz Sina.
II. Weiter ist
Tangz . Cosz = Sinz;
also auch, wenn man dieses Product nach §. 49. differentiirt :

d.Sinz = Tangz . d.Cosz - Cosa, d . Tang z,
und daher, wenn man statt d.Sinz und d.Cosz die vorigen
Ausdriicke substituirt, und die ganze Gleichung durch Cos
dividirt:

d.Tangz = dz (1 4 Tang® )5
oder, was dasselbe ist (§. 95, 1.)

dx
d . Tangri=—
° Cos*x
Und eben so findet man auch
dx
d, Cotgr — — ——
otg Sinz
dzx Sinx
diiSec v —_—
Cos? x
dax Cosx
d ., Coseer = — —.
Sin* &
. e du .
III. Auf gleiche Weise erhilt man, da d.logu = — 1st,
(/3

wenn man u = Sina setzt,

d . log Sin 2 = d z Cotang und

t . log Cosa = — da Tanga,
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s0 wie auch

d . log Tangz =

d . logTang iz —

d . log Tang

d . log Tang

‘9. 102,

ax 2adx
SinxzCosx  Sina2x'®

und

= p
Sinx

9.+  dz
2

e
Cosz’

90 — & dzx

et i Pt W

-

ey e I




Sechzehntes Capitel.

Numerische Bestimmung der Peripheric des
Kreises und der trigonometrischen Fune-
tionen fiir jeden gegebenen Bogen,

§. 103. (Verhiltnifs der Peripherie des Kreises
Zu seinem ]:I.'Il]nnesser.) Nachdem wir in dem Vorherge-
henden die allgemeinen Eigenschaften der trigonometrischen
Functionen kennen gelernt haben, eribrigt uns noch, die spe-
ciellen oder absoluten WWerthe derselben fiir jeden gegebenen
Bogen zu bestimmen, da wir, ohne die Kenntnifs dieser VVer-

the, jene Functionen zur Berechnung in gegebenen besonderen

8
Fillen nicht gebrauchen konnten.

Da wir aber diese VWerthe der Functionen fiir jeden Bogen
ohne Zweifel am natiirlichsten und einfachsten durch diesen Bo-
gen selbst, das heiflst, als Theile der Peripherie des Kreises, aus-
driicken werden, so wird es nothwendig seyn, zuerst diese Pe-
ripherie, in Theilen des Halbmessers des Kreises, zu suchen,

Zu diesem Zwecke wollen wir u den Bogen nennen, zu wel-
chem die Tangente = gehort, so dals man die Gleichung hat

— Ny
o~ l.mgu.

Differentiirt man diesen Ausdruck nach §. 102, 1L, so ist

du
d.ﬁt‘ e |
Cos*u
" 1 1 .
oder auch, da Cos?u — —— = st
1+ Tang® 1zt
du
—— = (Lg-2)"%
7 = (4-2%)

Differentiirt man diesen Ausdruck wieder, und nimmt man
dabey das erste Differential von a oder die Grofse dz constant
an (§. 55, 1), so ist

d*u

E'—L- _ - BLL‘.(I -{-G.":)-:.
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und eben so erhilt man anch
P = a ) o Bat (e,
diu S ¥ e g
T 242 (1Fa*) 3 — 4823 (1 J-22)—4 u, £

Setzt man, um darauf Maclaurin’s Theorem (§. 57.) anzu-

wenden, in diesen Ausdriicken die Gréfse x=o, so erhilt man

Ues U'= Uv, .. gleich Null, und
U=1, U'=—2,fU'=2.3.4, U"=—2.3.4.5.6 u.f,
so dafs man daher, nach dem erwihnten Theorem, den Ausdruck
erhilt :
ue== Tangu — sTang’s + zTang’ v — ;Tang’u 4 . . . (),

eine sehr einfache Reihe, von welcherdas Gesetz des Fortgangs
fur sich deutlich ist.

Durch diese Reihe erhilt man demnach den Werth jedes
Bogens eines Kreises, dessen Halbmesser die Einheit ist, wenn
die Tangente dieses Bogens, in Theilen desselben Halbmessers,
bekannt ist.

I. Um einen solchen Bogen zu finden, dessen Tangente be-
kannt ist, sey FB (Fig. 22) die Hilfte des Quadranten, also ein
Bogen von 45 Graden. Die Tangente Ff dieses Bogens, die
(nach §. go, L) auf dem Halbmesser CF des Kreises senkrecht
steht, bildet mit diesem Halbmesser und mit der Secante Cf ein
in F rechtwinkliges Dreyeck, in welchem die beyden schiefen
Winkel bey C und f unter sich gleich sind, da nach . 85, IL
die Summe dieser zwey Winkel immer gleich einem rechten Win-
kel ist, und der eine C derselben, unserer \fol‘nussct?.ung

ge-
mifs, gleich der Hilfte eines rechten VWWinkels oder gleich 45
Graden ist. In einem solchen Dreyecke sind aber (nach §. 87, VIL)
die beyden Katheten von gleicher Grofse, also ist auch
el G — g

Nennt man daher = die Hilfte der Peripherie eines Krei-
ses, dessen Halbmesser die Einheit ist, und ist u ein Bogen von
45 Graden oder ist u =— I =, so hat man Tangu = 1, und wenn
man diese Yerthe von u und Tangu in der vorhergehenden Glei-
chung substituirt, so erhilt man

4_?:1~~%+':'-_—%—Li—ﬁ.

1 9 2
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[I. Nach dieser schinen Reihe konnte man den gesuchten
Werth = der halben, also auch den der ganzen Peripherie des
Kreises berechnen. Da aber die Reihe nur langsam convergirt,
so wird man besser auf folgende Art verfahren,

Man zerlege den Octanten des Kreises oder die Grifse 3=
in zwey Theile a und b, so dals

tz = a 4+ b, also auch Tang(a-|-0) = 1
ist. Da man, nach §. 101, die Gleichung hat
Tanga - Tang b

0 fos o —==!
lﬂng (a+b) M S Tanga 'Tang b Eaa

so ist auch

m
1 — Tanga
Tangb —= ——————.
1 4 Tanga

Setzt man daher Tanga — %, so muls Tangb = 3 seyn,

also wird man auch, selbst ohne die Werthe dieser Bogen a und
b zu kennen, wenn man in der obigen Reihe fir u statt Tangw
zuerst = und dann % substituirt, die folgende Doppelreihe er-
halten:

1 1 1 1

1
e — — ==
4 3 3,23 5.2a8 7.27+g.29

1 1 1 1 1
TR SR s e

und da beyde Reihen schnell genug convergiren, so wird man
aus ihnen den Werth von = auf eine bequeme Weise ableiten
konnen.

Noch vortheilhafter wird man die Grifse += in drey Theile
theilen, von denen man, um nicht drey verschiedene Reihen zu
erhalten, zwey unter sich gleich nehmen kann, so dals z. B.

ix =2a -+ b

ist, wo man dann, fiir Tang a=:3, erhilt Tangb=1%, also auch

g 1 1 1 1

=) - — — S

3 [3 55 T 5. 7.37+ ]

1 1 1 1
+7 3--?-'*+5-7‘ 7-77+"'
Auf diese Weise hat man fiir die halbe Peripherie = des

Kreises, dessen Halbmesser die Einheit ist, den folgenden VWerth
gefunden:

= = 3./bg2 653589 793238 462643 383279 . . .
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Da diese Zahl im Folgenden noch oft wieder kommen wird,
$0 kann man von ihr auch folgende Ausdriicke anmerken:
Log = = o.49714 98727,

= 0.31830 98802,

A1 =

]

=* = ¢.86960 4385,
Vi = 197245 38509.
Durch wiederholte Divisionen nach der Methode des §. 15,
erhilt man endlich fiir = die folgenden geniiherten Werthe :
G e R S 103638
7

l,

——— .1

w06’ 13’ 32989

§- 104. (Ausdruck des Sinus und Cosinus durch
seinen BUS‘CJI.) Wenn die Gleichung gegeben ist
e=— Sinz,

so erhilt man durch wiederholte Differentiation, wo da constant

angenommen wird , nach §. 102:
du d? u ? diu
— = Cos2, —— = — Sinz, — — — Cos
dx d d a5
du

T = Sinz u. f,
ax

also auch, wenn man in diesen Ausdriicken =0 setzt, nach
Maclaurin’s Theorem (§. 57.):

Ui=ro, U= 3, " '="o, Ui=r—ala Ty
und daher

. v x3 2
Siny = — —

— — ... (),

1.2.3.4.5
und ganz eben so erhilt man auch fir ©w = Cosa die dhnliche
Reihe

%
P = ] ———
fosi s

x4 b
B :.-.a.::‘i.-:,.o R
I. Diese zwey merkwiirdigen Reihen geben daher den Si-
nus und Cosinus jedes Bogens z eines Kreises, dessen Halbmes-
ser 1 ist, wo Sinz und Cosaz sowohl, als auch der Bogen a
selbst, in Theilen dieses Halbmessers ausgedriickt ist. Gewiohn-
lich gibt man aber den Bogen eines Kreises oder den ihm ent-
sprechenden Winkel am Mittelpuncte des Kreises in Secunden
an, deren (nach §. 84, 1) 180. (60)* auf die halbe Pevipherie =

v 2o e = S N
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gehen. Um daher einen in Secunden ausgedriickten Bogen in
Theilen des Halbmessers aunszudriicken, wird man, da nach
ﬁ_ 84, G. diese VWinkel sich wie ihre Bogen verhalten, fir den
VWinkel von einer Secunde oder fiir den Winkel = 1" die Propor-
tion haben 4
180, 60% s, a5 2,

oder der zu diesem VWinkel gehorende Bogen wird

= 1Y

e 180. 602
Theile des Halbmessers enthalten. Substituirt man in diesem
Ausdrucke den Werth von « aus §. 103, so erhilt man

x = 0.00000 48481 36811 09536 . . .

Da aber ein so kleiner Bogen schon sehr nahe mit seinem
Sinus zusammenfillt, so hat man fiir die letzte, ofter wieder-
kommende Zahl das Symbol Sin1” gewihlt, so dafs man daher hat

Sini1"= ———— == 0.00000 48481 . . .,

also auch

= 200264.80624 70963,

Sin 1"

Log Sin1" = 4.6855749,

Log

1
ST — 5.3144251.

Da man also jeden in Secunden ausgedriickten Bogen oder
Winkel durch Sin 1" multipliciren mufs, um ihn in Theilen des
Halbmessers zu erhalten, so sind auch die zwey vorhergehenden
Reihen (II, IIl), wenn in denselben der Bogen a in Secunden
ausgedriickt wird, so zu schreiben:

Sina = (z Sin1") — i 4+ ...
15859
(x Sin1")2

1.2

(x Sin1")4
T
Will man, zur bequemern Berechnung, den Winkel 2 in
Graden und Theilen des Grades ausgedriickt voraussetzen, .so
wird man in dem zweyten Theile der Reihen (II) und (I1I) state

COS;U e ]

o

. X AR, N T X
& nicht ——— oder Sin1”, wie zuyor, sondern — setzen, s0
180 . 602 180

dals man daher hat
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1 T3
i 1.2!.3(186) +‘ e

1
1 —— ——
1.%

T EN\2 1 T\t
?) +'—3('E) )

oder endlich, wenu man z =— qo.n setzt:

= (1:),1_

©\3 1 RN
(=) (=) .n°—.,..
t.zd(z) > 1.2.5.4,3(9) )

TN L 1 i g 2
S el e L e L R
2\ % =+ 1.2.3.4\ 2

Substituirt man in diesen Ausdriicken den VYerth von der

Grofse = und ihren Potenzen aus §. 103, so erhilt man endlich
die beyden folgenden Reihen:

Sin (go.n) = 1.570796

Cos(go.n) = 1

— 0.645904 n®
=} 0.07¢693 n®
— 0,0040682 n7
-}~ 0.000160 n?
— 0.000004 n**,
— 1.233700
- 0.25366q n*
— 0.020863 no
~ 0.000919n®
— 0.000025 n'?

und durch diese Ausdriicke wird man die Sinus und Cosinus fiir

jeden gegebenen Winkel berechnen, und dieselben, oder beque-

mer noch ihre Logarithmen, in Tafeln bringen konnen, wie die-

jenigen sind, deren wir bereits oben (. 64, 1) Erwihnung gethan

haben. Man bemerkt ibrigens von selbst, dals es geniigt, z. B.

nur die Sinus fiir alle Theile des ersten Quadranten von '0° bis

90’ zu berechnen, weil dadurch auch schon die Cosinus dersel-
ben Theile gegeben sind, indem

Cos (go

a) = Sinz

Um endlich noch den Gebrauch der vorigen Reihen durch

ein Beyspiel zu zeigen, so hat man fir den Sinus von 9 Graden,

go.n=9 oder n=—:

T
io

e S )
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aus der ersten Reihe: und aus der zweyten:
0.15707900 i
— 0.,000045q0 — 0.012337
-+ o0.00000080 -+ 0.000025
Sin g° = 0.156434 Cos ¢° =-_u-1)87(188.

§. 105. (Ausdruck des Sinus und Cosinus durch
]-]llé.igillfl'i‘(,‘ {'_}1‘('}1'5(:11,) VWenn man in der oben (§. 63.) fiir
¢® erhaltenen Tieihe

i xE 23 ;
(A== +1Ti+ TP 4+ ..
statt 2 zuerst die Grifse 2}/ —1 und dann —a |/ —1 setzt, so

erhilt man

o2 S AT i
TV L — oy 4 GRS e gt LY; '1_ Ett
1.2 1.2,3 1.2.3.4
und
a5 —1 xh

—zV—1 — ___‘,\1"_1 _i et 3
< : Y. 1.2 s 1.2.3 =i 1.2.3.4 '

Die Summe und die Differenz dieser beyden Reihen gibt

sofort

zV—1 —ZV—1 o e &

¢ 1 [l 1.2 o 1.3.8.4 e
llnd

xy—1 . Vlui gl s ./..- r X3 as
; — — 2 e | & — - "]— ke e T O
¥ v [ 1.2.3 1.2.3.4.5 -

Allein die in den Klammern eingeschlossenen Glieder der
zwey letzten Ausdriicke sind, nach §. 104,
die erste gleich Cosa,
und die andere gleich Sina,
so dals man daher die zwey merkwiirdigen Gleichungen erhalt:

T Y —1 = =k
e v Al v

Sin 2 =
2V —1

Z V1 + e—-'-.'t‘\/'—l e S

Cosx =

in welchen e die Basis der natiirlichen Logarithmen bezeichnet,
I. Addirt und subtrahirt man die Gleichungen (1Y), so er-

hilt man

Littrow's Anfangsgr. d. gesammt, Mathem.

13
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eTV—!' — Cosx 4 V' —1.8inz

‘ Sy
| | e~ %Vl — Cosa — V—l.Sin:u M
I ‘ II, Nimmt man iiberdiels von den beydenletzten Ausdriicken
i i: die natﬁrlichen Logarithmen, so hat man
e z = —— . log(Cosz 4 }/—1 . Sinaz)
1 i i \ L
. ) : ¢ <% (VD),
E I; In &5 T log Cosx — y—1 . Sinz
’ ' und statt der letzten dieser Gleichungen kann man auch, da
log1=o ist, die folgende setzen:

| a = — \«’;-— . log(Cosz — \/—i . Sinz), oder auch
il 2 = |/—1 .log(Cosa — }/—1.Sinaz).
IIl. Setzt man endlich in der ersten der Gleichungen (V)

statt = die Grolse nz, wo n irgend eine willkiirliche Zahl be-
zeichnet, so hat man

TV — Cosna 4+ V—1. Sinna.

i Es ist aber

IV = (* V) = (Cosz 4 V/—1. Sin )

[k also ist auch

; (Cosa - V —1.S8ina)* = Cosnz 4 V —1.Sinnz

il und eben so LR (VITY,
(Cosz — v—l Sinz)*= Cosnzr — V‘—»l .Sinna

Gleichungen, die simmtlich fir die Theorie der trigonometri-

schen Functionen von grofser Wichtigkeit sind.
IV. Beschlielsen wir diesen Gegenstand mit einer die Loga-
1 rithmen betreffenden Bemerkung. — VVenn man in der ersten der
! Gleichungen (V) statt z die Grilse (2 mz 4 2) setzt, wo m ir-
| gend eine ganze positive Zahl o, 1, 2, 3, . . . bezeichnet, so
hat man
e(@mr+ V=1 — Cosz 4 V/—1.Sina,

also auch, wenn man davon die natiirlichen Logarithmen nimmt:

(zm=z -} ). V—1 = log (Cos @ - \/~—1 . Sin ).

Der letzte Ausdruck gibt

firz=o0 . . . log(+1) =2mr.VY—,
und fir 2== . . . log(—1) = (em+1)n. YV —1.

T ——— T ——— 2 s N e




2

§. 105. 195

Da aber jede Zahl + a als das Product von 4-a in 4 1 an-
gesehen werden kann, so ist auch
loga = loga - log (1) oder
loga = log a -4 2m.rc},/—1,
und eben so
log(—a) = loga - log(—1) oder
log(—a) = loga + (2m + 1)z }/—1.

Diese beyden Gleichungen zeigen, dals jede positive, so
wie auch jede negative Zahl unendlich viele Logarithmen hat,
von welchen aber, wenn die Zahl positiy ist, aur einer (fir den
besondern Werth m=0), und wenn sie negativ ist, keiner einen
reellen Werth hat.

Setzt man endlich, in der letzten dieser zwey Gleichungen,
die Grofse a=1, so hat man, da fiir alle logarithmischen Sy=

steme logi1=0 ist:
log (—1) = (2m-}-1). 1:\[--—1

' |

— G log (—1),

also auch, wenn man fiir den einfachsten Fall m=o0 setat:

oder auch

o

1
T = V-—L—T . log(—l),

ein merkwiirdiger, obschon zur Berechnung unbrauchbarer Aus=
druck fiir die Grofse =,

e et
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Niebzehntes Capitel.

Das geradlinige Dreyeck, oder ebene Trigo-
e

nometrie.

§. 106. (Weitere Betrachtung der Gleichungen
des Dreyecks.) Nachdem wir in dem Vorhergehenden die
trigonometrischen Functionen genauer kennen gelernt, und uns
dadurch gleichsam das Instrument vorbereitet haben, mit dessen
Hiilfe wir den gréfsten Theil der nun folgenden geometrischen
Probleme aufzulésen gedenken, wollen wir wieder zu dem, am
Ende des §. 93. verlassenen Gegenstandes, zu den Gleichungen
des quygr:ks zuriickgehen, yon welchen wir bereits oben (§ 91.
und g 93.) die beyden folgenden erhalten haben :

a* = (3 ++ ¢» — 2f8yCos4 . .. (A),
a SinsBYe= BSin At =00 5T (B),
wobey wir uns erinnern wollen, dafs jede dieser Gleichungen
(nach . 91, IL) eigentlich drey analogen Gleichungen gleich-
geltend ist.
Die exrste dieser Gleichungen ist offenbar auch

Q;_]_.i*,_a'z

Cosd = & ;

20y
oder, da nach §. 97, L

Sinjd = \/"" dos
2

ist, so kann jene Gleichung auch auf folgende Art ausgedriicks
werden:
Slovd fre e* — (f2 — 2By + ¥3) B o (B2

7 4Py G4fy 2
oder endlich, da der Zihler des letzten Bruches die Differenz
zweyer Quadrate ist (§- 21, L):

Sin* 14 = {a+ﬁﬁ?]g(a+7_ﬂ)
und eben so e . v 4. (C)
Cos?id = E+y+ad@4y—a

=1
G407
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mit den zwey anderen analogen Ausdriicken fiir die Sinus und

Cosinus von B und 7 C.
1. Eben so erhilt man aus der im Eingange erwihnten

zweyten Gleichung (B)

Sin 4 3 9 i Sin B
i Y?:i]n(,' g 2 /S'lll(,"
oder, da in jedem Dreyecke C=180— (4 4-B) ist:
Sin A ; Sin B
Sin £ AT in B

& = Y Stk = VSt D)"

Addirt und subtrahirt man die zwey letzten Ausdriicke, und
bemerkt man, dals nach §. gf. ist
A+ B A-EB

Sin4 - SinB = 28mn z Cos ——,
i : 4 B .. A—B
Sind — Sinhb = 2 Cos < & Sin— -2 wnd
2 2
e ) . {4-B 1 B
Sin (./f~—|~b) = 2 Sin~ i (.103:-;‘-'-— :
2
so erhilt man
Co A—B
40>
a + {a ==y 2
i o
Sin —
2 ¥
, e ()
Si A—B { )
Iy e
a— =y —
Cos —
2 /

oder auch, wenn man die beyden letzten Gleichungen durch ein-

ander dividirt:

— 8 A — B 3
:-T; = ’_l‘:mg“{ zh-f; 'l‘ang-f;:- e i)
1I. Endlich hat man nach §. 91.
y — aCos B = BCos4d = ::l:/f und
Si:/f

ff— aCosC = y Cos4 =

Y Tang 4’
oder da, nach den erwihnten Gleichungen (B) ist
BSind = aSinB und ySind = aSinC,
so erhilt man, wenn man diese Werthe von (3Sin4 und ySiﬂA
in den beyden letzten Ausdriicken substituirt:




198 §. 107.

a SinB a SinC
v — aCos B = f— aCosC

Tang 4 = o S E)

mit noch zwey analogen Doppelwerthen fiir Tang B und Tang C,

III. Die vorhergehenden Gleichungen, ju schon die einzige
Gleichung (A), aus welcher sie alle sehr leicht abgeleitet werden
konnen, enthalten alle Eigenschaften des Dreyecks, daher auch
durch sie alle Probleme, die man iiber das Dreyeck aufstellen
kann, aufgelost werden kionnen, wie wir bald niher sehen wer-
den. So zeigt z, B. die Gleichung (C) unmittelbar, dafs in jedem
Dreyecke die Summe zweyer Seiten immer gréfser seyn muls,
als die dritte Seite, weil sonst der Werth von Sin ; 4 oder Cos< 4
gleich der Quadratwurzel aus einer negativen Grofse, also un-
mobglich seyn wiirde. — Da ferner jeder VWinkel C eines Dreyecks
kleiner als 180° also auch TangZ C immer positiv seyn muls, so
zeigt die Gleichung (E), dals die beyden Grifsen (a—f3) und
(4 — B) immer entweder zugleich positiv, oder zugleich negativ
sind, d. h. dafs in jedem Dreyeck der grifsere Vinkel auch im-
mer der grofsern Seite gegeniiber steht, und umgekehrt. — Dar-
aus folgt wieder unmittelbar, dafs in jedem rechtwinkligen Drey-
ecke, in welchem immer der rechte Vinkel der grifste von al-
len ist, jede Kathete kleiner ist, als die Hypotenuse, wie auch
schon aus der ersten Gleichung des {. 92. hervorgeht, oder mit
andern VWorten, dafs das Loth, welches man von einem Puncte
auflser einer Linie auf diese Linie fillt, die kiwzeste Distanz des
Punctes von der Linie ausdriickt, daher auch diese Distanz als
das Mafs der Enlfernung eines Punctes von einer Linie angenom-
men wird,

§- 107. (Aehnlichkeit der Dreyecke.) Ahnliche Drey-
ecke sind nach . 83. solche, wo in dem einen jeder Winkel, ei-
nem VVinkel des andern Dreyecks gleich ist. Die in solchen
Dreyecken den gleichen VVinkeln gegeniiberstehenden Seiien
wollen wir die homologen Seiten nennen.

Diefs vorausgesetzt, konnen wir den Satz aufstellen: »in
dhnlichen Dreyecken sind die homologen Seiten unter sich propor-
tionirt. « !

Seyen nimlich die beyden Dreyecke 4B C und 4'BC’ dhn-
lich, und der Winkel 4=4', B=5 und C=C’, so folgt so-
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fort aus den Gleichungen (B) des §. 106, dals
2 = i, Z= a—', also auch gt E ist,
R e B 7

1. Eben so auch umgekehrt: »Sind in zwey Dreyecken die
Seiten proportionirt, so sind die Dreyecke dknlich.« Denn aus
der Gleichung (A) des §. 106, folgt fiix das erste Dreyeck

24 Mot

—B—Coszfm 1 +f3’* 7
und eben so fir das zweyte

2y C ' @'z

—~Cos 4" = il

8 g2’

a a Yy ’

und da nach der Voraussetzung 5 _—___ﬁ_ und §= _ ist, 80 ist

auch

Cos 4 = Cos 4,

und daher auch (§. 94, D) der Winkel /=4. Eben so folgt
auch B=F und C=C.

I, Dreyecke sind auch &hnlich, wenn sie einen Winkel
gleich, und die zwey ihn einschliefsenden Seiten proportionirt

haben.

g ; g g
Denn ist A =4 und% =", so folgt aus der Gleichung (&)
7

_+%
S aredan. a paus Sy
+5 ~CDSA_ﬁ,',

o7 ¥
und da von diesen zwey Gleichungen die ersten Theile, nach

— 20054 = -E- und
[

- der Voraussetzung, gleich sind, so ist auch

o a?
il

R
welcher Ausdruck, mit der gegebenen Gleichung
Sy i
3 Py
verbunden, sofort gibt
o o @ a
— = —, und eben so - = —.
B Gl Fe Ay

111, Wird endlich in irgend einem Dreyecke ABC (Fig. 4)
zu emner Seite 4C eine Parallele ac gezogen, so sind die Drey-
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ecke 4 C B und acB dhnlich, da (nach §. 86.) ihre Winkel gleich
sind, also sind auch, nach (I), die homologen Seiten dieser
Dreyecke proportionirt, oder es ist
BAd: BC = Ba : Be — da : Cc und
B 4iGy— Biaissyaie,

§. 108. (Gleichheit der Dreyecke.) Auf dieselbe ein-
fache Weise wird man auch, aus den Gleichungen des §. 100,
die Fille bestimmen, in welchen zwey Dreyecke unter sich gleich
sind oder sich yollkommen decken (§. 83.).

I. Zwey Dreyecke sind nimlich erstens gleich, wenn jede
Seite des einen einer Seite des anderen gleich ist.

Denn ist a=a', 8= und y==4, sogibt die Gleichung (A)
auch sofort

Cos 4 — Cos 4’; also auch 4= 4,
und eben so findet man auch B=5 und C= C', so dals daher in
beyden Dreyecken alle sechs ein Dreyeck bestimmenden Stiicke
vollig dieselben sind.

1I. Zwey Dreyecke sind ferner gleich, wenn sie zwey Seiten

mit dem von ithnen cingeschlossenen VVinkel gleich haben.
£

Denn ist 4

A', B=f und y=4, so ist, nach derselben
Gleichung (A), auch die Seite « — o', also alle Seiten gleich,
also auch, nach Nro. I., die Dreyecke selbst gleich.

IIl. Zwey Dreyecke sind gleich, wenn sie eine Seite mit
den zwey ihr anliegenden Winkeln gleich haben,

Denn ist A=4', B=25 und y=—y/, so ist, nach der Glei-
chung (F), auch a=a' und ="

1V. ZweyDreyecke sind gleich, wenn sie zwey Winkel und
eine der diesen Winkeln entgegenstehende Seite gleich haben.

Denn ist A=A', B—=2B und =, so ist, nach dersel-
ben Gleichung (F), auch a=a' und y=y.

Y. Zwey Dreyecke sind endlich auch gleich, wean sie zwey
Seiten und einen der diesen Seiten entgegenstchenden Winkel
gleich haben.

Denn ist a=ad/, 3= und 4=4, so ist, nach der Glei-
chung (A), auch y=4/, und daher (nach Nvo. I.) die Dreyecke
selbst gléich.

Doch mufs fiir diesen Fall bemerkt werden, dafs die er-

e ———— - = - e s —
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wihnte Gleichung (A) gibt

y = [3Cos 4 + Vo — 32 Sin* 4,
so dals der Werth von y doppelt ist, und dals es daher eigent-
lich zwey verschiedene Dreyecke geben kann, welche die Gris-
sen a=ada, B=F und 4=4' gemeinschaftlich haben.

Ist nimlich (Fig.20) BC = BC =a und C D senkrecht auf
die verlingerte Seite A B des Dreyecks ABC, so ist

DC = B Sind und 4D = [ Cos 4,
and BD sowohl, als auch B'D ist gleich (§ 92.)
V = —DC = V& — (28in* 4,
also ist auch die dritte Seite y==4 B oder gleich 4 B, das heilst,
es 1st
y=AD + BD == f3Cos4 + Vet — o 8in* 4,
wie zuyor.

§. 109. (Auflosung der Dreyecke.) Da die in §. 1¢8.
(Nro. I.—V.) erwiihnten Bedingungen ein Dreyeck vollkommen
bestimmen, oder da jedes Drey eck, welches denselben Dedin-
gungen entspricht, mit dem ersten identisch ist, so reichen
diese Bedingungen, wenn sie fir irgend ein Dreyeck gegeben
werden, auch hin, die noch iibrigen unbekannten Seiten oder
Vinkel desselben durch Rechnung zu finden, und das ist es,
worin die sogenannte Auflisung der Dreyecke besteht.

Wir wollen zu diesem Zwecke jene fiinf erwihnten Fille
noch einmal kurz durchgehen,

I. Fall. Wenn die drey Seiten eines Dreyeckes gegeben sind.

Dann findet man den Winkel 4 (nach der Gleichung -C)

durch
. . (a4-B8—y) (a7 —B)
Sintd — = L
intA ,\/ e oder
Cos+4d = f\/(s+7+al($+T—ﬂ)s
£

und eben so findet man auch die zwey anderen Winkel B und C
durch die zwey, den vorhergehenden analogen (§. 91, IL.) Glei-
chungen, oder bequemer, wenn bereits A bekannt ist, durch die
Gleichungen

i B . i
SinB = ‘; Sind und SinC = 7 Sin 4.
@
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M. Fall. WWenn zwey Seiten (3, y mit dem pon ihnen einge-
schlossenen FFinkel A gegeben sind.
Dann findet man die iibrigen drey Stiicke B, C und « durch
die Gleichungen (A) und (F), oder durch
B Sin 4 fh o Sin .4 f
7;5L0.5Af’ tee = .’_31—113@’
Qfe=ti5= —I—— y" —— 2,!3y Cos 4.

Tang B =

Kennt man bereits den VWinkel B oder C, so erhilt man
auch die dritte Seite a durch die Gleichung i
. Sin4 Sin A4
@ =[5 556 oder a =— Ysog:
Auch findet man den Werth von (B—C) durch die obige
Gleichung (E) oder durch

Tang . (B—C) = ,6+7 Cotang = 4,

Da nidmlich sonach % (B— C) bekannt ist, so ist auch B und
C selbst bekannt, da man hat

1(B4C) = 1 (180— 4).
1I. Fall. Wenn zwey Winkel A und B und die ihnen anlic-
gende Seite y gegeben ist.
Dann ist auch der dritte VWinkel durch
C = 180 — 4 — B
bekannt, und man findet die zwey Seiten « und § durch
Sin A4 8 Sin B
e i Sin (4 + B)® I S Y Sin(4+B)’
oder auch duu,h die Gleichungen (D), nimlich durch

2 Cos = (4 —B)
Sohil=a Sintc °’
2 Sint@dB)
VRS Cos= C :
wo dann die halbe Summe dieser beyden Ausdriicke gleich a, und
die halbe Differenz derselben gleich f3 ist.
17, Fall. Wenn zwey Winkel 4 und B und eine der ihnen
entgegensiehenden Scilen « gegeben. ist, /

Dann ist wieder
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C = 180 — 4 — B,
: Sin B 1 Sin C
o sl ) = a——:.
PIE= E5in S Viomd

y. Fall. Wenn zwey Seiten a und (3 und einer der ihnen
entgegenslehenden Winkel A gegeben ist.

Dann hat man aus §. 108, V.

y =B Cosd % V a? — j* Sin>4 und
i Sin B = g(,‘.oszf, und endlich C = 180 — 4 — B,
wo man fiir ¢y das obere Zeichen nimmt, wenn das gegebene
Dreyeck einen stumpfen VVinkel hat.

Die vorhergehenden Gleichungen werden gewohnlich unter
dem Namen der Trigonometric (Ausmessung der Dreyecke) be-
griffen. s

Ez. Um den Gebrauch dieser Ausdriicke durch ein Beyspiel
zu zeigen, sey, lir den Fall IL., gegeben

die Seite (3= 186.241,
» P = 148.320,
und der eingeschlossene Winkel 4 = 125° 32’ 4o,
Mit diesen Zahlen erhilt man durch die in (1I) gegebenen

Gleichungen:

log(B—7) = 1,5788111
log (B—4-7) = 2.5244831

9-0543280

log Cotang 4 — 9.7114219

log Tang 2 (B—C) 8.7657499

L(B—0) 13".8q

L(B4-C) = :(180—4) = 40".00
B 53,89

C ab 1y

logf = 2.2700753
log Sin 4 =

2,1805208
logSinB = 9 7{)(\3058
log ¢ = 2.4742150

a = 298.0008,
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§. 110.

Zur Prifung der Rechnung hat man noch

logy = 2a71217

Lo =

log Sin4 = 9.9104455

2.0810027
log Sin € = ¢.6074458
loga = 2.474216q9, wie zuvor,

Eben so hat man fiir ein zweytes Beyspiel

a = 170.9660, A =165 32 ho
B = 181.2197, B = 74° 45 a0’
P = 120.0000. Ci==230% iz 30k

Man sieht aus diesen Beyspielen, dals wenn man die Ent-
fernung eines Punctes C (Fig. 26), der uns, etwa wegen eines
zwischenliegenden Flusses, unzugiinglich ist, von der Linie 4D
kennen will, man nur einen Theil 4 B dieser Linie und die VWin-
kel BAC und 4 B C zu messen braucht, um daraus, mittelst je-
ner Gleichungen, auch die Entfernung C 4 sowohl, als auch CB
zu finden. Ganz auf dieselbe YVeise wird man auch die Entfer-
nung der Gestirne, z. B. des Mondes C von der Erde bestimmen
konnen, wenn zwey Beobachter auf der Erde, deren Distanz 4 B
von einander bekannt ist, zu gleicher Zeit die Winkel 4 und B
des Dreyeckes 4B C messen. Man sieht aber leicht, dafs in dem
letztenalle die Basis 4B so grofs als miglich, etwa nahe gleich
dem Durchmesser der ganzen Erde angenommen werden muls,
weil sonst der geringste Fehler, den man in dieser Distanz 4B
oder in der Messung der beyden Winkel 4 und B begangen hat,

o
wie die des Mondes, schon einen sehr bedeutenden Einflufls
aufsern wird.

auf die Bestimmung einer so grofsen Entfernung 4C oder BC,

§. 110. (Gleichschenklige und gleichseitige Drey-
ecke.) I Wenn in einem Dreyecke zwey Winkel gleich sind,
so sind auch die ihnen eutgegenstehenden Seiten gleich, oder
das Dreyeck ist gleichschenklig,

Denn ist 4=2B, so ist auch, nach der Gleichung (B) des
. 106, die Seite a=@.

Und umgekehrt: In einem gleichschenkligen Dreyecke sind
die den gleichen Seiten gegeniiberstehenden VWinkel ebenfalls

— e e ey




§erindd 206

aleich. Denn ist a=[, so geben die Gleichungen (F)

Sin C Sin C

Tane 4 = ————— und ehen so TaneB —= —8 ——
Tang 4 1 — CosC’? = et GosiC}

also ist Tang 4 = Tang B, und daher (§. 94, D.) auch 4=B.

Sind daher in einem Dreyecke alle drey VVinkel gleich, so
sind auch alle Seiten gleich, oder das Dreyeck ist gleichseitig;
und umgekehrt, im gleichseitigen Dreyecke sind alle VVinkel
gleich, und jeder derselben hat 6o Grade.

II. VWennin einem glcichschcnk]igen Dreyecke 4BC (Fig. 27),
wo AB=— 4C ist, von dem Scheitel 4 ein Loth 4D auf die
gegeniiberstehende Basis BC gefillt wird, so theilt dieses Loth
den Winkel 4 sowohl, als auch die Basis BC in zwey gleiche
Theile, und jede dieser drey Bestimmungen hat die beyden an-
dern zur Folge.

Denn wird durch das Loth 4D die Seite BC halbirt, so
sind die so entstehenden zwey Dreyecke 4B1) und 4CD gleich
(nach §. 108, IL); wird der VWinkel 4 halbirt, so sind dieselben
Dreyecke gleich (nach §. 108, Il1.); und steht endlich die Linie
AD senkrecht auf BC, so sind dieDreyecke gleich (nach §. 108, V.).

III. Zur Auflésung des gleichschenkligen Dreyeckes hat
man, wenn in den Gleichungen des §. 106. der Winkel B—=2C,

3
e

also auch ==y gesetzt wird, folgende Ausdriicke :

A= 180 — aB = 180 — 2C,
Br=—=1E = Q0 — ~d,
. a Ny o
Sins 4 — = Cosd = - anHj': i
2 { 2§
a = 238in: 4 = 23 CosB.

§- 111. (Anwendung des Vorhergehenden auf den
[;&1015) Wenn man von dem Mittelpuncte C (I'ig. 10) eines
Kreises ein Loth CP.4 auf die Sehne M N herablifst, so theilt
dieses Loth sowohl die Sehne, als auch den Winkel MCN, als
endlich auch den Bogen M 4 N in zwey gleiche Theile, und jede
dieser vier Bestimmungen hat die drey anderen zur Folge, so
dals z. B. jedes Loth auf der Mitte der Sehne durch den Mitiel-
punct C geht, und den zu dieser Sehne gehidrenden Bogen und
Winkel halbirt, wie unmittelbar aus §. 110, folgt, da wegen den

gleichen Halbmessern CM, C N das Dreyeck MC N gleichschenk-~
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lig ist, und da sich (nach §. 84, G.) die Kreishogen wie die zu
ihnen gehborenden YVinkel verhalten.

I. Um daher durch drey gegebene Puncte M, 4, N, die
nicht in einer Geraden liegen, einen Kreis zu beschreiben, wird
man die Sehnen M 4 und AN ziehen, und in der Mitte jeder
Sehne ein Loth auf sie errichten, wo dann der Durchschnitts-
punct der beyden Lothe zugleich der gesuchte Mittelpunct des
Kreises seyn wird, den man sonach verzeichnen kann.

§- 112. (Peripheriewinkel im Kreise.) Der Winkel
BCD (Fig. 28) am Mittelpuncte C des Kreises ist doppelt so
grols als der auf demselben Bogen BD stehende VWinkel B 4D
an der Peripherie.

Denn verlingert man den Schenkel D C des Winkels DC B
bis an die Peripherie in 4, und verbindet 4 mit B, so ist (nach
§. 85, 1V.) der dufere Winkel

BCD = BAC -} 4CB.
Aber in dem gleichschenkligen Dreyecke 4B C ist (§. 110.)

BAC = 4ACB,

also ist auch
BECD = 2.B.AC.

Ganz eben so ist also auch
tCD = 2.54D,
und wenn man die beyden letzten Gleichungen von einander
subtrahirt :
bCB — 2,b 4B,

I. Daraus folgt sofort, dafs alle Winkel im Halbkreise, wie
A4bD oder 4BD . .., rechte Winkel sind, und dafls alle Peri-
pheriewinkel B 4b, Bab . . ., die auf demselben Bogen stehen,
gleich grofs sind.

§. 113. (Winkel der Secanten.) Wenn man von ei-
nem Puncte 4 (Fig. 29) aulser dem Kreis zwey gerade, den Kreis
schneidende Linien 4D und 4FE (die man auch Secanten zu
nennen pflegt) zieht, so ist der Winkel 4 dieser Secanten gleich
der halben Differenz der beyden Bogen DE und Be, auf wel-
chen seine Schenkel stehen,

Denn zicht man Bb mit 4E parallel, und den Halbmesser
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CM senkrecht auf Bb und Ee, so wird (nach {. 111.) dadurch
sowohl der Bogen BMb als auch EMe in dem Puncte M hal-
birt, also ist auch

Bogen Be — Eb,
oder die Bogen zwischen zwey parallelen Sehnen sind gleich,

Nach §. 112. ist aber der Winkel D 4E oder DBo gleich

X Db oder gleich 2 (DE — bE); also ist auch der VWinkel

A &= 2 (DE — Bg),

§. 114. (Winkel der Sehnen.) Der Winkel BOD (Fig 30)
zweyer Sehnen 4B, DE ist gleich der halben Summe der Bo-
gen BD und 4E. — Denn ist Bb mit D E parallel, so ist, wie
§. 113, der Bogen BD = b E. Nach {. 112, ist aber der Peri-
pheriewinkel 2Bb oder 4OE gleich dem halben BDogen ALEb
oder gleich £(4E 4 Eb), das heilst, gleich

L(4E -+ BD).
Eben so ist also auch der VWinkel #OD oder BOE gleich
1(4D + BE).

§. 115. (Winkel der Berithrungslinie am Kreise.)
Wenn sich die Sehne 4b (Fig. 28) um den festen Punct 4 auf-
wirts dreht, so riicken die beyden Durchschnittspuncte b und 4
der Sehne mit dem Kreise immer niher an einander, bis sie end-
lich, fiir die Lage 4¢, ganz zusammen fallen, In dieser Lage
triflt die Linie .4¢ den Kxeis nur mehr in einem einzigen Puncte
A4, und wird die Berithrungslinie (auch Tangente) des Kreises ge-
nannt.

Da nach §. 112, der Winkel Bab der beyden Sehnen 4B,
Ab immer gleich der Hilfte des Bogens Bb ist, welche Lage
auch die bewegliche Sehne 45 einnimmt, so wird auch noch fiir
die letzte dieser Lagen, fiir 4¢, der Winkel ¢t 4B gleich det
Hilfte des Bogens Ba 4 seyn, — Eben so wird, wenn die erste
Sehne durch den Mittelpunct C geht, oder wenn sie der Durch-
messer 4D des Kreises ist, der Winkel D 4¢ gleich der IIilfte
des Bogens DBa .4, oder gleich einem rechten Vinkel seyn.
Die Beriihrungslinie 4¢ des Kreises steht daher auf dem Durch-
messer desselben senkrecht.
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Achizehntes Capitel.

Parallelogramme und 1‘cgelmfil'sigc Polygone.

§- 116. (Eigenschalten des Pamﬂ.e!ogr:mum.) Ist
ABCD (Fig. 31.) ein Parallelogramm, und sind 4C, BD die
Diagonalen desselben, so sind, der Erklarung (§. 81,) dieser Fi-
gur zufolge, die gegeniiberstehenden Seiten derselben parallel,
also sind auch die Wechselwinkel (§. 86.) a und ¢, so wie auch
@ und ¢, unter sich gleich, also sind auch (§ 108,) die beyden
Dreyecke 4 BC und 4D C selbst unter sich gleich, das heilst:
In jedem Parallelogramm sind die gegeniiberstehenden Seciten
gleich, und das Parallelogramm wird von jeder der beyden Dia-
gonalen halbirt.

I. Und umgekehrt: ‘Sind die gegeniiberstehenden Seiten ei-
nes Vierecks paarweise gleich, so siud auch (§. 108.) die beyden
genannten Dreyecke gleich, oder es ist a=¢ und d'=¢, d. h,
die gegeniiberstehenden Seiten sind parallel oder das Viereck ist
einParallelogramm. — Parallelen zwischen Parallelen sind gleich,

Il. VVenn auch nur ein Paar der gegeniiberstehenden Sei-
ten, z. B. 4D und BC eines Vierecks gleick und parallel sind,
so ist das Viereck ein Parallelogramm, weil, wegen des Paral-
lelismus dieser beyden Seiten, der Winkel a—¢ und ¢ = c,
also wieder die beyden erwihnten Dreyecke gleich, also auch die
zwey andern Seiten 4B und CD unter sich gleich sind,

III. Die beyden Diagonalen 4 C und BD halbiren sich in
ibrem Durchschnittspuncte O, weil in den Dreyecken 4.1 O und
BCO die Seiten 4D und BC, und die beyden diesen Seiten an-
liegenden VVinkel gleich sind,

IV. In jedem Parallelogramm sind die in der Richtung der
Diagonalen einander entgegenstehenden Winkel unter sich gleich,
oder es ist A =C und B=D.

V. Die Summe der Quadrate der Diagonalen eines Paral-
lelogramms ist gleich der Summe der Quadrate der Seiten des-




§ir1am 209

selben. Denn es ist (ﬁ. 106, Gleichung A)
40 =— 4D* - CD* — 24D .CD Cos 4DC und
BD = AB* |+ 4D* — 24B. 4D CosB4D.

Addirt man diese Gleichungen und bemerkt, dals nach dem

Vm-hergchunden AB = CD und
ADC - BAD = 180% also Cos ADC = — CosB AD

ist, so erhalt man
AC* 4= BD? = 4B* - BC* 4+ CD* 4 4D* oder
AC 4 BD? = 2a(4bB* - BC?).

§. 117. (Aequivalente Parallelogramme.) Parallelo-
gramme sind dquivalent (oder sie schlie(sen gleiche Flichen ein,
§. 83.), wenn sie gleiche Basis und gleiche Hohe haben.

Man nennt aber Hike eines Parallelogramms das Loth DM
(Fig.81), welches von irgend einem Puncle einer Seite desselben
auf die gugomihcrslchcndo Seite A4 B, oder auf die Basis der Fi-
gur gefallt wird, welche Lothe, als Parallelen zwischen Parallelen,
nach §. 116, L alle unter sich gleich sind. Diesem gemals ist
also auch die Hohe eines Dreyecks D A4 B (Fig.31) das Loth, wel-
ches von dem Scheitel D eines Winkels des Dreyecks auf die
diesem VVinkel gcgcni‘nburslchcnde Seite 4 B gefillt wird; welche
letzte Seite dann auch die Basis des Dreyecks genannt wird.

Seyen ABC D und 4B FE (Fig 32) zwey Parallelogramme,
deren gumeinscha[tlichc Basis 4B ist, und von welchen die der
Basis gegeniiberstehenden Seiten C ) und E F in einer einzigen,
der 4 B parallelen Geraden D FE liegen, so dafs demnach jedes
von einem Puancte dieser Geraden D E auf die Basis 4B gefillte
T.oth die Hihe dieser beyden Parallelogramme vorstellt,

Da (nach § 116% L) Parallelen zwischen Parallelen gleich
sind, so 1st :
4B — @D und BN
also auch

¢ DI="FE}
und wenn man zu beyden Seiten dieser Gleichung die Gréfse CF
addirt:
CF = CE.
Uberdiels ist, da 4C und A E Parallelogramme sind ,
AD = BC und 4dF = BE,

Littrow's Anfangsgr. d, gesainmt, Mathems
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also sind auch (§. 108, 1.) die beyden Dreyecke D AF und CBE
unter sich gleich.

Nennt man daher I’ den Flichenraum, den das Viereck
ABED einschlielst, so ist

F— DAF = F — CBE,
oder es ist die Fliche des Parallelogramms 4BEF gleich ‘der
Flache desParallelogramms 4 BCD, d.h. beyde Parallelogramme
sind dguivalent.

Dasselbe findet man auch, wenn der Punct F auf C, oder
auch, wenn er zwischen € und D fillt,

L. Da das TRechteck (§. 81.) nur ein besonderer Fall des
Parallelogramms ist, so sind auch alle Rechtecke dquivalent, die
unter sich, oder auch die mit einem gegebenen Parallelogramm
gleiche Basis und Héhe haben.

1. Da endlich jedes Parallelogramm durch seine Diagonale
in zwey gleiche Dreyecke getheilt wird (§. 1:06.), so ist auch je-
des Dreyeck ABC oder 4B D idquivalent der Hilfte des Paral-
lelogramms ABCD (Fig.31), das mit ihm gleiche Basis und
gleiche Hdohe hat,

§- 118. (Ausmessung des Parallelogramms.) Sey
ABCD (Fig. 33) ein Rechteck, dessen Seiten 4B = CD und
AD = BC sind. VVenn sich die beyden Seiten 4B und 4D
durch irgend eine kleinere Linie A4b = Ad genau ausmessen
lassen, so wird man, wenn man das Quadrat 4bcd construirt,
dieses Quadrat so oft auf die Seite 4B legen kénnen, als diese
Seite A5 die kleineve 4 b in sich enthilt. Dadurch erhilt man
das Rechteck 4Bdn, und dieses Rechteck wird sich wieder so
oft auf die Seite 4D legen lassen, als diese Seite 4 D die klei-
nere Ad in sich enthilt,

Demnach enthdlt die Fliche des Rechtecks 4 BCD das
Quadrat Abecd der kleineren Linie 4b so oft in sich, als das
Product 4B >£ 4D Einheiten in sich enthilt, wenn man die
beyden Seiten 4B und 4D als Zahlen betrachtet, deren Ein-
heit die kleinere Linie 45 vorstellt,

I. Wenn aber die beyden Seiten 4B und 4D unter sich
incommensurahel sind (§. 30, 1), so werden sie sich durch irgend
eine gewihlie Einheit 4b = 4d nicht mehr beyde zugleich ge-
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nau ausmessen lassen, also wird auch das angezeigte Verfahren

Auf- und Neheneinanderlegung der kleinen UuadmLc die ge-

der
ache des Rechtecks 4 BCD nie volli\onuncn erschopfen,

suchte Fli
oder es wird dabey immer noch ein dadurch nicht ausgemesse-

Theil, ein Rest dieser Fliche 4B CD iibrig bleiben. Allein

ner
in diesem Falle die zur Einheit zu wihlende

nichts hindert uns,
Linie 4 b noch kleiner zu machen, und dadurch auch jenenRest
immer mehr und mehr zu vermindern , so zwar, dals er endlich
kleiner wird als jede andere noch :mgebhchu Groflse, oder dafs
er so viel als véllig verschwindet, so dals daher das erwihnte
Verfuhren auch auf diesen Fall angewendet werden kann.

I. Diesem gemifs wird also die Fliiche eines Rechtecks

durch das Product seiner beyden Seiten, oder durch das Product
B. H seiner Basis B in seine Héhe H ausgedriickt werden, wo man
wieder diese beyden Geraden B und H als Zahlen betrachtet, so
dafls die zwey Linien B und H eine andere gegebene kleinere Lii-
nie so oft in sich enthalten, als diese Zahlen selbst Einheiten ent-

halten, indem die kleinere Linie als die Kinheit der Linien be-
5

trachtet wird.

IiL. Demnach ist also auch die Fliche eines Quadrals, des-~
sen Seite A ist, gleich 44 oder gleich 4%

1V. Eben so wird auch die Fléiche eines Parallelogramms,
dessen Basis B und Hohe H ist (nach §. 117, L), gleich demsel-

Len Producte B H seyn.
V. Die Fliche eines Dreyecks aber wird gleich dem halben

Producte seiner Basis B in seine Idhe H, oder die Flache des
Dreyecks wird gleich -5 H seyn, wie sofort aus §. 117, IL. folgt,

VI. Endlich werden sich auch die Flichen zweyer Paral-
lelogramme oder zweyer Dreyecke wie die Producte der Basis
in die Hohen derselben verhalten.

Ist niimlich F die Fliche, B die Basis und H die Hohe des
einen, und bezeichnet F, B, H dieselben Grofsen fir das an-
dere Parallelogramm, so hat man

F:F — BH: BH,
also auch, wenn B= B ist:
F: F=H:H,
und wenn die Hohe H= H’ ist:

Eutuf a8 B3 B
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§-119: (Regelmiifsige Polygone.) Da sich alle Po-
lygone durch I)m"undle ﬂul Dreyecke zuriickfilhren lassen, und
da wir in dem folgenden Capitel die allgemeine Berechnung die-
ser Polygone niiher zu betrachten Gelegenheit haben werden, so
wollen wir uns hier auf die Untersuchung der regelmd fsigen Po-
lygone, d, h, derjenigen Vielecke heschmnlxen. deren Seiten und
VVinkel alle unter sich gleich sind.

Jedes regelmilsige Polygon, wie 4 BCDE F (Fig. 34), hat
in seinem Innern einen Punct O, der von allen Scheiteln 3 bRl A
C, . .. des Polygons gleich weit entfernt ist, und der daher,
analog mit dem Kreise, der Mitlelpunct des Polygons genannt
wird. Denn halbirt man die gleichen Winkel 4, B, Che. v
durch die Linien 40, BO, C0O, . . . so sind die so entstehen-
den Dreyecke 4BO, BCO, CDO, ... alle gleichschenklig,
weil sie die Winkel an ihrver Basis 4B, BC, CD, . , . gleich
haben (§. 110.). Dieselben Dreyecke sind iiberdiels unter sich
glewch , weil sie alle Seiten mit den beyden ihnen anliegenden
Winkeln gleich haben (§. 108, 11L.), alsoist auch 40 = B0 = CO.
und diese letzten Linien werden der Halbmesser (Radius) des Po-
Iygons genannt, den wir durch » bezeichnen wollen,

Daraus [olgt sofort, dafs jedes regelmifsige Polygon in ei-
nen Kreis desselben Radius so eingeschrieben werden kann, dafls
die Scheitel des Polygons in die Peripherie des Kreises fallen —
und dals eben so jedes Polygon einem Kreise so wmschricben
werden kann, dafs alle Seiten in ihrem mittleren Puncte die Pe-
ripherie des Kreises beriihren (§. 115.).

§. 120. (Winkel und Fliche des regelmiifsigen

LJ]\ (ma) Ist AOB = 2a der Winkel des Polygons an sei-
nem Mutclpumte O, und ist eben so

ABC::BCD::CDE...:zﬁ

der Winkel des Polygons am Umfange desselben, oder ist 2 A der

Winkel je zweyer niichsten Seiten des Polygons, so hat man,

wenn n die Anzahl der Seiten 4B, BC, CD, . . . desselben ist:

1800 1800

o ==r——= i d ST =St e
n { n

Da ferner ein Lioth O M aus dem Mittelpuncte O aul eine
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dieser Seiten sowolil die Seite als auch den Winkel 4 OB hal-
birt (§..110.), so ist dieses Loth oder die Hohe des Dreyecks

A0 B gleich ;
OM = rCosa = r Sinf3,

wo wieder » den Halbmesser O 4 des Polygons bezeichnet.
Eben so ist auch jede Seite des Polygons oder die Basis des
erwiahnten Dreyecks 4 BC gleich
AB = 2r Sina — 2r Cosf3,
slso ist auch die Fliche (§. 118, V.) dieses Dreyecks gleich
r* Sina Cos a,
und daher die Fliche F des ganzen Polygons von n Seiten:
F— ni*SinaCosa = tnr*Sinca = Znr*Cos2f3,
oder endlich, wenn man den obigen Werth von a oder 3 sub-
stituirt:
F = ru- Smg{-)ﬂo-.
n
§. 121 (Bestimmung der Seiten des regelmiilsi-
gen [’()]\ u()“-,) Nach dcm Yorhergehenden ist lun ein Po-
ljgon von n Seiten
180 R

a=— und B = qo — 1.
n II () !

Man hat daher fiir ein rcgeiméi[‘sigcg Polygon von

3 Seiten n=3, a=60° 3=230° und daher Cos33—=o,

4 » =i a=—x45" B—45% » » Sin 48 =o,
5 » n=—9, 'a=30%IB=054% =2 » Cos 53 = o,
6 » n—=0, a=380°% =060 »  Sin 6 =0 u. {.

Nennt man aber » die Seite des regelmilsigen Polygons,
und setzt man den Halbmesser r desselben gleich der Einheit,
s0 ist, nach §. 120:

2 = 3 Cosf.

Vergleicht man damit die Ausdriicke, welche wiroben (§.98.)
fiiv die Sinus und Cosinus der vielfachen Bogen gegeben haben,
so hat man (wenn man a, a. O. statt = die Grélse (3, also auch
statt ¢ die Grofse 2 Cos3, d. h. die Grifse 2 setzt)
fiir das regelmilsige Dreyeck . . . Cos33 = o oder

2 — 3 — 04
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fiir das Viereck . . . Sinjf3 = o oder

Th—las—Fr0i,
fiir das Fiinfeck . . . Cos5(3 = o oder
at — 5a* 1+ 5 = o,
und eben so erhilt man auch fiir das regelmifsige Polygon von

6 Beiten , . . 2* — fa* -}~ 3 = o,

Tt

g e oo &0 — gzt - 142 — 7 = 0,

8 » ...a0 — bat 4 202 — 4 = o0,

9 ¥ o2t —gat - 2qa% — 3oz* |- 9 = 0,

10 » o @t — 828 - 212% — 202° -} 6 = o0 u s f,

und aus diesen Gleichungen wird man, durch Auflésung (§. 68.
bis 70.) derselben, den Werth einer Seite x des regelmilsigen
Polygons, in Theilen des Halbmessers desselben ausgedriickt,
bestimmen konnen. Wir wollen hier nur einige derselben in
Kiirze niher betrachten.

1. Fiir das regelmilsige Dreyeck 4 C E 4 (Fig.34) hat man

2 — 3= o0 oder 2= + V3,

das doppelte Zeichen, da man von dem Anfangspuncte 4 eben
sowohl nach €, als auch riickwirts nach E gehen kann, um das
Polygon zu verzeichnen.

Da fiir das Dreyeck a= 60 und == 2 Sina ist, so hat man
auch

Sin6o = /3 und Cosbo == }/1 — Sin*6o0 = 2,
also auch (§. 87, VL)

Sin30 =+ und Cos30 = V3,

geschlossene Ausdriicke fiir die Sinus und Cosinus dieser Win-
kel, die wir oben (§. 104.) nur durch unendliche Reihen gege-
ben haben.

II. Fiir das Viereck ist eben so

z =+ Va2,

also ist auch, da a=—45° ist:
e 1

Sinibi== \/lan—
V2 =

111, Fiir das Fiinfeck ist
2% — Ha* 4+ 5 = o,

Lost man diese Gleichung nach (. 08, I, auf, so findet man
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54+ v06
= + —_

also einen vierfachen Werth fir #, deren je zwey unter sich

gleich sind. Diese Doppelwerthe sind :

= VD_-‘/U = 28in36°, wund

[~

der kleinere . . . & =
s 54-v5 -
der grifsere . . . z = V-—+—-— = 2 §in72°%
2

Theilt man daher die Peripherie eines Kreises in fiinf glei-
che Theile, und bezeichnet die Theilungspuncte durch 1, 2, 24
4 und 5, so gehort der kleinere Werth von 2 fiir die Seite des
Fiinfecks . dessen Scheitel ip den Puncten r, 2, 3, 4 und 5
liegen, der grifsere Werth von z aber gehort fiir dasjenige
Fiinfeck, welches entsteht, wenn man die Puncte R0y LOA
24 und 41 durch gerade Linien verbindet. Vielecke der letzten
Art, die zwey oder mehrmal um die Peripherie des Kreises ge-
hen, werden, nach ihrer Gestalt, sternfirmige Polygone genannt,

Aus diesen Ausdriicken von z folgt zugleich

8in36° = -}Vlo-—_—'mg und Sinna’ = 5\/5_-{:?\775
1V. Fiir das Sechseck ist
¥ — 42 4 3 = o,
welche Gleichung auch so ausgedriickt werden kann :
(z*—1j(a*—3) = o,
daher sie auch den beyden Gleichungen gleichgeltend ist:
2* — 1 = o und
&% — 3 = 0.

Die zweyte gehért, nach Nro. I, fiir das Dreyeck, das man
erhilt, wenn man von den Theilpuncten 1, 2, 3 it bides
Sechsecks die Puncte 13, 35 und 51 verbindet. — Die erstoe aber
gibt =1 fiir die Seite des gewdhnlichen Sechsecks, die also
dem Halbmesser gleich ist, daher man auch hat

i Sine = Sinj3o = =,
Wie zuvor.
Eben so lifst sich die obige Gleichung des Zehnecks, die

Irov T L IS v 4 s
drey Factoren hat, in folgende drey Gleichungen aufldosen:
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2 — b6z 4+ 5§ = o,

a* + 2 — 1 = o,

22— 2 — 1 = 0.
Die erste derselben gehirt fiir das oben (Nro, III.) betrach-
tete Fiinfeck. Die zweyte gibt

z = +(—14V5) = 28in18°,
also die Seite des gewéhnlichen Zehnecks, wenn man die zehn
Theilpuncte 1, 2, 3, . . . 10 des Kreises in ihrer natiirlichen

0

Folge 12, 23, 34, . ... mit einander verbindet. Die dritte end-
lich gibt

r = +(1+4V5) = 2Sin 54",
oder die Seite des sternférmigen Zehnecks, das man durch die
Verbindung der Puncte 14, 47, 7.10, 10.13 u. f. erhilt,

Ahnliche Eetrachtungen lassen sich auch auf die iibrigen
Polygcone fortsetzen,

Bemerken wir noch, dafs alle Seiten dieser Polygone den
Halbmesser derselben gleich der Einheit voraussetzen, VVill
man sich von dieser Voraussetzung befreyen, die nur der gros-
sern Einfachheit wegen eingefiihrt worden ist, so wird man blofs
(nach §.71.) in den vorhergehenden Auasdriicken statt z die Grifse

“ p
= setzen, wenn r den Ialbmesser des Polygons oder des dem

Polygone umschriebenen Kreises bezeichnet. So wird z. B. die
obige Gleichung
Z* + z — 1 =0

fiir das gewéhnliche Zehneck in folgende tibergehen:

x? ol

— 4= — 1 ="0 oder

re r

a* - rz — r* = o,
in welcher auch alle Glieder dieselbe Anzahl von Dimensionen
haben, und fiir die Seite dieses Zehnecks wird man haben

r = -’;(—-1—|-—‘y/5)

§. 122, (V (31‘(!(,)11[](-.'11[_“8 der Seiten des .[){Ji\-g(}llﬁ-)
Um aus der' Seite eines regelmiilsigen Polygons von n Seiten, die
Scite eines von 2a, 4n, 8n, ... Seiten zu finden, verlingere
man das Loth O M (Fig. 34) des ns itigen Polygons ABCL . . .,
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bis es die Peripherie des umschriebenen Kreises in N trifft, und
verbinde diesen Punct N mit 4 und B durch gerade Linien, so
ist jede dieser Geraden AN, NB, ... die Basis eines gleich-
schenkligen Dreyeckes AON, NOB, ... und zugleich die Seite
eines 1'uge!miil'sigen Polygons von 2n Seiten,

Ist dann AB = x die Seite des Polygons von n Seiten, und
AN = NB — 2’ die Seite des Polygons von 2n Seiten, so hat
man, um & aus & zu finden, dic Gleichungen

x — 2r Sina und
z = 2r SinZa,

Setzt man in der ersten dieser Gleichungen stalt Sina die
Grofse 2 Sinta Costa, und eliminirt dann aus beyden Gleichun-
gen die Grolse ;a, 50 ‘erhilt man

&.’q el 4 P2 a‘.’:‘: + ot — o,
und diese Gleichung gibt 2 durch 2, oder umgekehrt,
Lost man diese Gleichung auf und setzt wieder, der Kiirze
wegen, den Radius r=1, so erhalt man
2= Ve — |2t —at
fiir die gesuchte Seite des Polygons von 2n Seiten.
I Daraus folgt sofort, dals die Seite eines Polygons von

l

4n Seiten gleich ist 2"

8 HA » » > O£ =

16n » » b A ——

Substituirt man diese Werthe von « 22", .. in einander,
so erhilt man z. B, fiir die Seite 2" des Polygons yon 16n Seiten

2=V [2—V[24 V4V (24 Ve —ay)l].

§. 123. (Aus dem einem Kreise eingeschriebenen
Polygon das ihm umschriebene zu finden.) Ist 4BC
(Fig. 34) das eingeschriebene, und ab¢ das umschriebene Poly-
gon von derselben Seitenzahl, so hat man, da die Gerade 6 N
sowohl als auch B M auf O N senkrecht steht, in den zwey recht-
winkligen Dreyecken O BM und Ob N

BM = 1z = rSina und
Nb = X = r'langa,

1
a




!
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wenn & = 4B die Seite des innern, und X = @b die des ius-
sern Polygons bezeichnet.
Da aber, nach §. 95, L
Sin a = gﬁ:f“;a -
1+ Tang?«

ist, so crhilt man durch Elimination dér Gréfse = aus den bey-
den vorhergehenden Gleichungen:

JY’:. 2 — 4 r (X: __VL.]},
alsa auch

X — 2rY '1” :
Viir: — a=
und eben so
arX
e — prasecr e e o
qre —I— Xz

§. 124. (Achnlichkeit der Polygone.) Wenn man in
irgend einem Polygon 4 BCDE (Fig. 35) die Endpuncte 4 und
L einer seiner Seiten 4 B, die wir die Basis nennen wollen, mit
allen iibrigen Winkeln C, D, E durch gerade Linien verbindet,
so entstehen so viele Dreyecke an der Basis, als das Polygon Sei=
ten hat, weniger zwey.

Nennen wir

A, B die VWinkel an der Basis in dem Dreyecke ABC,
ALTB iy » » » » Gy » ABD,
AL B » y  » » y v » ABE u. f.

Kennt man dann die Seite 4 B = a, so wie die genannten
Winkel 4, 4, 47, ... und B, B, BY, ... so wird man, nach
§- 109, alle diese Dreyecke, also auch die Seiten BC, CiDglis. 5y
und die Diagonalen 4D, BE, .. . des Polygons durch Rech-
nung bestimmen kénnen,

So hat man z, B, fiir die Seite BC den Ausdruck

Sin 4

B =a ————,
Sin (44 5)

und eben so fiir die Diagonalen 4C, 4D, . . .
Sin B Sin B’

T T AD — g ——— . 5. W.
Sin (A4 8)® Bl

AC = a o
Sin (A4 5
 ezo10] . 3 1 : 2
Bezeichnet man demnach durch a irgend ecine dieser Seiten,

oder auch irgend eine dieser Diagonalen, so wird, wie aus den

- — e e ——— it
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vorhergehenden Ausdriicken erhellt, die Grofse — cine blolse

Function der Winkel 4, 4, 47, ... und B, B Bt seyals
oder man wird haben

x ’ " = A

Ee— i AN S i Wep st i),

(73

Wenn man dann mit denselben Winkeln A, v T

B, B, ... aber mit einer andern Seite, z. B. mit der Scite
A= da, ein zweyles Polygon Afyde verzeichnet, so werden
(nach §. 83.) beyde Polygone einander @hnlich seyn. Nennt man
aber ' die mit 2 homologe (gleichliegende) Seite oder Diagonale
in dem zweyten Polygon, so wird man aus demselben Grunde
auch die Gleichung haben

x : ' " '

2= Fl(d, LhTde gy o By By,

(r3
und aus diesen zwey Gleichungen folgt sofort

x x

-_—— =9

@€ @

das heilst: in dhnlichen Figuren sind die homologen Seilen und
iiberhaupt alle omologen Linien unter sich proportionirt.

1. Es ist fiir sich klar, dals das zweyte Polygon AByde
auch aufser der ersten Figur liegen kann, wenn nur die VWinkel
bey B 7y &y o+ - it denen bey B, €, D, . . . in dem ersten
Polygon gleich grofs genommen werden, — Darauf griinden sich
die Aufpahmen mit dem sogenannten Me/stische (. 141.).

11, Sind iiberhaupt @, b, ¢, . . . die Seiten des einen, und
a, b, ¢, ... die homologen Seiten des anderen, jenem @hnli-
chen Polycons, so hat man

@S fe= @i}
@ a=bab,
wilaie id=iel puddomstay
also auch
z:d =a+btct...a +b FH...,
das heilst: die Perimeter ihnlicher Figuren verhalten sich wie ihre
homologen Linien.

1II. Eben so, wie man aus der Basis @ und den an ihr lie-
genden Winkeln 4, 4, . .. B, B, .. . alle Seiten der Drey-
ecke ABC, ABD, . .. berechnen kann, wird man auch dic

Flichen dieser Dreyecke durch Rechuoung, also auch die Fliche
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des ganzen Polygons bestimmen. Nenntman daher F diese Fliche
des Polygons, so wird auch die Grifse

F

22
eine blofse Function jener erwihnten Grifsen seyn, oder man
wird haben

—— ?, (_rf, Al, e B, }.‘:F, Y .),

wo wieder ¢ das Zeichen der Function ist. Ganz aufl dieselbe
Weise wird man auch in einem zweyten, jenem iihnlichen Poly-
gon haben :

g O ' .
—::g’;.(zf, /!,...B, H,...),
x'%
- ) 2t
woraus wieder folgt = =l

das heilst: die Flichen dhnlicher Figuren verhalten sich swie dic
Quadrate ihrer homologen Linien.

IV. Um daher auf einer gegehenen Geraden 48, auch aus-
ser der Figur 4 BCD E (Fig. 35), eine dieser Figur dhnliche zu
verzeichnen, theilt man die gegebene Figur durch Diagonalen in
Dreyecke, und setzt dann auf 43 ein Dreyeck 43y ihnlich dem
ABC; ferner auf Ay ein Dreyeck 4y 5 dhnlich dem 4CD; dann
auf 46 ein Dreyeck 40de dhnlich dem ADE u, f., so werden
beyde Figuren einander ihnlich seyn.

V. Da alle regelmifsigen Polygone, wenn sie dieselbe Sei-
tenzahl haben, unter sich ihnliche Figuren sind, so wird der
aufgestellte Satz auch von ihaen gelten, und ehen so auch von
jedem Kreise, dem das eingeschriebene regelmilsige Polygon im-
mer niher kommt, je grilser die Anzahl der Seiten desselben
ist, so dals also Kreise als regelmifsige Polygone von unzihlig
vielen Seiten zu betrachten sind; daher auch die Peripherien
zweyer Kreise sich wie ihre Durch- oder Halbmesser, und die
Flichen derselben sich wie die Quadrate ihrer Halbmesser ver-
halten. Da aber die Zahl 2 z (§. 103.) die Pevipherie eines Krei-
ses bezeichnet, dessen Halbmesser die Einheit ist, so wird dem-
nach fiir einen Kreis, dessen Halbmesser r ist, die Peripheric

gleich 2rx, und die Oberfliche desselben gleich zrrr({):r? -

S(‘}'II,
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§. 125. (rlnclltung eines gleichschenkligen Drey-
eckes auf einer gegebenen Geraden.) Indem wir nun zu
den Anwendungen clcx \01]1(.1 gehenden geometrischen Siitze iiber-
gehen, wie sie in der Geodésie (Feldmessung) Statt haben, wol-
len wir zuerst die Auflosungen einiger hicher gehm'cndun Pro-
bleme vorausschicken.

Um auf einer gegebenen Geraden AC (Fig. 4) ein gleich-
schenkliges Dreyeck zu errichten, beschreibe man.mittelst des
Zirkels (dessen Kenntnifs und Gebrauch hier voransgesetzt wird)
aus den beyden Endpuncten 4 und € mit einem willkiirlichen
Halbmesser ((")i'f'nun*r des Zirkels) zwey Kreise, oder auch nur
zwey kleine Kreisbogen, die sich irgendwo, in dem Puncte B,
bi,huuuh:n, und verbinde dann den Punct B mit 4 und C, so ist
A BC das verlangte gleichschenklige Dreyeck.

Nimmt man die Offnung des Zirkels gleich der gegebenen
Linie 4C, so erhilt man ein gleichseitiges Dreyeck 4 B C.

Kleiner als + 4 C aber kann man diese 01T|11.1ng nichtnehmen,
weil sich sonst dic Bogen nicht mehr schneiden wiirden, oder
weil (§. 106, IIL.) in jedem Dreyecke die Summe zweyer Seiten
grofser seyn muls, als die dritte.

126. (Einen gegebenen Winkel 48C (Fig. 50)

lx: ‘“JhL‘[l) Man nehme 4B=4C. ziehe BC, und errichte

iiher B.C (nach § . 125.) ein gleichschenkliges Dreyeck BDC, so
halbirt die Gerade D A den YWinkel B 4 C.

Durch neues Halbiren der Winkel BAD und D AC wivd

man den gegebenen VWinkel BAC in 4, und ¢ben so in &, 106,

@

2, .« . gleiche Theile theilen.
Die Griinde fiir die Richtigkeit bey diesem und bey dem

nichstfolgenden Verfahren folgen unmittelbar aus dem Vorher-
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gehenden auf eine Weise, die zu einfach ist, als dafs sie hier
besonders angefiihrt werden sollte,

§. 127. (Eine gegebene Gerade B C (Fig. 56) hal-
])11(}[1) Man bcsclnubc iiber ihr ein gleichsehenkliges Dreyeck
B €D (nach . 125.), und halbire dann den Winkel D (nach §. 126)
durch die Linie DE, so ist BE=EC. — Oder auch: man be-
schreibe iiber und unter der gegebenen Geraden B C ein gleich-
schenkliges Dreyeck BCD und BAC, und verbinde die Puncte
A und D durch die Linie 4D, welche letzte die BC in E halbirt,

§. 128. (Durch einen gegebenen Punct Cin, oder

C" aufser einer Geraden MV (Fig. 37) auf h“ner Ge-

raden ein Loth {Jl‘llChtCl].) Man beschreibe aus C oder C'

mit einem willkiirlichen Halbmesser einen Kreisbogen, der die
Gerade MN in zwey Puncte 4 und B schneidet, und errichte
iiber 4B eir gleichschenkligen Dreyeck 4 B D, so ist DC'C das

gesuchte Loth,

6. 129. (An (Iem Endpuncte 2 (Fi"‘. 58) einer Ge-
raden 4B, ohne sie zu verlingern, ein Loth errich-
[;(-,-“.) Man lmsohrmlm aus irgend einem Puncte O mit dem Halb-
messer OB einen Kreis so, dals derselbe die Linie A4 B irgendwo,
z.B. in a schneide, ziehe dann den Durchmesser a O D und ver-
binde D mit B, so ist BD das gesuchte Loth (Ot
Einfacher wird man diels auf blofs mechanische Weise durch
das Winkelmafs, durch eine in Gestalt eines rechtwinkligen
Dreyckes ausgeschnittene Platte von Holz oder Metall, wie 4 D C
(Fig. 37) darstellen. Man priift dasselbe, indem man die eine
Seite 4 C desselben an eine mit Sorgfalt gezogene Gerade M N
anlegt, und die Linie CD (mit einem Stifte) zieht; dann das
Winkelmals so umlegt, dafs die Seite 4 C desselben nach CB in
dieselbe Gerade M N fallt, wo dann die andere Seite C D des
Winkelmalses wieder genan auf die friher gezogene Gerade CD
fallen mufls, wenn der VWinkel 4 C D des Instruments in der That
ein rechter ist.

§- 130. (Aus drey gegebenen Geraden ein Dreyeck
construiren.) Ist BC (Fig. 23) eine dieser Geraden, so be-
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schreibe man aus B mit der zweyten Geraden (die gleich 4 B ist)

als Halbmesser cinen Kreishogen, und eben so mit der dritten
Geraden (die gleich €4 seyn soll) als Halbmesser aus C einen
reishozen: beyde Bogen schneiden sich in einem Functe 4,
Kreisbogen; bey
wo dann 4 BC das gesuchte Dreyeck ist.

Wegen §. 106, 1IL. miissen yon den drey Geraden zwey

zusammen grofser als die dritte seyn.

3 - T
§. 131. (An einem gegebenen Punct 4 (Fig. 50)
. s » TR 1 .
einer Linie M NV einen Winkel von gege bener Grofse

(r) Cl'l“:.lti.li_:!;:.) Man ziche in dem gwch*ncn YWinkel bac=a
willkiirlich die Gerade bc¢, wodurch man ein Dreyeck mit dem
gegebenen Winkel @ erhilt. Dann nehme man auf der gegebenen
Geraden M N die Linie 4C—ac, und errichte iiber 4C (nach
. 130.) mit den drey Seiten ac, ab und be¢ das Dreyeck 4 BC,
s0 ist der Winkel B AC = a.

ey

I. Einfacher erreichit man dasselbe, auf blofs mechanische
Weise, durch den sogenannten Transporieur, oder durch einen
von einer Metallplatte ausgeschnittenen Halbkreis, dessen Peri-
pherie in die einzelnen Gra :T getheilt ist.

Il. Genauer aber noch durch den Mafsstab (§. 132.) mit
Hiilfe der trigonometrischen Tafeln (§. 104.). Soll man z, B, einen
Winkel von 50°36° verzeichnen, so zeigen diese Tafeln, dafs
die Tangente dieses VWinkels gleich 1.2174 ist. Man nehme da-
her auf der Geraden 4 M (Fig. 40), in deren Puncte A dieser
Winkel errichtet werden soll, mittelst des Malsstabes die Linie
AB=1000 (oder genauer gleich 10000), ervichte in B das Loth
BD, und nchme auf diesem Lothe die Linge BC=1217 (oder
genauer gleich 12174), und ziehe dann die Gerade 4C, so ist
B A4C der verlangte VWinkel von 50°30'.

0. 182. (Verjiingter Malsstab und Vernier.) Wenn
man die Seite 4D (F w. 41) eines Rechteckes in eine Anzahl,
z. B, in drey gleiche Theile 4B, BC, CD, die einzelne Zolle
vorstellen sollen, und einen dieser Theile C ) wieder z. B, in
vier gleiche Theile theilt, wihrend die andere Seite DI des
Rechteckes etwa in Ffiinf gleiche Theile getheilt wird, und wenn
man dann die Parallelen und die Diagonalen 11 D, ilr, In

§ sawy
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wie die Zeichnung zeigt, zieht, so kann man darch eine solche
Yorrichtung den Zoll nicht nur in seinem vierten, sondern selbst
in seinem zwanzigsten Theile noch genau messen. So hat man
z. B. wenn man mit einem Zirkel die Weite 4/ C nimmt, die Linge
von zwey Zollen, aber die VWeite

Al betragt 21 Zolle,

All » 2% »
Alll » 2—2- »
und eben so ist auch die Weite
bm gleich 1 |+ 3 4+ = — 1. Zolle,
an » 2 -+ - %‘ = 2=
er » 0+T+%:% » 115 5y

wie diels alles fiir sich klar ist. VViirde man die beyden Seiten
CDund DD in zehn gleiche Theile theilen, so wiirde man da-
durch noch den hundertsten Theil eines Zolles angeben kionnen u. f.
Eine solche Vorrichtung wird ein verjingter Malsstab genannt,
da die Linien 4B, BC, CD, . . . eben so gut Zolle, als Fufse
oder selbst Meilen bedeuten konnen, wenn man z. B: grolsere
Theile der Oberfliche der Erde durch eine Zeichnung von ge-
ringem Umfange im Kleinen darstellen will.

Sey eben so der Theil O X einer Geraden oder auch eines
Kreisbogens 4B (T'ig. 42) in 10 gleiche Theile, z B. in dem
letzten Falle in 10 Minuten getheilt, so dals also jedes Intervall
OT, 111, ILIII, , . . eine Minute betrage.

Neben, oder hier unter ihm, sey der concentrische Kreis-
bogen o.10 angebracht, der sich an dem festen Bogen 0.X vor-
und rickwirts bewegen lilst. Dieser letate Kreishogen o 10 be-
trage aber in seiner Liinge nur eben so viel, als g Intervalle des
oberen Bogens, und sey dem ungeachtet ebenfalls in 10 gleiche
Theile getheilt, 01,12, 23, . .., so dals also jeder Theil des
unteren Bogens nur % eines oberen Theiles, d, h. nur -2 Minute
oder 34 Secunden betrdgt. Legt man daher die Leyden Bogen
so neben einander, dals die ersten Theilstriche Qo coincidiren
oder eine einzige Gerade bilden, so wird die Distanz der beyden
Theilstriche T und 1 der beyden Bogen gleich 6 Secunden; die
Distanz der Striche II und 2 gleich 12 Secunden, die der 1II und

3 gleich 18 Secunden seyn u.s. f., so dals man daher mit einer
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solchen Vorrichtung noch Winkel von 6 Seeunden messen, oder

dafs man damit grofsere Winkel bis auf 6 Secunden genau be-

stimmen wird, obschon der obere Kreis selbst nur in einzelne

Minuten getheilt 1st, Diese sinnveiche Einrichtung wivd Fer-

nier genannt,
§. 133. (ﬂ)m("l einen gt ‘”‘(‘ni“l‘ n Punct M (Fig. 43

miteiner fu""u‘cicrf.i shen.)
he durch den Punct U die Gerade M C willkiirlich, so dals

gegel benen Ge ,ﬁu-urf-"f'(m.s

Man zie
sie die ab in 11‘gisml einem Puncte C schneide, und mache dann
(nach dem Vorhergehenden) den Winkel @ gleich dem Winkel y,
so ist 4 C die gesuchte Parallele.

.- yorN

,I.'r_\:,, ‘_1; o o v, ’ e T 3
I‘IIU :z-w:a‘l-\, AD }e if.,. n) in eine ‘_;‘oge—

rade 4 D unter irgend einen nicht zu kleinen VWinkel an einem
der Endpuncte 4 der Geraden 4bed, verbinde die beyden an-
deren Endpuncte d und D, und ziehe durch b und durch ¢ (nach
g,. 133.) die mit C D parallelen Geraden b B und ¢C, so sind B
und C die gesuchten Theilungspuncte der Linie 4 D.

VVill man die gegebene Gerade 4D in eine gegebene Anzahl
gleicher Theile theilen, so nehme man auf einer anderen Geraden
AN die willkiirlichen, aber gleichen Theile 4b=be=cd,...,

'll['ll]. YEr fahre ‘\HC zuyor,

§. 135. (Zu drey cecebenen Linien «, &, ¢ die

5 - J b') o) J
erte i_".I)E!:)i'l.li_nlrl;_{, inden.) Man trage auf dem Schen-
kel AN (Fig. 44) eines willkiirlichen Winkels die erste Linie

Ab=a, auf den zweyten Schenkel 4 D die zweyte Linie 4/ B=5,
und wieder auf den ersten Schenkel die dritte Linie be=¢, ver-
binde die Puncte b und B, und ziche durch ¢ mit b B die Paral-
lelen ¢C, so ist BC die gesuchte vierte Proportionale (§. 37.
und 107, IIL),

I\ 130, (,f wischen zZwey Geraden 4P und P8
(Fig. 45) von gegebener Grolse eine mittlere geome-
lll*:t‘ll(" l’tupmtnmalﬂ (§.38, L) [inden.) Man beschreibe

Liltrow's Anfangsgr. d. gesammt, Mathem 15
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iiber dex Summe 4 B der zwey gegebenen Geraden als Durch-
messer, einen Halbkreis 4 M B, und errichte in ihm auf B A
durch den Punct P das Loth PM, so ist PM die gesuchte mitt-
lere Proportionale zwischen AP und PB, oder es ist (§. 92, IL
und §. 112, L)

AP : PM —= PM : PB,

§. 137. (Ein Quadrat verzeichnen, das der Summe
von zwey gegebenen Quadraten gleich ist) Sind e
und b (Fig. 46) die Seiten der zwey gegebenen Quadrate, so
stelle man sie in einem ihrer Endpuncte rechtwinklig zusammen,
und verbinde dann ihre anderen Endpuncte durch eine Gerade 2,
so ist

z* = a* -+ b,
also auch z die Seite des gesuchten Quadrats,

Setzt man an den Endpunct der Linie @ eine driite Gerade ¢
rechtwinklig an, so ist die Linie », welche die Endpuncte der
Geraden x und ¢ verbindet, oder so ist

Jyt = 2* |- ¢*, also anch

J,z — a? + b= + L‘:,
oder y ist die Seite eines Quadrats, das der Summe von drey
snderen Quadraten gleich ist.

Zieht man eben so d senkrecht auf 5, so ist

n
@

o* - d*, also auch
@+ bt 4o
oder z ist die Seite eines Quadrats, das vier anderen Quadraten
gleich ist u, £ Fiir a=0=¢=d =1 that man
v
z =\ a, ry=V3, s=V4=2 us w

Da die Flichen aller éhnlichen Figuren sich wie die Qua—
drate ithrer homologen Seiten verhalten (§- 124, IIL V.), so wird
man in dem Vorhergehenden statt den Linien a, b, ¢, ... auch

die homologen Seiten von dhnlichen Figuren, z. B. die Seiten

0l

E2]

oder die Halbmesser yon regelmifsigen Polygonen oder auch die
Halbmesser verschiedener Kreise substituiren kénnen, und da-
durch Polygone oder Kreise erhalien, deren Fliche gleich ist
der Summe der Flichen von 2, 3, 4, . . . anderen dhnlichen
Polygone oder der Summe der Flichen von eben so viel Kreisen.
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§. 138. (Theilung eines Parallelogramms in vier
3111'{(}1'9,} VVenn man in einem Parallelogramme 4 B CD (Fig. 47)
duarch irgend einen Punct der Diagonale 4 C zu den beyden Sei-
ten des Parallelogrammes Parallelen zieht, so entstehen vier
Parallelogramme, von welchen die beyden @ und a’, durch welche
die Diagonale nicht geht, unter sich gleich sind.

Denn da die Diagonale des Parallelogramms halbirt, so ist

das Dreyeck ABC = 4DC,
und eben so ist m=m
and n = n,

also ist auch
ABC — m — n = ADC — m' — n';
das heifst, die Parallelogramme, durch welche die Diagonale

A C nicht geht, sind gleich.

§.139. (Ein gegebenes Dreyeck in ein Parallelo-
oramm verwandeln, das mit jenem dieselbe Fliche
hat.) Sey 4 BC (Fig. 48) das gegebene Dreyeck. Halbire 4B
in E, und ziehe durch C die Parallele CF mit 4B, und durch
E und B zwey willkiirliche, aber unter sich parallelen Linien
ED und BF, so ist das Dreyeck A BC iquivalent {\\ 83.) dem
Parallelogramme BDEF, da beyde Figuren dieselbe Linge ha-

ben, und da die Basis des Parallelogramms die Hilfte der Basis

des Dreyeckes 1st.

§. 140. (Ein gegebenes Dreyeck in ein Parallelo-
gramm verwandeln, das einen gegebenen Winkel 4
und eine gegebene Seite « hat.) Sey das gegebéne Drey-
eck ABC (Fig. 49). Man nehme bey der vorhergehenden Ver-
zeichnung den VVinkel BEDe A, und verlingere die in E hal-
birte Linie 4 B, bis BH==a ist, und ziche durch H die mit D E
oder BF parallele Gerade NHK, durch C die mit 4 B parallele
CK, und durch K und B die Gerade K B, die der \'L;rliingcrtcu
DE in L begegnet, so entsteht ein Parallelogramm DL KN, das
durch die Diagonale KL und durch die Gerade E H in vier an-

dere Parallelogramme getheilt wird, von welchen (nach §.138.)
5 *
12
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die beyden EF und BN unter sich und mit dem gegebenen Drey-
ecke 4 B C dquivalent sind, und von welchen das letzte BN den
gegebenen Yinkel BN = 4, und die gegebene Seite BH—=MN =a
hat,

I, Demnach lilst sich auch jede Figur in ein Parallelogramm
von ecinem gegebenen VVinkel und einer gegebenen Seite verwan-
deln, da man jede Figur durch Diagonalen in Dreyecke theilen,
und das erwihnte Verfahren fiir jedes einzelne Dreyeck der Figur
ausfithren kann. Die so erhaltenen einzelnen Parallelogramme
werden dann, mit den gleichen VWinkeln an einander gestellt,
das gesuchte, der Figur dquivalente Parallelogramm geben.

II. Nimmt man den gegebenen Winkel A gleich einem rech-
ten an, so lilst sich auch jede Figur in ein Rechteck von einer
gegebenen Seite verwandeln,

Ill. Um endlich auch jedes Parallelogramm 4 B C D (Fig.31)
in ¢in Quadrat zu verwandeln, suche man zwischen der Basis
AB=b und der Hohe D M=h des Parallelogramms (nach §. 136.)
die mittlere geometrische Proportionale @, so ist a die Seite des
gesuchten Quudz'uts, das dem gegehenen Parallelogramme dqui-
valent ist, da man hat:

bt T el
oder
bh = a®.

§. 141, (Der Melstisch.) Ehe wir nun zu den eigent-
lichen Problemen der Geodisie iibergehen, wird es angemessen
seyn, die vorziiglichsten, besonders die fiir die VWinkelmessun-
gen auf dem Felde bestimmten Instrumente, ihrer Einrichtung
und ihrem Gebrauche nach, hier kurz anzufiihren,

Der Mefstisch (Fig, 50) besteht aus einer ebenen, mit Papier
bespannten Tafel, die auf einem Fulsgestelle in jeder Richtung
horizontal befestigt werden kann. A4 ist die crwihnte Tafel:
@, &'y & sind die drey Fiilse des Gestells, die unten mit eisernen
Spitzen versehen, und an ihrem oberen Ende an dem Cylinder B
so befestiget sind, dals sie verschiedene Stclluugcn gegen einan-
der ¢innelimen kinnen, um dadurvch die Tafel 4 auf jedem Fuls-
boden in eine horizontale oder iiberhaupt in eine gegebene Lage
zu bringen. Bey n ist eine sogenannte Schraube ohne Ende,
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die man dem Getriebe B des Cylinders durch den Druck einer
Stahlfeder nihert, .damit die Schraube in das Gewinde eingrei-
fen, und dadurch die Tafel 4 in ihrer Lage um die verticale
Axe np oder Bp etwas gedreht werden kann. An dem unteren
Theile des Cylinders B sind noch drey Arme o, o', o” angebracht,
durch deren jeden eine Schraube geht, deren oberstes Ende man,
durch Drehung des Handgriffs p, p'; p”, der unteren Seite der
Tafel 4 sanft nihern kann, um dadurch dieser Tafel eine drey-
fache, sichere Unterlage zu geben,

Eine nihere Beschreibung und weitere Vorschriften iiber
den Gebrauch dieses einfachen Instruments findet man, z. B. in
J. J. Mayer’s Unterricht zur pract. Geometrie, Vol. I. Cap. VII,,
oder in Netto's Lehrbuch des Aufnehmens mit dem Mefstisch.
Berlin 1822,

Hier wird es geniigen, zun bemerken, dals man auf diesem
Tische um einen gegebenen (etwa durch eine in den Tisch ein-
gesteckte Nadel bezeichneten) Punct ein Lineal dreht, um das-
selbe nach den verschiedenen Puncten der Umgegend zu richten,
wo man dann diese Richtungen des Lineals auf dem Tische mit
einer Bleyfeder bezeichnet, und dadurch die WWinkel erhilt,
welche diese Hichtungen, in dem gegebenen Punct, unter sich
bilden. Dieses Lineal ist an seinen beyden Endpuncten mit zwey
kleinen, in ihrer Mitte durchbrochenen; Rechtecken (oder mit
sogenannten Dioplern) verschen, um durch die (’_lbﬂ'mmgen der-
selben die Puncte der Umgegend genauer fixiren zu kénnen, —
Anwendungen dieses Instruments werden wir sogleich weiter un-
ten kennen lernen.

§. 142 _(E—_]er '_E‘heo(_}Uii[.) Dieses vorziiglichste Instru-
ment der Geoditen besteht in seinen wesentlichsten Theilen aus
einer horizontalen Scheibe 4 B (Fig. 51), und aus einem mit ei-
nem Fernrohre CD E verbundenen verticalen Kreise FG. Die
horizontale Scheibe lifst sich um ihre fixe verticale Axe &, und
der verticale, mit dem Fernvohre fest verbundene Kreis lilst
sich um seine horizontale Axe CH drehen, so dals demnach,
durch diese doppelte Drehung, das Fernrohr auf jeden Punct
in und iiber dem Hovrizont gestellt werden kann,

Diese horizontale Axe CH ruht auf vier, in der Zeichnung
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sichtbaren Stiitzen, die an ihrem unteren Ende mit dem horizon-
talen Kreise 4 B fest verbunden sind, und sich daher zugleich
mit diesem Kreise bewegen. Das Fernrohr CD E aber ist in sei-
ner Mitte ) unter einem rechten Winkel so gebrochen, dals ein
im Innern des Rohrs, bey D, aufgestellter Planspiegel, die von
dem Gegenstande auf das Objectivglas I -fallenden Strahlen in
der Richtung CD auf das Ocular C, und von da in das Auge des
Beobachters bey C reflectivt, Durch diese Einvichtung sieht also
das Auge alle Gegenstinde, welche Hdhe iiber dem Horizonte
sie auch haben mégen, durch das Fernrohr immer in der hori-
zontalen Richtung C H.

Das ganze Instrument ruht auf einem Dreyfufs, der an sei-
nen Enden von drey starken Schrauben getragen wird, deren
Miitter mit ihren conischen Enden in den Boden, auf welchen das
Instrument gestellt wird, fest eingreifen. Zur Schonung dieser
stihlernen Endspitzen stellt man sie auf kleine, tellerformige Un-
terlagen ¢, d, e, die an ihrer oberen Seite kleine Vertiefungen
haben, in welche jene Spitzen genau passen.

An der unteren Seite dieses Dreyfulses ist eine dreyarmige
Stahlfeder (von welcher man zwey Arme zu beyden Seiten von b
sieht) durch drey Schrauben befestiget (von welchen zwey bey
S und g sichtbar sind), Aufl der Mitte dieser Stahlfeder ruht die
eigentliche verticale Axe ba des Horizontalkreises 45, welche
Axe von dem hollen, an den Dreyfuls befestigten Cylinder K
umgeben ist.

Beyde Kreise, der horizontale 48 und der verticale FG,
sind an ihrem Rande in Grade und Theile des Grades getheilt,
und iiber diesen Theilungen ist ein fixer metallener Arm (die Ai-
hidade), in der Richtung der Halbmesser dieser Kreise, befe-
stiget, der an seinem dulsersten Endpuncte, bey m und n, einen
Vcr'm'cr‘(§. 132.) triigt, um dadurch die Stellung.der beyden Kreise
genau angeben zu konnen. Die eine dieser Alhidaden m ist an
dem erwihnten hohlen Cylinder K bey a befestigt, und die an-
dere n wird durch ein an dem Horizontalkreise 4B angebrachtes
Gestelle p g getragen.

Um mit diesem Instrumente einen Gegenstand zu beobach-
ten, dreht man den horizontalen Kreis in seinen Cylinder K, bis
der Gegenstand in die Verticalebene des Hohenkreises F'G kommt,
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and dreht dann diesen Hohenkreis sammt seinem Fernrohre, bis
der (Jcrrcnshml in dem Felde des Fernrohrs, und zwar in dem
Durchschnitte der beyden Kreuzfiden erscheint, die in dem
Brennpuncte dieses Fernrohrs ausgespannt sind. In dieser Lage
gibt die Alhidade m des Kreises AB die horizontale, und die
Alhidade n des Kreises F'G die verticale Richtung des Gegenstan-
des auf dem getheilten Rande der beyden Kreise an.

§. 143. (Rectification des Theodoliten.) Fhe man
aber mit einem solchen Instrumente zu den Beobachtungen iiber-
geht, muls es zuerst in allen seinen Theilen berichtiget oder
rectificirt werden

1. Zu diesem Zwecke mufls zuerst der untere Kreis 4B
horizontal, oder was dasselbe ist, seine (auf die Ebene dieses
Kreises schon von dem Mechaniker genau senkrecht gestellte)
Axe ab muls vertical gestellt werden, Diels geschieht mittelst
einer YWasserwage (Libelle), die man auf die horizentale Dre-
hungsaxe C H aufstellt, nachdem man diese Axe nahe in die Rich-
tung von zwey der drey untersten, grofsen Fuflsschrauben des
Instruments gebracht hat.

Man bringt namlich, durch Drehung der einen dieser zwey

Fulsschrauben, die Luftblase der Libelle an einen beslimmten
'l heilpunct, z. B. an den Punct 10 der Glasrihre Dann wendet
man den Kreis 4 B nahe um 180 Grade, so dals die Axe C H wie-
der nahe mit denselben zwey Fulsschrauben parallel wird. Ist
die Blase, bey dieser zweyten Stellung des Instruments, nicht
mehr bey dem fritheren Theilpuncte 10, sondern z B. bey 18,
s0 bringt man sie, durch eine jener zwey Fufsschrauben, auf das
Mittel jener zwey Zahlen, also hier auf 14, da Z (1o418) =14 ist,

Dann dreht man den Kreis 4B blofs um go Grade weiter,
so dafs die Axe CH jetzt durch die driite jener Fulsschrauben
geht, und bringt auch hier, aber blo/s mittelst der Bewegung die-
ser dritten Schraube, die Blase wieder auf den letzten Theil-
strich 14.

Dadureh hat man das Instrument dahin gebracht, dals die
Libelle in allen Lagen des Kreises 4 B, immer densclben Theil-
punct 14 zeigt, zum Zeichen, dafs dieser Kreis nun selbst hori-
zontal ist.
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. Gewohnlich wird man, wenn der anflingliche Fehler des
Kreises 4B zu grols ist, dieses Verfahren einige Mal wiederho-
len miissen, wodurch dann der Fehler bald sehr klein wird und
endlich ginzlich verschwindet.

Will man dann auch, nach hergestellter Horizontalitit die-
ses Kreises, die Libelle selbst noch genau rectificiren, so wird
man nur, mittelst der eigenen Correclionsschraube dieser Libelle,
die Luftblase derselben genau auf die Mitte der Glasrihre, oder
auf den Theilstrich Null zuriickfithren, obschon diefs nicht noth-
wendig ist, da es schon, wie man aus dem Yorhergehenden sieht,
geniigt, wenn die Lnfiblase, fiir den horizontalen Stand der Li-
belle, nicht zu weit von der Mitte der Glasréhre entfernt ist.

II. Um dann auch die Drehungsaxe CH des Verticalkreises
F @ horizontal (und sonach diesen Verticalkreis selbst genau senk-
recht auf den Horizont) zu stellen, wird man (bey unverinderter
Lage des unteren Kreises 4 B), dieselbe Libelle zuerst in einer,
und dann auch in der entgegengesetzten Lage auf dieser Axe CH
aufstellen, so dals dasselbe Ende der Libelle zuerst nach €, und
dann nach H zu stehen kommt. Steht die Blase, in beyden La-
gen der Libelle, bey verschicdenen Theilstrichen, z. B. bey 12
und 18, so wird man sie wieder auf das Miltel = (12 4-18) = 15
bringen, und zwar (mittelst cigener dazu bestimmten Corrections-
schrauben) durch Verlingerung oder Verkirzung der oben er-
wahnten vier Stiitzen, auf welchen die Endpuncte C und H die-
ser Axe ruhen, — Auch diese Operation wird man, wenn es
nothig ist, wiederholen, bis der noch iibrige Fehler unmerklich
wird,

III. Um endlich auch das Fadenkreuz im Brennpuncte des
Fernrohrs gehorig zu stellen, richtet man dieses Kreuz auf einen
weit entfernten und scharf begrenzten Gegenstand, und bewegt
dabey das Ocular des Fernrohrs (in der fiir dasselbe bestimmten
Rohre) so lange vor- oder riickwirts, bis der Gegenstand voll-
kommen deutlich erscheint,

Bieht man dann das Fadenkreuz undeutlich, so riickt
man auch dieses Krenz so lange yvor oder zuriick, bis dasselbe
ganz scharf und schwarz erscheint, oder bis es den Punct des
Gegenstandes, auf den man es gestellt hat, nicht mehr verlifst,

wenn man auch das Auge yor dem Ocular hin und her hewegt.
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Dadurch ist das Fadenkreuz in den Brennpunct des Fernrohrs
gcbracht.

Um dann den verticalen Faden desselben in der That genau
vertical zu stellen, wird man diesen Faden, durch ein sanftes
Bewegen Jes Fernrohrs in seiner Verticalebene, an einem scharf
Legre enzten Gegenstand, der ganzen Liange des Fadens nach, her-
abgehen Jassen, und, wenn der Faden bey dieser Bewegung den
(J(.‘”L,llb[ﬂl'l(] verlifst, ihn um seinen Mittelpunct (durch eine ei-
gens dazu bestimmte Schraube an dem Ocularende des Fernrohrs)
drehen, bis dieser Fehler nicht mehr bemerkt wird. Dadurch
ist nun auch der andere Faden horizontal geworden, da derselbe
schon von dem Kiinstler auf den ersten senkrecht gestellt ist.

Um endlich noch denselben verticalen Faden des Kreuzes
so zu stellen, dals die durch ihre und durch die Mitte des Ob-
jecliys E gehende Ilbene, senkrvecht auf der Drehungsaxe CH
(oder, "was dasselbe ist, parallel mit dem Verticalkreise FG)
wird, bringe man diesenl’ aden auf einen wohlbegrenzten Gegen-
stand und lese die Alhidade m des Horizontalkreises 4 B ab.
Nehmen wir an, man habe so den Yinkel 36° 48 20" gefunden.
Dann dreht man diesen Kreis und mit ihm das Fernrohr genau
um 180 Grade, wozu eine zweyte Lesung des Kreises 4.5 das
Mittel gibt, und bringt, in dieser zweyten Lage des Instruments,
das Fernrohr , durch Umdrehung desselben in seiner Ebene, wie-
der aof den Gegenstand zurick. VVenn in dieser zweyten Lage

e Alhidade m nicht genau um 180 Grade mehr, als zuvor, also

’

nicht 216°48 207, sondern z, B. 216°47 50", also 30" zu viel zeigt,
so verbessert man die Stellung des Kreises um die Hilfte dieses
Fehlers, oder man stellt ihn auf 216°48'5", und bringt dann
(durch eine eigene an dem Fernrohre bey C angebrache kleine
Schraube) den Faden genau auf den beobachteten Gegenstand
zuriick, so dals die eine Hilfte des Fehlers durch Verrickung
des Kreises, und die andere durch Yerriickung des Fadens ver-
bessert wird.

1V. Noch mufs bemerkt werden, dafs der Kiinstler nur sel-
ten denjenigen Punct des Verticalkreises, w elcher dem Horizonte
oder dem Zenith entspricht, durch o oder go® bezeichoet hat,
sondern dals er diese Bestimmung des Anfangspuncts der Zihlung

dem Beobachter zu iiberlassen pilest, Um diesen Punct zu finden
piueg >
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wird man denselben Gegenstand zweymal, mit umgewendetem
Instrumente, beobachten, so dals zuerst der Verticalkreis FG
z. B. rechts und dann links von dem Beobachter steht, wenn der
Gegenstand in beyden Beobachtungen an dem horizontalen Faden

des Fernrohrs erscheint. Das Mittel aus den beyden Lesungen

el
der Alhidade n des Verticalkreises wird den héchsien Punct die-
ses Kreises, oder denjenigen Punct geben, auf welchen der
Kreis gestellt werden mufs, damit die Axe des Fernrohrs genau
vertical oder gegen das Zenith gerichtet ist, so dals daher auch
der um go Grad vor oder nach ihm stehende Punct der gesuchte
Horizontalpunct des Kreises FG seyn wird, von welchem anzu-
fangen man alle beobachteten Hihen der Gegenstinde zu zih-
len hat.

§. 144. (Hohen- und Azimutalkreis.) Ahnlich in
Einrvichtung und Gebrauch ist das in Fig. 52 abgebildete, mehr
zu astronomischen Beobachtungen bestimmte, vorziiglich in Eng-
land gebriuchliche Instrument, Man sieht auch hier den hori-
zontalen Kreis 4B (der auch Azimutalkreis genannt wird), und
den verticalen Kreis FG, das Fernrohr CE, die beyde Kreise
verbindende verticale Siule K, und das dreyfiilsige Gestelle, auf
welchem das ganze Instrument ruht, Der Verticalkreis hat zwey
cinander gegeniiberstchende Vereine 2 und 7, und eine Druck-
schraube D, durch welche er an die Siule K so befestizet wer-
den kann, dals ihm mittelst der Micrometerschraube L noch eine
kleine Bewegung in seiner Verticalebene verstattet ist, um den
schon nahe auf das Object gestellten horizontalen Faden des
Fernrohrs ganz genau auf dasselbe zu bringen. Eben so hat der
Azimutalkreis drey Verniere bey m, m und m, und auch bey d
und { seine Druck- und Micrometerschraube, mittelst welcher
der Séule K sammt dem an ihr befestigten Verticalkreis noch
etwas im Horizonte verschoben werden kann, wihrend sich,
wenn die Druckschraube d offen oder gelost ist, Siule und Kreis
im Horizonle frey drehen lilst. Eine ihnliche Schraube sieht
man in N, durch welche der an das Fulsgestelle befestigte Azi-
mutalkreis selbst, und mit ihm demnach auch die Siule K und
der Verticalkreis I"G, ncch einige Grade in horizontaler Rich-
tung verstellt werden kann. Bey M sicht man das eine Ende der
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Libelle,’die an der Siule K befestiget ist, und die, wie bey dem
Theodoliten, zur horizontalen Einstellung des Azimutalkreisc>
AB dient, wodurch zugleich die darauf senkrecht gebaute Axe K
and der mit dieser Axe parallel gestellte Kreis FG eine verticale
Lage erhilt. Bey B, F und G endlich sieht man die Loupen
(Miscope), die sich iiber die ganze Peripherie ihrer Kreise be-
wegen lassen, und zur Ablesung der feinen Striche der Einthei-
lune dienen, welche an dem Rande der beyden Kreise angebracht
ung ) b B
ist. — Die Rectification dieses Instruments ist von der fiir den

Theodoliten angegebenen nicht wesentlich verschieden *).

§. 145. (Hohenmessungen.) Gehen wir nun zu den mit
diesen Instrumenten zu machenden Beobachlungen itber, und
beschiftigen wir uns unter diesen zuerst mit den Hohenmessungen,

Sey A B (Fig.53) die gegebenc Hihe, z.B. die eines Thurms,
und ACD eine horizontale, auf 4B senkrechte Gerade in dem
Grunde, auf welchem der Thurm steht. VVenn man von dem
Puncte C dieser Geraden zu dem Fufspunct 4 des Thurms kom-
men kann, so messe man (mit der Mefskette oder derMefsstange)
die Linie CA4und den Winkel ACB=C. Verzeichnet man dann, mit-
telst des verjiingten Malsstabes ({.132.) eine kleinere Geradeac, die
eben so viel Fiilse vorstellt, als die auf dem Felde gemessene Linie
CA in derThat Fuflse hat, die also z. B, n Theile des Malsstabes
enthilt, wenn die Linge C 4 gleich n Fuls gefunden worden ist,
und errichtet man an dem Endpuncte a derselben ein Loth (nach
§. 129.), und an dem anderen Endpuncte ¢ derselben einen Win-
kel acb, gleich dem beobachteten Winkel C (nach § 131.), so
wird die Figur abc der Zeichnung der Figur 4 B C auf dem Felde
Ghnlich seyn, und man wird daher nur die kleine Linie ab mit
demselben Mafsstabe messen, wo dann, wenn dieselbe m Theile
des Mafsstabes hat, auch sofort die gesuchte Hohe 4 B des Thurms
auch m Fuls betragen wird.

*) Der oben angezeigte Theodolit, wie er in dem k. k. polytechni-
schen Institute von Wien verfertiget wird, hat einen horizontalen
Hreis von 78/, Paris, Zoll, und einen verticalen von 58/,, Zoll im
Durchmesser. Bey dem englischen Instrumente haben beyde Hreise
einen Durchmesser von 3%/,4 Zoll, und beyde Instrumente werden
in dem Ik, polytechnischen Institute von Wien , jenes fiir 28011,

und dieses fiir 100 fl, dsterreich, Conv, Mzc. verfertiget.
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1. Wir wollen kiinftig, der Kiirze wegen, die Linien, wie
ab und ac¢, und die Winkel, wie aeb, in der Zeichnung oder
auf dem Mefstische, welche auf dem Felde den Tinien 4B und
AC, und dem VWinkel 4 C B entsprechen, die diesen letzten Gris-
sen: gemiifse Linien und Vinkel nennen. — Demnach wird man
nur auf dem Papiere die Linie ac¢ 'der 4C, und den Winkel acb
dem 4BC gemiils machen, um sofort auch die der gesuchten
Hohe 4B gemiilse Linie ab zu erhalten.

II. Genauer aber, als durch die sorgfiltigste Zeichnung
dieser Art, wird man diese Hihe 4B durch Rechnung finden,
Da man nimlich bereits die Linie 4 C und den Winkel 4 CB durch
unmittelbare Beobachtung kennt, so hat man auch die gesuchte
Hohe A B durch die Gleichung

AB = AC, TangC,

Ist z,B. AC=1000 Fuls und C=24°56'50", so findet man
AB = 465.06875 Fuls.

Ganz eben so kann man auch verfahren, wenn man die
Linge 4 C des Schattens, welchen der von der Sonne beschienene
Thurm auf den Boden wirft, und iiberdiels den Iihenwinkel
ACB=C der Sonne iiber dem Horizonte kennt. So weils man
z. B, -dals die Hléhe der Sonne am Mittag des 10, May zu Wien
gleich C=564°24 30" ist. Hat man daher diec Linge des mittigi-
gen Schattens eines Thurms 4 C =540 Fuls gefunden, so ist die
Hohe desselben

AB = AC, TangC = 13.3934 Fuls.

HI. Wenn man aber von keinem Puncte der horizontalen
Ebene, aof welcher der Thurm steht, zu demselben kommen
kann, weil z B, ein Fluls den Zutritt hindert, so wird man in
dieser Ebene, nach irgend einer durch den Punct 4 gehenden
Richtung, eine Standlinie (Basis) CI) messen, und von den bey-
den Endpuncten € und D dieser Basis die Hohenwinliel ACB= C
und 4 D B—1D beobachten.

Dann konnte man wieder mittelst des verjiingten Malsstabes
das dem Dreyecke B €D gemifse Dreyeck bed verzeichnen, und
von b auf die verlingerte Linie de das Loth ba (nach §. 128))
herablassen, wo dann wieder dicses Loth, auf dem verjiingten
Malsstabe genommer, die der gesuchten Hiohe B A des Thurms

gemiilse Linie seyn wird
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Auch hier aber, wie iiberall, wird die Rechnung cine viel
grifsere Schirfe gewihren. Man hat ndmlich (§. 109, IIL Fall)
Sin D

BEr= CII: Sm(C—D) nnd e ABE=— B (i i Sin ()

so dafs man daher die gesuchte Hohe 4 B unmittelbar durch die
Gleichung erhilt:

o cp  SinOSinD
A = L .

Sin(C~ D) *
Ex. Ist CD = 96y Fuls, "4CB = € = 16°43"5" und
ADB = D = 7°5 13", so findet man

AB = 205.131 Fuls,

IV. Lifst sich endlich die Basis nicht in einer durch den
Fulspunct 4 des Thurms gehenden Richtung nehmen, wie in 111,
vorauscesetzt worden ist, so messe man auf dem den Thurm
umgchcnl]cn horizontalen Boden in irgend einer anderen Rich-
tung eine Basis CD (Fig.54), und nehme yon ihren beyden End-
puncten € und D, mit dem Theodoliten, die Winkel 4CD=C
und ADC=D, so wie auch in einem dieser Endpuncte, z. B.
in C, den Hohenwinkel 4C B= H,

Diels vorausgesetzt, hat man wieder

S Sin.D
A =1CDE, == icng yndsied Be— a4@ .1 Tang i,
Sin (C 4+ D) 5

so dals man daher fiir die gesuchte Hohe des Thurms erhilt :

4B =CD . =0

Ex. Ist € D= 650 Fuls, C=48°30, D = 52%}0 und

1 = 30° 20, so {indet man

AB = 387.4688 Fufs.

. . el o 1
§. 146. (Eine Distanz auf dem Felde messen, zu
deren zwey Endpuncten man wobl gelangen, die

o} (o]

man aber dem ungeachtet nicht unmittelbar nach ih-
rer ganzen Linge mit der Melskette ausmessen kann.)
Sey 4B (Fig. 55) diese Distanz, zwischen deren zwey Endpunc-
ten 4 und B z,B. ein Sumpf liegt, der die unmittelbare Messung
der Linie 4B unmiglich macht. VVenn es aber einen Punct C

auf dem Felde gibt, von welchem aus man zu den beyden End-
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puncten A und B gelangen kann, so messe man, mittelst der
Mefskette, diese beyden Distanzen C.4 und C B,

Mit dem Mefstische. Man stelle den Mefstisch (§. 141.) iiber
dem Puncte C auf. Sey c der Punct des Meflstisches, der genau
iiber dem Puncte C des Bodens steht, Man lege das oben ({. 141.)
erwihnte Diopterlineal an den Punct ¢, und drehe es um diesen
Punct in die Richtungen ¢ 4 und ¢ B, bezeichne auf dem Me(s-
tische diese Richtungen durch die Linien ¢a und ¢3, und nchme
dann auf den letzten Linien (mittelst des verjiingten Malsstabes)
die Lingen ca und ¢b gemd/s den bekannten Distanzen C 4 und
CB, soist ab, auf den verjiingten Malsstab genommen, die der
AB gemilse Linie, oder ab gibt, auf dem Malsstabe, die ge-
suchte Linge A4 B.

Die Figur abe ist niamlich, durch das angezeigte Verfah-
ren, der auf dem Felde gegebenen Figur 4 B C @hnlich geworden,
also ist auch (. 107.)

canitabe——NG o] B
wodurch die unbekannte Distanz 4 B gelunden wird.

Mit dem Theodoliten. Man messe, wie zuvor, die beyden
Distanzen BC—=a und 4C=[, und mit dem Theodoliten den
VWinkel 4CB=C.

Daraus kénnte man wieder sofort, wie zuvor, ein dem
Dreyecke 4ABC gemifses Dreyeck abc verzeichnen, und aus
dem letzten,. mit dem verjiingten Malsstabe, den wahren Werth

“der Seite ab oder 4B finden.

Da es aber nicht zweckmil(sig wire, so unvollkommene Me-
thoden zu gebrauchen, wihrend der Theodolit die VWinkel mit
so grofser Schirfe gibt, so wird es angemessener und genauer
seyn, die gesuchte Distanz 4 B aus den drey Gréfsen a, 3 und C
durch Rechnung aus der Gleichung zu bestimmen:

AB* = a* 4~ 3* — 2af3 CosC.
*Um diesen Ausdruck zur Rechnung mit Logarithmen be-
quemer zu machen, nehme man einen Hiilfswinkel ¢ so an, dafs
man hat

2

- b §

2 Sin-C D
m Sy e / e
Tang e — K V aj

i

so hat man

o — e T ——
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Al

Ex. Ist Bl=a= IB(}.OO ]*'u['s, A C:I"J =114 .'}'5 Fuls und
=107°48', so findet man
¢ = 72°40 und

AB = 249.29 Fuls,

§. 147, (Tﬂil:c Distanz fimleu, zu deren eineni
Endpuncte man nur gelangen kann.) Nehmen wir nun
an, dafs man von dem Puncte C (Fig. 56) wohl nach dem einen
Endpuncte 4 der zu messenden Distanz 4 B, aber nicht «u dem
anderen Endpuncte B gelangen kann.

Mit dem Me/fstische. NMan messe daher die Distanz C 4, stelle
dann den Mefstisch iiber C, so dals der Punct ¢ des Melstisches
genau iiber dem Punct C des Bodens stehe, und ziehe auf diesem
Tische die Linie ca (mittelst des verjiingten Malsstabes), der CA
gemiifs, und auch die unbestimmte Gerade ¢f3 nach dem Puncte B,
Dann stelle man den Tisch {iber den Punct 4 so, dafs der bereits
auf dem Tische verzeichnete Punct @ genau tiber 4, und die
Linie ac nach C hin gerichtet sey. Man lege das Diopterlineal
an den Punct a, richte ¢s nach B und ziehe die unbegrenzle Ge-
rade ab, welche die (schon friher gezogene) ¢f3 irgendwo in b
schneiden wird. Dadurch ist die Linie a b der gesuchten Distanz
A B gemiifs gemacht, und die wahre Linge derselben kann daher,
mittelst des verjiinglen Malsstabes, gefunden werden, — Es ist
namlich auch hier die Figur ab ¢ auf dem Tische der Figur 4BC
auf dem Felde dhnlich gemacht worden.

Mit dem Theodoliten. Nachdem man die Distanz C 4 — 3
mit der Melskette bestimmt, und an den Endpuncten C und 4
dieser Distanz die Winkel 4CB=C und C4B— 4 mit dem
Theodoliten gemessen hat, so erhilt man sofort die gesuchte
Distanz 4B duich die Gleichung

+C'
Ex, Ist B= 738 Fufls, 4= 31°5 0" und C = 24°1613,
so findet man

AB = 368.734 Fuls.

§. 148. (Eine Distanz {inden, zu deren keinem
Endpuncte man gelangen kann.) Sey 4B (¥ig.57) diese
Distanz, Man messe in der Umgegend irgend eine Basis CD),
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stelle den Mefstisch an den cinen Endpunct € dieser Dasis, be-
merke anf ihm den Punct ¢ iiber C, und ziehe auf dem Tische
die Linge cd in der Bichtung nach D der gefundenen Basis CcD
gemiifs. Eben so ziehe man nach den Puncten 4 und B die in
ihrer Linge unbestimmten Linien ¢a und ¢f.

Dann stelle man den Tisch auf den anderen Endpunct D der
Basis, so dals der bereits verzeichnete Punct d genaun iiber 1),
und dafls die ebenfalls schon gezogene Linie d¢ nach C hin ge-
richtet sey. Endlich ziehe man noch von ¢ nach 4 und B hin
unbestimmte gerade Linien, welche die bereits verzeichneten
Linien e« in @ und ¢f3in b schneiden, so ist ab die der gesuch-
ten Distanz 4 B gemilse Gerade, weil auch hier die beyden Fi-
guren abed und 4 BCD einander dhnlich sind.

Mit dem Theodolilen, Man messe, wie zuvor, mit der Mefs-
kette die Basis CD =a, und beobachte, mit dem 'Theodoliten,
an den beyden Endpuncten dieser Basis die VWinkel

A= CRE B D (=",
BI) ==\ SR N (G =l

Diels vorausgesetzt, kennt man in dem Dreyecke 4CD die
Seite «, und die zwey ihr anliegenden Winkel C und d, so dafls
man daher (nach §. 109, Fall IIL.) auch die Seiten 4C und 4D
finden kann. — Eben so kennt man in dem Dreyecke BCD die
Seite a, und ihre anliegenden Winkel D und ¢, woraus man also,
wie zuvor, auch die Seiten BC und BD findet. Endlich Lkennt
man in dem Dreyecke 4 B C, durch die vorhergehende Rechnung,
die Seiten A4C und BC, nebst ihrem eingeschlossenen VVinkel
ACB=C—c [oder auch in dem Dreyecke 4 BD die Seiten AD
und BD nebst ihrem eingeschlossenen VWinkel 4 DB =D —-d],
so dafs man daher (nach §, 109, IL) auch die gesuchte Distanz
A B durch Rechnung bestimmen kann.

Man hat nidmlich, wenn man der Kiirze wegen

ACi=F2 sand 80 B Ci—g. " selzt:
Fiin a Sin d a Sin D
= SO s = Sin (D))
und 4B = V-.a:"“-’—.j'l REsE, 3_!._\): (,ns_(C---—()
Ex. Ist « = 750 Fuls und

€

€ = 1100 Di—T1730,

(e 3703’]0', d =238 20,
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so erhalt man

— 886.090, y» = 15684.023,

und daher
AB — 1562.807 Fuls.

§. 149. (Berechnung eines Polygons.) Jedes Poly-
gon lilst sich durch Diagonalen in lhwccl‘c zerlegen. Sind
dann die nothigen V¥ inkel und wenigstens eine Seite dieser Drey-
ecke gugcbcn, so lassen sich dieselben nach den Vorschriften
des g 109. berechnen, wodurch demnach auch das Polygon voll-
stindig bestimmt seyn wird,

Um diels sogleich durch ein Beyspiel deutlich zu machen,
sey in dem ‘oechscd\e AA A A" v 4 (Fig. 58) blols die Seite
A A'=450, und iberdiefs die folgenden VYinkel durch Messung
gefunden worden:

In dem Dreyecke

L G Ml

R =
A4y L A= 252010 [, . d7= 63 2440,

B0 0 o A =G USSR O
P05 0O e A == HE O
A AT IR S A8 80/00 . ah A =N mai 5T gt

Diels vorausgesetzt, soll nun das Sechseck selbst in allen
seinen Theilen durch Rechnung bestimmt werden. Man kann
sich dazy wieder der Ausdriicke des §. 109, III. Fall bedienen,
wodurch man erhalten- wird:

Dreyeck 444"

A= 3L}"f}-’|"101. = BN L0 o — 570.1606
AT = moe. 3
Dreyeck A'A"A™
A"— 42 3850 ... A 4" = 956,088
A"4" = 974856,
Dreyeck 44" AV
Av= 411510 . . . 4 AV= 1322.081
A" A7 = 1430.282,

IJr’rg-scﬁ:' A"y A
A= 48 38 o ... 4"4" = 1820.08¢
A Av = 10626, 924
[. Das hier angezeigte Verfahren gibt zugleich das beste
Mittel, eine Gegend, eine Proyinz, selbst ein ganzes Land

Eiltrow’s Anfangsgr, d. gesammt, Malhemy, 16
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einer Zeichnung, oder auf einer sogenannten Karte darzustellen;
ein Mittel, das dem gewdhnlichen Verfahren mit dem Melstische
weit vorzuzichen ist. Hat man nidmlich in der zu vermessenden
Gegend irgend eine einzige Gerade 4 4' (die Basis des Dreyeck-
netzes) gemessen, und dann die VWinkel dieser Dreyecke durch
den Theodoliten bestimmt, und daraus, wie oben, die Seiten
dieser Dreyecke berechnet, so wird man, in der zu entwerfen-
den Zeichnung, die Gerade 4 4', mittelst des Malsstabes, durch
cine dieser Geraden gemdfse Linie 4 4 darstellen, und aus ihren
Endpuncten 4 und 4', als aus Mittelpuncten, mit den jenen ge-
fundenen Seiten 4 4" und 4’4" gemifsen Halbmessern zwey Kreis-
bogen beschreiben, die sich in einem Punete 4" schneiden, der,
mit 4 und 4 verbnnden, das gesuchte Dreyeck 44 4" der Zeich-
nung gibt, Beschreibt man dann eben so aus 4 und A” mit den
Halbmessern 4" 4" und 4" A" zwey Kreisbogen, so werden diese
sich in einem Puncte 4" schneiden, der mit 4 und 4" verbunden,
das zweyte Dreyeck der Zeichnung gibt. Eben so wird man das
dritte Dreyeck 4”4 4" aus den beyden Puncten 4" und 4" und
so fort alle iibrigen Dreyecke verzeichnen und in die Karte legen
konnen, wodurch man endlich ein vollstindigés und getreues
Bild der ganzen Gegend erhilt.

II. Dadurch ist zugleich der Umfang des Sechseckes gege-

ben, der namlich gleich
AA 4 44" A" A Av A LA | 44,
oder gleich
6745.348 Toisen
ist, wenn die oben gegebene Seite 4 4, wie zuyor, 450 Toisen
betrigt.

Um die Oberfiiche des Sechseckes zu erhalten, wird man
die Flichen der einzelnen Dreyecke suchen. Da in dem ersten
Dreyecke 4 44" das Loth von A" auf 44, oder da die Hihe die-
ses Dreyeckes iiber der Basis 4 4 gleich

AA"SinAd oder auch gleich A4 A"Sin A
ist, so hatman fiir die Fliche dieses Dreyeckes (§. 118, V.)
Fe=2dAd, A4°Sind = 44, . £ 4" Sind.

Eben so erhilt man fiir die Fliche des zweyten Dreyeckes
AA A"
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F = -_:—A’A”. AA"Sind = 2A4'4". A' A" 8inA™
u. s, £, fiar alle ibrigen. Die Summe aller dieser Flichen oder
die gesuchte Fliche des Sechseckes wird gleich

2178536 Quadra[loiscn

gefunden werden,

111/ Zieht man noch durch den ersten Punct 4 des Sechs-
eckes eine Gerade 45 B". . ., die mit der ersten Seite 44 den
VWinkel 4’4 B'=50°48 20" bildet, und lifst man dann von den
Scheiteln der Dreyecke auf diese Gerade 4 BY die Lothe 45/,
A'B'y, A'B", ... herab, so lassen sich diese Lothe sowohl, als
auch die Orte B, By B”, . . . ihrer Fulspuncte in der Geraden
AB¥ aus dem Vorhergehenden durch Rechnung bestimmen,

Zuerst sind namlich die Winkel o', ", . . ., unter wel-
chen die Gerade 4B von den Seiten A 4", 4"4", A" A und
A A7 geschnitten wird, aus den gegebenen Winkeln dieser Drey-
ecke, und aus dem Winkel £'4 B=a=50°48 20" leicht zu finden.
Man erhilt fiir das aufgestellte Beyspiel

'

50 {/ 4
25° 610,

it —
w’ = 37 38 50,
w''= 7856 30,
wv— 28 18 20,

Sind so diese Grofsen bekannt, so findet man die tbrigen

AB, AB, B, . .. durch folgende Gleichungen:

e pre rr

g AV— A

Ave ' = A

AB = AA Cosa, B'e = 4'w Coswy,
AB — A4 Sina, A'B'= A'w' Sino,
B'e = A'B Cotange, B'w’ = A'B" Cotang ",
Ao’ = AB Cosec o, AW’ = A'B' Cosec o',
A= d4"— Ao, A'w'= 44— 4,

B'w' = 4"e" Cosw’,

A"B" = 4" Sin ",

B"w" = A"B" Cotang ",

A" = A"B" Cosecw’,

N i
wo das Gesetz des Fortgangs dieser Ausdriicke auch fiir ein Poly-

gon von mehr als sechs Seiten fiir sich klar ist,

30, *
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So findet man in unserem Beyspiele
AB = 284.349,
A B = 348453,
Bw = 92.778 u,. f,
Allein das folgende Verfahren wird auf einem noch einfache-
ren Wege zu demselben Zwecke fithren,

§. 160. (Bestimmung der Lage der Hauptpuncte
eines Pol }-:{::'(‘}il.s‘.) Wennin einem Polygon 4 4/ 4" 4", .. (Fig. 5q)
blofs aus einer Seite 44 und aus den Winkeln, welche diese
Seiten AA, AA', 4’4", ... unter sich bilden, nach dem, was
in dem vorhergehenden . 119, gesagt worden ist, auch die iibrigen
Seiten durchRechnung gefunden worden sind, so ist es oft noch an-
gemessener und selbst zuweilen nothwendig, die Lage der Scheitel-

e

puncte A, 4", A", ... dieser VWinkel zu kennen, wie diefls z. B. bey
der Aufnahme der Gegend eines Landes der Fall ist, wo 4', A",
A", . . . ausgezeichnete Puncte, Berg- oder Thurmspitzen u, f,
dieser Gegend bezeichnen, deren Oberfliche hier als eine Ebene
angcnl)mmen \\'il'&.

Zu diesem Zwecke wird man in dem ersten Puncte 4 nach
irgend einem mittleren Puncte C visiren und den Winkel C. A A — &
beobachten, welchen diese Distanz C 4 mit der ersten, unmittel-
bar gemessenen Seite 4 4 des Polygons bildet. Gewéhnlich wiihlt
man fir diese Linie 4C die Mitlagslinie (oder den Meridian) des
ersten Puncts 4, wo dann der Winkel € 4 A=« das Azimut des
zweyten Puncts 4 genannt wird.

Lifsttman dann von den Puncten 4, A", A", ... die Lothe
AB, A'B", A"B”, . ., auf die Mittagslinie 4C herab, so wird
man die Lage der Puncte £, 4', 4", ... gegen die bekannte
Mittagslinie kennen, wenn man fiir jeden dieser Puncie die er-
wihnten Liothe 4'B, A"D", . . . und die Distanz der Fulspuncte
B, B, . . . dieser Lothe in der Mittagslinie 4C von dem ersten
Punct 4 kennt,

Man nennt diese Distanzen A B, AB", AB", . .. die Ab-
scissen, und jene Lothe B'A, B"A", B" A", . . . die Ordinaten
der gesuchten Puncte 4', A", A", ..., und bezeichnet gewGhn-
lich jene durch 2, und diese durch y, Beyde zusammen werden

auch die Coordinaten dicser Puncte genannt,
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Wir wollen nun sehen, wie man diese Coordinaten der
Puncte A, A', A", . . « eines Polygons finden kann, wenn die
Seiten desselben, und die Winkel, welche diese Seiten unter
sich bilden (nach §. 149.) bekannt sind.

Nennen wir, wie zuvor, a« den Winkel CdA der ersten
Seite A A des Polygons mit der Mittagslinie 4C des ersten Puncts
A. Sey eben so :

o — AAA der Winkel der Seiten 44" und A4 A",
o'= AAA" » » » » AA" S L

— A" A A » b » ) A0S0 Rl 3
so sieht man sofort, dafs der Vinkel der Mittagslinie
mit der verlingerten zweyten Seite 4'4 = a -~ a'— 1807

» » » dritten. » A‘”_-f':a—!—u'-%—-rx”—z_lao,

» » » vierten ~» AY A"’|=a—f-—a’-—{—a"—%-n‘"—a.l&)
ist u.s. ., und dafs man daher die folgenden einfachen Gleichun-
gen hat:

AR =44 Cosn;

B'B' = A4" Cos (a -} a'— 180),

B'B"== 4'A"Cos(a 4 o 1L a'— 2.180) etc.
und

AB = 44 Sina,

A'B = A4 Sin(a -} o — 180),

A"B'= A"A" Sin (a + o - a"— 2.180) ete.

Nennt man daher z= 4B dic Abscisse, und y = 4™ B
die Ordinate irgend eines Punctes 4 des Polygons, so hat man
fiix die beyden Coordinaten dieses Punctes die Ausdriicke
A A Cos «,

A4d" Cos (a -+ « — 180),
11”/1(“ Cos {n: —I— a -—E—- ([”--" ‘_’..180),
A" 4 Cos(a 4 o« - o« 4 o""— 3.180) etc.

T

+4+ |

und
y = A4 Sina,
-+ 44" Sin(a 4 o — 180),
<+ 44" Sin(a - o a' — 2.180),
= A" 4w Sin (o -} o J- o 4 a"— 3.180) ele.;
und man sieht, dafs man durch diese beyden Gleichungen nicht

blols die Coordinaten des genannten Punctes 4", sondern auch
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zugleich die aller vorhergehenden Puncte A, 4", 4”, . . . bis
A®—1) . erhilt,

Bemerken wir noch, dafs man in der Zeichnung der Fig. 59
alle Puncte &', 4", 4", . . . auf derselben Seite der Mittagslinie
AC, der grolseren Einfachheit wegen, angenommen hat, und
dals man daher, wenn einer dieser Puncte auf die andere, dem
Azimute o enlgegengesetzte Seite von A C fillt, auch den von
A C abgewendeten Winkel der beyden Seiten, oder dafs man in
diesem Falle statt dem VVinkel o, o, o
desselben zu 360° nehmen muls.

sy « » « die Ergénzung

Um das Vorhergehende auf das in {. 119. gegebene Bey-
spiel anzuwenden, hat man fiir das Polygon der Fig. 59 die
VWinkel

a

0

€CAA4d = 50°4820",
a = A4’ 54 530,
a'e== 360 — AA'A"= 292 45 o,

e

0l

ail= A4l v —1 63 =) /o,
atv= 360 — A"4v A7 = 287 14503
so dals demnach ist;
oo o — 180 = 284°53 50",
a + a —|—- &l — 2,180 = 37 38 50,
a 4 o ;- o' 4 a"— 8180 = 281 3 3o,
a -} o |+ o - a’+av — 4180 = '8 .13 20.

Da man aber die Seite 4 4', A4, 4"4", ... des Polygons
bereits aus §: 149. kennt, so hat man sofort fir die gesuchten
Coordinaten der Puncte A, 4", A", . .. , die wir in derselben
Ordnung durch &, &, &, ... und durch v, v, v", ... bezeich-
nen wollen, die folgenden Werthe:

&= 284.379 v=AB = 348 753
BB & —1805002 — 678.769
¥ = AB' = "464.951 v = AR = —  330.010
B'B" = #=71.878 595.440
A err el N
B"BY = 2s4.340 — 1403.726
E'= ABv = 15 1.169 v'= A¥BY = — 1138.302
By BY =— 1432.8495 70444
o == D 2()‘],3,?}_(:5" Jy = 4°Bv. = — 366858,

wo die Zeichen — der Ordinaten, welche Zeichen unmittelbar
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aus den \'Ol'lxcz‘gchcnﬂcn trigonometrischen Ausdriicken fir @ und
by hervorgehen, anzeigen, dals diese Ordinaten :\}tf der dem Azi-
mut a entgegengesetzten Seite der Mittagslinie 4 C liegen,

I. Wenn auf diese Weise die Coordinaten aller Puncte der
Gegend bekannt sind , so wird man sie noch bequemer, als durch
die blofsen Dreyecke selbst nach §. 149, L, ]1:1& zwar blofs mit-
telst eines verjingten Malsstabes, auf dem Papiere, ihrer Lage
gemils, verzeichnen, oder man wird die Gegend in eine Karte
bringcn kionnen,

1. Bemerken wir noch, dals, wenn die Anzahl der Pancte
A, A, A, . .. sehr grofs ist, sich mehrere Hiilfsmittel dar-
biethen, um die bey solchen grifseren Operationen leicht mog-
lichen Irrthiimer zu vermeiden. So wird man z. B, um der in
§. 149. gemessenen Vinlkel sicher zu seyn, nicht blofs in jedem
Dreyecke zwey, sondern alle drey Winkel desselben messen,
deren Summe dann, wenn die Beobachtungen gut sind, zwey
rechten Winkeln gleich seyn miissen. — Zur Priifung der be-
rechneten Seiten des Polygons wird man nicht blofs die eine Seite
A4 an dem einen Endpuncte der Vermessung, sondern auch noch
eine zweyle, z B. A7 4" an dem anderen Endpuncte derselben;
unmittelbar mit dem Mafsstabe, messen, die daher mit der nach
§. 149. aus der ersten Seite 4 A durch Rechnung gefundenen
Seite A% A7 iibereinstimmen mufs, — Die Coordinatenberechnung
des gegenwiirtigen §. 150. endlich kann man auch dadurch priifen,
dals man von A nach 4¥ auf der linken Seite der Mittagslinie,
wie vorhin auf der rechten, fortgeht, So hat man z. B. wenn
hier die Winkel, welche friher durch a, &, «’, ... bezeichnet
wurden, nun durch 3, £, B’ . . . ausgedriickt werden, in un-
serem DBeyspiele

B=DBA44A = 3522 o,
= 44" 4"= 106 59 10,
f'= 360 — A'A" 4" = 237 5830 u.{;
also auch
B4 B — 180 = 322°21"10",
B4+ B+ B — 2180 = =20 1940 u L
Setzt man daher wieder
2z = AA" Cosf3
~ 44" Cos(p - 5 — 100),
= A" A Cos(f§ 4 B = 2.100),
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und

()]
—

v = AA"Sinf3
- 4’4" Sin(B 4 £ — 180),
=+ A"4 Sin (B 4 '+ '— 2.100) ete,;
so erhilt man

E= AB' = (64.951 v = A"B'e= 330.016
B'B"=" =71,8~8 — 595.440
E =B == 1236.829 Qe e = 205.424 ete.

wie zuvor, wo jetzt die auf der rechten Seite von 4 C liegenden
Puncte negative Ordinaten haben,

III, So wie man aber in dem Vorhergehenden die Lage der
Orte A, 4", 4", . . . gegen den ersten Beobachtungspunct 4,
und gegen die Mitlagslinie 4 C dieses Punctes, durch die recht-
winkligen Coordinaten 2 und y bestimmt hat, so kann man diese
Lage auch durch die Entfernung r jener Orte von dem ersten
Puncte 4, und durch den Winkel ¢ bestimmen, welche diese
E:1l['emung r mit der Mittagslinie 4 C bildet. Man hat nimlich

T — V.r': + 9,1,
und wenn so die Distanz 7= 4 4" == A4 A~ = 4 Av s »« .+ bhekannt
ist, so findet man den VWinkel ¢ aus

: ¥ : x
SID? = — oder (_;089’) = —,
r Al
oder endlich auch aus

i
Tango =<
g -

§. 151, (Aus drey ihrer Lage nach bekannten Op-
ten , und aus den Winkeln, welche die Distanz dieser
Orte, aus einem vierten Orte gesehen, an diesem
letzten Orte bilden, die Lage dieses vierten Ortes
gegen jene drey finden.) Seyen A4, B und ¢ (Fig. 60) die
drey bekannten Orte, und AB=a, BC=b, so wie der Winkel
ABC=« gegebene Grifsen, :

Sey D der vierte Ort, an welchem man, mit dem Theodo-
liten, die Winkel 4D B=/3 und BD C=y bLeobachtet hat., —
Man bestimme die Lage dieses vierten Orts D gegen-die drey er-
sten 4, B, (,
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Sey der unbekannte Winkel B.AD —w. Man setze der Kiirze
wegen dzic Summe der drey bekannten VWinkel a3 4-y=6é.
Da die vier VWinkel eines jeden Vierecks zusammen genom-
mien 360 Grade betragen, so ist
2 -+ 8 + BCD = 360 oder
BCD = 360 — (5 -} a).
Diels vorausgesetzt, hat man in dem Dreyecke 4 B
BD.
Sin B
und eben so in dem Dreyecke BCD
b Sin (360 — (8 + ) L b Sin (8 4~ x)

BD = = -
Sin vy Sin vy

Setzt man beyde Werthe yon BD einander gleich, so erhilt
man (§. 94, Gleichung C)
a Sin x b 5 .
——— = — — (Sind Cosx Cosd Sinz);
Sin f Siny (S 6.C + )’
und daher, wenn man durch Cosa dividirt:
— b Sinf Sind
Fangepie=co o o= ) T oy
aSiny - bSing Cosd
Um diesen Ausdruck zur Rechnung mit Logarithmen beque-

mer zu machen, sey
L Sin B,8ing

c’.Siu )J

m
Tang y = ,

50 hat man
Tang 2z = — :‘EIQIE.E
Sin (0 +4-)

Kennt man aber auf diese VWeise den VWinkel @, so findet
man auch die Distarizen des vierten Puncts D von den drey evsten
durch die Gleichungen

AD a Sin (B -} x)

Sinf
a Sinzx
Bl = .
o1 g
x — 0Sin(a-t+-BLl=x
CD —m —— +ij‘_)
Siny

Liegt der Punct B zwischen der Distanz 4 C und dem unbe-
kannten Puncte D, oder liegt erin B’y so mufs man fiiv « nicht den

Winkel 4B C=ad, sondern das Supplement von « zu 360 Graden,
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oder man mufs den dufseren Winkel der beyden Seiten 4B und
B'C nehmen, weil nur dieser, nicht aber der innere, mit den
drey iibrigen VWinkeln des Vierecks 4 B'CD zusammen 360 Grade
macht, Die verschiedenen Lagen des gesuchten Punets D aulser
oder auch in dem Dreyecke 4BC ergeben sich von selbst durch
die Beobachtung der Zeichen der vorhergehenden trigonometri-
schen Ausdriicke.
Als Beyspiel zu dieser in der Geodasie wichtigen Aufgabe
seyen die gegebenen Grofsen
a = 1153.70, b = 849.430 Fuls,
a = 112°25, [ = 27°3\, y = 19°14.
Diels vorausgesetzt, findet man aus den vorhergehenden
Gleichungen
df=7169%10), 9 =720
und 2 = ¢5°25 42"/
und damit erhilt man fiir die drey gesuchten Distanzen
AD = 3095.60,
BD 2485.95,

CD = 2121 56 Fufs.




Zwanzigstes Capitel.

Linien im Raume und Eben en,

Einfachste Kéorper,

§- 152. (Erl{];‘_i;‘]'u]g(}n.) Nach der oben (§. 79, 1.) ge-
gebenen Erklirung der Ebene wird eine gerade Linie, von wel-
cher zwey Puncte in einer Ebene liegen, ganz in diese Ebene
fallen. Da aber dann die Ebene, in welcher diese Gerade liegt,
noch um diese Gerade, als um eine Axe, gedreht werden kann,
so wird die Lage einer Ebene nicht durch zwey, sondern erst
durch drey Puncie bestimmt, wenn dieselben nicht in einer ein-
zigen Ebene liegen, Demnach wird die Lage einer Ebene gege-
ben seyn, wenn sie durch die beyden Schenkel eines gegebenen
Vinkels, wenn sie durch die drey Scheitelpuncte eines gegebe-
nen Dreyecks, oder wenn sie durch zwey gegebene parallele Li-
nien geht.

Zweyer Flichen Durchschnitt ist eine Linie, und bey zwey
Ebenen eine gerade Linie. — Haben zwey Ebenen, nach allen Sei-
ten verlingert, keinen Durchschnitt, so sind sie parallel.

Eben so heilst auch die Gerade einer Ebene parallel, wenn
beyde, verlingert, sich nie begegnen.

§. 153. (Lothe auf Ebenen.) Seyen AC und BC
(Fig. 61) zwey ihrer Lage nach im Raume gegebene gerade Li-
nien, die sich in dem Puncte C schneiden. Durch diese Gera-
den gehe die Ebene FG, so dafs also auch diese Ebene (nach
§. 152.) gegeben ist.

Ist dann eine dritte Gerade CM senkrecht auf die beyden
ersten C 4 und C B, so ist diese Gerade CM offenbar auch senk-
recht auf der Ebene 4 B €, also auch senkrecht aul alle Geraden,
die man durch den Punct C dieses Lothes in der Ebene ziehen
kann, d. h, eine auf C A4 und CB senkrechte Gerade CJM ist
auch senkrecht auf der ganzen durch den Winkel ACB gelegten
und nach allen Seiten erweiterten Ebene.
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In einem Puncte C einer Ebene F G kann man nur Ein Loth
auf dieser Ebene ecrrichten. Denn wenn zwey mdoglich sind, so
lege man durch beyde, z. B, durch CHM und Ca, eine Ebene,

welche verlingert die Ebene F'G in CA schneiden soll, so wird

der Winkel MC4 = aC4 = go° seyn, was unmiglich ist, da
der Theil nicht seinem Ganzen gleich seyn kann.

Eben so lilst sich auch aus einem Puncte M aufser einer
Ebene nur Ein Loth auf diese Ebene fillen, Denn wire z. B,
MC und M 4 senkrecht auf die Ebene F G, alse auch, nach dem
Vorhergehenden, beyde senkrecht auf die sie verbindende Ge-
rade C 4, so wiirde das Dreyeck CM A zwey rechte Winkel ha-
ben, was nicht seyn kann,

Eben se folgt, dafs, da das Loth MC von einem Puncte M
auf eine Gerade C 4 oder CB (nach §. 106, 1IL) kiirzer ist, als
alle anderen schiefen Linien MA, MB, . . . dals das Loth
MC zugleich die kiirzeste Distanz des Punctes M von der Ebene
F G ist, und daher das eigentliche Mals dieser Distanz des Punc-
tes von der Ebene vorstellt.

§. 164. (Neigung der Ebenen gegen einander)
Sey M C (Fig. 62) ein Loth auf die Ebene Cab, und ab eine in
dieser Ebene liegende unbegrenzte Gerade. VWern man von dem
Fulspuncte € dieses Liothes in der Ebene eine Senkrechte CD
aul jene Gerade ab zieht, und die Puncte D und M durch die
Gerade DM verbindet, so wird auch MD senkrecht auf ab
stehen.

Denn nimmt man von dem Puncte D) auf der Geraden ab
die Linie D 4 = D B, so ist auch (§. 110.) 04 = CB, und da-
her in den beyden rechtwinkligen Dreyecken 4 CM und BCM
(§: 108, 1L) die Seite M4 = MB, also ist auch das Dreyeck
AMB gleichschenklig, und da, nach der Annahme, die Basis
A B dieses Dreyecks £ M B in D halbirt wird, so ist auch (§. 110.)
MD senkrecht auf 4 B,

I. Ist daher 4D senkrecht auf D C, so ist auch A1 senk-
recht auf D M, und daher (§. 1563.) auch 4D senkrecht auf die
Ebene I CM.

II. Unter allen Winkeln C 4 M, CB M, . .. ist der Win-
kel CD M (der beyden Lothe MD und CD auf AB) dev grifste.
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Denn fiir diesen letzten Winkel € DM = D hat man

vl MC el MC
SmnD = 7D und TangD = =5

und fiiv jeden andern VWinkel C A M — A4 ist
MC

MC 3!
Sind = &= und : Pang 4 = :
: o CA

MA

Aber nach . 106, 11, ist M 4 grélser als M D, und eben so C4
g['("lll:yL’.l' als CD, also ist auch _\E 94, D. der VWinkel D grifser als
jeder andere Winkel 4. -

III. "Aus diesem Grunde nimmit man den YWinkel CDM = D
fiir das Ma/s der Neigung der beyden Ebenen 4BC und ABM
an, d. h. die Neigung zweyer Ebenen ist der Winkel der beyden
Geraden D C und D M, welche durch irgend einen Punct D der
Durchschnittslinie ab der beyden Ebenen, jede in einer dieser
zwey Ebenen, auf diese Durchschnittslinie senkrecht gezogen
werden.

Wenn daher cine dritte Ebene C D M auf die Durchschnitts-
linie @b zweyer gegebenen Ebenen ABC und ABM senkrecht
gestellt wird, so ist der Winkel C D B (der Durchschnittslinien
DC und DM jener Ebene mit den zwey gegebenen Ebenen) zu-
gleich die Neigung der beyden gegebenen Ebenen gegen einan-
der, Daher stehen auch zwey Ebenen auf einander senkrecht,

wenn der erwiihnte VWinkel € D M ein rechter ist.

§. 155. (Neigung der Linien gegen Ebenen.) Die
von dem Lothe M C (Fig. 62) gleich weit entfernten Linien M A,
M B sind gleich. Denn in den bey C rechtwinkligen Dreyecken
MCA wnd MCB ist die Seite MC gemeinschaftlich, und we-
gen der gleichen Entfernung sind auch die Winkel CM 4 und
CMB einander gleich, also ist auch die Seite M4 = M B und
der Winkel CAM — CB M.

Aus diesem Grunde nennt man Neigung einer Linie M 4 ge-
gen eine Ebene ACB den Vinkel M 4C, welchen diese Linie
M 4 mit einer Tinie 4C bildet, die in dieser Ebene durch
und durch den Fufspunct € des Lothes M C geht, das von ir-
gend einem Puncte M der Linic M 4 auf die Ebene 4 C B gefillt
worden ist, Auch ist dieser Winkel M 4 C der gréifste unter al-

len Winkeln, welche die gegebene Linie M C mit irgend einer
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anderen in dieser Ebene liegenden Geraden, z. B. mit 4 B, bil-
den kann.

§. 156. (Lage paralleler Geraden zu einer gege-
benen Ebene.) st M C (Fig. 62) senkrecht auf die gegebene
Ebene ACB, so ist auch jede mit MC parallele Gerade ND
senkrecht auf dieser Ebene. Denn eine durch diese beyden Pa-
rallelen gelegte Ebene schneidet die gegebene Ebene in CD.
Sey daher 4D senkrecht auf CI, so ist auch (§. 154.) 4 D senk-
recht auf die Ebene M CD N, also der Winkel 4D N ein rech-
ter. Da aber MC senkrecht auf CD, und DN mit CM paral-
lel ist, so ist auch der Winkel €D N ein rechter, und daher die
Gerade DN senkrecht auf D C sowohl, als auch auf D 4, also
ist auch (§ 154, I1L.) D N senkrecht auf die gegebene Ebene 4 C B.

§. 157. (Winkel der Lothe von einem Puncte auf
ZWey _Ebunen.) Ist MC (Fig. 61) senkrecht auf der gegebe-
nen Ebene 4C B oder FG, so ist auch jede durch M C gelegte
Ebene, wie MC 4, senkrecht auf dieselbe gegebene Ebene FG.
Denn sey C .4 der Durchschnitt dieser zwey Ebenen, und sey,
in der Ebene F G, die Gerade Ca senkrecht auf €4, Da nach
der Voraussetzung die Gerade M C senkrecht auf der Ebene FG
ist, so ist sie auch (§, 153.) senkrecht auf jede der Linien C 4
und Ca, oder es ist MCa = go°. Aber dieser VVinkel (der
beyden Lothe MC und aC auf den Durchschnitt C .4 der Ebe-
nen MC 4 und FG) ist, nach §. 154, IIL., die Neigung dieser
beyden Ebenen, also stehen auch, da MCa= go ist, beyde
Ebenen auf einander senkrecht.

I. Man lege durch M C noch eine zweyte Ebene MCB, so
wird demnach diese Ebene M CB ebenfalls senkrecht auf der
Ebene I'G stehen, Man ziche wieder Cf3 senkrecht auf C B,
50 steht Cf senkrecht auf der Ebene M B, so wie Ca senkrecht
auf der Ebene M .4 steht.

Nimmt man dann yon den beyden rechten Winkeln «C 4
und BCB den Winkel 5C 4 weg, so hat man

Winkel « C3 = 4ACB,
oder die Neigung zweyer Ebenen ist gleich dem Winkel der zwey
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Lothe, die von irgend einem Puncte 4 der Durchschnittslinie
dieser Ebenen auf diesen Ebenen errichtet werden,

II. Man ziche von irgend einem Puncte N der Ebene FG
die Gerade N .4 mit « C, und eben so die Gerade NB mit C
parallel, so wird auch (§. 156.) N4 auf der Ebene M., und
N B auf der Ebene M B senkrecht stehen; und eben so werden
auch die Geraden NA auf C4, und NB auf CB senkrecht
seyn. Da aber in den beyden rechtwinkligen Dreyecken 4 DN
und B D C dieWinkel an D (nach §.84, E.)unter sich gleich sind,
so ist auch

der Winkel BN4 = ACB,

also ist auch, da ACB gleich aC$3, d. h. gleich der Neigung
der beyden Ebenen MC 4 und M CB ist, die Neigung zweyer
Ebenen gleich dem Winkel 4 N B der zwey Lothe, die aus ir-
gend einem Puncte N auf diese Ebenen herabgelassen werden,

§. 158. (Einfachste von Ebenen begrenzte Kor-
11(_11'.) Nach diesen Vorbereitungen gehen wir nun zur Erkla-
rung der einfachsten Korper iiber,

Prisma (Fig. 63) heilst ein Kérper, der zwischen zwey glei-
chen und parallelen Grundflichen 4 B C und ab ¢, und zwischen
so viel Parallelogrammen 4¢, Cb, Ba eingeschlossen ist, als
die Grundflichen Seiten haben.

Parallelepiped (Fig. 64) ist ein Prisma, dessen beyde gleiche
und parallele Grundflichen, so wie die Seitenflichen, Parallelo-
gramme sind, also ein von sechs Parallelogrammen eingeschlos-
sener Raum, deren je zwey gegeniiberstehende gleich und paral-
lel sind. Stehen die Seitenflichen senkrecht auf ihren Grund-
flichen, so heilst das Parallelepiped senkrecht oder rechtwinklig,
sonst aber schief.

Wiirfel oder Kubus ist ein rechtwinkliges Parallelepiped,
dessen sechs Seiten alle gleich grofse Quadrate sind (Fig. 65).

Pyramide (Fig. 66) ist ein Korper, der von einer Grund-
fliche 4BC, die ein Polygon bildet, und von so viel in einem
Puncte D aufser der Grundfliiche sich vereinigenden Dreyecken,
als die Grundfliche Seiten hat, eingeschlossen ist. Prismen und
Pyramiden werden, nach der Zahl ihrer Seitenflichen, in 3, 4,
5, . .. scilige eingetheilt, und diejenigen geraden Linien 4D,
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BD, CD, welche diese Scitenflichen verbinden, heilsen die
Kanten dieser Korper,

Alle bisher angefiihrten Kiérper werden auch Polyéder (viel-
seitige Kérper) genannt, und unter ihnen sind die, welche durch-
aus von glcicllen 1‘egclmiil'sigen Polygonen unter gleichen WVin-
keln begrenzt sind, regelmdfsige Polyéder, deren es aber nur
fiinf verschiedene gibt, nimlich:

das Tetraéder, von vier,

das Octaéder, von acht, und

das Jcosaéder, von zwanzig (gleichen und gleichseitigen) Drey-
ecken begrenzt; ferner

das Heraéder (oder den oben erwihnten Kubus), das von sechs
gleichen QQuadraten, und endlieh

das Dodecaiéder , das von zwolf gleichen regelmilsigen Fiinf-

ecken eingeschlossen 15t

§. 159. (Cylinder, Kegel und Kugel.) Der Cylin-
den (]i‘ig_ 67) entsteht, wenn eine Gerade 4 B mit einem ihrer
Puncte A in einer gegebenen krummen Linie 4 mn fortgeht, und
dabey einer anderen festen Geraden CD, der dze des Cylinders,
immer parallel bleibt,

Der Kegel (oder Conus) 4 B D (Fig.68) entsteht, wenn eine
Gerade 4 D mit einem ihrer Puncte 4 in einer gegebenen krum-
men Linie Amn fortgeht, und dabey immer durch einen festen
Punct D, den Scheitel des Kegels, geht.

Ist die krumme Linie’ (Fig. 67 und 68) ein Kreis, dessen
Mittelpunct C ist, so heilsen Cylinder und Kegel von kreisformi-
ger Basts, und die Gerade C D ist die Axe derselben, Steht iiber-
diels diese Axe senkrecht auf der Ebene des Kreises, so heilsen
(_‘.ylin(]er und Kegel senkrecht , sonst aber schicf.

Héhe aller der bisher genannten Kérper nennt man die senk-
rechte Distanz zweyer einander gegeniiberstehenden parallelen
Grundllichen, oder, bey Pyramiden und Kegeln, die senkrechte
Distanz des Scheitels D (Fig. 66, 68) von der Grundfliche.

Kugel oder Sphiire ist ein von einer krummen Fliche ringsum
eingeschlossener Raum, dessen Puncte alle von einem innern
Puncte, den Mittelpunct der Kugel, gleich weit entfernt sind.

Diese Entfernung wird der Halbmesser (Radins) der Kugel ge-
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nannt. Die Kugel entsteht daher durch die Bewegung eines Halb-

kreises um seinen Durchmesser,

§. 160. (Parallelepipede von gleichem Volum.)
Parallclel)ipcdc von gleicher Basis und Hihe haben auch glei-
ches Volam, d. h. sie schliefsen gleich grolse kérperliche Riume
ein, oder sie sind dquivalent.

Seyen A BCD (Fig. 69) und af36¢ zwey parallele Ebenen.
Die zwi:ﬂ;hcn ihnen enthaltenen Parallelepipede

AdBe und A8By
haben eine gemeinschaftliche Grundfliche 4 BCD, und, da sie
zwischen zwey parallelen Ebenen liegen, auch dieselbe Hihe,
Diels vorausgesetzt, wird man (ganz wie in Q 117. bey ganz
ihnlich liegenden Parallelogrammen) leicht zeigen, dafs das zwi-
schen denselben Ebenen enthaltene Prisma 4 Cacay gleich dem
Prisma BDbd 36 ist. Nimmt man von jedem dieser beyden Kér-

per das Prisma
J."IN b da Y

weg, und addirt dafiir zu jedem derselben das Prisma
MNABCD,
so folgt, dafs die beyden Parallelepipede
AdBe¢ und A5By
dquivalent sind.

Dasselbe findet man auch, wenn der Punct ¢ in d, oder
auch, wenn y zwischen die Puncte ¢ und d fillt.

Verlingert man dann in derselben Ebene acfié die Gera-
den ya« und (3, und nimmt man yo'=ya und 5fi= 63, so
ist auch y8 == ¢’8' und af} = af3.
Puncte A« und Bf ... unter sich durch gerade Linien, so

Verbindet man endlich die

entsteht ein drittes Parallelepiped

A‘brﬁyr,
welches, nach dem so eben Gesagten, dem zweyten A5 By équi-
valent ist; und da dieses zweyte bereits dem ersten 4d Be dqui-
valent gefunden wurde, so sind auch alle drey unter sich dqui-
valent, d. h. Parallelepipede von gleicher Basis und gleicher
Hohe haben auch gleiches Volum,

Littrow's Anfangsgr, d. gesammt, Mathem. 3y
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§. 161. (Ausmessung des Volums eines Paral-
lele l)ll)(,(lt,) VWenn sich dlc drey Kanten 4B, AC und 4D
eines rechlwinkligen Parallelepipeds 4 B D F (Fig.70) durch eine
kleinere Linie 43 vollkommen ausmessen lasscn, 50 nehme man

A= dy = 45,
und errichte iiber der Linie 43 den Wiirfel 485 Dieser VWiir-
fel wird sich so oft auf die erste Kante 4B legen lassen, als 43
in A4 B enthalten ist, und eben so oft auf die zweyte Kante 4C
und auf die dritte 4D, als wieder 43 in AC und in 4D ent-
halten ist.

Ist daher die Seite 48 des Wiirfels z. B. amal in 4B,
bmal in 4C, und cmal in 4D enthalten, so wird das Volum des
ganzen rechtwinkligen Parallelepipeds eine Anzahl yon

aihoe

dieser kleinen VViirfel enthalten, also auch a b ¢ Kubikzolle oder
a b ¢ Kubikfufse u. f. enthalten, wenn die Seite 4 des VViirfels
einen Zoll, oder einen Fuls u. f. betrigt.

VWenn daher die drey Kanten 4B, 4C und 4D als Zahlen
a, b, ¢ betrachtet werden, deren Einheit die kleine Linie 4
ist, so driickt das dreyfache Product abe das Volum des Paral-
; ' lelepipeds aus. Man nennt 4 B die Linge, AC die Breite, und
il AD die Hthe des rechtwinkligen Parallelepipeds, und das Volum
desselben ist daher gleich dem Producte dieser drey Dimensionen
des Korpers.

Da iiberdiefs der F Iachenmhah der Basis ABCE (nach . 118,)
gleich ist dem Producte ab der beyden ersten Dimensionen, so
ist auch das Volum des senkrechten Parallelepipeds gleich dem
Producte der Basis in die Hiohe desselben.

L. Da endlich, nach §. 160, Parallelepipeda von gleicher
Basis und Hihe auch dquivalent sind, so ist iiberhaupt das Volum

eines jeden Parallelepipeds gleich dem Producte der Basis in
¥ i seine Hohe.

II. Also wird auch fiir den Wiirfel, dessen Seitenkante a
ist, das Volum desselben gleich a® seyn.

Das Yorhergehende setzt voraus, dals sich alle drey Kan-
ten des Parallelepipeds durch eine kleinere Linie 4f vollkom-
men ausmessen lassen. VYVenn aber diese drey Seiten unter sich
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incommensurabel sind, so wird man, wie in §. 118, I, zeigen, dals
dieser Fall sich immer auf den yorhergehenden zuriickfihren
lifst, wenn man nur die Linie 43 kleiner nimmt, als jede an«

dere noch angebbare Grofse,

§. 162. (Ausmessung des Prismas und der Pyra-
]ni([e.) VWenn man in den beyden Grundflichen eines Parallel-
epipeds (Fig. 64) die Diagonalen AC und ac zicht, so werden
dadurch diese Grundflichen (§. 116) halbirt, und da diese Dia-
gonalen mit den beyden Kanten 4 a und Ce des Parallelepipeds
in derselben Ebene liegen, so wird auch das Parallelepiped selbst
durch diese Ebene 4a Cc halbirt, d. h, in zwey dquivalente drey-
seitige Prismen A Cb und 4 Cd getheilt, welche beyde dieselbe
Hohe mit dem Parallelepiped, aber nur die Hilfte der Basis der-
selben zu ihrer Basis haben. Daraus folgt, dals das Volum ei-
nes dreyseitigen Prismas gleich ist dem Producte der Basis die-
ses Prismas in die Hohe desselben.

Da sich aber auch die Basis jedes anderen mehrseitigen Pris-
mas durch Diagonalen in Dreyecke theilen lifst, so wird iiber-
haupt das Volum jedes Prismas gleich dem Producte seiner Basis
in die Héhe desselben seyn.

L. Eben so wird auch das Volum einer Pyramide gleich ir-
gend einem Theile des Volums desjenigen Prismas seyn, das mit
der Pyramide gleiche Basis und Hohe hat. Sey B die Basis und
H die Hohe dieses Prismas, so wird demnach das Yolum der Py-
ramide gleich 2. B H gesetzt werden kénnen, wo 2 irgend einen
noch unbekannten Factor bezeichnet, welechen wir nun niher
bestimmen wollen,

Sey in dem senkrechten dreyseitigen Prisma (Fig.63) 40BC
die Kante 4C = ac=a und BD = b dasLoth von B auf 4C,
oder auch bd—2>5 dasLoth von b auf ac. Endlichsey 4a = Bb
— Ce¢ = ¢ die Distanz der beyden Grundflichen des Prismas, —
Diefls yorausgesetzt, wird eine Ebene durch die drey Puncte B
@ und ¢ das Prisma in zwey Pyramiden theilen, nimlich in die
dreyseitige ab¢B =1, und in die vierseilige 4CacB = 1L

Fiir die erste dieser zwey Pyramiden ist die Basis B—=2<ab
und die Hohe H=¢, — Tiir die zweyle aber ist die Basis B=ac

und die Hohe H=25, so dafls wir demnach, unserer oben ange-
*

177

/
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nommenen Bezeichnung zu Folge, haben werden fiir das Volum
dewyByramide: I« o'z .sab; ¢,
» » TS Al LG ieil,

Da aber die Summe dieser zwey Pyramiden gleich dem ge-
gebenen Prisma, und da das Volum dieses Prismas, nach dem
Vorhergehenden, gleich dem Producte der Basis in die Hdhe
desselben, oder gleich Tab.c ist, so hat man die Gleichung

tab.c = ax.2ab.c + z.ac.b,
oder wenn man alle Glieder dieses Ausdruckes durch abe¢ divi-
dirt:
Z =,

d. h. das Yolum einer Pyramide ist gleich dem dritten Theile des
Yolums eines Prismas, das dieselbe Basis und Hohe hat, selbst
wenn diese Basis nicht dreyseitig, und beyde Korper nicht senk-
recht (. 159.) sind, oder das Volum jeder Pyramide ist gleich
dem dritten Theile des Products der Basis in die Hohe derselben.

1I. Die Oberfliche eines Prismas oder einer Pyramide aber,
die Basis derselben ungezihlt, ist offenbar gleich der Summe
der Flichen der diese Korper begrenzenden Seiten, die bey dem
Prisma Parallelogramme, und bey der Pyramide Dreyecke sind.
Haben daher alle diese Parallelogramme oder Dreyecke dieselbe
Hihe /i, und nennt man b die Summe der die Basis begrenzen-
den Kanten, so ist (§. 118.)

die Oberfliche des Prismas gleich . . . bk,
und die der Pyramide gleich . . . . . 1bh.

§. 163. (Ausmessung des Cylinders und des Ke-
{-’,U]“-‘) Da sich bey senkrechten Cylindern und Kegeln mit kreis-
formiger Basis diese Basis (nach §. 124.) als ein regelmilsi-
ges Polygon von unzihlig vielen Seiten betrachten lifst, so kann
man das Vorbergehende auch unmittelbar auf diese beyden Kor-
per anwenden.

Ist nimlich » der Halbmesser der kreisférmigen Basis, also
auch (§. 124, V.) 2rz die Peripherie und r* x die Fliche dieser
Basis, so hat man

fiir das Yolum des Cylinders den Ausdruck . »*z. 2k =1l ~,

und fiir das Yolum des Kegels cantie aibas s M r"r(-;i) — = fiz,
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Die Seitenfliche des Cylinders aber, ohne die beyden Grund-
flichen, oder die sogenannte Mantelfliche des Cylinders, wird
gleich 274z, und eben so die Mantelfliche des Kegels, gleich
rkx seyn, wo k=\/r*4h* die Seitenlinie oder die Kante, und
h die Hohe des Kegels bezeichnet.

I. Ist Dab (Fig. 68.) dieser Kegel, in welchem der Halb-
messer der Basis a¢ —= bec = r und die Kante a D = 6D =k
1st, und erweitert man alle diese Kanten um dieselbe Grilfse
ad = 6B, so erhilt man einen zweyten Kegel 4 B D, fir wel-
chen wir den Ialbmesser der Basis AC = BC — R und die
Kante A D — BD = K annehmen wollen.

Da die Mantelfliche des ersten Kegels gleich rk=, also
auch die des zweyten gleich RK = ist, so hat man, wenn man
beyde von einander subtrahirt, fiir die Mantelfliche « des abge-
stumpfien Kegels ABba den Ausdruck

i e— (“K — r?i) . s

Setzt man aber dic Kante dieses abgestumpften Kegels
Aa = K — k = m, so hat man, wegen der Ahnlichkeit der
Dreyecke ACD und acD:

m & mr
. und k= ——,
R—r R—r

=

so dals man daher fiir die gesuchte Mantellliche des abgestumpf-
ten Kegels erhilt
Eimry
b e ————, T
R—rp 2

oder, da R* — r* = (R4-r)(R—r) ist:

z = (R}r).m=.

§. 164. (Verhiiltnisse dhnlicher Polyéder.) Zwey
Polyéder sind #hnlich, wenn ihre in derselben Ordnung auf ein-
ander folgenden Seitenflichen dhnliche Figuren bilden.

Seyen 4BCO und abcO (Fig. 71) zwey dhnliche Pyrami-
den mit r]rcysciligeu Grundflichen. Seven G und g diese Grund-
flichen, und OD — H, Od = & die Lothe, die man von ihren
Scheiteln O auf diese Grundllichen herabgelassen hat.  Endlich
wollen wir noch das Volumen dieser Pyramiden durch 7 und ¢
bezeichnen.
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Da der gegebenen Erklirung dhnlicher Pyramiden zuFolge
die Grundflichen derselben ihnliche Figuren sind, so hat man

(§. 124.)

262

G o= 4B abl
AB = ok e
Wo man statt — auch das Verhiltnifs jeder zwey anderen ho-
ao
LA G OES E LT

mologen Kanten, z. B. ——, —, — u f. substituiren kann,

ac oa h
Daraus folgt sofort, dafs die Grundflichen, also auch je
zwey andere homologe Seitenflichen, also auch die ganzen Ober-
flichen zweyer dhnlicher Pyramiden sich verhalten, wie die Qua-
drate ihver homologen Linien.
I. Vvihlt man das letzte der oben erwihnten Verhiltnisse,
so hat man
G:g=H: I
Multiplicirt man aber diese Proportion durch die folgende
1 A T LT
so erhilt man bl L
$GH: igh = H3: I,
also auch, da ¥ =XGH und ¢ = ;gh ist:
Vo= H: ke,
oder die Volumina zweyer ihnlichen Pyramiden verhalten sich
wie die Wiirfel ihrer Hohen, oder iiberhaupt wie die Viirfel

-

ihrer homologen Seiten,

IL. Da sich aber alle éhnliche Polyéder in solche dholiche
und ibulich liegende dreyseitige Pyramiden auflosen lassen, so
seyen /7 und ¢ die zwey ersten dieser Partialpyramiden der bey-
den Polyéder, und 4, a zwey homologe Linien derselben, z. B.
die zwey Kanten, welche diese Pyramiden mit den zweyten ih-
nen zuniichst anliegenden Partialpyramiden 7 und ¢' verhinden.
Seyen eben so B und b die zwey Kanten, welche diese zweyten
Pyramiden mit den dhnlichen nichstfolgenden driiten verbinden,
und C, ¢ die Kanten, welche diese dritten Pyramiden mit den
ihnen anliegenden vierten verbinden u, f., so hat man nach dem

Vorhergehenden
= A% ad,
¥V 2 0= B3 ; b3

C¥ 3 ¢t u, i
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Da aber, wegen der Ahnlichkeit der beyden Polyéder, die
Proportionen bestehen:

= A : a,

G = Aistalnit
5o hat man auch
Vil pi—idds iy
s R
V! ple A% s a¥ . d
und daher
vV +V V7 +...i0deF 4.0 =4 a%
woraus sofort folgt, dafs in ihnlichen Polyédern die Volumina
derselben sich verhalten, wie die Wiirfel threr homologen ILi-
nien, wihrend sich, nach dem unmittelbar Vorhergehenden, die
Oberflichen dieser Polyéder wie die Quadratc ihrer homologen
Linien verhalten,

III. Dasselbe wird sich auch auf dhnliche, von krummen
Flichen begrenzte Kirper anwenden lassen. So werden aller
Kugeln Oberflichen sich wie die Quadrate, und ihre Volumina
wie die YViirfel ihrer Halbmesser verhalten,




Ein und zwanzigstes Capitel.
Das Dreyeck auf der Oberfliche der Kugel,
oder sphirische Trigonometrie.

. 165. (Eri{_l;‘irungen.) So wie wir in dem Vorherge-
henden das Dreyeck, in welches sich alle anderen Polygone auf-
losen lassen, mit besonderer Sorgfalt betrachtet haben, so wer-
den wir auch hier, wo wir uns mit der Bestimmung der Polyéder
und der iibrigen Korper beschiftigen, vor allen die dreyseitige
Pyramide niher untersuchen, da in diese, als in den einfachsten
aller Kérper, jeder andere Kérper aufgelist werden kann, so
dals uns daher die nihere Kenntnils dieser Pyramide zur Unter-
suchung der Polyéder und iiberhaupt aller Kérper eben so niitz-
lich seyn wird, als es die des Dreyecks zur Bestimmung der cbe-
nen Figuren gewesen ist,

Jede solche dreyseitige Pyramide, wie 4BC O (Fig. 72),
deren drey Kanten O 4, OB, O C wir hier, gleich den Schen-
keln eines Winkels, unbegrenzt annchmen, enthilt sechs Bestim-
mungsstiicke, namlich erstens die drey Winkel, welche die Kan-
ten unter sich bilden, und dann die drey Vinkel, unter welchen
die drey, durchje zwey jener Kanten gclegten-Ehcnen, oder unter
welchen die drey Seitenflichen der Pyramide gegen einander ge-
neigt sind.

Wir wollen die drey ersten dieser Bestimmungsstiicke die
Seiten , und die drey anderen die Winkel der Pyramide nennen,
und jene (wie oben {. 87, II. fiir das Dreyeck) durch «, 3, v,
diese aber durch 4, B, C bezeichnen, so dals man hat fiir dic
Seiten der Pyramide

BOC = «,
A0C = B,
AOB = y,

und fiir die Neigungswinkel der drey Ebencn
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an A0 den VWinkel 4,
» BO » » B
» CO » » C.

1. Diefs vorausgesetzt, wollen wir uns in dem Scheitel O
dieser Pyramide zugleich den Mittelpunct einer Kugel vorstellen,
deren unbestimmten Halbmesser wir fiir die Einheit annehmen,
so dals die drey Kanten 04, OB, OC der Pyramide die Ober-
fliche jener Kugel in den drey Puncten 4, B, C treflen, wel-
che Puncte demnach von dem Mittelpuncte O alle um dieselbe
Grifse, um den Halbmesser der Kugel, entfernt sind. Die Ober-
fliche dieser Kugel wird daher von den drey Seitenflichen der
Pyramide

oder von der Ebene 4O B in dem Kreisbogen 4D,

von AOC » » » AC,
und von BOC » » » BC
geschnitten werden, und diese Kreisbogen werden simmtlich sol-
chen Kreisen, deren Mittelpunct O mit dem der Kugel zusam-
menfillt, oder sie werden sogenannten gri/sien Kreisen der Ku-
gel angehdren, so dals auch ihre Halbmesser, wie jener der Ku-
gel selbst, der Eiaheit gleich sind.

Dadurch entsteht demnach auf der Oberfliche der Kugel
ein von drey Bogen grilster Kreisc dieser Kugel eingeschlosse-
ner Raum 4 B(C, den man ein spkdrisches Dreyeck zu nennen
pllegt. Die Seiten dieses Dreyecks oder die erwihnten Kreisbo-
gen sind (nach §. 84, H.) die Malse der Winkel, welche die Kan-
ten der Pyramide unter sich bilden, oder sie sind die Mafse der
Seiten der Pyramide, so dals man daher fiir diese Seiten des
sphirischen Dreyeckes die mit den vorigen Grilsen a, [3, y gleich-
bedeutenden Bezeichnungen hat:

B@ —"a,  AC =" und “ADI=1y

VWenn man ferner in dem Puncte 4 der Kugelfliche, zu dem
Kreisbogen 4 B sowohl, als auch zu dem Bogen 4 C eine Tan-
gente zieht, so steht (nach §. 115.) jede dieser Beriihrungslinien
in dem Puncte A senkrecht auf dem Halbmesser O 4, d. h. senk-
recht auf der Durchschnittslinie O 4 der beyden Ebenen 40 B
und 4O C, also ist auch der Winkel dieser zwey Beriithrungs-
linien, und daher auch der Winkel, welchen die beyden Kreis-
bogen 4B und AC unter sich in dem Puncic 4 bilden (nach
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§. 154, 1IL), gleich dem Winkel der beyden Ebenen 40 B und
il A0C, d.h. gleich demjenigen W inke¢l der Pyramide, den wir
' oben durch 4 bezeichnet haben.

1 Dasselbe wird auch von den beyden andern Winkeln B und

J.l C der Kreisbogen 4BC und 4CB gelten, von welchen der er-

ste gleich dem Winkel B, und der zweyte gleich dem Winkel C

, ] der Pyramide ist, so dals man daher fiir die drey Winkel des

; sphirischen Dreyecks wieder die vorhergehenden Bezeichnungen
B Ci=d i ABICr= B und ¥ 4G Br=="¢

haben wird, die wir, wie oben fiir das ebene Dreyeck, auch hier
und in der Folge fiir das sphirische beybehalten wollen,

§. 166, (Grundgleichung des sphirischen Drey-
(]C]\'.S.) Lassen wir von dem Puncte C (Fig.72) in der Ebene
COA auf die Gerade O A ein Loth Ca herab, und errichten
wir dorch diesen Punct a in der Ebene 4O B auf dieselbe Ge-
rade O 4 wieder cin Loth ab, so dals demnach die beyden Li-
R et nien a C und ab in dem Punecte a auf den Durchschnitt O 4 der
' beyden Ebenen BO 4 und €O 4 senkrecht stehen. Diels vor-
ausgesetzt, wird der Winkel Cab, welchen diese beyden Lothe
unter sich bilden (nach §. 154, IIL), gleich dem Neigungswin-
kel der beyden erwihnten Ebenen seyn, oder es wird der Winkel

Cabh="G4B — A
! il seyn, und man wird daher in den zwey ebenen Dreyecken Cab
i i und O Cb (nach §. 91.) die beyden Gleichungen haben

: Cb* = ab®* -}- aC* — 2ab.aC. Cos4 und
Ci* =1 4+ 060> — 2b0.Cosa.

Allein es ist auch, der vorhergehenden Erklirung unserer
Verzeichnung gemils:

e o

& |l ab
' aC aO . Tangf3,
) a0
Rt b0 und
Cosy
a0 = CO Cosf3 = Cos 3.
Substituirt man diese Werthe in den beyden obigen Glei-
chungen, und setzt dann die beyden Ausdriicke von Cb einan-
der gleich, so erhilt man

a0 . Tangy,

(1

|
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Cosa = Cosfs Cosy - Sinf3 Siny Cos 4,

und diese Gleichung gibt den VWinkel A des spharischen Drey-
ecks, wenn die drey.Seiten a, (3, y desselben bekannt sind.

Durch dasselbe Verfahren, auf die beyden andern Puncte A
und B angewendet, oder auch, durch die blofse bereits oben
(§. 91, IL) erwihnte Verwechslung der Zeichen, wird man auch
die beyden analogen Ausdriicke fiiv Cos B und CosC erhalten,
so dafs man demnach die drey Gleichungen hat:

Cosa = Cosf3 Cosy - Sinf3 Siny Cos 4

Cos3 = Cosa Cosy - Sina Siny Cos B } . . . (4),

Cosy = Cosa Cosf3 -~ Sina Sinf3 CosC
und diels ist die gesuchte Fundamentalgleichung des sphérischen
Dreyecks, aus welcher sich alle iibrigen ableiten lassen, wie wir
sogleich niher sehen werden.

§. 167. (Weitere Gleichungen des sphirischen
Drcycclis.) Da man fiir jeden VVinkel 4 die Gleichung hat:
Sin24 — 1 — Cos* 4,
so gibt die erste der Gleichungen (A)
(Ea = Cos § p_o_s_y)ﬁ‘
Sin @ Siny
Entwickelt man diesen Ausdruck, und setzt der Kiirze
wegen
M =

Sin‘-/f:n—(

3 | 2Cosa CosB Cosy — Cos?a — Cos*8 — Cos*p

Sin% g Sin*f§ Sin®y

3

so findet man sofort
Sind = M. Sina;
und eben so, durch die blofse Verwechslung der Zeichen, wo-
durch der fiir a3y symmetrische Ausdruck von M offenbar nicht
geandert wird:
SinB = M.Sin3 und
SinC = M. Siny.
Eliminirt man aus den drey letzten Gleichungen die Grolse
M, so erhélt man
Sin 4 Sin3 = Sin B Sina
Sin4 Siny = Sin € Sin« } , . . (B),
Sin B Siny = Sin C Sinf
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oder in jedem sphirischen Dreyecke verhalten sich die Sinus der
Winkel wie die Sinus der ihnen gegeniiberstehenden Seiten.

I. Von denselben drey Gleichungen (A) geben die bheyden
ersten, wenn man dabey die Gleichungen (B) beriicksichtiget:

Cosa = Cosf3 Cosy -~ Sina Siny Sin B Cotang 4,
Cosf3 = Cosa Cosy -~ Sina Siny Cos B.

Eliminirt man aus diesen zwey Gleichungen die Grilse
Cosf3, so erhilt man
Cotang 4 Sin B — Cotang a Siny — Cosy Cos B . . . (C)
mit den beyden analogen fiir Cotang B Sin C und Cotang C Sin 4.
IIl. Eben so gibt die erste und dritte der Gleichungen (A)
Cos« == Cosf3 Cosy -} Sinf3 Sina SinC Cotang 4,
g i Cosy = Cosa Cosf3 4 Sina Sinf Cos C,

woraus man wieder, durch Elimination von Cosy, erhilt

¢ 1 ; _ Cotang 4 8inC = Cotanga Sinf3 — Cosf3 CosC . . . (D)

i it mit den beyden analogen Gleichungen fiir CotangB Sin 4 und
Cotang C Sin B,
il I1I. Endlich gibt die zweyte der Gleichungen (C) verbun-

den mit (B):
¢ Cos B Sin A

; Cotang B S§inC = ——— — Cosa Cos C,
SIS Cose Sin B : e
Cotang 4 SinC = ST~ ios 3108 O

Sin A

woraus man, durch Elimination von Cos[3, erhalt
i Cos A = SinE SinC Cosa — Cos B CosC . . . (E)

mit den zwey analogen Gleichungen fiir Cos B und Cos C.

§. 168. (Umbildung der vorhergehenden Aus-
| | dl-ﬁc]{e.) Die Gleichungen (A) bis (E) enthalten die vorziig-
lichsten Ausdriicke, deren man sich bey der Auflisung (§. 109.)
', - der sphirischen Dreyecke, oder in der sphdrischen Trigonometrie,
bedient. Zur bequemern Berechnung mit Liogarithmen kann man
ihnen, wie oben ({. 106.) mit denen fiir die ebene Trigonomelrie

geschehen ist, andere Gestalten geben.

I. So gibt die erste der Gleichungen (A)
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Sin 3 Siny
Cos (8—7y) — Cosa

und

1 — Cos 4 =

Sin g Siny
Nach §. gb. ist aber
1 + Cosz = 2Cos?La,
1 — Cosz = 2 Sin*Za und
Cosaz — Cosy = 2S8in<(y~+2)Sin(y—a),
also ist auch
Sinzd = A/ a0 +‘-*Stv;;7 it

Sin = 23 Sin+ —u
Cosifd = Sin ’(_a_-t F\-{_ .I) ‘I[f‘,(ﬁ +1_})
- Sin g Sin gy

R

und durch dasselbe Verfahren erhilt man auch aus der ersten der
Gleichungen (E) die beyden folgenden:

ke — Cos5 (44 B} C) Cos5 (B C—A4)
Sinta = ‘/—-

Sin B Sin C
Jos 3 (4 -+ B—C) Cos; (44 C—
Guta i/ s et s C
1I. Wichtiger noch ist folgende Verwandlung, zu welcher
wir den VWeg nur kurz anzeigen.
Die Gleichung (C) gibt
Cosa SinC = Cos 4 SinB -} Sin 4 Cos B Cosy,
und analog
Cosf3 SinC = SinA Cos B -} Cos 4 SinB Cosy,
woraus man durech Addition und Subtraction findet
(Cosa 4 CosP)SinC = (1 F Cosy) Sin(BE 4) ... (1)
Sucht man eben so aus der Gleichung (D) den VWerth yvon
Cos 4 Siny und Cos B Siny, durch «, 8 und C ausgedriickt, so
erhilt man
(Cos 4 4 CosB) Siny = (1 F CosC) Sin (3 +a) ... (2)
Endlich ist noch, wie unmittelbar aus den Gleichungen (B)
folgt:
(Sin4 + SinB) Siny = (Sina * Sinf) SinC . . . (3).
Verwandelt man in den Gleichungen (1), (2) und (3) die
Summen und Differenzen der Sinus und Cosinus (nach §. 96.) in

(G
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die Producte derselben, so erhilt man sechs Gleichungen, deren
Gombinationen unter einander zu vielen anderen interessanten
Gleichungen fithren, von welchen wir hier nur die vier folgen-
den auszeichnen:
Sin (A4 B) Cos 3
Cos 2 (4} B) Cos }

) Cos L (a—B)Cos+C
Cos > (a~}-3) Sin;C
SinZ (4 —B) Sin Sin < (a— ) Cos=C
(..os;(ft—B)Sm;y Sin £ (a—-f3) Sin3 C
111, Dividirt man von diesen Gleichungen (H) die zwey er-

sten oder letzten durch einander, so erhilt man

Tang > (A4 B) =

(H).

| Il l\ II

(,m (,:

Cos = S (e + ;3)
Sin 3 (@ — P)
Sin 5 (a - £)

und eben so erhilt man auch

Cotang C

s

Tang 1 (4—B) = Cotang; C

: - Cos~(4—B) ,
ng < (a Rl Tang =
g3 (@+F) U():‘;—-(/I-{-L' ==
Sin - (4 —B
in g (- ) T

Tang 3 (a — —
ang % (e —[3) gl (f[-_{_fj]

.
ang 857
1V. Endlich kann man auch noch mehrere der Gleichungen
des §. 167. durch Einfiihrung von Hiilfsgrifsen zur Rechnung
bequemer machen. Nimmt man z. B. in der Gleichung (D) den
Hiilfswinkel ¢ so an, dafs man hat
Tang ¢ = Tanga Cos C,

so findet man daraus die Cotangente von 4, durch die Gréfsen
a, [3 und C ansgedriickt, auf folgende Arv:
Cotang A = .SS.T..E?;?_)7,
ine Tang C

§. 169. (Differentialausdriicke der vorhergehen-
den (,‘Tlt!iC!H{llg(ill.) VWenn man von den sechs Bestimmungs-
stiicken eines sphirischen Dreyecks zwey devselben constant an-
nimmt, und irgend eine der vier anderen um eine gegebene, sehr
kleine Grofse édndert, so wird man die Anderungen, welche da-
durch die iibrigen Bestimmungssticke erleiden, auf folgende
Weise finden.
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Es sey z. B, in dem Dreyecke 4 BC (Fig. #3), in welchem
die beyden Seiten § und y dieselben bleiben sollen, der VWinkel
CAB = 4 um die Grifse BAB = d A geindert worden, so dafs
das gegebene Dreyeck 4 BC in das folgende A4 BC iibergeht, wo
AB = 4B =y ist, so wird man die jim]crung dea, welche da-
durch die Seite BC = a erfahren hat, durch die Differentiation
der ersten der Gleichungen (A) erhalten, oder man wird haben

da Sina — d 4 Sin 4 Sinf3 Siny,
oder einfacher, mit Beriicksichtigung der Gleichungen (B):
da
dAd

Sucht man eben so die .-""\mlerung d B des Winkels B, die
einer gegebenen &ndmunw d C des Winkels C entspricht, unter
derselben YV oraussetzung, dafls die beyden Seiten 3 und y unyer-
dndert bleiben, so gibt die dritte der Gleichungen (B)

dB Cos B Siny = dC CosC Sin 3,

= 8Sin B Sin .

also auch
dB = dC . TangB Cotang C.
Fiithrt man diels fiir alle vorkommenden Fille aus, so er-
hilt man folgende, in vielen Fillen niitzliche Tabelle.
L Ist 8 und y constant, so hat man

1 ab
=% = SinB Siny, “{Tj = Tang B CotangC,
‘.

d.A
1o . :
% — — Sina Tang B,
da it d A Sin e
:E}-)-:-—-Slna‘c Tan C, Eu—émﬁlluﬁ,
dA T Sina
e = Siny Cos 5 °

IL. Ist der Winkel 4 und eine der ihm anliegenden Seiten y
constant, so ist eben so

da da da 2 v
— — Sina G —— — — Tang a Colg (
:!*3 — CosC, 5 Sin« Cotg C, T g e g C,
dp it Sine df _ T'mrra’ A A Cobnl
dB SinC’ {lC Sin C dB

III. Sind zwey VVinkel B und C constant, so ist
.45 Tangp dp Cotang y dp hm g Cos y

d'y lungy’ dul e SRl . dia = T Sina 2
dA (Z? lasv Hln'y d.A

— = ~, — = Sind Tang
da = SinB Sty da Sina ' dy
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1V. Ist endlich ein Winkel 4 und die ithm gegeniiberste-

hende Seite « constant, so hat man

dg Tangd &8 CosB  df Sin B

db Y FJ_‘.:m:_’.i-J" -;i'y sl RS s S g W’
dvy Tang v e Tangp CosC dB Cos 3

ac o 'l—“_m % Bl T T e il Y L‘usy'

§. 170. (Vergleichung der Ausdriicke des sphiiri-
schen und des ebenen Dreyecks.) Nimmt man die Sei-
ten eines spharischen Dreyecks gegen den Halbmesser der Ku-
gel, auf welcher es verzeichnet ist, sehr klein an, so kann man
die dasselbe begrenzenden Bogen als gerade Linien, also auch
das sphirische Dreyeck als ein ebenes betrachten. Die Gleichun-
gen (A)...(K) des sphirischen Dreyecks werden demnach die
Gleichungen (A...F des {.100.) des ebenen Dreyecks als blofse
specielle Fille in sich enthalten. In der That, setzt man z. B.
die Seiten a, 3, 7 des sphirischen Dreyecks unendlich klein,
also auch (nach {. 102, 104.)

Sina = Tanga — & und Cosa = 1,
so gibt die erste der Gleichungen (B)
fSind = aSinB,
iibercinstimmend mit der Gleichung (B) des §. 106.
Eben so gibt die Gleichung (C) und (D) des §. 167.

Cotang 4 Sin B — Y _ CosB und
&
. p
Cotang 4 SinC = ~ — Cos C,
(<4
also auch
= a Sin B a SinC
[ﬂ]lg A= . ~ = = - -
ol Cos 5 g— a Cos C

iibereinstimmend mit der Gleichung (F) des §. 200, u.s. f.

I. Dasselbe wird auch von den Differentialausdriicken des
\ 109. gelten, So hat man in einem ebenen Dreyecke, wenn die
Seiten 3 und y constant bleiben :

dz : dA
— = ySmB e e
7 2B 3 CosC

§. 171, (Auflosung der sphirischen Dreyecke.}
Aus den Gleichungen (A)...(K) des §. 108, sicht man, dals
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wenn von den sechs Bestimmungsstiicken eines sphirischen Prey-
ecks drey gegeben sind, die drey anderen durch Rechnung be-
stimmt werden konnen. VVir wollen daher, wie oken ({. 109.)
fiir das ebene Dreyeck, auch die hier yorkommenden Fille fin
das sphiirische nach der Ordnung aufziahlen.

I Fall. Wenn die drey Seiten «, (35 y eines sphirischen
Dreyecks gegeben sind.

Dann findet man irgend’ einen der drey Winkel, z, B. 4
durch die Gleichung (A)

Cosa — Cos P Cosy

Cosd = —  — —
blilfts,h“")’

oder auch, bequemer zur Rechnung, Sin‘t4 oder Cos : A durch

]

die Gleichungen (F).
II. Fall. VWenn die drey Winkel 4, B, C gegeben sind.
Dann findet man irgend eine Seite, z. B. «, durch die Glei-
Tiine LT
Lhu“n (E) Cos A 4 Cos'B CosC
Cos ., o= ﬁﬁ?n C 4
oder bequemer Sin;a oder Cos L a durch die Gleichungen (G).
IIL. Fall. YWenn zwey Seitcn a, 3 mit dem eingeschlosse-
nen VWinkel C gegeben sind.
Dann findet man 4, B und y durch die Gleichungen

Cotanga Sin 8 — Cos 8 Cos C
Cotang 4 = VATGFIR TR Tiee il e |
Sin C
Cotang B Sing — Cosa Cos C
Cotang B — —————F—+ =
2 Sin C ¢

Cosy = Cosa Cosf3 -} Sina Sin (3 Cos C.

I. Bequemer zur Rechnung sind fiir diesen Fall die Glei-
chungen (H), wenn man alle drey Grofsen 4, B und y zugleich
bestimmen will.

II. Sucht man blofs dic beyden Winkel 4 und By so wird
man die Gleichungen (F') wihlen.

IIL  Sucht man endlich blofs einen dieser Vinkel, z. B. I
und die Seite y, so hat man die Gleichungen:

Siny Sin B = Sin 3 Sin C
Siny Cos B = Sina Gos3 — Cosa Sinf Cos C )4
Cosy = CosaCosf3 -~ Sina Sin g Cos C
wo die Division der beyden ersten Gleichungen den VWerth von

Littrow's Anfungsgr. d, gosammt. Matheur. 10
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Tang B gibt, und wo man dann, wenn B bekannt ist, den Werth
von y aus jeder dieser drey Gleichungen bestimmen kann.

1Y. Dieselben drey Gleichungen lassen sich auch, zur Riech~
nung mit Logarithmen, in blofsen Factoren auf folgende Veise
darstellen:

Il

Tang ¢ Cos C Tang 3,
Sinita—
Cotang B = ot

w

Sm? Ta mD
Cos B Cos (a2 — )

Cosy = 3

Cos;
oder auch

l!

Tang 4 Cos C T'ang a,,
Sin (3 — 1)
Sin p Tang ik
Cosy = C—m < (-?[-]-HH_‘M
Cos ¢
1V. Fall, Wenn zwey Winkel 4, B und die eingeschlossene
Seite y gegeben ist.
Dann findet man a, 8 und C durch die Gleichungen
Cotang 4 Sin B < Cos B Cos y
Sin y ¢
Cotang B Sin 4 4 Cos 4 (_'u‘;'y
Sin oy
Cos C = Sin A Sin B Cosy — Cos 4 Cos B,

I. Bequemer zur Rechnun

Cotang 4 =

Colang:: —

li

Cotangf3

g sind die Gleichungen (H), wenn
1 | man alle drey Gréfsen «, 8 und C sucht, oder die Gleichungen
(K), wenn man blofs die beyden Seiten « und (3 sucht,

II. Sucht man endlich blofs eine dieser Seiten (5 und den
Winkel C, so hat man, wie zuyor, die Gleichungen:

SinC Sinf3 = Sin B Siny
21 Sin € Cosf3 = Cos 4 Sin B Cosy - Sin 4 Cos'B
Cos C — Sin 4 Sin B Cosy — Cosd Cos B
. III. Oder endlich zur Rechnung mit Logarithmen:
Tank o= Cofang B
Cos ¥
f 0s (A — u)

Cotang i =
8l Tang b Cos 9
Ca Cos B Sin (A — %)

- e X

Sin :‘;"__
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oder auch
Cotang A
Tangd — o
o Cfnsy 2
Cos (B— 1)

Colang o =l ¥
ldnr' b (‘nsu

Cos A Sin (B —1
Cosl Bttt 2O ).

Sin
V. Fall. YWenn zwey Seiten a, (3 und einer der gegeniiber-
stehenden Winkel, z. B. A4, gegeben ist,
Dann findet man B durch die Gleichung
. Sin 4 Sin 3
SiniBa—yes ot

Sina

und wenn so B bekannt ist, auch C und y durch die Gleichun-
gen (I) und (K), oder durch

C f - L

Tang:C = 52 ! (@t) Cotang = (44 B),
Uos—(:r—i— 3)
Cos~ {;f+ij]

Tang<y = AT J.._,r‘ Tang : (aP).

Sucht man blofs den Winkel C, so hat man
Cotang A
lJn;‘,’.

Cos (C—¢9) = Tang § Cos ¢

Tange =

Tanga
and ehen so, wenn man blofs die Seite y sucht:
Tang ¢ = Cos A Tangf3,

Cos e Cos

Cos (y—19) g

Lnsia

[l

VI. Fall. Wenn zwey Winkel 4 und B und eine der ihnen
gcgeniiberstehcndcn Seiten, z B. a, gegeben ist.
Dann findet man B, € und y durch die Gleichungen:

Sine Sin B

S“”>=="1;T§—‘=
C
Tang; C = sl i) Cotang £ (4 4 B),
Lm—(a+ )

(44 B
oS ?_E s Tang < (a - [3)-
Cos - (4 — B)

11

Tang iy

Sucht man blofs den VWinkel C, so ist
8 *
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Cotang ¢ = Cosa Tang b,
d Cos A4 Sin g
SO ) s =t R

und wenn man blofs die Seite y sucht:
Tang ¢ = Cos B Tanga,

. Tang B Sin

it Ve D
Sin (f 1’) Tang A

§.172. (Aullosung der rech twinkligen sphéirischen
Dl‘c\'cc!it).) Aus dem Vorhcrgehcnden lassen sich sofort auch
die Ausdriicke fiir solche sphirische Dreyecke ableiten, in wel-
chen einer der drey Winkel gleich einem rechten ist. Solche
Dreyecke werden rechtivinklige genannt, VVir nehmen im Fol-
genden den Winkel 4=qo° an.

1. Fall. Ist 4, 3 und y gegeben, so hat man sofort, wenn
man in §. 171. den Winkel 4 = go setat:

Tmlg 1‘3

Tang B = ST

Tangry
l'anﬂfc —— mmm——
0 “)111"‘ 2

Cosa = Cosf3 Cosy.
II. Fall. Wenn 4, a und /3

gegeben ist:

=]
X Sinf
SinfB — ——-
"'-in a’
. T'ang 3
CosC = 2F
].(m’a
Cos a
Gosdii=— —
Cos o}
(Il, Fall. Wenr A, B und (3 gegeben ist:
5 Sin 8
Sing = ——,
Sin B
{ Tang 8
Siny = —2C
T'ang B
g Cos B
SinC = .
Cos g

IV. Fall,  Wenn 4, C und 8 gegeben ist:
Tang
-Cos ©

= Sinf TangC,
Cos B = Cosf8 Sin C.

’.l‘ang &, ==

rl"ll’l""
A d o }F
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V. Fall. Wenn 4, B und a gegeben ist:
Sinf = Sin« Sin B,
Tangy — Tanga Cos B,
Cotang B
. e
Tang C = L
o Jos @
V1. Fall. 'Wenn 4, B, C gegeben ist:

Cos « = Cotang B Cotang C,

Cos B
0S8 = ——
Cos= ga
COSy pl (;Tm (.,.

Sin B

§- 193. (Berechnung der sphirischen Dreyecke.)
Wir wollen nun den Gebrauch der \-’or]ncrgcilcndcn Ausdriicke
durch Beyspiele zu erlidutern suchen.

Ehe wir aber diese Berechnungen vornehmen, wollen wir
einige, diesen Gegenstand iberhaupt betreffende Bemerkungen
voraussenden.

I. Erstens bedarf es wohl keiner Erinnerung, dafs man auf
die Zeichen der trigonometrischen Functionen in den verschie-
denen Quadranten ihrerWinkel gehorig Riicksicht nehmen muls,
wozu man sich am bequemsten der Gleichungen des §. 94, Nr, B.
und C. bedienen wird,

II. Zweytens ist es bey der Berechnung der Hiilfswinkel
und iiberhaupt aller derjenigen Gréfsen, die nicht die gesuchten
Endresultate unmittelbar enthalten [wie z. B, die Gréolsen = (4 B)
und 2(4—B) aus den Gleichungen (I) des {§. 168, durch welche
man erst die unmittelbaren YWerthe von 4 und von B durch Addi-
tion und Subtraction jener zwey Gréfsen erhalten will |, am einfach-
sten und auch fiir alle Fille geniigend, diese VWinkel stets in dem

el

ersten Quadranien; aber mit dem der [rigonumelrischcn Function
entsprechenden Zeichen, zu nehmen, und dann mit dem so an-
genommenen Hiilfswinkel die Liechnung bis zu ihver Deendigung
fortzufiihren, wobey man, wie schon in §. 64, B. evinnert wurde,
die Logarithmen der negativen Zahlen, um Irrungen zu yermei-
den, mit einem N bezeichnen kann.

IIL. Drittens kann man annehmen, dafsin jedem sphivischen

Dreyecke keine Seite gréfser als 180 Grade ist; denn wenn auch




278 §. 173,

solche Dreyecke moglich'sind, deven Seiten die halbe!Periphe-
rie der Kugel iibersteigen, so werden die Erginzungen dieser
Seiten zu 360 Graden immer ein Nebendreyeck auf der Kugel ge-
ben, dessen Seiten kleiner als 180° sind, und das man daher
statt des gegebenen Dreyecks berechnen und daraus dieses gege-
bene leicht ableiten wird, In der That gebraucht man die spha-
rischen Dreyecke gewohnlich, um durch sie die Lage eines be-
stimmten Punctes auf der Oberfliche der Kugel anzugeben. VVill
man aber z. B, die Lage irgend eines Punctes B (Fig. 74) gegen
den festen Kreis 4C A'C’ angeben, oder will man den dritten
Punct B des Dreyecks 4C B durch die Entfernung CB desselben
von dem fixen Punect C, und durch den Winkel 4 C B dieser Ent-
fernung mit dem fixen Kreise C A C' bestimmen, so wird es offen-

bar geniigen , diese Entfernung C B oder die Seite des Dreyecks
b A C B nicht grifser als 180 Grade anzunchmen , aber dafiir den
B e WVinkel C des Dreyecks von o bis 360° wachsen zu lassén, um
aaf diese Weise alle Puncte der Kugel, und zwar keinen dersel-
i i ben mehr als einmal zu umfassen,
ot elid 1V. Endlich wollen wir noch bemerken, dals es zwischen
je drey Puncten 4, B, C (I'ig. 74) auf der Oberiliche der Ku-
gel immer ziwey Dreyecke, der anderen hier nicht zu erwithnen,
gibt, nimlich erstens das gewohnlich betrachtete Dreyeck 4.5 C,
und zweytens jenes, dessen Fliche dieFliche des ersien zur gan-
zen Kugelfliche ergiinzt, oder dasjenige , welches iibrig bleibt,
wenn man von der Oberfliche der ganzen Kugel das erste Dreyeck
wegnimmt. Beyde Dreyecke haben ganz dieselben Seiten, aber
die Winkel des einen sind die Erginzungen der Vinkel des an-

1 deren zu vier rechten Winkeln. Die simmtlichen vorhergehen-
den analytischen Ausdriicke des sphérischen Dreyecks bleiben

aber selbst in Beziehung auf ihre Zeichen unverindert dieselben,

8
wenn man in ihnen statt den Winkeln 4, B und C ihre Ergin-

gungen zur ganzen Peripherie oder 3bo — 4, 360 — B und
i 860 — C setzt, und dabey die Seiten a, £, y des Dreyecks un-
gedndert lalst, so dafls also alle jene Formeln eben so gut fiir das
gewohnliche, als fir das Supplementardreyeck desselben gehdren.
Nach diesen Bemerkungen wollen wir nun zu der ausfithr-
lichen Berechnung eines Dreyecks selbst iibergehen.

Wenn in einem Dreyecke folgende zwey Seiten mit dem
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eingeschlossenen Winkel gegeben sind:

105° 23 5o,
[ 132, 25! 84,
c 50 42 20",

und wenn man vorerst nur einen der beyden anderen Winkel,

&

ol

z. B. den Winkel A dieses Dreyecks kennen lernen will, so hat
man nach §. 171, Fall IIL :

Tang#$ = Tanga Cos C und
L __ Sing TangC
Tang 4 — TN S
Diels gibt sofort

log Tanga = 0.5600459 N
log Cos C = 9.9978431
logTangy = 0.55788q0,

und daher, da der erste dieser Logarithmen, also auch der letzte,
zu einer negativen Zahl gehort:

P = — 74° 31" 47".2

Aber es war [ = 13° 25" 54".0
also 1st auch 3 — 9 = 87° 59" 41".2.

Mit diesen Werthen von ¢ und 3—1 erhilt man, da der
Sinus eines negativen VWinkels 4 ebenfalls negativ ist:
logSiny = 9.983¢9730 N
log Tang C = 8.9996142
8.98356872
log Sin (f — 1) = 9.9997251
log Tang 4 = 8.98380621,
und daher A=-—5° 30" 12".9.

Um nun in dem Endresultate der Rechnung, in welchem
man die negativen Winkel zu vermeiden und sie durch ihre
gleichbedeutenden positiven zu ersetzen pllegt, den Quadranten,
in welchen der Winkel 4 fallen mufs, zu bestimmen, so hat man
(nach §. 94, C)

'1'ang(:80+;::) = Tang (3604 2) = Tangaz,
also ist auch der VWinkel

entweder 180 oder 360

—5 30 12.9 —5 30 12,9
174 29 470 354 20 47:1

.
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so dals daher der gesuchte VVinkel A entweder in den 11" oder
1Y ten Quadranten gallt, Welcher von diesen beyden Fillen in der
That Statt hat, wird man leicht aus einer der anderen Gleichun-
gen des §. 166. und 167., 2. B. aus der Gleichung (B) des §.167:
Sinea Sin C
Siny
selbst ohne eigentliche Berechnung derselben entscheiden kénnen,
TDa nimlich C = 5°42"20" im ersten Quadmmen liegt, also Sin C
positiv ist, und da alle Seiten eines Dreyeckes kleiner als 180

Sin 4 =

also auch Sina sowohl, als Siny eine positive Gréfse ist, so muls
auch Sin 4 positiv seyn, oder der Winkel 4 mufs in den I*te® oder
IJten Quudrzmlen fallen. Nach dem Vorhergehenden kann er aber
nur in den 1Iten oder IVten Quadrantun fallen, also fillt er in den
1Ites, und man hat daher

f il A= "174°39 47" .

Nach dieser vorliufigen Bestimmung des Winkels 4 wollen
i wir nun das gegebene Dreyeck vollstandig auflésen, und uns
i dazu der Gleichungen (H) des §. 168. bedicnen.
Mit den oben gegebenen VWerthen von «, 3 und C findet
man
2(a4-B) = 59"‘3;’;75‘:“, i(a—P) = 45°58°58",
und £ €= 5°42'20"}
und damit geben die erwiahnten Gleichungen (H)
log Sin (4 B) Cosy = 984 13079
log Cos (A~ B)Cos}y = 8.4035339
log Sin X (4— B) Sinfy = 9.8562095
logCos2(4—B)Sinty = 8.6319037
; Die Division der beyden ersten und der zwey letzten dieser
; Ausdriicke gibt
log Tang (4 B)
' - log Tang + (4 — B)

= 1.4378340,
= 1.2243658.
if Diefs gibt sofort
(44 B) 87°54'30".87 )
und < (4—B) 86 35 10,19 )’
Da aber die beyden letzten Logarithmen zu positiven Zahlen

gehoren, so werden die zwey Vinkel (44 B) und 2(4—B)

Il
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entweder dem Ist*n oder auch dem IlI**» Quadranten angehéren, so
dals man demnach auch haben kénnte:
L(4-=B) = 267°54 36".87
Z(A4— B) '= 26635 10.19
VWelcher von diesen beyden Fillen in der That Statt hat,
wird sich sogleich aus irgend einer der vorhergehenden vier Glei-
chungen entscheiden, bey welcher wir (nach der obigen Bemer-
kung L) die Werthe von (4 - B) und (4 —B), wie wir sie
zuerst géefunden haben, nidmlich im ersten Quadranten mit ihren
Zeichen , beybehalten. — Von diesen vier Gleichungen gibt z,B.
die erste und die letzte
9.8413679 8.63 19037
log Sin ; (4+4-B) = 9.9997110 log Cos £ (4— B) = %:,.f|8{)31
logCosiy = .8416569 log Sinty =

9.8570400.
Da nun 1y (nach der Bemerkung IIl.) nie grifser als 9o,
also auch SinZy und Cos iy nie negaliv seyn kann, so muls
a f 2 / o ) ?
(A B) sowohl, als auch £ (4 — B) im Iste®, nicht aber im 11]ten
M ? a )

Quadrantcn genommen werden, so dafs man demnach in der That

haben wird:
L(4d4-B) = 87°54 36".87,
+(4A—B) = 86 35 10.10.

Nimmt man von diesen beyden Ausdriicken die Summe und
die Differenz, so erhilt man fir die wahren VWerthe der beyden
Winkel 4 und B

P 17_'}“2()'47".06,
B = i 15 26.68; '
wo dann zugleich der so eben gefundene VWerth
log Cos>y = 9.8416569
fiir die gesuchte Seite y gibt:
Ly = 46°0' 52".5 woder y == 92°1°45".0.

Zur Prifung der ganzen Rechnung kann man auch noch
diesen Werth von y aus der zweyten der obigen Gleichungen,
oder aus

log Sin%y = ().85701"]06
suchen, der mit dem vorhergehenden iibereinstimmen mufs.

Ubrigens hiitte man sich auch schon, wie oben, aus den

beyden einfachen Gleichungen
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Sina SinC sl e &[lﬁﬁinc

Sind = Sy Siny

ohne eigentliche Berechnung derselben, iiberzeugen kdénnen,
dals die Werthe von 4 und B nur in den Ister oder Iter Quadranten
fallen, da SinC, nach dem geoebenen VWerthe von C, und da
die Sinus der Seiten a, 3, v, fiir alle Werthe dieser Seiten, im-
mer positiv sind, also auch Sin 4 und Sin B selbst positiv seyn
muls,

Wir erhalten demnach als Endresultat der Berechnung die-
ses Dreyeckes

A= 174“2{)'47”.06,
il — 102000
y = 92 14b.0,

Sey fiir ein zweytes Beyspiel der Winkel C und dic beyden

ihn einschliefsenden Seiten a, 3, wie folgt, gesehen:

Co=:2182 .9:69".9,
= 20125.12.0,
B = +806:306:26.7,

Damit erhiilt man durch die Gleichungen des . 171, Fall I1L.
Nre. 1V,
log Cos C = 9.8957441 N
log Tang 3 = 1.2270841
logTange = 1.1228282;
und dahex
¢ = — 85°%1"24".11
= 23 o7 42.6
= WTouS GEtUTS

S

Ist so ¢ bekannt, so erhilt man B und y durch

log Sin (a—¢) = 9.9752720 log Cos (a—¢) = ¢.5159707 N
log Cotang C = o.1051173 log Cos 3 = 8.7721541
“;)_.IOBO_SW 8.2881248
log Sing = 0.9987701 N logCos¢ = 8.8959419
log Cotang B = 0.0810192 log Cos ¢ = ‘;,41.9.'1_'82_‘)"
B — — 3¢23850".9 p = — 75%1'43".4.

Da Cosy negativ ist, so liegt y im zweylen Quadranten,
oder es ist

y = 10 1268 16".0.
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Der Winkel Baber liegt entweder im IIt*" oder1Vter Quadran-

ten. Um zwischen diesen zwey Qua{]ranten zu entscheiden, ist
Sin C

Siny °

und da Sinf3 und Siny positiv, Sin C aber negatiy ist, so ist auch

SinB = Sin [3;

Sin B negativ, oder B liegt im 1V*" Quadranten, oder es ist
B '= 320%21"¢"1.
Um endlich noch den Winkel 4 zu finden, hat man
SR Sin .:(-.c!ill c
Siny
Es ist aber
log Sina = 9.600033~
logSinC = 9.7906268 N
9.3906605
9-g850020
0.40506585,

log Sin'y
log Sin 4

Il

und daher

A= lf;.“.";_‘].'?)q“();
s0 dals daher 4 in den III**» oder 1V'e» Quadranten fillt, Berechnet
man aber, blofs in zwey Decimalstellen, die Gleichung (D) des
. 167., oder

: Cotang e Sin 8 — Cosp Cos C
Cotang 4 '= ! 8

Sin C g

so findet man Cotang 4 negatiy, so dals daher 4 im 1V' Quadran-
ten liegt, oder dals man hat;

A= 345°15 25" 4.
Wir erhalten daher fiir die drey gesuchten Destimmungs-
stiicke unseres Dreyeckes

A= 3451525 T,
B 92D B0
Y = 10 58 10.6.,

VVill man dieses Dreyeck durch Zeichnung darstellen, so
sicht man sofort, dals es nicht das gewohnlich so beirachtete
Dreyeck 4 BC, sondern das Supplementardreyeck desselben, oder
dafs es derjenige Raum ist, der iibrig bleibt, wenn man die
Fliche des gewohnlichen Dreyeckes von der ganzen Kugeliliche
subtrahirt, wie in der ubigen Dcmcrkung 1V. gesagt worden isl,
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Als weitere Beyspiele zur Ubung kann man ‘dic folgenden
anwenden : |
a = 23°27'5q" .20/, A
B = 98 47 25.0, I
y = 96 2150.28, c

— 230337 b=
=07 20 15.45,

85 43 45.3.

(%]
=

Eben so hat man fiir ein anderes Dreyeck

23927 34".58, A

a = = an~? 355" 00,
B = 73 28 30.83, B =="4 a5 83 55
y = 89 49 37.71, C = 132 30 38.80.

§. 174. (Eigenschaften des sphirischen Dreyecks.)

Zum Schlusse dieses Gegenstandes wollen wir die vorziiglichsten

. Eigenschaften der sphirischen Dreyecke, wie sie aus den vorher-

' gehenden Gleichungen (4) . .. (E) des §. 167. leicht abgeleitet
werden konnen, hier kurz zusammen stellen.

I. Der Durchschnitt der Kugel mit einer Ebene ist, wie
bereits oben (§. 1065, L) gesagt wurde, ein Kreis , und zwar ein
griifster Kreis der Kugel ; wenn die sehneidende:Ebene durch den
Mittelpunet der Kugel geht.

Die beyden Endpuncte P und @ (Fig. 74) des auf einem
grofsten Kreise 4B 4 senkrechten Durchmessers PQ der Kugel,
sind die Pole dieses grifsten Kreises sowohl, als auch aller klei-
nerven mit 4 B A parallelen Kreise, wie CcC';, welche letzte ‘dels-
halb Parallelkreise von 4B A" genannt werden, Jeder Pol steht
von allen Puncten der Peripherie eines jeden dieser Kreise gleich
' weit ab, und bey dem grifsten Kreise belrigt dieser Abstand,
| fiic beyde Pole, einen rechten Vinkel oder den vierten Theil der

Peripherie eines grofsten Kreises.

1I. Legt man durch den Pol P eines grofsten Kreises 4B A
zwey andere grofste Kreise PC' 4 und Pca, so verhalten sich die l
zwischen ihnen enthaltenen Bogen A’z des grofsten Kreises und
('c des Parallelkreises, wie die Halbmesser a O und co dieser
beyden Kreise. Ist aber a der Halbmesser der Kugel, oder ist
O A = a der Halbmesser eines grolsten Kreises, und Oo =16 der
Abstand der Mittelpuncte beyder Kreise, welcher Abstand auf
den Ebenen dieser Kreise senkrecht steht, so ist der Halbmesser
C'os= ¢ des Parallelkreises
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= Va* — b2, ‘oder es ist
¢ = aSinPC = q Cos A",
so dafs man daher auch fiir die beyder erwihnten Bogen das Ver-
hiltnifs hat:
Ce A el
T = Sin PC" = Cos 4'C.

Legt man aber durch zwey Puncte €" und ¢ der Oberfliche
der Kugel einen grilsten Kreis, dessen Ebene demnach durch
den Mittelpunct O der Kugel geht, so wird der zwischen ¢ und ¢
enthaltene Bogen des grofsten Kreises immer kleiner seyn, als
der durch dieselben Puncte gehende Bogen C'c des Parallelkeei-
ses, wie man sofort sieht, wenn man beyde Bogen sich um ihre
gemeinschaftliche geradlinige Chorde C¢ drehen lifst, wo dann
der Weg des Bogens des grofsten Kreises zwischen dem des klei-
neren Kreises und zwischen der Chorde liegen, also, als der
von diesem Bogen eingeschlossene, auch der kleinere Bogen,
seyn wird. Demnach ist zwischen zwey Puncten der Kugel der
kiirzeste Weg gleich dem Bogen des durch diese Puncte gelegten
grolsten Kreises,

lIl. Zwey grifste Kreise einer Kugel halbiren sich: ein
grofster und ein kleinerer Kreis aber, oder zwey kleinere Kreise
halbiren sich nicht,

Der Winkel zweyer grfster Kreise ist gleich dem Neigungs-
winkel ihrer Ebenen.

1V. Wenn sich zwey grofste Kreise P4 und Pa in dem
Puncte P schneiden, und wenn man auf ihnen, von dem Puncte P
aus, die Bogen

P4 = Pa =902
nimmt, so stcht der durch die Puncte £/ und a gefiihrte grolste
Kreis A'a B 4 senkrecht auf jenen beyden, und P ist der Pol die-
ses dritten Kreises, so wie zugleich der Bogen A'a das Mals des
Winkels 4'Pa ist,

Jeder grifste Kreis, der durch den Pol eines anderen grofls-
ten Kreises geht, steht auf diesem anderen senkrecht und um-
gekehrt.

Y. In einem gleichschenkligen sphiirischen Dreyecke sind
die Winkel an der Basis gleich und umgekehrt. — Die Summe
aweyer Seiten eines sphirischen Dreyecks ist grifser, als die
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dritte Seite. Die Summe der drey Seiten desselben aber ist klei-
ner, als die Peripherie des grofsten Kreises der Kugel. — In je-

dem sphirischen Dreyecke steht die gréfsere Seite dem gréfseren
Vinkel gegeniiber und umgekehrt.— Der dufsere Winkel (§.83,
1V.) eines solchen Dreyecks ist kleiner, als die Summe der bey-
den entgegengesetzten inneren YVinkel.

V1. Wenn man in einem Dreyecke 4.5 C (Fig.74) eine Seite,
z. Be AC zu 360° ergiinzt, so entsteht dadurch ein andeves Drey-
eck, dessen Seiten 4B, 4C und 4Q 4C sind. Die Flichen bey-
der Dreyecke zusammen geben die Obenfiiicke der Halbkugel,
und fiiv beyde Dreyecke sind die oben (§. 167.) gegebenen Glei-

chungen (4) . .. (E) selbst in ihren Zeichen ganz dieselben, wie

5
man sieht, wenn man in ihren zwey Seiten a und y ungeindert
lilst, die dritte Seite 8 in 360 — 3, und die drey Winkel 4, B,
Cin 180— A4, 360—B und 180— C verwandelt. Dieselbe Be-
merkung hat auch, wie wir (aus §. 173, Anmerk. IV.) gesehen
haben, fiir dasjenize Dreyeck Statt, welches die Fliche des ge-
wohnlich betrachteten Dreyeckes zur Oberfliche der ganzen Kugel
ergianzt.

VII. Statt dem Dreyecke 4BC (Fig. 74) konnte man auch

:das Dreyeck BC 4" berechnen, in welchem die Lage der drey

Ebenen dieselbe ist, wo aber zwey Seiten die Erginzungen zu
180° von den Seiten des ersten Dreyeckes 4 BC sind. Dasselbe
gilt von dem Dreyecke 4 BC' und von dem Dreyecke 4'BC, so
dafs demnach auf der Halbkugel vier, und auf der ganzenKugel-
{liche acht Dreyecke durch dieselben drey in dem Mittelpuncte
der Kugel sich schneidenden Ebenen entstehen, daher auch fiir
alle diese Dreyecke die Gleichungen (4) . .. (E) des §.167. un-
verindert dieselben bleiben.
VIII. In dem sphiivischen Dreyecke 4 BC (Fig. 75) sey
A der Pol von dem grifsten Kreise BC,
B ety » » » % AC,
 Eamh frmact » » » » AB,
50 wird auch zugleich
A der Pol von B'C,
1 R SRR I L B
¢ » v » AL
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seyn.  Weiler ist, nach dem Yorhergehenden,
By = b€ ='qv,
also auch Bl - 0 C = 180;
oder was dasselbe ist:
BC + b1 = 18o0.
Allein b0’ ist gleich dem Winkel £, also ist auch
BCi== 180, — A' l
und eben so. '\ AC = 180 — B );
AB — 180 — C

und ganz eben so erhilt man auch

A="180-=1B€C
B 180f— 4 ),
U'—"adot— 18

so dafs es also fiir jedes gegebene Dreyeck 4B C ein Polardreyeck
A'B'C" Statt hat, in welchem die Winkel die Complemente der
Seiten von jenem, und die Seiten die Complemente der Winkel
von jenen zu 180° sind: ' Es ist aber leicht zu sehen, dafs alle
vorhergehenden Gleichungen (4) ... (E) des sphirischen Drey-
eckes keine ,;i111101'11ngel1, selbst nicht in ihren Zeichen erleiden,
wenn man in ilnen statt 4, B, C die Grifsen 180—a, 180— 13,
180 —p, und statt «, (3, y die Grofsen 180— A4, 180'— B, 180—C
substituirt.

Das Vorhergehende zeigt die grofse Mannigfaltigkeit der
Combinationen, die man zwischen den Bogen der grilsten Kreise
aufstellen kann, die durch drey gegebene Puncte der Oberfliche
einer Kugel gehen.

§- 175. (Verbindungen mehrerer Ebenen oder
Kreise unter einnndcr.) Betrachten wir nun noch die Ver-
bindungen, welche mehr als drey Ebenen, die alle durch den
Mittelpunet einer Kugel gehen, unter einander eingehen.

Seyen 4£'4 A", BBB" und CCC" (Fig. 76) drey Bogen eines
grofsten Kreises, die sich in den Puncten 4, B, C schneiden,
und durch diese Durchschnittspuncte ein Dreyeck 4 BC bilden,
dessen Winkel, mnach der bisher angenommenen Bezeichnung,

o
A, B; C, und dessen Seiten BC=ua, AC=p und 4B=1y sind,
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Sey ferner a der Pol des ersten Kreises 4 A’y b des zweyten
BB und ¢ des dritten Kreises C ¢y so wird, nach dem Vorher-
gehenden, in dem Polardreyecke abe der Bogen ab verlingert
auf den ersten und zweyten, und eben so der Bogen ac auf den
ersten und dritten, und endlich der Bogen 0c auf dem zweyten -
und dritten Kreise senkrecht stehen, und die Winkel und Seiten
dieses Polardreyeckes werden folgende Bezeichnung erhalten:

Yinkel bac = f3 und Seite ab = 4,
» bea'="u » » b ci=¥B;
» abc = 180 — ¢y » » ac = 180 — C.

Ganz eben so wird auch
A der Pol des erweiterten Kreises a b,
ey TR Vi » » be,
(G5 M ke 7 » ac

seyn, und die Kreise A2, 4b werden auf ab; Bb, Be auf be,
und Ce, Ca auf ac senkrecht stehen.

VWir wollen diesen Kreis ab B A'a den vierten , und endlich
den durch die Puncte @ und 4 gezogenen grifsten Kreis a4 D
den fiinflen nennen,

Demnach stehen die drey gréfsten Kreise I, IV und V unter
einander senkrecht, wie diels z. B. in der mathematischen Geo-
graphie oder auf dem Erdglobus der Fall ist, wenn der Kreis [
den Aquator, und wenn die beyden Kreise 1V und V diejenigen
Meridiane vorstellen, die durch die geographischen Liangenpuncte
von go® und 180° gehen. Nehmen wir daher diese drey Kreise
I, IV und V als fest, oder als die ihrer Lage nach gegebenen
Kreise an, und suchen wir die Lage der beyden anderen Ebenen
Il und 1II gegen jene drey fixen Ebenen zu bestimmen.

I. Sey zuerst die Lage des Kreises III gegen II, d. h, sey
die Neigung B dieser Kreise gegen einander und die Entfernung
A B=1y ihres gemeinschaftlichen Durchschnittspunctes B von dem
fixen Puncte 4 gegeben. XKennt man iiberdiels noch den VVinkel
A der beyden ersten Ebenen I und II gegen einander, so findet
man die drey Grélsen a, 8 und C, durch welche die Lage des
Kreises 11l gegen I bestimmt wird, durch folgende Aunsdriicke
(§. 168, Gleich, H), die unmittelbar aus der Auflosung des Drey-
eckes 4B C oder des Polardreyeckes a be desselben folgen:
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Co = o
G, A — B
Sina+58m~_Cos sz,
2 2 2 2
— 8 (8 v AR
Cos 2% Cos = == Sino" . Cos 7,
2 2 2 2
s —— C 19 ndidn g k
Sma—?- Cos— = Sin="—_" S§in 7;
2 2 2 2

und durch dieselben Gleichungen kann man auch 4, B und y fin-
den, wenn a, 8 und C bekannt ist; d. h, man kann durch sie
umgekehrt die Lage des Kreises Il gegen II bestimmen, wenn
die Lage des III gegen I die gegebene ist.

II. Ehe wir nun weiter gehen, miissen wir zuerst die VWerthe
der verschiedenen Bogen, die durch den Durchschnitt der Kreise
auf’der Kugel entstehen, ndher bestimmen.

Der Kiirze wegen wollen wir die Neigung des Kreises III

gegen den festen Kreis I durch 4,
» » » ¥ IV » B',
2 » » » A » C,
und eben so die Entfernung des Durchschnittspunctes B der
Kreise IT und IIT
von dem Durchschnitte C der IIT und I durch o,
» » » wi el TN o TV » B

f

» » » s g TR Gt w N » y

bezeichnen, so dals man demnach hat:

Vinkel A = A4CC,
» B — ACC'= AC'C,
» — CED = (LEC";
Bogen o« = BC,
» B = BC’,
» y = BE.

Man sicht, dafs, der angenommenen Bezeichnung gemiils,
a=a und 4'=180 — C ist, und dals iiberdiels, wie man sich
leicht iiberzeugt, auch die Bogen

(B3] — }" — ad, A==
CC =n8o ++ o — 5, Ac = I
C'E=sf — 7,

Litrow's Anfangsgr, d. gesammt, Mathenr, | l)
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" und die Winkel

Aeb = [,
f A'ch = 180 — ¥
sind; und dals endlich, da der Punet A4 der Pol des Kreises IV
ist, alle aus 4 auf diesen Kreis gezogenen Bogen 4 4', AD', Aateo,
den vierten Theil der Peripherie betragen, und auf diesem Kreise IV
senkrecht stehen,

III. Diels vorausgesetzt, nehmen wir nun an:, dafs, wie in
dem letzten Fall der Nr. L, die Grofse a, $-und C, das heilst,
dafs die Lage des Kreises I1I gegen I gegeben sey, und dals man
daraus die Lage von III gegen die drey festen Ebenen I, 1V und
'V bestimmen soll, oder mit anderen VWorten, dals man die sechs
Gréfsen 4'BC und o'y’ durch die drey gegebenen Grofsen a, 3 |

und C ausdriicken soll.
Zu diesem Zwecke hat man in dem rechtwinkligen Dreyecke |
C AC, nach §. 172.:

i Cotang B |
Tang (8'— a) = Tbj : "

i Cos B' = Sin 3 SinC. |
' Eben so ist in dem Dreyecke 4CE _
Tang B ‘

CosC '’ |
CosC'= — Cosf3 Sin C;

und endlich in dem Dreyecke 4 BC, wie zuyor,

Tang (3 — a) =

r

a = a und
A'= 180 — C;

und dadurch sind die sechs gesuchten Grifsen auf die angegebene
VVeise bestimmt,

1V. Wenn aber die Lage des Kreises III gegen II, oder wenn
die Grifsen 4, B und y als gegebene yorausgesetzt werden, so
erhilt man dieselben sechs Grdlsen, welche die Lage von III L
gegen die drey festen Kreise I, 1V und V bestimmen, durch fol=
gende Ausdriicke.

In dem Dreyecke BB'C ist BC=180—p', BB'=¢o—7y und
BB'N=q0°; also auch
Cotangy

Tangf' = — o




Cos vy
Sin 13_ i
Cos B° — Siny Sin B.
Eben so hat man in dem Dreyecke 4BE die Winkel
BAE=q9o-+ 4, AEB=180—C(', und die Seiten AB=1y und
BE=y4'; also auch

SHiH] PR

Tang » e o
s N == Cos B Cos ¥ _"TangAS-In B’
_ Cos 4 Si

SinC = —_""7 und

Sin y'
Cos ' =— — Sin 4 Cos B— Cos 4Sin B Cos ¥
Endlichistin dem Dreyecke 4BC der Winkel 4CBe=180 — A,
und die Seite BC==a'; also auch
Sin y
Cotang A Sin B 4 Cos B Cos 1
Sin A Siny
B T
Cos 4’ = Cos ACos B — Sin4Sin BCosy,

oder kiirzer, es ist a’—=a und 4'=180 —C, wie zuvor.

'l'ang a o=

Sin 4' und

Um auf diese Ausdriicke ein Beyspiel anzuwenden, nchmen
wir an, dafs die Ebene III gegen 11 dureh folgende VWerthe von
4, B und y gegeben sey:

Hr="a3Va=1h a0
Bi=== 011G
¥y = 45 56 48.0

Sucht man daraus zuerst die Lage derselben Ebene IIT ge-
gen I, oder sucht man die Grifsen a, 8 und C, so findet man,
nach den oben (in I.) angefiihrten Gleichungen:

== 63 ain gL
B = 10 294006,
C = 151 14 48.6,

Bestimmt man dann die gesuchte L.age der Ebene III gegen
die drey festen Ebenen 1, IV und V, so erhilt man, wenn man
die Gleichungen in Nr. IIL oder 1V, zu Grunde legt:

@ = 36°30° 28”5 und A = =28°45 Aty
84 58 24.7,
Y = 48 26193 » € = 61 4br7.0.

1977

"

3 == 135 43 66.2 » B

Il
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Bemerken wir noch, dals zwischen diesen sechs Grolsen
! aA. .. mehrere schine Relationen bestehen, die man leicht
! aus den Dreyecken DEC'y ACE, CAC, ... ableiten wird,
und von welchen ich der Kiirze wegen nur einige, zur Ubung in
solchen Untersuchungen, hier anfiihre:
; Cos A' = Sin (' — y) SinB'Sin C’ a
i Cos B = Sin(y— a') SinC’'Sin 4 ) ;
| Cos C = Sin (¢'— f') Sin 4 Sin B’ s
Cotang («' — (') == — Cotang 4’ Cotang B'
Cotang (f — y) = — Cotang B’ Cotang C' } ;
Cotang (' — a’) = — Cotang C Cotang A’

Cotang (' — ") Cotang (y' — o) = Cos? 4
Cotang (8'— ¢") Cotang («'— ') = Cos*F’ } ;
Cotang (' — a') Cotang (f'— ¥') = Cos*C’

Cos (¢’ — ') = Sin(y — «) Sin (¥ — ) Sin2C' ]
il £t it Cos (B'— ¢') = Sin (d — ") Sin (a'—y') Sin* 4’
0 Cos (y — o) = Sin(f'— y') Sin (3'— «) Sin? B’




Zwey und zwanzigstes Capitel.
Gleichungen der geraden Linie.

A. Gerade Linie in einer gegebenen Ebene,

§. 176. (Gleichung der geraden Linie)) Es ist be-
reits oben (§. 150.) gezeigt worden, dals man den Ort eines
Punctes M (Fig.77) in einer gegebenen Ebene kennt, wenn die
zwey senkrechten Abstinde M P und M Q dieses Punctes von Zwey
chenfalls unter sich senkrechten, aber ihrer Lage nach gegebenen
geraden X X' und Y ¥, in dieser Ebene liegenden Linien bekannt
ist, und dals von diesen Abstinden die eine MQ=AP=z die
Abscisse,, die andere MP= Q A=y die Ordinate , beyde zusam-
men aber die Coordinaten des Punctes M genannt werden, wih-
rend man die beyden fixen Geraden XX’ und Y'Y die Azen der
Coordinaten, und ihren Durchschnittspunct 4 den Anfang der
Coordinaten zu nennen pilegt.

Nimmt man in einem der vier Quadranten, in welche die
unbegrenzte Ebene durch die Coordinatenaxe getheilt wird, nimmt
man z. B, in dem ersten Quadranten X AY beyde Coordinaten
und y positiv an, so ist in dem zweyten ¥ A4 X' die Abscisse z,
in dem dritten X' A Y’ die Abscisse 2 und zugleich die Ordinate y,
und in dem vierten Quadranten ¥'4 X endlich wieder blols die
Ordinate y negativ, wie aus der blofsen Stellung dieser Linien
in den vier Quadranten von selbst hervorgeht.

Diels vorausgesetzt, sey CDMM , . ., eine gerade Linie,
zu deren Puncten M, M, M', . , .

die Abscissen 4P, AP, AP', . . . und iiberhaupt x,
und die Ordinaten PM, PM', PM’,. . . und itherhaupt »
gchéren, Aus dem Begriffe der geraden Linie geht hervor, dals
fiir jeden dieser Puucte das Verhéltnifs der beyden geraden Linicn

PAM O PM Py

CPRRTOT Py P s
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fmmer dasselbe bleibt.— Nennen wir a dieses constante Verhalt-
pifs, und heifsen wir eben so B die ebenfalls constante Distanz
AC, so wird man, da CP= B4 AP, CP= B+ 4P,
CP'=B - 4P'. . . ist, die vorhergehenden Verhiltnisse alle
durch die gemeinsame Gleichung
oL AR
B 4+ «x
ausdriicken kénnen; und da dieser Ausdruck alle Puncte der
Linie CM umfafst, so wird er das analytische Symbol, oder er
wird die Gleichung der geraden Linie C M seyn.
Statt der bestindigen Grofsen a B kann man auch eine ein-
fachere Constante b einfithren, so dals man daher fir die Glei-
chung der geraden Linie den Ausdruck hat ;

y:aw—}—b...(l).

I Aus der Entstchung dieser Gleichung (1) folgt, dals er-
P M
TP TGP
Tangente (§. go.) des Winkels X CM ist, unter welcher die Ge-
rade CM gegen die Abscissenaxe X X' geneigt ist; und dals zwey-
tens die Constante b gleich der Distanz 4D des Anfangspuncts 4
der Coordinaten von dem Durchschnittspuncte D der Geraden CM
mit der Ordinatenaxe ¥ ¥ ist, da fiir 2==o die Ordinate y =5
wird,

Setzt man eben so in der Gleichung (1) die Ordinate y = o,
50 erhilt man

— a oder ¥ = awxz -} al

stens die Constante @ == . « . die trigonometrische

b
= — -
@
fiir die Distanz 4 C des Anfangspunctes 4 von ‘dem Durchschnitts-
puncte C der Geraden mit der Abscissenaxe 0. G
II. Da sonach durch die Constante ¢ die Neigung der Gera-
den gezen die feste Abscissenaxe, und durch die Constante b ein
Punct der Ebene aulser dieser Axe, durch welchen die Gerade
geht, bestimmt wird, so wird auch durch die Gleichung (1) die
Lage der Geraden CM in dieser Ebene vollstindig bestimmt.
DBezeichnen a und b an sich positive Gréfsen, so gehort in
(Fig. 77, A.) die Gleichung
y = az -+ b fir die Lage .BD der Geraden,
Jy = axr — b » » » CE » ¥

-
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y =— az -+ b fir die Lage CD der Geraden,
ye=—az —b » » » BE » »
III. Ist in der Gleichung (1) die Grofse b==o0, so hat man
]
fiir die allgemeine Gleichung jeder Geraden, die durch den An-
fangspunct 4 der Coordinaten geht, da fiir 2 =0 auch =0

wird.
IV. Ist aber in derselben Gleichung die Gréfse a=o0, so
hat man
Y=l
fir die Gleichung einer Geraden, die parallel mit der Axe der
x ist, und die von dieser Axe um die senkrechte Distanz b absteht.
V. Eben so ist auch
z = ¢
die Gleichung einer Geraden, die parallel mit der Axe der y ist,
und die ven dieser Axe um die Grélse ¢ absteht,
VI. Aus IV. tind V. folgt, dafs die zwey Gleichungen
2=
==
zusammen genommen die Gleichungen eines Punctes sind, dessen
Abstand von der Axe der y gleich 4, und von der Axe der z
gleich B ist. Die erste derselben gehort nimlich fiir eine mit 4,
und die zweyte fiir eine mit @ parallele Gerade. VWenn man da-
her beyde zusammen, oder wenn man beyde Gleichungen als co-
existirend betrachtet, so betrachtet man eigentlich nur das, was
beyden Linien gemeinschaftlich ist, d.h, den Durchschnittspunct
derselben,

§- 177. (Bestimmung des Durchschnittspunctes
Zweyer GGI‘{ldeu-) Sey die Gleichung der ersten der gege-
benen Geraden

y=az 4 b... (1),
und die der zweyten
o= aaadib . .. (2)

Wir wollen hier und in der Folge diese Geraden selbst,

der Kiirze wegen, die Linien (1) und (2) nennen.
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Da fiir den Durchschnittspunct dieser zwey Geraden die
Abscissen @ sowohl, als auch die Ordinate 5, in den beyden
vorhergehenden Gleichungen, dieselben VWerthe haben miissen,
so werden wir diese Coordinaten auch einander gleich setzen, und {
dann , aus diesen zwey Gleichungen (nach §. 67.) die entsprechen-
den Werthe der Coordinaten 2 und y des gesuchten Durchschnitts-
punctes bestimmen kénnen, Man erhilt so

b — b ab — al

N —— und Yy = -
a— a a — a

I. Ist a@=a, so wird 2 sowohl als auch » unendlich grols,
oder die beyden Linien (1) und (2) schneiden sich nie, sind also
parallel, iibereinstimmend mit §. 176, 1., da a und a' die Nei-
gungen der Geraden gegen die Axe der #, und daher beyde Nei-
gungen dieselben sind.

II. Also ist auch iiberhaupt

y=ax 4 B
die Gleichung einer mit (1) parallelen Geraden, und in dieser Glei-
chung ist die Constante B willkiirlich, weil es in der That un-
zihlige Linien gibt, die mit der Geraden (1) parallel sind.
111, Ist n die Neigung der Geraden (1) gegen die Abscissen-
axe, also auch a="Tangn, so hat man

Tang (yo°~}-n) = — Cotangn = — l“;
also ist auch iiberhaupt
: .
p o — 3 '
3 P |
die Gleichung einer auf (1) senkrecht stehenden Geraden, und
in ihr ist ebenfalls die Gréfse B willkiirlich.

§. 178. (Gleichung einer Geraden, die durch zwey
gegebeue Puncte g(ﬂllt.) Seyen z'y' die Coordinaten des einen,

it

und 2" die des anderen gegebenen Punctes, und sey die Glei-

chung der gesuchten Geraden ’
y = Az 4+ B,
in welcher also die Werthe von 4 und B, den aufgestellten Be-
dingungen gemils, bestimmt werden sollen.
Da diese Gerade durch den ersten der gegebenen Puncte
gehen soll, dessen Coordinaten zy sind, so hat man auch die
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Bedingungsgleichnng
: y =4z 4+ B, .. (a)

Eliminirt man aus den beyden vorhergehenden Gleichungen
irgend eine der beyden Constanten 4 oder B, z. B, die letzte,
so erhilt man den Ausdruck

y—r =4d(—2);
und diefs ist die Gleichung einer Linie, die durch den Punct geht,
dessen Coordinaten 2’ und 9 sind, In ihr ist die Grofse 4 noch
willkiirlich., Setzt man in ihr 4=a, so erhilt man
y—7=a@—a)...(0
fir die Gleichung einer Geraden, die durch den Punct (2'y) geht,
und mit der Linie (1) parallei ist. Setzt man aber in ihr
Aes— »1, so erhillt man
@ ; : ;
y—y=—1@—a)
fir die Gleichung einer Geraden, die durch den Punct (2y) geht,
und auf der Linie (1) senkrecht steht,

Soll iiberdiels die zuerst angenommene Gerade auch noch
durch den zweyten Punct gehen, dessen Coordinaten 2"y " sind,
s0 hat man, wie zuvor, die Bedingungsgleichung

y'=da"4 B ... (c)

Die beyden Gleichungen (a) und (c) reichen hin, die VWerthe
der zwey unbekannten Gréfsen 4 und B zu bestimmen. Man er-
hilt so

,«1:7—-—_—1—' und B=w,

E— i X
und wenn man diese VWerthe in der oben aufgestellten Gleichung
y = dxz - B

substituirt, so erhilt man
Y= '
=Y e, R k)

fiir die gesuchte Gleichung der durch beyde Puncte gehenden
Geraden. In ihr sind die Grofsen 2 und g die veriinderlichen
oder sogenannten laufenden Coordinaten, wihrend die anderen
2y und 2’y constante Gréfsen bezeichnen,




208 §. 170.

I Sind M’ und M" (Fig. 77) diese zwey gegebenen Puncte,

deren Coordinaten
t AP = 2 und AP'= 2",
PM=y » PM= & <
sind, so hat man, wenn man durch den Punct M’ die Gerade M'N
parallel mit der Axe der 2 zieht, und wenn man in dem recht-
winkligen Dreyecke M'M'N die Distanz M'M" der zwey gege-
benen Puncte gleich A setzt:
a* = M'N* 4 M"N#,

oder

A= V=2 + —r)

§. 179. (Bestimmung des Winkels zweyer gege-
benen Geraden.) Seyen die Gleichungen (1) und (2) die der
zwey gegebenen Geraden. Fiihrt man beyde Linien, mit sich
selbst parallel, fort, bis sie durch den Anfangspunct der Coor-
dinaten gehen, so werden, in diesem letzten Zustande, ihre

! Gleichungen seyn:
i .,7 = ax i
¥ = da}’
i i und dadurch ist der Winkel (1 .2), den diese Geraden unter sich
bilden, nicht verindert worden.
i Nennt man nun, analog mit der eingefiihrten Bezeichnung,
; (r.2) und (1.y) die Winkel, welche die Gerade (1) mit der Axe
I j der 2 und der y bildet, und eben so (2.2) und (2.y) die Winkel
der Geraden (2) mit der Axe der 2 und ¥, so hat man, nach
| BB g 1772
@ = Tang(1.2) und & = Tang(2.2).

Allein da man zwischen diesen VWinkeln auch die Gleichung

hat:

(1.2) = (2.2) — (1.2),

60 ist auch
Tang (1.2) = Tang [(2.2) — (1.2)],
oder nach §. 101.: ‘ ‘
Tang (1-9) = 500" ey
oder endlich, wenn man in diesem Ausdrucke die vorhergehen-
den Werthe von Tang (1. ) und Tang (2.z) substituirt:
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@ =
Tang (1.2) = e

wofiic man auch die Ausdriicke (§. 95, 1) nehmen kann
Sin (1.2) = el oder
Vi + a%. Va -+ az
Cos(1.2) — — " il H
1 a2 Vi F et
L. Sind beyde Linien (1) und (2) zu einander parallel, so
ist Tang (1.2)==0, oder es ist

@ —a=o0, also auch d = a
wie zuvor ({. 177, L)
Sind sie aber auf einander senkrecht, so ist Tang (1. 2)
unendlich grofs, also auch

r 1
1 - ada=o0 oder o' =— —
@

wie oben (§. 177, IIL).

§- 180. (Umformung der Gleichung der geraden
Linie.) Bemerken wir noch, zum Schlusse dieses Gegenstan-
des, dafs man der Gleichung der geraden Linie, die iiberhaupt
eine Gleichung des ersten Grades (§. 34, I) ist, auch noch an-
dere Gestalten geben kann. VVihlt man z B, dafir diec Form

stE=1..@,

so driicken hier die Constanten « und f8 die Entfernungen des
Anfangspunctes 4 von denjenigen zwey Puncten C und D (Fig. 77)
aus, in welchen die Axen der 2 und der  von der Geraden CM
geschnitten wird, Vergleicht man diese Form mit der vorher-
gehenden
y = ax + b,

so sieht man, dafs man in allen bisher aufgestellten Ausdriicken
nur

Q |

statt @, und

» b

=]

setzen wird, um die analogen, der letzten Form entsprechenden
Ausdriicke zu erhalten, So wird z. B. der Cosinus des Winkels
der beyden Geraden, deren Gleichungen sind;
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u. 5. W,

Va + gt . Vaz 4 82
I. Auch kann man jeden ]’unct M der Geraden CM M’
durch seine Distanz MB =r von irgend einem Puncte B, der
z. B. in der Axe der z liegt, und durch den Winkel MBX = ¢
bestimmen, den jene Distanz B M mit der Axe der z bildet. Man

% ¥ z ¥
e =~ =—= 1 und - N —
[ B A
durch die Gleichung gegeben werden:
aa'—f— ga

Cos(r.2) =

pllegt » den Radius Vector, und die beyden verdnderlichen Gros-
sen r und ¢ die Polarcoordinaten des Punctes M, so wie B den
Pol derselben zu nennen.

Ist AB=¢c die gegebene Distanz des Pols B von dem An-
fangspuncte 4 der rechtwinkligen Coordinaten 4P =z und PM =y,
so hat man

z = ¢ -+ r Cosp und
¥ = rSing,
Substituirt man diese Werthe von z und y in der Gleichung
y =azx b
der Geraden (1), so erhilt man fiir die Polargleichung derselben
den Ausdruck
r8Sing = ac -+ b -} ar Cosg,

oder auch

:;c-—!—b

B Smc‘; -—a(.;m:g

Fiir c=o liegt der Pol im Anfangspuncte 4 der rechtwink-
ligen Coordinaten, und dann hat man fir die Gleichung der

Geraden
b
Sing — aCosg "
Setzt man in diesem Ausdrucke den VWinkel ¢ —o0, so er-
b : .
hilt man r —= 4C =— — —, und eben so gibt ¢=qo den VWerth
a
yon r= 4D = b, wie zuvor.
B. Gerade Linie im Raume.

§. 181. (Bestimmung eines Punctes im Raume.)
Wie wir im Vorhergehenden die Lage eines Punctes in einer ge-
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gebenen Ebene durch seine senkrechten Abstéinde von zwey fixen,
in derselben Ebene unter sich senkrechten gegebenen Linien be-
stimmt haben, so werden wir auch den Ort eines Punctes im
Raume iiberhaupt kennen, wenn uns die senkrechten Abstinde
desselben von drey gegebenen festen, und unter sich senkrechten
Jibenen belannt sind,

Sey APQMa (Fig. 78) ein rechtwinkliges Parallelepiped.
Erweitert man die drey Seiten 4Pp, 4ga und AP Qg desselben
unbegrenzt nach allen ihren Richtungen, so entstehen die drey
erwihnten, unter sich senkrechten Ebenen, die sich je zwey in
den Linien X'AX, Y'AY, ZAZ, und die sich alle drey in dem
gemeinschafllichen Puncte 4 schneiden,

Sey der senkrechte Abstand irgend eines Punctes M

von der Ebene A4ga, oder sey Mm — AP
8> 90y UAPPy Iy v Mp == PQ
» v » APG 0 paiy SEMQ = mig

Man nennt diese Grélsen z, g, » die senkrechten Coordina-
ten des Punctes M; die festen, ihrer Lage nach gegebenen Gera-
den XAX', YAY', Z4Z die Coordinatenazen; die erwahnten,
durch diese Axen gehenden drey senkrechten Ebenen die coordi-
nirten Ebenen, und ihren gemeinschaftlichen Durchschnittspunct 4
den Anfang der Coordinaten.

Ty

e

=
N

IR

I. Lafst man von irgend einem Puncte ein Loth auf eine
gerade Linie oder auf eine Ebene herab, so heilst der Fulspunet
dieses Lothes, in welchem dasselbe die gerade Linie oder die
Ebene trifft, die Projection jenes Punctes auf diese gerade Linie
oder auf diese Ebene. Eben so wird man die Projection einer
Geraden auf eine andere Gerade erhalten, wenn man von den
Endpuncten der ersten auf die andere Lothe herabfallen lifst.
Fillt man von den beyden Endpuncten einer geraden Linie, oder
von allenPuncten einer krummen Linie, auf eine gegebene Ebene
Lothe herab, so erhilt man auf gleiche Weise die Projection je-
ner geraden oder krummen Linie in der gegebenen Ebene, und
cben so wird man auch von irgend einer Figur die Projection
derselben in einer Ebene haben, wenn man von allen Puncten
des Umfangs der Figur auf diese Ebene Lothe herablilst.

Demnach ist yon dem Puncte M, dessen Coordinaten z, ¥,
= sind,
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P, g und a dic Projection auf die Axe der x,  und z, so wie
Q,p » m» » » » Ebene» 2y, @z und y z.

Von der Distanz 4 M aber dieses Punctes M von dem An-
fangspuncte der Coordinaten ist
AP=ua, Ag=y, Aa= = dieProjection auf die Axe der z, y und z,
und eben so sind die Diagonalen der Parallelogramme, die das
erwihnte Parallelepiped begrenzen, oder eben so sind

AQ, Ap und Am

in derselben Ordnung die Projectionen derselben Distanz 4 M
auf die coordinirte Ebene der 2y, der zz und der yaz.

1I. Durch die absolute Grélse der drey Coordinaten 2, 7, 2
wird allerdings die Entfernung des Punctes M von den drey festen
coordinirten Ebenen, aber noch nicht die Lage dieses Punctes,
oder die Seite dieser Ebene bestimmt, auf welcher der Punct
steht. Um auch noch diese Lage auszudriicken, wird man diese
Coordinaten auf der einen Seite einer jeden der drey Ebenen
negativ annehmen, wenn man sie auf der anderen positiy voraus-
gesetzt hat. Nimmt man z B. in der Zeichnung der Figur 78
die 2, ¥, = nach der Richtung der Geraden 4X, 4Y, AZ posi-
tiv, so werden sie nach den entgegengesetzten Richtungen 4 X,
AY', A7 negativ seyn, so dals demnach von den acht Octanten,
in welche der unbegrenzte Raum um denPunct A durch die drey
coordinirten Ebenen getheilt wird, der Octant XY Z alle drey
Coordinaten positiv, der Octant XY Z, XY'Z und XY Z aber
nur eine dieser Coordinaten, X ¥'Z, X'V Z und XY'Z aber zwey,
und der Octant X' ¥'Z endlich alle dvey Coordinaten negativ hat,

§. 182. (Gleichungen der Geraden im Raume.)

Da von einer Geraden 4 M im Raume die Projection auf irgend
einc Ebene (z. B. die Projection Ap in der Ebene der zz) wie-
der eine Gerade ist, so wird die Gleichung dieser Projection in
der Ebene der @z, nach §. 176, IIL., die Form haben:

IRl A
und eben so wird von ihrer Projection 4 m in der Ebene der y z
die Gleichung seyn:

yi=bz;
wo a, b constante Grofsen sind, deren Bedcutung aus §. 176,
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bekannt ist, wo namlich a und & dic Tangenten des Neigungs-
winkels dieser Proportionen 4p und 4m mit den Axen der 2 und
der » sind,

Diefs setzt voraus, dals die Gerade 4 M, dafls also auch jede
der beyden Projectionen, durch den Anfangspunct 4 der Coor-
dinaten geht. Ist diels nicht der Fall, so werden (nach §. 196.)
die allgemeinen Gleichungen dieser beyden Projectionen seyn:

2 = az 4 a
r=bx g o)

I Esg ist klar, dafs durch diese zwey Projectionen, oder,
was dasselbe ist, dafs durch diese zwey Gleichungen der Projec-
tionen irgend einer Geraden in zweyen der drey coordinirten
Ebenen, die Lage dieser Geraden im Raume vollstindig bestimmt
wird,

Sucht man aber noch die Projection derselben Geraden in
der dritten Ebene der 2y, so hat man fiir die Gleichung dersel-
ben, wenn man aus den beyden vorhergehenden Gleichungen die
Grolse z eliminirt:

ay — bz = af — ab.

IL. Sind in den Gleichungen (1) die Grifsen a=b==o0, so

hat man

S VL

y==8 ‘
fiir eine mit der Axe der z parallele Gerade, die von der Ebene
7 % um die Grélse «, und von der Ebene 2z um (3 absteht, Ist
auch noch a=—=f =0, so hat man

T = 0‘

‘7’ —
fiir die Gleichungen der Axe der z selbst,

0

0. 183. (Parallele und solche Gerade, die durch
gegebene Puncte gehen.) Nennen wir der Kiirze wegen
diejenige Gerade, zu welcher die obigen Gleichungen

Aagtsad &80

=
y = bz -8
gehoren, die Linie (1), und eben so sollen auch die Gleichungen
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zi=laz -} a )
e sies 1 Ayt atiold
fiiv eine andere Linie, die wir (2) nennen, gehioren,

Da zwey Gerade im Raume unter sich parallel sind, wenn
ihre Projectionen in zwey coordinirten Ebenen unter sich parallel
sind, und umgekehrt, so folgt sofort aus §. 177, L., dals die
zwey Linien (1) und (2) parallel seyn werden, wenn die zwey
Bedingungsgleichungen Statt haben:

(4

gi=— g iunas s ar—rh

so dafs demnach die Gleichungen einer mit (1) parallelen Linie

o as - 4

Ve bz -+ B

wo A und B noch unbestimmt bleiben.
I. Soll diese mit (1) parallele Gerade auch noch durch den

seyn werden:

]

1

gegebenen Punct, dessen Coordinaten 2', 5 und z sind, gehen,
so hat man die Bedingungsgleichungen
& =azs - 4
¥ =bs 1 B

und diese, mit den beyden vorhergehenden verbunden, geben

fiir die mit (1) parallele, durch den gegebenen Punct gehende
Gerade die Gleichungen

z — 2 = a(z— z),

7 — 9 =b(— )
(Vergl. §. 178, Gleichung (5)).

II. Um den Durchschnittspunct der beyden Geraden (1) und
(2) zu finden, wird man (wic in §. 177.) die Werthe 25z in den
vier Gleichungen (1) und (2) unter sich gleich annehmen, wo
man dann, durch die Elimination dieser drey Grilsen aus jenen
vier Gleichungen erhilt:
a — a 8 —g

o G

und diese Bedingungsgleichung muls Statt haben, damit sich die
beyden Linien schneiden kinnen.

Ist a==a und b==b', so hat die vorhergehende Gleichuong
keine Bedeutung mehr, weil dann (nach dem Vorhergehenden)
die beyden Linien parallel sich, und sich nicht schneiden.



I1I. Sucht man die Gleichungen ciner Geraden, die durch
zwey gegebene Puncte geht, von welchen der erste die Coordi-
naten 2'y'z, und der zweyte die 2"y 2" hat, so wird man die zwey
Gleichungen (1) noch mit den vier folgenden verbinden :

x’:a:‘+ﬁ d LL:—... ﬂ:”u}—n’.
¥y =0bz -4 st y=b3s"4 B\

Eliminirt man dann aus diesen sechs Gleichungen die vier
Gréfsen @, b, a und 8, so erhilt man fir die Gleichungen der
gesuchten Geraden

2 — = T————'-i— (z—32) a

y—d =1l =0

wo 2, » und z die laufenden Coordinaten der gesuchten Geraden

bezeichnen (vergl. §. 178.).

§. 184. (Distanz zweyer Puncte im Raume.) Seyen
M und M' (Fig. 79) zwey im Raume gegebene Puncte, und
AP==z, PQ=y, QM ==z die Coordinaten des ersten, so wie
AP=z', PQ'=y, Q' M'=5"die des zweytenPunctes. Man suche
die Distanz MM — A dieser zwey Puncte.
] Man ziehe Qp und Mm mit AX, pm mit 4Z und mn mit
AY parallel, so hat man in dem rechtwinkligen Dreyecke MM'm

und eben so in dem rechtwinkligen Dreyecke Mnm
Mn?* = Mm? - ma?,

also ist auch

R \/’ﬁfdrﬁﬁh:[-mli—_ﬁf’—ﬁ.
Man hat aber, in Folge der angefiihrten Verzeichnung,

Mm = 4dP — 4P et o,
mn = PQ — PQ ¥y — ¥
nM =0M— QM = 3 — z,

1l

also ist auch die gesuchte Distanz

s = VE=5 F =) F =
Lifst man aber von den beyden Endpuncten M und M’ der
Distanz A Liothe auf die Axen der @, » und z herab, so sind die-

Littrow’s Anfangsgr. d. gesamm¢t, Mathem . 20
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jenigen Stiicke dieser Axen, welche zwischen den Fufspuncten
jener Liothe enthalten sind, oder so sind die Projectionen (§.281,1)
der Distanz A auf diese Axen

depta i W PPl == aliLe S

» ¥ Qp =y —y,

v B, M= 2=z,

Demnach ist das Quadrat einer jeden geraden Linie gleich
der Summe der Quadrate ihrer Projectionen auf drey willkiirlichen,
aber unter sich senkrechten Linien : eine wesentliche Erweiterung
des oben (§. 92.) angefiihrten Pythagordischen Theorems.

I. Eben so erhilt man auch fiir die Distanz 4 M—R des er-
sten Punctes M von dem Anfangspuncte 4 der Coordinaten, da
fiic den letzten Punct die Grifsen a'y'z’ verschwinden :

R — +‘},2 __l_ 53,

und eben so fiir die Distanz 4 M'=R' des zweyten Punctes:

R _1“1+J,‘:__]_ :5':-

§. 185. (Winkel zweyer gegebenen Geraden.)
Um den Winkel, welchen die zwey Geraden (1) und (2) unter
sich bilden, zu finden, kann man diesclben zuerst unter sich pa-
rallel fortriicken, bis sie beyde durch den Anfangspunct der Co-
ordinaten gehen. In diesem Zustande verschwinden in den Glej-
chungen derselben die Constanten «, o' und (3, £, ohne dafs da-
durch die Neigung der Linien gegen einander geindert wird, so
dafs daher die Gleichungen dieser zwey Geraden die Form haben:

T (I.G!

3‘_b:!"°(l) undT:‘ f(c).

Nimmt man dann auf jeder der beyden letzten Geraden einen
Punct, dessen Entfernung von dem Anfange der Coordinaten fiir
die erste Gerade gleich ' und fir die zweyte gleich " ist, und
nennt man z'y'z’ die Coordinaten des ersten, und z'y"s" die des
zweyten Punctes, so wird man fiir die Distanz A dieser Zwey
Puncte (nach §. 184.) den Ausdruck haben:

8 = =)+ g
Allein fiir dieselbe Distanz hat man auch (nach §. 91, Glei-
chung ()), wenn man den gesuchten Winkel, welchen die bey-

z = a'z
Y

A1
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den Geraden (1) und (2) unter sich bilden, durch (1.2) be-

zeichnet: :
A? = % |- r's — 277 Cos(1.2).

Setzt man diese beyden Ausdriicke von A* einander gleich,
und bemerkt man, dafs (nach §.184, L)
P = 2t oy 45 und
rir = a’'r - o 4 2
ist, so erhilt man:
71, Cos(1.2) = 22" yy'+ 53" . . (a)
Da man aber aus dem Vorhergehenden hat:

a2 dzsiund, ris=i@a

¥ = Bisit kel a— s
und daher auch

rr = (14a*}b?). 5%

P'r= (1 a*4-5"2).2"7
so erhilt man, wenn man diese Werthe in der vorhergehenden
Gleichung (@) substituirt, fiir den gesuchten Winkel (1.2) der
Linien (1) und (2) den folgenden Ausdruck:

R it b und i RS
Vi a0, Vi —+ a4 b2

I. Sind daher die beyden Linien (1) und (2) unter sich pa-
rallel, so ist Cos(1.2)==1, und dann geht die letzte Gleichung
in folgende iiber:

(Far0) (1 F a0 = (O J-ad b0,
die man auch so schreiben kann:
(@—d)t + (b — by + (a¥— by = o.

Da aber die Summe von Quadralcn , als immer positive
Grofsen, nur dann verschwinden kann, wenn jedes dieser Qua-
drate fiir sich gleich Null ist, so hat man

a—da und b =1V,
iibereinstimmend mit §. 183.
II. Sind endlich die beyden Geraden (1)und(2) anf einander
senkrecht, so hat man Cos(1.2)=o0, also ist auch
1 4 ad bbb =o0
die Bedingung des gegenseitigen senkrechten Standes der beyden
20 *
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Geraden,  Allein bey diesem Stande kénnen die Linien im Raume
noch immer neben einander fortgehen, ohne sich zu schneiden.
Sollen sie daher nicht blofs auf einander senkrecht seyn, son-
dern sich auch in der That schneiden, so wird man (nach §. 183, I1.)
die beyden Bedingungsgleichungen haben:
t + aad' 4 b = o und
a—d _p—¢

.“_u, Hb—b"

§.186. (Winkel einer gegebenen Geraden mit
den drey coordinirten Axen.) Nach dem Vorhergehenden
(§- 182, IL) sind die Gleichungen der Axe der =

I = 0
i— 0 ‘ 3

Sucht man daher den Winkel (1.z) der Linie (1) mit der
Axe der z, so wird man nur in dem obigen Ausdruck fiir Cos (1.2)
die beyden Grofsen o’ und &' gleich Null setzen, wodurch man

erhilt:
1
Cos(1.3) = —8—.
( ) \/l -+ a* 4 b
Eben so erhilt man auch fiir den Winkel der Linie (1) mit
der Axe der y und der z

und Cos (1.2) =

@

Vi 4 a® b V14 a2+ b°
Auf dieselbe VVeise hat man auch fiir die Winkel der Linie (2)
mit den drey Axen der Coordinaten

Cos (1.7) =

1 b
Cos (2. 2) = '17 :—;m:, Cos (2.7) = \/——_fi-_:"_; 7 ’
Cos (23.2) = -

I. Substitairt man diese Ansdriicke in den yorhergehenden
Werth von Cos (1.2), so erhilt man die merkwiirdige Gleichung
Cos(1.2) = Cos(1.2) Cos(2.2) 4 Cos (1.9) Cos(2.9)

~+- Cos (1.2) Cos(2.z).

IT, Nach (.183, I. sind die Gleichungen einer Geraden, die

durch den gegebenen Punct, dessen Coordinaten aly's’ sind,
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eht:
2 .th'ma(z—;');
y—y =bE—==2))
Nach dem Vorhergehenden ist aber

a = LR und b = Cnf—————i)s([‘y.}:
Cos (1. 3) Cos (1.3)°

also lassen sich die Gleichungen einer durch einen gegebenen
Punct (2'y », z) gehenden Geraden auch so darstellen :
(z—a') Cos (1.3) = (5—72) Cos (1.2)
(y—7) Cos(1.2) = (z—=) Cos(1.7)) s
und  (z—a') Cos(1.y) = (¥—y’) Cos(1.2)

IIl. Man bemerke noch, dafs von diesen drey Winkeln jeder
schon durch die beyden anderen gegeben ist, da man zwischen
ihnen die Bedingungsgleichung hat:

Cos*(1.2) -+ Cos*(1.75) -+ Cos*(1.2) = 1,
und eben so

Cos*(2.2) 4 Cos*(a.y) - Cos*(2.3) = .

§.187. (Verschiedene Ausdriicke der Coordinaten
eines Punctes.) Nach §.181.ist der Ort eines Punctes M (Fig. 78)
im Raume gegeben, wenn seine drey senkrechten Abstinde 4P =z,
PQ=y und Q M=z von den drey coordinirten Ebenen der y s,
2z und der 2y gegeben sind.

Diese Abstinde konnen aber auf verschiedene Weise gege-
ben seyn, Nennt man z B. 4 M=r die Distanz des Punctes M
von dem Anfange 4 der Coordinaten, und sind

XAM = a, YAM =B, ZAM =y
die VWinkel dieser Distanz mit den positiven Iilften A X, AV,
4 Z der Coordinatenaxen, so hat man sofort
r Cosa J
r Cosf3 ’ Sif(a)

n R B
I

r Gosy

In diesem Ausdrucke wird man die Gréfse r immer positiy,
und die Winkel a, 3, 7 immer zwischen 0 und 180° nehmen,
um in der That alle Puncte des Raumes, und keinen mehr als ein

Mal zu umfassen (vergl. §. 173, HL). So wird z. B. der Winkel
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Z AM=y kleiner oder grofser als qo° also auch Cosy positiv
oder negativ seyn, wenn der Punct M iiber oder unter der coor-
dinirten Ebene X 4Y der xzy liegt.

Auch zwischen diesen drey Winkeln a, 8, y hat dieselbe
Bedingungsgleichung, wie §. 186, IIL,, Statt, Da namlich

™ = x* __}_J,-: + =2
ist, so hat man auch, wenn man die vorhergehenden Werthe
von x, ¥, % substituirt:
Cos*« - Cos*f3 - Cos*y == 1.

I. Von dieser Distanz 4 M=r ist 4Q die Projection in der
Ebene der 2. Nennt man 6 den Vinkel X4 Q dieser Projec-
tion mit der Axe der 2, so hat man

AP — AQ Cosd und PQ = 4Q Sins,
50 wie
AQ = r Siny und QM = 4da = r Cosy,

so dals demnach die Coordinaten 2, y, s folgende Ausdriicke
erhalten:

z = r Siny Cosé

pi=pSiny Sind .. . (b);

z = '1'Cosy
und hier wird der Winkel & von der Geraden 4 X immer in der-
selben Richtung von o° bis 360°, der Vinkel y aber, wie zuvor,
nuar von 0° bis 180° gezihlt,

II. Eben so ist PM oder 4m die Projection der Distanz
AM=r auf die Ebene der yz. Nennt man also e den Winkel
MPQ=mdq dieser Projection mit der Axe der y, so hat man
wieder

PQi= PM Cose; QM = PMSine,
und
PM = rSina, AP = rCosa,
und daher auch
z = r Cosa
gy = r Sina Cose } . .. (c),
z — r Sina Sine
wo wieder der Winkel X 4 M —a von der fixen Geraden 4X im-
mer in derselben Richtung von o bis 360, der Winkel Q PM=e¢
aber nur von o0° bis 180° gezihlt wird,

A T e



Drey und zwanzigstes Capilel

Gleichung der Ebene.

§. 188. (Bildung der Gleichung einer Ebene.)
Nach der oben (§.79, L) gegebenen Erklirung einer Ebene,
kann sie auch als eine nach allen Richtungen ausgedehnte Reihe
von Puncten betrachtet werden, deren jeder von zwey anderen,
aufser der Ebene liegenden, festen Puncten gleich weit absteht.

Sey Fm G (Fig. 80) ein Theil dieser Ebene, 4 und B die
zwey festen aulser ihr liegenden Puncte, und endlich O derjenige
Punct der Ebene, in welcher sie yon der durch 4 und B gehen-
den Geraden 4 OB getroffen wird. Dann soll also, fiir jeden
anderen Punct M der Ebene, die Distanz M A= MB, und daher
auch, da O ebenfalls ein Punct dieser Ebene ist, auch 0 4=0B
seyn, so dals also die erwihnte Gerade 40 B von der Ebene
halbirt wird, und zugleich auf dieser Ebene senkrecht steht.

Nimmt man den unserer freyen Wahl iiberlassenen Anfangs-
punct der Coordinaten, durch welche wir die Liage der Ebene
im Raume bestimmen wollen, in dem ersten jener zwey festen
Puncte, oder in 4 an, und nennt man

ClCE=Na O y—" (5 “und SIVBa=—
die den drey durch 4 gehenden fixen Coordinatenaxen 4 X, AV,
AZ parallelen Coordinaten des zweyten Punctes B, so wie

AP = 2, PQe=y und QM = z
die verinderlichen Coordinaten irgend eines Punctes M der er-
wihnten Ebene, so hat man fiir die Distanz M4 des Punctes M
von dem ersten festen Puncte (§. 184, 1)

MdA = Va* + > + 22

und chen so fiir die Distanz M B des Punctes M von dem zweyten

festen Puncte (§. 184.)
MB = V(a—a) + (B—2)* + (y—3)*
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Da aber, nach dem Vorhergehenden, beyde Distanzen fiir
alle Puncte der Ebene unter sich gleich seyn sollen, so hat man
2t ot 2t = a—a) + B—2) + G—
oder wenn man die drey letzten Quadrate auflost:
az = By + vz = ;@ +F 1Y),

und da dieser Ausdruck fiir alle Puncte der Ebene gilt, so ist er
auch der allgemeine Ausdruck fiir die Lage aller dieser Puncte,
oder er ist die Gleichung der Ebene.

I. Da a, 3, y bestindige Grifsen sind, so kann man der
lIetzten Gleichung immer die Form geben:

Lz + My 4~ Nz = 1,

wo L, M, N wieder constante Grilsen bezeichnen,

§. 189. (Ebenen, die auf den coordinirten Ebenen
senkrecht stehen.) Ist in der vorletzten Gleichung des §. 188,
die Grofse y==o0, so liegt die Linie 4 B, welche die zwey festen
Puncte verbindet, in der Ebene der 23 also steht dann auch
die Ebene FMG auf der Ebene der 2y senkrecht. Daraus folgt,
dals die Gleichung einer auf zy senkrechten Ebene die Form hat:

Lz 4 My — 1;
und eben so ist
Lz 4~ Nz =1 oder My -4 Nz =1
die Gleichung einer auf 2z oder auf y z senkrechten Ebene.

1. Yergleicht man diefs mit dem, was oben (§- 282.) von
den beyden Gleichungen einer Geraden im Raume gesagt worden
ist, so sieht man, dals von diesen Gleichungen

:a:—{-—a...(a),
= bz -4 B, % (b),
die erste (a), allein genommen , fiir eine auf z = senkrechte, und
die zweyte (b) fiir eine auf 3z senkrechte Ebene gehort, und dals
daher beyde, zusammen genommen oder als coexistirend betrach-
tet, fir den Durchschnitt der beyden Ebenen (a) und (b), das
heifst, fir die gerade Linie gehoren, die wir oben durch (1)
bezeichnet haben, Der Durchschnitt der Ebene (2) mit 2z aber
ist das, was oben die Projection der Linie (1) in 2z genannt wor-
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den ist, und eben so ist auch der Durchschnitt der Ebene (b)
mit y= die Projection von (1) in der coordinirten Ebene der y =z,

JI. Sind aber zwey der Coordinaten «, (3, y gleich Null,
oder ist z.B. f=o0 und y =0, so fillt die Gerade 4B ganz in
die Axe der &, woraus folgt, dafls

z = 4
fiir eine auf der Axe der z senkrecht stehende Ebene gehort,
und dals eben so
=B oder z=0C

eine auf y oder auf z senkrechte Ebene bezeichnen, wo 4, B, C
constante Grolsen sind, die den Abstand dieser Ebenen von den
drey coordinirten Ebenen der yz, 2z und ay ausdriicken,

Also ist auch, wenn diese Abstinde verschwindend ange-
nommen werden,

2 =0 die Gleichung der ccordinirten Ebene der y =z,

:j' —t » » » » » ¥ &£ 5 3

Lodem B i ) » » » » » 2y

1II. Jede einzelne Gleichung, wie

La 4 My ++ Nz == 1

gehort daher fiir irgend eine Ebene. Verbindet man sie aber mit
¢iner anderen Gleichung:

L'z 4+ My 4+ N'z =1,
so gehoren beyde, zusammen betrachtet, fiir den Durchschnitt
zweyer Ebenen, d. h. fiir eine gerade Linie, Yerbindet man sie
noch mit einer dritten Gleichung:

L'z 4 My - N'z = 1,
so gehéren alle drey, zusammen betrachtet, fiir den gemein-
schaftlichen Durchschnitt dreyer Ebenen, d. h, fir einen Punct.

Die Ebene wird daher durch eine einzige, die Gerade im
Raume durch zwey, und der Punct endlich durch drey Gleichun-
gen gegeben.

Wenn aber irgend ein Gegensland durch mehr als eine Glei-
chung ausgedriickt wird, so ist keine dieser Gleichungen absolut
nothwendig, und derselbe Gegenstand kann auch durch eine eben
so grofse Anzahl von willkiirlichen Combinationen jener Gleichun-
gen ausgedriickt werden, So lassen sich z. B, fiir zwey sich schnei-

T — —— I
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denden Ebenen diese Ebenen, also auch ihre Gleichungen, will-
kiirlich indern, ohne dals dadurch ihre Durchschnittslinie, die
hier allein gesucht wird, geiindert werden darf,

Yon allen den verschiedenen Stellungen aber, die man den
zwey, sich um ihre gemeinschaftliche Durchschnittslinie drehen-
den Ebenen, oder die man jenen beyden Gleichungen geben kann,

“sind offenbar diejenigen die einfachsten jene, die man erhilt, wenn
man aus diesen Gleichungen nach und nach eine der drey Coordi-
naten z, y, 5 eliminirt, wodurch man drey andere Gleichungen
der Form

z = az -+ a,
y = bz 1+ g,
e

erhilt, die, nach dem Vorhergehenden, jede fiir sich eine Ebene
ausdriickt, die auf einer der drey coordinirten Ebenen der 2z,
J = und 2y senkrecht steht, und von welcher daher je zwey, zu-
sammen genommen, den Durchschnitt dieser Ebenen oder die
gerade Linie geben werden. Eliminirt man eben so aus drey Glei-
chungen zwischen 2, y und = nach und nach je zwey der drey
Coordinaten z, y, s, so erhilt man drey Gleichungen der Form
=R s == Basnn dis =)

die daher, jede fiir sich, eine auf yz, 2z und ay senkrechte
Ebene geben, wihrend alle drey zusammen genommen, fiir den
gemeinschaftlichen Durchschnitt dieser drey Ebenen, d, h. fiir
einen Punct gehoren.

IV. Bemerken wir noch, dals in den zwey Gleichungen ei-
ner Linie

¥ H e 4 A —I— @ l
y = bz + B ,
je zwey der drey Coordinaten immer eine Function der dritten
sind, so dals, wenn z. B. die Grilse s gegeben ist, dadurch auch
schon die beyden anderen Coordinaten  und y bestimmt werden,
Bey der einzigen Gleichung
Lz ++ My 4+ Nz = 1

einer Ebene aber ist jede einzelne Coordinate eine Function der
beyden anderen, da hier immer zwey derselben gegeben oder
willkiirlich angenommen werden miissen, um dadurch auch die
dritte zu bestimmen.

e
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§. 190. (Anderer Ausdruck der Gleichung einer
Ebene.) Da die Ebene, deren Gleichung
az 4+ By + vz = 1 (@-}B*~4y*) oder
Lz 4+ My 4 Nz = 1
ist, nach dem Yorhergehenden, auf der Mitte O derjenigen Ge-
raden 4 O B(Fig. 80) senkrecht steht, die den Anfangspunct 4 der
Coordinaten mit dem Puncte B verbindet, dessen Coordinaten a, 3, y
sind, so hat man, wenn R die halbe Distanz O 4= OB dieser
beyden Puncte £ und B genannt wird (uach §. 184, L)

(2R) — a* - 52 -1 7%

Nennt man aber 4, B, C die YWinkel, welche diese Distanz
AB=2R in derselben Ordnung mit den Axen der 2, y, = bildet,
so hat man in dem bey C rechtwinkligen Dreyecke ACB

a— 2R. Cos 4,

und eben so
B = 2R, CosB,

y = 2R, Cos C.

Substituirt man diese Werthe von «, {3, y in der ersten der
vorhergehenden Gleichungen, und bemerkt, dals nach §.180, lIL
Cos* A4 -~ Cos*B - Cos*C =1

ist, so erhilt man

z.CosAd 4 y.CosB 4 5.00sC = R
eine andere allgemeine Form der Gleichung einer Ebene, in wel-
cher also R=A4 0 die senkrechte Distanz der Ebene von dem
Anfangspuncte 4 der Coordinaten bezeichnet.

I. Nennt man iiberdiels p, ¢, r die Entfernungen derjenigen
drey Puncte von dem Anfangspuncte 4, in welcher die Ebene
von den Axen der z, ¥, s geschnilten wird, so hat man

R R R
g =e——y T =3
P Cos A’ 7 Cos B’ CosC’?
also auch, wenn man diese VWerthe in der letzten Gleichung der
Ebene substituirt:
£y ¥ %
TiT i,
puTiTot ey
oder auch
qgr.x -[— PU.y = pg.z = pgr
eine dritte meprkwiirdige Form der Gleichung ciner Ebene.
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§. 291. (Zusammenhang der Grofsen 4, B, C und
L, M, N,) Wenn man die beyden erhaltenen Ausdriicke fiir die
Gleichung einer Ebene
z Cos 4 -}~ yCosB 4 z5CosC = R,
und
La -4 My 4+ Nz —

unter sich vergleicht, so erhilt man sofort
1 1
L = —Cos 4, ﬂf:—'-CosB, N = —_CosC.
R R R

Quadrirt und addirt man diese Werthe yon L, M, N, und
nimmt dabey auf die oben gegebene Bedingungsgleichung
Cos* 4 4= Cos*B -~ Cos*C = 1

Riicksicht, so erhilt man
1

R =

VL & 02 - N:'
und durch diese Gleichung wird das Loth R von dem Anfange der
Coordinaten auf die Ebene durch die Grélsen L, M, N ausgedriickt,
Substituirt man diesen Werth von R in den vorhergehenden
Ausdriicken von L, M und I, so erhilt man
Cos 4 = — ‘—_-_-fd__‘_,i‘_ ]
Ve F M N:
CosB = — :;ét-‘._..-a
VIZ F M= - e
A; .
VI F i N2
und diese Gleichungen geben die Werthe von 4, B, C durch
die Grifsen L, M, N.

CosC =

§- 192. (Winkel zweyer Ebenen.) Seyen die Glei-

chungen zweyer gegebenen Ebenen, wie zuvor,
Lz - My oL e — N Pt (I,

und L'z + My 4 Nz = o w (L)

Wir wollen sie, der Kiirze wegen, die Ebene (1) und (1I)
nennen, und den Winkel, unter welchen sie gegen einander ge-
neigt sind, durch (I.II) bezeichnen.

Behilt man fiir die Ebene (I) die Bezcichnung der oben auf-
gestellten Grofsen 4, B, € und R bey, und nennt man, fir die
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Ebene (IT), dieselben Gréfsen 4', B, C' und R/, so hat man fiir

den Cosinus des Winkels, welchen die beyden Lothe R und R’
aus dem Anfangspuncte der Coordinaten auf die Ebene (I) und (11)
unter sich bilden, nach §. 186, I. den Ausdruck:
Cos A Cos 4" - Cos B Cos B" -}~ CosC Cos C.

Allein dieser Winkel decr beyden Lothe ist auch zugleich
(§. 157, IL) der Winkel (I.1I), unter welchem die beyden Ebe-
nen (I) und (II) gegen einander geneigt sind, so dafs man daher
fiir diesen Neigungswinkel der zwey Ebenen den Ausdruck hat:

Cos (I.I) = Cos 4 Cos 4" |- Cos B Cos B' -~ Cos C CosC;

oder auch, wenn man die Werthe von Cos 4, Cos 4', . . . aus
§. 191, substituirt:

Lr W M’ "/
Cos (I.1I) = gl s

VI N . VI M2 F Nz

L. Stehen demnach die beyden Ebenen (I) und (IT) auf einan-
der senkrecht, so ist

LL 4 MM 4 NN =
und sind sie unter sich parallel, so hat man Cos (. ) =1, oder
(LM —L'My* - (LN'—L'N)* 4+ (MN'—MN)* —

welche Gleichung, wie in §§. 185, 1., den drey folgenden gleich-
geltend ist:

L L T M

L
M M N e Uit Tordb o

§- 193. (Winkel einer gegebenen Ebene mit den
drey coordinirten Ebenen. ) Bezeichnen wir wieder, analog
mit dem Vorher ‘gehenden, durch (I.zy), (I.2%) und (I, .y z) die
Winkel der Ebene (I) mit der coordinirten Ebene der 2y, 2=

und 5z, so hat man, wenn man in der Gleichung der Ebene (ll)
die Grifse L'=M'—o setzl:
¥

Nz =1 oder z = g
und diese Gleichung gehért, nach §- 189, IL, fir eine auf die
Axe der z senkrechte, oder fiir eine mit xy parallele Ebene,
mit welcher daher die Ebene (I) den genannten Winkel (I.29)
bildet. Es wird daher der vorhergehende Ausdruck von Cos (I.1I)

in den von Cos(I.2y) iiber %hcu wenn man in jenem L' und M’
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gleich Null setzt, Diefs gibt

N
Cos (I.ay) = :

e Tt
V Lz + M2 4 N2
und ganz eben so erhilt man auch

Cosi(I.23) =

M i
VI F

L
VIZ+ = + N*

I. Vergleicht man diese Ausdriicke mit den oben (§. 191.)
gefundenen Werthen von Cos 4, Cos B und CosC, so erhilt man
Cos (I.2y) = CosC,

Cos (1.2 2) Cos B,
Cos (1.y5) = Cos 4;
und da, nach dem Vorhergehenden, die Bedingungsgleichung

Cos* 4 -+ Cos*B - Cos*C = 1

Cos (1.y5) =

|

Statt hat, so hat man auch
Cos*(I.2y) -+ Cos*(I.xz) - Cos*(I.yz) = 1.

II. Um noch den Winkel (I.1) der Ebene (I) mit der gera-
den Linie (1) zu finden, so hat man fiir die Gleichungen der
Linie (1), wenn sie mit sich selbst parallel durch den Anfangs-
punct der Coordinaten gefiihrt wird :

e =yasz Jund, % =bz.
Die Gleichungen einer durch denselben Anfangspunct, aber senk-
recht auf die Ebene (I) gefiihrten Geraden, das heilst, die Glei-
chungen des oben ({. 190.) erwihnten Lothes R sind (nach

§. 186, IL)
'(‘.m;.rl bl Cos B

P o iaes G hs s 0 CosC "’

Da nun der Winkel dieser beyden Geraden den gesuchten
Winkel (I.1) zu einem rechten Winkel erginzt, so wird man
den Winkel (I.1) erhalten, wenn man in dem oben (§.185.) ge-
gebenen Ausdrucke fir Cos (1.2) die Grifse

(1.2) in go—(I.1),
Cos A
Cos C
Cos B

Cos C

r

@ I

£

und ¥ in
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verwandelt, wodurch man demnach fiir den gesuchten Winkel
erhilt:

a CosAd - b CosB - CosC
oder auch, wenn man die vorhergehenden YWerthe von Cos 4,
Cos B, CosC substituirt:

Sin(l.1) =

Sin(I.1) =

al +bM 4+ N
Vitatbi. Vst MENG
11I. Soll daher die Ebene (I) auf der Geraden (1) senkrecht
stehen, so wird man in dem letzten Ausdrucke Sin (I.1) gleich

der Einheit setzen, wodurch man, wie zuvor, die drey Gleichun-
gen erhalt:
£'-=a, ﬂ:b und E=9
N N L a
Man hat daher fiir eine Ebene, die auf der Geradenz=az -} a,
y="bs-}-{ senkrecht steht, die Gleichung

aw + by + = =P,
wo P irgend eine willkiirliche constante Grofse bezeichnet. — Und
eben so hat man fiir eine Gerade, die auf der Ebenc

Lz 4+ My 4+ Nz = 1
senkrecht steht, die Gleichungen:
L
e N L] —i—- o )

M

S g

wo a und 3 willkiirliche constante Gréfsen hezeichnen.

]

IV. Soll endlich die Ebene, deren Gleichung
Lz - My |+ Nz =1
ist, mit der Geraden (1) parallel seyn, so ist Sin(I,1) =0, und
daher die Bedingungsgleichung dieses Parallelismus

aL 4 M + N = o.




Vier und zwanzigstes Capitel.

Krumme Linien des zweyten Grades.

§. 194. (Verwandlung der Coordinaten.) Sey die
Lage des Punctes M (Fig. 81) in einer gegebenen Ebene gegen
die zwey festen, in derselben Ebene unter sich senkrecht stehen-
den Geraden 4 X und 4 Y, durch die mit diesen Axen parallelen
Coordinaten 4P =2 und PM = y gegeben. Seyen eben so
die Coordinaten 4 B =a und BC — b eines anderen Punctes C
gegeben, und CD = a', DM =" die Coordinaten des ersten
Punctes M in Beziehung auf die zwey neuen Coordinatenaxen
CX und CY’, die man durch den zweyten Punct C mit den bey-
den vorhergehenden Axen parallel gelegt hat,

Um die ncuen Coordinaten 2’y aus den alten 2y oder ums-
gekehrt zu finden, hat man die einfachen Gleichungen

oder i
i g = bty
Ist z. B. die Gleichung zwischen den ersten Coordinaten ge-

a o=t 2 =a - a

’

I

geben:
aty® - b*az* — 24*by — 2albia + at b= =10
so erhilt man, wenn man statt o die Grifse «—--a', und statt y
die Grélse b 5" substituirt, fiir die gesuchte und viel einfachere
Gleichung zwischen den neuen Coordinaten :
x2 2
r‘; + :;}-—_I =1
I. Legen wir jetzt, ohne den Anfangspunct 4 der Coordi-
naten zu dndern, durch denselben zwey andere ebenfalls unter
sich senkrechte Coordinatenaxen A X' und A Y’ (I?'ig.{%z), die' mit
den ersten Axen den Winkel XA X — ¥ 4 ¥' = a bilden, und
sey, wie zuvor, 4 P = 2, PM = », und eben so 4Q = & und
QM =y, wo wieder PM mit 4Y und QM mit 4 ¥ parallel,
also PM auf 4X, und Q M auf 4 X' senkrecht ist.
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die Abhingigkeit der beyden Coordinaten-
paare zu erhalten, ziche man die Gerade 4 M = r, so hat man,
inkel M AP — m setzt:

Um auch hier

wenn man den VY

r

2 — r Cos m& x
b

= r Cos(m—a
und eben so ( )|

y = r Sinm)| a)l
n die beyden letzten Gleichungen (nach §. 94, Glei-

= r Sin (m

L.ost ma
chung C) auf, un
r Sin m ihre V¥erthe

2 = 2 Cosa - y Sina)
y =y Cosa — = Sinal’

d substituirt dann in ihnen statt r Cosm und

aus den ersten Gleichungen, so erhilt man

und durch Invention dieser Ausdriicke :
2 —= x Cosa — ‘y' Sina|
y = &' Sina 4 5 Cos a)

Auch durch diese Gleichungen wird man viele gegebene
Ausdriicke zwischen @ und 5 auf einfachere Formen zuriickbrin-
gen, wie wir bald niher sehen werden.

II. Verbindet man die beyden vorhergehenden Verinderun-
gen der Coordinaten, die des Anfangspunctes und die der Lage
mit einander, so erhilt man fir den Ubergang der ei-

der Axen,
. die anderen die folgenden Ausdriicke:

nen Coordinaten ir
# = (x—a) Cosa 4 (y—2>) Sina)
‘9" e (Jr—-——b) COS i (.:c-——a) Siﬂﬂ!’

und umgekehrt:
2 = a - ' Cosa — » Sina)
y = b + 2 Sina -Jl—yf Cosa‘o

=3 oty = :

§. 195. (Linien des zweyten Grades.) Jede Glei-
chung zwischen zwey veranderlichen Grofsen z und » kann als
der analytische Ausdruck einer in einer Ebene nach einem be-

’ stimmten Gesetze verzeichneten Linie betrachtet werden, da man

fir jeden Werth, den man der Abscisse @ beylegt, durch diese
Gleichung den entsprechenden Werth der Ordinate y, und somit

denjenigen Punct der Linie findet, der zu diesen Goordinaten

gehort,
VWWenn man in einer algebraischen Gleichung des mter Gra-
des statt 2 und » die in §. 194, IL aufgestellten VWerthe substi-

Littrow's Anfangsgr. d. gesammt, Mathem, 21
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tuirt, d. h. wenn man fiir die durch diese Gleichung repriisen-
tirte Linie den Anfangspunct der Coordinaten sowohl, als auch
die Lage der Coordinatenaxen willkiirlich andert, so wird da-
durch, wie die erwihnten Ausdriicke zeigen, der Grad der al-
gebraischen Gleichung nicht gedndert, 'so dafs man daher mit
Recht die verschiedenen Linien nach den Graden eintheilt, zu
welchen ihre Gleichungen gehoren.

Demnach wird die gerade Linie, deren Gleichung (§. 176.)

y=azx 4 b
des ersten Grades ist, selbst eine Linie des ersten Grades seyn,
Alle anderen Linien, deren Gleichungen den ersten Grad iiber-
steigen, sind keine geraden, sondern krumme Linien oder Curven,
Die allgemeine Gleichung des zweyten Grades, also auch
die Gleichung der Linien des zweyten Grades, hat die Form

g+ dzy 4 Bz + Cy + Da 4+ E = o.
Liost man diese quadratische GIeiclzung in Beziehung auf y
auf, so erhilt man

y=—1(42+40) & V(£ —iB) 2" 1 2 (AC—2D) o |- (C"_4F).

VWenn in diesem Ausdrucke dep Werth von 2 so grols ge-
nommen wird, dals von der Grofse unter dem Wurzelzeichen
das erste Glied

(4> — 4 B) x*
griofser wird, als die Summe der beyden iibrigen Glieder, was
oflenbar immer moglich ist, so wird dann dje ganze Grifse un-
ter dem Wurzelzeichen positiy oder negativ, das heilst, der
Werth von y wird reell oderimaginir seyn, je nachdem die Grifse
A* — 4B
positiv oder negativ ist. Detrachten wip diese Fille genauer,

L Wenn 4*— 4B positiv ist, so wird es immer so grofse,
positive und zugleich negative Werthe yon @, ins Unendliche
fort, geben, fir welche die Ordinate J stets reell bleibt, oder
die Curve wird sich, zu beyden Seiten der Axe der 2 sowohl als
auch der », in den unbegrenzten, endlosen Iaum erstrecken,
Die so entstehende Curve heifst Hyperbel (Fig, 83), wo M AN
und m Bn ihre endlosen Aste sind.

II. Wenn 4*— 4B negatiy ist, so wird es immer positiye
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und negative VWerthe von # geben, fir welche und iiber welche
hinaus die Ordinaten ¥ alle imaginir werden, oder die Curve
wird auf allen Seiten um den Anfang der Coordinaten begrenzt,
sie wird in einen endlichen Faum eingeschlossen seyn.  Die so
entstehende Curve heilst Ellipse (Fig. 84) 4MD BE.

1II. Ist endlich die Grilse A* — 4B =0 oder ist 4*=—4BD,
so wird es immer entweder positive oder aber negative Werthe
clchen noch reelle Werthe von » gehoren.
Dann wird namlich das Zeichen fiir die Grofse unter dem VVur-
zelzeichen von dem zweyten Gliede (4C — 2 D) abhiingen, und
wenn dieses Glied positiv oder negativ ist, s0 wird auch fiir je-
und fiir diesen das negative 2 ohne Ende

von x geben, zu W

nen Fall das positive,
wachsen konnen, ohne

Curve wird sich demnach
blofs in der Richtung der negativen @ in den un-

and diese Curve M' 4N (Fig. 85)

dals p imaginir wird. Die so entstehende
entweder blofs in der Richtung der po-
sitiven, oder
begrenzten Raum ausdehnen ,

wird Parabel genannt.

§. 196. (Reduction der Gleichung dieser Curven
auf eine einfachere Gestalt.) Wenn man in der vorherge-
henden allgemeinen Gleichung der C
die Coordinatenaxen um einen willkiirlic
d. h. wenn man in dieser Gleichung (nach § 194, 1)

statt =z die Grofse . . . & Cos a
und statt y =® » . . . xSina-}-yCosa
an fiir den Factor des Gliedes ay den

jurven des zweyten Grades
hen VWinkel « verandert,

y Sina,

substituirt, so findet m

Ausdruck
(— B) Sinza — A Cos 2a,

Nimmt man daher den Winkel a so an, dafs man hat

T A
apgg 204 = —;»
= 1— B

was immer angeht, da die Tangente alle méglichen positiven und
negativen WWerthe annehmen kanu, so verschwindet dadurch die-
ses Glied vollig, und die vorhergehende allgemeine Gleichung
dieser Curven kann daher, ohne ihrer ,\llgc:ucinhcit Eintrag zu
thun, auf die einfachere Form

gyt A L By Cax -+ D=0

oy ¥
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gebracht werden, wo 4, B, C und D wieder andere constante
Grolsen bezeichnen,

Veriandert man in diesem Ausdrucke auch noch den Anfangs-
punct der Coordinaten, indem man (nach §. 194.)

z in 2P,
und » in ¥+ Q

verwandelt, so erhilt man

7+ 42 + B+ 200y + (C+24P)z
-+ Q* } 4P + BQ 4 CP 4 D = o.

Um zu sehen, ob man auch noch aus dieser Gleichung das
in 3 multiplicirte,, und das letzte oder constante Glied wegschaf-
fen kann, indem man iiber die zwey neu eingefiihrten VWerthe
von P und Q diesem Zweck gemiils disponirt, so wird man, wenn
diefs in der Thatangeht, die zwey Bedingungsgleichungen haben :

B4 20=o0 und
Q* + 4P 4 BQ 4+ CP 4+ D = o.
Die erste gibt
Q = — ':'n'r
und wenn man diesen Werth von Q in der zweyten substituirt,

s0 erhilt man
C 1 i 2
I — - o V(;"~|—/UF-—-4AD.

Diese Ausdriicke von P und Q zeigen aber, dafs man ihre
Werthe immer, den beyden letzten Gleichungen gemils, ohne
Anstand annehmen kann. Denn wenn auch z. B, die Groflse 4=o0
wire, so wird dadurch P nicht unendlich grofs, sondern

c C
2.4 65 2.4’

oder P wird in diesem Falle ebenfalls Null,

P —

Daraus folgt demnach, dals man die Gleichung der Curven
des zweyten Grades, ohne ihre Allgemeinheit zu beeintrichtigen,
auf folgende einfache Gestalt zuriickfithren kann :

yt = 2paz 4 ga?,

wo p und g constante Grilsen bezeichnen,

§- 197. (Nihere Betrachtung der letzten Glei-
Cln'tllg.) Setzt man in der letzten Gleicliung statt ¢ die Grifse
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=t E, wo a ebenfalls cine constante Grifse bezeichnet, so erhalt
3 @€

man fiir die ul]gemeincG]cichung der Curven des zweyten Grades

p 1%

Y= Zpri— = sy s (AL

In dieser Gleichung wollen wir die Gréfse p immer positiy
annehmen, wihrend die Gréfse a alle méglichen positiven und
negativen VWerthe erhalten kann,

Bemerken wir zuerst, dafs schon die Form dieser Gleichung
zeigt, dals die durch sie ausgedriickten Curven in Beziehung auf
die Axe der & symmetrisch liegen, so dals fiir jeden YWerth von
z die Ordinate », wenn sie anders ‘reell ist, immer zwey gleich
grofse, aber in ihrer Lage entgegengesetzte VVerthe hat.

I. Vergleicht man ferner diesen Ausdruck mit der zuerst
(§. 195) aufgestellten Gleichung dieser Curven, so sicht man,
dals 4 =o0 und B = 'E ist, so dals daher die Gleichung (A) ge-
horen wird
fiir eine Hyperbel, wenn 4> — 4B positiv, d. h. wenn a negativ,

» » Ellipse, » A*— 4B negativ, » ¥ @ positiv,
» » Parabel, »  A*—4B gleich Null, v @ unend-
lich grofs ist.

II. Fiihren wir noch zwey andere Constanten b und e ein,
die von den bisher angenommenen ¢ und p so abhingen, dals
man hat

b*=agp und @a*c* = a* — %
also auch
p=a(—e?) = bVT‘;—G—

Diefs vorausgesetzt, suchen wir zuerst denjenigen Punct
der Axe der o, fiir welchen die Ordinate y gleich der Constante
p wird. Setzt man nimlich in der Gleichung (A) die Groflse
¥y=p, so erhilt man

z* — 24z - ap = o,
und diels gibt
z=a + ae
fiir den gesuchten doppelten Werth der Abscisse a.
Sucht man eben so den Werth yon a, fir welchen die Ou-

dinate y == b = V ap wird, so gibt die Gleichung (A)
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2? — 2ax - a* = o,
so dals man also fiir die gesuchte Abscisse 2 nur den einzigen
Werth @ =a erhilt,

III, Verlegt man dann den Anfangspunct der Coordinaten
in den erstgefundenen Punct (Nr. 11.) der Axe der 2, fiir welchen
y=p wird, so wird man in der Gleichung (A) nach {. 1g4. statt
« blofs die Grifse a (1 —e) —a’ substituiren, wodurch man er-
hile

y* =2p(a—ae— ') — {—:(a—aew-a;'):

oder »®* = pa(1—e*) — 2pea’ — -——P:!,

oder da pa(r—e*)=p? und E: 1 — e ist:

yr=p* — apea — (1 —e?). "
das heifst
7 et = (p— e

Nennt man also r die Entfernung jedes Punctes der Curve
von diesem neuen Anfangspuncte, oder ist 12=a"2-1- 2, so hat
man fiir die allgemeine Gleichung derselben den einfachen Aus-
druck

r'—i-c.:u:p_,.(n),
oder auch, wenn man » den Winkel nennt, welchen der Radius
¢ der Curyve mit der Axe der « bildet, da o' = r Cosyv ist:
r -+ erCosv = p,

oder endlich

: Pt
ll:=1-+—¢:Cusy SR

welches die Gleichung der Curve der zweyten Ordnung zwischen
den Polarcoordinaten (§f. 180, L) r und » ist.

IV. Verlegt man endlich den Anfang der Coordinaten in
den zweyten der oben (Nr. I1.) erwihnten Puncte, fiir welchen
J==0 ist, so hat man, wenn man in der Gleichung (A)

statt 2 die Grilse a—a”,

r

und statt e » o
setzt, den einfachen Ausdruck

b2z’ 4 gyt = @ b2,
oder auch
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(D),

ches die vierte Form der Gleichung dieser Curven ist. Nennt

wel
man auch hier p die
Anfangspuncte der Coordinaten, und ¢ den YVinkel , wel-

Entfernung des Punctes der Curve von dem
neuen !
chen p mit der Axe der z bildet, so hat man

2 == pCos¢ und y" = pSing,
also auch, wenn man diese Ausdriicke in der Gleichung (D) sub-

stituirt : _
a? (1 — e%)

P* = T ezCostg
oder
: a2 b

a*Sin* o - b2 Cos?¢
Nach diesen allgemeinen Betrachtungen wollen wir nun die
erwahnten drey Classen dieser Curven fiir sich niher untersuchen.

§. 198. (Die '_'gl".il.lipsu.) Da fiir die Ellipse, nach §. 197, I,
die Grifse a positiy, und da iiberhaupt
p=a(—e¢) und
a* — b = a*et
ist, so folgt, da p immer positiv angenommen wird, dafs e<1
und b<a seyn mufs. Demnach zeigt z. B, die Gleichung (A),
dafs die Abscisse @ nie negaliv werden kann, und dals die Curve
ganz in dem Raume eingeschlossen ist, der den Abscissen g =0
und @ —=-}2a angehort.
Ist aber (Fig. 84) AP == 2 und PM = y, so hat man, wie

sofort aus der Gleichung (A) folgt,

fir die Abscisse @ : und fiir dic analoge Ordinate y:
DRLe iy e T o)

AF = a(1=8) s s s e e cEcEmi= R D

ACIE=ha e Wi ooy A e ba G e ket

AF = a(14-¢) + Fmi= +& p,

B o= g R SR 0.

Es ist demnach AC=BC und CD = CE, so wie CF =CI,
und man nennt
AC = BC = a die halbe grofse Aze der Ellipse,
CD = CE = b die halbe kleine dxe,

|

B —————— e ——— e — .
— — A S e o —————
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Fm = Fm'— p den halben Parameter, und
CF = CF = qe die Ezcentricitiit dieser Curve, 8o wie
C der Mittelpunct , F und I’ die beyden Brennpuncie, und 4
und B die beyden Scheitel derselben genannt werden — Fiir die
Ellipse gelten die Gleichungen (A) . .. (E) unverindert,
Fiir die Gleichung (B) aber ist FM — » und CP =— 2.
(C) » » FM=7r » AFM=y.
(D) » » CP=2"» PM =
(E) » » CM=p » ACMc= 9.
I. Ist FM=r und F'M=—1r', so hat man in dem Dreyecke
FMF', da der Winkel FFFM — 180 — » ist:
r*e=r* 4+ FF?* 4 ar.FF, Cosy,
ader da FF'= 2a¢ und
A p—r .’z{l—f‘)—f‘

C
.08y = e e
er il

1st :

1t =1 - 4a*e* + fa(a—aet —7),
das heilst, man hat

r-+r = 2aq,

oder die Summe der Entfernungen jedes Punctes M der Ellipse
von den beyden Brennpuncten F und F' ist immer gleich der
grolsen Axe 2a dieser Curve, wodurch man ein einfaches Mit-
tel zur Verzeichnung derselben mittelst eines Fadens erhilt, des-
sen Linge gleich 24, und dessen Endpuncte in F und F' befe-
stiget werden.

II. Bisher fiel der Anfangspunct der Coordinaten in irgend
einen Punct der Axe der 2. Verlegt man ihn in irgend einen
willkiirlichen anderen Punet, und behilt auch hier noch die frii-
here Richtung der Coordinatenaxen bey, die den Axen @ und b
der Ellipse parallel sind, so wird man, wenn 4 und B die auf
diese neuen Axen bezogenen Coordinaten des Mittelpunctes C der |
Ellipse sind, in der Gleichung (D)

die Grifse 2"in 2"— 4,
und » » e ¥'— B i
verwandeln, wodurch man fiir die allgemeine Gleichung der |

Curve erhilt
(’L — ./1) } LAy
o I,
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§. 199. (Der Kreis, als besonderer Fall der El-
11-1)5(3.) Setzt man in den Gleichungen (A)...(D) die Grilse
a—b oder e=o0, so erhilt man z. B. aus der Gleichung (D)

o B i 5 S():
Diese Gleichung zeigt, dals in der durch sie bezeichneten

Curve die Distanz |/ _L—“_JIT}T jedes Punctes derselben von dem
Anfange der Coordinaten immer gleich der constanten Grofse a
ist. Diese Curve ist daher der Kreis, dessen Halbmesser a ist,
und dessen Mittelpunct im Anfange der Coordinaten liegt.
Eben so gibt die Gleichung (A), da fiir unsern besondern
Fall p=a ist:
y* = 2az T e )y

eine andere bekannte Gleichung des Kreises, wo der Anfang der
Coordinaten in irgend einem Puncte des Umfangs, und wo die
Axe der 2 in einem Durchmesser des Kreises liegt. Ist R die
Distanz jedes Punctes des Umfangs von diesem Anfangspuncte,
and ist 0 der Vinkel der R mit der Axe der x, so hat man

2 =— RCosf und y» = R Sin0,
also auch, wenn man diese Werthe von 2 und y in der letzten
Gleichung (2) substituirt:

R=2aCos8 ., . . (3)

fiir die dritte Gleichung des Kreises,

Sind endlich 4 und B die mit 2" und 5" parallelen Coordi-
naten des Mittelpunctes des Kreises, dessen Halbmesser a ist,
so hat man fiir die allgemeine Gleichung desselben, wenn man
in dem letzten Ausdrucke des §. 198. die Gréilse a=0b setzt:

@ — A + f—Br=a . . . (B

Diese vier Gleichungen sind als’ eben so viele allgemeine
analytische Ausdriicke ‘des Kreises zu betrachten, aus deren je-
der man daher auch die oben (§. 111, 112 u. f) aufgestellten Ei-

genschaften dieser Gurve wird ableiten kénnen.

§. 200. (Die I'[u\"per])el_) Da nach dem Vorhergehenden
die Gleichungen (A)... (D) fiir einen negativen YWerth der Grolse
a die Hyperbel geben, und da allgemein fir die Curven des
zweyten Grades

D ———— e T S
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0* = ap wnd ate* ='g* - b2
ist, wo p eine immer positive Grifse bezeichnet, so wird man
auch in jenen Gleichungen
statt b* die Gréfse — 22,

und daher auch

a*e* = @* -} b* und p = a(e*—1)
setzen, um die Ausdriicke fiir die Hyperbel zu erhalten, in wel-
chen dann wieder a, b, p positive Gréofsen und e>1 ist, Diese
Gleichungen der Hyperbel sind daher (Fig. 83) .
fir dP=z, PM=y ......p*=2pz+1" . . Q)

SRl FM =7 . a0 o 8 elven = p 218 Sema i)

P “
IM—r, PF] aie e T _— . ... (C
» FM—r, PFM=v . r=1+800“ (C),
BOCIP- ==z S PAVE =‘?,” SOFNE _3._ f JL—: — L S R
a* 2

Man sieht z. B. aus der letzten Gleichung (D), dals von
2= o0 bis 2'= + a die Ordinaten " imaginir sind, und dals
fiir grofsere, positive und negative Abscissen die immer reellen
Ordinaten ins Unendliche wachsen und stets zwey, nur durch
ithre Zeichen verschiedene VWerthe haben.

i 1Y gt
Fir 2= d.a :{CL’ ist . ‘= 0, und

LN G-y 7 be
fur a—:‘l‘dc:{cF 1SE 9= ple=

e @

und man nennt auch hier CA = CB = a die halbe grofse Axe;
Fm = Fm=p den halben Parameter; b = }/ap die halbe
kleine Axe, die aber auch grifserals ¢ seynkann; CF= CF'=ae
die Excentricitit, so wie C den Mittelpunct, F und F' die Brenn-
puncte, und 4 und B die Scheitel der Hyperbel.

I, Um die halbe Axe b in dchcichnung darzustellen, so ist
sie die Ordinate »* der Hyperbel fiir die Abscisse o''=CP=a}/ 2.
Beschreibt man daher aus dem Scheitel 4, als Mittelpunct, mit
dem Halbmesser CF = ae¢ einen Kreis, so wird dieser Kreis
ein durch C auf 4 B errichtetes Loth in zwey Puncten E und E
schneiden, so dals CE = CE = b ist, weil man in dem recht-
winkligen Dreyecke C A E hat

CE = V4B —C4 = Vaer —a® = g V—cz_:-x =D
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1I. Setzt man die Distanz irgend eines Punctes M der Hy-
perbel von den beyden Brennpuncten
FM=pr und FM=r,
so hat man
7 = (a'— CF)* + ™ und 1% = (&4 CF)?* +- 7%
Da aber CF = ae, und nach der Gleichung (D)

yr= (e —1) (F*—a?)
ist, so gehen die zwey vorhergehenden Gleichungen in folgende
iiber
r — ez’ —a: und v =ea"-4a,
wovon die Differenz ist
e T e

so dafs demnach der Unterschied der beyden Distanzen r und 7
fiir jeden Punct der Hyperbel gleich der grofsen Axe 2a dersel-
ben ist. (Vergl. §. 198, 1)

III, Daraus entspringt folgende Verzeichnung dieser Curve.
— Man nehme auf der verlingerten grolsen Axe irgend einen
Punct H, und beschreibe zwey Kreise, einen aus F' mit dem
Halbmesser BH, und den anderen aus I’ mit dem Ialbmesser
AH, so wird der Durchschnitt der beyden Kreise in der Hyper-
bel liegen, da man hat

FM= BH ud FM = 44,
also auch
FM — FM = BH — AH = AB = 2a.

1V. Die obige Gleichung (D) kann auch so geschrieben

werden :
g bx V a*
o= e e Vin I, S

@ X =
und in dieser Gestalt zeigt sie, dals, je grofser die Abscisse L2
ist, desto niiher die Ordinate an den WWerth
bx

R LT e

o
kommt, Die letzte Gleichung gehort aber fiir ein System von
zwey geraden Linien, die durch den Anfang C der Coordinaten
gehen, und die mit der Axe CP der & cinen VWinkel « bilden,
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dessen Tangente fiir die eine Gerade gleich %. und fiir die an-
dere gleich — 2 ist,
a@

Errichtet man also in dem Scheitel 4 und B der Hyperbel
ein Loth A4a = Bb = b auf die grolse Axe, und zieht man die
Geraden 2 Cb" und b6C'a, so werden sich die vier Aste der Hy-
perbel diesen Geraden desto mehr nihern, je grofser + =z ist,
ohne sie aber je in der That zu erreichen. Diese beyden Gera-
den werden die Asymptoten der Hyperbel genannt.

- g i 1 s
Da Tanga = — ist, so ist auch Cosa = —. Zieht man da-
a (4

her die Linie 4D parallel mit der Asymptote Cb, so sind in
dem Dreyecke 4 Da die Winkel an 4 und a, so wie in dem
Dreyecke 41 C die Winkel an 4 und C einander gleich, also ist
auch AD=aD = CD.
Man hat aber

A D SinACD Sin a Sina )

4AC _ Sind DI Sin (180 — 2¢) oy Sinaz 3 Cosa’
also ist auch

£ o
. p—
AC 7
oder endlich, da 4C = a ist:
AD* = ta*er = g (a*-10?),
und man nennt dieses Quadrat von 4D die Potenz der Hyperbel,

€,

Y. Fiir a=1b ist der Winkel « —=45° und die Asymptoten
stehen auf einander senkrecht, in welchem Falle die Hyperbel
gleichseitig genannt wird, Fiir sie geht die Gleichung (D’) in fol-
gende iiber:

e e J."’}. — a2,

Ist Mg parallel mit der Asymptote Ca  und Cg= §,

gM = v, so hat man nach §. 194, I., da = = 45°, also auch
. y Ve
Sina — Cosa = — ist:

V3

v—§E
Va °

und daher, wenn man diese Werthe in dem vorhergehenden Aus-

" u

/

¢
5 und Jf":

drucke substituirt:

b — -;-(1”‘

[
fiir die Gleichung der gleichseitigen Hyperbel.
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§. 2o1. (Die 1_":11'3]39}.) Da die vorhergehenden Glei-
chungen (A) ... (D), fiir ein unendlich grolses a, der Parabel
angehéren, so hat man fiir sie (Fig. 85)
fir AP = ,, PM =y die Gleichung y* = 2pz.. .. (A"),

y FP=ga, MF=r » 9 il e S (R
» MF=r, AFM=—17 » » r:_.LI_.. el IRy
2 Cosz v s

und fiir diese Curve ist die oben eingefiihrte Gréfse:
S o b il
6=—‘/G,1—-bz = 1.
a

Auch fiir sie wird der Punct 4 der Scheitel, F der Brenn-
punct, und FM = p der halbe Parameter genannt,

L. Da AP + PF= AF oder da = 4 2’ = ;p ist, so gibt
die Gleichung (B")

r = :p -} @,

woraus sofort folgende Verzeichnung der Parabel abgeleitet werden
kann, — Man nehme auf der Axe der 2 die Grifse AB=AF=1p,
und errichte auf dieser Axe in willkiirlichen Puncten P, P, ., .
derselben senkrechte Linien. Dann beschreibe man aus F als
Mittelpunct mit den Halbmessern B P, BP, ...Kreise. Schnei-
det der erste dieser Kreise das Loth durch P in M und IV, und
schneidet der zweyte das Loth durch P in M" und N', . . . so
sind M, N, M, N, . . . Puncte der Parabel.

e S B e —— —————




Fiinf aund zwanzigstes Capitel.

Andere krumme Linien,

§. 202. (Die Neil’'sche Parabel.) Indem wir von den
unzihligen itbrigen krummen Linien nur einige der vorziiglich-
sten hier kurz anfithren, betrachten wir unler diesen zuerst die
cubische (oder wie sie auch nach Neil, der sie einer der ersten
untersucht hat, genannt wird), die Nei'sche Parabel. Ihre Glei-
chung des dritten Grades ist

78 = aa?
und ihre Gestalt MAM (Fig. 86), wo hier und in der Folge
immer A4 X und AY die coordinivte Axe von x und y, und wo
AP = a, PM =4 ist. Sie erstreckt sich von dem Anfangs-
puncte 4 der Coordinaten, zu beyden Sciten der Axe der y, aber
nur auf einer Seite der Axe der 2, in zwey endlose Aste.

§. 203. (Die Ellipsoide.) Diese der Ellipse #hnliche
Curve (daher sie diesen Namen trigt) BMNC (Fig. 87) hat die
Eigcnschaft, dals fir jeden Punct M derselben das Product
M. MF der Distanzen desselben von zwey festen Puncten F
und F' immer einer constanten Grifse gleich ist.

Ist FF' = 2a die Entfernung der zwey festen Puncte F und
F', und ist MF. MF = 0%, wo a und & constante Grifsen be-
zeichnen, so hat man, wenn der Anfangspunct 4 der Coordina-
ten in der Mitte zwischen F und F’ liegt, und wenn wieder
1 P B e i e

FM? = (a—a)* 4 9* und
FIE = (at-2) + o,
also ist auch die Gleichung der Ellipsoide:
bt = [(a+4 2)? 422 [(a— )2 + 2],
oder auch, nach einer einfachen Reduction :
TSI O e

also die Curve des vierten Grades.

-




-
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Die Ellipsoide indert mit den Werthen ihrer Constanten @
und b ihre Form.

Fir b>a hat sie die Gestalt der Fig. 87, so lange zugleich
h>al 2 ist.

Ist aber & > a und zugleich b < al/2, so nimmt sie die
Gestalt der Fig. 88 an.

Ist b==a, so geht sie in die Gestalt der Fig. 89 iiber, wo
AB = AC=al/ 2 ist.

Ist endlich b < a, so besteht die Curve aus zwey abgeson-
derten Ovalen, oder die zwey Schleifen der Fig. 89 trennen
sich bey 4 so, dals der Zwischenraum bey 4 gleich 2')/ a* — b?
wird, und dals die Entfernung ihrer zwey duflsersten Puncte
BC = 2}/ a* -}-b* ist.

Fiir den erwihnten besonderen Fall der Fig. 89, wo a=b
ist, heilst diese Curve die Lemniscate oder die Schleifenlinie, de-

ren Gleichung daher ist
(.’L‘E _I_J.z)z — g% (3’,: ,_J,:)_

§. 204. (Die Astrois.) VVenn eine Gerade von gegebe-
ner Linge a sich so bewegt, dals ihre beyden Endpuncte immer
auf den Schenkeln eines rechten Winkels bleiben, so wird die
Curve, welche durch die auf einander folgenden nichsten Durch-
schnittspuncte dieser beweglichen Geraden geht, die dsirois
(sternformige Curve) genannt, lhre Gestalt BD CE ist Fig. qo

verzeichnet, und fiir ihre Gleichung findet man

|

3 2
2! | ¥y = a?,
wo AP =z, PM = y, und wo die beyden senkrechten Durch-
messer BC — DE — a2q sind. Diese Curve gehort demnach

zum scchsten Grade.

I. Mit ihr nahe verwandt und auch von derselben Gestalt

ist die Curve, deren Gleichung

S
N 4 P\ @ b\¥
b 7 LT a

ist, und die man die Evolute der Ellipse nennt. VVir werden spi-

ter (§. 212.) auf sie zuriick kommen.

e P e —
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§. 205. (DE() Lugisl‘ili.) Gehen wir nun zu denjenigen
Curven itber, deren Gleichungen transcendente Grifsen enthal-
ten, und die delshalb selbst transcendente Curven genannt wer-
den. Eine der einfachsten derselben ist die Logistik oder die lo-
garithmische Linie, deren Gleichung

z = o’ oder logz = y.loga,
und deren Gestalt Fig. gt verzeichnet erscheint, wo AP =2z
und PM = y ist.

Fir 2 = AB =1 ist y = 0. Sey AC = a und die mit
der Axe der @ parallele Gerade CD = b, also a die zu der Ab-
scisse b gehdrende Ordinate, so ist auch

b = as oder logb = aloga,

Substituirt man diesen VWerth yvon

1
loga = ;]ogb

in der zweyten der vorhergehenden Gleichungen, so erhilt man

looins— -:—L log b,
oder einfacher
2= ¥V,
eine andere Gleichung der Logistik.

Ist endlich AC=a =1 und CD = b = e die Basis der
natiirlichen Logarithmen, so hat man fiir den einfachsten Aus-
druck der Gleichung dieser Gurven

y =loga oder 2= o

§. 206. (Die Kettenlinie.) Wenn ein vollkommen bieg-
samer Faden in zwey seiner Puncte 4/ und B (IYig. 92) befestiget
und dann der Einwirkung der Schwere iiberlassen wird, so nimmt
der zwischen diesen Puncten liegende Faden die Gestalt der Ket-

tenlinie (Chainette) 4 MD B an, deren Gleichung ist

y=a loo i Tt '0/‘.: axr - e
e DO B P e AT O
a

wo D der unterste oder von der horizontalen Geraden 4B am
weitesten entfernte Punct der Curve, und wo DP=z, PM=y
und a eine constante Groflse ist.

Da sich diese Gleichung auch auf folgende zwey Arten aus-
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driicken lalst:

S I R AR

P —— und
@
: 5 S,
Tl a 2 L o ) L R D

a4+ x -+ Vaiax | x* a
wo e die Basis der natiirlichen Logarithmen bezeichnet, so hat

man auch, wenn man die beyden letzten Ausdriicke addirt:

1 y
2 zoel 5
e e *= —-(a &
+ o i=l@+a)
fiir eine andere Gleichung dieser Curve.

§. 207. (Die Cyclois.) Wenn ein Kreis HML (Fig. 3)
auf einer Geraden 4 B rollt, so beschreibt ein gegebener Punct
M der Peripherie desselben die Cyclois 4 M D Bs

Ist AP==3, PM—y und O der Mittelpunct des Kreises,
dessen Halbmesser a ist, und nennt man ¢t den Bogen HM, also

auch 2 dent VWinkel HO M, so hat man, da der Bogen HM der
T

Geraden AH, die er frither bedeckte, gleich ist, die beyden
Ausdriicke :
i
2 =t — aSin- )
@

y = a(l-—-COsé)s

oder auch, wenn man der Kiirze wegen t=2av, also » gleich
dem VWinkel HOM setat:
f=al —= Sin v)
9y = a(1 — Cosv) }
Lliminirt man aus diesen beyden Gleichungen die Grofse vy

so erhalt man
i pilso) duizidd- o
& — a Arc Cos (1 e ) — V2ay —g*

a
fiir die Gleichung der Cyclois,

I. Ist D der hochste Punct der Curve, also auch CD
gleich dem Durchmesser des erzeugenden Kreises, und setzt man
DP =2 und PM=y, so hat man

2= 2a — y und y¥ = ax — T,

Littrow s Anfangsge, d. gesammt. Mathem. 22
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wo z=3.1/15¢... und ax = AC die halbe Peripherie des er-
zeugenden Kreises bezeichnet. Dadurch gehen die vorigen Glei-

v

. 208.

chungen in folgende iiber:

; t
x = a(l Jr(]osa),

' YRS
¥y = ax — t } aSm;ﬂ,
oder wenn man = — v = @ setzt:
z = a(1 — Cosw)
7 = a(w -} Sinw)
und wenn man endlich auch aus diesen zwey Gleichungen die
Grofse o eliminivt:

y x e
o= ru\rcCOS(t —-I) + Vﬂaﬂ»‘—w-,

eine zweyte Gleichung der Cyclois,

§. 208. (Die Spil‘:l‘j(!ll.) VVenn man eine Curve, deren
Gleichung zwischen den rechtwinkligen Coordinaten « und y ge-
geben ist, in eine Spirale verwandeln will, so kann man sich
die Abscissenaxe derselben nach derPeripherie eines Kreises ge-
kriimmt und auf demselben gleichsam aufgewunden vorstellen,
wobey die Ordinaten y ihre friihere senkrechte Stellung gegen
die neue Abscissenaxe, d h, gegen die Peripherie des Kreises
beybehalten. Ist der Halbmesser dieses Kreises die Einheit, so
wird man nur, in der gegebenen Gleichung der Curve zwischen
x und y, die Abscisse » in den Winkel », und alle um diese Ein-
heit verminderten Ordinaten » in den Radius » verwandeln, um
sofort die Polargleichung der entsprechenden Spirale zu erhalten.

I. So hat man fiir eine gerade Linie, die durch den Anfang
der Coordinaten geht, und die mit der Axe der z einen Winkel

: g : : .
bildet, dessen Tangente — ist, die Gleichung zwischen den

rechtwinkligen Coordinaten
D=2k 0
Nimmt man damit die angezeigte Yerwandlung vor, so er-
hiilt man sofort
== 82z, r
fiv die Polargleichung der Archimedischen Spirale, die Fig. g4
abgebildet ist.
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VWenn sich um den Mittelpunct C des Kreises ABD der
Halbmesser, den. wir gleich der Einheit annehmen, gleichfér-
mig dreht, und wenn sich zugleich in diesem Halbmesser ein
Punct M ehenfalls glcic]!['{jrmig und so bewegt, dals immer der
Radius CM = r zu dem Halbmesser CA = 1 des Kreises sich
verhalte, wie der Kreisbogen 4B =1 zu der ganzen Periphe-
rie 2 = dicses Kreises, so hat man

oA = w3,

oder es ist
P — 27 .0,

wie zuvor, und daher der so bestimmte Punct M ein Punct die-
ser Spirale. Diese Gleichung zeigt, dals die Spirale, nach dem
ersten ganzen Umlauf des Halbmessers, den Kreis in A schnei-
det, und dafs sie dann in unzihligen, immer grofseren Windun-
gen um den Kreis geht. Da man den Bogen v auch negativ, yvon
A nach D nehmen kann, so besteht diese Curve noch aus einer
zweyten Spirale, die der vorigen gleich und ahnlich ist, aber
eine entgegengesetzte Lage hat.

1I. Eben so hatten wir oben (§. 205.) fiix dieLogistik, wenn
man die Coordinaten & und y unter sich verwechselt, die Glei-

chung
z = logy,
also ist auch
y = logr
die Gleichung der logarithmischen Spirale (Fig. 95), wo r = cM
and wo » der Winkel der » mit einer durch den Pol C gehenden
festen Geraden C4 ist, Fir r=C4d=1 ist » == o, so dals
also diese Spirale in unziihlizen YWindungen fiir wachsende po-
sitive Winkel » sich von dem Mittelpuncte C entfernt, und eben
so fiir abnehmende oder negative Vinkel 4Cm sich dem Mirtel-
puncte C immer mehr nihert,
1II. Die Gleichung der gleichseitigen Hyperbelist (§. 200, V)
xy = ;a
und daher wird auch die Spirale, deren Polargleichung
Y=
ist, die Ayperbolische Spirale genannt. Sie ist Fig. 90 verzeich-
net, wo CM=r und XCM =v isl. Nimmt man MP senk-
2g *
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vecht auf C X, so hat man
p . (13 2
MPi= Cﬂ[SH‘!v s Slnp.
¥
3 S Siny
Fiir v==o0 ist (§. 102.) aber —— =1, also auch MP — q.
9

Ist daher auch C 4 = a senkrecht auf C X, und zieht man durch
A eine mit CX parallele Gerade 4B, so ist 4B die Asymptote
der Spirale. Fiir negative VWerthe von » gibt es noch einen
zweyten dhnlichen endlosen Ast dieser Curve, der gegen die an-
dere Seite 4B der Asymptote eben so liegt, wie jene gegen 4 B,
und beyde gehen in unzihligen, immer kleinern Windungen um
den Mittelpunct C.




Sechs und zwanzigsles Capilel

Beriihrungen der Gurven,

§. 209. (Differentialien der Coordinaten der Cur-
ven.) So wie wir oben (§. 124, V.) den Kreis als ein regel-
milsiges Polygon von unendlich vielen Seiten betrachtet haben,
so werden wir auch jede in einer Ebene verzeichnete Curve,
wie auch schon im Eingange des zehnten Capitels {. 47, IIL ge-
sagl worden ist, als irgend ein Polygon von unendlich vielen Sei-
ten betrachten, und diese unendlich kleinen Seiten gleichsam als
die Elemente ansehen kionnen, aus welchen diese Curve besteht.

Sey NMQ (Fig. q7) eine solche Curve, und MM, M'M"
zwey niichstliegende Elemente derselben, Sey 4X die Abscis-
senaxe, 4 der Anfang der Coordinaten, und AN, PM, P'M, . ..
senkrecht auf 4 X. Man ziehe durch die beyden nichsten Puncte
M und M’ die Gerade T'MM'c, und nehme Ma und M0 mit 4 X
parallel.

Nennen wir wieder AP = 2 und PM — y die Coordinaten
des Punctes M, und setzen wir PP — PP’... —= d fiir die un-
endlich kleine Anderung, oder fir das constante (§. 55, 1.) Diffe-
rential, der Abscisse 2. Bezeichnet man nun die Ordinaten der
dem M nichstfolgenden Puncte

P'M' durch 3,

S i
so ist der im Allgemeinen ebenfalls unendlich kleine Unterschied
der beyden ersten Ordinaten gleich M'a, so wie der Unterschied
der beyden letzten gleich M"”b. VWir wollen jenen durch dy,
und diesen durch dy bezeichnen, so dals man hat
Ma=dy =g — 3 und
Mb=dy = y"— g,

Diels vorausgesetzt, hat man fiir die Differenz dieser bey-
den Grofsen dy und dy’, das heilst, fir das zweyte Differential

’
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d*y der Ordinate PM = y den Ausdruck

&y =dy — dy = y"' — a2y -+ ¥,
oder auch
d*y = M'b — M'a.
Da aber die durch die beyden ersten Puncte M und M ge-
zogene Gerade T M M’ die Ordinate P'M" in dem Puncte ¢ schnei-
det, so sind die beyden rechtwinkligen Dreyecke M M'a und

M'be gleich und dhnlich, also ist auch bc = M'a, und daher
d*y = M'b — bc oder a*y = M’ec,

d. h. die kleine Linie M"c ist das Bild des zweyten Differentials
der Ordinate y.

Demnach erhalten wir fiir die dritte Ordinate P'M" den
Ausdruck

y'= PM - aM - bM",

oderda PM =y, aM =be¢c=—dy und cM'= d*y ist:

¥ =y + 2dy 4 d°y.

I. Da die Curve in der Zeichnung der Fig, g7 gegen die
Abscissenaxe A X convex erscheint, so ist auch das zweyte Dif-
ferential M'c = d*y positiv, Ist aber die Curve gegen 4X con-
cav, so fallt der Punct M" derselben zwischen die Puncte b und
¢, und d*y wird negativ, wie man in Fig. 97, A sicht.

§. 210, (Tangenten und Normalen der Curven.)
Wenn die Gerade T M (Fig. g7) blofs durch zwey nichste Puncte
M und M der Curve geht, ohne dicse Curve in der ersten Nihe
dieser Puncte zu schneiden, wie diels in {. 209. vorausgesetzt
worden ist, so hat die Gerade TM mit der Curve blofs ein Ele-
ment M M gemeinschaftlich, und heilst in diesem Zustande die
Tangente (oder die Berithrungslinie) der Curve fiir den Punct /.
Diese Tangente driickt demnach gleichsam die Richtung aus, wel-
che der diese Curve beschreibende Punct, wiahrend seiner Be-
wegung, in dem Puncte M hat, und man sicht, dals es nicht
ohne Interesse fiir die Kenntnifs einer krummen Linie seyn wird,
diese Richtung ihrer Kriimmung fiir jeden Punct derselben zu
erhalten.

Eben so wird eine auf diese Tangente in dem Beriihrungs-
puncte M derselben errichtete senkrechte Gerade MR die Nor-
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male der Curve fiir den Punct M genannt. Auch pilegt man die
Entfernung der Durchschnittspuncte dieser zwey Geraden mit der
Axe der # von dem Puncte P, oder
die Linie PT die Subtangente ,
und die Linie PR die Subnormale
der Curve fiir denselben Punct M zu nennen.

I. Diels vorausgesetzt, wollen wir nun die Gleichung der
Tangente einer gegebenen Curve suchen.

Diese Gleichung wird, da sie einer geraden Linie angehort,
die Form haben (§. 176.)

¥ = as 4+ b,
wo 2 und # die veriinderlichen oder die laufenden Coordinaten
fiir jeden Punct dieser Geraden, und wo a und & constante Gros-
sen seyn werden, die wir zu bestimmen haben.

Sey die Gleichung der gegebenen Curve zwischen den Coor-
dinaten 2 und y ausgedriickt, die sich mit den vorhergehenden
Coordinaten 2’ und 5 auf dieselben Axen und auf denselben An-
fangspunct beziehen.

Da dieTangente durch einen bestimmten Punct M der Curve
gehen soll, dessen Coordinaten wir iiberhaupt = und y genannt
haben, so wird man die Bedingungsgleichung haben:

y=az+b . . . (1)

Da aber diese Gerade, wenn sie in der That Tangente zur
Curve in dem Puncte M seyn soll, auch noch durch den nichst-
folgenden Punct M’, oder da sie durch das Element MM der
Curve gehen soll, von welchem die Coordinaten des letzten Punc-
tes M’ sind

x4 dz und y -} dy,
so mufs auch noch diese zweyte Bedingungsgleichung
yddr=aGtd) b ... @)
Statt haben. Zicht man von dieser Gleichung (2) die erste (1)
ab, so erhilt man
dy = adux,
und diese ist offenbar das Differential der Gleichung (1). Wir
haben daher die zwey einfachen Bedingungsgleichungen:
Yy = ax b’

und ady = ada
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und diese reichen hin, die gesuchten Werthe der beyden Con-
stanten @ und b, unserer Aufgabe gemiifs, zu bestimmen.

J VVir erhalten nimlich

i dy und
dx
xdy
s dx °

Substituirt man daher diese Werthe von a und b in der oben

angenommenen Gleichung

y = az -} b,
so erhilt man fiir die gesuchte Gleickung der Tangente den Aus-

druck :
¥y—yr=@E—= Soprind 29 (A).

AR
II. Daraus folgt auch sofort (nach §. 177, IIL) fiir die auf
die Tangente in dem Berithrungspuncte M derselben senkrechte

Normale MR die Gleichung

) ’ r dx

I y—y=— =) ®).

III, Setzt man in den beyden Gleichungen (A) und (B) die

Gréfse ' = o, um denjenigen Punct T oder R zu erhalten, in

welchem die Tangente oder die Normale die Abscissenaxe schnei-
det, so erhilt man

: ydy

fiir die Subnormale PR = a2 — & = 5
ax

i i g rdx
i und fiiv die Subtangente PT = 2’ — 2 — — -’: i
I &y

il das negative Zeichen, da T und R auf verschiedene Seiten des
Punctes P fallen,

1V. Dieselben Ausdriicke wird man auch aus der Bemer-
kung ableiten, dals die Dreyecke TPM, PMR und Ma M' un-
ter sich dhnlich sind. Setzt man nimlich, wie zuvor, Ma=dz,
M'a = dy, und noch der Kiirze wegen

MM = Vda* +dy* = ds,
so hat man
TP : PM = Ma : Ma

oder

. l.-
Subtangente TM = 2",
dy




e N —

§. 210. 345

wie zuvor, und eben so findet man auch

. 2 =
Subnormale MR = -1_2,
dx
s0 wie ; ;
MT =2%° uwnd MR =1%, |
dy dx |

V. Nennt man endlich noch o den Winkel M T 4, welchen
die Tangente mit der Abscissenaxe bildet, so hat man

i

1y 1

Tang & — il |

e dx’ i

also auch l
: Ly ; |

Sinw — £Y und Cosw = fl_r‘ i

ds ds \

Ex. Fiir die Ellipse hat man die Gleichung (§. 198.)
x? 2
= + ‘1.:,_ = 1,

also ist auch
rdx ydy

— -} —= =0,
a@= b=
und daher
! b2 :
Y  oder Tang o — — ._‘_T e bx e
d x asy i ‘(/d‘._._ P
50 wie
S TTR A ix LR B WV
ds = V(Ix’-.i_dj/l: _: a (.(6 b?) x i
i a a*r— x=

Man erhilt demnach fiir die Gleichung der Tangente der
Ellipse zwischen den verinderlichen Coordinaten 2’ und y' den
Ausdruck

G
+ b St

und eben so fiir die Gleichung der Normale

a2

A o Rl C )
a2 Lz

Ferner ist die

Subtangente —

b* x

Subnormale = — ——,
a=

Tangente M T

|

"'l—: Vr:.-;__a,-: 5 V(I-l-__(al__b;)w:’

ax

b
Normale MR — — T P T
L = Va (a b%) @,
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Man sieht daraus z. B. dafs die Tangente der Ellipse in den
beyden Endpuncten 4 und B (Fig. 84) der grofsen Axe senkrecht
auf 4B, und in den beyden Endpuncten D) und E der kleinen
Axe parallel mit 4B ist, und dals diese T'angente unter dem
Winkel von 45 Graden gegen 4 B geneigtist fiir diejenigen Puncte
der Ellipse, zu welchen die Coordinaten gehiren:

a? b2
= ———— und y = )
Va4 b2 V a* -+ b

Setzt man in den vorhergehenden Ausdriicken die Grofse

a=—1", so erhilt man die analogen VVerthe fiir den Kreis, fiir
welchen daher die Normale immer gleich dem Halbmesser des
Kreises ist, wihrend die Tangente auf diesem Halbmesser senk-
recht steht. (Vergl. §. 115.) Setzt man aber statt a und b die
Grifse —a und 6}/ —1, so erhilt man die analogen Ausdriicke
fiiv die Hyperbel.
Ist TM¢ (Fig. 84) die Tangente der Ellipse in M, so ist
FT = Subtang -} FP = %: — a + (& — ae) =%(a — ex),

und eben so auch

FT = =(a+ea),

wo aec = CF = CF' die Excentricitit der Ellipse bezeichnet.
Aber die Gleichung (B) des §. 197, IIL gibt

r=p — ez,
oder da p=a(1—e¢?) und 2’ = 2 — ae ist:
r = FM = a — ez,

und eben so, da (nach §. 198, L) FM =r=2q —r ist:
r—= M =a--ex,

s0 dafls man demnach hat
ar ar

FT =2 wnd FT = y
x o

woraus folgt

T Bk
Ay
: FT SinFMT 2 e SinF'Mi .
Daivabert =SS mmii e s —rnd o ==l et S gy 50 15t
aaber r Sin 7' r Sin I :

auch

FPMT = E ML,
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oder die Winkel der Tangente mit den beyden Radien FM und
F’M sind fiir jeden Punct der Ellipse unter sich gleich. Dasselbe
hat auch fiir die Hyperbel Statt. Fiir die Parabel aber findet man
(Fig. 85), dafs der Winkel FM T gleich dem VVinkel ¢ M Q ist,
wenn durch den Punct M die Gerade MQ mit der Abscissenaxe
A P parallel gezogen wird., Auf diese Eigenschaften dieser drey
Curven griindet sich bekanntlich die Anwendung derselben zu
Brennspiegeln und Reverberen.

§. 211. (Krimmungskreise der Curven.) Wie wir
in dem Vorhergehenden diejenige Gerade gesucht haben, die
durch zwey nichste Puncte einer gegebenen Curve geht, so wer-
den wir nun auch eine solche Linie bestimmen kinnen, die drey
nichste Puncte mit der gegebenen Curve gemein hat. Zu dieser
Linie wird sich vorziiglich der Kreis eignen, da derselbe, nach
§. 111, L durch drey Puncte seiner Grifse und Lage nach voll-
kommen bestimmt wird,

Sind « und (3 die den laufenden Coordinaten 2’ und » pa-
rallelen Coordinaten des Mittelpunctes dieses Kreises, und 1st p
der Halbmesser desselben, so hat man fiir die allgemeine Glei-
chung des Kreises (§. 199, Gleichung (4))

(2—a) + (=B =p* « .+ - (1),
in welcher man daher die drey Grofsen a, f3 und p, den Bedin-
gungen des Problems gemils, bestimmen soll.

Wenn nun wieder die Gleichung der gegebenen Curven
zwischen den, den vorigen analogen Coordinaten z und 9 aus-
gedriickt ist, so soll der Kreis, jenen Bedingungen gemils, durch
drey niachste Puncte der Curve

gehen, deren Coordinaten sind ;

desderstenty s 15 I s9d, R aAsianiiah. Yo and e
desizweyten 2ok st e o el dor by y+dn
des dritten (nach §. 209.) . 2 }-2da~4-d?2 = g edy-4-dty.

Substituirt man diese Werthe statt 2 und ' in der Glei-
chung (1), so erhilt man drey Bedingungsgleichungen, aus wel-
chen man daher die drey unbekannten Grilsen a, 3, p bhestim-
men wird. Man wird aber, wie in {. 210, L bemerken, dals
diese drey Bedingungsgleichungen den gewdhnlichen Differen-
tialgleichungen des Ausdrucks (1), das heilst, den drey Glei-

T iSRS
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chungen
(z—o) - (»—By —p*'=o ]
(z—a)dz 4 (y—p)dy = o S
(z—a)d*z 4 (y—RB)d*y 4 da? | dy* = o
gleichgeltend sind. Denn bezeichnet man die erwihnten drey
Bedingungsgleichungen der Kiirze wegen durch 4, B und C, so
ist B— A die zweyte, und 4—2B - C die dritte der Gleichun-
gen (I), wenn man, nach dem oben (§. 47.) aufgestellten Prin-
cip dieser Rechnungsart, die hiheren Differentialien gegen die
niederen weglilst,

Sucht man nun aus diesen drey Gleichungen (I) die Werthe
von a, [3 und p auf dem gewéhunlichen VWege der Elimination
(§- 67, L), so erhdlt man, wenn man wieder der Kiirze wegen
ds? —= da* |- dy? setat:

ds*. dy
a — 3 = — :
dxdty dyd*x
ds* da

e

p =

TR
d s
e

Durch diese drey Grolsen «, 8 und p ist daher derjenige
Kreis vollkommen bestimmt, der mit der gegebenen Curve ziwey
niichste Elemente gemeinschaftlich, oder der, wie man sich auch
auszudriicken pflegt, mit dieser Curve eine Berithrung der zwey-
ten Ordnung hat, wihrend die in (. 210. betrachtete Tangente
mit dieser Curve nur eine Berithrung der ersten Ordnung ein-
geht. Aus dieser Ursache schlielst sich auch dieser Kreis viel in-
niger an die Curve an, als die Tangente, und sein Halbmesser gibt
gleichsam das Mafs der Krimmung der Curve in jedem ihrer
Puncte an, wihrend die Tangente nur die Ricitung ihrer Kriim-
mung anzeigt, daher auch dieser Kreis dex Kriimmungskreis der
Curve genannt wird,

Man sieht, wie sich dasselbe Verfahren auch auf Beriihrun-

gen der dritten und hoheren Ordnungen fortsetzen lafst,

I. In dem Vorhergehenden ist, der grilsern Allgemeinheit
wegen, kein erstes Differential als constant vorausgesetzt wor-

den. Da aber, nach §. 55, L. eines derselben constant angenom-
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men werden mufs, so kann man dafiir z B. das Differential da
wihlen, wodureh d?z = o wird, wodurch die Gleichungen (C)

in folgende iibergehen :
ds2dy

a.—x:'—(_i‘cnfij'

- San d s* )

p—y = :}E}_. AT () 1
d s3

T5%7

p =

Will man aber, was ebenfalls angeht, die Grifse dy con-
stant setzen, so hat man

P d s
2 d*x
3 ds*dx <
D“‘".T-—-‘—‘W (C)
it d s3
b S edr e

Wollte man endlich das zusammengesetzte Differential

ds = \/da* 4 dy* als constant annehmen, so hitte man
d.(d=? -+ dy*) = o oder
ded*2z | dyd*y = o, also auch
da*, d*x = dy*. d*y,

so dals daher die Gleichungen (C) unter dieser Voraussetzung in

folgende iibergehen :

dstd*zx
dEae L {g.:j.'i

d st dr ¥

Tz F digE iy i (G

a — r =

B — e =
d 52
Vid: a2  d° _}"

Ex. I. Fiir die Parabel (§. 201.) hat man die Gleichung

y —_—

uf_r'* = 2aax,
also ist auch
vdx adw® i e
dy — f--——-“, ds —m — Va.- +3" und
r 4
az d x>
SR
7
wenn dz constant angenommen wird. Damit geben die Glei-
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chungen (C)
a— x = é((z'l 4 2%,

= — L@+,

|
!

: 3 i
| b= — (@ 4o
Fiir den Scheitel z. B. der Parabel, wo 2=y ==o0 ist, er-
hilt man aus den letzten Gleichungen

(7

|

a,

b= o und

[ e e
wo das negative Zeichen von a anzeigt, dafs die Curve in diesem
Puncte gegen die Abscissenaxe concav ist (§. 209, L).

Ex. 1. Fir die Cyclois werden wir, wenn man ihr die erste
der in {. 207, angefiihrten Gleichungen zu Grunde legt, und der
ti Kiirze wegen
g

ht i e Cos¢, -also auch
| [/

Tk s TR S

1 a Sing ‘/Hy — g

setzt, den Ausdruck erhalten:

| S T
bl und davon ist das Differential

i Il de — ade — o2y, -
i Vipre

oder, wenn man den vorhergehenden VWerth von d¢ substituirt:
ady — (a—y)dy
e A SR e

vay — 7

dae =

das heilst
da — _WL(ZJ’“_‘
Vaay —
welches daher die Differentialgleichung der Cyclois ist.
Nimmt man von ihr wieder das Differential, und setzt da
gonstant, so erhilt man

.di‘y — — .....E_(i'?_’.:—

=9
S
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so wie auch
= 2ady?
ds- — —
20 —y

Mit diesen Werthen findet man aus den Gleichungen (A),
(B) und (C) fiir die Cyclois

Subtang = 7 Tang = y ‘/._if__
i ? - z o a?
2 \/2 ay — J* 2a X
Subnorm = Y 2ay — »*, Norm = V2ay,

o — + 2\/3“-7’_'.?‘2:

B=—ux,

P L v ] (l.;l’.

Man sieht daraus, dafls der Halbmesser p des Kriimmungs-
kreises der Cyclois gleich ist der doppelten Normale fiir densel-
ben Punct.

Zieht man ferner die beyden Sehnen M H und M L (Fig. 93)
des erzeugenden Kreises, so hat man, nach der bekannten Glei-
chung des Kreises (§. 199, Gleichung 2), da PM = HK =y ist:

MK* = 2ay — 5%

Da aber M H? — MK> -}- y* ist, so hat man auch
MH = Vz2ay,
oder diese Sehne M H des erzeugenden Kreises ist zugleich die
Normale der Cyclois fiir den Punct M, und da die Tangente je-
der Curve auf der Normale senkrecht steht, der VWinkel HML
aber, als ein Winkel im Halbkreise (§. 112, L), gleich go° ist,
so0 ist auch die andere Sehne ML die Tangente der Cyclois in
dem Puncte M.

§. 212. (Evoluten der Curven.) Da die Coordinaten
a und 3 des Mittelpunctes des Kriimmungskreises Functionen der
beyden Coordinaten 2 und » der gegebenen Curve sind, so wer-
den auch umgekehrt # und y Functionen von a und S seyn. In
der That werden sich diese Grifsen a und 3 dindern, wenn die
Abscisse = der gegebenen Curve geindert wird, oder wenn man
von einem Puncte dieser Curyve zu dem niichstfolgenden iiber-
geht, und die Aufeinanderfolge aller dieser Mittelpuncte der ver-
schiedenen Kriimmungskreise einer gegebenen Curve werden
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wieder cine andere Curve bilden, die man die Evolute (oder die
Abgewickelte) der gegebenen Curye nennt, wihrend umgekehrt
gegebene Curve selbst die Epolvente der anderen genannt
wird.

Sind MN, mn, ma', . .. (Fig. ¢8) die Kriimmungshalb-

messer der gegebenen Curve Mmm' ., ., so ist der Ort aller

die

Mittelpuncte ihrer Kriimmungskreise, oder so ist die Curve
Nnn' ... dieEvolute der gegebenen Curve, wo AP =a, PM=y
die Coordinaten der Evolvente Mmm', und 4Q =a, QN = f
die analogen Coordinaten der Evolute Nn n sind,

Zwischen diesen vier Gréfsen 2, y, @ und 3 haben aber die
drey vorhergehenden Gleichungen (I) des §.211. Statt, von wel-
chen die zwey letzten, fiir d2 = Const, sind:

(x—a)dz 4 (y—B)dy = o,
(r—p)déy - da* 4 dy* = o.

Verbindet man damit die ebenfalls in 2 und y ausgedriickte
Gleichung der gegebenen Curve oder der Evolvente, so wird
man, wenn man aus diesen drey Gleichungen die zwey Grilsen
@ und » eliminirt, eine Gleichung zwischen den hier als veriin-
derlich angenommenen Grifsen « und (3 erhalten, welche Glei-
chung daher fiir die gesuchte Evolute gehéren wird,

Ex. I. Fiir die Parabel haben wir in §. 211, Ex. I erhalten
A 2

-, (Q‘ _I".} )7

B — o= — ‘% (fl: +JH),

und aus ithnen folgt sofort

I

2 s

Eliminirt man aber aus diesen zwey Gleichungen die Grifse

@, so erhilt man
8

‘),7 @

i
{ ¥ Bl ——

(a—a)“,
oder wenn man der Kiirze wegen setzt
j(a—a) = v und B = ¢,

fur die gesuchte Gleichung der Evolute
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o

die daher die Neil'sche Parabel ist (§. 202.).

Ex. IL Fiir die Cyclois haben wir oben (§. 211.) erhalten

a= x4 2y z2ay —y* ‘und
B = — 7,
also auch
22af — [3* und

z=nua— 2}y
y = — B,
wo (Fig. 93) AP ==z, PM=y die Coordinaten der Evolyvente

AMD, und wo AQ —=a, Qm = die analogen Coordinaten

der Evolute Am d sind,
Substituirt man diese VWerthe yvon 2 und  in der Gleichung

T = a.ArcCos(l —i) — Vezay —»*

der Cyclois (§. 207.), so erhilt man fir die Evolute dieser Curve

a —_—
o a.ArcCos(l —{—'—J) - \/-— 24a3 — (3%,
a

die also wieder dieselbe Cyclois, nur in verkehrter Lage gegen
die Abscissenaxe 4B ist, indem bey der Evolvente AMD die
Spitze in 4 und der Scheitel in D, bey der Evolute 4md aber
der Scheitel in A4 und die Spitze in d ist.

Dasselbe hitte man auch schon aus der obigen Bemerkung
schliefsen kénnen, dafs der Kriimmungshalbmesser p = Mm
gleich der doppelten Normale oder gleich der doppelten Sehne
MH des erzeugenden Kreises ist, wie sich denn auch aus den
vorhergehenden Ausdriicken (§. 211, Gleichung I) leicht zeigen
lifst, dafs iiberhaupt fiir jede Curve der Kriimmungsmittelpunet

mit dem Durchschnitle der Normalen zweyer nichsten Puncte der

Curye identisch 1st.
Ex. III, Fiir die Ellipse hat man die Gleichung
i b
grcthgs v
Sucht man daraus die VWerthe von dy, d*y und ds, so
erhilt man, wenn man diese Werthe in den Gleichungen (C)
‘des §. 211, unter der Voraussetzung von da = Const substituirt,
fiir « und 8 die Ausdriicke:

. o
Littrow's Anfangsgr. . gesammt, Mathem. 20




354 §. 213.
(a*—0b)

at
(a3 — b2) g
p= — T 21919

Ty

also auch
3
Lo Ap bp
@ V’a—gbﬁ und 7 at—bz"

Substituirt man diese Werthe von = und m der 11151‘]1 iing-

lichen Gleichung der Ellipse, so c:lmll: man

=) + GE5)'=

oder wenn man alle Glieder dieses Ausdrucks durch

(a*;}bi)%
O +@ =G~

fir die gesuchte Gleichung der Eyolute BDCE (Fig. go) der
Ellipse bdce. (Vergl §. 204, L)

maultiplicirt :

§. 218. (Die vorhergehenden Ausdriicke durch
Polarcoordinaten.) Bisher haben wir die Berithrungen der
Curven durch rechtwinklige Coordinaten a2y ausgedriickt, Um
dieselben auch durch Polarcoordinaten (§.180, I.) auszudriicken,
seyen (Fig. 9q) diese senkrechten Coordinaten

AP = z, PM =2y,
und sey eben so
der Radius A M =r,
und der Winkel XAM = »,
also r und » die Polarcoordinaten desselben Punctes M der Curve
MN, so dafs man daher hat

& = r Cosy» und y = r Siny,
Sey ferner T M die Tangente und M R die Normale der Curve
fiir den Punct M. Zieht man durch den Anfangspunct 4 der
Coordinaten eine auf den Radius 4 M senkrechte Gerade, welche

die Tangente TM in 1" und die verlingerte Normale MR in R
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schneidet, so nennt man, fir Polarcoordinaten, von den beyden
Theilen der erwihnten Geraden TR
den ersten AT die Subtangente,
und den zweyten AR die Subnormale
der Curve fiir den Punct M.
Um diese beyden Functionen auf eine einfache Weise zu

Lestimmen , beschreibe man aus dem Anfangspuncte A mit dem

Halbmesser
folgenden Radius 4m der Curve in dem Puncte « schneidet, so

ist da=AM =T und daher am = dr, so wie der Winkel

AM = r einen kleinen Kreisbogen, der den niichst-

M Am, wenn man auf sein Zeichen nicht achtet, gleich dv, also
auch der Kreisbogen Ma selbst gleich 7dv. Diefs vorausgesetzt,
kann man das unendlich kleine Dreyeck M a m als ein rechtwink-
liges geradliniges Dreyeck betrachten, das den beyden endli-
chen Dreyecken MA T und AMR ahnlich ist, und in welchem
die Hypotenuse
Mm = Vd r* - rrdy*

ist, fir welchen Ausdruck wir wieder, der Kiirze wegen, ds
setzen wollen, so dafs man demnach folgende Proportionen hat:

TA: MA= Ma:ma oder T4d= ’—d—‘i—),

BAd: MA = ma : Ma » TaH I — (ir,
oy
rds

TM: MA —= Mm : ma » TM = -

ds

RM: MA = Mm: Ma » BM = -
qs

Es ist daher

; 2 d
die Subtangente T4 = L 2l
dr
: . 1r
and die Subnormale RA = ((Tjj

1. Um eben so den Kriimmungshalbmesser p durch Polar-
coordinaten auszudriicken, so hat man, wenn man die vorherge-

henden Gleichungen

# = rCosy und y = r8inp
differentiirt:
da = drCosvy — rdv Sinv,
dy = dr Sinv 4 rdv Cos v,
23 *
= e e T it e el o e . o Bttt
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und ‘'wenn man auch von diesen Ausdriicken wicder das Differen:

tial in Beziehung auf d» — Const oder d*» = o0 nimmt:
d*z ='d*rCosv — 2drdv Siny — rd»*Cosv,
d*y = d*r Sinv 4 2drdyCosy — rdp* Siny,
Substituirt man aber diese YWerthe in dem vorhergehenden
(8. 211, Gleichung C) Ausdrucke von

(d x* - (I‘f)'i]_"-
dx :nf“;_}" i d_) daz!

f —
so erhilt man sofort

i
(drz 4 r2dy)?
r2dy -+ adrtdy —irdydir.

§- 214. (Curven von doppelter l\lunnmmv') Bis-
her lmlmn wir nur solche kromme Linien betrachtet, dle durch-
aus in einer und derselben Ebene liegen, und die man daher
auch ebene Curven zu nennen pflegt. Es kann aber auch solche
krumme Linien geben, deren je zwey nichste Elemente immer
in verschiedenen Ebenen liegen., YWenn z. B. auf einem Cylin-
der von kreisformiger Basis ein vollkommen biegsamer Faden in
der Richtung der gewdihnlichen Schraubenginge aufgewunden
wird, so wird sich dieser Faden nicht blofs in einer auf die Axe
des Cylinders senkrechten Ebene um denselbén winden, sondern
auch zugleich immer mehr von der Basis' dieses Cylinders sich
entfernen, und demnach in jedem seiner Puncte eine doppelte
Bewegung in einer horizontalen und zugleich in einer vertikalen
Richtung annehmen.,

Sey AN M' (Fig.100) ein solcher Cylinder, dessen Seiten-
linien auf der Ebene der 2y senkrecht slchen. Die Basis dessel-
ben sey ein Kreis N4 N’ in derselben Ebene, dessen Mittelpunct
€, und dessen Halbmesser C 4 = g auf dem Durchmesser NN
senkrecht steht, WWird auf der Ober{liche dieses Cylinders ein
Faden Anm', .. so aufgewunden, dafs die senkrechte Ent-
fernung 17Q jedes Punctes /7 des Fadens von der Basis dem
Kreisbogen 4Q proportional ist, so fille man von dem Puncte
Q das Loth QP auf den Durchmesser N N', und man hat, wenn
der Winkel ACQ = » ist;

CP = x = a Sinyv und PQ = RS C 05V,
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so wie endlich
QM =z — b.av,
wo b irgend eine Constante bezeichnet. _
Eliminirt man die Grofse » aus diesen drey Gleichungen,
so erhilt man

$1+.},z=a:

vyl e
z = ab . Are Sin— a
i i)

] g
und z = ab. ArcCos '-‘
a )

fir die Projectionen der Sckraubenlinic A MM ... in den drey
coordinirten Ebenen. Von diesen drey Gleichungen ist jede eine
Folge der beyden andern.

Man sieht daraus, dals jede Curve von doppelter Kriim-
mung durch zwey Gleichungen ausgedriickt wird, deren jede,
wie bey der geraden Linie im Raume ({. :81.), eigentlich die
Gleichung ihrer Projection in einer der drey coordinirten Ebe-
nen darstellt, Da aber jede Gleichung, isolirt betrachtet (nach
§. 189, IIL), fiirirgend eine Fliche gehort, so wird man auch
jene zwey Gleichungen, wenn sie zusammen betrachtet werden,
als den analytischen Ausdruck fiir den Durchschnitt von zwey
krummen Flichen ansehen konnen,

Um noch ein anderes Beyspicl einer Curve von zweyfacher
Kriimmung anzufiithren , so haben wir oben (§. 189, I.) geschen;

dals die Gleichung

2= as -} «a

fiir eine auf der coordinirten Ebene der 2z senksechte, so wie

ye=bs 4 B
fir eine auf y z senkrechte Ebene gehort.

VVenn man nimlich in der Ebene der 2 die Gerade, deren
Gleichung # = az 4~ a ist, verzeichnet, und wenn man dann,
durch alle Puncte dieser Geraden, auf dieselbe Ebene der 2z
senkrechte Linien errichtet, so wird die Aufeinanderfolge aller
dieser Lothe diejenige Ebene bilden, welche durch die Gleichung

)= az -} a vorgestellt wird, und dasselbe gilt auch von den
Lothen auf der Ebene der yz, die man durch die in dieser Ebene
gezogene Gerade, deren Gleichung y == bz -}- 3 ist, errichtet,

Ganz auf dieselbe Weisc wird also auch die Gleichung

S ——— T = F
e e e e ——— e T
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D= aw
einen auf der Ebene der zy senkrechten Cylinder vorstellen,
dessen Basis eine in dieser Ebene liegende Parabel des Parame-
ters a ist, so wie

wieder einen auf der Ebene y s senkrechten Cylinder bezeichnet,
dessen Basis eine in derselben Ebene liegende Parabel des Para-
meters b ist. Beyde Gleichungen zusammen genommen aber

o

FEii—laz
2=k

gchoren fiir die Curve von doppelter Kriimmung, in welcher sich

diese zwey parabolischen Cylinder durchschneiden.

§- 215. (Tangente einer Curve von doppelter
Kl‘iimmulw.) Auch diese Curven lassen sich, wie die ebe-
nen, als Polygone von unendlich kleinen Seiten betrachten, nur
mit dem Unterschiede, dals bey jenen diese Seiten nicht mehr
in einer und derselben Ebene liegen, so dals also auch hier die
Tangente der Curve nichts anderes, als die Verlingerung irgend
ciner Seite des erwihnten Polygons seyn wird.

Nennt man daher z, y, z die Coordinaten des Anfangs-
punctes /1 einer dieser unendlich kleinen Seiten, und 2 -4~ da,
¥ - dy, z 4- dz die Coordinaten des Endpunctes m derselben,
so wiec auch Mm=— ds den Abstand dieser beyden Puncle B
und m von einander, wo demnach (§. 184.) diese Seite

ds = {da* + dy* 4 dz*
ist, so werden die Gréfsen dz, dy, dz nichts anderes, als die
Projectionen (§. 184.) der Seite ds auf die drey coordinirten
Axen der x, ¥, = seyn, Sind also a, 3, y die Winkel, welche
die Tangente der Curve in dem Puncte 2 mit den drey coordinir-
ten Axen der z, y, z bildet, so hat man ({. 181, L)

da 3 d N dz
Cosa = e Cosf3 = ik Cosy = s

Allein die Gleichungen einer geraden Linie im Raume, die
durch einen gegebenen Punct (dessen Coordinaten @, y, z sind)
geht, und die mit den Axen der 2, y, s in derselben Ordnung

die Winkel «, #, y bildet, sind (. 186, 11.):
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(y —»') Cosa = (v —2') Cosf3,
(s — %) Cosa = (z—2') Cosy,
(2—7%) Cosf3 = (r ) Cosy,

wo 2'y/s die laufenden Coordinaten der Linie, und wo zyz, so

wie afy als constante Grofsen zu betrachten sind, die fiir jeden
bestimmten Punct der Curve von doppelter Kriimmung (durch
dic Gleichung dieser Curve zwischen zy z) gegeben sind.

Substituirt man daher in diesen Gleichungen die vorherge-
henden Werthe von Cosa, Cosf und Cosy, so erhilt man fir
die gesuchten Gleichungen der Tangente einer Curve von doppel-
ter Kriimmung die Ausdriicke:

2 — £ =($-—.r')—:- et (D)

von deren jede eine unmittelbare Folge der beyden andern ist.
I. Nach §. 193, 1II. steht die Ebene, deren Gleichung ist
0z 4 by + 2= P,
auf der Geraden senkrecht, deren Gleichungen sind
z=az-+ a und y = bz 4 L.
Setzt man daher

so erhilt man

(@—2)dz + (r—y)dy + (c—)dz =0 . . . (F)
fiir die Gleichung einer Ebene (zwischen den verinderlichen Coor-
dinaten 2'y'z), die durch den Punct zy z geht und senkrecht auf
der Tangente der Curve von doppelter Kriimmung steht.

Ex. Fiir die oben angefiihrte Schraubenlinie hat man

zde -+ ydy = o

oder
dy &x dz ab dz ab
—_————, — = =, — = — —
dx SR Viar— = dy 2!

so dals daher die Gleichungen der Tangente der Schrauben-
linie sind:

i — =
. e o e E——




360 §.210.

b : 3l o
— ¥y = — (2 —2') —
S, ( )‘/m:___r_,
: z — 3 — (x—.r')-—m?—

Var—z [’
) ol
z — 2z ::-—('_y—j-)—a:

und eben so hat man fiir die Gleichung einer Ebene, die durch
den Punct @y z dieser Curve geht und senkrecht auf derselben
steht:
(e—2a)y — (r—y)e + (z—z)ab = o oder
ab(z—z) = a2y — ay.

§. 216. (Tnngirende E]Jeucn.) Zum Beschluls dieses
Gegenstandes wollen wir noch die Gleichungen derjenigen Ebene
suchen, welche eine gegebene Fliche in einem bestimmten Puncte
bertihrt.

Es ist bereits oben (§. 189, IV.) gesagt worden, dafls in der
Gleichung einer Ebene, und eben so iberhaupt in der Gleichung
einer Fliche zwischen , y und s, immer zwey dieser drey Coor-
dinaten, z. B. # und », gegeben oder willkiirlich angenommen
werden miissen, um dadurch die dritte z zu bestimmen. Da diese
beyden ersten Grifsen 2 und 9 durch. keine weitere Relation un:
ter sich verbunden sind, so wird man ‘auch die eine derselben
verindern konnen, wihrend die andere ungeiindert bleibt. Auf
diese Weise kann demnach die Gréfse z auf zwey verschiedene
Arten variiren, nimlich in Beziehung auf # sowohl, als auch in
Beziehung auf j. Nimmt man daher von der gegebenen Glei-
chung einer Fliche das Differential von z blofs in Beziehung auf

at ; \ 45 ; 1z ;
@, so erhilt man das partielle Differential ((E——), S0 wie man
a X

: - : 1z . .
das partielle Differential (:—{;) erhalt, wenn man dieselbe Glei-

chung blofs in Beziehung auf z und J differentiirt, und dabey
die Grilse = als constant betrachtet.

Diese partiellen Differentialien sind fiir die geometrische
Analysis von der grolsten Wichtigkeit, daher sie hier durch Ein-
schliefsung in Klammern von den bisher betrachteten gewdohnli-
chen Differentialien unterschieden werden.

Der Kiirze wegen wollen wir diese partiellen Dillerentialien
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d = dz
(da:) T und (?l——)— B9

setzen, so dafs daher die Differentialgleichung einer jeden Fli-

che immer die Form haben wird:
dz = pdx -} gdy.

Da aber die Grifsen @ und y, also auch ihre Anderungen
dz und dy von einander ganz unabhingig sind, so wird jede
solche Gleichung eigentlich zwey andern Gleichungen dquivalent
seyn, namlich

dz dz
i und S —
oder, was dasselbe ist:
dzs = 2!_.-. dx vondi ndz— (di) dy.
dy

Ist M (Fig. 1o1) ein Punct der gegebenen Fliche, und legt
man durch denselben zwey mit 2z und yz parallele Ebenen
MQ'Q" und MPR, und legt man eben so durch einen nichsten
Punct N’ derselben Fliche zwey den vorigen parallele Ebenen
N'RR" und N'PR', so wird die Gleichung

dz

az P
derjenigen Curve M1 angehoren, in welcher die Ebene MQ Q!
die Fliche schneidet, so wie die Gleichung

{E:—
fir die Curve M N gehort, in welcher die Ebene PR die Fli-
che schneidet, ;

In der ersten dieser Gleichungen ist dz'= Q'M'— QM,
und in der zweyten ist dz'= RN — Q M, oder dort ist das par-
ticlle Differential von dz

= q

dz = pdz, und hier ist es dz'= g¢dy;
beyder Summe dz -4 dz’ aber, oder das collstindige Difleren-
tial yon =z ist
dzs = RN — QM = pdz -} gqdy.

I. Jede Gleichung zwischen drey verinderlichen Gréfsen
@, 7y %, von welchen je zwey, z. B. @ und y, unabhingig sind, hat
demnach zu ihrem Differential zwey Gleichungen, aber zwischen
partiellen Differentialien.

e e e e ™ =S | e

—




362 §. 216.

Ist z. B. die Glc;chung einer Fliche

2

Lt L=

a*

gegeben, so ist ihre partielle Differentialgleichung in Bezichung

dz cx
d ol T -2 ?
und in Bezichung auf z und y:

{f:) o cty
dy) T bt

5 = da' + By 4+ C

die Gleichung einer Ebene, welche eine Fliche, deren Gleichung

auf z und a:

II. Sey nun

zwischen &, 7 und = gegeben ist, in einem Puncte derselben be-
rithren soll.

Da diese Ebene durch den bestimmten Punct M der Fliche,
dessen Coordinaten z y z sind, gehen soll, so wird ihre Gleichung
die Form haben:

5 —z = A(«

2) + B(y—p) . . . (@)
und in ihr sind demnach die beyden Grolsen 4 und B, der Bedin-
gung unserer Aufgabe gemils, noch zu bestimmen. Die letzte Ebene
soll niimlich auch noch durch alle anderen Puncte ¥, M, N, ...
der Fliche gehen, die dem ersten Puncte M zunichst liegen,
also mufs auch die letzte Gleichung noch bestehen, wenn man
in ihr statt 2y s die Grofsen @ - da, » - dy, = 4 d= setzt,
wodurch man, wie oben (§ 210, I, und §. 211.), die Gleichung
erhilt
ds = Ad2 4 B dy.
Die allgemeine Gleichung jeder Oberfliche ist aber
i =—="nicr —}-— gdy,
Wo p = (%) und ¢ = (j—‘) die aus der gegebenen Gleichung
der Fliche bekannten Fanctionen von 2, » und = sind.
Setzt man die beyden letzten Ausdriicke von dz einander
gleich, so erhilt man
(A—p)de + (B—q)dy = o,
und da dieser letzte Ausdruck fiir alle Richtungen, die man von
dem Puncte, M zu irgend einem ihm nichsten Puncte nehmen

kann, oder da er fiir alle Verhilinisse gelten soll, die man zwi-



e o ———

§. 210. 363

schen den beyden unabhiingigen Grifsen da und dy aufstellen
will, so wird dieser Ausdruck den beyden folgenden gleichgel-

tend seyn:
A —p=o und B — g= o0,

oder A’:(d:) wnd = B'= i—:-)
dx rf_}‘

Substituirt man daher die gefundenen VWerthe yon A und B

in der \forllcl-gchs:ndcn Gleichung (a), so erhilt man fiir die ge-
suchte Gleichung der tangirenden Ebene:

2 — 5= (z —a) C;—i ¥ (J“_J)(

oder auch

dz

d

: AR B I

2 — z=pQ@'—2) + 90 —2)
Ex. Fiir die oben (Nr. L) betrachtete Fliche, deren Glei-
chung

a2

i -
S BE + =1
d

ist, hat man, wenn man die dort angefiihrten Werthe von (-—)
=

]

b

i [

a*

(>}

d:
dsy . S < R 7 e :
und (E) in der Gleichung (F) substituirt, fir die tangirende
Ebene derselben die Gleichung
i Ty 2%
Lo e i
a* b= c*
wo 2’y = die laufenden Coordinaten der Ebene bezeichnen.
1II. Wenn man die Gleichung (F) mit der folgenden
La - My 4 Nz = 1,
die wir oben (§. 192, L) durch (I) bezeichnet haben, vergleicht,
und wenn man f, g, h die Neigungen der tangirenden Ebene
gegen die drey coordinirten Ebenen der zy, z= und gz nennt,
so crhilt man (nach (. 193.), wenn man

L M,
5 n—P und e
verwandelt, fiir f, g, . folgende Werthe:
COS_f —_— — : —
Voo ip? o 2
C{)bg = ‘—;—,‘:il'_—_?.,
\/l —- P* -+ ¢-
Cosh=—nt ——,
Vi 4 p* A+ ¢t
e S R —
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1V. Man nennt diejenige Gerade, die in einem gegebenen
Puncte der Flache auf dieser Fliche senkrecht steht, die Nor-
male der Fliche, Da diese Normale auch auf der durch diesen
Punct gehenden tangirenden Ebene senkrecht stehen muls, so
hat man (nach §. 193, IIL) fir die Gleichungen dieser Normale
e { o s et o
Y =74 9@z=2) =0
Nennt man endlich f', g, % die Winkel, welche diese Nor-
male mit den coordinirten Axen der =, ¥, = bildet, so hat man
(nach §. 180.)
Cosfi = -*—:P—,

Cosg = —————,

Coshl = ——————,

also auch
Cos f = Cosh,

Cos g = Cosg,
Cosh' = Coslf.
So hat man fiir die in dem letzten Deyspicle aufgestellte

Fliche, da fiir sie

2

cE ;| ¢ty
) — — un g = — —=
I asz 7 bz
ist, firv f, g, % folgende Ausdriicke:
a*bz
Cosf =
f ne 3
y azcty
Cosg — —
9 ]
b2 ¢t x

Cosh —= —

wo der Kiirze wegen

m == 'I,/b" ot + at C-LI},: "i" at bt 5
oder
m — atb?c?, V b s
o -i- -[
gesetzt worden ist,
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Sieben und zwanzigstes Capilel

Erzeugung der Flichen.

6. 217. (Cylindrische Flichen.) Wir wollen nun, wie
wir in Cap. XXIV. und XXV. die vorziiglichsten Curven betrach-
tet haben, auch die Gleichungen der am meisten vorkommenden
krummen Flichen untersuchen,

Die ¢ylindrischen Flichen , mit welchen wir diese Betrach-
tungen beginnen, entstehen (nach §.15¢.), wenn eine Gerade
im Raume sich so bewegt, dals sie einer anderen festen Géraden,
der Axe des Cylinders, immer parallel bleibt. In dieser allge-
meinen Definition der cylindrischen Flichen wird itber die Basis
des Cylinders nichts festgesetzt, daher dieselbe auch eine jede
willkiirliche krumme Linie, selbst yon doppelter Kriimmung,
seyn kann,

Um die allgemeine Gleichung dieser Flichen zu finden,
seyen

2= az -} 4 |

y =154 B)
die Gleichungen der erwihnten festen Geraden, welcher die be-
wegliche Gerade stets parallel bleiben soll, so werden die Glei-
chungen dieser beweglichen Geraden (nach §. 183.) seyn:
az -} a
bz J‘,_ 3

so dal’s die Coefficienten von z in beyden Gleichungen dieselben,

&€

0l

Ui

und zwar dieselben constanten Grélsen sind, wihrend die zwey
anderen Grifsen a und 3 von einer Lage der beweglichen Gera-
den zur anderen variiren.

Wir wollen diese Gerade, durch deren Bewegung die cylin-
drische Fliche entsteht, die erzeugende Linie, und diejenige
krumme Linie, durch welche jene wihrend ihrer Bewegung geht,
und durch welche diese Bewegung gleichsam geleitet wird, die
leilende Curve nennen,

— e R ———
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VWenn man von irgend einem Puncte der auf diese VWeise
erzeugten cylindrischen Oberfliche zu einem anderen niichstfol-
genden Puncte dieser Fliche so iibergeht, und dabey immer in der-
selben Liage der erzeugenden Linie bleibt, so werden die beyden
Grofsen a und (3 fiir beyde Puncte auch denselben VWerth behal-
ten, oder sie werden beyde constant seyn, und auch constant
bleiben fiir alle Puncte des Cylinders, die in einer und derselben
Lage der erzeugenden Geraden enthalten sind, — VVenn man aber,
von demselben ersten Puncte, za einem solchen niichstfolgenden
Puncte der cylindrischen Fliche ibergeht, der einer anderen
Lage der erzeugenden Geraden angehért, so werden auch beyde
Grifsen « und 3 zugleich geindert werden,

Daraus folgt, dafls die beyden Grifsen « und 3, oder was
dasselbe ist, dals die zwey Grifsen

2 —az und ¥y — bz
beyde zugleich constant, und auch zugleich verinderlich sind,
dals sie demnach eine von der anderen a])h;'ingcn, oder dafls jcde
von ihnen eine Function der anderen seyn wird, Bezeichnen wir
demnach wieder die Function iiberhaupt durch f, so hat man die
Gleichung
y—bs=f.(@—az)...(4);

und da die Eigenschaft, welche durch diese Gleichung ausgedriickt
wird, allen Cylindern gemein und fiir diese Flichen charakteri-
stisch ist, so wird auch (A) die allgemeine Gleichung der Cylin-
der seyn.

I. Wenn man die Oberfliche eines Cylinders durch die co-
ordinirte Ebene der 2y schneidet, so wird man, da die Gleichung
dieser Ebene (nach §. 189, IL.) z=o ist, fiir die so entstehende
krumme Linie des Durchschnitts beyder Flichen die zwey Glei-
chungen haben:

i

y — bz = f(z—ax)

Da aber diese Curve ganz in der Ebene der 2y liegt, also

eine ebene Curve ist, so werden sich diese zwey Gleichungen,
die nach §. 182, fiir eine Curye im Raume nothwendig sind, hier
auf dic einzige Gleichung

Yy =J()
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guriickfiithren lassen, und diese in der Ebene der 2y liegende
Curve wird (nach §. 189, IIL) die Projection in 29 von derjenigen
Curve seyn, durch welche die erzeugende Gerade wihrend ihrer
Bewegung geht, d. h, sie wird die Projection der leitenden Curve
in der Ebene der z y seyn.

II. Eben so wird man fiir die Projection der leitenden Curye
in der Ebene der 2z die Gleichung bz=f(2 — az), und fir die
Projection derselben in der Ebene der y= die Gleichung

y — bz = f(az)
haben. Die leitende Curve selbst, die ganz in der Oberfliche
des Cylinders liegt, wird im Allgemeinen eine Curve von doppel-
ter Kriimmung, wie z. B. die Schraubenlinic seyn, die wir bereits
oben (§. 214.) betrachtet haben.

§. 218. (Bestimmung der individuellen cylindri-
schen Fliche, von welcher die Gloicim:agm der er-
zeugenden und der leitenden Linie gegeben sind.)
Seyen, wie zuvor, die Gleichungen der erzeugenden Geraden

= -—:—- a P
e e | ] L4
J‘ — b.a b {4
und die Gleichungen der leitenden Curve
U=o
= o\?

wo U sowohl als 77 bestimmte Functionen von z, ¥, 5 sind.

Um daraus die Gleichungen des auf diese VWeise entstehen-
den Cylinders zu finden, wird man das allgemeine Functions-
zeichen f der Gleichung (A) so zu bestimmen haben, dals es dem
gegebenen speciellen Falle entspricht, oder dals es den Bedin-
gungen dieser besonderen Aufgabe genug thut.

I. Wenn man nimlich auf irgend eine Art dahin gelangt,
diese Function , z. B. f(«) blofs durch ihre Stammgrilse « (nebst
anderen constanten Gréflsen a, b, ¢, . . .), in einer Gleichung
darzustellen, so wird man, aus dicser Gleichung, den Werth
von f(2) durch « finden, und daher die dem gegehenen speciel-
len Falle gemilse Function f bestimmen kénnen,

Allein eine solche Gleichung zwischen « und f(«) erhilt
man immer, wenn man aus den vorhergehenden vier Gleichungen
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@ - R— i S 1 U:‘.Oi
in
y — bz = f(a) bl V=o'

welche Gleichungen fiir jeden Punct der eylindrischen Fliche zu
gleicher Zeit Statt haben, die drey Gréfsen @, 5 und = eliminirt,
Das Resultat dieser Elimination wird zugleich die oben erwiihnte
Gleichung zwischen « und f(a) seyn, und sie wird uns zeigen,
auf welche Weise die erwiihnte Funetion f(a) von a abhiingen
mufs, um dem speciellen Falle unseres Problemes zu geniigen.

II. Ein Beyspiel wird diefs sogleich deutlich machen.

Sey die leitende Curve eine in der Ebene der 2y verzeich-
nete Ellipse, deren halbe grofse und kleine Axe 4 und B, und
deren Coordinaten des Mittelpuncts M und N sind, so dals man
also fiir die zwey Gleichungen U==0 und #=o0 in unserem ger
genwiirtigen speciellen Falle die Ausdriicke haben wird (§. 198, IL)

Bt Oy

("U — M y - j\
4 ) E

Verbindet man damit die bcyden vorigcn Gleichungen der
erzeugenden Geraden

z — a5 = a,
y )
J — bz = f(a))
so findet man, wenn man aus diesen vier Gleichungen die drey
Grifsen 2, » und = eliminirt:

a —H\* "f(a) — N\*
() + (L2 ) = s

und diels ist die Gleichung, welche die gesuchte Abhiingigkeit
der Function f(«) von ihrer Stammgrifse « gibt.

Substituirt man in ihr fir « und f(«) die vorhergehenden
Werthe von ¥y —az und » —bz, so erhilt man

(1 — azs — ”) 2L (‘ _'___f"_.‘ £ ;\) = )

und diels ist dle gesuchte Flczcllllllfr der cylindrischen Fliche,

deren Basis die gegebene Ellipse in der Ebene der 2+, und deren
Axe diejenige Gerade ist, die durch den Anfang der Coordinaten
geht, und deren Gleichungen

o et L
== bz I
sind,



~ e W ————

§s 218. 369

II. Setzt man in der Gleichung (1) die Grifse M= N=—o,
so liegt der Mittelpunct der Ellipse im Anfangspuncte der Coor-
dinaten.

Ist a=o0, so ist die immer durch den Mittelpunct der El-
lipse gchendc Axe des Cylinders parallel mit der Ebene der yz;
ist b=o0, so ist sie parallel mit der Ebene der @z; ist a=b,
so bildet diese Axe mit den Coordinaten der @ und » denselben
Vinkel, und ist endlich a=b=o0, so liegt die Axe des Cylin-
ders in der Coordinatenaxe der z.

Setzt man noch 4= B, so ist die leitende Curve ein Kreis
des Halbmessers 4, und die Gleichung

(x —az— M)* 4+ (r— bz — V)3 f== 042
gehort fiir einen auf der Ebene der @y schief stehenden Cylinder
mit kreisformiger Basis.

1V. Ist 4 M (Fig. 78) eine durch den Anfang 4 der Coordi-
paten mit der erzeugenden Geraden parallele Linie, so sind ihre
Gleichungen

x—=waz und gy = bz

Ist aber M A Z =+v der Winkel dieser Geraden mit der Axe
der z, und ist eben so X AQ=24 der Winkel der Projection 4 Q
derselben Geraden 4 M in der Ebene der zy mit der Axe der z,
so hat man, nach §. 187, L,

xz = Siny Cosd, ¥y = Siny Sind und 2z = Cosy;
also auch, wenn man diese Werthe von =, », = in den beyden
vorhergehenden Gleichungen substituirt :
a — Tangy Cosd und b == Tangy Sinéd,

so dafs daher die letzte Gleichung der Nr, III. fiir den Cylinder
mit kreisformiger Basis (wenn 4 der Halbmesser dieses Kreises
ist, und wenn der Mittelpunct desselben zugleich im Anfange
der Coordinaten liegt, also M=Nco ist), in den folgenden
Ausdruck iibergeht:

(z —z Tangy Cos 8)* -}~ (y —z Tangy Sino)>" = 4%
Liegt die Axe 4 M dieses Cylinders in der Ebene der xz,
s0 ist =0, und daher die vorhergehende Gleichung
(x — = Tangy)* -} > = A%
Liegt diese Axe in der Ebene der y =z, so ist §=go0? und

2% - (y — =z Tangy)® ‘= A%

Littrow's Anfangsgr, d. gesammt. Mathem. 24

R ———
= e e e - S
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Liegt endlich diese Axe 4 M in der coordinirten Axe 47
der =, oder steht der erwihnte Cylinder auf der Ebene der .y
senkrecht, so ist y=—=o0, und man hat fir die Gleichung dieses
Cylinders

3-'1 + .,Tt" —

§- 219. (Anderer Ausdruck fiir die Gleichung der
cylindrischen Iflichen.) Aus der oben gegebenen nulmuon
dieser Flichen folgt, dafs die diese Flichen tangirende Ebene
in jeder ihrer Lagen mit der erzeugenden Geraden stets parallel
seyn wird, I'ihrt man aber diese Gerade sowohl, als auch diese
langirende Ebene, jede mit sich selbst parallel fort, bis beyde
durch den Anfang der Coordinaten gehen, so sind die Gleichun-
gen der Geraden

z —az und g = bz,
und eben so ist dann auch die Gleichung der tangirenden Ebene

(nach §. 216, IL)

kbt o {zz) (,z;

wo die in Klammern eingeschlossenen Grifsen die partiellen
Difleventialien der Fliche in Beziehung auf z, # und auf z, y sind
(vergl. b 210.).

Soll aber diese Ebene mit der erzeugenden Geraden paral-
lel seyn, so wird man, nach §, 193, 1V,, die Jedingungsglei-

chung haben:
() +5(E) =1 )

und diels ist demnach eine eben so allzemeine Gleichung der ey-
lindrischen Flichen, als die vorhergehende endliche Gleichung (A).
I. Wenn daher irgend eine gegebene Gleichung auf die
Form (A) oder (A") gebracht werden kann, so wird diese Glei-
chung immer fiir einen Cylinder gehoren. Diefs ist z, B. der Fall
mit der Gleichung
(@ —az)y = o,

oder mit ihrem partiellen Differential

dsz 1
TEy el

die fiir einen Cylinder gchort, dessen Basis oder dessen leitende
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Curve in der Ebene der zy eine gleichseitige Hyperbel (§. 200, V.)
ist. Die Gleichung dieser Hyperbel ist
xy = c%
und ihr Mittelpunct liegt in dem Anfange der Coordinalen, ihre
Axe aber liegt in der Ebene der 2z und bildet mit der Axe der =
einen Winkel, dessen T'angente gleich a ist; daher in den allge-
meinen Gleichungen (A) und (A) die Grolse b fir diesen speciel=
len Fall gleich Null ist.
1I. Allein dieselbe partielle Differentialgleichung

THZANY o
dx “(.;‘.

erhilt man auch fiir jede andere Curve in der Ebene der zy, die

man dem Cylinder als leitende Curve zu Grunde legt. Ist z. B,
die Gleichung dieser Curve
s =—o0 und y» = A+ Bz -+ Cz* ++ Da? e
and verbindet man diese Ausdriicke mit den zwey Gleichungen
z —az=ua und y = f(a)
der erzcugendcn Geraden, die hier, wegen b=—o0, der Ebene
der a5 parallel vorausgesetzt wird, so erhilt man, wenn man
das in §. 228, L angezeigte Verfahren auf die vorhergehenden
vier Gleichungen anwendet, fiir die endliche Gleichung des so
entstehenden Cylinders
y=r B(z—az) + C(x—az) - D@e—az)® § -4
und davon ist das partielle Differential in Beziehung auf z und
dz 1 '
.'JT) = ~, wie Zuyor.

Daraus folgt demnach der Satz: VVenn eine Gerade in der
coordinirten Ebene der 2z mit der Axe der z einen VWinkel bildet,
dessen Tangente gleich a ist, und wenn sich dann irgend eine
willkiirliche und willkiirlich gelegte Curve von einfacher oder
doppelter Kriimmung, mit sich selbst parallel und so bewegt,
dals ein bestimmter Punct derselben immer durch jene Gerade
geht, so wird diese Curve eine cylindrische Fliche beschreiben,
deren Gleichung zwischen partiellen Differentialien ist:

dz\ . ¥
(:i-‘t' T A

']
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L. In der That, wenn eine der Ebene der x:z parallele
Gerade sich mit sich selbst parallel und so bewegt, dafs sie mit
der Ebene der zy stets denselben Winkel, dessen Cotangente a
ist, bildet, so wird sie, wie sonderbar und selbst regellos ihre
iibrige Bewegung auch seyn mag, eine Fliche beschreiben,
deren Gleichung

y = f(z—az),
oder, was dasselbe ist,

wreatas == ()
seyn wird, und wo der Ausdruck /() jede willkiirliche Function
von y, z. B, 9", £, AreSiny u. £, und selbst sprungweise bald
diese, bald jene Function von y bezeichnen kann. Denn wenn
man durch irgend einen Punct dieser Fliche eine mit der Ebene
der 2z parallele Ebene legt, so wird die Fliche von dieser Ebene
in einer Linie geschnitten werden, die mit irgend einer Lage
jener beschreibenden Geraden zusammenfillt, und deren Tan-
gente daher mit der Ebene der 2y durch die Gleichung (§. 210,V.)

dzx

(d:, T
ausgedriickt werden wird; allein dieselbeGleichung erhiilt man auch
durch die partielle Differentiation des vorhergehenden Ausdrucks
x==az - f(y) in Beziebung auf 2 und z, welches auch der
Werth der Gréfse f(y) seyn mag.

IV. Eben so wird die, iibrigens nicht mehr cylindrische
¥lache, deren Gleichung

2t =24z - f(7)

ist, von einer jeden mit 2z parallelen Ebene in einer Curve ge-
schnitten, deren Tangente mit der Ebene der 2y einen Vinkel
bildet, der durch die Gleichung

s _ =

dz'ia
ausgedriickt wird, Wenn daher eine in der Ebene 25 verzeich-
nete Parabel, deren Gleichung 2*=—=2 4z ist, sich mit sich selbst
parallel, sonst aber ganz willkiirlich bewegt, so wird sie eine
Fliche beschreiben, deren partielle Differentialgleichung

dz x
=) =3
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und deren endliche Gleichung

2 = z2az + f(7)

ist, wo.f(y) eine vollig willkirliche Function von y hezeichnet.

§. 220. (Digression iiber die Bedeutung der Dif-
f(,[(.I]l,ldlﬂlt,lchlll]“{l'll ) Wir haben bereits ufl.u‘chnhssunrr
gehabt, dlc Gleichungen gegebener Curven zu differentiiren,
So haben wir z.B. in §. 211, fir den Kreis, dessen Gleichung ist

(z—a)* + (r—fR)> =p* . .. (3),

die erste Differentialgleichung desselben

(x—a)dz + (y—B)dy = o ... (b),
und auch die zweyte Differentialgleichung, unter der Voraus-
setzung, dafs dz constant ist,

(r—B) dty 4~ da* f dy* =o0...(c)
geﬁmdcn. YWollte man die letzte noch einmal differentiiren, so
wiirde man fir die dritte Differentialgleichung des Kreises er-
halten:

(z—RYidiy ===, 3dydiyieaio;
oder auch, wenn man den Werth von () — f3) aus (¢) substituirt,

(dard-dy)dy — 3dyd*y* = 0. .. (d).

Alle diese vier Gleichungen, und selbst jede willkiirliche
Combination derselben, gehéren, so wie die erste (a), aus wel-
cher sie abgeleitet sind, fiir den Kreis, aber sie sind demunge-
achtet sehr wesentlich von einander verschieden. Die erste
Gleichung (a) enthélt drey Constanten, nimlich die beyden Co-
ordinaten a und 8 des Mittelpuncts und den Halbmesser p des
Kreises; durch diese Gleichung wird demnach der gegebene
Kreis seiner Lage und Gréfse nach vollstindig bestimmt. — Die
zweyte Gleichung (b) enthilt aber nur mehr die beyden ersten Con-
stanten « und 3, und sie gehort daher fiir einen Kreis, dessen
Mittelpunct in der Ebene der ay bestimmt, dessen Halbmesser
aber unbestimmt ist, oder willkiivlich angenommen werden kann, —
Die dritte Gleichung (c¢) enthilt nur mehr die einzige Constante /3,
und sie ist daher von « und p ganz unabhiingig, d. h. diese dritte
Gleichung gehort fiir einen Kreis, dessen Mittelpunet irgendwo
in einer Geraden liegt, die in der Entfernung y =3 von der Axe

S A U S D R

e e B e et a————— T
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der z mit dieser Axe parallel steht, und dessen Halbmesser von
ganz unbestimmter Grifse ist, — Die vierte Gleichung (d) end-
lich, die keine der drey Constanten mehr enthilt, gehort iber-
haupt fiir einen Kreis, dessen Lage und Grofse aber vollig un-
serer YYillkiir itberlassen wird,

Man sieht aus diesem Beyspiele, wie die héheren Differen-
tialien der Gleichung einer Curve, mit der Ordnung ihrer Diffe-
rentialien, an Allgemeinheit ihrer Bedeutung zunehwmen,

I. Aber noch bedeutender ist diese Zunahme bey den Difle-
rentialgleichungen der Flachen, — Die endliche Gleichung der
cylindrischen Fliche ist, wie wir gesehen haben,

y — bz = fl.(z —az),

und in dieser Gleichung bezeichnet /. (2— az) irgend eine will-
kiirlicke Function der Grifse (¢ —az), die selbst ganz gesetzlos
fortgehen oder die auch das Gesetz ihres Fortganges alle Augen-
blicke indern kann.

Wenn man aber diese Gleichung partiell differentiirt, so
erhilt man, wenn f'irgend eine andere Function von derselben
Grilse (z— az) ausdriickt, fiir y = Const,

B =—r+a(2) s

und eben so fiir & = Const,

@) == r

Eliminirt man aus diesen beyden partiellen Differentialglei-
chungen die Gréfse /7, so erhilt man

(“) fya, (r“) L A (.

eine Gleichung, die wir schon oben (5{. 219.) auf einem anderen
YWege erhalten haben,

Man sieht daraus, dafs durch die partielle ])ifrcrentiirung
der Gleichungen der Flichen, nicht nar die constanten Grofsen,
sondern selbst noch ganz willkiirliche Funetionen zur Verschwin-
dung gebracht werden kinnen,

IT. Wenn man endlich, um diels noch weiter zu fithren,
divse Gleichung (A") noch ein Mal partiell diffeventiivt, und da-

bey, wie gewdhnlich, die Grilse da constant vorausselzt, so
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erhilt man fiir das gesuchte Differential in Beziehung auf = und @

d*z d*z
n‘l) + (d L'{ij}) Shors

und eben so in Beziehung auf z und »

d*z
(d xd )) ial (rf_)"—' T

Eliminirt man dann aus diesen zwey Gleichungen die Grofse

2, so erhilt man als Resultat dieser Elimination

(fh‘) (113 ) (d c:())nl A5

and auch diese Gleichung wird noch {iir eine cylindrische Fliche,
in der oben aufgestellten Bedeutung des Wortes, d. h. sie wird
fiir eine Fliche gehdren, die durch die Bewegung einer mit sich
selbst parallel ble .ibenden Geraden entsteht, Da aber die beyden

constanten Grolsen a und b, durch welche, zwar nicht der Ort,
aber doch die Lage dieser Geraden bestimmt werden soll, in der
Gleichung (A") nicht mehr vorkommen , so kann auch diese Be-
wegung der er: zeugenden Geraden nicht mehr an diesen Parallelis-
mus ihrer Lage gebunden seyn; oder, mit anderen Worten , die
Gleichung (A") w ird fiir cine Flache gehdren, die dur 'ch irgend eine
Dewegung einer sich immer parallelen ger aden Linie im Raume ent-
standen ist, z.B. durch die Bewegung einer Geraden, die in allen
ihren Lagen Tangente einer Curve von doppelter Krimmung st
(5 215.), 0(]01 auch, die durch die auf einander folgenden Dure h-
schnittslinien einer Ebene entsteht, die in allen ihren Lagen auf
irgend einerCurve von doppelterKriommung senkrechtsteht u. s. w.
Da von diesen geraden Durchschnittslinien, deren sich je zwey
selbst wieder schneiden, jedes nichste Paar in einer Ebene liegen
muls, so wird man die so entstehenden Flichen als aus ehenen
Tlementen von unbestimmter Liinge, aber von unendlich kleiner
Preite bestehend, betrachten kénnen. Da iiberdiels je zwey
nichste dieser Elemente sich immer in einer geraden, nimlich
in der erzeugenden Linie schneiden, so wird sich jedes dieser
Tlemente, durch Drehung desselben um diese gcmmnsc]mﬁhchc
Durchschnittslinie mit dem .:rhslfo]rrendcn Tlemente, in die
Ebene dieses zweyten Elements legen, und wenn man diese Ebene

wieder um die gemeinschaftliche Dur rchschnittslinie des zweyten

B L I i
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und dritten Elements dreht, und dieses Verfahren fiir alle Ele-
mente fortsetzt, so sieht man, dafs sich auf diese Weise die ganze
Fliche, deren Gleichung (A”) ist, in eine einzige Ebene, ohne
Bruch oder YVerdoppelung ausbreiten oder developpirven lilst,
Aus diesem Grunde werden auch die Flichen, welche durch die
Gleichung(A”) dargestellt werden, abwickelbare oder developpable
Flichen genannt. — Die eylindrischen Flichen gehiren in das
Geschlecht der developpablen Flichen, aber sie sind, so allge-
mein auch die Gleichung (A) derselben ausgedriickt ist, doch nur
als ein sehr specieller Fall der letzteren Flichen zu betrachten,

§. 221. (Conische Flichen.) Eine conische Fliche oder
ein Kegel, in der allgemeinen Bedeutung des YWortes, wird durch
die Bewegung einer Geraden erzeugt, die stets durch einen ge-
gebenen festen Punct, und zugleich durch eine gegebene Curve
(die leitende Linie) geht, Der feste Punct heiflst der Scheitel,
oder angemessener der Mittelpunct des Kegels, da die ihn erzeu-
gende Gerade auch iiber diesen Punct herausgehen kann.

Sind a, b, ¢ die drey den x, ¥, = parallelen Coordinaten
des festen Punctes, so sind die Gleichungen der den Kegel er-
seugenden Geraden (. 183.)

‘rﬁa:a(:-—c).}
y—b=pE—q)’

in welchen Gleichungen die Grifsen a, b, ¢ immer constant,

die beyden « und 8 aber, wie in {. 2 Im' diesclbe Lage der
erzeugenden Geraden zugleich cnnsmnt, und fiir \-Llsc[ue{lme
Lagen dieser Geraden auch zugleich variabel sind, woraus, wie
zuvor, folgt, dals @ eine Funection von a ist, oder da man hat

r — a = y — b
= adyfp = s ..
Pl e & m— ]

dals die allgemeine Gleichung der Kegel seyn wird

"——lrw L—rd
ol . s » .
z — z— ¢

I. Sind dahur die Glewhungen der erzeugenden Geraden,

und zugleich die Gleichungen
U=o0 und V7 — o

der leitenden Curve gegeben, so wird man, wie oben (§. 218.),
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aus diesen vier Gleichungen die drey Grofsen z, 7, = eliminiven,
und das Resultat dieser Elimination wird sofort die Gleichung
des gesuchten Kegels geben.

ix. 1. Sey die leitende Curve ein Kreis des Halbmessers 4.
Die Ebene dieses Kreises sey parallel mit der Ebene der 2y, und
von ihr um die Grifse B entfernt. Die Coordinaten des Mittel-
puncts des Kreises endlich seyen wieder M und N,

Diefs vorausgesetzt, hat man fiir die beyden Gleichungen
des Kreises

(2 —M)* 4 (y—N)* = A*
A z 5

Der feste Punct oder der Mittelpunct des Kegels liege ir-
gendwo in der Ebene der zy; so ist c=o0 und die Gleichungen
der erzeugenden Geraden werden seyn:

L —
= a

Yaisal 4nb

—s@\

Eliminirt man aus diesen vier Gleichungen die drey Grifsen

z, y und z, so erhilt man

(Bat-a — M) 4 (B.f(a) +b—N)* = Az,

s0 dafs man demnach fiir die Gleichung des gesuchten Kegels hat:
[(e—a)B + (a— M) z]* + [(r—b) B+ (b —N)] = 2.

Ist fir einen besonderen Fall a= M und b=N, so ist die
Axe des Kegels, das heilst, die den festen Punct mit dem Mittel-
puncte des Kreises verbindende Gerade, parallel mit der Axe
der z, und dann ist die Gleichung des Kegels

Arz2
@—Mp + (—N) =5

wo ;— die Tangente des Winkels der Seitenlinie des Kegels mit

der Axe desselben bezeichnet. Heilst dieser Winkel 8, und ist
der feste Punct zugleich der Anfang der Coordinaten, so hat man,
wenn die Axe des Kegels in der coordinirten Axe der z liegt,
fiir die Gleichung des Kegels

a* -} y* = z*.Tang*f.

Ex. II, Wenn die leitende Curve eine ebene Curve, und in

R




378 §. 221.

der coordinirten Ebene der 2y enthalten, d. h. wenn ihre Glei-
chung zwischen # und » gegeben ist, so wird man, wie man aus
dem Vorhergehenden sieht, in dieser Gleichung der leitenden
Curve nur

. w @z — Cc32

statt » die Grofse e
bz — ¢

und statt i palig » 4
i

substituiren , um sofort die Gleichung des gesuchten Kegels zu
erhalten, Ist z, B. die leitende Curve oder die Basis des Cylin-
ders eine Ellipse, deren Gleichung

xz ,},:
_— e —

A Y B
ist, und sind wieder @, b, ¢ die Coordinaten des festen Puncts,
so hat man fiir die gesuchte Kegelfliche die Gleichung

(a3—cz)* . B* - (bza—ecy)* 4 = (z—c)*. 4* B*.
Ist a==b=0, oder liegt der feste Punct in der Axe der z,

so hat man
A

: o
Bia? 4 Ary" = Z—(z—c)2.

C
Ist aber die leitende Curve die Astrois (§. 204.), deren
Gleichung
2° -[——Lg*’_ = A
ist, so hat man fiir die Gleichung des gesuchten Kegels
(az—cz)’ + (bz—cy)’ = A

II. Um noch einen anderen Ausdruck fiir die conischen Fli-

e

.(;-—-—c)%.

chen zu finden, differentiire man die Gleichung (B) partiell in
Beziehung auf z, 2 und auf z, », so erhilt man, wie oben
(§. 220, L),

e—a).L— &

D] = (5—0)./)
und
) =0 — =] = — (:—o).
Eliminirt man aus diesen zwey Gleichungen die Function ./,
so hat man
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da dz 4
pudaioliloih L0 (E) (b ("E}) Ry
fir die gesuchte Differentialgleichung der conischen Flachen,
Man sieht, dafs diese Gleichung (B) nichts anderes ist, als die
Gleichung der die conische Fliche tangirenden Ebene (§. 216, IL),
die zugleich durch den festen Punct geht, dessen Coordinaten
a, bi'c sind.
1Il. Differentiivtman die Gleichung (B") noch ein Mal partiell,
so erhilt man

d=z

y — b dz
;E;:l) —l_ TE Exirai) = 0L m

d> z G dz
(27) ) ;z.‘;Tz}) =T

und diese zwey Ausdriicke geben, durch Elimination der Grifse

1
a

|

Q8
|
t
&

die Gleichung

d* z d> s dz \?
EHE)=(5)
welches wieder die vorhergehende Gleichung (A") der developpa-
blen Fliche ist, zu welcher die conischen Tlichen ebenfalls als
eine besondere Classe gehoren.
1V. Um endlich die Gleichung desjenigen Kegels zu erhalten,
der eine Fliche, die durch die Gleichung 7# =0 gegeben 1ist,

ringsum beriihrt, wird man aus dieser Gleichung W'=o die

dz dz
ZET) und (—dj)

suchen, und sie in der vorhergehenden Gleichung (B') des Ke-

Verthe von

gels substituiren, wodurch man eine neue Gleichung T=o er-
hilt, und mit diesen beyden Gleichungen W=o0, T'=0 wird
man, wie zuvor, mit den Gleichungen U=—o0, F=o yerfahren.
Ex. Sey die gegebene Gleichung
W’:O'—T—'.‘C: +J,1_i_:32____7.1’
welche fiir eine Kugel gehort, deren Halbmesser r ist. Die par=
ticllen Differentialien dieser Gleichung sind

dz & : dz y
e e i

et . i e '
s e —— L L e e e Rt e e nes e 85
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so dafs demnach, mittelst der Gleichung (B'), die Gleichung
T=o0 oder (z—e)z -} 2* 4y = o
erhalten wird,
Ist nun der feste Punct irgendwo in der Axe der z, so ist
a—Db==o0, und man hat daher fiir die Gleichungen der erzeu-
genden Geraden

Z a
= a und —'?—-.'——-frt.

- -

a T A

Die Combination dieser vier Gleichungen gibt, wie zuvor,
at 4 (fa)! = :‘J:-_I':
also ist auch die Gleichung des gesuchten, die Kugel ringsum
tangirenden Kegels
4 r(z—c)?
R e ;

Ist der feste Punct ein leuchtender Punct, so ist die Curve,
in welcher sich die gegebene Fliche und die Kugel beriihrt, und
deren Gleichungen

W =090 und T=o
sind, zugleich diejenige Curve, welche, auf der beleuchteten
Fliche, den hellen Theil von dem beschattenden trennt, — Ist
aber der feste Punct das Auge des Beobachters, so ist jene Be-
rvithrungscurve der scheinbare Umfang, unter welchem dem Auge
jene Kugelfliche erscheint.

Dasselbe Problem lifst sich auch, mittelst der Gleichung (A")
des §. 220., auf die cylindrischen Flichen anwenden.

§. 222. (Schiefe Flichen oder surfaces garches.)
So werden alle jene Flichen genannt, die durch die Jewegung
einer geraden Linie entstehen, deren je zwey néchste Lagen nicht
in einer Ebene sind.

Die einfachsten derselben werden durch die Bewegung einer
Geraden erzeugt, die immer durch die Axe der = und durch eine
gegebene Curve geht, und dabey zugleich der Ebene der ay
stets parallel bleibt.

Diese Fliche hat die sie charvakterisirende Eigenschalt, dafs
jede durch die Axe der z gehende Ebene diese Fliche in einer
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der Ebene der zy parallelen Geraden schneidet. Die Gleichung
einer solchen Ebene ist aber

U —
und die Gleichung einer der 2y parallelen Ebene ist
z = 3

und da auch hier die beyden Gréfsen « und B zugleich constant
und zugleich variabel sind, so wird man fiir die gesuchte allge-
meine Gleichung dieser Flachen haben:

;__——-_f.('_};:)...((]).

Ex, I Ist die leitende Curve ein auf a2y senkrechter Kreis
des Halbmessers @, und ist der Mittelpunct dieses Kreises in der
Axe der 2 von dem Anfangspuncte um die Grolse b entfernt, so
sind die Gleichungen dieses Kreises

2= by
911 + z2 == q2.
Verbindet man diese Gleichungen mit den beyden folgenden
-3—: -_—a u“d
v g
I (@),
a? b + (fa)t =

byt = (a* —z?) . 2?

Il

-
o

so erhilt man

oder

fir die Gleichung der gesuchten Fliche, welche bekanntlich
manche unserer Gewilbe bildet.
Ex. 1L Ist die leitende Curve die oben (§. 214.) betrachtete
Schraubenlinie 4 M M’ (Fig. 100), deren Gleichungen sind:
at + _7" — a*

e
z = ab.AreSin—(’
@
und verbindet man diese Gleichungen wieder mit den beyden
vorhergehenden
(24
= f(a)

so erhilt man durch Elimination der Grolsen 2z aus diesen yier
Gleichungen

I

n 8=

e — o L et




382 §. 223,
2 1
‘f(f't) = ab Arc Sin — —
14 gt
also ist auch, wenn man die vorhergehenden Werthe von a und
J(a) substituirt:

= @
z == ab ArcTang =
98
die gesuchte Gleichung der so entstehenden Fliche, welche z.B.
viele unserer Wendeltreppen bilden.

Die Differentialgleichung der allgemeinen Gleichung (C) ist

endlich ;
dz dz -
""(;ﬁ) + 9 (E = 0, .. (G

§- 223. (Rotationsflichen.) So werden diejenigen Flii-
chen genannt, welche durch die Drehung irgend einer Curve um
eine feste gerade Linie (die Drehungsaxe) entstehen. — Geht
g diese Axe durch den Anfang der Coordinaten, so werden ihre
g i Gleichungen die Gestalt haben :
| 2 = Az e
L 9 Bz
il Eine auf diese Axe senkrechte Ebene aber wird (nach
§. 193, 1IL) zur Gleichung haben:

Az 4 By + 13 = «,

ik | wo « irgend eine willkiirliche Constante bezeichnet. Eine
{it ] solche Ebene wird die

l

gesuchte Rotationsfliche immer in einem
il Kreise schneiden. Dasselbe wird aber anch eine Kugel thun,
[ deren Mittelpunct im Anfange der Coordinaten liegt,

]I' welche dalier die Drehungsaxe einer ihr

und fiir

er verlingerter Halbmes-

ser seyn wird, Ist 3 der Halbmesser dieser Kugel, so wird ihre

Gleichung seyn:

: $1+J’:+5::ﬁgi

il und man sieht, wie zuvor, dafls diese zwey Grilsen « und f32
immer zugleich constant und zugleich veriinderlich sind, dafs
also auch

! £ = f(“) ’
i oder dafs

i 2+ + 2 =f.(dz+By42) ... (D)
seyn wird; ein Ausdruck, der zugleich die allgemeine Gleichung
der gesuchten Rotationsflichen ist.
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I. Ist die Dotationsaxe zugleich die Axe der 3, so ist
A=B=o0, und man hat fiir die Gleichung dieser Tiotations-
fliichen

2t 492 = f(z) ... (D),

von welcher die partielle Differentialgleichung ist:

(a‘«) (z) F

1I. Sind demnach wieder U==0 und V=0 die gegebenen
Gleichungen der Curve, welche um die gegebene Axe rotiren
soll, so wird man aus der Verbindung dieser zwey Gleichungen
mit den beyden folgenden:

Az 4+ By + z=a und
@+ ot F= S
die Gleichung der gesuchten Rotationsfliche, wie zuyor, ableiten.
Ex., I Ist die gegebene Curve cine Gera de in der Ebene

g
der 25, so sind ihre Gleichungen
Yy = 0,
T = mns + n 2

Ist ferner die Rotationsfliche zugleich die coordinirte Axe
der z, so hat man, da nach §. 182. die Gleichungen dieser Axe
2=o0 und y=o sind, in dem Vorhergehenden die Grolsen A
und B gleich Null zu setzen, wodurch man erhilt:

z =— a und
B i)
Aus diesen vier Gleichungen folgt:
(ma 4 n)* 4 a* = f(a);
so dafs man daher fiic die gesuchte Rotationsiliche die Gleichung
erhalt:
mz -+ n = \/;r;’- -+ 7%
welches die Gleichung eines Kegels (§. 221.) ist. Nimmt man
den Mittelpunct des Kegels im Anfange der Coordinaten, so ist
n=o0, und die letzte Gleichung geht in folgende iiber:

2t -y = m®z,
wo m die Tangente des Winkels bezeichnet, welcher die Seiten-
linie des Kegels mit seiner Axe bildet, iibereinstimmend mit
0. 221, Ex. L

==——— a
e B e
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Ex.IL Ist die gegebene Curve eine Ellipse in der Ebene
der 2z, und sind a, b ihre halbe grolse und kleine Axe, so wie

¢ die Entfernung ihres Mittelpuncts, in der Axe der @, von dem
Anfang der Coordinaten, so sind die Gleichungen der Ellipse

f y =0,
i xr — c\2 52 A
—_— 1
a b=

Ist wieder die Rotationsaxe in der Axe der z, so hat man

=

] ﬂ:'
& 2= f(a)
und aus diesen vier Gleichungen erhilt man fiir die gesuchte Ro- ‘
tationsfliche den Ausdruck

b x‘;_l_l?,::avm_l_.bc,..({).

Ist c=a, so hat man

b\/.x_v“—j_:.;? — aV’ZM—;‘ﬁ— ab
fir die Fliche, welche durch die Rotation der Ellipse um die
{ Tangente des Scheitels der grofsen Axe entsteht.
|':i = Ist ¢=o0, so hat man

3]

i may
I ! a* b T

fiir die Fliche, die durch Rotation der Ellipse um ihre kleine
Axe entsteht,

Ist a=b=¢, so hat man
i VBT T it etar i oden
# 4t 2 = sV TS
. 1] fir die Fliche, welche durch die Rotation eines Kreises des
- Halbmessers @ um eine Tangente desselben entsteht, wo diese
Tangente zugleich die Axe der 5 ist,

Ist endlich a==6 und ¢=o0, so hat man

z* oL 9t - 2 = gt

fir die bekannte Gleichung der Kugel, deren Halbmesser a,
und deren Mittelpunct zugleich der Anfang der Coordinaten ist.

§. 224. (Anderes Verfahren, die Rotationsflichen
gegebener Curven zu finden.) Dieses Verfahven folgt un-
mittelbar aus der einfachen Bemerkung, dals bey der Rotation
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einer Curve um eine ihrer zwey coordinirten Axen, z. B, um die

)

Axe der z, die Ordinate wihrend der Drehung immer densel-
ben W erth beybehilt, da diese Ordinate der Halbmesser des Krei-
ses ist, welchen der Endpunct der Ordinate y wihrend seiner
Drehung um die Axe der 2 beschreibt. Hat man daher die Glei-
chung der Curve auf diejenige Form gebracht, in welcher die
Axe der  zugleich die Rotationsaxe ist, so wird man, in dieser
Gleichung, nur ,V! 4 =* statt y substituiren, um sofort die ge-
suchte Gleichung der Totationsiliche zu erhalten.

So hat man fiir die Ellipse, wenn die Abscissen = yom Mit-

telpuncte auf der grofsen Axe genommen werden :

HE TRy
S OfR o e
at b
also ist auch sofort
r? | ey Rl
—_ =1
a- o=

die Gleichung der Fliche, die durch Rotation der Ellipse um ihre
grofse Axe entsteht.
Eben so hat man fiur dieselbe Ellipse, wenn die Abscissen @

vom Mittelpuncte auf der kleinen Axe genommen werden :

also ist auch

2 s

a2 72 4+ z
I); _l_ az ey
die Gleichung der Fliche, die durch Rotation dieser Curve um
ihre kleine Axe entsteht, wo die coordinirte Axe der x zugleich
die Rotationsaxe ist.
Ist daher in der gegebenen Gleichung der Curve die Axe
der x noch nicht die Rotationsaxe, so muls man sie vorerst dar-
auf bringen. — Um auch davon ein Beyspiel zu geben , sey wieder

a'? '

e + et

at 02
die Gleichung der Ellipse (Fig.102), wo CQ== auf der grolsen
Axe 2a der Ellipse von dem Mittelpuncte C derselben genommen

ist. Die Rotationsaxe 4 P soll mit der grofsen Axe C Q den VVin-
kel @ bilden, und AC=¢c soll das Loth von dem Mittelpuncte

der Ellipse auf diese Rotationsaxe seyn. Sind aber

Littrow’s Anfangsgr. d, gesammt, Mathem. 25
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AiPs=tabiond P M = o

die neuen Coordinaten, so hat man, nach §. 194, IL,

' x Cos @ - (yr—c)Sindg,
(7 —c) Cos@ — x Sin§.

Substituirt man diese VWerthe von z' und 5’ in der vorher-

1

und o

gehenden Gleichung der Ellipse, und setzt man dann statt y die
Grifse \,,.9-——;—:, so erhiilt man
(74_ f_) Sin? § - (’r,L.t_) Cos* - u (T +;) Sin20 =1,
wo der Kiirze wegen

L = V’:;:_—{-_:,‘ — ¢
gesetzt worden ist. Diels ist die gesuchte Gleichung der Ro-
tationsfliche, die durch die Drehung der gegebenen Ellipse um

die Axe AP entsteht.
Ist 6 =o0, so hat man

u* xs
= — =1, oder
a\/y‘-‘ zz—b\/a"‘—-—x“mac...(l)

fiir den Fall, wo die Rotationsaxe der 2 mit der groflsen Axe 2a
der Ellipse parallel ist, iibereinstimmend mit §. 223, Ex, IL
Ist aber #=qo0° so hat man

/3 a3

a* ﬁ
b\/m — alb* —a* = bo ... (2)

fiir den Fall, wenn die Rotationsaxe der 2 mit der kleinen Axe

= 1, .oder

2b der Ellipse parallel ist
I. Fiir ¢=o sind in den beyden letzten Fillen die Axen 2 ¢
und 25 der Ellipse zugleich die Rotationsaxen, und man erhilt
in dem ersten Falle, wenn a in der Axe der « liegt, oder fiir
das sogenannte verlirgerie Sphéroid aus der Gleichung (1):
EXS
a* b> ’
und in dem zweyten, wenn b in der Axe der z liegt, oder fir
das abgeplattete Sphiroid aus der Gleichung (2):
x2 b
BT e
wie zuyor.
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1. Ist endlich a=b=¢, so0 erhilt man aus der Gleichung

(1) sowohl, als anch aus (2), die Gleichung
\/;)*3 + =2 — \/a: R S g (5)

fiir die Oberfliche des Korpers, der durch Botation eines Kreises

des Halbmessers @ um eine seiner Tangenten entsteht. Dieselbe
Gleichung (3) lalst sich auch so ausdriicken:

' 2t 4y 452 = 2a* + 2a)/@* —a? oder

z* 4 »* SRR — gavb;: s

§. 225, (Einhiillende Flichen.) Sey U==o die Glei-

chang einer Fliche zwischen den drey verinderlichen Coordina~

? ten &, %, 5 und einer constanten Grofse e, — VVenn man dieser

constanten Grifse o nach und nach alle méglichen YVerthe gibt,

so crhilt man eine Folge von Flichen, deren jede von der ande-

ren nur durchihren besonderen VWerth von e verschieden seyn wird.

Die Reihe aller dieser Flichen aber wird durch eine andere Fliache

begrenzt oder amschlossen werden, welche die einhiillende Fliche

-

vonjenen genannt wird, wihrend die ersten die eingehiillien heilsen.

Gibt man, in deraufgestellten Gleichung U= o der eingehiill-
ten Fliche, der Grilse o den nichstfolgenden Werth o +- d o,
so erhilt man die Gleichung der nichstfolgenden eingehiillten
Fliche, die in Gestalt und Lage von der vorhergehenden nur
unendlich wenig verschieden seyn, und diese in irgend einer
Curve schneiden wird, Diese Curve wird die gemeinschaftliche

Beriithrungslinie dieser be den nichsten eingehiillten Flichen mit
o te]

ihrer einhiillenden seyn, und die Puncte dieser Curve werden
diejenigen Puncte der ersten Fliche U==o0 seyn, fiir welche die
Werthe von a, 7, % sich nicht indern, wihrend die Grofse @
in @ dw ibergeht. Das heilst also: Differentiirt man die Glei-
chung U=o blofs in Beziehung auf @, so gehort die resultirende
Gleichung fiir jene Curve. Da aber diese Curve zugleich ganz
” auf der ersten Fliche U==o selbst liegt, so sind die beyden Glei-
chungen dieser Curve, in welcher sich zwey nichste eingehiillte
Flichen schneiden, oder in welcher zwey nichste eingehiillte
Flichen von ihrer einhiillenden beriihrt werden:
== "0 z

dU
lll\d (—-— = 0 "
r'[ ]

PRREFEF RN .
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AU L4 4 2 A .
wenn man durch (71) das Differential von U, blofs in Bezie-
L w

hung auf die constante Grifse o bezeichnet,

Gibt man also in diesen beyden Gleichungen der Gréfse o
nach und nach alle moglichen VWerthe, so erhilt man auch alle
auf einander folgenden Curven dieser Art, welche Curven sich
sammtlich auf der einhiillenden Fliche befinden werden, so dals
diese I'liche aus jenen Curven gleichsam zusammengesetzt seyn
wird.. Eliminirt man daher aus jenen beyden (}leichungen die
Grélse ©, so erhalt man in 2, y, = eine Gleichung, die, da sie
von o ganz unabhiingig ist, fiir alle jene Curven, d. h. die fiir
die gesuchte cinhiillende Flicke selbst gehoren wird,

Ex. I. Um diefs durch ein Beyspiel vollkommen deutlich zn
maehen, sey in der Ebene der zy irgend eine Curve, deren
Gleichung

y = f(2)
seyn soll, verzeichnet. Auf dieser Curve bewege sich der Mit-
telpunct einer Kugel, deren Halbmesser r ist. Der Raum, wel-
chen diese Kugel wihrend ihrer Bewegung durchlauft, wird die
einhiillende Flache fir alle jene beweglichen Kugeln seyn.

Ist & der Werth von = fiir irgend eine bestimmte Lage des
Mittelpuncts dieser beweglichen Kugel, so ist die Gleichung
derselben

(2 —w)? + (r—Sfw)* -+ =2 =12,

und das Differential dieser Gleichung in Beziehung auf w ist

3
z — o (r—Sfow). -J'fi =

du 5

Eliminirt man daher aus diesen beyden Gleichungen die
Grifse @, so erhilt man die gesuchte Gleichung der alle diese
Kugeln einhiillenden Flache,

Ist zum Beyspiel, um dieses auf einen besonderen Fall an-
zuwenden, die feste, in der Ebene der 2 verzeichnete Curve
ein Kreis des Halbmessers R, so hat man fir die Gleichung die-
ses Kreises

w? 4 (fw)? = R?,
also auch
d.fw w

dwy §i VR — &*
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Es gehen daher die zwey obigen Gleichungen fir unsercn
speciellen Fall in folgende tiber:

@—w) + (—VE—ot) + =2 =713
w.y
T —
VR — ot
Eliminirt man darans die Grofse @, so erhilt man fiir die
gesuchte Gleichung der alle jene Kugeln einhiillenden Fliche

VaFr — Vi—= =R,
welches die Gleichung der Oberfliche eines korperlichen Rin-

|' ges ist.

Setzt man in dieser Gleichung R=r, s0 erhilt man

Vatdy: — Vr—2 =r

fir die Fliche, welche wir zuvor (§. 224, IL) durch die Glei-
dchung (3) ausgedriickt haben.
\ Ex. II. Bewegt sich aber auf derselben fixen Curve die
’ Spitze eines Kegels mit kreisférmiger Basis, dessen Axe senk-
recht auf der Ebene der zy steht, und dessen Seite mit der Axe
den Vinkel 8 bildet, so hat man (§. 221, Ex. L)

(z—w)* + (r—JSo) = 2. Tang? 0,
wovon das Differential in Beziehung auf ¢ ist:

z— o4 (y—fo) . df;{:mu

Ist daher wieder fiir einen besonderen Fall die feste Curve

gl 0 1

cin Kreis des Halbmessers R, so hat man, wie zuvor,
Jo = V[{Z — w2 und
d.fw w
(fm g vll:" Lo sty t
o e di ol
Substituirt man diese Werthe von fe und —— 1in der vor-
. i i du
letzten Gleichung, so erhilt man
Rx
R :
x4 p*
§ und wenn man endlich auch diesen Verth von o in der ersten
| der vorhergehenden Gleichungen subslituirt, so ist
Va* + p* = s Tang8 4 R
= .

e s m__h___...-.u,___,m-.____.._____._.___u—.'jw
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die gesuchte Gleichung fiir die alle beweglichen Kegel einhiillende
Fliche.

I. Es ist fiir sich klar, dals sich dasselbe Verfahren auch
ungeindert auf krumme Linien anwenden lilst, welche eine ge-
gebene, aber bewegliche krumme Linie, in allen Lagen der letz-
teren, ringsum einschliefst. VWenn sich z.B. der Mittelpunct ei-
nes Kreises des Halbmessers r auf einer Curve, deren Gleichung
durch 2 = und y=fw gegeben ist, bewegt, so wird die Glei-
chung des beweglichen Kreises seyn:

(=) + (r—fo) = r;
und von dieser Gleichung ist das Differential in Bezichung auf o
2 — o+ (y—fo) . d: fu = o,

Eliminirt man dann aus diesen beydcn Gleichungen die
Grofse @, so erhilt man die gesuchte Gleichung der alle beweg-
lichen Kreise einhiillenden Curve,

Ist z. B. die Curve, auf deren Peripherie sich der Mittel-
punct jenes Kreises bewegt, wieder einKreis des Halbmessers R,
50 hat man

== Vi — w2

also auch fiir jene beyden Gleichungen

(z—o) + (r —VE —o?): = 2,
R T R TR (I S e
o ) VR = o2 }

und diese zwey Gleichungen geben, durch Elimination der Gréfse 0,

2 o gyt = (Bakr)?
fiir die Gleichung der gesuchten einhiillenden Curve, die, dem-
nach ein doppelter, dem erwihnten festen concentrischer Kreis
ist, dessen Halbmesser gleich der Summe oder gleich der Diffe-
renz der beyden Grifsen R und r ist, je nachdem man die Durch-
schnitte der beweglichen Kreise auf der #ulseren oder auf der
inneren Seite des festen Kreises betrachtet,




Acht und zwanzigstes Capitel.

Principien der Integ ralrechnung,

§. 226. (]_‘:1‘1‘;1511‘11[]3.) VVir haben in dem Vorhergehenden
die Gleichungen mehrerer krummen Linien und Flichen kennen
gelernt, und da diese Gleichungen als der vollstindige Ausdruck
derjenigen Gegenstande im Raume, die sie reprisentiren, zu be-
trachten sind, so werden wir auch durch diese Gleichungen selbst
in den Stand gesetzt, alle Eigenschaften, durch welche sich jene
krummen Linien und Flichen unter einander unterscheiden und
auszeichnen, aufzufinden, wie diefs z.B. bey der krummen Linie
des zweyten Grades geschehen ist, die wir oben (§. 195, u. f.
und §. 210.) umstindlicher betrachtet haben,

Allein es gibt noch Fragen anderer Art, welche dieselben
Gegenstinde betreffen — Fragen, die wir bisher noch kaum be-
rithrt haben, und die sich aus jenen Gleichungen nicht, wenig-
stens nicht so unmittelbar, ableiten lassen, wie diefs allerdings
mit den iiln'igcn_Eigenschaﬂcn dieser Curven und Flichen der
Fall ist.

1. Wenn man z. B. die Linge einer krummen Linie, etwa
der Ellipse, oder wenn man die Fliiche sucht, welche sie ein-
schlielst, oder wenn man um die Oberfliche und um das Folum
desjenigen Korpers fragt, der durch die Rotation dieser Fllipse
um irgend eine Axe entstanden ist, so sieht man nicht sogleich,
wie man, blofs mit Hiilfe jener gegebenen Gleichung dieser Curve,
2u Kenntnissen solcher Art gelangen kann.

Vir haben in dem Vorhergehenden, bey Gelegenheit der
Tangenten und Kriimmungshalbmesser, das Verhalten der klein-
sten Theile oder der Elemente der Curven und Flichen gegen
einander untersucht, und dasselbe, wie es die Natur der Sache
fordert, aus den Differentialgleichungen dieser Curven abgeleitet,
Auch haben wir berveits frither noch (Cap. X.) gesehen, dals man

von jedem gegebenen Ausdruck zwischen cndlichen Grilsen,
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welcher Art derselbe auch seyn mag, das Diflerential desselben
ohne Miihe und durch ein im Grunde schr einfaches Verfahren
ableiten kann.

1I. Hier aber, bey der Jeantwortung dieser neuen Fragen,
handelt es sich offenbar um ein jenem yorhergehenden ganz entge-
gengeselzles Verfahren. Hier ist nimlich das Element des Bo-
gens oder der Fliche einer Curye gegeben, und es soll daraus
dieser Bogen oder diese Fliche selbst abgeleitet werden; oder
mit anderen Worten, hiersoll man aus einem gegebenen Differential
riickwiirts aufdcnj{:nigcn endlichen Ausdruck schlielsen, durch des-
sen I)i!Tbrcn:iirung jenes unendlich kleine Element entstanden ist,
Man nennt aber diesen endlichen Ausdruck das Integral von seinem
Diflerentialausdrucke, so wie auch das Verfahren, durch welches
man yon einem gegebenen Differentiale zu seinem Integrale ge-
langt, die Integralrechnung genannt wird. — Endlich pflegt man
auch, so wie man oben das Differential eines endlichen Ausdru-
ckes durch d angezeigt hat, das Integral eines gezebenen Diffe-
rentials durch ein dem letzten vorgesetztes _," auszudriicken. So
haben wir z. B. in § 51, fir das Differential der Griflse a™ er-
halten:

d.a™ = mam"'da;
also wird auch umgekehrt das Integral von mam— da durch
fm z™—tdz ausgedriickt werden, oder man wird haben:
[manr—1dy = gm;
und da die constante Gréfse m auf das Integrale selbst keinen
weiteren Einfluls haben kann, so wird man dieselbe auch aulser
dem Integralzeichen setzen kénnen, wodurch man erhilt:
mf‘t’“—' dia =g s

oder auch, wenn man statt m die Gréfse m 1 setzt:

In der That erhilt man auch die Gréfse unter dem Integral-
zeichen wieder, wenn man das Integral selbst, nach den oben

gegebenen Vorschriften, differentiirt. So gibt

1
Ji-1
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oder, was dasselbe ist, so gibt
1
nm 4= 1

wenn man die Gréfse d.a™1! nach §. 51. differentiirt, den vor-

. d.amt )

hergehenden Ausdruck z™dz wieder, wie es seyn soll, da die
beyden Symbole d und [ eine einander direct entgegengeselzte
Bedeutung haben.

111, Allein ganz eben so wird man auch den Ausdruck haben:

e
farda = —— T 4 C
wo C irgend eine constante Grofse bezeichnet. Denn nimmt man
wieder von den beyden Theilen dieser Gleichung das Differential,
so erhilt man fiir den ersten Theil
d. fandz = amdz,
und fir den zweyten, da die bestindige Grofse C, als solche,
kein Differential hat:
L
d'. ”L+ - +b) — zndx,

wie zuvor,

Da nimlich durch die Differentiation eines endlichen Aus-
drucks, wie wir oben (§. 220.) gesehen haben, eine constante
Grilse verloren gehen kann, so wird man, so oft man von einem
gegebenen Differential zu seinem Integrale iibergegangen ist,
dem letzten eine solche constante Grofse wieder hinzufiigen. Der

eigentliche » VWerth dieser Constante kann iibrigens in den meisten
Fallen sehr leicht bestimmt werden, Denn hat man z. B. das

Integral
]'fi'J'

= (itadan = C
el AT
gefunden, und weils man, oder nimmL man an, dals dieses In-

tegral y =4 fir a=a ist, so hat man

; ”m—[—n C
“ e 4 1 + :
also auch
-1
C = 4 — ———
m — 1

Soll aber y mit @ zugleich verschwinden, so hat man, wenn
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m -1 positiy ist, auch C=o0, w. s. f, in allen dhnlichen Fillen,
Wir werden in der Folge diese Constanten der Integration bey
jedem Integrale als schon betrachtet voraussetzen, ohne ihrer
immer ausdriieklich zu erwihnen.

§. 227. (Einfachste Integralformeln.) Alle analyti-
schen Ausdriicke, mit welchen wir uns bisher beschiiftiget haben,
sind entweder aus Potenzen, oder Logarithmen, Exponential-
griolsen, oder endlich aus den sogenannten trigonometrischen
Functionen Sinz, ArcSinaz u. f. zusammengesetzt; und da wir
bereits oben (Cap. X, und §. 102.) die Differentialien dieser ein-
zelnen Classen von Grifsen gefunden haben, so ist dadurch auch
das Diflerential eines jeden aus ihnen zusammengesetzten Aus-
drucks gegeben. Aus diesem Grunde ist die Differentialrechnung
als ein vollendeter, fiir sich abgeschlossener Theil der mathema-
tischen Analysis zu betrachten, und nicht mehr sie selbst, son-
dern nur die Anwendung ihrer Grundsitze auf verschiedene Pro-
bleme kann Veranlassung zu weiteren Entdeckungen seyn.

Nicht so verhiilt es sich mit der Integralrechnung. Die For-
men, unter welchen die Differentialausdriicke von einer oder auch
von mehreren verdnderlichen Gréfsen aufireten kionnen, sind so
mannigfaltig, und die Veréinderungen (vergl. §. 220.), die sie er-
litten haben, kinnen so verschieden seyn, dafssie sich nicht leicht
auf einzelne Vorschriften, wie bey der Differentialrechnung,
noch auf bestimmte, das Ganze umfassende Classen zuriickfithren
lassen, und dals es oft sehr schwer, ja nicht selten sogar unmog-
lich ist, denjenigen geschlossenen endlichen Ausdruck, aus wel-
chem das vorgeleste Differential entstanden ist, d. h. das Inte-
gral desselben anzugebeu.

Aus dieser Ursache ist die Integralrechnung, obschon auf
sie vielleicht mehr Mithe und Scharfsinn, als auf irgend einen
andern Zweig der Mathematil verwendet worden ist, noch nmer,
einige allerdings sehr wichtige Partien derselben ausgenommen,
mehr als ein Aggregal von oft nur wenig unter einander zusam-
menhidngenden Theilen, denn als ein wissenschaftlich geordnetes,
in sich abgeschlossenes Ganze zu betrachten. Und diefls ist zu-
gleich der Grund, warum sie noch so wenig in diejenigen Schril-

ten aufgenommen worden ist, die sich mit dem ersten Unterrichle
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in den mathematischen VWissenschaften beschiftiget haben, da
die diesem Gegenstande ausschliefslich gewidmeten VWerke (z.B.
Euler’s Instit. calculi integralis, 4 Vol. 1V., oder Lacroiz lraité
du cale. intégral , 3 Vol. 17.) fiir jenen Zweck zu voluminds und
auch ohne Weitldufigkeit keines angemessenen Auszugs fihig sind.
So ist es gekommen, dals die wichtigsten und interessantesten
Resultate der neueren Analysis immer nur als der Antheil
ciniger Wenigen, die sich ausschliefsend der VVissenschaft
widmen, betrachtet wurden, und dals sie von jenen Lehr-
biichern, und somit auch von der Kenntnils des bey weitem grofs-
ten Theiles der Leser, immer fern geblieben sind, indem man
auf alle diese schinen und bewunderungswiirdigen Entdeckungen
der Neueren verzichtend, sich mit den wenigen und kargen
Lehrsitzen begniigte, welche die alten Griechen, mithsam genug,
da ihnen unsere Analysis fremd war, iiber die Kugel und den
Cylinder gefunden hatten.

Versuchen wir es daher, einen anderen VWeg einzuschlagen,
und sehen wir zu, ob wir, auch ohne Hiilfe jenes gelehrten Ap-
parats von so vielen Binden, auf eine einfachere Veise zu der
Beantwortung der oben (§. 226.) aufgestellten Fragen gelangen
konnen.

Da, nach dem Vorhergehenden, das Verfahren der Integral-
rechnung das Umgekehrte von dem der Differentialrechnung 1st,
so werden wir zuerst, durch eine blofse einfache Inversion der
oben (§.54. und 102.) aufgestellten Formeln der Differential-
rechnung, sofort auch eben so vicle Fundamentalausdriicke fir
die Integralrechnung erhalten, so dals man daher folgende ein-
fache Ausdriicke haben wird.

I, Durch Umkehrung der Formeln des § 54

Tm—l—l
fd-'md.’l-' —_-
m -1
dx
g — lognata,
2
fafd.:u —_
log nat a

o

ferdax = e=, wo lognate = 1.

11. Und chen so durch Umkebrung der Formeln des §. 1of;
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J‘(.‘!SD Sing = — Cos g,
frlc_,‘) Cosp — Sing,

do Sing

(Jus"?_‘ ==t

doCosao
f Bl Cosecyp,

de Bk i

Cos?a = LRI

ch,:
fb'T‘: —_ — COtat'lg&u,

{Z‘J 5L 23 1 — (:ns;‘;
f'_‘ = logTang ; ¢ = log —— i

ing Sin ¢
de 9o - ¢ 1 - Sin
. — log Tang = ok _:'J
fﬂusg 2 B 2 log Cosg °

ITI. Aus den Gleichungen des Nr. I, kénnte man sofort meh-
vere andere Gfter vorkommende Integralformeln, z. B. die von

f dx dzx
e cand, f —_—
(e Vi + 2
ableiten.

Setzt man nimlich die Grifse @ = Sing, so hat man
da = dgp Cose, und daher

f dx
Vi — 2= TR Ah

oder, was dasselbe ist:

= AreSina i Gl (1).

\/:—-14

o s
Geht dann in diesem Ausdrucke 2 in 2 |/ —1 iiber, so ist

r A -
el ?_i_:z ¢, oder auch T/u; U ey,
1 a2 14zt x

Allein nach §. 105, IL ist
—¢.}/—1 =1log(Cosp —}/ —1. Sing) = log (V1 2?4 2);
also ist auch
f Gkt o (@ 4+ V1 4 2?) (2)
\/l + R o . - - .

Ganz eben so erhilt man, wenn man 2 =Tang¢ setst:

dx ]
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also auch

dx :
f: = — = ArcTangz . . . (3);

und wenn man in diesem Ausdrucke V -1 statt & setzt:

d: d
\/-—-ifl .__'fx; = ¢ oder fl _r_r; —_ — l?,:r.v_--l.J

also auch, wenn man statt —¢. V/— 1 wieder den \'011ﬂcn Werth

substituirt, da

ist,

§-228. (Integration des: Ausdrucks dpSin”pCos™@).
Durch ein dem ‘orhewchendun (§. 227, IIL) dhnliches V erfahren,

oder auch durch andere Mittel, konnte man chen so die Integrale
famdz (1 + az)" und [amdz (1 + a2?)* u £
ableiten, wo m und n ganze oder gebrochene, positive oder ne-
gative Zahlen ]}czc‘chnul, und diels ist es auch, was in den oben
anfrcfu!nlcn Werken geschehen, und bisher in allen anderen
Schriften iiber diesen Gegenstand beybehalten wor den 1ist.

Allein zu unserer Absicht wird es angemessener seyn, aus
den einfachen, in §. 227, Nr. IL. gegebenen trigonometrischen
Ausdriicken, die sich im Grunde, wie wir oben (§. 102, 1) ge-
sehen haben, auf die einzige Grundformel

d.Sing == d¢ Cosg oder fd¢ Cosp = Sing
zuriickfilhren lassen, das Integral
fdg Sinmg Cos™g
zu entwickeln, wo m und n blofs ganze, iibrigens entweder po:
sitive oder negative Zahlen bezeichnen, indem dieses Integral,
wie wir bald sehen werden, zur Auflisung der hier in Rede sie-
henden Probleme vollkommen hinreicht.

I. So lange nun die Grofsen m und n blofs positive ganze

Zahlen andeuten, konnte man das gesuchte Integral
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fdg Sinmg Cos"p
unmittelbar aus den Gleichungen des §. 9g. ableiten, welche die
Potenzen der Sinus und Cosinus der einfachen Bogen durch die
Sinus und Cosinus derselben vielfachen Bogen geben. Auf diese
Weise wiirden uns diese Gleichungen fiir die Integralrechnung )
von nicht geringerem Nutzen seyn, als es die ihnen entgegen-

gesetzten des unmittelbar vorhergehenden §. ¢8. fiir die Bestim-

mung der regelmilsigen Polygone (§. 121.) gewesen sind,
VVollte man z. B. das Integral
fdo Sin*e
finden, so hitte man, nach (. 99:
4Sin®¢ = 3Sing — Sin3¢;
also ist auch sofort, nach den Fundamentalformeln des §. 227,
Nr. 1L
Jdo Sin®ep = 3 [do Sing — ;[dgSin3g,
das heilst:
Jd¢ Sin®¢ = [, Cos3¢ — 2Cosg.
Suchte man eben so das Integral
fdg Sin*e Cos’g,
so hiitte man, nach §. 9q:
Sin*¢ Cos®¢ = ; (1 — Cos2¢) . { (3 Cosp | Cos3¢),
oder wenn man dieses Product entwickelt:
Sin* ¢ Cos® o
= §(3Cosp — 3Cos9 Cos2¢ 4 Cos3¢ — Cos 29 Cos 3 ¢).
Da man aber nach den ersten Gleichungen des §. 96. hat:
Cosa Cos3 = ;Cos (a — 8) 4~ £Cos (a 4~ ),
so hat man auch
Cosp Cosz2o

= ;(Cos¢ 4~ Cos3¢) und
Cos29Cos 3¢ =

(Cosp -~ Cos 5¢),

win wlm

so dals daher ist:
b sulad, digdha ;
d¢Sin*¢ Cosbyp = == (2 Cosp — Cos3 ¢ — Cos 5¢),
und diels wieder nach §. 227, Nr, IL integrirt, gibt sofort

JdgSin*pCos®p = J;(28inp — +8in3¢p — LSin59).
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Man sicht, wie sich dieses Verfahren auf alle Werthe von

fdg¢ Sinmg Cos”¢
ohne Miihe fortsetzen lilst, wenn m und n ganze und positive
Zahlen bedeuten.

II. Allein fiir negative VWerthe dieser Zahlen lifst sich jene
Methode nicht unmittelbar anwenden. Statt aber fiir die letzte-
ren wieder ein zweytes, jenes gleichsam erginzende Verfahren
aufzusuchen, wollen wir eine andere, beyden Bedingungen zu-
gleich entsprechende Methode aufstellen.

Nach einem der ersten Grundsiitze der Differentialrechnung
(§. 49) ist das Differential des Products von zwey verinderlichen
Grofsen @ und y

d.zy = ady e ydz,
also ist auch, wenn man von allen Gliedern dieser Gleichung das
Integral nimmt:

frdz =y — fady.

Dieser einfache, aber durch das ganze Gebiet der Integral-
rechnung hochst fruchthare Satz zeigt, dals, wenn y irgend eine
Function von &, und wenn das Integral [ dy bereits bekannt 1st,
daraus auch sofort dasIntegral fyda, oder umgekehrt, abgelei-
tet werden kann *). Man sieht, dafs bey diesem Verfahren alles

*) Um diefs durch ein einfaches Beyspiel zu zeigen, sey das Integral
fu*. (lognatu). du
zusuchen. Setzt man den gegebenen Ausdruck w2 (logu) du=ydz,
so kann man, dem beabsichtigten Zwecke gemils,
y = logu und de = uw*du
nehmen, wodurch man erhilt:

du Y

und & = Fu,

(Z) =

[’3
Substituirt man diefs in dem vorhergehenden allgemeinen Aus-
drucke , so hat man, da
frdy = sfwdu = S us
und j3 dx = [u* (logu) du
ist, fiir das gesuchte Integral
" 1 £ 1 £
Jur (logn) du = suslogu — it
Diese Art zu integriren wird die theilweise Integration (Inté-
gration par pm'ti&a‘) genannt.
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auf eine schickliche Trennung des vorgelegten Integralausdrucks

§. 228.

in zwey Factoren  und d2, oder x und dy ankémmt, wo von
den beyden Producten ydax oder ady die Integration des einen
bereits bekannt ist,

Um diesen allgemeinen Ausdruck auf unser gegenwirtiges
Problem, d. h. auf die Bestimmung des Integrals fd ¢ Sin™¢ Cos”¢

anzuwenden, wollen wir

i Tang ® B
gy = (Gosp)rtris und dz = € ang o) @
((Jub <..)- i
setzen, wodurch daher auch wird:

dy = — (m +n - 2) (Cosg)ntnt: Singdo

und

o FET-—. (Tang @)+,

Substituirt man diese Werthe von 2, », d2 und dy in der
vorhergehenden allgemeinen Gleichung, so erhilt man

Jdg Sinmg Cos®gp

e

m-1 n--1 mebrt2 . S I A B
m_!_]Sm +1 ¢ Cosnt u+~ﬁj d ¢ Sinm 2 ¢ Cos™e...(A),

oder auch umgekehrt, wenn man das letzte Glied dieses Ausdrucks
zuerst setzt:

fd¢ Sinmi2 9 Cosng
—-—m e Sinm+t1g Cosntie *fn_—_ﬁ:::.;;
und diese Gleichung (A) oder (A") ist es, die uns das gesuchte
Integral

ll

fd¢Sinm9Cos™g...(A);

[d¢ Sinmg Cosg
fir alle ganzen, sowohl positiven als negativen Werthe der Gris-
sen m und n geben wird,
Setzt man z, B. in der Gleichung (A") die Grifse n=o0, so
erhilt man

e inmfa o 2 1nm-t1 = m
fdoSinmip = — mSm T ¢pCosgp - < + fdgpSm

Da man aber das Integral des letzten Theils fiir m — o und
m=—1, namlich

JdpSin®°p = ¢ und fdpSing = — Cosp,
schon aus dem Vorhergehenden (§. 227, I1.) kennt, so erhilt man,
wenn man m nach der Ordnung gleich o, 1, 2, 3, .., setzt:




§. 228.
— ~Sinp Cosp + 30y
— +Sin>pCosp — 3 Cos P,
fdpSintp — +8in*pCosp 3 [dpSin*p,
fdpSin‘p — :Sin*gp Cosp 4 3 fdpSin®p u. fi
in welchen Ausdriicken man noch, wenn man will, die Potenzen
von Sin ¢ nach den erwihnten Ausdriicken des §§. 99. in die Sinus
und Cosinus dieser vielfachen Winkel verwandeln kann,
Setzt man dann in diesen Ausdriicken go—¢ statt ¢, 80 er=
hilt man auch die analogen Integrale von
d¢ Cos*p, dp Cos®o, dg Cos*p u. f.
VWenn man also in der allgemeinen Gleichung (A") die Grolse

n=o0 setzt, so erhilt man das Integral von

fdp Sin*p
fd p Sin®op

i

dg Sinmt2p, wo.m == 0,1, 218y od oists
Setzt man eben so in der Gleichung (A') statt n die Grofse
so erhilt man die Integrale von
dg Sinmt2¢ Cos g,
d g Sinm1? ¢ Cos* @,
dp Sinmt3¢ Cos?p u. £,

151243500 0y

wo wieder m ‘nach der Ordnung die Zahlen o0, 1, 2, S

bezeichnet. -
Setzt man aber in der Gleichung (A) die Grifse m gleich

—m, so hat man

doCos" o 1 Cos™ T © m—n—ardeCos'e
Sinm?- i m— 1 gip™" ? e b Sin" "¢
und in diesem Ausdrucke gibt
de o
n=—o das Integral von fir m=—0, 1,2y 5. ¢
Sin™p
do Cos
n==1 » » » _?_.__?-’
Sin™ ¢
1o Cos?
b il S ¥ ¥ f-?-(-JOb—Q i B
« 1T 7
Slll ‘lJ
uand eben so erhilt man auch fir n=—1, —2; — Fioiis inis a9
Integral von
d d d
Pt ATnaT G PR u £ fir me=0,1,2,3, ..+

L] 9
Sinmtl) Cos g Sinm? Cos? @ Sin™* 3 Cosd )

Littrow's Anfangsgr. d. gesammi, Mathom. ?.6




EEEf und ganz eben so gibt
!
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und so fort fiir alle besonderen Werthe, die man den beyden
Griofsen m und n geben kann. Man findet am Schlusse die-
ses Capitels die vorziiglichsten zur bequemeren Ubersicht zu-

sammengestellt, so dafs man demnach die ganze lntegralrech- 1
nung, so fern sie sich auf die Auflésung der oben (§. 226, L)
' aufgestellten Probleme bezieht, aus der einzigen Gleichung (A), \

wie aus einer ihnen allen gemeinschaftlichen Quelle, eben so
ableiten kann, wie wir oben die Trigonometrie, und durch
sie die ganze Geometrie, deren eigentliche Basis die Trigono-
metrie ist, aus der einzigen Gleichung (A) des (. g1. abgeleitet
haben.

§. 229. (Integration des Ausdrucks ¢™deSing.)
Wenn man in der yorhergehenden allgemeinen Gleichung

frde ==y — fazdy
die Grifse

y=¢" und daz = dp Sing,
also auch

dy = mgm™—'dp und 2= — Cosgp
setzt, so erhilt man sofort
| Jomdo Sing =— ¢mCosp | m [pm—dp Cosg.
Ist dann wieder
Jy = o™ und dz = d¢ Cosgp,

so findet man auf dieselbe VWeise

JomdpCosp = ¢m—'8inp — (m—1) fp™dpSing,

y = ¢m* und dzr = d¢ Sinp
den Ausdruck
fgb’-‘"" dpSing — — @™ Cos p — (m— 2)_[@"’—3 d @ Cos .
b Setzt man dieses Verfahren fort, und substituirt dann die
einzelnen Integrale in einander, so erhilt man
fq;”*u'g) Sing = — ¢mCos g
-+ men— Sin g
- m(m—1) pm— Cos @
— m(m—1) (m—z) pn—3 Sing — -} T,
wovon das Gesetz des Fortgangs deutlich ist.




Ganz auf dieselbe Art orhilt man auch den dem vorherge-
henden analogen Ausdruck: \
fprdpCosp = pmSing
+ mom— Coso
— mn— i) @3 Sinp
— m(m—1)(m— 2)pmn—3Cosp + 4 . + -y
e beyden Ausdriicke gelten fiir alle VWerlthe von m.

un(l dies
ein Fall, der am hiu-

VVenn aber m eine ganze positive Zahl ist,
figsten yorkommt, §O brechen beyde Reihen ab, und dann wird
das Integral von

pmdp Sinp und ¢mdp Cos ¢

durch einen endlichen oder geschlossenen Ausdruck gegeben.

§. 230. (Zusammenstellung der vorhergchenden
AllSdl‘iiCkC.) Ehe wir die einzelnen Formeln, welche nach
dem Vorhergehenden aus der allgemeinen Gleichung (A) entsprin-
gen, zum bequemen Gebrauche sammeln, wollen wir ihnen noch
einige Bemerkungen vorausschicken.

Erstens gelten alle diese Ausdriicke auch dann, wenn man
in jhnen die Grifse ¢ in go—¢ verwandelt, das heifst (nach

§- 94, B), wenn man

statt setzt
bl oty 90— 9,
do o R — dg,

Sing » - - 1 0052,
Cosp. « - -} Sin ¢,
G e i Sin2¢,
Eos 200 .0 a s Cos2¢,

3 s
SHhED O} vk i e o= Cos 39,
Gos'd Gt ¥ yish. s\ TT Sin3d g,
SINHP @S S = Sin 4 ¢,

GO h D o Cos 49,
Sinfhe SIMTEN -+ Coso9,
Clos O, il Sinb¢ u. f

Demnach erhilt man z. B. durch den Ausdruck [dgSin®g Cos* o
cich den von [d¢ Cos’e Sintg,

der folgenden Tafel .auch sogl
2b *
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daher auch der letzte| “als iiberflissig, nicht durchaus in der
Tafel erscheint, Die Tafel gibt nimlich
Jd9 Sin®p Cos*p = % (:CosHp'— 3 Cos 3¢ — 2Cos¢),
also ist auch sofort
Jdp Cos®g Sin*¢ = — - (:Sin5p = Sin 3¢9 — 2 Sin¢).
Zweitens kommen, ans demselben Grunde, auch Ausdriicke

der Art
Jdo Tang®e oder [d¢Scce Tang?g u. f.

nicht unmittelbar in der Talel vor, da sie schon in den ihnen

1¢ Sin3 1 Sinz
f——_“f % oder f---?SI_n Lt
Lus-"p L:ny?
enthalten sind,

Drittens endlich lifst sich das allen Formeln dieser Tafel
zu Grunde liegende Integral
fci&_p Sinm¢ Cos”g
auch auf die zusammengesetzte Formel anwenden:
Jd¢ Sin"(ag < b) Cos*(ag - b),
wo a und b constante Gréfsen bezeichnen, wenn man nur in den
Ausdriicken der Tafel a¢ 4- b statt ¢ setzt, und dann das Ganze
durch die Gréfse a dividirt,

gleichgeltenden

Nimlich
Jd9 Cos¢ = Sing gibt

fdg Cos(ap 4+ b) = Sin(a¢ + b);
@€
Jdg Sin®¢ Cos¢ = 1Sin*¢ gibt sofort
fdg¢ Sin* (a9 4 b) Cos (a9 + b) = éSirﬁ(a@—]— b);

d © Sin2 ¢ s . Wy 90 4o .
fTh_?—" = — Singp -}~ log T'ang —— gibt eben so

'd o Sin? (ag - b) L1 : 1 . 90+ ap4-b
SR = sy + Logtag 2,

.lutugrult;tfel.
I fdgSin*#g, wo =g o ent
Jd9 Sing = — Cosg,

JdeSin*¢g — — 1S8inagp + 1o,




JdeSinte
Sdg8intg
fdg.v Sin®
fdoSin®e

fdo Cosg

fd¢ Coste
JfdeCos’e

§. 230.
-+ Cos39p — 3Cos9,
- Sin 49 +Sin2g = 19,

@ — & Cosbp - 5 Cos3p — 5Cos9,

- 8inbgy - 7 Singp — 43 Singe -
1. fdg Cos™¢

i

Sing,

fdyCos*y +Sin2g 4 f9,
fdugC()S"‘? L Sin3¢ - 1Sing,

2 Sinfp = 1Sinag + 15
'r;'T Sin 57’ + -_;}Sin.'ﬁy + r‘Sil'lkp,

15

bnnnn

JfdgCos’e ~1_Sinbp -~ & Sin4e 4 33Sin2¢ + ¢
do
111, N
f:jjllm @

de 5t {
s = logTang 9,
_.r_z?__ — — Cotang ¢,
Sin%q %

dii. Cos g 40 1 (de

fgi:139 = 2 Sin? @ 2 ) Sing %

1 &

f‘ Y = Cotang ¢ — 5 Cotang® g,
Sint o

d? 1 3 rf?
—_— = - Co Sa

fﬁillig ( Siat o + 8‘:1!1 ? e + "T!in:‘)’

do 1
e O — e - ) Cos ¢.
Sinf g Jblllb(‘j + labm» + ”bmg 4

' ey
Uub”‘?‘
1 L
ff? = logT an"9‘14?,
GCos @
do
e e=rilang ¢
Cos® g g%
5 de i Sing + d?
L:.n:-;‘cr'a 2 (JU&':C‘) 2 L-U‘;?

dg m - 1T, g

fU%_‘? = Tangy + ilmg‘?,

d?— — ( : -4 — Sin ¢ -I g —-—«({r"
Cos® ¢ 4 Gosio J ﬂ(us (,uar:a
*do 1 : 4
N | S At L 3 I

J(_Jus“- @ (} Cos® ¢ T 35 (]u&."g 15 Cus:,,) o

e — S TIEEEELL SRR
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V. fde Sin™¢ Cos ¢.
fdg Sing Cosp = — 7 Cos 2,
fdgSin*9Cosg = — -;Sin3p |- ;Sing,
fdy8Sin®g Cosgp = 35 Cos 49 — 5 Cos 2y,
fdg8intg Cos g = = Sinbp — = Sindp - §Sing.
YL fdsv Sin” ¢ Cos® ¢,
fdo Sing Cos? 9 = — 75 Cos3p. — 7 Cosg,
fdeSin*pCos*p = — ;8in4e + 59,
fdgSin®g Cos?p = y;Cos5p — 75 Cos3p — ~Cos ¢,
fdeSintgCos®y = 53 Sinbg — Z-Sinfe — ;Sin2y 4 559,
VIL. fdg Sin™g Cos®¢.
fdo Sing Cos®¢ = £Sin49,
fdgSintg CosPe = = £ 8inb5p — 58ind¢ -} 5Sing,
[doSin®g Cos’p = —_Cos bp — 7 Coszy,

153
fde Sint ¢ Cos® ¢ = 755 Sin79 — 335 8indp — = Sin 3¢
- +7Sing.

VI fdg Sin™g Cos* .
fdo Sing Costy = — — Cos59 — Cos39p — $Cos¢,
fdy Sin? ¢ Cost¢ == — 53> Sin bg — - Sin 49 — 7 Sin2p — - 9,
fdgSin®g Costy = <5 Cos 79 -~ 515 Cos bp — 77 Cos 3
— +#Cos g,
fdeSintg Cost g = +:Sin8p — 15 8in4p - 359

IX. J"(zp S'ln”‘c‘:-
Cosg

Sin ¢ -
fdo e g log Cos o,
Sinz a Z
Pogn L e g [,
05 @ 059
Sin® ¢ A d ¢ Sing
—— ISintg LR
."dgb Cos @ s Sp ot Coso ’
Sin1e Ty ! do
fde Frli :Sin® ¢ Sing - Gaig:
X d o Sin™ ¢
' Cos®
d Sing ¥ 5
-r ? Cos* @ T

Sin? g
; — Tange¢ — ¢
j‘d? ‘_:05-_-? 0¥ b ot |




-~y e e e

§. 230
SinSo 1
i L. == Cos¢ e
f‘ y Cos* g COS? + Uus:‘;’
Sindo 1 ‘ﬂ‘iu_g
L — b e e e
f‘ ? Cos* g 2 Cos g B s e i
XI d @ Si_n"“ ¢
= ! Cos® @ )
Sin 1
fd9 ot = o
057 @ 2 Uos® g
fdg 2223 _Sfj_?_ ab 2N de
Cos® @ 2 L;os’—' Cos c‘:
Sins o
log —— = o
fdo Gos' ¢ AT 3 ——— 4 logCos ¢,
“d Sinio Sm’ + 3 Smg 5 do
g Cosig — Cos*p 3 Cos? ? Cosg
<IL (Zngillmc‘;”
Cost g
d Sin ¢ 1
f E4 G??a; e SUU&?Q'
Sin%o
Pdo k. = = Mangde
j ? Cost o > L40g Pa
fd(,’) Sind o bt Sinz @ il 9
C Cost o Cos? o 3(_105"':9’
Sint o
— LTang®e — Tangg @
.’.l? LOS'? 3 ‘D? D?+J
do
L Sin™ o Cosa ’
f____(?_?J—- = log Tang ¢,
Sing Gose
d d
Sin* ?L & 5 — + e
in* o Losg mn‘a Cos o
de
e log :
fSin*c; Cos g 2 Sin%a =+ loglang ¢,
do 1 1 it do
J.'Si_n-WquJs? — T 3S8in%gp Sin g Uosg‘
S d
XIV. is

Sinm g Cos* o

j‘ dg
Sin g Gos? g e (le.‘(r + bmcr

da
o e ) :
Sin? ¢ Cos* ¢ COtang 2¢,

I




deg 2% 43
Sind o Gos o ' Sin® ?L(Jb(ta "ml cg

do 1 -
————— L e | e, " e Cﬂlﬂn" 20.
fSim o Cos? o 8 Cos ¢ Sind g * g 2¢
Lok 1
XV, S fmed _LE
Sin o Cso? =]
f - d? — gTango
Sm g Los* g 2
do i _I. S +
Sin? ¢ Cos? @ = 9 Sin o Cos? o 2 S;n @ C (]so
(.)ctz 2 Cos 20
—_—— - 2 - IO"" Ti
fbm‘rr Cos? g SinZ 20 + & TNg8s
do 1 x b do
fbmq o Cos’g 2 Cos? Q_Sin-?q 3 fSin-! = C;.:?
et 1
XVIL £?

S ~ . .
Sin ?(103 ?

f‘nn o Gosig 3 (Jb" Coso ) + “nn

:f? 1

—— — 2Cotang 29,
Sin? o Cost ¢ d Sin o Cos? @

T 1 + 5 5 » (f:‘;
f‘in"tp Cos? g T 3 Sin2 g Cos®o 3 Sin%g Cos g + JSin"’(‘:;’

|

ge 8 Cos 29 16 Cos 20
fS]:ﬂ? Coste T 3Sinday {13 8inag °

XVIL [¢™d¢ Sing.
f9d9 Sing = — ¢ Cos¢ -~ Sinp,
f¢*deSing = — ¢*Cos¢ - 29Sin¢ 4 2Cosyp,

f9*dgSing = — ¢*Cosp 4~ 3¢*Sing 4 69 Cosg — 6Sing,
f¢'d9Sing = — ¢1Cosp - 49°Sing 4 12¢* Cosg
— 249 Sing — 24 Cos ¢.
XVIIL, fgmde Cos¢. |
f9dg Cosp = ¢ Sing -~ Cosg,

[9*deCosg = ¢*Sing 4 2¢Cosp — 28ing, :
f9*dpCosg = ¢*8ing - 3¢?Cosp — 6¢Sing — 6Cos 9,
JotdpCosp = ¢t Sing 4 4¢*Cosg — 129*Sing

— 249 Cos¢ - 24 Sin p,

ey



Neun und zwanzigstes Capitel.

Rectification der Curven.

§. 231. (Element des Bogens einer Curve.) Wir
wollen nun zu der Anwendung der Ausdriicke der vorhergehen-
den Tafel auf die oben (§. 226, 1) erwihnten interessanten Pro-
bleme ibergehen, und unter diesen zuerst diejenigen betrach-
ten, welche sich auf die Bestimmung der Linge des Bogens einer
Curve zwischen zwey gegebenen Puncten derselben, oder auf
die sogenannte Rectificaiion der Curven bezichen.

Wir haben bereits oben (§. 210, IV.) den allgemeinen Aus-
druck fir das Element des Bogens einer Curve kennen gelernt,
Sind nimlich M und M' (Fig. 97) zwey nichste Puncte einer
Curve NQ, und betrachtet man diese Curve als ein Polygon von
anendlich kleinen geradlinien Seiten, so hat man in dem recht-
winkligen Dreyecke M a M’y in welchem Ma=dz und M'a=dy
die Differentialien der beyden Coordinaten AP —=x und PM =y
bezeichnen, wenn man den Bogen NQ der Curve iitberhaupt
durch s bezeichnet, fiir das Element MM = ds dieses Bogens -
den Ausdruck

ds = Vda* + dy* + - (A).

Substituirt man dann in diesen allgemeinen Ausdruck fiir
ds den Werth von dy durch @ und dz so ausgedriickt, wie er
aus der Gleichung irgend einer gegebenen Curve folgt, so er-
hilt man den particuliren Verth des Elements ds, wic er fir
diese gegebene Gurve gehort, in einer Gleichung der Form aus-
gedriickt:

ds = f(z).dz;
und wenn man dann von diesem Differentialausdrucke f(z).d 2,
aus den Vorschriften der letzten Tafel, den endlichen Ausdruck
in 2, das heifst, wenn man das Integral dieser Grofse J(z).dx
angeben kann, so hat man dadurch auch s durch bestimmt, oder
man hat dadurch die Linge des Bogens dieser Curye durch die
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zu seinem Endpuncte gehérende Abscisse @, und zwar ganz all-
gemein ausgedriickt, da man in der so erhaltenen Gleichung
zwischen s und « fiir die Gréfse @ jeden willkiirlichen Werth an-
nehmen kann, um daraus sofort auch den ihm entsprechenden
VWerth des Bogens s zu finden,

I. Um diefs zuerst auf ein sehr einfaches Beyspiel anzuwen-
den, sey die Gleichung

€T = (I‘j' —

der geraden Linie CDM (Fig. 77) gegeben. Das Differential
derselben ist daw = ady, also ist auch das Element MM’ der
gegebenen Geraden selbst

tisi\— "/a'.'u; —Bidytt —id'x \/1—

Von diesem Ausdrucke hat aber die Integration keine wei-

a=
a*

| tere Schwierigkeit , so dals man fir das gesuchte Integral sofort

erhalt
/1 a2 L
| s = a2l -—T—- -+ C,
@€-
1 ' wo C die oben (§. 226, IIL) erwihnte Constante der Integration
{14 bezeichnet.

i Ist & der Winkel, welchen die Gerade CM mit der Axe der

y bildet, ist also 4CD = go — %, so hat man a = Tang A,
und das vorhergehende Integral geht in den folgenden einfache-

EIR ren Ausdruck iiber:

s= — _ 1 (C

Sin fi

il Um diese Constante C zu bestimmen, kann man z. B. dieLiinge

il unserer Geraden von demjenigen Puncte C an zihlen, wo sie die

| Axe der a schneidet. Da fiir diesen Punct y=o0, also auch
w==-—a ist, so gibt die vorhergehende Gleichung

i o (24

0= — + € oder C = Siah

Sin &
und daher unser vollstindig bestimmtes Integral

1T

Sinf ?

S =

oder auch, wenn man statt z seinen Werth ay—a=y Tangh—«
substituirt ;
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und durch die beyden letzten Gleichungen ist die Linge CM==s
unserer Geraden fiir jeden gegchenen VWerth von 4P = z oder
yon PM =y gegeben,

Zihlt man aber die Liinge dieser Geraden von dem Puncte
D, wo sie die Axe der y schneidet, so hat man fiir diesen Punct

a n .
z =0, also auch » = —, so0 dals daher anch C=o0 wird, wo-
@

durch das vorhergehende Integral in den einfachen Ausdruck
ubergeht:
z ¥ a
8 = g oder s = e Ty
aus welchem man wieder die Linge DM = s fir jeden gegebe-
nen Werth von AP.— o oder PM =y finden wird.
Alle diese Ausdriicke stimmen auch mit denjenigen itberein :
e D
Sin h Sinh’
die man unmittelbar aus der Auflosung des recktwinkligen Drey-
eckes B PM erhilt.
IL. Um dasselbe Verfahren auch auf eine im Raume ver-
geichnete Gerade anzuwenden, deren Gleichungen sind
z = az -+ «

y=0bz+48 ;

so hat man fir das Element dieser Geraden (nach §. 215.) den
Aunsdruck

ds = \/?.1-'* -+ dy* -+ dz2.
Differentiirt man aber diebeyden vorhergehenden Gleichun-
gen, so0 hat man
dez — adz und dy = bdz,
und daher auch
ds =udzl/ W,
wovyon wieder das Integral ist
8 = z\/’1 s A Const.
Nennt man f, g, h die Winkel, welche diese Gerade mit
den coordinirten Axen der z, ¥, 5 macht; so hat man (vach

§. 180, IL)

Cos Cos g
a = = S ands, b= v—s
Cos /2 Cos lz
= ————— P
e o SO ===
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also auch, da Cos®f -} Cos*g |- Cos*h =1 ist:
1 -—I—~ a? + bt — . i

T Cosk!

so dals daher das vorhergehende Integral in folgendes iibergeht :

i + Const,

M Cos h
Will man nun die Grifsen s und =z zugleich verschwinden
lassen, d. h. zihlt man die Lénge der Geraden von dem Puncte,
wo sie die Ebene der 27 schneidet, so ist auch Const==o0, und
daher
Zihlt man aber diese Gerade von der Ebene der zz,

so ist fir den Anfangspunct y = o0 und z= — g, also auch

B 8 L
Const = E_Clu—s/_z = 6}152” und daher jenes Integral
- IS y
—_ ———tader g5 ==rtIE LA ALES (i
$ Cos & Cos g G Cos g ( )

Nimmtman endlich den Anfang der Ziahlung in der Ebene y z,
. a 4 a@ a
so ist #=o0 und z =—-— —, also auch Const = —=_——,
a aCosh Cos f
und daher das gesuchte Integral
z [#4 " r
o — [ —— oder § = —— . o . (3
Cos A i Cos f Cos f ( )’
und diese Gleichungen (1), (2) und (3) geben den gesuchten
Werth der Linge s der gegebenen Geraden fiir jeden Werth von
2, 9 oder z.

§. 232. (Rectification des Kreises.) Indem wir nun
zu den eigentlichen krummen Linien ibergehen, wihlen wir
zuerst die einfachste derselben, den Kreis, dessen Gleichong
nach § 190.

r —= 2aCosv
ist, wo a der Halbmesser, r eine Sehne, und » der Winkel der
Sechne mit einem durch ihren Endpunct gehenden Durchmesser
des Kreises ist.

Da aber diese Gleichung nicht mehr zwischen rechiwinkli-



§. 232. 413

gen Coordinaten z, y, sondern zwischen den Polarcoordinaten
(§. 180, L) rund » besteht, so werden wir zuerst den oben ge-
gebenen allgemeinen Ausdruck von

ds = Vdaz* + d_y'-l
fiir diese neuen Coordinaten umgestalten. Man hat aber (a.a.0.)
x = rCosv,
y = r Siny,
also auch, wenn man diese beyden Gleichungen differentiirt:
dor = drCosy — rdv Sinv,
dy = dr Sinw ~- rdvCosv,
und wenn man diese VWerthe von dz und dy in den vorherge-
henden Ausdruck von ds substituirt:
ds = Vdrr Frrdv: . .o (A),
welches demnach der allgemeine Ausdruck fiir das Element jeder
ebenen Curve zwischen den Polarcoordinaten r und » ist, wie wir
auch schon frither (§. 213.) gefunden haben.
Substituirt man daher in diesem Ausdrucke von ds den
YVerth von
dr = — 2ady Sinvp,
der unmittelbar aus der obigen Gleichung des Kreises folgt, so
erhalt man

ds = dv; \/4 a* Sin*v -+ 4a* Cos*v oder
ds = 2adv,
wovon das Integral ist
§ = 2av,
wenn niimlich s zugleich mit » verschwinden soll
Fir v=x, wo ==3.14159..., erhilt man die ganze Pe-
ripherie des Kreises, dessen Halbmesser a ist, gleich
2am,
iibereinstimmend mit § 124, Y.
I. Dasselbe findet man auch aus der Gleichung des Kreises
(§- 199.)
a% + J.'.: — a*
zwischen rechtwinkligen Coordinaten. Diese Gleichung gibt

2
namlich

ada + ydy = o oder dy = — i)::(.u,




414

also ist auch fiir den Kreis
— adx

ds = Yda* 4 dy* = \/
at— x*

Um diesen Ausdruck zu integriren, kénnte man die Glei-

Ll chung (1) des §. 227, IIL beniitzen, Setzt man nimlich in dieser

5 X %
Gleichung = statt &, so erhalt m:m
[
41 r? 2
i et Arc Sm -
i \/fr- T
so dafs demnach das gesuchte Integral ist

adx -
SEJ\/ = @ Arc Sin —,
@

ar—x?

wenn s mit @ zugleich verschwindet. Fiir 2==a wird aber
AreSin — = Are¢Sina = ix,
a
i Al also ist auch der vierte Theil der Kreisperipherie gleich fan,
it und daher diese Peripherie selbst gleich 22z, wie zuvor.
I ; II, Allein da es unsere Absicht ist, alle hier und in der
i Tolge noch zu entwickelnden Integrale ganz aus der Tafel des
. §. 230. zu nehmen, und somit aus einer einzigen Quelle [der
i Gleichung (A) des §. 228.] abzuleiten, so wollen wir schon jetzt

einer mmlm-uldlgm Umgestaltung der Gleichungen einer jeden

,'; il Curve erwihnen, die uns in der Folge sehr niitzlich seyn wird,

lil1 da sie es eigentlich ist, die uns in den Stand setzt, die erwihnte

Quelle gehbrig zu beniitzen.

i Obschon nimlich jede ebene Curve, ihrer Natur nach, nur

i durch cine einzige Gleichung zwischen 2 und » ausgedriickt wird,
so ist es doch oft sehr vortheilhaft, dieselbe, mittelst Einfithrung
einer Hiilfsgrilse, durch zwey Gleichungen zu geben. VVir ha-

I ben davon bereits oben (§. 207.) ein Beyspiel bey der Cyclois

St = A 2
kennen gelernt, wo » — - diese Hiilfsgrofse oder das Ver-
(47

l.ain('hmg:m'littcl zwischen den beyden dort aufgestellten Gleichun-
gen dieser Curve ist, — s ist in den meisten Fillen sehr leicht,
eine solche Hiilfsgrifse aufzufinden, und man sieht, dals man
sie, zur Beniitzung der Tafel von §. 230, aus den trigonometrischen
Functionen wihlen wird. Fir den Kreis, dessen Gleichung

+ .) = q*
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ist, biethet'sich, da man nach §. g5. eben so fiir jeden Winkel
¢ hat
Cos*¢ -}~ Sin%p = 1,
diese Wahl gleichsam yon selbst dar. Man wird nimlich den
Kreis auch durch dic beyden folgenden Gleichungen ausdriicken
konnen: !
x = aCoso 2
) =g Sing s.
Diese Gleichungen geben aber sofort
dx — — ado'Sing,
dy = adgy Cosg,
ond daher auch, wenn man diese VWWerthe von dz und dy in der
Gleichung (A) substituirt:
ds = adep,
wovon das Integral ist
s=ag,
wenn s mit ¢ verschwindet, Nennt man also wieder 2 = die Pe-
ripherie eines Kreises, dessen Halbmesser die Einheit ist, so hat
man, wenn man in der letzten Gleichung ¢—=2x selzt, fiir die
Peripherie desjenigen Kréises, dessen Halbmesser a ist, den Aus-
druck 2ax~, wie.zuvor,
I11. Man sieht iibri

den Werth 'von = als bereits bekannt voraussetzen, und dals z. B,

gens, dals alle vorhergehenden Ausdriicke

die obige Gleichung

- X
s — a Are Sin —
;

(23

uns tiber den eigentlichen Werth dieser Gréfse = nichts kennen
lehrt. Wir haben zwar diese Grifse schon oben (§. 103.) mit
einer fiir alle wissenschaftlichen Bediirfnisse mehr als hinling-
lichen Genauigkeit kennen gelernt, aber nur durch die Summirung
von zwar Gonyergenten, aber doch immer unendlichen Reihen,
und da man kein anderes Mittel kennt, diesen Zweck zu errei-
chen, oder da es, wie es scheint, unméglich ist, den VWerth eines

Kreishogens, zu welchem z. B. die Abscisse » gehort, durch

eine endliche und geschlossene Function dieser Abscisse auszu-
driicken, so sagt man, dafs der Kreis eine nicht rectificable Curve
sey, deren es noch viele andere gibt, was uns aber nicht

hindern soll, den bereits gefundenen, wenn auch nur geniher-

F O e SRR S -
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ten VWerth von = auch in der Folge noch oft mit grofsem Vor-
theil anzuwenden, wie diels bereits in dem Vorhergehenden

hiufig genug geschehen ist.

§. 233, (Rectification der Parabel) Die Gleichung
der Parabel ist
y: = aa

Setzt man, um diese Gleichung durch zwey andere auszu-

driicken ,
2 = faTang*9, so ist y = sa Tangy,
so dafs man daher hat
Tang ¢
de — *ade , —2%
¢ 2 e Cosg ’
1 aid
dy = - — ,?f.
2 Cos?g

Substituirt man aber diese Ausdriicke von da und dy in
der allgemeinen Gleichung (A), so erhilt man
g sade
R Coss ?’
und davon ist das Integral (nach §. 230, IV.)

Sillﬁ; q;)._.?
— e neg
Y 3 @ ]:(.Jos‘lcl: logTa O g j 3

wenn s mit ¢ (oder was dasselbe ist, mit 2) zugleich verschwin-
det, oder wenn der Bogen s von dem Scheitel der Parabel ge-
nommen wird.

I. Wollte man diesen Bogen s durch die Abscisse = aus-

driicken, so hat man
m b o
Tange = 2 ‘/—,
(13
also auch

Sing == ﬂx/a. = und Cose — Va—[—_ai,z’

und iiberdiefs

0—o 1 — Sing \/rr‘-—}-f;:r.‘-—‘ﬁav’n:
iy U(]S? & i AT V‘; 198

Substituirt man diese VWerthe in dem vorhergehenden Aus-
drucke von s, so erhilt man

Tang 2

i \/u 1 o Fiy
s =Vax + 42* — falog—~ 'V‘—h—p v .
(4
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Die Parabel ist demnach cine rectificable Curye, da man fir je-
den Werth von x oder von @ den ihm entsprechenden Bogen s

durch einen geschlossenen Ausdruck findet,

§. 234. (Rectification der Neil’'schen Parabel.)
Die Gleichung dieser Curve ist (§. 202.)
3'3 g s

! q Tang?¢, so ist y = ;a Tang? ¢,

Setzt man daher z = .
und daher auch

84 Tang?o.do i 8a Tango.dg
P S
und dadurch wird die Gleichung (A)

8a d¢ Sing

Cosio

dr =

ads —

wovon nach §, 230, XII das Integral ist
8a 1
8 = i -+ Const,

27 Cos?o
T

Zihlt man den Bogen s vom Scheitel dieser Curve, oder ist
— o fiir 2—=¢ =0, so hat man

Const = — —,

8a 1
G = et e T
27 \ Cos® o

VWill man den Bogen s durch die Ordinate y ausdriicken,

und daher auch

s0 ist
9

i

-

1

Tang*¢ =

5 ha
<, also auch Cosg = ‘/7____1
@ G4 a + 9y

and daher der gesuchte Bogen der Curve

84 N
=+ -]
w77 - G

so dals daher fiir die Neil’sche Parabel der Bogen durch eine

algebraische (oder nicht transcendente) Function yon ¥ gegeben

wird.

I. Ubrigens wird man bemerken, dafs man auch hier noch
die vorhergehende Tafel entbehren kounnte, da die gegebene
Gleichung y* = aa* zu ihrem Differential gibt

Littrow's Anfangsgr. d. gesammt, Mather. 27




418

i wodurch die Gleichung (A) wird
1 d5=d3-\/1+£.
|'|

Ausdriicke dieser Art aber, in welchen der eine Factor dy
das vollstindige Differential der in dem anderen Factor enthal-
tenen Gréfse ist, geben immer ein algebraisches Differential.

So ist z, B.

2 m--1
f(l ) W st A — (-——l +—-~—) 5
n(m==1)

und eben so ist auch

2
3= fd)—\/l 4 2L = ;%a(l -+ —2—% :—|-< Const,

4a
wie zuvor,

§ Al §. 235. (Rectification der Astrois.) Nimmt man in
A t| der oben (§. 204.) gegebenen Gleichung dieser Curve
i 4 = dd
[k die Coordinaten
z — aCos®¢ und 5 = a Sin%¢,
so erhilt man durch die Gl(.‘ichung (A) fiir das Element des Bo-
gens der Astrois
i ds = — 3a.d¢ Sing Cos 9,
wovon das Integral (nach §. 230, V.) ist

il =% (2 Costg — 1) -} Const,

| s:/

4
| Ist s=o fiir ¢=q0°, das heilst fiir v =0, oder zihlt man
den Bogen E M (Fig.go) von dem hichsten Puncte E der Curve,
so ist
Const = — 2aq,
und daher

2
2 2N, ‘ i
s = -a Cos*¢p oder s — la(—)
a

Die Astrois lilst sich daher ebenfalls algebraisch rectificiren

-

Nimmt man in dem letzten Ausdrucke 2 = 4 C — a, so erhilt
& nd ¥, s nEL ~
man den Bogen EMC = a, so dals daher der ganze Umfang

der Astrois gleich 6a oder gleich der dreyfachen geraden Linie
BC oder DE ist,
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§- 236. (Rectification der Evolute der Ellipse.)
Setzt man der Kiirze wegen

a*—b* o 52
und 3 = <!

o = '
@

so hat man fiir die Gleichung dieser Curve (§. 212):
T AT
@G
Ist daher wieder
2 = BCos’¢ und y = aSin®p,
so erhilt man fiir das Element des Bogens:
ds = 3dg¢ Sing Cosg )/ a*Sintg + [* Cos*¢, oder auch

ds = 3dg Sing Cos¢ \f(ﬁ—-(u"ﬁpi)(,‘.os‘g),
sofort nach der Bemerkung des

wovon wieder das Integral
§. 234, L, die hier auch Statt hat, bekannt ist, so dals man hat
Le— L5 0 [a? —(a*— (3*) Cos?* 5>:]l7+ Const.

T e

Ist s=o fiir z==o0, das heifst fir p=qo, S0 erhilt man
a‘)

Const = — —
ar— g

L]

also ist auch der Bogen s == E M (Fig. 90) der Curve

i I ] 22 2 :3 o®
s = ot [ — (@ — ) Cost o] — e

Setzt man in diesem Ausdrucke ¢ = o oder y = o0, oder

s a*— b? b 5 ' .
endlich @ = , so erhilt man, ohne Beriicksichtigung der
@

Zeichen, fiir den vierten Theil EMC des Anfangs dieser Curye

w—F _ o +abt @

EﬂiC:a:_ﬁ; PREE)

:

und daher auch fiir den ganzen Umfang derselben

a3+aﬁ+ﬁ9__f;(d—ﬁb) 5 iy
e 1) (a* 4 ab 4 b%).

4

§. 237. (Rectification der Logistik.) Die Gleichung
dieser Curve ist (. 205, Fig. 91)
e B'F.,
A4C =1 und CD = e die Basis der

wo A==, PﬂI:"—"-J',
27-*
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natiirlichen Logarithmen bezeichnet. Setzt man daher

§. 238.

== 'J_‘angg),
80 hat man
deo do
A == nd dy = T
4z Cos* ¢ = J Sin g Cos c:'.’

wodurch die Gleichung (A) wird
do
Sin ¢ Cos?g ?

und davon ist das Integral (nach §. 230, XIV.)

dsi—

s = -+ logTang o -~ Const.

Cos o
Zghlt man den Bogen DM von dem Puncte D an, wo
a = Tang ¢ == ¢ ist, so hat man fiir die Constante der Integra-
iion &

Const == log (1 -} V’z -+ e?) — V: -+ e

§. 238. (Rectification der Cyclois.) Fir diese Curve

hatten wir oben (§. 207.) die beyden Gleichungen
z = a(p —Sing) und y = a(1 - Coso),
wo (Fig.93) AP= =z, PM = » und der Winkel MO H — % ist.
Davon sind die Differentialien
dz = ad¢ (1 — Cos9) und dy = ade Sing,
also ist auch die Gleichung (A) oder dasElement des Bogens der
Cyclois
ds = adg er — 2C0s¢ = 2adgp Sinlo,
und davon ist das Integral
§ = — 4aCosio - Const,
Ist s—o fiir =0, so hat man
Const = 4a,
und daher ist der gesuchte Bogen 4 M = s der Cyclois
§ = 4ta(1 — Cosle) = 8¢Sin? T

Nimmt man diesen Ausdruck von s fiiv den Werth ¢ =1809,
8o hat man, da Sin45°=\/2 ist, den halben Bogen der Cy-
clois AMD = 4a, und daher den ganzen 4 MDB — 8a oder

8
gleich dem achtfachen Halbmesser des erzeugenden Kreises.
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6. 239. (Rectification der Kettenlinie.) Fir diese
Curve haben wir oben (§. 206.) die Gleichung erhalten:
z #f _2(ad2)
e e 2= S
wo (Fig. 92) DP=2 und PM =y ist.
Setzen wir demnach

a4 x 1

. ]
a Cos o

so hat man

y
= 2

7 g
oa e a — o
_I_ Co:i:?’

oder, wenn man alle Glieder dieser Gleichung durch ¢ multi-

plicirt:
4
.y =
—— a " eﬂ
et — - — U E=STH07
Coso
7
Lést man diese fiir ¢ quadratische Gleichung auf, so er-
hilt man
Y
= 1 1 Sin g0
e — -~ Tang ¢ = + il Tang '_.ﬂ
Cos ¢ Cos o q

so dafs man daher die Kettenlinie auch durch folgende zwey
Gleichungen ausdriicken kann:

@ y
L = m——mmms === a und
Gos 9
o godo
y = alog Tang A
Davon sind die Differentiale
i ado Sin ¢ . i
de = —1—7% und dy = ey
Cos*¢ Gos o

und damit wird die Gleichnng ()

ade

ds = — it
Gos*o”

wovon das Integral (nach §. 230, 1V.) ist

S s
s = a Tang ¢.

§. 240. (Rectilication der Spiralen.) Fir die Spivale
Archimed’s ist (§. 208.)
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also auch
dy — 2=xdr.
Substituirt man diesen VWerth von dr in der Gleichung (A')
des §. 232, oder in
ds = Var + r*dy?,
s0 erhalt man
dy | ,———
_ 1 v,
P A
Um diesen Ausdruck zu integriren, sey » = Tangg, also

auch

= do

Cos*o 2
so dals man daher hat

1 Sin @ 1 + Sin %)
5§ = — 1 .
47 [Uus-’ce + S8 (1059 J
Um diefls wieder durch » auszudriicken, hat man

; Sin o
Tangy — » oder m:v.\/: —+ 7,

und iiberdiels
1 - Slrlcla
(..0\9

A e

so dafs man daher fiir den Bogen s dieser Spirale erhilt

§ = g%:'[v.\/l—kv: -+ ]03(;}—'— \/1+y'-')],

Eben so hat man fiir die logarithmische Spirale

r— a’,
also auch
dr = a".dv, loga,

Setzt man daher b = loga, so findet man
adgii== V.a‘.r: + rrdyt = a’.dy \/1 - b2,
woraus sofort (nach §, 227, L) folgt

; 1 4 b2 1 02
fomy aJ . e dc s =T
5 T oder = 1 B
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§. 241. (Rectification der Ellipse.) Die Gleichung
der Ellipse ist (§. 198.)
x? 2

LK}

@ e
wo 2a und 2b ihre grofse und kleine Axe bezeichnen. Zerlegt
man diese Gleichung (nach §. 232, IL) mittelst einer Hiilfsgrofse
¢ in zwey andere, so dafs man hat

Z

¥

aSing:l
bCosg |’

|l

so ist auch
de = adg Cosp und dy == — bdgySingp,
und daher geht die Gleichung (A) in folgende iiber:
ds = ady. \/mﬁ s

wo der Kiirze wegen ac = |/ a>— b* gesetzt worden ist.

Allein dieser Ausdruck lifst sich, wie man ihn auch, etwa
durch Einfithrung anderer Hiilfsgréfsen, verindern mag, weder
durch unsere Tafel (. 230.), noch auch sonst durch irgend ein
bekanntes Mittel integriren.

In solchen Fillen bleibt nichts iibrigs als den gegebenen
Differentialausdruck in eine Reihe zu entwickeln, und die Glie-
der derselben einzeln zu integriren. Diefls ist offenbar 1mmer
ausfithrbar, aber das Totalintegral wird auf diese Weise durch
eine endlose Reihe gegeben, aus welcher man den Werth des
gesuchten Integrals nur dann anniihernd finden kann, wenn diese
Reihe convergent ist.

Ist ¢ eine gegen die Einheit nur geringe Grofse, oder ist
die Excentricitit der Ellipse nur klein, ist alsc diese Ellipse

selbst nur wenig von einem Kreise verschieden, so hat man,

wenn man die YWurzelgrofse |/ 1 —.e* b“m'*a_j; nach dem Binom
L entwickelt:
e 1 Ol &
ds = (Ldij)[‘l — L¢2Bin>g — ——— ¢e'Smte
7 L.3.22

1

Lo iien: sts Oien -::b‘ 8 7.__]_
1,23 25 e 1.'z.d“|<z"o Ll

Substituirt man dann die Verthe der Integrale

fdg Sin‘g, [dg¢Sinte, [dpSin’y
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aus der Tafel des {. 230, Nr. L, so erhilt man fiir den ellipti-
schen Bogen s folgenden Ausdruck:

I | 1 .0 (¢ 5 88 ;
i A8 ko :m(‘ _9—1811129’:——}— : Sml;g))

| 24 24. 2

3 s 15, 6 e
il ———c(( R Sinag HI—E8111L|9

: 5
e ST ) e
.3._11'IJ§J)

2.
20

Um den (\?uadmmcn oder um den vierten Theil des Um-
fangs der Ellipse zu erhalten, wird man in dem vorhergehenden
Ausdrucke den Winkel ¢ =qo0°= -z setzen. Nimmt man dann

_ der ganzen Ellipse den Ausdruck
it iAo 2 i N 2
| a e WL AR e, T L s, 2 a3
g el "”‘[1 Ge) 3(-1.4{’) 5(-:-..4.:)(7)
{ A S R 2
H: — | —— L g —_— e s o la
it 7(:&.4.0.8 ) ]

Ll Fir a="b oder fiir e=o erhilt man den Umfang des Krei-
il ses gleich 2 ez, wie zuvor ({. 232.).

|
i
[ die so erhaltene Grifse vier Mal, so hat man fiix den Umfang

il o5 I. Fiir die Hyperbel hat man die G[cichung

i _T/“ ‘,.J.’.‘.
7 ey
';: Setzt man also auch hier
'i';E' 2 = a.Sing,
‘E | o emiih \/r—l .Cos g,

so erhilt man fiir den hyperbolischen Bogen

= farfgr‘l/l — g2 Sint o,
wie zuvor, wo aber a¢ — 1,/’0,I —- b ist.

Man sieht, dafs die elliptischen und hyperbolischen Bogen {‘
eine eigene Classe von transcendenten Grofsen bilden. Die Pa-
rabel ist, wie wir oben geschen haben (§- 233.), durch einen
einfachen logarilhmischen Ausdruck rectificabel, aber nicht die
beyden andern Curven der zweyten Ordnung, die weder unmit-
telbar von dem Kreise, noch auch von den Logarithmen abhiin-
gen, Man pilegt Ausdriicke der Art




fdy \/1 — ¢>8in*¢ oder auch f———i?——_ u. del.
\/l — ez 8inZa

elliptische Funciionen zu nennen, die in der neueren Analysis
cine sehr wichtige Rolle spielen, da man eine grofse Anzahl an-
derer Integralien auf sie eben so zuriickfithren kann, wie man
z. B, die Ausdriicke
dx s =
f - oder fd¢Sin*¢, [¢dg Cosy u.dglh
in dem Vorhergehenden auf Kreisbogen zuriickgefithrt hat, so

dals jene die Rectification der Ellipse, und diese die Rectilica-
tion des Kreises als bekannt voraussetzen.

Die vorhergehenden Beyspiele werden hinreichend das Ver-
fahren zeigen, welches man bey der Bestimmung der Linge der
Curven zu beobachten hat. Wir wollen nun sehen, wie man
auch den ebenen Raum bestimmen kann, der von den Bogen
dieser Curven eingeschlossen wird.

e —




Dreylsigstes Capitel.

Qura'diraturder Curyeén,

§- 242. (Element der Fliche einer Curve.) Wir
haben bereits oben (§. 140, IL) gesehen, dafs man jede gege-
bene geradlinige Figur in ein Rechteck verwandeln kann, wund
dafs (nach §. 118.) die Fliche eines Rechteckes gleich dem Pro-
ducte der Basis in die Hohe dessclben ist. Auf dieselbe VWeise
wird man also auch analog die von einer gegebenen Curve ein-
geschlossene Fliache in unendlich kleine Rechtecke zerlegen kin-
nen, deren Seiten dz und dy sind, wo dann das Product da.dy
die Fliche eines solchen unendlich kleinen Rechteckes bezeichnen
wird.

Dieser Ausdruck dz.dy ist aber (nach §. 47, II.) einem
Differential der ziweyten Ordnung gleich zu achten. Man kann
es jedoch auf ein Differential der ersten Ordnung zuriickfiihren,
wenn man bemerkt, dals in jeder Gleichung einer Curve zwischen
2 und y eine dieser beyden Gréfsen willkiirlich angenommen wer-
den kann; wo dann, dieser Annahme gemils, auch die andere
Grifse durch dieselbe Gleichung bestimmt wird. Nimmt man
also z. B. die Grilse y willkiirlich an, so wird das erste Integral
des Ausdrucks dz.dy oder dy.dz, da dy von da unabhingig
ist, gleich

ydz
seyn. Nennt man demnach F die von einer gegebenen Curve ein-
geschlossene ebene Fliche, so wird das Element dieser Flache
dFi="ydaiin v (B)
seyn,

Man kann niémlich diese Fliche 4 NPM (Fig. 97) auch als
aus den Vierecken PPM M, P'P'M'M", . . . bestehend betrach-
ten, deren eine Seite PM, PM, P'M", . .. gleich der Ordi-
nate y, und die andere PP = PP'=dz, oder gleich dem Diffe-
rentiale der Abscisse 4P=ua ist. Jcdes dieser Vierecke besteht

- e e R ————
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aber aus einem Rechtecke PPMa, dessen Fliche gleich ydz,
und aus dem rechiwinkligen Dreyecke MalM', dessen Fliche
tM'a.Ma=1!dy.dw ist, so dals man daher fiir das Element der
Fliche F einer Curve den Ausdruck hat:
AF = ydx | dy.dx;
welcher Ausdruck aber nach dem oben (§. 47, L) aufgestellten
Princip der Differentialrechnung sofort in den folgenden einfache-
ren iibergeht:
dF = yda.

Um dann die von einer gegebenen Curve eingeschlossene
Fliche zu finden, wird man den aus der Gleichung dieser Curve
gegebenen Werth von y, in ausgedriickt, in dem vorhergehen-
den allgemeinen Ausdruck yon d F=ydz substituiren, wodurch
man die Griofse d F als eine blofse Function von 2 und dz, oder
wodurch man eine Gleichung der Form

dFf — f(z).dz
erhilt, die das Element der Fliche dieser besonderen Curve dar-
stellen wird, Summirt man dann,alle diese Elemente, d. h. nimmt
man das Integral von diesem Differentialausdrucke, so wird man
die gesuchte Fliche F der Curve selbst erhalten,

Dieses Verfahren wird die Quadratur der Curven genannt,

I. Das Vorhergehende ist unmittelbar nur auf rechtwinklige
Coordinaten anwendbar, Man kann aber auch die von einer Curve
eingeschlossene I'lache, statt in unendlich kleine Rechtecke, de-
ren Seiten den Coordinaten der z und y parallel sind, in unend-
cemeinschaltlicher Scheitel

5
in irgend einem inneren Puncte der Curve liegt.— Ist A (Fig.99)

lich kleine Dreyecke zerlegen, deren

dieser Punct, und zicht man aus ihm zu zwey nichsten Puncten
M und m der Curve MN die geraden Linien AM und 4m, so
wird die Fliche des Dreyeckes A4 Mm zugleich das Element d F
der Fliche der Curve MN darvstellen, Sey AM=r der Radius
der Curve, und PA M=y der Winkel, welchen dieser Radius mit
der Axe 4 X der z, oder mit sonst einer festen, durch den Punct
A gehenden Geraden bildet. Nimmt man dann auf der ersten die-
ser Geraden 4 M =r zwey nichste Puncte Q und § in der Ent-
fernung A Q= und 4S=r--dr, und beschreibt man mit dig-
sen Entfernungen aus dem Mittelpuncte 4 die Kreisbogen Qg

o e L e L R




428 0. 243.

und §s, so entstcht das rechtwinklige Viereck QSgs. Da der
Winkel X 4 M=y, also auch M Am=—dv ist, so sind die Seiten
dieses Viereckes

QS = dr und Qg = rdy;
also ist auch die Fliche desselben Viereckes

rdrdy

Da dieses Viereck QSg¢s als das Element der Dreyecksfliche
AMm zu betrachten, und da wieder, wenn die G leichung der
Curve zwischen den Polarcoordinaten » und » gegehen ist, eine
der beyden Grifsen, z. B. r als willkiirlich oder unabhingig an-
zusehen ist, so wird man den vorher gehenden Ausdruck in Be-
ziehung auf diese Grilse r integriren, wodurch man

Jrdrdv = Iridy
fir die Fliche des Dreyeckes 4 Mm erhilt; und da diese Dreyeck-
fliche, nach dem Vorher gehenden, zugleich das Element der
Fliche F der Curve ist, so wird man fir den allgemeinen Aus-
druck dieses Elements erhalten:
Al =it ptdy SO U B,

In der That, wenn man aus dem Mittelpunete 4 mit dem
Halbmesser A M =7 den Kreisbogen Ma beschreibt, so besteht
die dreyseitige Figur 4Mm, durch welche das eigentliche Ele-
ment der Fliche der Curve dargestellt wird, aus zwey Theilen,
namlich aus dem Kreissector 4 Mm, dessen Fliche AM.Ma
oder Zr.rdv ist, und aus dem in dem Puncte o rechtwinkligen
Dreyecke Mam, dessen Fliche *Ma.am — srdv.dr ist, so
dals man demnach hat:

dF = Ir*dy 4 frdrdy;
das heifst, nach dem so eben angefiihrten Princip der Differen-
tialrechnung
dF —= Zpridy,

Wi€ Zuyvor.

§- 243. (Quadratur der Parabel) Wenden wir nun
auch diesen allgemeinen Ausdruck von d F auf mehrere specielle
Curven an, und betrachten wir unter diesen zuerst die Parabel,
fiir welche wir oben die Gleichung erhalten haben :

rre=leax,
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so dals daher sofort, nach der Gleichung (B)
A= daVaaxz
ist, von welcher das Integral, nach §. 234, L, seyn wird:

Pi=.x \'/Tz_a_:‘: -} Const.
Zihlt man diese Fliche von dem Scheitel der Parabel, so
ist F=o fiir =0, also auch
Vi
=
Es ist daher die Fliche 4 M P (Fig. 85) der Parabel fiir je-
den Punct M derselben gleich zwey Drittheilen des Rechteckes
zwischen den Coordinaten 4 P=2 und PM=—y. Sucht man aber
diejenige Fliche PM M'P, die zwischen den beyden Ordinaten
PM = 4 und PM'= A enthalten ist, soerhilt man fiir diese Fliche
den Ausdruck

F=2Vzaz® = s2y =

37 (A3 — 4°),
§. 244. (Quadratur des Kreises.) Legt man dem Kreise,
wie oben (§. 232.), die Gleichung
r == 2a Cosv
zu Grunde, so hat man sofort nach der Gleichung (B')
F=:frrdy = 2a® fd» Cos?»;

also auch, nach §. 230, IL,

F = a*(v+ £ Sinzv) -}~ Const
fir die Fliche, welche zwischen dem Durchmesser und derjeni-
gen Sehne enthalten ist, die durch den einen Endpunct dieses
Durchmessers geht und mit ihm den Winkel » bildet. Sell F mit
v zugleich verschwinden, so ist die Constante der Integration
gleich Null, Setzt man aber in dem yvorhergehenden Ausdrucke
v==00°==x, s0 erhilt man fiir die Hilfte der Kreisfliche > a* =,
also auch fiir die ganze Fliche des Kreises a*z, wo a den Halb-
messer desselben bezeichnet, iibereinstimmend mit §. 124, V.
I. Dasselbe folgt auch aus der Gleichung

5 41 22 + e — i
wenn man in ihr

z = aSing und y — a Cosg

———
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setzt, Dann gibt nimlich die Gleichung (B)
F= fyde = a*fd¢ Cos*gp,
oder (§. 230, IL)
F = *a*(p 4 +Sin2g),

wenn F mit ¢ zugleich verschwindet,

Fir ¢ =<z erhilt man die Fliche des Quadranten gleich
7@* =, und daher auch die Fliche des ganzen Kreises gleich a?x,
wie zuvor,

Will man diese Fliche durch die Abscisse z ausdriicken,
S0 1st

. X 1 T T
Sing = = und Cosp = — Va* — a7,
a

]

also auch
. X
@ = Arc Slnz,
und daher
o i 122 s\ VT
F=za AlcSmm 4 a2V a* — 2o

Man sieht, dals von diesem Ausdrucke der letzte Theil
ey
die Fliche des rechtwinkligen Dreyeckes C P M (Fig, 45) bezeich-
net, und dafs daher
142 Arc Sin =
@&

die Fliche des Kreissectors DCM ist. Auch bemerkt man von
selbst, dafs alle diese Ausdriicke wieder die Kenntnils der Grilse
z oder die Kenntnils des Bogens, dessen Sinus gegeben ist, vor-
aussetzen.

§. 245. (Quadratur der Ellipse.) Nimmt man fiir diese
Curve, wie oben (§. 241.), die beyden Gleichungen
& = a Sin ¢
Yy = bCosgp |\’
so erhilt man durch die Gleichung (B)
F=abfdeCos*e = *ab(:Sinzg -+ 9),
wenn F fir 9=—=o0 oder fir 2==o0 verschwindet. Nimmt man
diesen Werth von F, fiir ¢ —=5=, viermal, so erhilt man fiir dic
Fliche der ganzen Ellipse den Ausdruck

abmr.
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Da hier der Winkel ¢ derselbe ist mit dem vorhergehenden
0. 244. eben so bezeichneten Winkel, so hat man
fir die Ellipse F=1ab (Sing Cos¢-}-92),
und fiir den Kreis F=1Ia* (Sing Cos¢-}9¢),
also ist auch
I b
Fiieg?
oder wenn man aus dem Mittelpuncte einer Ellipse mit einem
Halbmesser, welcher der halben grofsen Axe der Ellipse gleicht,
einen Kreis beschreibt, so verhalten sich die homologen, zu
demselben & gehirenden, Flichen der Ellipse und des Kreises,
wie b zu @. Wird eben so aus demselben Mittelpuncte mit dem
Halbmesser b ein Kreis beschrieben, so verhalten sich die homo-
logen Flichen der Ellipse und des Kreises, wie a zu b.

§. 246. (Quadratur der Hyperbel.) Da die Gleichung
dieser Curve ist
2 :}»'}
PR
so kann man dafiir wieder die zwey Gleichungen annehmen :
2— aCosp und ¢ = b)Y/ —1 .8ing;
woraus man sofort erhilt:

F=—ably—1 [dg Sin*¢p = }ab‘/—-l s (Sin¢ Cos o — @),
Um die ima

== 1,

gindre Grolse aus diesem Ausdrucke wegzubrin-

gen, hat man (§. 105.)
9}/ —1 = lognat (Cos ¢ + V/—1.Sing) oder

TR
(£
und eben so ist

zy

Sing Cosp = Zb_\;—l’

so dafs man daher hat:
=z R T ol e
Boeiaad [a.b log ((a+ b)]
Da aber %:l\/aﬂ——aﬁﬁ ist, so hat man auch fir die ge-
(15
suchte hyperbolische Fliche 4 MP (Fig. 83) den Ausdruck
§ i e e e Va2 —Tat

2 2 '
2t —a* — fablog — 0 —————
2a a o a 3
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§. 247. — 248.

§. 247. (Quadratar der Lemniscate.) Fiir diese Cur-
ven hat man, nach §. 203, die Gleichung
(;L‘t ,,{_ J,z)'.' = 2% (_1.: '_‘.7:)!
wo AP=a, PM=y (Fig. 89) ist. Diese Gleichung kann auch

so dargestellt werden:

= —a* — z* 4+ aVa* F 4%
Nimmt man daher den Hiilfswinkel o so an, dafs man hat

2* = a*(Cos ¢ -} Cos%9),

S0 ist
V@t ia® = a( + 2 Cosy),
und daher auch
»* = a* (Cos ¢ — Cos? ¢),
Daraus erhilt man durch die Gleichung (B)

a . ~
dF = yda = — ng: Sing [1 4~ 2 Cos¢] . \/‘1-1-—00_3—9’

1 — Gﬂ.‘ir])

oder da man iiberhaupt hat
1 — Cos g 1 — Cos o .
V?wg-uu,\? = Sing ~, 50 ist auch
dF = — Za*d3 (1 — Cos¢) (1 4+ 2 Cos¢)
= fa*dg (2 Cos*¢ — Cos g — 1),

und davon ist das Integral (nach §. 230, 1)
F = Za*Sing (Cosp — 1) -}~ Const.
Ist F=o fiir =0, das heilst, fiir p=qo°, so hat man
Const = 2a?,
und daher das gesuchte vollstindige Integral
F = ;a* (1 — Sing -}~ Sing Coso).

Setzt man in diesem Ausdrucke ¢ — o oder (Fig. 89)
a=AB=AC=a)/2, so erhilt man fir die Fliche ABM,
oder fiir den Quadmntcn der Curve den Ausdruck Za?, so dafs
daher die ganze Fliche der Lemriscate gleich 2 a? ist.

§. 248. (Quadratur der Astrois.) Setzt man fir diese
Curve, wie in {. 235,
z = a Cos®*¢ und

Y = a Sin’p,
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so erhilt man sofort
P=fydz = —3a fSin'e Cos*odg,
and davon ist das Integral, nach §..230, VL:
F=—3a[:-8inbo—;Sinjp—7;Sin2¢ —+--%¢] - Const.
Soll aber F fiir ¢ =qo", das heilst, fir z=0 verschwin-

Jarm
, und da-

den, so ist die Constante der Integration gleich
her das vollstindige Integral

3a®

B

1Sin6¢ - 2Sin4p 4 ;Sin2p — 29).

T

Nimmt man diesen Werth fiir ¢ =o viermal, so erhilt man
fir die ganze Fliche der Astrois (Fig. 90)
BDCE = la*r.
I. Ganz eben so erhilt man auch fir die Evolute der Ellipse,
wenn man wieder, wie in §. 236,

7% —— D2 B:i_ b2

b ! a

und z = P Coste, y = adin’y

I

o

annimmt, nach der Gleichung (B)
F=fyde = — 3af3 fdp Sintg Cos* ¢,
also auch, wie zuvor,
F = Zaff [z —5Sinbyp 4 2Sin49p 4 ;Sin2¢ — 2¢],
wenn F fiir ¢==qo° verschwindet, so0 dafs demnach die ganze

Fliche dieser Curve wird:

e 3 (a2-—Db2)
FOAPT = — ——i g Tl
4 Sab

§- 249. (Quadratur der Cyclois.) Fir diese Curve hat
man, nach §. 207: :
2 = a (¢ — Sin9),

g = a (1 — Cos¢),
wo ¢ gleich dem Winkel HO M (Fig. 93) und AP==z, PM=y
ist. also auch
dr = adg (1 — Cosg und dy = adp Sin o,
and damit gibt die Gleichung (B)
dF = a*dg (1 — 2 Cosg - Cos*9),

Littrow's Anfangsgr. d. gesammt. Mathem. 28
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wovon das Integral ist

F = a9 — 24*8ingp } a*Sin2yg,
wenn F mit ¢ oder 2 zugleich verschwindet. Nimmt man diesen
Werth von F fiir g==x zweymal, so erhilt man fiir die Fliche
ABD der ganzen Cyclois den Ausdruck
F = 3a*x,

oder diese Fliche ist dreymal so grofs, als die Fliche des erzeu-
genden Kreises, dessen Halbmesser a ist.

§. 260. (Quadratur der Kettenlinie.) Fir diese Curve
hat man, wie (. 239:

adeSing
ey =t d dy = :
g Cost un dy < 5

und da 2 = — a ist, so ist auch

Cos ¢

e deo . 49
A R e i e

wovon das Integral (§. 230, 1V,) ist:

90 -1 o
a ’

f.?.‘d‘}» = a*Tange — a? ]og'l‘ang
wenn dieses Integral zugleich mit ¢ verschwindet. VVeiter ist
aber

fl;\*d.r =y — f.r(ly,
also ist auch die gesuchte Fliche DMP dieser Curve

- at 1 +Sin?
‘= [ydar = —— log
F Srdax G log

Coso e Lange,
§.251. (Quadratur der Spiralen.) Fiir die Spirale des
Archimeds hat man die Gleichung (. 208.)
v = arr,

also ist auch, nach der Gleichung (B')

5 TE 1 g y5
1“:%_’?"(&#: —fv"cfv: - »

dx> 24 e

Nach der ersten vollen Drehung des Radius oder fiir y=2 =
ist daher die von diesem Radius zuriickgelegte I'liche
4 T
= —~ 7.
Nach zwey Revolulionen ist v==4 = und

f”....-.. B
= 37
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Nach drey Revolationen ist pe== 06 und
S =3,
und iiberhaupt nach n Revolutionen

f!l | o & ._._.,’L.‘T: 3

3
so wie nach (n-}-1) Revolutionen

_f"‘i" e (n —[—-31}!1: :

so dals demnach die Differenz der Fliche der nter und (n-1)te
Revolution gleich
priv— = [ — 'l g
seyn wird.
I. Fir die logarithmische Spirale ist
» = logr,
also auch die Fliche derselben

Fe=1frtdy = ;1%

gl ¥

ib-'--_-_-__ e -




Hin und dreyfsigstes Capitel.

Complanation der Flichen.

§. 262. (Element der krummen Oberflichen.)

Wenn man, wie in § 216, die kramme Oberfliche eines Kérpers
durch zwey nichste der = parallele Ebenen MQQ"'und NRR"
(Fig.101), und eben so durch zwey andere nichste dery zparallelen
Ebenen MQ P und M'Q'P schneidet, so erhilt man dadurch einen
von diesen vier Flichen eingeschlossenen Theil M N M'N' der Ober-
fliche ¢ des Korpers, den man als das Element do dieser Ober-
fliche betrachten kann.

Dieselben vier, auf der Ebene der zy senkrechten Ebenen
schlielsen aber auch, in dieser Ebene, das ehene Rechteck QROQR
ein, undda QQ =PP=dz, QR = Q'R'= dy ist, so ist die
Fliiche dieses Rechteckes Q R Q'R (nach §. 118.) gleich dem Pro-
ducte dax.dy.

Allein dieses Rechteck ist zugleich die Projection (§. 181, I.)
des Vierecks M N M N' oder des Elements d® der krummen Fliche,
so dals daher, nach der a. a. O, gegebenen Erklirung der Projec-
tion, wenn n die Neigung der unendlich kleinen Ebene MNM N’
gezen die coordinirte Ebene dér 2y bezeichnet, die Gleichung
bestehen wird:

dd,.Cosn = da dy.

Diese Neigung n ist aber identisch mit der Neigung der die
krumme Fliche in M berithrenden Ebene gegen dieselbe Ebene
der 2y, und da (nach §. 216, IIL.) dieser Winkel n durch die
Gleichung

x I
Cospn = ——

Vikrtp

erhalten wird, so ist auch der allgemeine Ausdruck des Elements

einer krummen Fliche

d? = dzdy. 'p{l ‘l“ﬂf_’é T (/7"’
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1 ! foc St
wo P:(ilt) und q:(l_f}_) die partiellen Differentialien von z

in Beziehung auf @ und aul  bezeichnen, die man aus der gege-
benen Gleichung der krummen Fliche ebenfalls als gegeben an-
nimmt. — In der Bestimmung dieses Integrals besteht die soge-
nannte Complanation der Flichken,

I. Einfacher wird dieser Ausdruck fiir solche krumme F Ll-
chen, die durch die Rotation einer gegebenen Curve um eine
feste Gerade entstehen,

Nimmt man die Axe. der 2 in dieser fixen Geraden, und
schneidet man dann die Rotationsfliche durch zwey einander
nichste, auf dieser Axe der z senkrecht stehende Ebenen PM
und PM (Fig. 97 oder Fig. g7, A.), so werden diese Schnitte
Kreise seyn, deren Mnlclpunctc P, P'. .. in der Rotationsaxe
AX liegen, und deren Halbmesser PM, PM' die Ordinaten y der
Curve M N Q ausdriicken, durch deren Rotation um die fixe Ge-
rade A4 X jene Fliche entstanden ist.

Die Peripherie des Kreises, zu welchem der Halbmesser
PM=y gehort, wird gleich 2xy, und die des niichstfolgenden
Kreises, zu welchem dcr Halbmesser PM = y -} dy gehort,
wird gleich 2z (y -+ dy) seyn. Zwischen beyden Peripherien
wird sich ein ringférmiger Theil der gesuchten Oberfliche des
Rotationskorpers befinden, den man, da MM mit der Tangente
TM der Curve NMQ zusammenfillt, als die Oberfliche eines
abgestumpften Kegels betrachten kann, von welchem die Halb-
messer der beyden Grundflichen

r=yg und R =y -} dy,
und von welchen die Seitenlinie m oder

MM = ds = \/da* 4 dy*
das Element des Bogens der gegebenen Curve N M Q ist, so dafs
man daher fiir die chr[hchc dieses abgestumpften Kege plsshidich,
fiir das gesuchte Element der Rotationsfliiche (nach §, 163.) hat:

dP —= (R |rymm,

oder, wenn man die vorhergehenden VWerthe von R, r und m=—ds
substituirt:

f

d® = (2y 4 dy) =ds,

das heifst, nach dem oben aufzestellten Princip der Differential-
rechnung :
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ddl == D d e ARG

und diels ist der Ausdruck, auf welchen wir nun wieder mehrere
specielle Fotationsflichen anwenden wollen,

§. 253. (Oberfliiche des parabolischen Conoids.)
Wenn sich eine Parabel, deren Gleichung
= ax
ist, um die Axe der x dreht, so wird die Oberfliche des so ent-
stehenden kegelf6rmigen Korpers gleich
= 2xfyds = zxfdaV a* + haz

seyn, wovon das Integral (nach {§.234, L) ist:

3
¢ — & (a* 4 4az)* 4 Gonst.
a*m

Soll @ mit @ zugleich verschwinden, so ist Const:—T

?
(v
und daher

o LS
S = s (a*+ 4ax)* — ta*n.
) £

I. Wenn sich, statt der Parabel, eine gerade Linie, deren

Gleichung
1_9’ — ax

ist, um die Axe der z dreht, so hat man noch einfacher fiir die
Oberflache des so enlstehenden senkrechten Kegels mit kreisfér-
miger Basis:
¢=2z)1+4 a*. fazder=axa? Vidab = zyVa? -+ 97,
also & gleich der Peripherie 2 =y, multiplicirt in die halbe Seiten-

linie 1 V_.a_q—; des Kegels, wie oben . 163,

§. 254. (Oberfliche der Iﬁ!’g(‘l) Wenn ein Kreis des
Halbmessers ¢ sich um einen sciner Durchmesser dreht, so be-
schreibt die Peripherie des Kreises wahrend seiner Bewegung die
Oberfliche der Kugel.

Ist dieser Durchmesser zngleich die Axe der @, so hat man
fiir die Gleichung des Kreises

4y = a,

also ist auch

ads = VIL’;L‘Z S+ dy? = Lt

' Ve at
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und daher
¢ = 2axfdr = 2axx,
wenn @ mit 2 zugleich verschwindet. Dieser Ausdruck fir x=a
doppelt genommen, gibt die Oberfliche der ganzenKugel gleich
ha*m,
oder viermal so
Kreise (§. 244.).
I. Nimmt man aber fir die Gleichung des Kreises die bey-
den Ausdriicke

grols, als die Oberfliche eines ihrer grilsien

2 = a Cos¢ und y = a Sing,
so erhilt man
ds = — ad9,
das negative Zeichen, weil s wichst, wenn ¢ abnimmt. Es ist
daher
= 2arfyds =— 2a*z[dg Sing = 2a*= Cosy,
wenn & fir ¢ =0qo° verschwindet. Dieser Ausdruck fir ¢=0
doppelt genommen, gibt die Oberfliche der Kugel gleich 4 a* =,
wie zuyor.

§. 255. (Oberfliche des verlingerten Sphiroids.)
So wird, nach §. 224, derjenige Korper genannt, der durch die
Umdrehung einer Ellipse um ihre grolse Axe entsteht, Sind 2a
und 25 die grofse und kleine Axe der Ellipse,, und ist dic coor-
dinirte Axe der 2 zugleich die Rotationsaxe der Ellipse, so hat

man fir die Gleichung dieser Curve

x* + 2
—_— —_— = 1,
a* b= !
woraus folgt:

di— Vda;*—{—-d_g'—:-: da;v/

wenn a?e*=—a*—Db* gesetat wird.

% — at

Man hat demnach

o = axfyds = sbefusV/ i,

Setzt man aber

c.r S,
— =— Sing
= b il
so 1st auch

a )
dae = —dg Cosg,
e




440 §. 250.

und daher

sabm abrw

] [de Cos*op =

(¢ -} Sin ¢ Cos o),

e e
wenn @ mit ¢ oder mit @ zugleich verschwindet.

Will man diesen VWerth von @ durch die Abscisse ausdrii-
cken, so hat man, da ez = a Sing ist:
abx e
p A S ne—
€ 22

Nimmt man endlich dieses Integral von 2 =o bis 2 =a dop-
pelt, so erhilt man fur die Oberfliche des ganzen verlingerten
Sphireids den Ausdruck

aagbs

2b*z 4 Are Sin e.
&

Fir e=o oder a==0b gibt der letzte Ausdruck die Ober-
fliche der Kugel 4a* =, wie oben.

0. 286, (I'liche des abgeplatteten Sphiroids.)
Fiir denjenigen Korper aber, der durch die Rotation einer Ellipse
um ihre kleine Axe 26 entsteht, oder fiir das abgeplattete Sphi-
roid (§. 224.) hat man

]

i

&
— = t—=1,

TR St
also auch

ate

o= 2x[yds = g(z,«z.fcixV| - b““"

Setzt man aber
Zxexr 5
—_— = \;/-—1 . Sing,

also auch

b2
== —1.d9 Cos o
ucv 4 7
so hat man
abrxm ~ AR
i s .__V-—l . fdo Cos* g,
= § P

und davon ist das Integral

bt r
B == \/—1 -

¢ 4 Sing Cos ¢].

Nach §. 105, ist aber
9V —1 = lognat (Cos¢ 4 ¥/ —1.8in ?),
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also ist auch, wenn man dic Werthe von ¢ und Sin¢ Cos ¢ wie-
der durch @ ausdriickt:

an

@:T; —Vb-=+gL-L z* = . IOD( T

wo man in der Grilse nach dem Lugzu‘ithmuszcichen auch den

constanten Nenner b* ganz weglassen kann, da er schon in der
Constante der Integration enthalten vorausgesetzt wird.
Soll dann @ mit & zugleich verschwinden, so hat man

2b2m

Const = — log b.

(A

Setzt man endlich in dem so erhaltenen Ausdrucke zuerst
#=-b und dann 2=—10, so gibt die Diflerenz beyder VWerthe
fiir die gesuchte Oberfliche des ganzen abgeplatteten Sphiroids

brr 1 4 e
2a*w — log ———.
shver OBl os
Fiir e=o oder a==b wird der letzte Ausdruck die Ober-

fliche der Kugel gleich 4a* z, wie zuvor, geben.

§. 257. (Complanation des Rotationskorpers der
Astrois.) Setzt man, wie oben, fiir die Aslrois
z = aCos’p und y = a Sin*g,
s0 erhilt man
ds = — 3afdg Sing Cos g,
und daher auch fiir die Oberfliche des Korpers, der durch Ro-
tation dieser Curve um die Axe der z entsteht:
$ = — ba*z [do Sin*p Cos ¢,
wovon das Integral, nach . 230, V., genommen werden konnte.
Allein nach der Bemerkung des §. 234, I erhilt man kiirzer noch
fde Cosg . Sintg = §Sin’¢,,
so dals man daher hat:
$ — — a2z Sin’¢ -~ Const.
Ist d=o0 fir ¢==qo, so0 ist

Const —= za*=,

and daher

d = 2q*x (1 — Sin’ ¢).
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Dieser Ausdruck fiir =0 doppelt genommen, gibt fiir die
Oberfliche des Kérpers, der durch die Rotation der ganzen
Astrois um die Axe der x entsteht, den VWerth

2 a? .

§.268. (Complanation derjenigen Flichen, welche
durch die Rotation der Cyclois entstehen.)

A. Wenn sich die Cyclois um die Axe 4B (Fig. 104) dreht,
s0 hat man, wie in {. 249:

a (p — Sing) und
a (1 — Cosg),

Il

¥
also auch

a

yds = a*dg (3 Sinlg — Sind_‘?),
2

und daher, nach §. 230, L:

¢ = 2xfyds = ax (E;COS%? — ba? Cos}g.o) -} Const.
Soll @ mit ¢ zugleich verschwinden, so ist
Const — Patxy
also ist auch die Fliche, welche durch die Rotation des Bogens
AM der Cyclois um die Axe 4B entsteht:
¢ = 2a’x (5C0s29 — 6 Costg - 29),

Nimmt man diesen Ausdruck fir ¢ — 180 doppelt, so erhiils
man fiir die Fliche, welche durch die Rotation der ganzen Cy-
clois 4D B um 4B entsteht:

b = Lg2q,

B. Wenn sich aber der Bogen DM um die Tangente DE
der Cyclois in ihrem hichsten Puncte D dreht, so hat man, nach
. 207, L, fiir die Gleichungen dieser Curve

2 = a (¢ 4 Sing),

g = a (1t — Cosg);
also auch

ds = 2ade Cos<g,
und daher

16 a*

= 2z [yds = Sin® - ¢

J
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wenn @ mit ¢ zugleich verschwindet, oder wenn der Bogen D M
der Curve von dem Puncte D an gezihlt wird,

Nimmt man diesen Ausdruck fiir g==180 doppelt, so er-
hilt man fir die ganze, auf diese VVeise entstehende Fliche:

@ = a’rm;
und diese Flache wendet ihrer Rotationsaxe DE die convexe
Seite zu, wihrend die erste (in A) durch @ bezeichnete Fliche
ihrer Axe 4B die concave Seite zukehrt. Auch ist, wie man
sieht,
¢ — od oder O - ¢ = 32a*~m.

C. Wenn sich ferner der Bogen der Cyclois um die AxeCD

dreht, so hat man wieder

Z a (1 — Cosg) und
b a (¢ —1— Sin @),
und daher auch fiir das Element des Bogens

Il

ds = 2adg Cos;¢ und
yds = 2a*dg (¢ -+ Sing) Cos 9,
wovon das Integral ist
fyds = 8a* (¢ Sin9 | Cos9 — 1Cos?Ltg) -~ Const,
Soll dieses Integral fir p=0 verschwinden, so ist
Const = — - a%
und daher
@' — 160z (2¢ Sinip 4 Cosip — 3C0s* 30 — 2)s
woraus man fiir p==180 erhdlt:
o' = B (x— s
und diels ist die Oberfliche des Korpers, der durch dieRotation
des halben Bogens D M 4 der Cyclois um die Axe CD entsteht.
D. YWenn sich endlich der Bogen 4D um die Tangente 4 E
in dem Anfangspuncte 4, die daselbst senkrecht auf 4B steht,
drveht, so ist wieder
xz = a(n — Cosp),
y = a (p — Sing),
also auch

ds = ad@ V2 — 2Cos ¢,
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und daher

Jyds = 2a* (48in}p — 29 Costp — £Sin3 2 p),
wenn dieses Integral mit ¢ zugleich verschwindet, so dafs man
daher hat:

"= fa*x (4 Sinip — 2pCostp — 4 Sin’ 2 p).
Fir p=3060 gibt dieser Ausdruck
"= 16 at =2,

fiir die Oberfliche des Korpers, der durch die Rotation des
ganzen Bogens 40 B der Cyclois um die Tangente derselben in
A oder B entsteht. Diese Oberfliche ist demnach gleich der
Fliche eines Kreises, dessen Halbmesser J;.a\/r: ist.

e TR —




Zwey und drey(sigstes Capitel.

C o batur.der K orpier.

6. 259. (Eléement der Korper.) Wenn man, wie in
§. 252, einen gegebenen Korper durch zwey niichste der 2z, und
eben so durch zwey nichste der yz parallele Ebenen schneidet,
so erhilt man dadurch einen von diesen vier Ebenen eingeschlos-
sencn Theil MN'R Q' (Fig. 101) des Korpers, der die Gestalt e1-
nes rechtwinkligen Parallelepipedums hat, dessen endliche Sei-
tenlinien QM, RN, . . . auf der Ebene der 2y senkrecht ste-
hen, und dessen Basis QR Q'R, in dieser Ebene der zy, die
Seitenlinien QQ = RR =dz und QR= QR = dy hat, so
dals daher die Fliche dieser Basis, wie in {. 252, gleich dem
Producte da . dy ist

Schneidet man dann den so erhaltenen Theil MNRQ des
Korpers noch durch zwey andere einander niichste und der 2y
parallele Ebenen, deren Distanz von einander daher gleich dz
gesetzt werden kann, so wird das zwischen den letzten beyden
Ebenen enthaltene Element jenes Theiles des korperlichen Vo-
Jums ein rechtwinkliges Parallelepipedum seyn, dessen Basis
gleich der Basis QR Q'R des erwihnten Theils, und dessen Hihe
gleich d =z ist, dessen Volum also auch (nach §. 161.) gleich dem
Producte dz . dy .dz seyn wird.

Da man dergleichen schneidende Ebenen durch alle Puncte
des Korpers legen kann, so wird dadurch der ganze Korper in
solche unendlich kleine senkrechte Parallelepipede zerlegt wer-
den, und ihre Summe wird das Volum dieses Korpers seyn.
Nennt man also 7 dieses Volum, so wird das Element desselben
scyn

dV = da .dy . dsz,

I. Auch hier wird der Ausdruck fir d7 einfacher, wenn

man nur solche Kérper betrachtet, die durch die Rotation der

Fliache einer Curve um eine gerade Linie entstanden sind, Ist
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diese Gerade zugleich die Axe der 2, so wird, wie in §. 252, L,
jede auf diese Gerade senkrechte Ebene den Kérper in einem
Kreise schneiden, dessen Mittelpunct in der Axe der 2, dessen
Halbmesser gleich der auf dieser Axe senkrechten Ordinate y,
und dessen Fliche daher =y* seyn wird.

Zwischen dieser und der nichstfolgenden schneidenden auf
derselben Rotationsaxe senkrechten Ebene, deren Entfernung
von der ersten daher gleich da ist, wird ein Theil des Kérpers
enthalten seyn, der die Gestalt eines Cylinders hat, dessen Ba-
sis =y* und dessen Hohe da, dessen Volum daher (§. 163.) auch
gleich =y* da seyn wird, und da der ganze Korper nur aus sol-
chen Cylindern von kreisférmiger Basis und unendlich kleiner
Hohe besteht, so wird auch

dif == iriytia iSRS )
das Element aller dieser durch Rotation entstandenen Korper
bezeichnen,

In der Bestimmung des Integrals dieses Ausdrucks besteht
die sogenanute Cubatur der Korper.

§. 260. (Volum des parabolischen Conoids.) Wenn
man die Fliche einer Parabel, deren GIeichung ist

2

Yy  =ax,
um die Axe der 2 dreht, so hat man fiir das Volum des so ent-
stehenden Kérpers nach der Gleichung (D)
V = zfy*dz = azfadz = Laxa?,
wo ¥ mit 2 verschwindet, und wo (Fig. 85) 4P = z und
PM =y ist.
Erginzt man das Rechteck, dessen zwey Seiten 4P und
PM sind, und dreht man dann dieses Rechteck um die Axe 4P
der 2z, so entsteht ein Cylinder mit kreisférmiger Basis, wo »
der Halbmesser dieser Basis, und « die Hohe des Cylinders, also
auch (§. 163.)
V= zyie = ana?
das Volum dieses Cylinders ist. Da sonach #'— 27 ist, so
wird das Volum dieses Cylinders durch die Oberfliche jenes pa-
vabolischen Conoids in zwey gleiche Theile getheilt,
Ist endlich /" das Volum des Kegels, der durch Umdre-
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hung der geradlinigen Sehne 4 M um die Axe der a entsteht,
und dessen Volum daber

V= trysa = s adnrs
ist, so hat man

v 1 v 3

— == und — = =.

72 P 78 5

I. Wenn sich, statt der Parabel, die gerade Linie, deren

Gleichung
e oo
ist, um die Axe der 2 dreht, so hat man fir den so entstehen-
den Kérper, den senkrechten Kegel mit kreisférmiger Basis,
V= =zf[ydz = ;a*za® = jny*z,

iibereinstimmend mit {§. 163,

6. 261. (Volum des hyperbolischen Conoids.)

Ist in der Hyperbel (Fig.83) 4P = x und PM = y, so hat man
fiir die Gleichung dieser Curye (nach §. 200)

4 ab2x b2 x>
P L
und daraus erhilt man sofort
btm
V= rlrtdae = sqa ) da
fj a2 f( + ) ?

wovon das Integral nach §. 234, L ist

(as* +3a)

"~
2o
T

Vili—

u'.l
oder auch

bt w2t
V= Ilzxay>
o el
Der erste Theil des letzten Ausdrucks ist der von dem ge-
l‘adlinigcn Dreyecke A DM P beschriebene Kegel, also ist auch der
b2 moxt

zweyte Theil oder

dasjenige Volum, welches das hyper-

bolische Segment, das von der Sehne 4 M und dem Bogen A M
begrenzt wird, wihrend dieser Drehung der Hyperbel um AP
beschreibt.

I. Legt man aber der Hyperbel die Gleichung

at 4
I k= ] |

a-

zu Grunde, wo CP = 2 und PM =y ist, und wird dann diese
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Curve um eine durch C auf die grofse Axe 4 B senkrechte Gerade
gedreht, soist das Volum des so entstchenden Kérpers

g ars i 5
Ve=m=xnfardy = ff‘:-f(_b- S )dy,
und daher
atm - v
B bt nals )

wenn ¥/ mit y zugleich verschwindet.

§. 262. (Volum der .K'u{);(:l.} Ist BAD (Fig. 103) ein
Kreisbogen des Halbmessers BC = DC == a, und ist AP = x,
PB =y, so hat man ({. 199.)

Y= a2axr — %,

Heilst daher 7' das Volum, das durch die Rotation des Kreis-

abschnittes 4 BP D um die Axe C A entsteht, so ist
V' — :rf‘)-ld;r = = (az* — %a%).

Nimmt man diesen Ausdruck fir z=a doppelt, so erhilt
man das Velum der ganzen Kugel gleich £a® =,

I. Um eben so das Yolum 7 desjenigén Korpers zu erhal-
ten, der durch Rotation des Kreisausschnittes 4CB um A4 C ent-
steht, so hat man zuerst fir das Volum 7" des Kegels, der durch
Rotation des rechtwinklizen Dreyecks BPC um AC entsteht
(nach §. 260, L):

V'= iz (a—z) (2a2—2?);
und da ¥ = 7' -} 7" ist, so hat man auch fiir das gesuchte Vo-
lam # des Ausschnitts 4C B
V= 2arz,

Nimmt man diesen Ausdruck fiir z=a doppelt, so erhilt
man fiir das YVolum der Kugel Bi Pz, wie zuvor.

II. Ist bad ein dem vorhergehenden concentrischer Kreis-
bogen des Halbmessers Ca = a/, und ist Cp = 2/, so ist das
Yolum des Ausschnittes 6 Cp (nach L)

v = %a’l Tz
also ist auch das Volum des von der Fliche 4 Bba 4 um AC be-
schriebenen Korpers, oder so ist das Volum des gegebenen Thei-
les einer Kugelschale, deren Dicke a —a' ist, gleich

V—v =izx(a*ax — a%*a?),
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x Ty
oder da — = — ist:
v @
. 2
Vi ior == (a3 ==0a )il
3 (14 ( ) &

Nimmt man auch diesen Ausdruck fiir 2 =a doppelt, so er-

hillt man fiir das Volum der ganzen Kugelschale:

‘g __iT‘- 9 AT
¥ —u_.—_du(a‘—rr‘),

und setzt man in diesem letzten Ausdrucke die Grolse a=o, so
erhiilt man £ a3 = fir das Yolum der Kugel, deren Halbmesser a
ist, wie zuvor.

1II. Um eben so das Volum / des Kiérpers zu erhalten, der
durch Rotation des Kreisabschnittes B.D 4 um seine Chorde BD
entsteht, sey CP=1b, PB=PD = ¢ ung P e=2 R OIN =15
so hat man fiir die Gleichung des Kreiscs

(b4 9)? | 2 = a® oder

¥y = ar — b* — a* — 2by,

und daher auch ;
fy'-' da = (a2 —b)z — ja°® — 2 bf‘)dl
Allein fiir @ =¢ ist

- A alb
[yda = fa*ArcCos - ke tbe,
&0

also ist auch, wenn z=c genommen wird, das gesuchte Yolum
% 2 2 2 2 G b
V == 2zc(2a*4-b) — 2xa*b . ArcCos o
Fiir b—o ist ¢=a, also auch das Volum der ganzen Ku-

1 i a3 P
gel gleich ;a’x, wie zuvor.

§.263. (Volum des verlingerten Sphiiroids.) Wenn
sich eine Ellipse um ihre grofse Axe 2a dreht, so hat man

o

— = 1,

b*
also ist auch das Volum des durch diese Rotation entstchenden
Slxh.‘jl'uitls

g (10 3 SN :
Vi r(yrdai— ———la? == sat)y
2 (25

wenn 7 mit 2 verschwindet. VVird dieser Ausdruck fir o=—a
doppelt genommen, so erhilt man fix das Yolum des ganzen

Littrow's Anfangsgr, J. gesammt. Mathem. 20
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Sphiroids
V = tabtx
Fiir b==a erhilt man 7 = {a’z, das Volum der Kugel,

Wie Zuyor.
(Volum des abgeplatteten Sphiiroids.)

§. 204.
Wenn sich eine Ellipse um ihre kleine Axe dreht, so hat man

an 2

By Y =1
% Pl b L )
b2 a2

und daher auch das Volum des so entstehenden Korpers
53044 arnx ..., Fhs
V =xfytde = e (6% — sa?).
Dieser Ausdruck, fir #=25 doppelt genommen, gibt das

Volum des ganzen abgeplatteten Sphiroids
FVic= %az bx.

| Man sieht daraus, dals sich das Volum des abgeplatteten
'; Sphiroids zu dem des verlingerten wie a zu b verhilt,
il §- 265. (Volum der cycloidischen Sphiiroide.)
i A. Venn die Cyclois 4 M D (Fig.104) sich um die Gerade 4B

dreht, so hat man, wenn 4P = 2 und PM =y ist;
a(p — Sin g ),
a(r — Cosg),

ol | —

Y =
also auch
a’dp (1 — 3Cos¢ -}~ 3Cos*¢p — Cos39),

y'lda: =
und davon ist das Integral, wenn dasselbe zugleich mit ¢ ver-

schwinden soll:
[ridz = a® (i;‘: — *28ing -} 2 Sin 29 — L Sin 3@)‘
Daraus folgt, dals das Volum jedes Theiles des so entste-

|
' henden Kérpers ist
¥y 25 [30¢ — 458ing + 45 Sin2¢ — Sin3¢]
= 3 ¢ L} $ 4 a9 ? i
Nimmt man diesen Ausdruck fiir ¢ == doppelt, so erhilt
man fiir das Volum des Kérpers, der durch Rotation der ganzen

Cyclois 4D B um 4B entsteht:
Vie=bgixk
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B, Wenn sich aber dieselbe Cyclois um die Tangente D E
des hochsten Punctes D dreht, so hat man

F z = a(p | Sing),

y = a(r — Cosp),

und daher auch

V' = =fy*de = ZZ (bp — 3Sinp — 38in2p - Sin3p).

Nimmt man diesen VWerth fiir @ == doppelt, so erhilt man

o

P =gt

fiir den Kérper, der durch Rotation der doppelten Fliche A MDE
um D E entsteht, welcher Korper demnach der Axe DE seine
conyexe Seite zuwendet.

Es ist demnach, wenn man diesen VWerth von F' mit dem
¥V der Nr. 4. vergleicht:

¥ = 57,

VWenn aber das Rechteck, dessen zwey Seiten 4B und 4 E
sind, um dieselbe Axe D E gedreht wird, so entsteht ein Cylin-
der, dessen Volum gleich §a®=* ist. Zicht man davon das Yo-
lum #'= a®=* ab, so erhilt man

7 a:i '_T:
fir das Volum des Korpers, der durch Rotation der Fliche
AMDBC A un DE entsteht.
C. Wenn sich ferner die Cyclois um die Axe CD dreht, so
hat man
x = a(1 — Cos p),
y = a(p+ Sing),
und daher auch
ydx = a*d ¢ (p*Singp | 29 Sin* ¢ - Sin® ¢),
also auch fiir das gesuchte Yolum

V'— ad3= L@"‘ (t — Cos @) + 2¢ (Sin p — Sin 29)

\ 4 2Cosp — Cos2p - 5 Cos3p — 3|
Fiir p === gibt dieser Ausdruck
7 dadw 5
Fi—= o [r:' — —'L 3

oder das Volum des Korpers, der durch totation der Flache
AMDC wm CD entsteht.
D). Wenn sich endlich die cycloidische Fliche um die Tan-

29 *




|

i erwiahnte Fliche X, und die Hohe da ist, so dals man daher
i
|

452

gente 4 I\ im Scheitel 4 dreht, so ist

§. 266.

2 = a( — Cos 9),
Ji=iai(gi— Sinig), 1
also auch 7= = [y*d 2 oder

V"= a*z[;Cosy | $Cos2¢ 4~ L Cos3¢p — 12]
+ a*z[2¢ Sing — Z9S8in2¢p — ¢* (£ - Cos ¢)].
Fiir ¢ = 2 = erhilt man
V'= 6a®=x*

als das Volum des Korpers, der durch Rotation der ganzen Fliche
AMDB um AE entsteht.

Noch hat man zwischen diesen Kérpern die Gleichung

Fe— bzl =i

§. 266. (Anwendung des allgemeinen Ausdrucks
(D) auf solche Kérper, die nicht durch Rotation ent-
standen si“([,) Wenn ein Kérper auch nicht durch Drehung
einer Curve um irgend eine Gerade entstanden, wenn er aber
doch so beschaffen ist, dals er, in Beziehung auf eine gerade,
durch den Kérper gehende Linie, zu beyden Seiten dieser Ge-
raden symmetrisch gebaut ist, so bezeichne X die Fliche des
Schnittes, welcher durch eine auf die Axe der 2 senkrechte Ebene
in dem Kdérper entsteht, und man wird dann diesen Kérper, eben
§0 wie in Q 259, L, als aus Cylindern bestehend betrachten kon-
nen, von welchen die, hier nicht mehr kreisférmige, Basis die

fiir das Element aller dieser Korper haben wird
df’:f}f.d.r S L)
Die Gleichung
5 22 o2 22
P + — —|... — == 1,

: a> bz o2
{ die wir schon oben ({.2106.) betrachtet haben, stellt eine solche
in Beziehung auf alle drey Coordinatenaxen symmetrische Fliche
dar,

Wird diese Fliache z, B. durch eine auf die Axe der = senk-
rechte Ebene geschnitten, so wird dieser Schnitt, dessen Fliche
wir iiberhaupt X genannt haben, die Gestalt einer Ellipse ha-
ben, und da man allgemein hat




B

ot .

§. 260. 1563

2 z2 z2
—— — ] — —

= B oA n 9
b= c* a=

so sicht man, wenn man diese Gleichung mit der allgemeinen

e
1

Xz 1
B

Gleichung
1

o

b-v" _£ und C‘.Vl ==

8o dafs man daher fiir die Fliche dieses Schnittes (nach §. 245.)

zusammenstellt, dafs die Halbaxen jenes elliptischen Schnittes

sind ;
]

haben wird :
o)
X = bc:r.(l — _':).
-

Mit diesem Werthe von X gibt die vorhergehende allge-

meine Gleichung:
V — fX(fa: = bC-‘?r(.t‘ — 6:)'

Dieser Ausdruck fir 2 —gq doppelt genommen, gibt das

Volum ‘des ganzen Sphdroids mit drey Azen gleich
V = taber.
Ist c=b, so erhdlt man aus der letzten Gleichung das Vo-

lum des verlidngerten Sphiroids:
V=2labn

Ist aber c=ga, so hat man fiir das Volum des abgeplatteten

Sphiroids .
V= 3a*bx,
Ist endlich c=b=—=a, so erhilt man fiir das Volum der

Kugel:
Fi=y i
i — Tft'}?-‘.',
alles iibereinstimmend mit Demjenigen, was fir diese Korper

schon oben gefunden wurde.




Drey und dreyfsigstes Capitel.

Statische Bestimmung der Oberfliche und
des Volums der Rot.at‘lonskﬁrpei

0. 267. (Allgemeine Ausdricke fiir diese Bestim-
]]11][1:_5,) ‘\\n‘ wollen nun annehmen, dals die krumme Linie,

durch deren Rotation um die Axe der z cine Fliche erzeugt wer-
den soll, um irgend einen innern Punct derselben, nach allen
Richtungen von diesem Puncte aus, symmetrisch gebaut ist, so
dals einem jeden Elemente der Curve auf der einen Seite dieses
Punctes ein eben so weit von diesem Puncte entferntes zweytes
Element auf der anderen entgegengesetzten Seite dieses Punctes
entspreche, zwischen welchen beyden Elementen daher dieser
Punct in der Mitte liegen wird. Da dasselbe, des vorausgesetz-
ten symmetrischen Baues dieser Curve gemils, von jedem cor-
respondirenden Elementenpaare der Curve, in Deziehung auf
denselben inneren Punct, gelten soll, so wird dieser Punct als
der Miitelpunct der ganzen Curve zu betrachten seyn, wie diels
z. B. in dem 1\1‘0159, in der Ellipse, in der Astrois u, f. der
Fall ist.

Sey MQ M (Fig. 105) eine solche symmetrische Curye, und
C ihr Mittelpunct, so wie M C M’ irgend eine durch diesen Mit-
telpunct gehende Sehne oder ein Durchmesser der Curve. Man
ziehe in der Ebene dieser Curve, aufser derselben , die Gerade

P AP in einer willkiirlichen Richtung, und nehme diese Gerade

j'.!
fiir die Axe der 2 an, so dals die von den Puncten M, C, M
auf diese Gerade gefillten Lothe die Ordinaten dieser Curve be-
zeichnen, Noch sey € ¢ und M'Q’ mit der Abscissenaxe PP pa-
rallel.

Da fiir die symmetrische Curve, der Voraussetzung gemils,
die Distanz der beyden Puncte M und M’ von dem Mittelpuncte
C gleich grofs, oder da €M = CM ist, so hat man auch in den

beyden rechiwinkligen Dreyecken C I.ffr und CHM'Q die Seite
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QM = QC. Bezeichnet man daher durch » die Ordinaten PM
and P M’ von je zwey zusammengehirenden Puncten M und M
der Curve, und nennt man ¥ die Ordinate A C ihres Mittelpunc-
tes C, so hat man
PM = AC - @M und
PM = AC — QC,
also auch, wenn man diese beyden Gleichungen addirt, da
PM =PM=y und 4C =Y, so wie QM = Q'C ist:
y=x,
und daher auch, da das Element ds des Bogens in dem Puncte
M dasselbe mit dem in M’ ist:
pds= Yds.
Nimmt man aber die Summe aller dieser Ausdriicke fiiy je-
des Punctenpaar der Curve, so hat man

fyd's = rds,

oder da ¥ = AC eine constante Grifse, also auch
fYds = Y [ds,

und da tberdiefs fds oder s den Umfan

zeichnet :

8 der ganzen Curve be-

[Yds = Ys,
oder endlich
f)’ dig=aVal s
Allein nach §. 252 (Gleichung C) hat man fiir die Ober-
fliche @ eines jeden Rotationskérpers, wenn die Drehungsaxe
zugleich die Axe der z ist, den Ausdruck
= axzfrds,
also ist auch, wenn man in diesem Ausdrucke den erhaltenen
Werth von fyds =Y substituirt: j
S T v TR § )
wo S8 den Umfang der ganzen Curve, und ¥ den senkrechten
Abstand ihres Mittelpunctes von der Rotationsaxe bezeichnet.
I. Man siecht aus dieser Darstellung, dals der erhaltene
Werth von & immer derselbe bleibt, welche Liage auch die Curve

um ihren Mittelpunct C einnimmt, wenn nur die senkrechte Di-

stanz ¥ ihres Mittelpunctes von der Drechungsaxe nicht geindert
wird.

R
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II. Derselbe Schluls wird sich auch auf das Volum derjeni-
gen Kirper anwenden lassen, welche durch Rotation der Fliche
einer symmetrischen Curve um irgend eine Axe entstehen. VVie
nimlich, nach der Gleichung (I"), die Oberfliche dieser Kérper
als das Product des Umfangs S der Curve in die Peripherie des
Kreises, dessen Halbmesser ¥ ist, betrachtet worden ist, so wird
auch das Volum 7 dieser Korper durch das Product der Flache F
dieser Curve (die man nach Cap. 30 findet) in die Peripherie
2z Y desselben Kreises dargestellt werden, so dafs man dem-
nach fiir das Yolum dieser Kérper den Ausdruck haben wird:

Vi o). Yol "Wl e sipl(G):

In der Statik oder in der Lehre von dem Gleichgewichte
der Koérper ist dieser Mittelpunct unter der Benennung des
Schwerpuncles bekannt.,

Gehen wir nun zu der Anwendung der beyden allgemeinen
Gleichungen (F) und (G) iiber, und betrachten wir zuerst einige
einfache geradlinige Figuren.

§. 208. (Korper, die durch Rotation eines regel-
miilsigen Dreyeckes entstehen.) Ist a der Halbmesser des
Kreises, der einem regelmiflsigen, d. h. einem gleichseitigen
Dreyecke umschrieben ist, so hat man (nach §. 121.) die Seite
dieses Dreyeckes gleich a|/3, also auch fiir den Umfang § und
die Oberflache F desselben

S =3a)3 und F=3ia|/3.

Nennt man daher ¥ =d die senkrechte Distanz des Mittel-
punctes dieses Dreyeckes yon seiner Rotationsaxe, so hat man
fir die Oberfliche ¢, und fiir das Yolum 7 des Kérpers, der
durch Rotation des gleichseitigen Dreyeckes um jene Axe ent-
steht, nach den Gleichungen (F) und (G) die Ausdriicke

$ — bad=x)/3 und
V— 2a*d= VrS.

L. Dreht sich demnach das Dreyeck 4 BC (Fig. 100) um eine
durch seinen Scheitel C mit der Basis 4 B parallel gehende Axe,
50 ist d = a, also auch

¢ = 6a*z}3 und ¥'= a%z)3,
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oder auch, wenn & = a \,;"'3 die Seite des Dreyecks bezeichnet
@ = ab*z|/3 und Vi= 1b*r.

1.. Dreht sich aber dasselbe Dreyeck um seine Basis 4 B,

so ist d = ~a, und daher

@'= 3a V 3 = bz V '3 und
P 7 2V 3 Aaghi
§. 269. (Rotation des regelmilsigen Vierecks.)

Ist a der Ha]bmcssex des dem ﬂu.lﬂmlt, umso huebcm,n Kreises,
so ist die Seite desselben b =al/ 2, der Umfang S = hal 2
und die Fliche F — 2 a®> Bezeichnet daher wieder, hier und in
der Folge, d den senkrechten Abstand des Mittelpunctes der Fi-
gur von der Rotationsaxe , so ist

G —] {iadﬁv"z und

= fu*dxr,

1. Dreht sich daher das ﬂu'\dlat ABCD (Fig. 107) um eine

(43
seiner Seiten 4 B, so ist d = —, und daher
Ve
& — 8a*7 — 4b*x und
V== 9.(1"7:\/2 =0

1. Dreht sich aber dasselbe Quzu]rut um eine Gerade ab
(Fig. 108), die durch eine Spitze A des ('}ua(!mls parallel mit der
Diagonale B D geht, so hat man d=a, und daher

¢ = 8&17:'\/'2. =— 4 E:’-'r:\/z und

V'= hadz = b rc\/g.

§. 270. (Rotation des regelmilsigen Fiinfe cks.)

Ist wieder a der Radius dieses 1’01) ons, so st (§. 121, 1IL)

die Seite desselben
\/3 — /5
a —T"*u

und daher der Umfang des Fiinfecks

5— V5
penselALT Y
2

und die Fliche desselben

T B

Mit diesen Werthen erhilt man ans den Gleichungen (F)

Littrow's Anfangsgr. d, gesamml Mathen 30
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und (G) fiir die Oberfliche und das Volum des durch Rotation

dieses Polygons entstandenen Korpers :

5— v5

D= madr.-\/-——,
2

3 5 Vh

V = ;—a" (f?:\/L.
2

I. Wird dieses Fiinfeck um eine seiner Seiten gedreht, so ist

d = ia(14V5),

; < 54 v5
D=t ‘/_I' —i,

V' = fa*z}/5 4 2V/5.

1I, Wird es aber um eine Gerade gedreht, die durch eine

und daher

Spitze des Polygons senkrecht auf den Radius desselben geht,
so0 ist d =a, und daher

P P
5 —vb
o — loa‘xV—,
2
5 o i) 5
Vie= 2 g% ‘/————
b 2

Eben so erhdlt man fiir das regelmifsige Sechseck, wenn a
den Radius, oder was dasselbe ist, die Seite desselben bezeichnet :
Se=oba und F = a*}/3,

und daher auch
& — 12¢dx und ¥V = 3Ja? dﬂr\/:ﬁ.

. 271. (Rotation des f{.reises.) VWenn der Kreis des
Halbmessers a um eine gerade, aulser ihr liegende Linie gedreht
wird, so hat man fiir den Umlang des Kreises

S =z2ax,
und fiir die Fliche desselben
Fi=a*»,
also ist auch, wenn d den senkrechten Abstand des Mittelpunc-
tes von jener Ilotationsaxe bezeichnet:
® = Lfadz® wund
Fi=roatidin:.

Ist d = a oder wird der Kreis um eine seiner T'angenten

gedreht, so hat man
& = fa%x* und
Vi = 243z,

und die beyden letzten Ausdriicke geben die Complanation und




die Cubatur desjenigen Korpers, dessen Gleichung
V at 49 — Va*—z* = a
wir bereits oben (§.224, 1I. und (§-225, Ex, 1) mitgetheilt haben.
1. Eben so hat man fir die Fliche F der Ellipse, deven
Halbaxen @ und b sind (nach §. 245.):
Boe=labmx.
VWird diese Ellipse um ihre Tangente im Endpuncte de

grofsen Axe gedreht, so ist d==a, und daher
F'= aa*b=*
Wird sie aber um ihre T'angente im Endpuncte der kleinen
Axe gedreht, soist d=0 und
Vi= aab?z.
Setzt man in den beyden letzten Ausdriicken von 7" und
7" die Grolse b =a, so erhilt man
Fai—snalat

fiir die Rotation des Kreises um seine Tangente, wie zuyor.

§. 272. (Rotation der Lemniscate.) Fir diese Curve

haben wir oben (§. 247.) gefunden

F = 2 a2,
wo (Fig. 89) AC = 4B = a\/z ist. Da der Mittelpunct die-
ser Curve in dem Anfangspunecte 4 der Coordinaten liegt, so hat
man, wenn die Drehungsaxe durch den Scheitel B senkrecht aul
die Abscissenaxe BC geht:
Y —= 4B = a\/ﬂ, also auch
VD 2 !1.:1"‘::\/2.

Da ferner der grifste Werth der Ordinate PM = PM = y
zu beyden Seiten des Anfangspunctes 4 gleich a ist, so hat man,
wenn die Rotationsaxe MM’ durch die Endpuncte M und M die-
ser zwey grofsten Ordinaten parallel mit B C geht:

¥ = Za, und wie zuvor ‘I = 2a?,
also auch fiir den so entstehenden Rolationskorper

V'— 2a3x

§- 278. (B.OLHHOIL der _;:'X.SLE'(_}ES.) Fiir diese Curye ha
ben wir oben (. 235. und 248.) gefunden

Jatw

S — 6ig "uand (Hi—

Ist also wieder d der senkrechte Abstand des Mittelpuncies

JOR"

e =

e e et e o
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A (Fig. o) der Astrois von der Rotationsaxe, so ist
& = 12adx= und
V = za*d="
Wird die Astrois um eine Gerade gedreht, die durch den

Punct D oder E parallel mit der Abscissenaxe BC geht, so ist

o =a, und daher

& — a12a’x.,
o ke
Pe— Ty (1T

Geht aber die Rotationsaxe durch zwey benachbarte Spitzen

v - v - ~ . } @ A
Cund E, oder C und D der Curve, so ist d = — , und daher
. 12 a2 7

(ei) —

§. 274. (H otation der 'C_‘).(,:m»-) Obschon uns der Out
des Mittelpunctes fiir diese Curve sowohl als auch fir ihre Fliche
nicht gegeben ist, so ist doeh bekannt, dals er irgendwo in der
Geraden CD (Fig. 104) liegen muls, weil die Curve zu beyden
Seiten dieser Geraden symmetrisch vertheilt ist.

Nimmt man daher die Hotationsaxe mit dicser (Geraden CD
parallel und von ihr um die senkrechte Distanz 4 entfernt an, so
wird man, da (nach §. 238, und 24q.)

P SlgZiziinnd WSi==t8d
ist, fiir den so entstehenden Rotationskérper die Ausdriicke
haben :
¢ = 1badx,
V — ba*d=z".

Ist daher die Rotationsaxe '/,u:c;]cicll die Tangente 4B im

Scheitel 4 der Cyclois, so ist d = C4 = a =, und daher

@ = 16a* =",

V' = bad=?,
itbereinstimmend mit §. 258, D. und . 265, D.

e e A T Y e ————
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