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T

Vorrede.

Die gegenwärtige Schrift erscheint nahe zu gleicher
Zeit mit der » kurzen Anleitung zur gesammten Mathe -
matikj « welche letzte von jener, in der That früher vol¬
lendeten, gleichsam als ein Auszug betrachtet werden
kann, obschon in beyden Schriften Ordnung und Beweis¬
art häufig ganz verschieden ist.

Schon in dem Vorworte zu dieser Anleitung habe ich
mich über das Sichten und Verwerfen des früher Gesam¬
melten, und über die Hindernisse erklärt, die sich die¬
sem Geschäfte, recht ausgeführt, entgegen setzen. Mir
wenigstens wurden diese Hindernisse erst dann recht fühl¬
bar, als ich mich nur mit Widerstreben von immer meh¬
reren Gegenständen losreifsen mufste, die doch, ihrer
Schönheit und ihres Nutzens wegen, der Aufnahme so
würdig schienen. Allein vielen meiner Freunde, die ich
Ley der Ausführung vorzüglich zu beachten suchte, schien
im Gegentheile meine Entsagung noch immer nicht weit
genug gegangen zu seyn, und auf diesen ihren Rath ist
der erwähnte Auszug entstanden. — Meiner Besorgnifs,
in demselben gar zu mangelhaft zu erscheinen, suchten
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IV Vorrede.

sie dadurch zu begegnen, dafs man, neben dieser kürze¬

ren, auch jene erste, oder die gegenwärtige viel weiter

gebende Schrift, bestehen lassen sollte, und dafs, da ja

doch beyde immer nur als eine erste Anleitung dargebo¬

ten werden, die Folge bald entscheiden werde, welche

von ihnen die Leser mehr anspricht. Auch könnte,

wie sie dafür hielten, das eine für die erste, das andere

für die weiter gehende Selbstbildung, oder jenes für die

unteren, dieses für die höheren Classen des öffentlichen

Unterrichts angemessen gefunden, und so beyden Ab¬

sichten, wie es wohl wünschenswerth wäre, entsprochen

werden.

Diese Vorschläge schienen lockend genug, aber sie

sind nicht ganz eben so leicht ausführbar. Der gute Wille

und die Absicht, etwas recht Nützliches zu thun, mag

immerhin sehr lobenswerth seyn. Aber damit ist noch

lange nicht alles gethan. Denn Zeit und Lust und Kraft

fordern auch ihre Rechte, und diese hängen nicht immer,

wie jene, von uns ab.

Wie es aber auch damit beschaffen seyn mag: guter

Rath, sagt“man, kömmt über Nacht, und was nicht a priori

als das Beste erkannt werden kann, wird sich vielleicht

desto sicherer durch den Erfolg erkennen lassen. Auf

ihn wollen wir daher die Hoffnung, und nach ihm das

künftig zu beobachtende Verfahren zu richten suchen.—

Wenn nämlich einer von jenen beyden Versuchen des

Beyfalls der Leser und einer anderen Auflage sich er-



Vorrede. V

freuen sollte, so würde es mir am geratensten erschei¬

nen, den minder begünstigten seinem Schicksale zu über¬

lassen, und dafür jener ersten Schrift eine andere, gleich-

^sara einen zweyten Theil, folgen zu lassen, und densel¬

ben, ohne weitere Wiederholung der ersten Elemente,

auf jenem ersten, als auf einer Basis zu erbauen, so dafs

das eine da beginnt, wo das andere geendet hat, und

dafs, in ununterbrochener Folge, durch den ersten, für

sich als selbstständig zu betrachtenden Theil, der An¬

fänger oder der blofse Freund der Wissenschaft, durch

den anderen aber auch derjenige zufrieden gestellt würde,

der eine nähere Bekanntschaft mit dem Gegenstände ein¬

zugehen wünscht. Auf diese Weise könnte auch jener

Doppelzweck der oben erwähnten niederen und höheren

Unterrichtsanstalten erreicht, und ein noch immer ge¬

drängtes, nur auf das beyden Zwecken Nolhwendige sich

beschränkendes, und doch allen Classcn von Lesern an¬

gemessenes Lehrgebäude der Wissenschaft aufgestellt

werden.

Bis dahin aber habe ich es vorgezogen, mehr dein

Beyrath meiner Freunde, als meiner eigenen, so eben

ausgesprochenen Ansicht zu folgen. Mögen sie meinen

aufrichtigen Dank für den Antheil, den sie der Sache

schenkten, annehmen, und wenn ich hinter ihren Wün¬

schen zurückblieb, freundliche Nachsicht hegen. Auch

hätte ich, /»e/»c«Wunsch nur hörend, mich dem Unter¬

nehmen lieber ganz entziehen, und die Ausführung des¬

selben, sie wissen, mit welchem innigen Vertrauen,



VI Vorrede,

einem von ihnen selbst überlassen mögen. Indefs, nach¬
dem ich lange genug widerstanden und sattsam angeführt
hatte: cur excusatus abirem — konnte ich ihrem wieder¬

holten Drängen nicht weiter widerstehen, und übergehe f?
mich daher hiermit sammt allem, was ich habe, der
freundlichen Gunst der Leser.

Wien, den 4- November 1837.

Der Verfasser.

i
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Einleitun g-

Arithmetik,
oder

Rechnung mit bestimmten Zahlern

Littrow’s Anfangsgr, <1.gesammt. Mathem. i





Erstes Capitel.
Rechnung mit ganzen Zahlen.

1. (Numeration.) Die neun ersten ganzen Zahlen

drücken wir bekanntlich durch folgende Zeichen oder Ziffern aus :

1 . . . eins, 4 . . . vier, 7 . . . sieben,

2 . . . zwey, 5 . . . fünf, 8 . . . acht,

3 . . . drey, 6 . . . sechs, 9 . . . neun.

Dieselben neun Ziffern können aber auch alle folgenden

gröfseren Zahlen bezeichnen, indem man ihnen einen doppelten

Werth beylegt, einen absoluten, nämlich den eben angezeigten,

und einen relativen, der von dem Orte oder von der Stellung

jeder Ziffer gegen die anderen abhängt. Diese Stellung auszu¬

drücken , braucht man das Zeichen o (oder Null ), das an sich

selbst keinen Werth hat, sondern nur die leeren Stellen, wenn

es deren gibt, bezeichnet.

So drückt das Zeichen 1, allein genommen, die Einheit

aus, und diefs ist sein absoluter Werth, Allein in der zweyten

Stelle (von der liechten zur Linken) oder so ausgedrückt:

>o,

bezeichnet es die Einheiten der zweyten Ordnung oder die Zeh¬

ner. In der dritten Stelle
100

gibt es die Einheiten der dritten Ordnung oder die Hunderte,

in der vierten Stelle die Tausende, in der fünften die Zehntau¬

sende, in der sechsten die Hunderltausende, und in der sieben¬

ten endlich die Millionen oder die Tausendmaltausende.

Demnach bezeichnet also die Zahl

3 c

2 Einheiten und 3 Zehner, oder wie man sich auszudrücken

pllegt, zwey und dreyfsig Einheiten; die Zahl *
1
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4638

beträgt 8Einheiten, 3 Zehner, 6Hunderte und 4 Tausende, oder:

viertausend sechshundert acht und dreyfsig Einheiten j und eben

so beträgt die Zahl

5720406

6 Einheiten, t\. Hunderte, 2 Zehntausende, 7 Hunderttausende

und 5 Millionen, oder: fünf Millionen, siebenhundert und zwan¬

zig Tausend , vierhundert und sechs Einheiten.
So wie aber die siebente Stelle die Einheiten der Millionen

enthält, so enthält wieder

die achte Stelle die Zehner der Millionen

v neunte » » Hunderte » »

* zehnte » t Tausende »' »

und so fort, so dafs die dreyzehnte Stelle die Einheiten der Mil¬

lionen von den Millionen oder die sogenannten Billionen * die

neunzehnte Stelle die Trillionen u. s. w. enthält.

Um daher eine gegebene Zahl auszusprechen, theilt man

sie, von der Rechten zur Linken, in Classen von sechs zu sechs

Ziffern, und drückt jede Classe auf die angezeigte Weiso durch
Worte aus. So ist z. B. die Zahl

45 839407 86 o 534
gleich 45 Biliionen j

839 Tausend, 4 Hundert und 7 Millionen 3

860 Tausend, 5 Hundert und 34 Einheiten.

Numeraiion ist die Lehre, eine gegebene Zahl, den vor¬

hergehenden Vorschriften gemäfs, zu schreiben oder auszu¬

sprechen.

2. (Addition.) Zwey oder mehrere Zahlen addiren

heifst: sie zusammen zählen oder ihre Summe suchen.

Zu diesem Zwecke könnte man ganz einfach zuerst die Ein¬

heiten, dann die Zehner, dann die Hunderte u. f. dieser Zahlen,

jede für sich , addiren, die so erhaltenen Partialsummen, nach

dem relativen Range jeder Ziffer, unter einander stellen, und

dann die gemeinschaftliche Summe dieser Partialsummcn neh¬

men , wie folgendes Boyspiel -zeigt:



845 a

7385

5 . 5
§.

oder 8974
538(>

7 »3
1 3 1 5

7 13

1 5 11

Summe.. i5837 1 236 3.

Man bemerkt aber sofort, dafs es kürzer ist, so oft eine

dieser Partialsummen mehr als eine Ziffer hat, nur die Ziffer des

niedrigeren Ranges zu schreiben, und dafür die andern sogleich

zu den Ziffern des nächst höheren Ranges hinüber zu nehmen.

Dadurch erhält das zweyte Beyspiel die Form :

6974
538 9

1 2 3 6 3 wie zuvor.

Auf dieselbe Weise erhält man

8 3 5 oder kürzer 8 3 5

247 247
3 o 2 3 o 3
468 468

22 i 8 5 2 wie zuvor.

1 3

1 7

Summe.. »852

§• 3 . (Subtraction.) Zwey Zahlen subtrahireu heifst, ih¬

ren Unterschied oder ihre Differenz linden.

Man schreibt die kleinere Zahl unter die gröfsere so, dafs

in beyden dio Ziffern desselben Ranges unter einander stehen.

Dann zieht man, von der Rechten anzufangen, die untere Ziffer

von der oberen ab, und wenn diefs nicht angeht, vermehrt man

die obere Ziffer um zehn 3 indem man, um diefs wieder gut zu

machen, die nächstfolgende obere Ziffer um eine ihrer Einheiten

vermindert, welche Verminderung man, um Irrungen zu ver¬

meiden, durch einen oberen Punct anzeigen kann.

So hat man 8 4 2‘o 6 - 3 9

3614257

D i f f e r'e n z . . 4 8 0 6 3 8 3.
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Die Probe der richtig geführten Subtraction besteht in der

Addition der zw ey untersten Reihen, deren Summe der oberen

Reihe gleich seyn mufs. So ist in unserem Reyspiele

3 6 14257

4806382

Summe . . 8420639 wie zuvor.

5 . 4- (Multiplication.) Zwey Zahlen multipliciren heifst,
die eine dieser Zahlen so oft nehmen, als die andere Einhei¬

ten hat.

Die beyden gegebenen Zahlen nennt man Factoren* und die

gesuchte Zahl heifst das Product.

Wenn der eine dieser Factoren nur aus einer einzigen Zif¬

fer besteht, so kann man sein Product mit jeder einzelnen Ziffer

des anderen Factors nehmen, diese Producte, nach dem Range

ihrer Ziffern, unter einander schreiben, und dann ihre Summe

(nach 5. 2.) suchen, wie folgendes Reyspiel zeigt, wo 3 und 675

die beyden Factoren sind:

670 3
1 5

2 1

- 1 8

Product . . 2025.

I. Allein man sieht auch hier sogleich, dafs es kürzer ist,

nur die erste Ziffer dieser Partialproducte zu schreiben, und da¬

für die zweyte sogleich zu dem nächst höheren Producte zu addi-

ren. Dadurch erhält unser Beyspiel die folgende einfachere
Gestalt:

675 3
2025 wie zuvor.

II. Ganz eben so wird man auch verfahren, wenn jeder

Factor mehr als eine Ziffer hat, wenn man nur das aus jeder hö¬

heren Ziffer (nach I.) entstandene ganze Partialproduct um eine

Stelle weiter links setzt, und dann die Summe aller dieser Par¬

tialproducte nimmt. So hat man , wenn 675 und 353 die beyden

Factoren sind:



675
353

7
5. Ö.

070
353

2 0 2 5

3370

2 0 2 5

oder auch 353

675

1765

247 1

2118

Product.. 238275 238275 wie zuvor.

III. Hat man mehr als zwey Zahlen mit einander zu multi-.

pliciren, so sucht man zuerst von zweyen derselben das Product

nach II., und dann wieder von diesem Producte mit der dritten

'Zahl das neue.Product u. f.

Hätte man z. B. das Product der drey Factoren

25 , 47 und 68

zu suchen, so ist das Product

von 25 in 47 gleich 1175,

und von 1175 in 68 gleich 79900,

wo die Ordnung, in welcher man die einzelnen Factoren wählt,
willkürlich ist.

5 . (Division-) Zwey Zahlen dividiren heilst suchen,

wie oft die kleinere derselben in der gröfseren enthalten ist. Die

kleinere Zahl wird Divisor , die gröfsere Dividend j und die ge¬

suchte Zahl wird Quotient genannt.

Es sey z. B. die Zahl 14952 durch 28 zu dividiren. Sucht

man den Quotienten zuerst nur in den ganzen Hunderten, so
hat man

2 8 j 1 4 9 5 2 15 0 o
14000

Best.. * 952 ,

wo 14000 das Product von 28 in 5 oo ist, Diefs zeigt daher, daf’s

der Divisor 28 in dem gegebenen Dividend Soomal enthalten ist.

Allein das Product der beyden Zahlen 28 und 5 oo ist nicht

14952, sondern nur 14000, und die Differenz der beyden letz¬

ten Zahlen oder der Rest dieser ersten Division ist 952 , der sich

selbst wieder durch 28 dividiren läfst.

Sucht man daher neuerdings den Quotienten von 952 und

28, und zwar nur in den gangen Zehnern, so lindet man, wie
zuvor:
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281952 | 3o

840

Rest , . 112,

und da der Rest 112 dieser zweyten Division sich ebenfalls wie¬

der durch den alten Divisor 28, und zwar ohne weiteren Rest,

dividiren läfst, so hat man

281112 14

112 •

Rest , . -- o.

Demnach enthält der gesuchte Quotient

5 Hunderte,

3 Zehner, und

4 Einheiten,

oder der gesuchte Quotient unserer Division ist

534,

I. Eine geringe Aufmerksamkeit wird auch hier sogleich he"

merken, dafs man diese drey Divisionen abkürzend in eine einzige

zusammenziehen kann, so dafs man also, ohne die angezeigten Ope¬

rationen wesentlich zu ändern, diese Division unter folgender Form

Öarstellen wird:

2 8(14952 15 3 4
1 4 o • •

" 7 ^ 5 .

84 .
1 1 2

112

Rest . . -■ o,

Eben so findet man z, B. dafs die Zahl 3622704, durch 426

dividirt, den Quotienten 85o4 gibt.

II. Die Probe der Division ist die Multiplication. Das Pro¬

duct des Divisors in den Quotienten mufs nämlich den Dividend

Wieder geben. So ist in dem ersten Beyspiele:
534

_28
4272

1068

Product..14952 wie zuvor,
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III. Man sieht von selbst, dafs die Multiplication eine ab¬

gekürzte oder wiederholte Addition, und dafs die Division eine

wiederholte Subtraction ist.

IV. Um die Multiplication und Division mit gröfseren Zah¬

len zu erleichtern, mufs man die Producte der einzelnen Ziffern

dem Gedächtnifs einprägen. Dazu dient das sogenannte Einmal¬

eins oder die folgende Tafel, aus der man z. B. sogleich sieht,

dafs 4 mal 6 gleich 24, oder dafs 5 mal 7 gleich 35 u. f. ist.

1 2 3 4 5 6 7 8 9

2 4 6 8 10 12 >4 16 18

3 6 9 12 i5 18 21 24 27

4 8 12 if 20 24 28 3z 36

5 10 i 5 ' 20 25 3o 35
40 45

6 12 18 24 3o 36 42 48 54

7 »4 21 26 35 42 49 56 63

8 l6 24 32 4o 48 56 64 72

9 18 27 36 45 54 63 7 2 81

g. 6. (Zeichen der vorhergehenden Operationen.)
Um auszudrücken , dafs man zwischen Zwey oder mehreren Zah¬

len eine der vier vorhergehenden Operationen vornehmen soll,

hat man folgende Zeichen gewählt:

-}- ist das Zeichen der Addition ,

•— » » » » Subtraction,

X » » » » Multiplication,

» » » » Division.

Überdiels ist noch = das Zeichen der Gleichheit derjeni¬

gen Gröfscn, zwischen welchen es steht. So hat man z. B.

7 -f- 3 = 10 und 7 — 3 = 4,

4 X 0> = s4 und 24 : 6 = 4-
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Endlich drückt noch das Symbol a^>b aus, dafs a gröfser
als b ist. So hat man 5 > 3 oder 4 < 7*

I. Wenn man eine dieser Operationen mit mehreren Zah¬

len vornehmen soll, so pflegt man diese letzteren in Klammern

einzuschliefsen, um sie dadurch ds ein zusammengehörendes

Ganze darzustellen.
So heifst z. B.

(5 + 3) x (7 — 2),
dafs man die Zahl 5 + 3 oder 8 durch 7 — 2 oder 5 multipliciren
soll, so dafs man demnach hat

(5 + 3) X (7 — 2) = 4o.

II. Bemerken wir noch, dafs die Division auch durch einen

horizontalen Strich angezeigt wird, über welchem der Dividend,

und unter welchem der Divisor steht, und endlich, dafs die

Multiplication in solchen Fällen, wo keir.e Zweydeutigkeit daraus

entsteht, durch einen einfachen Tunet zwischen beyden Facto-

ren, oder auch durch ein blolses Kebsneinanderstellen dieser

Factoren ausgedrückt wird. So hat mar in den vorhergehenden

Beyspielen

für die Division
¥ = 4,

und für die Multiplication

(5+3) . (7—2) = 40,

oder auch ganz einfach

(5+ 3) (7 —2} = 40.



Zweytes Capitel.
Rechnung mit D e c i m a 1 b r ü c h c n.

§. 7. (Erklärung-) Nach dem Vorhergehenden (§. 1.)

geht man, bey unserer Art zu zählen, von der Linken zur Rech¬

ten immer zu zehnmal kleineren Gröfsen herab, so dafs z. B.

die 3 te Stelle die Hunderte, die 2 to die Zehner, und die i stB die

Einheiten enthält.

Allein nichts hindert, nach denselben Gesetzen auch noch

weiter abwärts fortzuschreiten, und daher die Ziffer der i ste ",

2 ton , 3 tcn , . . . Stelle, rechts von den Einheiten, in derselben

Ordnung 10, 100, 1000 Mal . . . kleiner, als diese Einheit, an¬

zunehmen.

Diese neuen Gröfsen werden also nicht mehr, wie zuvor,

Vielfache der Einheit, sondern sie werden nur Theile dieser Ein¬

heit, oder sie werden Brüche seyn, und da diese Brüche, nach

den Stellen ihrer Ziffern, immer zehnmal kleiner werden, so wer¬

den sie zehntheilige Brüche oder Dccimalbrüche genannt.

I. Um dieDecimalbrüche von den ganzen Zahlen zu unter¬

scheiden , werden sie von den letzten durch einen unten ange¬

setzten Punct getrennt. Auf diese Weise bezeichnet die Zahl

472.328

472 Ganze, 3 Zehntel, 2 Hundertel und 8 Tausendtel, oder was

dasselbe ist:

473 Einheiten und 828 Tausendtel der Einheit.

§. 8. (Rechnung mit Decimalbrüchen.) Da das
Gesetz, nach welchem die Ziffern der Decimalbrüche fortgehen,

dasselbe mit dem der ganzen Zahlen ist, so wird man auch auf

sie die oben (§. 2. — 5 .) angezeigten Operationen ohne wesent¬

liche Änderung anwenden.

Sonach wird cs liinreiehen, dieses Verfahren hier blols

durch einige Beyspielc zu zeigen.
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i, Addition.
5.7 2 3
8 .o 54
0.0 2 3
b.307

3 o.i o 7.
II. Sublraction.

5 4.3 2'o 8’
2 3 .i 4 2 5 4

3 1.1 7 8 2 6,

wo man, um in beyden Zahlen gleich viel Decimalstellen zu ha¬

ben, statt 54 *32 o 8 auch 54 *32 o 8 o schreiben kann, da in Deci-

malbrüchen die Null rechts ,

links, keinen Werth hat.

so wie bey ganzen Zahlen die Null

III. Multiplication .

1 3.6 0 4 0.0 0 3 2

2.5 3 0.0 0 0 5 4

40812 128

68020 i 6 0

37208 0.0 00001728.

3 4*4 1812,

Um in dem Producte den Punct, der die Ganzen von den

Brüchen trennt, an die gehörige Stelle zu setzen, wird man be¬

merken , dafs das Product eben so viele Decimalstellen haben

mufs , als beyde Factoren zusammen genommen.

IV. Division.

2 3.5 1 2 0 5 2.1 6 1 | 8 7.3 2 6 und 0.2 7 [ 0.0 14*401 0 0 524
1880... 1 35 . .

1721.. 64 •

1 6 4 5 . . 54 *

766. 108

705. 108

6 1 1

470

1 4 1 0

1410

0

o
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Um in dem Quotienten den Punct an seine Stelle zu setzen,

gibt man den beyden zu dividirenden Zahlen, durch rechts an-

gehängle Nullen, dieselbe Anzahl Decimalstellen, und dividirt

dann (nach §. 5.) wie in ganzen Zahlen. So hat man in dem letz¬

ten Beyspiele 0.014148 o .oi 4 i 48 14 143

0.27 0.270000 270000 ’

so dafs daher ist

2700 oo|i 4 1 48 °°| 0.0 524 wie zuvor.i 3 5 o 0 o o
648000

540000

1080000

1080000

o

Auch kann man, da hier ebenfalls (wie §. 5.) die Multipli¬

cation die Probe der Division ist, den Quotienten durch den

Divisor multipliciren, und zwar blofs in den ersten Ziffern,

wenn man sich nur versichern will, dafs der Punct des Quotien¬
ten an seiner Stelle ist.

So hat man in demselben letzten Beyspiele

Divisor . . 0.27

Quotient. . 0.0 5

0.0 1 3 5 ,

also das Product 0.0135 sehr nahe gleich dem vorhergehenden

Quotienten 0.014148. Nimmt man bey dieser Multiplication den

Quotienten 0.0524 vollständig, so findet man auch den Quotien¬

ten 0.014 >48 vollständig wieder.

Auf dieselbe Weise erhält man

60.S64

7.35

0.060S64

0.0735

o.6o564

= 8.24,

= 0.824,

= 0.00824 u. f.
73.5



Drittes Capitel.
(i e w ö h n 1 i c h e Brüche.

§. 9’ (Erklärung-) In den bisher betrachteten Decimal-

brüchen wird die Einheit, wie wir gesehen haben, immer nur

in 10 oder 100 oder 1000 . . . gleiche Theile getheilt. Sie kann

aber auch in jede andere Anzahl, z. B. in 4 gleiche Theile, d.h. in

\iertel, getheilt werden. Wird dann von diesen 4 Theilen eine

bestimmte Anzahl, z. B. 3 genommen, so erhält man drey Vier¬

iheile oder drey Viertel der Einheit.

In diesem Beyspiele wird also die Einheit in 4 gleiche Theile

getheilt, d. h. sie wird durch 4 dividirt, und von diesen Theilen

werden 3 genommen, so dafs daher » drey Viertheile der Einheit

nehmen«, so viel lieifst, als » die Zahl 3 durch 4 dioidiren .«

Aus diesem Grunde drückt man auch diesen Bruch, analog

mit der oben (§. 6.) eingeführten Bezeichnung der Division, durch
die Gröfse

3̂
4

aus, und nennt überdiefs die Zahl 4, unter dem Striche, den

Nenner j und die Zahl 3 , über dem Striche, den Zähler dieses

Bruches-i, so dafs daher der Nenner eines Bruches anzeigt, in

wie viel Theile man das Ganze oder die Einheit getheilt hat, und

der Zähler, wie viel dieser Theile man genommen hat.

I. Ist der Zähler eines Bruches gröfser als sein Nenner, so

ist der Werth des Bruches auch' gröfser als die Einheit, und er

wird dann ein uneigentlicher Bruch genannt. Ein solcher ist z.B.

5

oder sieben Fünftheile der Einheit, die also gleich der Einheit

und noch zwey Fünftheilen derselben sind, so dafs man hat

I = 1 + ii
wofür man auch der Kürze wegen 11 zu schreiben pflegt.

II. Man kömmt auf diese uncigentlichen Brüche durch die

Division zvveyer ganzen Zahlen (nach §. 5 .), wenn der Best der



Division nicht Null wird, d, h. wenn der Dividend kein ganzes
Vielfaches des Divisors ist.

Soll z. B. die Zahl 5o durch 3 dividirt werden, so hat man
(nach $. 5.)

3 15o | i 6
3
2 O

l 8
Rest . . 2,

so dafs daher diese Division den Rest z läfst, oder dafs der voll¬
ständige Quotient dieser Division gleich 16 und | Einheiten oder
gleich dem uneigentlichen Bruche

— — 16-3 IU,ist.

io. (Reduction der Brüche auf einerley Nenner.)
Wird Zähler und Nenner eines Bruches durch dieselbe Zahl mul-
tiplicirt oder dividirt, so wird dadurch der Werth desselben
nicht geändert.

So ist z. B.

3 _ 3xa _ 6
4 4x2 8'

In der That, bey dem Bruche f hat man das Ganze in 8,
also in doppelt so viel Einheiten getheilt, als bey dem Bruche f,
aber dafür hat man auch dort 6, das heifst, doppelt so viel die-
ser Theile genommen, als hier.

Eben so ist

6 _ C: a _ 3
io 10:2 5 *

wo man wieder in nur halb so viel Theile, als in aber auch
zwey Mal gröfsere Theile genommen hat.

I. Will man daher zwey Brüche, ohne ihren Werth zu än¬
dern, auf einerley Nenner bringen, so wird man Zähler und Nen¬
ner eines jeden dieser Brüche durch den Nenner des anderen
multipliciren. Sind z. B. die Brüche gegeben

1 I und hso hat man auch
2 x4 8 3x3 9
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so dafs man also statt den beyden gegebenen Brüchen auch die

zwey folgenden mit gleichen Nennern setzen kann :

A -h-

II. Dasselbe läfst sich auch auf drey und mehr Brüche fort¬

setzen. Sind z. B. die Brüche gegeben

j) f un< l h

so wird man, um sie auf gleiche Nenner zu bringen, nur Zähler

und Nenner eines jeden dieser Brüche durch alle übrigen Nen¬

ner multipliciren, also

- durch 3><4 oder i 2 ,

| » 2 X 4 * 8, und
{ » 2X3 » 6,

wodurch man statt den gegebenen Brüchen die drey gleichgel¬
tenden erhält:

und q.» 4

Ganz eben so erhält man für die Brüche

die vier folgenden:
6 o

130 )

t> t und j

4 o 3 o
190 1 MO und

i 4
a o *

«i. (Addition und Subtraction der Brüche.)
Um gegebene Brüche zu addiren oder zu subtrahiren, bringe man

sie auf einerley Nenner (nach io.), und addire oder subtra-

liire dann ihre Zähler. *

Um z. B. die beyden Brüche

• I und f

zu addiren, hat man,.nach §. io., wenn man sie auf einerley

Nenner bringt:

Ar und A-

Man hat daher die Einheit in 12 gleiche Theile getheilt,

und von diesen Theilen zuerst 9, und dann noch 8, also in allen

17 genommen, so dafs daher

i + T = A + A = T7 0ll er gleich 1 -i- ist.

Eben so hat man nach dem letzten Beyspiele in §. 10 . für
die Summe der vier Brüche

7 + f + 7 + T
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oder 6 o 40 3 o -p 24
1 20

k>4

1 20
1

oder endlich gleich , wenn man (nach §. io.) Zähler und Nen¬
ner durch 2 dividirt.

Auf dieselbe Weise erhält man auch für die Differenz der
bejden Brüche 5 2 15 —12 3

6 3 == 18 TS’
oder endlich -j.

§. 12. (Mukiplication der Brüche.) Man multipli-
cirt Zähler durch Zähler, und Nenner durch Nenner.

So hat man z. B.
4xa
5x3

3
75

ln der That, man soll | nicht zvvey Mal, also nicht 4, son¬
dern man soll nur den dritten Theil dieses Productes, also nur

■— nehmen; oder man soll 4 nicht mit 2 Ganzen , sondern nur
mit dem dritten Theile von 2 Ganzen multipliciren,

I. Um eben so einen gegebenen Bruch mit einer ganzen
Zahl zu multipliciren, multiplicire man blofs den Zähler des
Bruches mit dieser ganzen Zahl. So hat man

4 X 2 = T oder |,
denn die ganze Zahl 2 ist gleich dem uneigentlichen Bruche 7,
also hat man , nach dem eben Gesagten :

3x2 6
v,- = wie zuvor.8 x ' 8

l. Man sieht zugleich aus diesem, und eben so aus jedem
anderen Beispiele, dafs, den Zähler eines Bruches mit einer
ganzen Zahl multipliciren, so viel ist, als, den Nenner des Bru¬
ches durch dieselbe ganze Zahl zu dividiren. So war

1X2=4 oder
3 3

und eben so ist auch -— = -.
8:2 4

§• i3. (Division der Brüche.) Man kehre den Bruch,
durch den dividirt werden soll, um, und multiplicire dann bevde
Brüche nach der Vorschrift des 12.

JdUrow’i Aiifangsgi’. d. gestimmt, IVTathein. 2
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So ist

7 : ? = t X -J = £ oder |.

In der That, bringt man die beyden gegebenen Brüche

7 un| l f

nach §. io. auf einerley Nenner, so hat man

II UI »d H >

oder man hat, wenn man die einzelnen Factoren stehen läfst:

2x5 . 4x3-- und-- .
6x5 5x3

Da aber von zwey Brüchen, die denselben Nenner haben,

der Quotient offenbar gleich seyn mufs dem Quotienten ihrer

Zähler, so hat man auch für den gesuchten Quotienten

jx 5 io 5
4x3 12 6

wie zuvor, und eben so in jedem anderen Beyspiele.

I. Auf dieselbe Weise werden auch diejenigen Bi’üche be>

handelt, deren Zähler und Nenner selbst wieder Brüche sind.

So ist z. B. der Bruch a
5

T
*7

gleichbedeutend mit
2. • i.5 * 7 >

also auch, nach dem Vorhergehenden, gleichbedeutend mit

f- X •§•, das heifst, mit -J4.

Eben so findet man

1 f
4

— 's/' 4 , a o
3 ^ i * 3 3 u. s. f.

§. »4- (Reduction der gewöhnlichen Brüche auf
zehntheilige.) Man sieht, dafs die Rechnung mit Decimal-
brüchen viel bequemer ist, als die mit gewöhnlichen Brüchen.

Wir wollen daher ein Mittel suchen, jeden gewöhnlichen Bruch

auf einen zehntheiligen zu bringen.

Zu diesem Zwecke hängt man an den Zähler des gegebenen

Bruches, nach einem Puncte, mehrere Nullen zur rechten Seite

an, wodurch (nach §. 8, II.) der Werth desselben nicht geändert

»

*

TM
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wird, und dividire dann den so blofs in seiner Form veränderten

Zähler (nach §. 5.) durch den Nenner.

Soll man z. ß. den Bruch | in einen Decimalbruch verwan¬

deln , so hat man

41 3.o o (0.7 5
28

und eben so ist

2 o

2 o

o

also ist = 0.75,

1 1.000

8 = 8 0.125 u. f.

I. Wenn bey dieser Division kein Rest gleieh Null wird, so

setzt man sie so lange fort, als man will oder als man, für eine

bestimmte Ansicht, nöthig hat. So ist z. B., wenn man bis zu

der sechsten Decimalstelle oder bis zu den Milliontheilen fortge-
hen will:

= 0.333333 . . .,

und eben so
7 = o.uim . . .,

0.090909 . . ., TT = 0.296296296 . . .,
Tjt't} = 0.l2345l2345l2 , .

wo man von selbst die immer wiederkehrenden Perioden dersel¬

ben Ziffern bemerkt.

§. iS. (Gröfster gemeinschaftlicher Factor zweyer
Zahlen-) Wir haben bereits öfter einen gewöhnlichenBruch,
durch Division des Zählers und Nenners mit derselben Zahl, auf

einen einfacheren Ausdruck zurückzubringen gesucht. Um aber

mit Sicherheit den einfachsten Ausdruck eines solchen Bruches

zu finden, wird man auf folgende Weise verfahren.

Man dividire die gröfsere der beyden Zahlen durch die klei¬

nere ; den so erhaltenen Divisor dividire man wieder durch den

Rest der ersten Division; dann wieder den letzten Divisor durch

den Rest der zweyten Division, und so fort, bis man zu einer

Division ohne Rest kömmt, wo dann der Divisor dieser letzten

Division zugleich der gesuchte gröfste Factor ist, durch welchen
2 *
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der gegebene Bruch auf seinen einfachsten Ausdruck zurückge
bracht werden kann.

Ist z. B. der Bruch gegeben

! 8 *4 a 4 1

so hat man

j 821420 | 2
364

56 j182 | 3
168

14 156 J 456

o,

also ist 14 die Zahl, durch welche der gegebene Bruch im

Zähler und Nenner dividirt werden soll, um ihn aufseinen ein¬

fachsten Ausdruck, d. i. auf ■— zu bringen.
Eben so erhält man

für den Bruch den gröfsten Factor und die einfachste Form
' |S , , _^62 3 1 9 1

4 3 8 0
e I 8 8 34

t 9 9
*89*

16. (Rechnung mit genannten Zahlen.) Ge¬

nannte Zahlen heifsen diejenigen, welche sich auf verschiedene

Einheiten, z. B. Fufse und Zolle, Pfunde und Lothe, Thaler

und Groschen u. f. beziehen.

Wenn wir unsere Mafse, Gewichte und Münzen nach dem

sogenannten zehntheiligen Fufs eingetheilt hätten, so würde die

Rechnung mit ihnen sehr einfach und ganz dieselbe mit denen

des zweyten Capitels seyn.

Theilt man z. B. mit den neueren Geometern den Fufs in

10 Zolle, und den Zoll wieder in 10 Linien, und ist die ge¬

nannte Zahl gegeben

8 Fufs, 7 Zoll, 3 Lin.,

so ist dieselbe auch sofort gleich

8.73 Fufs.

Wird also z. B. gefordert, dafs man diese Zahl fünf Mat

nehmen soll, so hat man

5(8-73) = 43.65 Fufs
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oder auch

43 Fufs, 6 Zoll, 5 Lin.

Wird aber umgekehrt der fünfte Theil der gegebenen Zahl

von 8,73 Fufs gefordert, so hat man

= 1.746 Fufs

oder i Fufs, 7 Zoll, 4-6 Lin.,

äufserst einfache Rechnungen, weil hier die Reductionen der

Fufse auf Zolle, oder der Zolle auf Linien, und umgekehrt, nur

in der blofsen Versetzung des Punctes der Decimalstellen be¬

stehen (J. 7, I.).

Allein wenn auch diese Gröfsen, wie es im bürgerlichen

Verkehr noch immer der Fall ist, auf eine andere Weise ein-

getheilt sind, so ist es im Allgemeinen doch am besten und ein¬

fachsten , diese genannten Zahlen auf ein gemeinschaftliches

Mafs, am bequemsten auf das gröfsere, zurückzuführen, um

Zahlen mit zu viel Ziffern zu vermeiden, und dann mit ihnen wie

im zweyten Capitel zu verfahren.

Sind z. B. die drey folgenden Gröfsen zu addiren, wo die

Klafter in 6 Fufs, der Fufs in 12 Zolle, und der Zoll in 12 Li¬

nien getheilt vorausgesetzt wird:

7Klafter, 3 Fufs, 5 Zoll, 2.4Linien,

i 5 » 4 » 3 » 7.2 *

2 » 2 s 8 v 4*^ »

so hat man für die erste dieser Zahlen

2.4Lin. = — = 0.2 Zolle, also auch 5 . 2 Zolle,14 ’ ’

ferner
5.1
— = 0.43333 Fufs, also auch 3.43333 Fufs,12

und endlich

3 .4333 a __ 0> g^ 222 Klafter, also auch 7.57222 Klafter,

so dafs man demnach erhält für die erste der oben angeführten

genannten Zahlen

7.572222 Klafter, und eben so

für die zweyte 15.716666, und

für die dritte 2.45

gesuchte Summe . , 25 .738888 Klafter.
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Wollte man diese Summe wieder auf die alte unbequeme

Art ausdrücken, so würde man den Decimalbrueh derselben durch

6 multipliciren , um Fufse zu erhalten:

e 5 Klafter und 4-453328 Fufs.

Ganz eben so gibt wieder der letzte Decimalbrueh, durch

12 multiplicirt:

25 Klafter, 4 Fufs, 5 .199936Zoll,

und wenn man endlich auch diesen Decimalbrueh durch 12 mul¬

tiplicirt :

25 Klafter, 4 Fufs, 5 Zoll, 2.399 Lin.

Sollen eben so die beyden folgenden Zahlen von einander
subtrahirt werden:

1 5 Klafter, 4 Fufs, 3 Zoll, 7.2 Lin.,

6 » 3 » 2 .» 10.56 v

so wird man, nach demselben Verfahren, für sie setzen:

15.716666 Klafter,

6.54

gesuchte Differenz . . 9.17666b Klafter,

oder, nach der alten Art ausgedrückt:

9Klafter, lFufs, 0Z0II, 8.64Lin.

Ganz eben so wird man auch für die Multiplication und Di¬

vision verfahren,

Soll z. B. die Summe von

6 Gulden , 18 Kreuzer, 3 Pfennige

durch 24 multiplicirt werden, so kann man, da der Gulden 60

Kreuzer, und der Kreuzer 4 Pfennige hat, statt der angeführten
Zahl

6 . 3 125 Gulden

setzen, und diese, durch 24 multiplicirt, gibt

6.3 1 2 5

_ 34
202000

126200

gesuchtes Product . . i 5 i. 5 ooo = 1 5 1 ,5 Gulden,

oder i 5 i Gulden, 3 o Kreuzer.

»

»

i:
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Hätte man eben so die Summe von

8Guld., i6Kr., 2 Pf.

in fünf gleiche Theile zu theilen, oder durch 5 zu dividiren, so

hat man, da diese Gröfse gleich 8.275 Gulden ist:

-—— ea 1.655 Gulden,ö

oder iGuld., 39 Kr., 1.2 Pf.

I. Noch deutlicher wird der Vortheil dieser Reductione'n

aut die höchsten Theile einer genannten Zahl bey der Berechnung

des Inhaltes der Flächen und Körper.

Wir werden weiter unten sehen, dafs die Oberfläche eines

Rechteckes gleich dem Producte seiner zwey Dimensionen, der

Länge und Breite, und dafs der körperliche Inhalt eines von sol¬

chen Rechtecken begrenzten Körpers gleich dem Producte seiner

drey Dimensionen, der Länge, Breite und Höhe ist.

Es sey ein solches rechteckiges Feld gegeben, dessenLänge

» man 4Fufs, 5 Zoll, 3 Linien, und die Breite 3 Fufs, 7 Zoll, 5 Lin.

gefunden hat. Man suche den Flächeninhalt dieses Feldes in

Quadratfufsen. Wenn hier wieder das zwölftheilige oder das

Duodecimalmafs vorausgesetzt wird, so ist, wie man durch Di¬

vision mit 12 erhält:

3 Fufs, 7 Zoll, 5 Lin. . . . gleich 3.6 i 8 o 5 o 5 Fuls,

4 » 5 » 3 » ... gleich 4.4375 »

und das Product der beyden letzten Zahlen, wenn man bis zur

sechsten Decimalstellc geht, gibt für den gesuchten Flächenin¬
halt des Feldes

16.055099 Quadratfufs.

Da aber der Quadratfufs 12 Mal 12 oder 144 Quadratzoll,

und eben so der Quadratzoll 144 Quadratlinien hat, so erhält man

aus der letzten Zahl, durch wiederholte Multiplication ihres

Decimalbruches durch 144, für den gesuchten Flächeninhalt

16 Q. Fufs, 7 Q. Zoll, i 34.533 Q.Linien,

Hätte man eben so den sogenannten Kubikinhalt oder das

Volum eines von sechs Rechtecken begrenzten Wasscrgcfäfscs

zu suchen, dessen

i;
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Länge .... 3 Fufs, 8Zoll,

Breite .... 2 x 5 »

Höhe .... 4 » 8 »

ist, so hat man durch Division mit 12 für die

Länge .... 3 . 666666 ,

Breite .... 2.416666,

Höhe .... 4 *5 .

Das Product der zwey ersten dieser Zahlen ist, wenn man

bis zur sechsten Decimalstelle geht:

8.861107,

und diese Zahl mit 4.5 multiplicirt, gibt für den gesuchten In¬
halt des Gefäfses

39.8749815 Kubikfufs.

Wollte man auch dieses Resultat wieder nach der unbeque¬

men alten Weise durch Fufs, Zoll undLinie ausdrücken, so wird

man, da der Kubikfufs 1 44 Mal 12 oder 1728 Kubikzoll, und

eben so der Kubikzoll 1728 Kubiklinien hat, wenn man die letzte

Zahl in ihrem Decimalbruche

0.8749815

zwey Mal durch 1728 multiplicirt, für den gesuchten Inhalt des
Gefäfses haben

39Kubikfufs, i 5 i 1 Kubikzoll, 1672.7593 Kubiklinien.

II. Bemerken wir noch, zum Schlüsse dieses Gegenstandes,

die hohe Einfachheit und zugleich die grofse Fruchtbarkeit der,

allen vorhergehenden Rechnungen zu Grunde liegenden Idee,

durch welche wir alle, auch die gröfsten Zahlen und die man¬

nigfaltigsten Combinationen derselben, blofs mit zehn Zeichen,

deren jedes einen doppelten Werth hat, ausdrücken können.

Diese Erfindung erscheint uns, die wir bereits daran gewohnt

sind, so leicht, dafs wir ihren wahren Werth kaum mehr zu

schätzen im Stande sind. Doch mufs sie als eine der schönsten

Entdeckungen des menschlichen Geistes angesehen werden, da

sie dem Scharfsinne der Alten so lange entgangen ist. Um sich

davon durch die That zu überzeugen, würde schon der Versuch ge¬

nügen , die oben angeführten Rechnungen mit den uns ebenfalls

allgemein bekannten römischen Zahlzeichen M, D, C, L, , . ,

auszuführen.



Erste Abtheilung.

Algebra,
oder

Rechnung mit unbestimmten Gröfsen.





Viertes Capitel.
Einfache Rechnungen mit allgemeinenZahlzeichen.

§• 17. (Erklärung'-) Wir haben uns bisher nur mit sol¬
chen Gröfsen beschäftiget, die durch Ziffer ausgedrückt werden,

deren jede einen bestimmten, unabänderlichen Werth hat. Allein

man kann sich auch von dieser Beschränkung hefreyen und die

Gröfsen allgemein, ohne ihnen einen speciellen Werth heyzu¬

legen, betrachten. Dann wird man sie aber auch durch solche

allgemeine Zeichen ausdrücken müssen, und zu diesen Zeichen

wollen wir die Buchstaben unserer Alphabete wählen.

Die Rechnung mit solchen allgemeinen Zahlzeichen heifst

Algebra..

Um von einer solchen Rechnung schon jetzt einen bestimm¬

ten Begriff zu geben , wollen wir uns folgende Aufgabe stellen.

Man suche zw'ey Zahlen, welche die Eigenschaft haben,

dafs ihre Summe gleich einer gegebenen Zahl a, und dafs ihre

Differenz gleich einer anderen gegebenen Zahl b ist. Wir wol¬

len diese zwey gesuchten oder unbekannten Zahlen, dem alge¬

braischen Gebrauche gemäfs, ’ durch die letzten Buchstaben x

und y des Alphabets bezeichnen, während wir für die bekannten

oder gegebenen Gröfsen jedes Problems die ersten Buchstaben

a, b , c, ... beybehalten.

Hätte man z. B. diese Frage so gestellt, dafs die Summe

der zw’ey unbekannten Zahlen gleich 27, und die Differenz der¬

selben gleich i 5 seyn soll, so würde man wohl, nach einigen

Versuchen, bald finden, dafs die zwey gesuchten Zahlen x = zi

undj-=6 sind, und so fort in ähnlichen Fällen, so oft die zwey

gegebenen Zahlen a und b bekannte oder festbestimmte Gröfsen

sind, und daher, als solche, durch Ziffer ausgedrückt werden
können.

Allein unsere Aufgabe, so fern sie der Algebra zugehört,

setzt über die beyden gegebenen Zahlen a und b nichts Bestimm-
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tes fest, sie will sich nicht durch particuläre Wertho dieser Zah¬

len beschränken lassen, sondern sie fordert, dafs man die zwey

unbekannten Gröfsen x uniiy ganz allgemein durch die für die

beyden gegebenen Gröfsen gewählten Zeichen a und b ausdrücke,

unabhängig von allen besonderen Werthen, die man diesen zwey

Zeichen a und b für irgend einen speciellen, einzelnen Fall etwa

geben könnte.

Und in dieser Allgemeinheit der Auffassung der Frage gibt

die Algebra die Antwort, dafs von den beyden gesuchten oder

unbekannten Zahlen die eine x immer gleich der halben Summet

und die andere^ gleich der halben Differenz der beyden gege¬

benen Gröfsen a und b seyn müsse, wenn diese Wcrthe von x

undjp der Bedingung der Aufgabe in allen Fällen genügen sollen.

Diese Antwort, in der Sprache der Algebra oder mit den

oben (§. 6.) angeführten Symbolen dieser Sprache ausgedrückt,

wird daher durch die zwey folgenden Ausdrücke gegeben seyn:

_ a b
•i

a — b

und dadurch ist das gegebene Problem ganz allgemein aufgelöst

worden, indem alle nur immer mögliche besondere oder specielle
Fälle schon in ihr enthalten sind.

Wären z.B. wie in dem vorhergehenden besonderen Fall,

die beyden gegebenen Gröfsen

a = 27 und b = i 5 ,

so wird man nur in den beyden vorhergehenden algebraischen

Ausdrücken statt dem allgemeinen Zeichen a die Zahl 27, und

statt b die Zahl i 5 setzen, d. h. man wird in jenen Ausdrücken

diese besonderen Werthe von a und b substituiren, und dadurch

für die beyden unbekannten Gröfsen sofort erhalten:

x = 27 + l5 ^ g- 0 , un( i2 2

27 — >5 12jr — ■■■■■ = — — 0 , wie zuvor.
2 2

Ganz eben so leicht wird man aber auch, ohne alle weite¬

ren vorhergehenden Versuche, dieselbe Frage für jede andere

gegebene Wcrthe der Gröfse a und b , beantworten können.
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Sollte z. B. die Summe der zwey unbekannten Gröfsen 1 4? und

die Differenz derselben 5^8 seyn, so würde man nur, in jenen

zwey algebraischen Ausdrücken, statt a die Grüfse 1404 , und

Statt b die Gröfse 548 substituiren, wodurch man sofort erhält:

a b ,
-—=976 und

a — by — 428.

Sollte endlich, um auch Brüche zu wählen, die Summe der

beyden Unbekannten a = \ und ihre Differenz b—-~ seyn, so

gehen für diesen besonderen Fall jene zwey Ausdrücke

a + bx
2

a — b

— - und
o

2 12

und so fort in allen anderen besonderen Fällen, die daher keiner

eigenen Auflösung und keiner weiteren Versuche mehr bedürfen,

da sie, wie man sieht, alle schon in der allgemeinen Auflösung

enthalten sind.

Nehmen wir in einem zweyten allgemeinen Probleme an,

dafs von drey Personen die beyden ersten zusammen a , die erste

und dritte zusammen b, und endlich die beyden letzten zusam¬

men c Gulden besitzen, und suchen wir, wie viel jede dieser

Personen für sich besitzen müsse, damit diesen Bedingungen der

Aufgabe genüge geschehe.

Ohne etwas über die besonderen Werthe der drey gegebe¬

nen Gröfsen festzusetzen, findet die Algebra, durch einige sehr

einfache Schlüsse, folgende allgemeine Auflösung des Problems.

Man nehme die halbe Summe der drey Gröfsen a, b und c,

und ziehe von dieser halben Summe ah, zuerst e, dann b , und

endlich a , so sind die drey Differenzen, die man auf diese Weise

erhält, in derselben Ordnung das gesuchte Vermögen der ersten,

der zweyten und der dritten der angeführten Personen,

Nennt man also, um diefs wieder in der Sprache der Alge¬

bra auszudrücken,

x das gesuchte Vermögen der ersten Person,

y » » » » zweyten »

- » r » » dritten »
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und bezeichnet man die halbe Summe der drey gegebenen Grös¬

sen durch S, so ist

S = g + 5 + c
2

und die gesuchten Zahlen sind:

x = S — c

y — S — b

z — S — a

'Wäre z. B., um auf die letzten allgemeinen Ausdrücke einen

besonderen Fall anzuwenden, die Summe des Vermögens

der beyden ersten a = 3 Gulden,

der beyden äufsersten b = 4 »

und der beyden letzten c — 5 »

so hat man
C 3+4+5

O =3 - C= 0 ,
2

und daher das gesuchte Vermögen

des ersten x = S — c = 6 — 5 = i Gülden,

» zweyten y = S — 6 = 6 — 4 = a *

» dritten z = S — a = 6 —. 3=3 »

und man sieht, dafs diese Zahlen x=i , y = 2 und z =3 den

Forderungen der Aufgabe vollkommen entsprechen.

Wäre für einen zweyten besonderen Fall das Vermögen der

zwey ersten <z = 36 , der äufsersten 6 = 84 und der beyden letz¬

ten c= 100 Gulden, so hätte man

S — 110,

und daher für das gesuchte Vermögen

des ersten x = 10,

» zweyten y = 26,

» di-itten z = 74 Gulden.

Wäre endlich das Gesammtverrnögen der beyden ersten

a=ioo, der äufsersten b — 5 oo und der zwey letzten c=iooo

Gulden, so ist

S = 800,
und daher

x = — 200,

y = 3 oo,

z = 700 Gulden;

1



oder da hier das Vermögen des ersten mit dem Zeichen — der
Subtraction (§. 6 .) erscheint, so wird diefs nicht als ein wirk¬
liches Vermögen , sondern als das Gegentheil desselben, also als

Schuld zu betrachten seyn, wie wir sogleich näher sehen werden.
Es besitzt daher, in dem letzten besonderen Falle unserer Auf¬
gabe, der dritte 700 , der zweyte nur 3oo Gulden, und der erste
hat 200 Gulden Schulden.

Das Vorhergehende wird genügen, von diesen Gegenstän¬
den jetzt schon einen allgemeinen Begriff zu geben.

§• >8 . (Entgegengesetzte Gröfsen.) Jede Gröfse,
wenn sie allgemein betrachtet werden soll, kann immer unter
zwey, einander wesentlich entgegengesetzten Bedingungen be¬
trachtet werden, ohne dabey ihren absoluten Werth zu ändern.
Die Gröfse a z.B. oder irgend ein specieller Werth derselben,
etwa a= 3 3 Gulden, kann eben so gut 3 Gulden Vermögen, als
auch 3 Gulden Schulden bedeuten. Eben so kann, in einem an¬
deren besonderen Fall, die Gröfse a = 5 Fufs einVorwärts- oder
auch ein Rückwärtsgehen von 5 Fufs, ein Auf- oder ein Abstei¬
gen von 5 Fufs u. f. bezeichnen.

Da es aber nicht gleichgültig seyn kann, ob man eine solche
Gröfse in dieser oder in der entgegengesetzten Bedeutung nimmt,
da es vielmehr nothwendig ist, auf diese doppelte Beziehung
einer jeden Gröfse Rücksicht zu nehmen, so wollen wir künftig
eine jede Gröfse, wenn sie unter der einen dieser beyden Be¬
dingungen, z.B. in Beziehung auf Vermögen, genommen wird,

positiv heifsen, und ihr das Zeichen -j- vorsetzen, während sie
unter der anderen, jener entgegengesetzten Bedingung, also hier
in Beziehung auf Schuld, negativ heifsen, und das Zeichen —
erhalten soll.

Diese beyden Zeichen -j- und ■—, die man durch die Worte

plus und minus auszudrücken pflegt, stimmen mit den im $. 6 .
aufgestellten Zeichen der Addition und der Subtraction überein,
weil in der That die dort und hier zu Grunde liegenden Begriffe
einander ganz analog sind. So machen z.B. 7 Gulden Vermögen
und 4 Gulden Schulden zusammen

-j- 7 — 4) das heifst 3,
oder 3 Gulden Vermögen, und eben so machen 5 Gulden Ver-
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mögen und 8 Gulden Schulden

+ 5 — 8, das heifst — 3,

oder 3 Gulden Schulden.

I. Bemerken wir noch, dafs, wenn das erste Glied eines

Ausdrucks positiv ist, das Zeichen -|- der Kürze wegen wegge¬

lassen wird, so dafs also in den vorigen Beyspielen

-j- 7 — 4 und -j-ö — 8

identisch ist mit

7 — 4 und 5 — 8.

II. Werden endlich Ziffer mit allgemeinen Zahlzeichen ver¬

bunden, wie z. B.

3a, 5 (a -J- b ),

so heifst diefs, nach Jj, b, II., dafs dieGröfse a mit 3, und dafs

die Gröfse (a-f- Z>) mit 5 multiplicirt werden soll, wo dann diese

Zifferfactoren 3 oder 5 auch die Coefficienten der allgemeinen

Zahlzeichen a oder (a-j-6) genannt werden.

§. «9- (Addition.) Aus dem Vorhergehenden folgt sofort,

dafs man bey der Addition gleichartiger, d. h. durch einerley

Buchstaben ausgedrückten Gröfsen, wenn sie einerley Vorzeichen

haben, blofs die Coefficienten addirt, wenn sie aber verschiedene

Zeichen haben, die Coefficienten subtrahirt, und dem so erhal¬

tenen Resultate das Zeichen des gröfseren Gliedes vorsetzt.

So hat man, wie schon für sich klar ist,

5 a -j— 4 b —■ ~ c — 4 d

3a — nb — -je -f- qd

Summe 8a — 3b — £c-j-5d u. s. f.

Im Gegentheile kann der Ausdruck

7 a -}- 3 b

nicht weiter durch Addition verändert werden, da man hier zwey

Zeichen a und b gewählt hat, um zwey verschiedene heterogene

Gröfsen auszudrücken, so dafs z.B. 7 a sieben Pfunde, und 3b

drey Thaler, oder jenes 7 Arbeiter und dieses 3 Füfse u, f.
bezeichnet.
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§. 20. (Subtraction.) Um eine Grörse von der anderen

zu subtrahiren, ändere man das Zeichen der zu subtrahirenden

Gröfse in das entgegengesetzte, und verfahre dann nach der im

§. 19. gegebenen Vorschrift der Addition.

Denn soll man z. B. von der Zahl + 1 1 oder was dasselbe

ist, von der Zahl (+ 7 —{—4 — 4) die Zahl + 4 subtrahiren

oder wegnehmen , so bleibt der Rest

+ 7 — 4 = + 3 .

Soll man aber von derselben Zahl (+ 7 -j- 4 — 4 ) die Zahl

— 4 wegnehmen, so bleibt der Rest

+ 7 + 4 = + >>•

Soll man ferner von der Zahl — 7, oder was dasselbe ist,

von der Zahl (— 7 —4 — 4 ) die Zahl 4 wegnehmen, so bleibt
der Rest

— 7 — 4 — —

Soll man endlich von derselben Zahl (— 7+4 — 4 ) die

Zahl —4 wegnehmen, so bleibt der Rest

— 7 + 4 = — 3 .

Wir haben demnach, wenn folgende Gröfsen zu subtrahiren

sind, indem man dieZeichen der unteren Reihe ändert und dann

addirt, folgendes Schema:

5 <2 + 7 6 + c — 7 d — e
3 a— 'jb — jc — yd +/

— ~f~ „ ~f~ ~ H~ _ •—

gesuchte Differenz 2a + 14 b ++c— —e — f,

I, Eben so hat man, wenn mehrere Gröfsen in Klammern

eingeschlossen sind, wo die Bedeutung dieser Klammern schon

oben ($. 6, 1.) gegeben ist:

8a — 2 b — (5 a + 4 ö) = 8 a — 2 b — 5 a — 4 & — 3 a — bb und

8a — 2 b — (5 a — 4^) — 8a — 2 b — 5 a + 4& = 3 a + 26.

5. 21. (Multiplicatiou.) Da das Product zweyer Fae-

toren (nach §. 4 ) den Factor so oft enthalten mufs, als der an¬

dere die Einheit enthält, so werden, wenn die Einheit, wie hier

immer, positiv vorausgesetzt wird, zwey positive Factoren auch

ein positives Product geben.

Littrow’a Anfangsgr. d. gosaimnt. Mathom. 3
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Ist aber der eine dieser Factoren negativ, so wird das Pro¬

duct den negativen Factor so oft enthalten, als der andere, po¬

sitive Factor die Einheit enthält, d. h. das Product einer positi¬

ven Gröfse in eine negative, und umgekehrt, ist negativ.

Sind endlich beyde Factoren negativ, so mufs auch hier,

der allgemeinen Regel des §. 6. zu Folge, das Product den einen

Factor so oft enthalten, als der andere die Einheit enthält Allein

dieser andere Factor enthält nicht die Einheit (nicht die Gröfse

+ sondern ihr Gegentheil (— i), also wird auch das Pro¬

duct nicht den ersten negativen Factor selbst, sondern sein Ge¬

gentheil enthalten, d. h. das Product zweycr negativer Factoren

ist positiv.

In der Multiplication geben also gleiche Zeichen ein positi¬

ves, und ungleiche ein negatives Product. In diesem Producte

werden die numerischen Coefficienten in der That multiplicirt,

die allgemeinen Zahlzeichen aber, als Anzeige ihrer Multipli¬

cation (nach §.6, II.), einfach neben einander gestellt. Sonach
erhält man

(-f- 3 a) . (-f- 46) = -}- »2 a 6,

' (-(- 3 a) . (— 46) = — 12 ab,

(— 3 a) . (-{- 46) = — 12 ab,

(— 3 a) . (— 4 b) — -j~ 12 ab.

I. Bemerken wir noch, dafs man der Kürze wegen das

Product mehrerer gleichartiger Gröfsen, wie

a. a oder a a auch durch a s ,

a.a.a oder aaa durch a* u. f.

auszudrücken pflegt, so dafs man daher hat:

2a . 3 ab=zba"b,

3 ab . (— 5 a 2 b c) = — 1 5 a 3 6 2 c,

2 ab . ( 3 a-J- 5 aö — 6 2) = 6 a 2 b -j- ioa 2 6 2 — 2 ab 3 u. f.

Um aber das Product der beyden Gröfsen (a 6) und

(a — b ) zu finden, hat man

a + b

a — b

a 1 +
h 2

Produet — b\
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Ganz eben so erhält man

a *f- b

a b

a 1 ab

ab b l

Product . . . a z —sa& —j— b 2 .

Eben so wird man für das dreyfache Product

(i — a) (1 — a) (i — a ) oder für (i — a) 1

erhalten:

(i — a) 3 = 1 — 3 <z 3 a* — a 3 ;'

und eben so ist endlich

(sa — 3 £>)4 = 16 a 4 — 96 a 3 b

-|- 216 a 2 6*

— 2i6a6 3

4- 81 b*.

§. 22 . (Division.) Da der Divisor, durch den Quotien¬

ten multiplicirt, den Dividend wieder geben mufs , oder da (nach

(jj. 5, II) die Multiplication die Probe der Division ist, und um¬

gekehrt, so gilt für die Division, in Beziehung auf die Zeichen,

dieselbe Vorschrift, wie oben für die Multiplication, dafs näm¬

lich gleiche Zeichen einen positiven , und ungleiche Zeichen

einen negativen Quotienten geben.

Auf diese Weise erhält man z. B.:

12 a z b = 3 a

l\ab

4 a 3 b z — 8 a z bc = ab — 2c u. f.
4 a 1 b.

I. Ein Bruch wird durch einen Bruch multiplicirt, wenn

man, wie in 12 , Zähler mit Zähler, und Nenner mit Nenner

multiplicirt. Eben so wird ein Bruch durch einen andern Bruch

dividirt, wenn man den ersten Bruch durch den umgekehrten

zweyten multiplicirt (§. i3.). Demnach ist also
ia 3 b
b c

6 a
und

3 a %b
5 c

5 a.\
Ti)

babc
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und eben so

§. 22 .

a 2

Tb

6 b « 2 a

Tb ' Tb

(i.5

15 i 1' ’

( 2a 3 6-\ ö /u 3i 2\ u 4® 2
t a )' za \ b a J ' b b-

6 b.

II. Enthält der Divisor mehrere Glieder, so ist das Verfah¬

ren ganz dem in §. 5. ähnlich, wenn man zuerst die beyden zu

dividirenden Gröfsen nach einem ihnen gemeinschaftlichen Buch¬

staben , z. B. nach a so ordnet, dafs die Gröfsen a , a 2 , a 3 . . .

in ihrer natürlichen Folge fortgehen.
Soll z. B. die Gröfse

za 1 — 3 ab -J- b 2 — a 2 b -f- a 3

durch a — b dividirt werden, so hat man

a — 6 | a 3 -|- 2 a 2 — a*b — 3aö-j-i> 2 |a 2 -J-2a — b Quotient,

-{-a 3 —a 2 £>

— _+__
2 a 2 — 3 a b -J- b %

-j- 2 a 2 — 2 ab

~ +

— a b + 6 2

— ai + 6 2

~f~ —

Rest . . . o.

Oder auch, wenn man nach der Gröfse b ordnet:

-ä -J-a | b- — 3 ab — a 2 ö-j- 2 a 2 -|-a 3 | — b za-\-a 3 wie zuvor,

-j-ö 2 — ab

— _+
— 2 ab — a 2 6 2 a 2 -f-

— 2 ab -f aa 2

+ ~

— a 1 b -J- a 3

— a 3 b-\-a 3

R e s t . . . o.

Ganz eben so findet man auch

ar- — b"

d -|" b
— a —
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«3 - l) 3

a — b a* ab -j- 6*,

i -j- a 1 -f- a*
i — a a 1 -f- a -f- a* u. s. w.

$. 23. (Division ohne Ende.) Wenn der Dividend
durch den Divisor nicht ohne Rest theilbar ist, so kann man,
wie oben §. 14, I., diesen Rest als einen neuen Dividend betrach¬
ten, und so die Division ohne Ende fortsetzen, wie folgendes
Beispiel zeigt:

i—6| a | a-f- ab -{- ab 3 -j- ...
a — ab

a b

ab — ab 2

ab *

ab 1 — ab*

ab*'

ab 3 — ab*

ab* etc.
Es ist daher der Bruch

a.

i —~b

gleich der ohne Ende fortgehenden Reihe

a ab -f- ab 2 -|- ab 3 -J- . . . ,

von welcher das Gesetz des Fortgangs der Glieder deutlich ist.
I. Nimmt man die Gröfse b negativ, oder setzt man in dem

Vorhergehenden— b statt b, so erhält man

—7-7 = a — ab -4- ab* — ab 3 -)-...
1 «-p b

dieselbe Reihe, wie zuvor, aber mit*abwechselndenZeichen.
Ist z. B. für einen besonderen Fall in dem vorhergehenden

Ausdrucke von

——j = a-f-a6-|-ai> z -{-...

die Gröfse a— 1 und b=-^, so hat man
i — _L _L I _l_I_ _L_
9 »o I Do I 1000 I t o 0 0 o I * 4 9

übereinstimmendmit §. 14,, I., wo der mit dem vorhergehenden
identische Ausdruck
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7 = 0.11 11 .

gefunden wurde.

II. Eben so gibt a=.b = \ den folgenden Quotienten:

ein Ausdruck, der, ohne Ende fortgesetzt, offenbar gröfser

als jede andere noch angebbare Zahl, oder der, wie man sich

auszudrücken pflegt, unendlich grofs wird. Diefs stimmt mit der

oben (§. 9.) gegebenen Erklärung eines Bruches überein, dessen

Werth immer gröfser wird, je kleiner, bey unverändertem Zäh¬

ler, der Nenner desselben ist. Nimmt daher, wie hier bey dem

Bruche £, der Nenner über alle Grenzen ab, oder wird der

Nenner, wie man zu sagen pflegt, unendlich klein, so nimmt

auch der Werth des Bruches über alle Grenzen zu, oder dieser

Werth ist dann unendlich grofs, welchen Zustand einer Gröfse

man auch durch das Zeichen 00 auszudrücken pflegt, so dafs
daher

£ mit 00

gleichbedeutend ist.

Wir werden später noch oft Gelegenheit haben, auf diese

sogenannten unendlich kleinen Gröfsen, d. h. auf solche Gröfsen

zurück zu kommen, die kleiner angenommen werden, als jede

andere noch angebliche Gröfse. Hier bemerken wir nur, dafs

jede nach einem bestimmten Gesetze fortgehende Folge von

Gröfsen eine Reihe heifst. ■— Diese Beihen spielen in der

mathematischen Analysis eine sehr wichtige Bolle, obschon sie

j!ur eigentlichen Berechnung offenbar nur dann brauchbar sind,

wenn sie convergircn* d. h. wenn ihre mit derFolge stets kleiner

werdenden Glieder sich einer gegebenen endlichen Gröfse immer

mehr nähern, ohne sie je zu erreichen. So ist die vorhergehende

Jleihe
— -J_*_I__L
10 i IOO | IOOO |

convergent, weil die Summe ihrer Glieder, je w'eiter man sie

fortsetzt, der endlichen Gröfse immer näher kommt. Die

andere Beihe aber

* + 1 + 1 + • • •

ist divergent, weil die Summe ihrer Glieder ohne Grenze bis in

das Unendliche wachsen kann.

»
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Eben so ist die Reihe

1 + T + T + i + * * *

oder die Reihe der sogenannten reciproquen natürlichen Zahlen

(i, 2 , 3, 4, ...), wie wir später (§. 65.) sehen werden, ebenfalls

divergent, oder die Summe dieser Reihe wächst ins Unendliche

fort, obschon ihre Glieder immer kleiner werden, je Weiter sie

fortgeht. Nicht so ist es mit der convergenten Reihe

1 ~~ f + T — l + T - •••>

welche dieselben Glieder, wie die vorhergehende hat, deren

Zeichen aber stets abwechseln. Diese Reihe gibt, so weit man

sie auch fortsetzen mag, immer eine Summe, die kleiner als dio

Einheit ist a so wie wieder die Reihe der reciproquen ungeraden

Zahlen, oder die Reihe

1 + i + T + T + • • •

divergent ist, da die Summe ihrer Glieder, ohne sich einer be¬

stimmten Grenze zu nähern , ins Unendliche wächst, wie wir in

der Folge sehen werden.

«



Fünftes Capitel.

Rechnung mit Potenzen,

§. 24. (Erklärung.) Ein Product von mehreren gleichen
Factoren heilst eine Potenz dieses Factors. So ist

aa oder a 2 die zweyte,

aaa » a 3 » dritte,

aaaa » a 4 » vierte

Potenz der Gröfse a , und die Zahl oben rechts, welche die An¬

zahl der Factoren in jeder Potenz anzeigt, heilst der Exponent

dieser Potenz.

Die zweyte und dritte Potenz, die am häufigsten vorkommt,

wird auch der Kürze wegen das Quadrat und der Cubus (Würfel)

genannt. So ist 3 3 = g und 4 2= i 6 das Quadrat von 3 und 4 »

und 2 3 = 8, so wie 3 3 = 27 ist der Würfel von 2 und 3 .

I. Eben so wird diejenige Zahl a, welche auf die 2 te , 3 tc ,
4 to , . . . Potenz erhoben, die Zahl b gibt, die 2 te , 3 t0 , 4 te , . . .
1>Vurzel von der Zahl b genannt. So ist a die 2 tc Wurzel von a-,

und zugleich die dritte Wurzel von a 3 u. f. So ist 3 die 2 t0 Wur¬

zel von 9, und 2 die dritte Wurzel von 8, und wieder 3 die

4 t6 Wurzel von 81 u. f. •

Die zweyte und dritte Wurzel einer Gröfse wird auch ab¬

kürzend die Quadrat- und Kubikwurzel dieser Gröfse genannt.

Um anzuzeigen, dafs die 2 t0 , 3 te , 4 t0 , . . . Wurzel aus

einer Zahl gezogen werden soll, setzt man dieser Zahl die
Zeichen

vor. So hat man z. B.:

]/9 = 3 , \/8 = 2, ^16 = 2, . . .

Bey der Quadratwurzel läfst man der Kürze wegen auch

wohl die Ziffer 2 in den Wurzelzeichen weg, so dafs gleich¬

bedeutend mit y'a ist,
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Will man endlich mehrere durch -]- oder — verbundene

Gröfsen zugleich auf eine Potenz erheben, oder aus ihnen die

Wurzel ziehen, so schliefst man diese Gröfsen in Klammern ein

(Jj. 6, II.). So ist das Quadrat von a-j-ö gleich
(« +

und die Kubikwurzel von a —b ist

y/(<z — b ) oder auch \f a — b.

§. 25. (Multiplication.) Sucht man das Product von ä 1
in a 3, so hat man

a 1 . a 3 = aa . aaa = a s ,

und eben so für jeden anderen, ganzen, positiven Exponenten,

also auch allgemein

a m . a n = a m + n ,

wenn m und n ganze positive Zahlen bezeichnen.

Um daher Potenzen derselben Gröfse a zu multipliciren,

addirt man ihre Exponenten.

$. 26, (DiviSlOll-) Um a. 5 durch a 3 zu dividiren, hat man
a 3 aaaaa.

a 3 aaa. ’

und eben so für jeden anderen Exponenten: also auch allgemein

a™ _ _ n

Um daher Potenzen derselben Gröfse a zu dividiren, sub-

trahirt man ihre Exponenten.

5. 27. (Erhebung auf Potenz.) Um eine gegebene
Potenz, z. B. a 3 wieder auf eine Potenz, z. B. auf die zweyte

Potenz zu erheben, oder um die Gröfse

(a 3Y
zu finden , so hat man

a 3 — aaa ,

und von diesem Ausdrucke ist die zweyte Potenz

aaa . aaa = a fi,
also ist auch

(a 3) 1 = a°,
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und eben so ist

(a z ) 3 = a°, (a 11) 1 = a° u. f.,

also auch überhaupt für jeden ganzen, positiven Exponenten

Um also Potenzen auf Potenzen zu erheben, multiplicirt

man ihre Exponenten,

I. Um aber Producte oder Brüche auf Potenzen zu erheben,

mufs man diefs bey jedem einzelnen Factor des Products, und

bey Zähler und Nenner des Bruches thun.

Will man z. B. das Product ab auf die zweyte Potenz er¬

heben , so hat man

Eben so erhält man für die zweyte Potenz des Bruches

den Ausdruck

wie diefs alles gleichsam für sich klar ist, wenn m und n ganze

positive Zahlen sind.

5.28. (Potenzen, deren Exponenten Null oder
negative ganze Zahlen sind ) Nach dem Vorhergehenden
(5.26.) hat man, wenn m und n ganze positive Zahlen bezeichnen,

Sind aber die Leyden Exponenten in und n einander gleich,

so hat man m — n — o, also ist auch

d. h. jede Gröfsc mit dem Exponenten Null ist gleich der Ennhcit,

m n

ab . ab = aa . bb , also auch

(a b)~ = a" . b %,

und daher überhaupt

(a b) m = a m . b m .

a a a 2

b ' b b"- '

so dafs demnach ist:

und überhaupt

a m-m _ a
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I. Isl aber in demselben vorhergehenden Ausdrucke

a m

11>‘
a m ~ n

der Exponent m des Zählers gleich Null, so ist

a°
— = a"— n ,
a n

oder da, nach dem Vorhergehenden, a°= 1 und a°~ n offenbar

gleich a~~ n ist, so hat man
i

— = a~ n ,
aA

d. h. jede Potenz mit einem negativen Exponenten ist gleich der

Einheit, dividirt durch dieselbe Potenz mit demselben positiven

Exponenten.

Nach der vorhergehenden Erklärung einer Potenz ist a m ,

wenn m eine ganze positive Zahl bezeichnet, ein Product von

m Factoren, deren jeder gleich a ist. Soll demnach die Gröfse

a° ein Product von Null Factoren seyn? — Diefs würde keinen

Sinn haben. Und noch weniger läfst sich, nach jener Erklärung,

der Ausdruck a~ m auslegen.

Wir werden daher die Gröfse a° nur als eine blofse Be¬

zeichnung für die Einheit ansehen können, deren es noch viele

andere geben kann, z. B. y . - = i u. dgl. Diese Bezeichnung° b a

ist aber dadurch entstanden, dafs man irgend eine Potenz einer

Zahl durch sich selbst dividirt, und dabey die Vorschrift des

26. angewendet hat.

Eben so werden wir die Gröfse a~ m als eine andere Be¬

zeichnung für die Einheit, dividirt durch die m lc Potenz von o,

gelten lassen, und diese zweyte Annahme ist eine unmittelbare

Folge der ersten, dafs nämlich a u — 1 ist. Denn wenn man in

dem Ausdrucke
a m
— - = a m — n
a n

des §. 26, wo m und n ganze positive GrÖfsen sind, die Gröfse

m = o, also auch, der ersten Annahme gernäfs, a° = 1 setzt, so

erhält man solört
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5. 29. (Potenzen mit gebrochenen Exponenten.)
■Nach der oben (§. 24, I.) gegebenen Erklärung einer Wurzel,
ist der Ausdruck

diejenige Zahl, welche auf die n t6 Potenz erhoben, gleich a wird,
also ist auch

Ist aber n eine ganze Zahl, so hat man, nach 27,

a = (tt n )".

Setzt man daher diese beyden Ausdrücke von a einander

gleich, so hat man

d. h. Potenzen mit gebrochenen Exponenten sind mit den analo¬

gen Wurzelgröfsen identisch.

I. Auch diesen Ausdruck

wird man also nur als eine andere Bezeichnung von y a betrach-

den ist, deren Exponenten ganze positive Zahlen sind.

Diese Erweiterung der eingeführten Bezeichnungen, oder

der aufgestellten Begriffe durch Analogie oder Induction, ist auf

dem Gebiete der Mathematik von der äufsersten Wichtigkeit,

und sie ist oft schon die Quelle der interessantesten Entdeckun¬

gen geworden.

II. Stellen wir die vorhergehenden Vorschriften der Rech¬

nung mit Potenzen zur bequemen Übersicht zusammen, so hat

man, welche Zahlen auch die Gröfsen m und n bezeichnen,

für die Multiplication. . . . a m , a " = a m + ",

(a n )" = (ya)‘

woraus sofort folgt:

a° und a~ n

durch Analogie aus der Rechnung mit solchen Potenzen entstan¬
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für die Division.

für die Erhebung auf Potenz . .

für die Ausziehung der Wurzel .

und überdiefs

a— m = — und a° :
a m

am

( a rn ) n = a mn ,

1.

III. Nach diesen Vorschriften kann man sich an folgenden

Beyspielen üben: l * S

2 3 . 2 5 = 2 8 e= 256, 16 ’ . i 6 4 = i 6 4 e=3 8 ,

— sJ = 3,
1 (4 t ) 3 = l} = ^64 = 8 ,8i‘ '*

tt- 5 : a 1 = a-7, a 3 . a— * = a 3 ,

(\/ a 5) 3 = fa s , VJl = («t)i = tfa.

\/45 = \/9><5 = 3V/5,

(3 + Vs) 0* - Vs) = * — Vs,
i _ i 2 + ^3

2 — V3
1 i < ’ 2 + V3

v/5 + i 2 3 + \/5

VS — i 3 — V5
2

2 + V 3,

ä
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Sechstes Capitel.

Irrationale und imaginäre Grölsen.

5 - 3 o. (Irrationale Grölsen.) Betrachtet man die er-
sten natürlichen Zahlen 1, 2, 3 , . . . und ihre zweyten, drit¬
ten, . . . Potenzen, so hat man

I. natürliche Zahlen 1, 2, 3 , 4 > • • •
II. Quad rate derselben 1, 4, 9, 16, . . .

III. Würfel derselben 1, 8, 27, 64, . . .

woraus sofort folgt, dafs z. B. die Quadratwurzel von 4 gleich
2, die Quadratwurzel von 9 gleich 3 , die Kubikwurzel von 8
gleich •>. ist, u. f.

Allein welches sind die Quadrat- und Kubikwurzeln derje¬
nigen natürlichen Zahlen, die zwischen die Zahlen der Reihe

II. und III. fallen, welches sind z. B. die Quadrat- oder Kubik¬
wurzeln von 2, 3 , 5 , 6 u. f. ?

Obschon wir die vollständige Antwort auf diese Frage erst
weiter unten geben werden, so kann man doch hier schon sehen,
dafs z. B. die Quadratwurzel aus 2 oder dafs die Gröfse \f 3
keine ganze Zahl seyn wird, da sie, wie man aus der Verglei¬
chung der Reihen I. und 11 . findet, zwischen die Gröfsen 1 und
2 fallen mufs, zwischen welchen keine ganze Zahl fallen kann.

Allein eben so leicht wird man auch sehen , dafs dieselbe
Gröfse \f 2 auch kein Bruch seyn kann. Welches nämlich auch
dieser Bruch seyn möchte , so müfste er, auf die zweyte Potenz
erhoben, die ganze Zahl 2 wieder geben. Allein um einenBruch
auf die zweyte Potenz zu erheben, mufs man (nach §. 27, I.) den
Zähler desselben sowohl, als auch den Nenner mit sich selbst mul-
tipliciren. Wenn man aber einen Bruch, der nach §. i 5 . schon
auf seinen einfachsten Ausdruck gebracht worden ist, wie

JL £ i.
j ) 3) 4 > * * •

mit sich selbst multiplicirt, d. h. wenn man das Quadrat dieses
Bruches sucht, so mufs man offenbar wieder einen Bruch erhal-

»
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ten, da man doch, der Voraussetzung gemäfs , eine ganze Zahlt

nämlich die Zahl 2 erhalten sollte, indem \f 2 oder 2’, mit sich

selbst multiplicirt, die Zahl 2 wieder geben mufs.

I. Die Gröfse 2, und eben so auch die Gröfsen ^/ 3 , \^ 5 ,

yb, . . . so wie Y 2, \/ 3 , . . . sind demnach, weder ganze

Zahlen, noch auch Brüche. Sie sind daher Gröfsen ganz eige¬
ner Art.

Wenn wir z. B. von der Zahl 2 sagen, dafs sie die Einheit

zweyMal, oder dafs sie eine zehn Mal kleinere Einheit, d. h. die

Gröfse zwanzig Mal, dafs sie die Gröfse T-^- zweyhundertMal

genau in sich enthalte, und so von jeder anderen ganzen Zahl,

und selbst von jedem gegebenen Bruche, so läfst sich dagegen

von der Gröfse \/~2 nicht mehr sagen , wie oft sie irgend eine,

auch noch so kleine Einheit, genau in sich enthalte. Aus diesem

Grunde nennt man alle diese mit irgend einer Einheit unmefsba-

ren Gröfsen incommensurable oder auch irrationale Zahlen, weil

das Verhällnifs fraiioj dieser Zahlen zur Einheit nicht mehr an¬

geblich ist.

II. Obschon wir aber die irrationalen Gröfsen, ihrer Na¬

tur nach, nicht ganz genau angeben können, so werden wir doch

Mittel finden, uns dem wahren Werthe derselben immer mehr,

und so viel wir wollen, zu nähern, ohne sie jedoch je völlig zu

erreichen. So werden wir z. B. finden, dafs der Werth der

Quadratwurzel aus 2 oder dafs 2 ist

y» = 1.414213 562873...

Diefs wird uns demnach auch nicht hindern, mit diesen Gröfsen

selbst, wie mit allen anderen, zu rechnen, wenn wir uns nur

dabey erinnern, dafs die Besultate dieser Rechnungen blofse An¬

näherungen zur Wahrheit sind, mit denen wir uns ja auch sonst oft

genug begnügen müssen. Wir werden bald sehen, dafs beynahe alle

unsere Berechnungen des Himmels und der Erde auf diesen irra¬

tionalen Zahlen beruhen, und dafs die Natur selbst, in der Con-

struction ihrer bewunderungswürdigen Werke, eine Art von Vor¬

liebe für diese Zahlen gehegt zu haben scheint.

§• 3 i. (Imaginäre Gröfsen.) Da (nach §. 21.) zwey

positive, so wie auch zwey negative Factoren, immer nur ein
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positives Product geben, so müssen auch die Quadrate aller po¬

sitiven oder negativen Gröfsen immer positiv seyn. Dasselbe gilt,

aus demselben Grunde, nicht blofs für die 2 ton , sondern auch

für alle 4 ten , b ten , 3 tcn , . . . und überhaupt für alle Potenzen

mit geraden Exponenten.

Daraus folgt sofort, dafs diezweyte, und überhaupt jede

gerade Wurzel aus einer negativen Gröfse etwas Undenkbares,

etwas Unmögliches ist.

Obschon aber diesen Gröfsen an sich keine Realität zu¬

kommt, so hat man es doch versucht dieselben, wenigstens als

blofse symbolische Zeichen, unter der Benennung von imaginä¬

ren (im Gegensätze mit den reellen ) Gröfsen beyzubehalten, und

auch auf sie die Vorschriften ($. 25 . bis 29.) der Rechnung mit

Potenzen anzuwenden. Und auch diesem scheinbar gewagten

Versuche verdankt die mathematische Analyse eine sehr wesent¬

liche Erweiterung ihrer Grenzen, wie wir später bey mehr als

einer Gelegenheit bemerken werden.

Die einfachste dieser imaginären Gröfsen ist

Nimmt man davon nach der Vorschrift des §. 27. die ersten

Potenzen , so hat man

so dafs die Potenz VI. wieder gleich der II., die Potenz VII.

gleich der III. u. f. ist.

/—1 oder (—1)

Potenz I.

» II.

» UI.

» IV.

» V.

• • — 1 ,

• — V — 1 *

+1,
. . /—1 u. f. ,

I. Auf diese einfachsten Ausdrücke lassen sich auch alle

übrigen imaginären Gröfsen zurückführen. So ist z. B.

V-S = V/(+3).(-0 = 1/3./-,,
wovon daher wieder

Potenz I.

„ II.

• V — 3 ,

» III.

v IV

— 3 T. /— 1 ,

-j- 9 u. f. ist.
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£. 3a. (Vielfache Werthe der reellen Wurzeln.)

Jede positive Grüfse hat zwey , in ihrei’ Gröfse gleiche, in ihren

Zeichen aber entgegengesetzte Quadratwurzeln. Denn da z. B.

von der Zahl -J- 2 sowohl, als auch von der Zahl —2, das Qua¬

drat gleich -)-4 ist, so ist auch die Quadratwurzel von -j ~4 so¬

wohl -J- 2 , als auch — 2 , oder man hat

\A = ± 2 -

Dasselbe gilt auch von jeder 2 ten , 4 tcn , 6 tcn , . . . überhaupt

von jeder geraden Wurzel aus irgend einer positiven Zahl. So
ist z. B.

V^+ 8 . = + 3,

weil (-j- 3 ) 4 sowohl als auch (—3 ) 4 tvieder gleich der gegebenen

Zahl -j- 8 i ist.

I. Nicht so scheint es sich mit der 3 ten , 5 ten , 7 len , . . . und

überhaupt mit den ungeraden Wurzeln einer gegebenen Zahl zu

verhalten, die immer nur eine, wenigstens nur eine reelle Wur¬

zel haben, und zwar von demselben Zeichen mit der gegebenen
Zahl selbst. So ist z, B.

V + ö 7 = + 3 ,
aber nicht auch zugleich —3, da nur f—j—3) 3, nicht aber auch

(—3 ) 3 die gegebene Zahl -j -27 wieder gibt. Und eben so ist auch

V' 2 7 = — 3 ,

weil nur (—3) 3 , aber nicht (-(-3 ) 3 gleich —27 ist.

II. Allein die Anzahl der Wurzeln einer gegebenen Zahl

wird oft viel gröfser, wenn man auch auf die imaginären Wur¬

zeln derselben Rücksicht nimmt.

Zuerst ist, nach dem Vorhergehenden ,

V^+ 1 — ± 1 ?
oder überhaupt (nach §• 3i, I.)

Y -|- a z <= + a.

Und eben so ist auch

y — a 2 = + a \/ — i,
da sowohl -{-a y —1 . als auch —a y —1 , mit sich selbst mul-

JiiUrow*« Anfangsgr. <1.gpsammt. Mnlhcm. A
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tiplicirt, die Gröfse — a 1 wieder gibt. Daraus folgt daher, dafs

jede gegebene Gröfse zwey Quadratwurzeln hat, die nur durch

ihre Zeichen verschieden sind, und zwar zwey reelle, wenn die

gegebene Gröfse positiv, und zwey imaginäre, wenn die gege¬

bene Gröfse negativ ist.

III. Wenn man aber die Gröfse

- ‘ ± V — 3

zwey Mal mit sich selbst multiplicirt (nach den Vorschriften des

2i.u.3o.), so erhält man, wenn das obere Zeichen genommen

wird:
- i + \/-3
- 1 + Y — 3

I — Y — 3 — 3- 3 .
oder dieses Product ist gleich

— 2 — 2 Y — 3 5

und wenn man dasselbe noch einmal durch die ursprüngliche

Gröfse multiplicirt, so hat man

— 2 — 2 Y — 3

- i + Y '— 3

2 -j— 2 Y —3 —]— 6

- 2\A-3,

oder die dritte Potenz der gegebenen Gröfse (— i-\~Y —3) ist

gleich der reellen Gröfse -]- 8. Ganz eben so findet man auch,

wenn blofs das untere Zeichen genommen wird:

(— 1 — V — 3 ) 3 = -f- 8,

woraus daher, da 2 3 = 8ist, sofort folgt, dafs

(=i±£d)-= + ,

ist. Ganz eben so findet man auch, dafs

1 + v—3 y

ist, so dafs man also auch umgekehrt die beyden Ausdrücke ha¬
ben wird:

V'+i — H — 1 + V — 3 ) un3

= t(+ * ± V-$y
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Allein aus dem Vorhergehenden ist bereits bekannt, dafs

auch

Was aber hier von der Kubikwurzel aus -|- i oder — 1 ge¬

sagt wird, gilt nach dem Vorhergehenden auch für die Kubik¬

wurzel aus jeder anderen Zahl, z. B. + 27, da

Aus dem Vorhergehenden folgt daher, dafs jede positive

oder negative Gröfse drey Kubikwurzeln hat, von welchen aber

nur eine reell ist, während die beyden anderen imaginär sind.

II. Eben so überzeugt man sich leicht durch Nachrechnung

von der Richtigkeit der drey folgenden Ausdrücke:

woraus sofort folgt , da nach dem Vorhergehenden auch

Daraus folgt wieder, dafs jede positive Gröfse vier vierte

Wurzeln hat, von welchen aber nur zwey reell sind, und dafs

jede negative Gröfse ebenfalls vier vierte Wurzeln hat, die je¬

doch alle imaginär sind.

1 und \/ ■

ist, so dafs wir demnach für die Kubikwurzel aus (-j- 1) und aus

(— 1) folgende drey Ausdrücke haben:

+ r(— 1 + V —3)
+ t(+*+\/-3>

+ t(+ i ;-V/-3).

^-1-27 «= 3 y/-j- und

(± V —O1** 4 = + » >

( )

+ ✓— iV

i = +i ist, dafs man für die vierte Wurzel aus

und aus (—1) folgende vier Ausdrücke hat: '

1 — -t- 1 , und

— 1 4- v—1

1 — v—1

4
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Man bemerkt leicht, dafs diefs durch Analogie zur Aufstel¬

lung des Satzes führen wird: »Jede gegebene Zahl hat immer

» 2 Quadratwurzeln , 3 Kubikwurzeln, 4 Wurzeln der vierten,

»5 Wurzeln der fünften Ordnung u. s. w., allein von den gera-

»den Wurzeln (der 2 ten , 4 ten j 6 tcn , . , . Ordnung) sind immer

»nur zwey reell, wenn die gegebene Zahl positiv ist, und alle

»imaginär, wenn sie negativ ist; von den ungeraden Wurzeln

»aber (der 3 ten , 5 lcn , 7 ton Ordnung) ist immer eine reell und alle

»anderen imaginär, die gegebene Zahl mag positiv oder negativ

vseyn.« — Wir werden in der Folge wieder auf diesen wichti¬

gen Gegenstand zurückkommen.



Siebentes Capitel.
Umformung der Gleichungen.

§. 33 . (Erklärungen.) Wenn ein Ausdruck eino oder
auch mehrere veränderliche Gröfsen, die wir (nach 17.) durch

x,y, s, . . . bezeichnen wollen, uud überdiefs auch eine oder

mehrere gegebene oder unveränderliche Gröfsen a, 6, c, . . .

enthält, so wird jener Ausdruck seinen Werth ändern, wenn

diese Gröfsen x , y, 3, . . . geändert werden, er wird von die¬

sen Gröfsen abhängig, oder er wird, wie man zu sagen pilegt,

eine Function dieser veränderlichen Gröfsen seyn.

So ist z. ß. der Ausdruck

oder wenn man für einen besondern Fall a = 10 und 6 = 1 setzt,

der Ausdruck

eine Function der veränderlichen Gröfse x, und diese Function

Functionen von den beyden veränderlichen Gröfsen x und^y- u. f.

Wenn die veränderlichen Gröfsen x, y, z, . . . oder wenn

die Slammgröfsen der Function blofs ganze Exponenten enthal¬

ten, so heilst die Function rational, wie die der vorhergehen¬

den Beyspiele; wenn aber diese Slammgröfsen gebrochene Ex¬

ponenten mit sich führen, so ist die Function irrational, wie

a. -|- b \/ x oder \/a -j- bx,

und endlich eine gebrochene Function , wenn die Stamrugrüfsen

p a -j - b x

a — b x *

10 -j-.r
iu — x

ist gleich 1 für x = o,

— » x = 1 .y t

i * x = 22 u. f.

Eben so sind

—-— oder a x z -j- bxy -}- cy'
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zugleich im Zähler und Nenner erscheinen, wie der vorherge-
hende Ausdruck

a 4- b x . , x
■ — oder auch ^ * ~^
a — bx V* + bx . .

welcher letzte Ausdruck eine gebrochene irrationale Function

bezeichnet.

I. Ein aus zwey durch dieZeichen -f- oder — verbundenen

Gliedern bestehender Ausdruck heifst ein Binom 3 wie

a -j- bx % oder \/ 1— x .

Ein solcher aus drey Gliedern bestehender Ausdruck

a -)- b x -)- c x 2-

wird ein Trinom , und wenn er noch mehr als drey Glieder hat,

ein Polynom genannt.

II. Ein aus 2,3,4?... Factoren bestehender Ausdruck

wird eine Gröfse von 2 , 3, 4 ? • • • Dimensionen genannt, wo,

bey gebrochenen Functionen, die Nenner als Gröfsen mit nega¬

tiven Exponenten (§. 28, I.) genommen werden. So sind

a x a x 2 -}- b y-

b ’ ab ’ y/a 2 -J- b x

6ämmtlich Gröfsen von einer Dimension;
-. . xs

ax oder —oder — -b l/V-+y"-

sind Gröfsen von zwey Dimensionen ;

oder \f
a — x V

die Gröfsen

a--\- x' 1
a z — x' 1

gehören zu der Dimension Null;

a

b x
oder

a .

(p -J- b x

zu der Dimension — 1 , und endlich

Vx oder
V a — x

zu der Dimension { u. s. f. Wir werden in der zweyten Abtliei-

lung dieser Schrift sehen, dafs die Linien Gröfsen der ersten,

die Flächen der zweyten, und dafs die Körper Gröfsen von drey

Dimensionen (Länge, Breite und Höhe) sind.



§. 34. 65

§. 34* (Gleichung.') Wenn zwcy Functionen derselben

Stammgröfsen, wie z. B.

x z —^ a x und bx — c ,

einander gleich sind, so bilden sie eine Gleichung , die auf fol¬

gende Art geschrieben wird :

x 1 — ax = bx — c. ,

Da die Gleichheit zweyer Ausdrücke nicht gestört wird,

wenn man zu jedem derselben dieselbe Gröfse addirt oder von

ihr subtrahirt, so hat man, wenn man in der letzten Gleichung

zu beyden Seiten des Gleichheitszeichens die Gröfse c addirt, da

c — c = o ist:

x z — a x -f- c = b x ;

und endlich, wenn man auch hier zu beyden Seiten die Gröfse

bx subtrahirt:

x z — ax — b x -f- c — o;

oder da die veränderliche Gröfse x als Factor von a und zugleich

von b erscheint:

x 2 — (a -j- 6) x -j- c = o,

welcher Ausdruck also ebenfalls eine Gleichung für die Variable

oder unbekannte Gröfse x darstellt.

Man sieht daraus, dafs jede Gleichung so ausgedl’ückt wer¬

den kann, dafs auf der einen Seite des Gleichheitszeichens blofs

die Null steht, was man eine Gleichung auf Null bringen lieifst.
So ist demnach auch

x z ~ Ax B — o

eine Gleichung für x, und

x z -j- Axy -]- By z -j- C = O

eine Gleichung zwischen den beyden veränderlichen Gröfsen x

und u. f.

1. Wir betrachten hier zuvörderst nur diejenigen Gleichun¬

gen, die blofs Functionen einer einzigen veränderlichen Gröfse

x sind. Eine solche Gleichung lieifst geordnet , wenn die ver¬

änderliche oder unbekannte Gröfse x in allen Gliedern der Glei¬

chung blofs im Zähler und blofs mit ganzen positiven Exponen¬

ten erscheint, und eine solche geordnete Gleichung gehört zum

i 8t0 ", 2 lon , 3 te “, . . . Grade, wenn der höchste Exponent von x
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gleich i, 2, 3, . , , ist. So ist

x 3- -)- ax -{- b = o

eine geordnete Gleichung des zweyten Grades, und

x 3 -j- ax* -j- bx* -(- cx d = o oder auch

x 3 ax b = o oder

x 3 -]- a = o

sind geordnete Gleichungen des dritten Grades. Im Gegcntheile
sind

a t
—;— = bx,
i -f- x

a -j - by x = ex,

— 4- b = a \f x u. f.a

noch ungeordnete Gleichungen.

II. Bemerken wir noch, dal's eine jede Gleichung, zwischen

der veränderlichen x und anderen constanten Gröfsen, nicht für

jeden willkürlichen Werth von x, sondern nur für gewisse beson¬

dere Werthe dieser Gröfse gleich Null seyn kann. So hat man

z. ß. in der Gleichung

x z -j- ax -(- b = o,

oder wenn man, für ein specielles Beyspiel, a = 3 und 6 = a

setzt, in der Gleichung

x 1 -f- 3 x -j- a = o

nur zwej Werthe von x, welche dieser Gleichung entsprechen,

oder welche den Ausdruck x z -j- 3x -j- 2 = o geben. Diese Wer¬
the sind nämlich

x = — i und x = — 2 ,

und aufser ihnen gibt es keinen anderen Werth von x mehr, wel¬

cher der gegebenen Gleichung genügt.

Eben so hat die geordnete Gleichung des dritten Grades

x 3 — 6a: 2 -j- tu — 6 = 0

nur drey Werthe von x , welche diese Function von x gleich

Null geben, nämlich, wie man sofort sieht;

x = i , x = 2 und x = 3.

Man nennt aber diese Werthe von x, welche der gegebenen

Gleichung entsprechen, die fVarzeln dieser Gleichung, und wir
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werden weiter unten (§. 67.) sehen, dafs jede geordnete Glei¬

chung des m ten Grades auch m Wurzeln hat, wie diefs in den

Leyden vorhergehenden Beispielen der Fall ist.

JII. Würde aber der Fall eintreten , dals ein Ausdruck

der Art

o = a -|- b x -|- c x* -}- d x* -f- . . .

für alle Werthe, die man der Gröfse x geben kann, gleich Null

werden sollte, so würde auch daraus unmittelbar folgen, dafs die

constanten Coeffieienten (§. 18, II.) von x°, x, x z , ... oder dafs

die Gröfsen a , 6, c , d , . . . jede für sich gleich Null seyn

müssen. Denn setzt man in der gegebenen Gleichung die Gröfse

x , da mau ihr alle möglichen Werthe geben kann, gleich Null,

so erhält man

a — o ,

so dafs man also jenen Ausdruck auch so schreiben kann: ^

o = b x -]- c x'- -J- d x 3 -j- . . .,

oder, da man, ohne die Gleichung zu stören, alle Glieder der¬

selben durch x dividiren kann:

o = 6-j-ca:-|-da7 ;i -j-...,

also wieder, wenn man neuerdings x — o setzt:

ö = o,
und eben so erhält man

c = o, d = o u. f.

§. 35 . (Sonderung der Unbekannten ) Wie Be¬

stimmung der Wurzeln einer gegebenen Gleichung zwischen x

und constanten Gröfsen ist eine der wichtigsten Aufgaben der

mathematischen Analysis. Man nennt diese Bestimmung der Wur¬

zeln die Auflösung der Gleichung. Wir werden unten wieder auf

diesen Gegenstand zurückkommen.

Hier wollen wir nur bemerken, dafs diese Auflösung der

Gleichungen, so lange sie für x des ersten Grades sind, keine

Schwierigkeit habe, da sie offenbar nur darin besteht, diese un¬

bekannte Gröfse aus der Gleichung zu sondern , d. h. sie so zu

stellen, dafs sie ganz allein auf der einen Seile des Gleichheits¬

zeichens steht, während die andere Seile blofs von den constan¬

ten oder gegebenen Gröfsen a, b, c, . . . der Gleichung ein-
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genommen wird. Dadurch ist nämlich der Werth der unbekann¬

ten Gröfse x durch die bekannten a , b , c, . . . sofort gegeben,

oder die Gleichung ist aufgelöst.

Um aber zu dieser Sonderung der Unbekannten zu gelan¬

gen, mufs man mit den gegebenen Gleichungen verschiedene

Modificationen vornehmen, durch welche man diesen Zweck er¬

reichen kann.

I. Diese Modificationen gründen sich alle darauf, dafs die

Gleichheit zweyer Ausdrücke nicht gestört werden kann, wenn

man, wie auch zum Theil schon oben geschehen ist, zu jedem

dieser Ausdrücke dieselbe Gröfse addirt, oder von ihnen die¬

selbe Gröfse subtrahirt, oder auch, wenn man beyde Ausdrücke

durch dieselbe Gröfse multiplicirt oder dividirt, oder endlich,

wenn man jeden dieser Ausdrücke auf dieselbe ganze oder ge¬
brochene Potenz erhebt.

§.36. (Nähere Erläuterung dieses Verfahrens.)

Die in §. 35, I. angeführten Reductionen lassen sich am einfach¬

sten dadurch ausführen , dafs man alles, was auf der einen Seite

des Gleichheitszeichens mit der unbekannten Gröfse

verbunden ist auf die andere Seite bringt

durch Addition, durch Subtraction, u. umgekehrt.

» Multiplication, » Division, und umgekehrt.

» Erhebung auf ganze Po- » Ausziehung der Wurzeln,

tenzen, und umgekehrt.

Diese Vorschriften werden am besten durch Beyspiele er¬
läutert wei’den.

I. Ist die Gleichung gegeben

x -J- 2_ , ,

so wird man zuerst die Gröfse 5, da durch sie die ganze linke

Seite afficirt wird, durch Multiplication auf die rechte Seite schaf¬

fen , wodurch man erhält

x -|- 2 = 5;

und wenn man dann noch die Gröfse -j- 2 , durch Subtraction,

auf die andere Seite bringt:

x — 3,

wodurch demnach die unbekannte Gröfse x gegeben wird.
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II. Ist die Gleichung gegeben
2 (3 + x ) — 3 = 7 >

so wird man zuerst die Gröfse — 3, durch Addition, auf die an¬
dere Seite bringen, so dafs man hat

2 (3 -(-a;) = io.

In dieser Gleichung mufs wieder zuerst der allgemeine Fac¬
tor 2 der linken Seite weggebracht werden , wodurch man hat

3 -J- x — 5,
und wenn man endlich noch die Gröfse 3 auf die andere Seite
bringt:

x = 2.

Eben so wird man auch mit solchen Gleichungen verfahren,
die statt den Ziffern allgemeine Zahlzeichen haben.

III. Ist z. B. die Gleichung gegeben:
a x 4- b

c = d *
so gibt die Entfernung von c, die hier wieder zuerst vorgenom¬
men werden mufs:

ax -J- b = cd,
und dann die von b :

ax =s cd — b ,
und endlich die von a :

cd — b

Dieselbe gegebene Gleichung hätte man aber auch so schrei¬
ben können:

ax b ,
—-- (- = rf,c c

und hier gibt die Entfernung von — sogleich
ax b
c c ’

und dann die Entfernung von —

* = l( d ~ c)’
oder wenn man die Klammern auflöst:

cd — b
x s= -, wie zuvor.

i
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IV- Erscheint die Gröfse x raehrmal in den Zahlern von

Brüchen, so kann man sie als gemeinschaftlichen Factor heraus¬

nehmen , und dann wie zuvor verfahren.

oder wenn man die beyden Brüche auf einerley Nenner bringt,

und die Gröfse c auf die andere Seite schafft:

Alle vorhergehenden Gleichungen sind blofs des ersten Gra¬

des. Wenn aber die gegebene Gleichung mehrere verschiedene

Potenzen von x enthält, so ist die Sonderung dieser Unbekann¬

ten oft mit sehr grofsen , ; ja mit unübersteiglichen Schwierigkei¬

ten verbunden, und dann mufs man sich oft schon mit dem blos¬

sen Ordnen (§. 35, I.) der Gleichung begnügen, um wenigstens

den Grad derselben bestimmen zu können. Wir werden in der

Folge wieder auf diese Untersuchungen zurückkommen.

Bemerken wir noch, zum Schlüsse dieses Gegenstandes,

dafs man den Ausdruck Va -j- \/b öfter durch eine ähnliche Um¬

formung auf die einfachere Gestalt x-\~\/y bringen kann. Setzt

jnan nämlich beyde Ausdrücke einander gleich, so ist

Da aber ein Ausdruck zwischen rationalen und irrationalen

Grüfsen nur dann für alle Wertlie derselben gleich Null seyn

Ist z. B.

gegeben , so hat man auch

o —J— d

durch Division wegbringtalso auch, wenn man den Factor

ab (c-\- d)x = - -—•.
a -y- b

Ganz eben so wird

a -4- X r. — .r h e —— a d
gCUCli 4.

und

b + c (d + a x) (a — c)d — b

a -j- ]/b — x - — zx \/y — y = o.
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kann, wenn jene, so wie diese, jede für sich, gleich Null sind,

so hat man statt der vorhergehenden Gleichung die zwey fol¬

genden :

Wir werden aber in der Folge ((J. 69.) sehen, und wir kön¬

nen uns auch schon jetzt durch Nachrechnung überzeugen, dafs

aus den beyden letzten Gleichungen für die Werthe von x und y

die Ausdrücke folgen: ;

ci — Va- — b - ci -J- V <i'- —~b
x = V -■—!—:- und y = — -,

Auf diese Weise erhält man z. B.

\/'b + 2/5 .== 1 + 1/ 5 ., . . i
-j- v/d = > -f-

V z + v/3 == t(v/2 + \/6) u. f. 1
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Achtes Capitel.
Proportionen.

37. (Erklärung.) Wenn manbey zweyGröfsen durch
Division untersucht, wie oft eine derselben in der anderen ent¬

halten ist, so sucht man dadurch das Ferhältnifs dieser zwey

Gröfsen.

So haben die zwey Zahlen 3 und 12 das Verhältnis 4 , da

die erste in der zweyten 4 ”’ al enthalten ist.

Zwey Zahlenpaare, deren Yerhältnifs gleich ist, bilden eine

'Proportion. So hat 3 zu 12 dasselbe Yerhältnifs, wie 5 zu 20;

also bilden auch diese zwey Zahlenpaare eine Proportion, die

man auf folgende Weise zu schreiben pflegt:

3 : 12 = 5 : 20, oder auch
12 : 3 = 20 : 5 .

§. 38 . (Eigenschaft der Proportionen.) in jeder

Proportion ist das Product der bcyden äufseren Glieder gleich

dem Producte der beyden inneren.

Denn ist überhaupt

a : b e= c : d ,

so ist auch, nach der gegebenen Erklärung einer Proportion,

wenn man sie mit dem oben ($. 6 , II.) angeführten Zeichen der

Division in der Gestalt von zwey Brüchen ausdrückt:

a c

b = d‘

Bringt man aber diese beyden Brüche auf einerley Nenner,
so hat man

ad b c

bd ~ Td.'

also auch, wenn man beyde Glieder dieser Gleichung durch b d

multiplicirt;

ad = b c;

d. h, in der gegebenen Proportion
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a : b = c : d

ist das Product der zwey äufseren gleich dem Product der zwey

inneren Glieder.

I, Sind die beyden inneren Glieder einander gleich, oder

hat man die Proportion

II. Daraus folgt sofort, dafs sich aus je zwey einander glei¬

chen Producten

immer eine Proportion bilden lasse. Denn dividirt man die letzte

Gleichung zu Leyden Seiten durch b d, so hat manad bc ' a c

bd = 12 oder 6 =

das heifst, man hat:
a : b = c : d.

§. 39. (Bestimmung eines Gliedes der Proportion

tion gegeben sind, so läfst sich dadurch auch das vierte bestim¬

men. Denn ist die Proportion gegeben

Ist daher z B. das letzte Glied d unbekannt, so hat man,

wenn man beyde Glieder dieser Gleichung durch a dividirt,

ist jedes äufsere Glied gleich dem Producte der zwey inneren,

dividirt durch das andere äufsere — und jedes innere Glied ist

gleich dem Producte der zwey äufseren, dividirt durch das an¬

dere innere.

dem Vorhergehenden,

B = V~JC,

und man nennt dieses mittlere Glied B = \^AC die mittlere Pro¬

portionale zwischen den beyden anderen Gliedern A und C .

ad = b c

aus den drey anderen.) Wenn drey Glieder einer Propor-

a : b = c : d, so ist auch

. ad = bc.

und eben so für jedes der übrigen drey Glieder, — Überhaupt
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Dieser einfache, aber sehr nützliche Satz ist unter der Be¬

nennung der Regeldelri bekannt.

5- 4o. (Veränderungen der Proportionen.) Eine
Proportion kann mannigfaltige Veränderungen erleiden, ohne

dafs dadurch die Gleichheit ihrer Verhältnisse gestört wird. Wir

führen nur die vorzüglichsten derselben kurz an.

I. Umkehrung der Verhältnisse.

Ist

a : b = c : d

so ist auch sofort

b : a = d : c,

wie schon für sich klar ist.

II. Verwechslung der inneren Glieder.

Ist

a : b = c : d,
so ist auch

a : c = b : d,

da beyde Proportionen auf die ihnen gemeinsame Gleichung

ad = b c

zurückgeführt werden können.

III. Addition und Subtraction der einzelnen Glieder.

Ist die Proportion gegeben

a : b = c : d,
so ist auch

ajhb:c + d = b:d,
und eben so

a + c;ö+d = a:ö,

weil auch die beyden letzten Proportionen sich wieder auf die

Gleichung
b c = ad,

das heifst, auf die gegebene Proportion

a : b = c : d

zurückführen lassen.

IV. Multiplication der beyden ersten * oder der beyden letzten

Glieder durch dieselbe Gröfse.

Ist die Proportion gegeben

a : b = c : d,
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so ist auch, für jeden Werth der Grüfso m,

am : bm == c : d,
und eben so

a : b = cm : dm,

da jede der zwey letzten Proportionen wieder die Gleichung gibt
ad = bc.

§. 4». (Verbindung mehrerer Proportionen unter
einander-) Die Producte gleichliegender Glieder von zwey
oder mehreren Proportionen sind ebenfalls proportionirt.

Sind nämlich die zwey Proportionen gegeben

a : b =s c : d und

e : / = S - h »

so ist auch sofort

ae : bf = cg : dh.

Denn die erste Proportion gibt ad=sbc, und die zweyte

gibt eben so eh =zfg, also ist auch

ad . eh e= bc . fg ,

oder, was dasselbe ist,

ae . dh cg . bf ,
also auch

ae : bf = cg : dh.

I. Daraus folgt sofort:

Sind die zwey Proportionen gegeben

a : b = c : d |

und b : e = d : f j ’

so hat man auch

a i e — c : f.

II. Sind eben so die zwey Proportionen gegeben

a : b — c : d J

und b : e =z f : c \ ’

so hat man auch

a : e =z f : d.

III. Sind endlich die zwey Proportionen gegeben

a : b = c : d |

und e : f = d : g \ ’
IdUrow’s Anfangftgr <i. gosamml, jUathcm, 5



06 §• 4i.

so hat man auch

ae : bf s=s c : g,

und dieser Satz III. ist unter dem Namen der Regelquinque bekannt.

IY. Das Verfahren in III. gibt, wenn man es auf mehrere Pro¬

portionen fortsetzt, die sogenannte Kellenregel oder den

folgenden Satz:

Sind die Proportionen gegeben:

a : b = A : B,

c : d, — B : C,

e : / = C : D,

g : h — D : E u. f.,

so besteht «wischen diesen Gröfsen auch die Proportion

aceg : bdfh = A : E.



Neuntes C a p i t e 1.
L o g a r i t h m e ri.

5.42. (Exponentialgröfsen.) Wenn in dem Ausdruckei
J == d x ,

wo a eine constante, x und y aber eine veränderliche Gröfsö

bezeichnet, der Exponent x bekannt oder gegeben ist, so wird

man, nach dem Vorhergehenden, immer den entsprechenden

Werth von y finden können. So hat man z. B. wenn 2 ist,

für x = 2 den Werth von y = 4,

» x = 3 » » » jv = 8 u. f.,

und selbst wenn x irgend ein Bruch, z. B. gleich \ ist, so wird
1

y — 2’ = \/e seyn, eine irrationale Gröfse, deren Werth man

aber nach §. 29, II. der Wahrheit so nahe, als man nur will^

finden kann, wie wir weiter unten sehen werden.

Wenn aber umgekehrt in dem gegebenen Ausdrucke

y = a?

die Gröfse y die bekannte Zahl ist, oder wenn man z.B. die Glei¬

chung hat:
— 3 ,

so bietet alles Vorhergehende kein Mittel dar, denjenigen Werth

von x zu finden, welcher der Gleichung entspricht.

Man nennt aber solche Ausdrücke, wie a. x , wo der Expo¬

nent die unbekannte oder veränderliche Gröfse ist, Exponenlial-

gröfsen, zum Unterschiede mit den gewöhnlichen Potenzen

x a oder (1 >-j-a. ,) a ,

in welcher der Exponent a constant ist.

Diese Exponentialgröfsen bilden, so wie die irrationalen

Zahlen, ein eigenes, weitverbreitetes Geschlecht von Gröfsen,

das sich von allen anderen wesentlich unterscheidet, und das in

der Mathematik eine sehr wichtige Rolle spielt.- Man heifst sie,-
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und die mit ihr verwandten, Ivansccndento Gröfsen , zum Unter¬
schiede mit den bisher betrachteten, die man algebraische Grös¬
sen zu nennen pflegt.

Um diesen Unterschied besser zu übersehen, wollen wir
z. B. in der Potenz

y era x a
für a die constante Gröfse 2, und dann für x die aufeinanderfol¬
genden Werthe a.-=i , 2, 3 , 4 > . . . setzen, wodurch man für
die entsprechenden Werthe von y = 1, 4 > 16, . . . erhält.
Eben so gibt x = 1 , -j-, |, -j, . . . die Werthe y = 1, |,

, wo immer die Werthe von y nach einem constanten
und sehr einfachen Gesetze auf einander folgen.

Ähnliche Resultate erhält man auch, wenn man für x die¬
selben Gröfsen 1,2,8,... aber negativ annimmt u. s. f.

Anders aber verhalten sich die auf einander folgenden Werthe
der Exponentialgröjse a x . Nimmt man in derselben für die con-
stanto Gröfse a z,B. die Zahl —2, so erhält man

für tV * » 1 y 2, 3 , 4

tt* = — 2, + 4 » “ 8 ’ -{- 16
und für x = — 1 , — 2,

- 3 ,
— 4

a-x = — + t
■fl9 + T?

so dafs also hier die positiven Gröfsen mit den negativen ab¬
wechseln.

Setzt man aber für x die reciproquen natürlichen Zahlen,
oder ist /

* -- *9 >) 3’ 49 5 1 * * • »

so hat man a x —— 2, ^-2,-/2,...
wo sogar die reellen Werthe mit den imaginären wechseln.

Setzt man ferner die Gröfse a gleich Null, so hat man, so
lange x positiv bleibt, wie grofs dasselbe auch werden mag,
immer

a x = o x = o.

Wird aber x ebenfalls Null, so erhält man
a x = a° = i ,

und erhält endlich x irgendeinen negativen Werth, z. B. x = — 1,
so hat man
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a x = - = - für a = o,
a o

oder a* wird dann unendlich grofs ($. a3, II.).

Noch auffallendere Sprünge erhält man, wenn x irgend eine

irrationale Gröfse, z. B. wenn x=\fn wird. Nach dem oben

(§. 3o, II ) Erwähnten ist annähernd:

1^2 = 1.4 l 42 I ...

Setzt man also wieder die Gröfse a = -f-3, und nimmt man

von der vorhergehenden Wurzelgröfse nach und nach immer

mehr genäherte Werthe, und bemerkt man, dafs (nach §.32, II.)
I

jedo Gröfse a m immer eino Anzahl von m reeller oder imaginä¬

rer Werthe hat, so erhält

für ^2 = die Gröfse . . . zehn,

» 2 = rii. v v » » . . . hundert,

» l/a = —— » » s » . . . tausend u. f.r 1000

verschiedene Werthe, ja die wahre Anzahl dieser Werthe wird

in der That unendlich grofs seyp, da der wahre Werth von y/2

selbst nur durch einen ohne Ende fortgehenden Bruch angegeben

werden kann.

Wäre endlich noch die Gröfso a negativ, und z.B. a = — 2 ,

und wie zuvor x = ^2 eine irrationale Gröfse, so hätte man

und von diesem Ausdrucke läfst sich nicht einmal angeben, ob

er zu den reellen oder zu den imaginären Gröfsen gehört, da

man nicht sagen kann, ob 2 eine gerade oder eine ungerade

Zahl ist.

Diefs wird genügen, die Verschiedenheit der transcenden-

icn und algebraischen Gröfsen zu erkennen. ....

§. 43. (Logarithmen.) Gehen wir wieder zu unserer
Gleichung

y = a?

zurück. Obschon wir, wie gesagt, den Werth des Exponenten x

für jeden gegebenen Werth von y jetzt noch nicht bestimmen

können, so ist doch klar, dafs dieser Werth von x, für dasselbe y,

seinen Werth mit der constanlen Gröfse a ändern werde, dafs er
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z. B. ein anderer für 3 = 2 *, als für 3 = 4* oder 3=5* . . .
seyn werde. Die gesuchte Gröfse x wird also nicht blofs von y,
sondern auch von demjenigen Werthe abhängen, den man der
constanten Gröfse a gegeben hat. — Wir wollen im Folgenden
annehmen, dafs diese Gröfse a positiv und gröfscr, als die Ein¬
heit ist, ohne weiter etwas Näheres über ihren absoluten Werth
festzusetzen.

Da wir noch sehr oft auf das Problem zurückkommen wer¬
den, aus dem Ausdrucke

O? — y

die Gröfse x für jedes gegebene a und y zu linden, so wollen
wir dieser Gröfse x eine eigene Bezeichnung geben, und sie den
Logarithmus von nennen, was wir abkürzend auf folgende Art
ausdrücken:

« = Log y.
Die constante Zahl a aber, die, als solche, immer densel¬

ben, übrigens willkürlichen Werth heybehält, während die bey-
den Gröfsen x und y sich ändern, wollen wir die Basis dieser
Logarithmen nennen.

Wäre also z. B. die Basis <z=3 io, so hätte man die Gleichung
io* = y,

und da io°=i, io* = io, io , = ioo u. f. ist, so würde map
auch, für diese Basis, haben:

Log i =o,
Log io = i ,
Log 100 es 2 ,
Log iooo = 3 u. f.

Wie man aber die Logarithmen der zwischen diesen Zahlen
1 , io, ioo, ... fallenden Gröfsen, wie man also Log 2 , Log 3>
Log h, . . . linden soll, ist jetzt noch nicht bekannt.

Da übrigens die Logarithmen aus der Exponentialgröfse a x
unmittelbar entspringen, so gehören auch sie, nach §. 42 , zu
den transcendenten Gröfsen.

§. 44- (Eigenschaften der Logarithmen.) Wie es
sich aber auch mit dieser Bestimmung der Logarithmen einer
jeden gegebenen Zahl verhalten mag, so lassen sich doch hier
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schon einige sehr merkwürdige Eigenschaften derselben aus den

zwey für sie aufgestellten Gleichungen

a x = y und x =s Logj'
ableitcn.

I. Da nämlich zuerst, für jeden Werth der Basis a, die positiv

und>i ist, wenn man ;r = o setzt, der Werth von 1 wird, so hat

man auch für jede Basis

Log 1=0.

Und da eben so y = G für x — i wird, so hat man auch

Log a — i.

Das heifst also: »Für jeden Werth der Basis a, oder für

»jedes logarithmische System, ist der Logarithmus dieser Basis

»immer gleich der Einheit, und der Logarithmus der Einheit ist

»immer gleich Null.«

II. Da a x =jy ist, wo x und y willkürliche Zahlen bezeich¬

nen, so ist auch, wenn u und z ähnliche Zahlen ausdrücken,

G“ = Z.

Man hat daher, nach der in^J. 43 . gegebenen Erklärung

eines Logarithmus

x = Logjy, und eben so u = Loga.

Allein nach 29, II. ist

a x . g“ = a x +“ oder

a x +“ = y . z,

also ist auch, nach derselben Erklärung des Logarithmus,

00 + u = Log (jy. s),

das heifst, cs ist

Log(jy.z) = Logjy + Logs,

oder »der Logarithmus eines Products zweyer Zahlen ist gleich

»der Summe der Logarithmen der einzelnen Factoren.«

So war in dem vorhergehenden Beyspiele für a=io

Log 10 = 1 und Log 100 = 2,
also ist auch

Log 10 X 100 oder Log 1000 = Log 10 -{- Logtoo,

das heifst, es ist

Log 1000 = 1 —j— 2 = 3 , wie zuvor.
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Es ist für sich klar, dafs sich dasselbe auch auf Producte

von mehr als zwey Factoren fortsetzen läfst. Denn setzt man

statt y die Gröfse x.y, was man kann, da x und_y ganz willkür¬

liche Gröfsen sind, so gibt die letzte Gleiehung

Log (x.y.z) = Log {x .y) -{- Logz,

und da bereits Log (x .y) = Log x -j- Logjy ist, so hat man auch

Log (x.y.z) = Loga; -|- Log_y Logz u. s. f.

|ll. Ganz auf dieselbe Weise ist auch

a* , v
— =s a x ~ u oder a x ~“ = —,
rt“ z

und daher

y
x — u = Log--,

oder, was dasselbe ist,

y
Log - = Log_y- ■— Log z,

d. h.i »der Logarithmus eines Quotienten ist gleich dem Loga-

»rilhmus des Dividcnds, weniger dem des Divisors.«

IV- Endlich ist noch (nach §, 29, II.)

(J XY =J XU ,
also auch, nach derselben Erklärung des Logarithmus,

u Logy x = xu hogy,

oder, wenn man beyde Glieder dieses Ausdrucks durch u dividirt,

Log/* = x Logy,

d. h.: » der Logarithmus einer Potenz y x ist gleich dem Producte

»des Exponenten x in dem Logarithmus der Gröfse y.&

Da in dem letzten Ausdrucke die willkürliche Gröfso x auch

ein Bruch seyn kann, so hat man, wenn man — statt x setzt,x
I

Logj- = ^ Logjr,

oder, was dasselbe ist ($. 29.),

Log\/jr = ^ Logy,

d. h.: »der Logarithmus der a ten Wurzel aus einer jeden Zahl y

»ist gleich dem a. tcn Theile des Logarithmus dieser Zahl y selbst. «
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Aus dem Vorhergehenden folgt demnach, dafs durch die

Logarithmen verwandelt wird:

die Multiplication.in Addition,

» Division.* Subtraction,

» Erhebung auf ganze Potenzen . . » Multiplication,

» Ausziehung der Wurzeln . . . . » Division.

Wenn daher, für irgend eineBasisa, die Logarithmen aller

natürlichen Zahlen i, 2, 3, 4» • • • bereits berechnet und in

eino Tafel gebracht wären, so würden dadurch alle gröfseren

und oft sehr zeitraubenden Rechnungen ungemein erleichtert

werden, so zwar, dafs die Arbeit mehrerer Monate auf die eini¬

ger Stunden herabgebracht, und dadurch das Leben des Geometers

gleichsam vielfach verlängert werden könnte.

Die Logarithmen sind daher eine der nützlichsten und wich¬

tigsten Entdeckungen , und der menschliche Geist darf sich dieser

Eroberung auf dem Gebiete der Wissenschaft um so mehr er¬

freuen, da er sie nicht dem Zufalle oder einer äufseren Einwir¬

kung , sondern da er sie ganz sich selbst verdankt, während ihm

bey den meisten anderen seiner Erfindungen, besonders in den

Künsten und Manufacturen, die Veranlassung sowohl, als auch

selbst den Stoff zu seiner Entdeckung erst von aufsen entgegen¬

geführt werden mufs.

§. 45. (Vergleichung der Logarithmen verschie¬
dener Systeme.) Das Vorhergehende bezieht sich auf solche
Logarithmen, deren Basis eine bestimmte Zahl a ist, und wir

haben für die Logarithmen dieses Systems die Gleichungen auf¬

gestellt:

y = ci x , x — Log^ und Loga = i.

Betrachten wir nun irgend ein anderes System, dessen Ba¬

sis wir durch e bezeichnen wollen, und bezeichnen wir die Loga¬

rithmen dieses zweyten Systems, zum Unterschiede mit jenen,

durch das analoge Symbol log, so dafs man, wenn y dieselben

Zahlen wie vorher bedeutet, für dieses ztveyte System die Glei¬

chungen hat:

y — e“, u = logy und löge = i ,

wo demnach u eine solche Zahl ist, die für e“ denselben Werth,

nämlich y gibt, wie x für a? gegeben hat.
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Wenn man die bcyden vorhergehenden Gleichungen

x = Logj>' und u = logjy

durch einander dividirt, so ei'liält man

Logy x
lo gy w

für das Yerhältnifs der Logarithmen derselben Zahl y in den bey-

den Systemen, deren ßasis a und e ist.

Allein dieses Yerhältnifs der beyden Logarithmen Logjy

und logy kann, wenn es sonst ein veränderliches Yerhältnifs ist,

nur von der Gröfse j selbst abhängig, oder es kann blofs eine

Function (§.34-) vony seyn, die wir, da wir sie noch nicht ken¬

nen, allgemein durch f(y) bezeichnen wollen, so dafs man dem¬
nach hat:

Logy =/Cr) • lo sr-

Da aber in diesen Ausdrücken die Gröfsey ganz willkürlich ist,

so wird man auch statt ihr irgend eine Potenz derselben, z. B.

y re setzen können, so dafs man also auch die Gleichung haben

wird:

Log (y n ) = /0' 2) • log (j n )-

Allein nach §. 44 > IV. hat man für den Logarithmus eines

jeden Systems

Log(y") = n Logy, und eben so

logO'“) = n ] °g Yi

so dafs demnach die vorhergehende Gleichung in die folgende

übergeht:

Logy = f(j n ) • logy,

und diese, mit der ersten Gleichung

Logy = f(j) • logy

verglichen , zeigt, dafs
/Cr") = /0')>

das heifst, dafs die gesuchte Function f(j') der Art ist, dafs sie

ihren Werth nicht ändert, wenn man auch in ihr statty irgend

eine Potenz j n setzt, wo n eine ganz willkürliche Gröfse bezeich¬

net. Daraus folgt aber sofort, dafs /(y) von y selbst ganz und

gar nicht abhängig seyn kann, dafs also jf(y) irgend eine constante

Gröfse seyn mufs, die wir gleich m setzen wollen, so dafs man
daher hat;
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Log jr = m . log j ,

<1. h. also, das Ycrhältnifs der Logarithmen derselben Zahlen y

in zwey verschiedenen Systemen ist für alle Zahlen dasselbe,

oder ist eine constante Gröfse.

I, Um diese Constante m näher zu bestimmen, so hat man,

wenn man die beyden obigen Werthe vonjr, nämlich

y = CLX und y = e u

einander gleich setzt:
a x = e u .

Nimmt man von den beyden Gliedern dieser Gleichung die

Logarithmen des einen sowohl, als auch des anderen Systems,

so hat man

x Loga = u Loge j

und x log a = u log e )

Da aber, nach dem Vorhergehenden,
X

— = m und Log a = log e = i

ist, so gehen die beyden letzten Gleichungen in folgende ein-!

fächere über:

m = Loge |
und m = —-— ( ’

log a )

wodurch demnach die gesuchte constante Gröfse m auf doppelte

Weise bestimmt ist.

Kennt man also bereits den Logarithmus einer Zahl y in

dem einen der beyden Systeme, z. B. in dem ersten, dessen

Basis a ist, oder kennt man bereits die Gröfse Log y, so hat man

auch sofort den Logarithmus derselben Gröfse y in dem zweyten

Systeme durch die Gleichung

= log a . Log x = . Log x ,

und eben so hat man auch umgekehrt

Logjr = Loge . logjy = m . logjr,

und endlich, wie aus diesen beyden Gleichungen unmittelbar

folgt:

log a . Loge =a i.



Zehntes Capitel.
Änderungen der Functionen oder Principien

der Differentialrechnung.

§. 46. (Erklärung.) Wenn in irgend einem analytischen
Ausdruck u, der eine veränderliche Gröfse x , und überdiefs viel¬

leicht noch mehrere constante Gröfsen a, b, 0, . . . enthält,

oder wenn in irgend einer Function (§. 34 .) von x , welche Func¬

tion wir allgemein durch

u = f(x)

bezeichnen wollen, diese Stammgröfse x sich ändert und z. B.

in ä-}-ä übergeht, so wird auch die Function f(x) sich ändern,

oder einen anderen Werth annehmen, und in

ü = f(x -{- h)

übergehen, und .man wird die auf diese Weise erfolgte Ände¬

rung (u — u) der Function erhalten, wenn man diese beyden

Werlhe u und u, welche die Function für jene beyden Werthe

von x hat, von einander abzieht.

Eben so wird also auch das Ferhällnifs der Änderung

(u— u) der Function, zu der Änderung h ihrer Stammgröfse

x gleich seyn

u — u f(x -f h) — f(x)

h h

Hat man z. B., um diefs sogleich durch einen besonderen

Fall zu erläutern, die Function

u = J(x) = a x "1

gegeben, und geht x über in x-\-h, so erhält man

u =3 f (x -j - li) = a (x h) 2,

und wenn man die Potenz (z -|-hy (nach §. 21, 1 .) entwickelt:

u = a (x‘ i -|- 2 hx -j- /i 2).

Zieht man von diesem Ausdrucke den früheren Werth des-
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selben, oder u = ax* ab, und dividirt den Rest durch h , so hat

man:

—,— = 2 ax - 4- ah.h 1

Dieses Verhältnifs —^- der beyden Änderungen, der Func¬

tion und ihrer Stammgröfse, besteht also, wie man sieht, aus

zw'e^Theilen za x und ah, die wesentlich von einander verschie¬

den sind. Der erste Theil 2 ax ist nämlich, da er die Gröfse h

nicht mehr enthält, von dieser Änderung der Stammgröfse ganz

unabhängig, oder er behält immer denselben Werth jener Ände¬

rung, h mag grofs oder klein gewesen seyn. Nicht so der zweyte

Theil oder die Gröfse ah, die allerdings von h abhängt und die

offenbar immer kleiner ist, je kleiner diese erste Änderung h der

Stammgröfse x selbst genommen wird.

Je kleiner also diese Änderung h wird, desto mehr nähert

sich das Verhältnifs
u — u

JT~
dem ersten Gliede seines vorhergehenden Ausdrucks, oder desto

mehr nähei’t sich dieses Verhältnifs dem Werthe 2 ax, als einer

Grenze , welcher dieses Verhältnifs, bey immer abnehmendem

Werthe von h, immer näher tritt, und welche es offenbar nur

dann als in der That erreichend betrachtet werden kann, wenn

die Gröfse h selbst so klein geworden ist, dafs sie schon ganz

aufser unserer Betrachtung fallend angenommen werden kann,

oder wenn diese Gröfse h kleiner noch geworden ist, als jede

andere uns noch angebbare Gröfse, in welchem Zustande dann

die Gröfse h (nach §. 23 , II.) eine unendlich kleine Gröfse genannt

zu werden pflegt.

Da wir uns mit diesem letzten Zustande von stets abnehmen¬

den Gröfsen fortan öfter beschäftigen w'erden, so wird es, zur

gröfseren Kürze und Deutlichkeit des Vortrags, angemessen

seyn, für diese äufsersten Grenzwerthe der Gröfsen eine ei¬

gene Bezeichnung einzuführen. Wir wollen demnach diese Än¬

derung h dor Stammgröfse x, wenn sie in jenem Zustand der letz¬

ten Abnahme übergegangen, oder wenn sic, in dem so eben auf-

gestellten Sinne des Wortes, unendlich klein geworden ist, durch

das Symbol dx bezeichnen, so dafs demnach die durch sie er-
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zeugte, im Allgemeinen ebenfalls unendlich kleine Änderung

u — u der Function, auch durch das Zeichen d u angezeigt wer¬

den wird.

Demnach wird also die vorhergehende Gleichung

n ■—• u

h
2 ax

—|— ah ,

für den Zustand der letzten Abnahme von h , oder für den Fall,

wo diese Änderung h der Stammgröfse x kleiner, als jede andere

noch angebliche Gröfse geworden ist, durch den folgenden Aus¬

druck dargestellt werden:
d it
—— = 2 ax.
dx

I. Man pflegt die Gröfsen dx und du das Differential der

Stammgröfse x und ihrer Function u, so wie das Yerhältnifs

den Differentialcoefficienten der Function u zu nennen. Der Dif-

ferentialcoeflicient einer Function ist daher als die äufserste Grenze

des Verhältnisses , der vinderung der Function zu der Änderung

ihrer Stammgröfse, zu betrachten, oder als diejenige Grenze,

■welcher sich dieses Yerhältnifs immer mehr nähert, je kleiner die

Änderung der Stammgröfse x wird, bis es endlich, für eine un¬

endlich kleine Änderung dx dieser Stammgröfse, jene Grenze
selbst erreicht.

Ganz eben so hat man in einem zweyten Beispiele, wenn

die Function

u = ax 3

gegeben ist, und wenn in ihr die Gröfse x wieder in x -f- h

übergeht:
u — a (x -j- 7i) 3,

oder wenn man entwickelt, wie zuvor:

—j~ = a (3** + 3hx + A*).

Auch hier ist, wie man sieht, blofs das erste Glied 3 a x t

des Verhältnisses —-— von der Gröfse h unabhängig, so dafs

demnach hier ebenfalls dieses Glied wieder die Grenze seyn wird,

welcher sich jenes Yerhältnifs immer mehr nähert, je kleiner h

angenommen wird, und dafs daher dieses letzte Grenzverhält-
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nifs, wenn h gleich dx oder unendlich klein geworden ist, durch

die einfache Gleichung
du— = 3 CLX*
cl X.

ausgedrückt wird, und so fort in allen anderen Fällen.

Man sieht daraus, dafs, wenn auch die beyden Änderungen

du und dx, der Function und ihrer Stammgröfse, jede für sich,

unendlich klein geworden sind, dafs doch das Verhällnifs dieser

Aenderungen demungeachtet noch eine endliche Gröfseseyn kann,

d. h. dafs, wenn auch dieGröfsen du und dx, wegen ihrer Klein¬

heit, von uns nicht mehr angegeben werden können, da sie in

der That, der aufgestellten Erklärung zu Folge, noch unter je¬

der angebbaren Gröfse stehen sollen, dafs demungeachtet das

Verh'ältnijs dieser an sich selbst nicht mehr angebbaren Gröfsen,

noch immer sehr wohl angegeben werden kann, oder endlich, dafs,

wenn auch die Dijfferentialien zweyer Gröfsen, du und dx, un¬

endlich klein sind, doch das Verhältnifs derselben oder der Dif-

Jerenlialcoefficient noch immer eine endliche Gröfse, deren

Werth von uns vollkommen bestimmbar ist, seyn kann.

Diefs vorausgesetzt, wird es nun unsere Aufgabe seyn, die¬

sen Differentialcoefficienten, oder dieses Grenzverliältnifs der

Änderung derFunction und ihrer Stammgröfse , für jede angege¬

bene Function, z. B. für die Potenz x a , oder für die Exponenlial-

gröfse a x , oder für den Logarithmus loga u. f. zu bestimmen.

Diese Bestimmungen machen den Gegenstand der sogenannten

Differentialrechnung aus. — Ehe wir aber zu diesem Geschäfte

übergehen, wird es angemessen seyn, einige Bemerkungen über
dasselbe vorauszuschicken,

§. 47- (Einfachere Darstellung und Erweiterung
des Vorhergehenden.) Das in unserem vorhergehenden er¬
sten Beyspiele erhaltene Grenzverliältnifs

d u

d x
2 ax

läfst sich auch, in Gestalt einer gewöhnlichen Gleichung, anf

folgende Art ausdrücken;
du 2 ax . di
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in welcher Gleichung a und x endliche, du und dx aber unend¬

lich kleine GrÖfsen bezeichnen.

Um aber zu dieser Gleichung zu gelangen, kann man an¬

nehmen, dafs sie aus der analogen, früher (in (jj. 46 .) erhaltenen

Gleichung: du

-j— = (2 a x -j- adx) oder

du = (2 ax -|- adx') dx ,

und zwar dadurch entstanden ist, dafs man, in diesem letzten

Ausdrucke, die unendlich kleine Gröfse adx gegen die endliche

2 ax weggelassen hat, wie man wohl, der oben aufgestellten Er¬

klärung einer unendlich kleinen Gröfse zu Folge, berechtigt zu

seyn annehmen darf, da die unendlich kleine Gröfse adx, die

kleiner als jede von uns noch angebbare Gröfse ist, auf die aller¬

dings noch angebliche, endliche Gröfse 2 ax, keinen für uns mehr

bemerkbaren Einflufs äufsern kann, oder da diese beyden Gröfsen

2 ax und 2 ax -J- adx,

in Beziehung auf die Angabe ihres absoluten Werthes, von uns,

der aufgestellten Definition zu Folge, nicht mehr unterschieden
werden können.

Auf gleiche Weise haben wir in unserem zweyten Beyspiele

des 4b- aus dem gegebenen Ausdrucke

u = ax 3

für die Differenz u — u oder für du erhalten:

du = a(J$x' l -\-3xdx-\-dx z) . dx,

einen Ausdruck, den man auch so darstellen kann:

du = [3 a x % -]- a (3 x -j- d x) . d xj . d x.

Läfst man hier wieder die unendlich kleine Gröfse dx

gegen die endliche 3x in dem Gliede (3 a: + dx) weg, so er¬
hält man

d u = [3 a x 3 —{—3 a x d x~\ . d x ,

oder, was dasselbe ist:

du = 3 a x (x -j- dx) . dx,

und daher, wenn man auch hier wieder, analog dasselbe Ver¬

fahren anwendend, statt x-\-dx die Gröfse x setzt,'

du = 3 ax 1 dx,
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d u
-— = 5 ax', wie zuvor.d x

Man kömmt daher zu demselben Zwecke, wenn man, wie

in §. 46, das Grenzverhältnil's der Änderung einer Function zur
Änderung ihrer Stammgröfse sucht, oder wenn man, wie hier,
die Veränderung du einer Function u, die aus einer Änderung
dx ihrer Stammgröfse x folgt, unter der Voraussetzung sucht,
dafs man, bey diesem zweyten Verfahren, diese Änderung dx
so klein annimmt, dafs sie gegen jede andere, endliche, noch
angebbare Gröfse als völlig verschwindend betrachtet, und daher,
jener Gröfse gegenüber, ganz weggelassen werden kann

Beyde Verfahren führen zu demselben Resultate, aber das
letzte ist offenbar einfacher und zur Anwendung bequemer, ob¬
schon es übrigens nur als ein, wegen dieser Einfachheit einge¬
führter, abgekürzter Ausdruck des ersten, gleichsam als eine
Redens- oder Schreibart zu betrachten ist, deren man sich, als
eines bequemen Mittels zu demselben Zwecke, bedienen kann,
wenn man ihr die oben ($. 46.) gegebene Bedeutung zu Grunde
legt,

I. Demnach besteht, dieser zweyten Darstellungsweise zu
Folge, das Frincip der Differentialrechnung darin, »dafs man
»zwey endliche Gröfsen, welche unter sich nur durch eine un¬
endlich kleine Gröfse verschieden sind, als völlig gleiche Grös-
» sen betrachtet,« weil man, nach der vorhergehenden Erklärung
des Wortes unendlich klein, zwischen jenen zwey Gröfsen keinen
Unterschied, keine weiter noch angebliche Ungleichheit auf¬
finden kann.

II. Wenn man aber diesen Begriff der unendlich kleinen
Gröfsen einmal eingeführt hat, so folgt daraus unmittelbar, dafs
die Verhältnisse dieser, so wie die der endlichen Gröfsen, unter

1 einander sehr verschieden, und selbst wieder unendlich klein
seyn können. Ist z. B. dx eine unendlich kleine Gröfse, so ist

das Verhältnifs des Quadrats derselben zu ihr selbst gleich
d
—r—, also gleich dx\d x 0

d. h. dieses Verhältnifs ist selbst wieder unendlich klein, so dafs

man daher, nach demselben oben aufgestellten Princip, die
Littroiv’ä Aafang^gc. tl. gosamm t, UlalluMw* {)

i
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Gröfso dx - gegen (is weglassen, oder dafs man die beyden
Ausdrücke

dx -(- dx z und dx

als nicht mehr nnter sich verschieden, sondern als vollkommen

identisch betrachten mufs, wie diefs auch schon oben, bey un¬

serem zweyten Beyspiele, geschehen ist, wo man in der Gleichung

du — a(3a? 2 -|-3;rd;r~f- dx ’-) . dx

die Gröfse 3 xdx -[- dx 1 gleich 3 xdx angenommen hat. In der
That ist auch

d x -j- d x z = d x (l -j- d x) ,

und da, nach dem erwähnten Princip, l = l ist, so mufs

auch

dx -j- dx z es dx

seyn.

Man pllegt aber solche Gröfsen, wie dx 1 , unendlich kleine

Gröfsen der zweylen Ordnung zu nennen, und diese überhaupt

durch d 1 x anzudeuten, so dafs demnach Ausdrücke der Form

d z u , dx z , du . dx u. f.

als unendlich kleine Gröfsen der zweyten Ordnung anzusehen

sind, weil ihr Verhältnifs zu den unendlich kleinen Gröfsen du,

dx , dy , . . . der ersten Ordnung selbst wieder unendlich
klein ist.

Ganz eben so wird man auch Ausdrücke der Art,

d 3 u , dx 3, d"-u.dx, du.dx. dy u. f.

zu den unendlich kleinen Gröfsen der dritten Ordnung zählen

u. s. f.

III. Übrigens wird man auf diesen Begriff der unendlich

kleinen Gröfsen durch die uns von allen Seiten umgebenden Er¬

scheinungen der Natur gleichsam von selbst geführt, und man

kann sie daher keineswegs, wie manche glauben, als blofse Ein¬

bildungen betrachten, welche sich die Geometer zu ihren Specu-

lationen ausgedacht haben, und von denen sich, aufser dieser

Einbildung, kein reeller Grund nachweisen läfst. So wächst die

Zeit durch die Aufeinanderfolge von Momenten , deren Intervalle

kleiner sind , als jede andere , noch angebbare , wenn auch noch

so kleine Zeit. So wächst die von einem bewegten Körper be¬

schriebene gerade oder krumme Linie auf eine Weise, dafs der
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zwischen je zwey nächsten Puncten dieser Linie enthaltene
Raum kleiner ist, als jede andere noch angebliche Linie u. f.
Aus diesem Grunde wird man auch jene krummen Linien in der
Geometrie, unserem aufgestellten Princip gemäfs, als Vielecke
von unendlich vielen, aber unendlich kleinen, geradlinigen Sei¬
ten betrachten können , und die auf diese Betrachtungen gegrün¬
deten Resultate werden mit denjenigen als identisch zusammen¬
fallen, die unmittelbar aus dem Begriffe der stetigen Aufeinan¬
derfolge der Puncte hervorgehen , die ein in Bewegung begrif¬
fener, und dadurch diese Linie beschreibender Punct nach und
nach einnimmt. — Ein in einem Kreise eingeschriebenes, oder
ihm umschriebenes Vieleck wird diesem Kreise desto näher kom¬

men, je kleiner die Seiten dieses Vieleckes sind, und beyde,
Kreis und Vieleck, werden als ganz identische Gröfsen zusam¬
menfallen, oder der Unterschied zwischen ihnen wird nicht wei¬

ter angegeben werden können, wenn einmal diese Seiten des
Vieleckes selbst kleiner, als jede noch angebliche gerade Linie,
d. h. wenn diese Seiten unendlich klein seyn werden. — Die
Geometrie, die uns auf diese Weise gleichsam von selbst auf
die Betrachtung der unendlich kleinen Gröfsen geführt hat,
leitet uns auch noch auf den Unterschied, der zwischen diesen
unendlich kleinen Gröfsen, in Beziehung auf die oben erwähnten
Ordnungen derselben, Statt hat. So mufs z. B. der Flächeninhalt
einer in allen ihren Dimensionen unendlich kleinen Oberfläche

irgend eines Körpers immer wenigstens eine unendlich kleine
Gröfse der zweyten Ordnung seyn, weil dieser Flächeninhalt klei¬
ner ist, als das Quadrat der längsten geraden Linie, die man
von einem Puncte des Umfanges dieser Oberfläche zu einem an¬
deren ziehen kann. Und eben so mufs auch das Volum eines in

allen seinen Dimensionen unendlich kleinen Körpers wenigstens
eine unendlich kleine Gröfse der dritten Ordnung seyn, weil die¬
ses Volum kleiner ist, als der Würfel der längsten geraden Li*
nie, die man von einem Puncte des Umfanges dieses Körpers za
einem anderen Puncte dieses Umfanges ziehen kann.

§. 48. (Differential der einfachsten algebraischen
Functionen.) Sey zuerst der Ausdruck gegeben

u = f(x) =s a — bx,
b *
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wo a und b constante Gröfsen sind, so hat man, nach dem Vor¬

hergehenden, sofort

du = f(x -(- dx) — jf(a-) oder

du = [a — b (a- -J- da:)] — (a ■— bx ),

das heilst, man hat
du es — b dx,

und diefs ist das gesuchte Differential der Function u = a—b x,

also ist auch ihr Differentialcoefficient

oder eine constante Gröfse.

I. Ist eben so die Function gegeben

u = A — Bx -)- Cx 2 — Dx 3,

wo A, B, C und D constante Gröfsen bezeichnen, so hat man

auf dieselbe Weise

u -{- du = A — B (x -f- dx) C (x -J- dx')' 1 — D(x dx) 3.

Wenn man diese Potenzen entwickelt, und dann von dem

so entwickelter. Ausdrucke die gegebene Gleichung

u = A — Bx Cx 2 — Dx 3

subtrahirt, so erhält man

du = — B dx -J- C ( 2 a: -]- dx) . dx

— D [3a-* -j- 3 ( i -j - d x) x. d x] d x.

Da aber, nach dem oben aufgestellten Princip der Differen¬

tialrechnung, die Gröfsen

2a • dx, 3a* -{- 3 xdx und t dx

in derselben Ordnung gleich

a x, 3 x 2 und l

sind, so hat man auch sofort für das gesuchte Differential:

du = — Bdx-\-zCxdx — 3 D x 2 dx ,

oder für den gesuchten Differentialcoefficienten:

-j— = — B 4- 2 Cx — 3 Dx 2.d x

II. Auf dieselbe Weise wird man für
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die Differentialien erhalten

du <= l\ax z dx, du = 5bx l>dx,

so dafs man daraus leicht durch Analogie für den Ausdruck

u = A -(- B x m
das Differential

du = mB x m ~' d x

finden wird, wenn m, wie in allen vorhergehenden Beyspielen,

eine positive, ganze Zahl bezeichnet. Wir werden aber bald

(J). öi.) sehen, dafs dieser Ausdruck auch allgemein, für jede

willkürliche Zahl m , geltend ist.

§. 49- (Differential eines Products.) Sey u das Pro¬
duct zweyer veränderlichen Gröfsen x und^, oder sey die Function

u = x.y

gegeben. Läfst man in ihr die Gröfse x in x -dx, und die

Gröfse jr in y -j- dy übergehen, so hat man für den so veränder¬

ten Werth der gegebenen Function den Ausdruck

u -f- d u = (x -}- dx) . (y -f- dy ),

oder wenn man entwickelt:

ii —[— du = xy -]- x dy -|- y dx -j- dx . dy.

Subtrahirt man von dem letzten Ausdrucke die gegebene-

Gleichung u^=zxy, und subtrahirt den Rest durch dx, so er¬
hält man

Da aber, nach dem Vorhergehenden, der DifFerentialcoef-

ficient -4^ eine endliche Gröfse ist, so ist auchd x

— fy , sowohl, als auchdx y

eine endliche, dy aber ist eine unendlich kleine Gröfse, und da^

her, nach dem erwähnten Princip dieser Rechnungsart:

x dy
dx

+ y + d y xdy
dx + y\

d u x dy
d x d x ‘ *' ’

also auch
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so dafs man daher, wenn man alle Glieder dieses Ausdruckes

wieder durch dx multiplicirt, für das gesuchte Differential eines

Products u = xy erhält:

d.(xf) = x.dy + y.dx-,

es ist daher das Differential eines Products von zwey veränderli¬

chen Factoren gleich der Summe der Producle eines jeden dieser

Factoren in das Differential des anderen Factors.

Dieser Satz ist für die gesammte Analysis von der gröfsten

Wichtigkeit, und wir werden noch sehr oft Gelegenheit haben,
auf ihn wieder zurück zu kommen.

I. Ganz eben so würde man, wenn das Product

u = axy

gegeben ist, wo a eine constante Gröfse bezeichnet, für das

Differential dieses Products .erhalten :

d , (a xy} = a (a; dy 4 --yd x).

II. Wäre aber das Product

u — xyz

von dreyFactoren gegeben, so kann man das Product von zweyen

derselben, z. B. yz ~ t setzen, wodurch man

U ■ * CCt j

also auch, nach dem Vorhergehenden,

du = xdt -{- Idx

erhält. Da aber l —yz ist, so ist, hach derselben Vorschrift,

das Differential dieses letzten Products

dt = ydz -f- zdy,

60 dafs man daher, wenn man diesen Werth von dt in dem vor¬

hergehenden Ausdrucke von du substituirt, für du oder für das

Differential des Productes xyz erhält

d . {xy z) = xy dz -f- xzdy yzdx.

III. Wäre endlich dasProduct von mehreren veränderlichen

Gröfsen x, x, x% x", . . . gegeben, so würde man für das
Differential dieses Productes haben :

d. (xxx'x "...) = (x'x'x "..,) dx -J- (xx"x "...) dx

-f- ( xx'x" ...) dx" -j- (x xx'x ™...) d x" -J- . . .,
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welchen Ausdruck man auch auf folgende einfachere Weise

schreiben kann, indem man alle Glieder desselben durch das ge¬

gebene Product xx'x". . . dividirt:

d.xx'x"x'". . .

xx'x'x'". . .

d x dx' d. r" d x" .
T + ~ + -r+'^ 7r + -

5o. (Differential eines Quotienten.) Ist von dem

Ausdrucke
x

~~ y

das Differential zu suchen, so kann man denselben auch so dar¬

stellen :

x = uy,

und von diesem Pi’oductc uy ist, nach 49 ., das Differential

woraus folgt

dx = u dy -j- y du,

, dx — udy
du = -

oder endlich, wenn man in dem letzten Ausdrucke den Werth

von u t= — wieder hcrstellt, du oder
y

x y d x — x dy
d . - = --—.

y y-

Das Differential eines Bruches ist daher gleich dem Producte des

Nenners in das Differential des Zählers j weniger dem Producte

des Zählers in das Differential des Nenners, diese Differenz divi¬

dirt durch das Quadrat des Nenners,

§. 5i. (Differential einer Potenz.) Man suche nun

das Differential irgend einer Potenz x m , wo x eine veränderliche,

und m eine beständige, übrigens willkürliche (positive oder ne¬

gative, ganze oder gebrochene) Zahl bezeichnet (vergl. §. 48 , II.).

Obschon uns dieses Differential, seiner Form und seinem

Werthe nach, noch ganz unbekannt ist, so werden wir doch an¬

nehmen können, dafs es die Gestalt

d . (a,’"*) = f (m , x~) . d x

haben müsse, wo f(tn , x) irgend eine Function der beyden Grös¬

sen m und x bezeichnet, die wir nun näher zu bestimmen suchen

wollen.
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Da , der Voraussetzung gemäfs, die Gröfse m ganz willkür¬

lich ist, so werden wir dafür auch jede andere, z. B. n setzen

können, so dafs man daher auch eben so die Gleichung haben
■wird :

d,(x n ') = /(n , x).dx.

Nimmt man von diesen beyden Ausdrücken x m und x n das

Product, so hat man, nach §. 49 :

d.(x m .x n ) — x m .d(x n ) -j- x n .d(x m )-,
oder da

T71 i “■|-TI

ist, wenn man in der letzten Gleichung die vorhergehenden Wer-

the von d.(x m ) und d. (•£") substituirt:

d.x m + n e= x m .f(n , x)dx -|- x n . f(m, x) d x . . . (a),

Substituirt man aber in der ersten der vorhergehenden Glei¬

chungen, da in ihr m willkürlich ist, statt m die Gröfse m-\-n,

so hat man auch, derselben obigen Annahme gemäfs:

d.x mJ r n = /(m-|-n, x)dx . . . (b).

Setzt man endlich die beyden Werthe Yon d.x m ~\~n in den

Ausdrücken (a) und (b) einander gleich, so erhält man

/(m-j-n, x) = x m .f(n, x) x n . /(m, a) . . . (I),

und diese Gleichung ist es, die uns zu der gewünschten Kennt-

nifs der Function /(m, x) führen wird.

Nimmt man in dieser Gleichung (I), da m und n ganz will¬

kürliche Gröfsen bezeichnen, n~m an, so erhält man

/( 2 m, x) = 2a'"./(m, x').

Ist aber rc = 2 m, so gibt die Gleichung (I)

/(3m, x) = x m .f( 2 m, x) -f a’ m ./(m, x ),

oder da wir bereits /( 2 m, x) gefunden haben:

/(3m, x) = 3x* m ,f(m, x).

Setzt man diefs fort, so erhält man

für nz=m . . . /( 2 m, a:) = 2 x m .f(m,x),

» n = 2m , . . /(3m, x) = 3a’ m ./(m, x) ,

» n = 3ni . . . /(4m, x) = 4a 3"'./(m, x ),

» n = 4m . . . /(5m, x) = 5a4'“./(m, x) u. f. ,

woraus sofort folgt, dafs man, wenn r irgend eine ganze, posi-
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live Zahl bezeichnet, den Ausdruck hat

f(rm , x) = rx( r ~ ') m , f(m , x~) ,

oder, wenn man beydeTheile dieser Gleichung durch rm.x’

dividirt:

f(r m. x) f(m, x)

rm.x mx

Allein diese Gleichung zeigt offenbar, dafs der Ausdruck

f(m, x)

von m sowohl, als auch von x ganz unabhängig seyn mufs, da

der Werth dieses Ausdruckes, der letzten Gleichung zu Folge,

ganz unverändert bleibt, wenn man-auch in ihm statt m irgend

ein Vielfaches rm von m substituirt, obgleich diese Gröfse m in

dem erwähnten Ausdrucke nicht hlofs als Factor, sondern auch

noch als Exponent von x erscheint. Wenn aber dieser Ausdruck

f(m, x)

von den Gröfsen m und x unabhängig ist, so mufs er, da doch

nichts, als diese beyden Gröfsen, in ihm Vorkommen, irgend

einer mit x und m nicht weiter zusammenhängenden, in allen

Fällen denselben Werth heybehaltenden, d. h. er mufs einer

constanien Gröfse gleich seyn. Nennen wir A diese Constante,
so hat man

/ (™, *) _ j
m x m 1

und es ist nur noch übrig, den absoluten Werth dieser Constante
zu bestimmen.

Zu diesem Zwecke sey für einen speciellen Fall die, Gröfse

mc= i , so gibt die erste der obigen Gleichungen

d.x m = f(m, x).dx,

wenn man in ihr m — i setzt:

dx = /(i , x) dx oder /(i , a:) = i .

Und eben so gibt auch die letzte der a vorhergehenden Glei»

chungen
f(m, x)

m x

A,
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wenn man in ihr ebenfalls m= i selzt, da a -0 = i ist:

/(' , x) = A,

woraus daher folgt, dafs A=i und dafs

f (in , x) = m x m — 1

eeyn mufs, welchen Werth auch die Gröfsc m haben mag.

Substituirt man endlich diesen Werth von f(m, x) in der

allerersten der vorhergehenden Gleichungen , so erhält man

d. x m = mx m — 'dx ,

das heifst: das Differential einer Potenz ist immer gleich dem Pro-

ducie des Exponenten in die um die Einheit nächst niedere Potenz,

und in das Differential der PFurzel dieser Potenz. Damit stimmt

das überein, was wir oben ($. 48, II.) blofs für diejenigen Po¬

tenzen gefunden haben, deren Erponenten ganze und positive

Zahlen sind.

§. 52. (Differential eines .Logarithmus-) Das Dif¬

ferential des Logarithmus irgend einer veränderlichen Gröfse x

wird, welches auch sein näher bestimmter Ausdruck seyn mag,

die folgende Form haben, wenn man die Logarithmen der Basis

a nimmt (§. 43 .)

d. Log x — /OD . d x.

Da in dieser Gleichung die Gröfse x ganz willkürlich ist,

eo wird man auch y dafür setzen können, wodurch man eine

zweyte Gleichung

d . Logy = f(y) . dy

erhält. Beyder Gleichungen Summe gibt

d . [Log x -f- Log7] = fx . dx fy . dy.

Aber nach der oben (§. 44, II.) aufgestellten Eigenschaft

der Logarithmen überhaupt hat man

Log x -f Log y — Log (xy),

und dadurch geht die vorhergehende Gleichung in folgende über:

d • Log (xy) =Jx.dx -\-fy.dy . . . (a).

Allein die erste der vorhergehenden Gleichungen gibt auch,

wenn man in ihr statt der willkürlichen Gröfse x das eben so

willkürliche Product xy selzt:

d , Log (xy) = f(xy ) d. (xy);
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und da (nach §. 49-) für das Differential eines Pi’oducts

d . (xy) = x dy -j- y d x

ist, so kann die unmittelbar vorhergehende Gleichung auch so

dargestellt werden:

d . Log (xy) = (xdy + ydx) .f(xy) . . . (b).

Setzt man beyde Werthe von d.T-iOg(xy) aus den Glei¬

chungen (a) und (b) einander gleich, so erhält man

[jJ( x 0 ) —fx]dx + [x .f(xy) —fy]dy= o . (I),

und diese Gleichung ist es wieder, die uns die nähere Kenntnifs

der Function fix) verschaffen wird.

Setzt man nämlich in der Gleichung (I) die willkürliche

Gröfse i^ = a.>, so erhält man sofort

a? .f(x l ) = f(x).

Setzt man dann in derselben Gleichung (I) dieGröfse t7 = ar 2 ,

so gibt sie

3* 2 ./(a- 3) — 2 x.f(x z ) —fx = o,

oder da bereits der Werth von x./fx 11) =3f(x) bekannt ist, so
hat man auch

x*.f(x 3) = f(x).

Setzt man diefs fort, so findet man

für y —■ x • • • x — S0*0 9

» y=zx . . . x-.f(x 3) —f(x),

» y=z3x . . . a? 3./(a.- 4) =f(x) u. s. f.,

und diese einfachen Gleichungen zeigen, dafs man für jede ganze

und positive Zahl r die Gleichung hat

* r ~'.f(xr) =/(*),

oder auch, wenn man zu beyden Seiten durch x dividirt:

x r .f(x r ) = x.f(x),

woraus sofort folgt, dafs der Ausdruck
x.f(x)

sich nicht ändert, wenn man auch statt x irgend eine ganze po¬

sitive Potenz x r in ihm substituirt, das heifst, dafs der Ausdruck

x.f(x) ganz unabhängig von x, und daher, wie in Jjj. 5i ( , irgend

eine conslante Gröfse seyn mufs.

Nennt man M diese Constante , so hat man
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x.f(x) — M oder

/( a ) — x »

und daher auch für das gesuchte Differential eines Logarithmus

den Ausdruck

d. Loga = M.

Um diese Constante M zu bestimmen, bemerken wir, dafs

nach $. 45, I. die Gröfsen Loga; und loga, oder dafs die Loga¬

rithmen derselben Zahl in den beyden Systemen, deren Basis a

und e ist, das constante Yerhältnifs m haben , so dafs

Loga = m . log x

ist. Dasselbe Verhältnifs wird also auch zwischen den Differen-

tialien dieser Logarithmen bestehen, woraus demnach folgt, dafs

in dem zweyten Systeme

d .log x =
dx

und dafs die vorhergehende Gröfse M mit der in 45, I. einge¬

führten Constante m gleichbedeutend ist, so dafs man daher hat

= Loge oder m =

und

Joga

d . loga
d x . mdx
—, so wie d . Log x =-.

§. 53. (Differential einer Exponentialgröfse.) Ist
der Ausdruck gegeben y =
so hat man, wenn man davon die Logarithmen in Beziehung auf

das erste System nimmt:

x = Logjr,

und von diesem Ausdrucke ist (nach §. 52.) das Differential

mdy

so dafs man daher hat

dx

, r dx
d.v = -;J m

oder, wenn man den Werth von y = a x wieder hcrstcllt:

af dx
d.a. 1 = = a 1 dx . loga.
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1. Ist aber a — e die Basis des zweyten Systems, so ist

log e = l, und daher
d . e x — e x dx.

§. 54 . (Anwendung des Vorhergehenden ) Wir

haben nun die Differentialien eines Products, eines Quotienten,

so wie die der Potenzen, der Logarithmen und der Exponential-

gröfsen, d. h. wir haben die Differentialien aller uns bisher be¬

kannt gewordenen verschiedenen Gattungen von Gröfsen ent¬

wickelt. Wenn wir dieselben der bequemem Übersicht wegen

zusammenstellen, so hat man

I. . 11fr•ts = xdy -f- yc

11. . . d.- =
y d x ■— x dy

.r J 2

III. . . d. x n = nx n ~ l dx,

IV. . . d . log x

d x

X
und

. d.a x =
af dx

V. . m

VI. . 1!'S e x dx,

wo m = Loge 1

d . Log x —

m d x

log«
ist.

I. Diefssind die einfachsten Ausdrücke ihrer Art, auf welche

sich alle anderen, aus ihnen zusammengesetzten, leicht zurück¬

führen lassen, wie folgende Beyspiele zeigen.

Sey die Function gegeben

u =■ (a. —)- bx m ) n .

Um von ihr das Differential nach den vorhergehenden Vor¬

schriften zu linden, kann man die Gröfse

a b x m = y

setzen, so dafs man also den Ausdruck hat

u = y n ,

wovon das Differential (nach der Gleichung III) ist:

du — ny n ~' dy.

Da aber, nach derselben Gleichung III

dy = mb x m ~~ 1 d x

ist, so hat man, wenn man diesen Werth von dy in dem vorher-
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gehenden Ausdruck von du substituirt, und den Werth von y
wieder herstellt:

du = mnb (a b x m ) a ~‘. x m ~ ' dx.

Dasselbe Resultat wird man auch, ohne Einführung der

Ilülfsgröfse y , unmittelbar aus dem gegebenen Ausdrucke

u = (a -f- bx m) n

ableiten können. Man hat nämlich (nach Gl. III)

du = n{a b x m ) n ~'. d(a -{- b x m ) ,

also auch , da d .{cl -|- bx m') = m b x m — 1 d x ist:

du = mnb (a -j- b x m) a ~ 1 . x m ~ l dx,
wie zuvor.

Auf dieselbe Weise wird man auch finden

^ a-\- x _ 2 a dx
a — x (a — x)- ’

d.(a + x)\/ 7 =^ = ^~ 3x)dx .
2 V/ U — X

d x

<Mog(x -J- y l -j-a; 2) =

dx
d . log - - _y i -j- x- x t 1 + x ~)
d.e x (x —i) = e x .xdx,

X X
d, e e =3 e e . e x d x



Eilftes Capitcl.
Entwicklung der Functionen.

$. 55. (Höhere Differentialien.) Da der Differential-

coefficient irgend einer Function von x im Allgemeinen wieder

eine Function von x ist, so wird sich derselbe ebenfalls einer

neuen Differentiation unterwerfen lassen. Ist z. B. der Ausdruck

gegeben
u =z x 4,

so hat man für den Differentialcoefficienten desselben, nach dem

Vorhergehenden:

Wenn man nun diese Gröfse u—/\x 3 neuerdings differen-

tiirt, so hat man eben so
d u
—— = 12 a: 2 ,
dx

Da aber u— — ist, so kann man, analog mit dem Vor-dx

hergehenden, für du die Bezeichnung einführen :

d- u

so dafs man also hat

d ü =
d x ’

d u d- u

und daher auch

dx d x 2 ’

=3 i2x J oder d* u ~ 12 x-dx 2 ,dx-

und man nennt, übereinstimmend mit §. 47> II., die Gröfse d 1 u

das zweite Differential der gegebenen Gröfse u. — Eben so wird

man für das dritte Differential d 3 u derselben Gröfse erhalten

d 3 u =s izl\xdx 3,
und für das vierte

d 4 u = 24 dx*,

während alle folgenden Differentialien d’> u } d 6 u, . . , verschwin-
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den, wenn man nämlich, wie hier vorausgesetzt wird , das erste
Differential dx der Staimngröfse der aufgestellten Function als
eine gegebene oder unveränderliche Gröfse betrachtet.

I. Diese Voraussetzung, dafs bey dem Übergänge zu den
höheren Differentialien einer Function das erste Differential der

Stammgröfse, oder dafs überhaupt irgend ein erstes Differential
als constant angenommen werde, ist selbst nothwendig, weil sonst
die Werthe von d z u, d 3 u, . . . keine bestimmte Bedeutung mehr
haben könnten. Hätte man z. B. den Ausdruck

x- d- x
' d X* ’

worin kein erstes Differential als constant angenommen ist, so
wird derselbe, wenn man dx = Const., also d 1 x = o nimmt,
den Werth o annehmen. Hätte man aber irgend ein anderes er¬
stes Differential, z. B. d.x- = Const. oder zxdx = Const. an¬
genommen, so wäre

2 dx 1 4- 2 x d l x = o oder —— = —dx- x

und daher der Werth des oben gegebenen Ausdruckes gleich
— x. Eben so würde man für diesen Werth :—ctx linden, wenn
man d.x 3 = 3a.’* dx = Const. oder bxdx* -}- 3x' l d 3 x = o an¬
genommen hätte, u. s. w.

§. 56. (Taylor’s Theorem.) Sey u =f(x) als eine
Function von x gegeben. Wenn in dieser Function die Stamm¬
gröfse x in x -\-y übergeht, welches wird dann der Ausdruck
der so veränderten Function u = f(x seyn?

Die Beantwortung dieser Frage enthält das hier in Bede
stehende Theorem.

Um diese Antwort zu geben, bemerken wir zuerst, dafs
eine willkürliche Function von dev Summe zweyer Gröfsen x-\-y,
dafs z. B. die Function

0+jr) m > oder log^-J-j-) oder <i'r + :r u. f.

immer denselben Differentialcoefficienten geben wird, welche von
den beyden Gröfsen x oderjy man auch als die einzige Veränder¬
liche betrachten mag. Ist z. B.

u =s (x-fjr)" £



gegeben, so hat man, wenn man blofs die Gröfse x als voran-
dei’lich sieht:

und wenn man nur die Gröfse y sich verändern läfst:

Diefs vorausgesetzt, wollen wir nun annehmen, dafs der

gesuchte Ausdruck von u =f(x -\-y) sich in eine Reihe ent¬

wickeln lasse, die nach Potenzen von y fortgeht. Nehmen wir

für diese Reihe, da wir sie noch nicht näher kennen, folgende

allgemeine Gestalt an:

wo L , M , N , . . . noch unbekannte Factoren von x sind, die

keinj weiter enthalten, und wo a, ß , y, . . . unbestimmte Ex¬

ponenten vorstellen, die wir nun, sammt den Coefücienten L f

M, JV, ... zu bestimmen suchen wollen.

Man sieht zuerst von selbst, dafs keiner dieser Exponenten

negativ seyn kann. Denn wenn z; B. das zweyte Glied jener Ent¬

wickelung die Form

My~ “ = —
y a

hätte, so würde für y — o die zweyte Seite des für f (x -j-y)

aufgestellten Ausdruckes unendlich grofs werden, während doch

die erste Seite, oder die Gröfse f(x -\-y) selbst, nur in f(x)

übergeht, was unmöglich ist.

Wenn aber alle Exponenten a, ß, y, , . . positiv sind, so

erhält man, wenn man y = o setzt, was man darf, da y als eine

ganz unbestimmte Gröfse alle Werthe haben, also amch gleich

Null seyn kann , sofort

dy) = m ( x +y) m ~‘

wie zuvor, so dafs man daher erhält

( du \ / du\
~di) ~~ \dy) ’

die Klammern anzeigen

blofs die Gröfse y als veränderlich angesehen hat.

f(x+y) = L -f My« + Ny? + Pyf + . . .,

f{x) = L,
Littroiv's Anfangägr, d. gesamml. Mathem. 7



wodurch daher bereits der erste Coefficient L der oben aufgc-
stelllen Reihe bestimmt ist.

Bildet man dann den Differentialcoefficienten dieser Ent¬

wickelung der Gröfse fix -\-y ), und zwar so, dafs man zuerst

blofs x , und daun blofs y als eine veränderliche Gröfse betrach¬

tet, so erhält man

und eben so, nach (J. 5i.:

a My a 1 ß Nyß 1 + Y Pj-y~ l + . .

und diese beyden Ausdrücke müssen, der oben vorausgeschick¬

ten Bemerkung zu Folge, einander völlig gleich seyn, welches

auch der Werth Yoay seyn mag. Diese Gleichheit kann aber of¬

fenbar nur dann Statt finden, wenn in beyden Ausdrücken gleiche

Exponenten vonjy Vorkommen. Allein wenn in dem ersten Aus¬

drucke diese Exponenten steigend geordnet sind, so dafs ß grös¬

ser als a, y gröfser als ß u. f. ist, so sind sie auch in dem zwey-

ten Ausdrucke steigend, und man hat daher

a — i=o, « = ß — l, ß=y — i, y = 5 — l u. f.,

das heifst, man hat

a = i , ß = 2 , y = 3 , 5 = 4 u. f.

Substituirt man diese Werthe von a, ß, y, , . . in den er¬

wähnten beyden Ausdrücken, und setzt sie dann, da sie nach

dem Vorhergehenden identisch sind, einander gleich, so erhält

man die Gleichung

• = [“-($] + [>*-(£)>

und dieser Ausdruck soll für alle Werthe von_y gleich Null seyn.

Diefs kann aber nach $. 34, BI. nur dann Statt haben, wenn die

einzelnen Factoren der Potenzen

jeder für sich gleich Null sind, das heifst, wenn man die Bedin¬

gungsgleichungen hat:
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Es wurde aber bereits zuvor

I, = f(x)

gefunden, also ist auch, wenn man diesen Werth von L in der

ersten der vorhergehenden Bedingungsgleichungen substituirt:

und dadurch ist auch der zweyte der obigen Coefficienten L ,

M, N, . . . bestimmt. Es ist nämlich dieser zweyte Coefßcient

M nichts anderes, als der erste Differentialcoeflicient der gege¬

benen Function /'(a;).

Substituirt man dann diesen Werth von M in der zweyten

unserer Bedingungsgleichungen, so erhält man, vermöge der

oben (§. 55.) eingeführten Bezeichnung der höheren Differentia-

lien, wenn das erste Differential dx der Stammgröfse x con-
stant ist:

N =

fd.( d fx 'W
i (dM>^ i ( ' \ dx J J i fd'-.fx

■i \d x / 2 X d x S 2 V dx'- ) ’

wodurch auch der dritte unserer Factoren N bestimmt ist.

Ganz eben so erhält man für die übrigen

p — i ( dN \ — _1 ( d * f* \
3\dxJ 2.3 \ dx‘ ) ’

O — = 1 (d *fx \ c
4 \d xj i.ü.iiV dx* / U

Substituirt man daher die gefundenen Werthe von L, M,

•IV, ... in den oben für aufgestellten Ausdruck, so er¬
hält man



oder auch, wenn man wieder, der Kürze wegen,

fx = u und f(x -j-J') = w
setzt: .

“'= “ +^(S) + + T^Tä(lJ) + • • • <A >'
I. Von dieser Reihe, die nach ihrem Erfinder unter der

Benennung des Theorems von Taylor bekannt ist, ist das einfa¬
che Gesetz des Fortganges der Glieder für sich klar, und sie
zeigt uns die zwey sehr merkwürdigen Eigenschaften der Ent¬
wickelung einer jeden Function ./(.z), wenn man in ihr dieStamm-
gröfse x in x-\-y übergehen läfst: dafs erstens diese Entwicke¬
lung durch eine Reihe dargestellt wird, die nach den natürlichen
Potenzen o, 1 , 2 , 3, . . . der Gröfse y fortgeht, und dafs
zweytens jedes einzelne Glied aus dem ihm unmittelbar vorher¬
gehenden ganz auf dieselbe Art und durch dasselbe Verfahren
abgeleitet wird, wie dieses vorhergehende Glied selbst wieder
aus dem ihm vorhergehenden entstanden ist. Das zweyte Glied
ist nämlich der Diflferentialcoefficient des ersten, multiplicirt in
die Gröfse y ; das dritte ist eben so das Differential des zweyten,
multiplicirt in ^y\ das vierte ist das Differential des dritten, mul¬
tiplicirt in \y u. s. f., so dafs es daher schon genügt, von jeder
gegebenen Function J"(x) das e"ste Differential zu kennen, um
daraus auch sofort die Entwickelung von f(x-\-y) abzuleiten,
wo y jede willkürliche, constante oder veränderliche Gröfse be¬
zeichnet. Aus dieser Ursache haben wir auch in dem vorherge¬
henden zehnten Capitel das erste Differential der verschiedenen
Gattungen von Functionen

f(x) . . . x m , log x , a x , . . .

die wir bisher kennen gelernt haben, aufgesucht, um sie, wie
wir sogleich näher sehen werden, zur Entwickelung der Func¬
tion f(x -\-y) zu verwenden.

II. Bemerken wir noch, dafs, wenn in der gegebenen Func¬
tion f(x) die Gröfse x, statt zu wachsen, wie wir bisher ange¬
nommen haben, um die Gröfse^ abnimmt, dafs dann diese Gröfse
y in der Gleichung (A) negativ genommen wird, so dafs man
also für den so veränderten Zustand der Function f(x) hat

„A —j x _ v f±f£\ j_ -2l f dl -f x \ _r 3 j_
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III. Ist endlich der Zuwachs der Stammgröfse x, den wir

bisher allgemein durch y bezeichnet haben, gleich dem Diffe¬

rential dx dieser Stammgröfse selbst, so wird man in der Glei¬

chung (A) die Gröfse y = dx setzen, wodurch man erhält

f(x + dx) —fx = d.fx + ——d i .fx -|- d 3.fx + . . .,

oder auch, nach dem zweyten Ausdrucke der Gleichung (A) :

u — u = d u 4- — d 2 u -I-- d 3 u 4- . . .,* 1.2 * 1 . 2.3

und diefs ist demnach der vollständige Zuwachs der Function

u-=fx, wenn x in seinen nächstfolgenden Werth x-\-dx über¬

geht. Da aber jedes Glied dieser Reihe gegen sein nächstvor¬

hergehendes unendlich klein ist, so werden, dem oben (§. 47, I.)

aufgestellten Princip der Differentialrechnung gemäfs, alle Glie¬

der'dieser Reihe, bis auf das erste, verschwinden, wodurch man

erhält

f(x + dx) — fx = d .fx
oder

u — u == du, wie zuvor.

5. 57. (Maclaurin’s Lehrsatz.) Wenn man in der
Reihe (A) des vorhergehenden §. 56. sowohl in dem Ausdrucke

j{x), als auch in den Differentialcoefficienten

d.fx d 2.fx d^.fx

dx ’ d x 2 ’ d x* ’

nach vollbrachter Differentiation, die Stammgröfse a’ = o setzt,

und wenn man, der Kürze wegen, die dieser Annahme von a.- = o

entsprechenden Werthe von

u oder fx
d u d .fx
dx d x

d z u d'- fx

dx 2 d x-

bezeichnet, so geht die Reihe

/(•*•'+7) gleich f (y) wird , in

f (7) = V +7 • V + H

durch U,

U\

V" u. f.

,r
—. u"+ . . .

.. i ..2.0

Da dieser Ausdruck für jeden willkürlichen Werth von y
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Statt liat, und da die Gröfsen 17, U', V", . . . kein^ enthalten,

so kann man in demselben auch x statt y setzen, so dafs man

demnach für jede gegebene Function u t=>f(x) von x den Aus¬
druck hat

für den Fall ,r = o bezeichnen.

Dieser Ausdruck, der, wie man sieht, nur eine Modifica-

tion des Taylor sehen Theorems ist, wird der Lehrsatz Maclau-

rinf, genannt.

Beyde Theoreme sind von dem wichtigsten Einflüsse auf das

ganze Gebiet der mathematischen Analysis, besonders aber auf

die Entwickelung der verschiedenen Functionen, wie wir sogleich

näher zeigen wollen.

§.58, (Entwickelung des Binoms.) Sey die Function

gegeben, wo x eine veränderliche, und n eine constante will¬

kürliche Zahl bezeichnet. Man suche den Werth dieser Func¬

tion, wenn die Stammgröfse x derselben in x-\-y übergeht, oder
man suche

und wenn man von diesem Ausdrucke wiederholt das Differen¬

tial nimmt, und dx constant voraussetzt:

U -f x . V -j-

wo wieder 17, 17', U", ... die Werthe von u
du d- u

“ = / O) = x‘
,n

u ' = f(x+y) = (x+y) n .

Nach §. 5i. hat man

(S ) = ”("-0
(S)= "(»-•)(»-*)

Substituirt man diese Werthe von (jj —^, C^ - ^)’ * * ♦ in

der Gleichung (A) des §. 56., so erhält man

(x + .7 )

n (n —i) (n — 2 )
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und diese Entwickelung der Function (a: y) n ist unter dem

Namen von Newtons Binom bekannt.

Das Gesetz des Fortganges der Reihe ist auch hier für sich

klar. So ist das nächstfolgende oder vierte Glied, wenn das erste

das o to heifst:

n (n — i) («— 2) (n — 3 )

1 . 2 . 3 . 4

-v»
und so ist auch, wenn r irgend eine positive ganze Zahl bezeich¬

net, das r t0 Glied dieser Reihe

n (n — i)(n — 2)(n — 3 ) . . . (n — [r— 1]) _ r
1 . 2 . 3 . . . (1-1) r ’ ^

Man sieht, dafs diese Reihe abbricht oder endlich ist, wenn n

eine ganze, positive Zahl ist.

I. Setzt man in dem vorhergehenden Ausdrucke für n nach

der Ordnung die natürlichen Zahlen 1, 2 , 3, ... so hat man

für x = 1

0 -kr) = ' 1 +.T*
( 1 4-jr)’- = » + 2y +j' t ,
(‘ -hr) 3 = 1 + & + ty 2 +3'\
( 1 + j) 4 = » + 4r + V 2 + 4r 3 +y\
0 -Kr) 5 1 + ty + 1 °y* + 10j 3 + 5y* +.r 5>
0 -hr) 0 = > + Qr + 'fy' 2 + 20z 3 + l5.r 4 + bf 5

welche Reihen, selbst wenn ihre allgemeine Form durch das

Vorhergehende noch nicht gegeben wäre, sich leicht fortsetzen

lassen, da jedes Glied gleich dem zunächst über ihm stehenden

und dem diesem vorhergehenden Gliede ist. So ist

6 = 3 + 3,

i o — 6 -j— 41
i5 = 10 -{- 5 u. f.

II. Ist die Gröfse y negativ , so erhält man
. •. , n(n — 1) , ,
(.r — yy 1 = x n — nx n~‘y -j--:— x^^y —

III. Setzt man in der gefundenen Entwickelung

axy =
also auch

* + y = 1 — a
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eo hat man
{x-\-y) n — x n . (i— a)~ a .

Es ist aber, wenn man in (I) die Gröfse i , j' = — a
und n =— n setzt:

n eine ganze negative Zahl ist, und sie convergirt oft viel schnel¬
ler, als die vorhergehende Reihe ( 1).

IV. Ist , so gibt die Reihe (l)

gleich 2".
Ist aber x=zj — i , und setzt man statt n die Gröfse —n,

so gibt dieselbe Reihe (I)

Ist endlich x = i undjr = — i, so hat man für jeden Werth
von n

§• 59. (Ausziehung der Wurzeln.) Mit Hülfe des
vorhergehenden Satzes wird man von jeder gegebenen Zahl A
irgend eine Potenz derselben, also auch, wenn der Exponent
dieser Potenz eine gebrochene Zahl ist, die Wurzel der Zahl A,
und somit den Werth aller irrationalen Zahlen (§. 3 o.) angeben
können.

Es war nämlich die Gleichung (I)

(1 — a) n (n-(-i)
2 . 3

also ist auch, wenn man den Werth von a — ———
x 4-r

stellt: y

t.rA- v \n = n .n r. J _ „ V > ^j+' > ys , «<«+')(«+»)

wieder her

wo X gesetzt worden ist. Diese Reihe bricht ab, wenn

+ 1 «—n H- 1.2 2 . 3
Die Summe der Coefficienten des Newton 'sehen Einoms ist also

n
n (ä+i)

«(«+ 0 (« +2)

(x+y) n — x n
• +" (S) +

”■ (n—\) />y(0
+ n(n —1) (n — 2) vA+-]-1 . 2.3
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Man wird daher jede Zahl A, aus welcher man z. B, die

zweyte oder die Quadratwurzel ziehen soll, in zwey Theile

a% + b

so zerlegen, dafs der erste Theil ein vollkommenes oder bekann¬

tes Quadrat, und dafs der zweyte Theil gegen den ersten sehr
klein ist. Denn setzt man

b
C = 7A

so geht der vorhergehende Ausdruck in folgenden über:

\f A = Ya z + b = a[i -f- +

+ 7h*-^Uc« + ...].

Eben so wird man, um aus einer gegebenen Zahl A die Ku¬

bikwurzel auszuziehen, diese Zahl in zwey Theile

a 3 -f- b

so theilen, dafs der erste Theil ein vollkommener Würfel, und

dafs der zweyte gegen den ersten sehr klein ist. Setzt man dann

b

so hat man

&A = =a[i+f C -! C* + ic 3 --Wc'»

und so fort für alle andei’en Wurzeln.

Um diefs durch ein Beyspiel zu zeigen, wollen wir die

Quadratwurzel von 3 suchen. Setzt man in einer ersten Nähe¬

rung a — i und 6 = i , also auch c= i , so hat man

V 2 = 1 + t — i + Te) otler nahe V 2 ~ *4-

Sey daher in einer zweyten Näherung a= 1.4, also auch

a %= 1.96, und sonach 6 = 0.04 und c = = —, so hat man
1.96 49

\A = 1.4 [. + +

eine viel schneller convergirende Beihe , als zuvor.

Wenn man diese Brüche in Decimalbrüche verwandelt, so ist
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1i ]

0.010 2041 f , , r , , „ „ ,
_ ) oder V 2 = 1.4 ! 1.0101025 ,— 0.000 00211 r '

-)- 0.000 ooo 5 ]

so dafs man daher hat

V^2 = 1.4142135,

und dieser Werth, wie man sieht, bis auf die sechste Decimal-

stelle inclus. genau.

Will man noch weiter gehen, so kann man a = 1.41421 3

setzen, woraus folgt

d z == 1.99999 8409369, also auch

b = 0.000001 590631 und

c = -^ = 0.000000 795316 «32027,

so dafs man daher die folgende sehr schnell convergirende Reihe
erhält:

1

-{- 0.000000 397658 0662636

— 0.000000 000000 0790667

-f- 0.000000 000000 oooooo3
oder

V 2 = 1. 4 l 4 2l 3 j 1.000000 397657 9871972 j,
oder endlich

^2 = i.4i4 2 >3

2 = 1.414213 562373 09^048

noch in der letzten oder i8 ton Decimalstellc genau.
Eben so erhält man

\Z *3 = 1.732050 807569,
woraus man dann durch einfache Rechnung auch findet

V^6 = V^ 2 -V^ 3 , ^12=2^3, \A 8 = 3 , so wie
V^8 = 2 y^2, V^ 2 7 = 3 \/3 u. f.

Ebenso hat man endlich zur Übung in solchen Rechnungen:
10 .

V 10 oder io 1» = 1.25892 54118 . . .
f

io 7 “ = 1.02329 29923 . . .
io*»«» = i.oo23o 5238 i . . . u. f.
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§. 60. (Entwickelung der Logarithmen.)

Function gegeben
u = Log(i -f *),

so hat man, nach §. 5 s.:

also auch

Sey die

( d 2 u\ m /(is ü\ ‘imHx 2) (i-|~*)-’ \dx 2)

(P) = - u. f.\dx*J

Setzt man in allen diesen Ausdrücken die Gröfse *=o,

60 erhält man, nach Maclaurin’s Theorem, da Logi=o ist:

1[7 = 0 , V— m , U"= —m, Z/"=2m, [/'"'=— 2 . 3 m, . . .

also auch, wenn man diese Werthe von U , V', U", ... in der

Reihe (B) des das heifst, in dem Ausdrucke

u = 1/ -f * U' 4 - ^ IT -|-ü"'+ . . .1 * 1.2 * 1 . 2.6 1

substituirt:

Log(.+«) = m(*_£ + f J + . . .) . . . (C),

und diefs ist die schöne und einfache Reihe, welche den Loga¬

rithmus jeder Zahl (i -j- A’) durch diese Zahl x selbst ausdrückt.

I. Man kann der gefundenen Reihe mehrere verschiedene

Gestalten gehen, die sie zur Berechnung der Logarithmen be¬

quemer machen.

Setzt man z. B. in ihr statt der willkürlichen Gröfse x die

Gröfse — x, so erhält man

LogO-*) = - m(x + j J ~ + • • •)•

Subtrahirt man aber diese beydenReihen von einander, und

bemerkt man, dafs nach §. 44, III.

lo gJf — logz =

ist, so hat man

Log — = 2m j* + - +

Setzt man endlich in dem letzten Ausdrucke statt * die

l°gf

* 3 , x 7

Y + 7 + ‘
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Gröfse ——, so erhält man«+/ so erhält man

1 + _ x + y
1 — X X ’

so dafs man daher hat:

Log (x + y)

I (^)+K^) 3+ K^fe) 5+ *** !•Loga: -[- 2

5- 61. (Entwicklung der Exponentialgröfsen.)
Ist endlich noch die dritte der oben erwähnten Functionen, oder

ist die Exponentialgröfse
u = a x

gegeben, so hat man (nach <J. 53.)

und wenn man in diesen Ausdrücken die Gröfse ;e = o setzt,

so dafs man daher nach Maclaurins Theorem (§. 57 , Gleichung B)
erhält:

veränderlichen Exponenten x,

5. 62. (Bestimmung der vorhergehenden Zahl /».)
Wir haben bereits oben (§. 45, I.) gesehen, dafs dasYerhältnifs

der Logarithmen derselben Zahl x, in zwey verschiedenen Syste¬

men, ein conslanles Yerhältnifs zu einander haben, welchesVer-

hältnifs wir a.a. O. durch die Zahl m bezeichnet haben, so dafs

ist, wenn durch die beyden Symbole Log und log die Logarith¬

men von zwey Systemen bezeichnet werden , deren Basis a und e

sind, für welche man also den Werth von Loga in dem ersten,

und von löge in dem zweyten Systeme, der Einheit gleich ist.

a x , also auch

1.2.3

und diefs ist die gesuchte Entwicklung der Potenz a x durch ihren

Log x =. m . log x
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Da es unzählig viele Systeme von Logarithmen gibt, indem

jede willkürliche Zahl als die Basis eines solchen Systems ange¬

nommen werden kann, so wird es von unserer Wahl abhängen,

eines derselben gleichsam vorzugsweise zu betrachten, und auf

dasselbe alle anderen zu beziehen.

Die Gleichung (C) des §. 60. gab für den allgemeinen Aus¬

druck des Logarithmus in jedem Systeme

Da die Gröfse m, dem Vorhergehenden zu Folge, eine be¬

ständige Zahl ist, deren Werth aber unserer Wahl überlassen

bleibt, und da es am einfachsten und natürlichsten ist, diese Zahl

m gleich der Einheit anzunehmen, so wollen wir auch die unter

dieser Annahme entstehenden Logarithmen die natürlichen nen¬

nen , und sie durch das zweyte der oben erwähnten Symbole,

oder durch log bezeichnen, so dafs man daher für diese natür¬

lichen Logarithmen, deren Basis wir, wie zuvor, durch e an-

zeigen wollen, nach §. 60. die Ausdrücke haben wird:

Wir wollen diese letzten, durch Log- bezeichneten Loga¬

rithmen, zum Unterschiede von den natürlichen, die gewöhnli¬

chen Logarithmen nennen.

Diefs vorausgesetzt, werden wir nur noch anzugeben haben,

der Factor m ist, durch welchen man alle natürlichen Logarith¬

men, deren Basis e ist, multipliciren mufs, um dadurch die ge¬

wöhnlichen Logarithmen, deren Basis a ist, zu erhalten.

Log (i + *) = m (x — ^ ~ .

(« + f + T + ? + -")
I logC 1 -f- x)

während wir für jedes andere System, dessen Basis a ist, die zu

diesem System gehörenden Logarithmen durch die in §. 60. ge¬

gebenen, unveränderten Ausdrücke bestimmen:

Log (i -j -x)

(* + T + T + ••■)

wie die Gröfsen a und m von einander abhängen, oder welches
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I. Zu diesem Zwecke wollen wir in der Reihe (R) des §. 61 .

die Gröfse x = i setzen, wodurch man erhält:

a = i + — -f 7 +
1 . 2.3 +

und dieser Ausdruck gibt den Werth der Basis a des gewöhnli¬

chen Logarithmensystems, wenn sein Factor, oder, wie man zu

sagen pflegt, wenn sein Model m bekannt ist.

II. Setzt man eben so in der Gleichung (C) des §. 6 o. die

Gröfse x = a —i oder i -\-x — a, so erhält man, da für das ge¬

wöhnliche System Loga= i ist:

“ — ( a — ') ~ — »)* + ?(«— *) 3 — • • • .

und dieser Ausdruck gibt den Model m des Systems, wenn die

Basis a desselben bekannt ist.

III. Wegen ‘der bey uns eingeführten decadischen Art zu

zählen (§. 16 , II.), hat man die Zahl io für die Basis der gewöhn¬

lichen Logarithmen, mit welchen wir zu, rechnen pflegen, ge¬

wählt. Setzt man also a=io, so gibt die letzte Reihe

= 9 — t9* + t9 3 — t9 4 + • • •

Diese Reihe convergirt erst in ihren höheren Gliedern, und

auch da anfangs nur langsam. Wir werden aber bald ein anderes

Mittel finden, den Werth der Gröfse m auf eine bequemere Weise

zu bestimmen. Berechnet man indefs eine gröfsere Anzahl Glie¬

der der letzten Reihe, so erhält man

— = 2 . 3 os 585 092994 045684,

und daher auch

m = o.434 2 94 48 l()o3 251828.

Mit diesem Factor m wird man daher die natürlichen Loga¬

rithmen jeder Zahl multipliciren , um die gewöhnlichen Logarith¬
men derselben Zahl zu erhalten.

Bemerken wir noch, dafs dieser Werth von m zugleich der

Werth des gewöhnlichen Logarithmus von e, und der reciproke

Werth des natürlichen Logarithmus von a ist, da man, nach

§. 45, I. hat:

m = Loge und — = log a.0 nt 0
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§. 63 . (Bestimmung der vorhergehenden Zahl e .)

Noch ist die Bestimmung des Werthes von e oder von der Basis

der natürlichen Logarithmen übrig.

Da aber, nach dem Vorhergehenden, die Gröfse a in e

übergeht, wenn m gleich der Einheit ist, so gibt die Gleichung

(D) des §• 6i, wenn man in ihr m= i und daher a = e setzt,

= i -f- x -j-1-1 1 I . 2 1 1

x 3

2. 3
+ /r 4

1 . 2 . 3 . 4
+ . • • (E),

also auch, wenn man in diesem Ausdrucke a?=i setzt,

e — t -f- i -—- -J-- -f- - tt—j • • •1 1 1.2 1 1 . 2.3 1.2. 3.4

Berechnet man eine gröfsere Anzahl von Gliedern der letz¬

ten Reihe, so findet man

e = 2.718281 828459 045235 . . .

eine sehr wichtige Zahl, auf die wir in der Folge noch öfter zu¬

rückkommen werden.

§. 64. (Berechnung der Logarithmen und Ge¬
brauch der logarithmischen Tafeln.) Nachdem wir in
dem Vorhergehenden die Theorie der Logarithmen vollständig

kennen gelernt haben, wollen wir nun auch zu dem Gebrauch

derselben übergehen, wie er bey unseren Rechnungen erfordert

wird. Dazu aber ist es vor allem nothwendig, die numerischen

Werthe dieser Logarithmen für alle natürlichen Zahlen 1 , 2,

3 , 4, ... in einer Tafel aufgestellt zu haben. Diese zu finden,

werden uns die vorhergehenden Ausdrücke mehr als ein Mittel

an die Iland geben.

Setzt man z. B. in der letzten Gleichung des §. 60, I. die

Gröfse x =jy= 1 , und nimmt man auch m = 1, so hat man für

die natürlichen Logarithmen

lo S( A'+j) = 1°g ;e + 2

oder

jG4F)+§(4r) 3+ K^) + *"1

3 . 3 5 -|-L~ 5 . 3 S ~
7 . 3 *

das heifst, wenn man diese Brüche in Decimalbrüclie auflöst:

log 2 = 0.69314 71806.
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Eben so gibt ar = 3 und

Iog 3 = log* + « (g + ~ + ~ + • • •)

log 3 = 1.09861 22887.

Auf dieselbe Weise findet man auch

log 5 =: 1.60943 79124»

log 7 ss 1.94591 01490.

Hat man aber so bereits die Logarithmen von 2 , 3,5 und 7,

so findet man die übrigen bis zu 10 durch folgende einfache Glei¬

chungen (§. 44.):

log 4 = 2 log 2, log 6 = log 2 -J- log 3,

log 8 = 3 log 2 , log 9 = 2 log 3 und

log 10 = log 2 -|- log 5 u. s. f.

Auf diese Weise erhält man z. B. den letzten dieser Loga¬

rithmen , oder

log 10 = 2 . 3 o 258 50930 ...»

und diefs ist zugleich der Werth von der Gröfse —, die wir obenm

(§.62, III.) durch eine langsam convergirendeRcihe bestimmt haben.

I. Bemerken wir noch, dafs die zwey in §.62. aufgestellten

Ausdrücke für log(i -\-x) und für log-j- j —^ geben, wenn man in
ihnen x=z 1 setzt:

log 2 =1— i + i- J-f...

und log 00= 1+7 + T + 7+ ...»

so wie zugleich die erste, für x=s — 1, gibt

“ lo S° = ‘+ 7+ 7 + 7 + . ••

Da aber der Logarithmus einer unendlich grofsenZahl ohne

Zweifel ebenfalls unendlich grofs ist, und da, wie aus den Glei¬

chungen

e~ “ = x oder u = — loga;

folgt, die Gröfse — logo positiv und unendlich grofs ist, so ist

die erste der drey vorhergehenden Reihen convergent, während

die bey den anderen divergent sind, übereinstimmend mit §. 23 , II.

II. Man hat bereits mehrere Tafeln berechnet, welche die

gewöhnlichen Logarithmen der natürlichen Zahlen enthalten.
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Unter den neueren sind die vorzüglichsten die von Vega und
Calletj und die bequemsten für kleinere Rechnungen die von
Lalande.

Die allgemeinen Vorschriften für den Gebrauch dieser Ta¬
feln sind ihnen gewöhnlich beygegeben, daher wir uns hier nicht
dabey aufhalten , und nur einige Bemerkungen über diesen Ge¬
genstand hinzufügen.

A. Da Log 1 = o ist, so sind die Logarithmen aller eigent¬
lichen Brüche negativ So iindet man z. B. in diesen Tafeln, wo
ich mich hier der Kürze wegen nur auf drey Decimalstellen be¬
schränke :

Log 624 = 2.795,
Log 62.4 = 1.795,
Log 6.24 = 0.795.

Setzt man diefs weiter fort, so erhält man auf dieselbe Weise

Log 0.624 = 0.795 — 1 ,
Log 0.0624 = 0.795 — 1.

Es ist aber viel bequemer, die letzten Ausdrücke so darzu¬
stellen :

Log 0.624 = 9.795,
Log 0.0624 = 8.-95 u. f.

Man wird nämlich nie anstehen, in dem Endresultate einer

jeden Rechnung zu entscheiden, ob der letzte Logarithmus, wie
hier 8.795, zu einem sehr kleinen Bruch , wie hier 0.06241 oder
zu einer ganzen Zahl mit 9 Ziffern gehören soll.

B Die Logarithmen der negativen Grofsen sind imaginär,
da in der Gleichung

y = 10 1 oder x = Logj -

die Gröfsej" nie negativ werden kann, welchen Werth man auch
der Gröfse x geben mag. Diefs hindert aber nicht, während der
Berechnung eines algebraischen Ausdrucks, die Zeichen vorerst
wegzulassen, um sie dann in dem Endresultate wieder zu berück¬
sichtigen. Um Irrungen zu vermeiden, kann man die Logarith¬
men der negativen Zahlen durch ein iV bezeichnen. Wollte man
z. B. von den beyden Zahlen o oo 36 und — 0.048 das Product
mit Hülfe der Logarithmen suchen, so hätte man

Littrow’s Atifangsgr. tl. gesammt, Matbet«. 8
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Logo oo36 = 7.5563 o

Log(—0.048) = 8.68» 24 N

Summe . . . 6.23704.

Von diesem Logarithmus geben die Tafeln die Zahl 1728,

also ist auch das gesuchte Product gleich — 0.0001728.

C. Endlich bemerken wir noch, dafs eine solche Tafel das

bequemste Mittel darbietet, die Wurzeln aller Zahlen, wenig¬

stens innerhalb den Grenzen , welche diese Tafeln gewähren, zu

finden, da nach §- 44 * die Ausziehung der Wurzeln durch die

Logarithmen in eine einfache Division verwandelt wird. So fin¬

det man z. B. aus den erwähnten Tafeln Fegets ohne Anstand die

zehnte Wurzel aus der Zahl 1000. Da nämlich

Log 1000 = 3.0000000

ist, so gibt der zehnte Theil dieser Zahl oder die Gröfse

o. 3 oooooo

in jener Tafel sofort 1.9952623 für den gesuchten Werth von

frlOOO.

§. 65 . (Gröfste und kleinste Werthe, und unbe¬
stimmte Ausdrücke der Functionen.) Wenn in einer
Function a = f(x) von x die Stammgrüfse x übergeht in x-\-h t

so hat man, nach der Gleichung (A) des §. 56 , für den so ver¬
änderten Werth dieser Function

, , da . /»-u — U — h . - - -4--
dx 1 1.2

d 1 u

dx 1

/i» d '1u

1.2.3 dx

und eben so erhält man, wenn x in x — h übergeht:

r + •

, _ j du h 2
dx ~ 1.2

d - u

d x-

k*

1 . 2.3 dx>

di u .

und man sieht leicht, dafs man die Gröfse h so klein annehmen

kann, dafs, in diesen beyden Reihen, jedes einzelne Glied grös¬

ser wird, als die Summe aller ihm folgenden Glieder. Bleibt

man bey dem ersten Gliede stehen, so ist also u—u im ersten

Falle positiv, und im zweyten negativ, oder u ist im ersten Falle

gröfser, und im zweyten kleiner, als u. Es kann daher zwischen

a» -j- h und x — h kein gröfster oder kleinster Werth von u

Statt haben, aufser in dem Falle, wo -7— = ö ist, wo nämlichdx 7
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das erste Glied in beyden Reihen völlig verschwindet, und wo
man daher, wenn man zu dem zweyten übergeht und bey dem¬
selben stehen bleibt, in beyden Reihen haben wird

, , A- ' d-u
u — u == -\ -. ——;1.2 dx ‘

ein Ausdruck, der, da das Quadrat von h immer positiv ist, mit

derGröfse zugleich positiv oder zugleich negativ seyn wird.

Ist also du gleich Null, so wird für x-\-h sowohl, als auch für

x — h die Gröfse u gröfser oder kleiner als u seyn , je nachdem

d z u negativ oder positiv ist, d. h. u wird in jenem Falle gröfser,
und in diesem kleiner seyn, als alle ihm zunächst vorhergehen¬
den oder zunächst nachfolgenden Werthe von u.

Die Function u kann also nur dann ein Gröfstes oder Klein¬
stes seyn, wenn du — o ist. Sucht man dann aus dieser Bedin¬
gungsgleichung du = o den Werth von x , und substituirt ihn in
d*u, so wird u, für diesen Werth von x, ein Gröfstes oder

Kleinstes seyn, wenn d z u negativ oder positiv ist.
Ist aber d l u ebenfalls, so wie du, gleich Null, so kann,

wie zuvor, u nur dann ein Gröfstes oder Kleinstes seyn, wenn
auch noch d s u = o ist. Sucht man dann aus der letzten Gleichung:
den Werth von x, und substituirt ihn in d*u, so wird u, für die¬
sen Werth von x, ein Gröfstes oder Kleinstes seyn, wenn d*u
negativ oder positiv ist u. s. w.

Beyspiele werden diefs sofort deutlich machen.
Ex. I. Sey u = x z -\-/i ,r-J-2 gegeben, so hat man

du . .
^ ==2a7 + 4

. d 1 uund —— = 2.
d x-

Setzt man aber zx -{-4 gleich Null, so erhält man x — — 2, und
da überdiefs d l u, für alle Werthe von x, positiv bleibt, so ist
die gegebene Function u für x=s — 2 ein Kleinstes, nämlich selbst
gleich —2,

Ex. II. Eben so gibt die Function u = x 3 -{- 3 x z — g;c-j-i8
für ihre beyden ersten Differentiale

- = 3 x z bx — 9 und = bx -{- 6.

Aber die Gleichung du — 3 x z -^-bx — 9 = 0 hat die beyden
Wurzeln x = -j- 1 und x = — 3;

8 *
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d- u
a; = -|-1 gibt 1 2, also ein Kleinstes, und

x =— 3 gibt j =— l2 i a ^s0 e i° Gröfstes.

Diese Function u ist demnach ein Kleinstes, und zwar

ucs-j- i 3 für x — », und ein Gröfstes, u = -(- 45 für x = — 3 .

Eben so wird man finden, dafs man hat:

ein Gröfstes für x — i , und
+ ■rl

ein Kleinstes für x = — i,

u = -— ^ x x e j n Gröfstes für a: =— 1/^2, und
2 -f- o x + x-

ein Kleinstes für x = 2 ,

und u = x 4 — 8 a: 3 -j- 22a: 2 — 24a: -(- 13 ein Kleinstes

für x= i , ein Gröfstes für a = 2, und wieder ein Kleinstes für

x = 3 . v

I. Nöch wollen wir, zum Schlüsse dieses Gegenstandes,

bemerken, dafs man öfter Ausdrücke findet, die für gewisse

Werthe der in ihnen enthaltenen Gröfsen die Gestalt £ annehmen.

Sind X und X' solche Functionen, die z. B. für x — a, beyde ver¬

schwinden, und soll man den Werth von
X

u = x

für x=sa bestimmen, so hat man, wenn x in x-\-h übergeht,

nach der Gleichung (A) des §. 56 ,

h- d-X

1 . 2 *

, dX , ..
x + h :iü + 771 • + • • •

X' + h . + —1 dx 1.2

d'-X’

dx-
+ •

Da nun, für xz=a , X sowohl als X’ verschwindet, so gibt
der letzte Ausdruck

dX ,_ h_ d'-X
, dx ‘ 1 . 2 ’ dx'- *

££ +J_.dx . 1.2

d-X'

dx~ ‘ *

und daher, für 4 = o, der gesuchte Werth

, _ dl i dX'
d x d x

$
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Sollte auch dieser letzte Ausdruck von u für x — a wieder £

werden, so findet man auf dieselbe Weise

, d-X _ d 1 X'
U dx 2 dx-

Ex. I. Um den Werth von

x n — i

u. s. w.

X - I

für den besonderen Fall x — i zu finden, hat man, wenn man

das Differential des Zählers sowohl, als auch das des Nenners

nimmt:
i x n ~ 1 d x

dx
nx n

also auch ü = n für x = i.

Ex. II. Um die Function

ax 2 — 2 ac x -f- ac-

b x- — 2 b c x -f- b c-

V für den besonderen Fall x = c zu finden, hat man, nach der er¬

sten Differentiation,

bx — bc'

und da auch dieser Ausdruck wieder % für x = c wird, so erhält

man durch eine zweyte Differentiation

, a dx a

U b d x b

für den gesuchten particulären Werth von u.

Eben so findet man für den besonderen Fall a' = 0 folgende

Werthe:

i — VA — x 2 i
X 2 2 ’

lo 8 0 + •*) = » >

- —— . loga: = - oder unendlich grofs.
{\ — x) 2 .° o

M



Zwölftes Capitel.
Auflösung der Gleichungen.

§• 66. (Anzahl der Wurzeln einer Gleichung.)
Jede geordnete algebraische Gleichung des m lea Grades hat, nach

$. 34 1 die Form

x m -f az m -' 4- bx m — i -f- . . . -{- hx -j- k = o,

wo m eine ganze, positive Zahl, und wo a, b , c, ... h , k

reelle und rationelle Gröfsen bezeichnen. Statt diesem Ausdrucke

wollen wir, der Kürze wegen, hier und im Folgenden

X = o

setzen. — Man kann eine solche Gleichung im Allgemeinen als

das Product von m Gleichungen der ersten Ordnung, oder als
das Product der m Factoren

( x — a)(x — ß)(x — y) . . .

ansehen, da dieses Product, wenn es entwickelt wird, die Ge¬

stalt der obigen Gleichung X=o annimmt. Da aber dieses Pro¬

duct, sowie jener ihm gleichgeltende Ausdruck X, gleich Null

wird , wenn man statt x die Gröfse a, oder ß , oder y , . . . setzt,

so werden a, ß, y, ... nach §. 34; II., die Wurzeln der Glei¬

chung X=o seyn, und man sieht, dafs die Anzahl der Wurzeln

einer algebraischen Gleichung des m Ua Grades gleich m seyn

wird. Diese Wurzeln können übrigens gleich oder ungleich,

rational oder irrational und selbst imaginär seyn.

I. Ist aber die gegebene Gleichung nicht algebraisch, son¬

dern transcendent, so ist die Anzahl ihrer Wurzeln unendlich

grofs. So ist die Gleichung

o = a — e x ,

wo e die Basis der natürlichen Logarithmen bezeichnet, nach

63. mit der folgenden Gleichung identisch,

x- 'X3 ,
o ss a 1 — x

■ . 2 . 3.3 ♦ • 1
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die nach dem Vorhergehenden unendlich viele Wurzeln hat, da
sie einer ohne Ende fortgehenden Reihe gleichgeltend ist.

Die Auflösung einer gegebenen Gleichung besteht in der
Bestimmung ihrer Wurzeln.

§. 67. (Auflösung der Gleichungen des ersten

die unbekannte Gröfse x nur in der ersten Potenz enthalten , so
besteht die Auflösung derselben in der Isolirung oder in der

1Sonderung dieser Unbekannten von den übrigen Gröfsen der
Gleichung, wovon bereits oben §.35. gehandelt worden ist, wenn
man blofs eine Gleichung mit einer Unbekannten vorgelegt hat.

1, Sind aber zwey Unbekannte x und^ in zwey Gleichungen
gegeben, so wird man am einfachsten auch hier in jeder der zwey
Gleichungen die eine der beyden Unbekannten sondern, und dann
die so erhaltenen Werthe dieser Unbekannten einander gleich
setzen. Dadurch erhält man eine Gleichung, die blofs die zweyte
Unbekannte enthält, und die man daher wieder nach den Vorher¬
gehenden behandeln wird.

Sind z. B. die beyden Gleichungen gegeben

so erhält man durch Absonderung der Gröfse x aus der ersten

Setzt man beyde Werthe von x einander gleich, so hat man
die Gleichung

und wenn man aus derselben die Gröfse y nach §.,35. sucht, so
erhält man

Substituirt man dann diesen Werth von y in einem der zwey
oben gegebenen Werthe von x , so erhält man

. . b c — b'c

Grades.) Da die algebraischen Gleichungen des ersten Grades

ax -j- by -|- e = o
ax -j- b'y -j- c = o

und aus der zweyten
(by + c)

(b'y + c)

a (b'y -f c ) = a (by -f- c) ,

de — ac

ab ’— ab

ab’ — ab 1x
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und dadurch sind demnach beyde unbekannten Gröfsen x und_y
gefunden. Setzt man nämlich der Kürze wegen

in = ab' — a b ,
so hat man

m . x = bc — U c und

m.y = ac — de.
Man sieht, wie sich dasselbe Verfahren auf drey und mehr

Gleichungen der ersten Ordnung zwischen eben so viel Unbe¬
kannten fortsetzen läfst.

5- 68. (Auflösung der Gleichungen des zweyten
Grades.) Die Gleichungen des zweyten Grades oder die qua¬
dratischen Gleichungen sind sämmtlich in der Form enthalten:

x 2 -J- a x -j- b = o,
oder auch

x- ax — — b.

Ware nun der erste Theil x 2 -f- ax dieser Gleichung ein voll¬
kommenes Quadrat, von dem sich die Wurzel in einem geschlos¬
senen Ausdrucke angeben läfst, so würde man den gesuchten
Werth von x ohne Anstand bestimmen, wenn man aus diesem
Theile die Wurzel zieht.

Es ist aber immer leicht, diesen ersten Theil zu einem sol¬

chen Quadrat zu machen. Zu diesem Zwecke darf man nämlich
nur den Factor a von x durch 2 theilen, und dann das Quadrat
dieses Quotienten oder die Gröfse ja" zu beyden Seiten der ge¬
gebenen Gleichung addiren. Dadurch erhält man

a-- + ax -f ja* = \ci l — b,
oder, was dasselbe ist:

O -f- ja) 2 = ja 2 — b.

Zieht man dann auf beyden Seiten des Gleichheitszeichens
die Quadratwurzel aus, so hat man

x -j- ja — + Vja 1 — b

das doppelte Zeichen wegen §. 3e, und daher auch

x =: — j a +j\/ a 2 — 4 b;

und dieis ist die gesuchte doppelte Wurzel (§. 66.) der gegebenen
quadratischen Gleichung

x 2 —a x b o.



I. Ist daher a J c=4 b, oder ist a = 2^6, so sind die bei¬

den Wurzeln der Gleichung gleich, und jede =—= — \/&.

Ist a 2 gröfser als l\b , so sind beyde Wurzeln reell, und ist end¬

lich a? kleiner als t\b , so sind beyde Wurzeln imaginär. Ist die

Gröfse (a-— t\b) ein vollkommenes Quadrat, so sind die Wur¬

zeln rational, im entgegengesetzten Falle aber sind sie irrational.

Ex. Ist die Gleichung gegeben

x z -j- x — i = o ,

so hat man a= i und &= — i , also ist auch

* = — T ± iV 5 ’

oder die beyden Wurzeln dieser Gleichung sind:

x = — 7 -j- 7^/5 = o. 6 i 8 o 34 . . •

und x = — 7 — 7 5 = — i.618084 • • •

Eben so wird man finden, dafs

zu der Gleichung die Wurzeln gehören:

x z — 3 3: -f- 2 = o . . . a: = 1 und x = 3

x z -r- 2 x — 3 = 0... x — 3 » x = — 1

x z — 2* -j- 2 = o , , , 1= — 1 1' x =z 1 — — 1 .

II. Auf dieselbe Weise lassen sich auch höhere Gleichungen

der Form

x zm -f- ax m -j- b = o

behandeln, da sie, wenn man x m = u setzt, die Gestalt

u 1 -j- a u -J- b — o

einer quadratischen Gleichung annehmen, für die man, nach

dem Vorhergehenden, hat:

u = — 7 a + hV ^ —• 46 >

m/
also auch , da x = y u ist:

m

x == / — 7 a + 7 V a z — 4 b.

Wäre z. B. die Gleichung gegeben :

x r> — 3 .r 3 -j- 2 = o,

so hätte man für a: 3 = u auch

u 1 — 3 n + 2 = o,

und da von der letzten Gleichung die Wurzeln
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u = l und u = 2

sind, so hat man auch für die Wurzeln der gegebenen Gleichung

x = \/1 und x = y/ 2 ,

oder da jeder der zwey letzten Ausdrücke (nach §. 33, I.) einen

dreyfachen Werth hat, so sind die sechs Wurzeln der gegebenen

Gleichung

x = l und x =: y/ä

-*<-+£:?> =ä ( -+^- 3)

V4

<$. 69. (Eigenschaften der Wurzeln der höherenalgebraischen Gleichungen.) Obschon die Theorie der
algebraischen Gleichungen, mit welcher sich die vorzüglichsten

Geometer beschäftiget haben, bereits sehr ausgebildet ist, so

läfst sie doch noch vieles zu wünschen übrig, und besonders ist

das Fundamentaltheorem, die Bestimmung der Wurzeln einer

jeden Gleichung, welches wir so eben für die quadratischen Glei¬

chungen betrachtet haben, nur noch auf die Gleichungen des drit¬

ten und vierten Grades fortgeführt worden, und selbst hier sind

die Endresultate gewöhnlich sehr complicirt und für die Anwen¬

dung unbequem. Für Gleichungen des fünften und höheren Gra¬

des aber scheint die Auflösung dieser Aufgabe die Kräfte unserer

Analysis ganz zu übersteigen. v

I. Wenn jedoch dieCoefficientenderGröfse x in einer gege¬

benen Gleichung nicht mehr allgemeine Zeichen oder Buchstaben,

die jeden Werth annehmen können, sondern wenn sie gegebene

Zahlen von bestimmtem Werthe sind, wo dann die Gleichung

eine numerische genannt wird, so hat man allerdings mehr als

ein Mittel, die Wurzel einer solchen Gleichung, selbst wenn sie

transcendent ist, zu bestimmen, wie wir bald sehen werden.

Hier wollen wir uns damit begnügen, die vorzüglichsten

jener Sätze, die man über die Relationen der Wurzeln der all¬

gemeinen algebraischen Gleichungen gefunden hat, kurz zusam¬
men zu stellen.
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II. Wenn, wie in §. 66 , die Gröfsen a, ß, y, 5, . . . die

Wurzeln einer Gleichung X=o bezeichnen, so ist, wie a. a.O.

gesagt wurde,

X = o = (x — o) (x — ß)(x — y) (x — 5) . . .

Entwickelt man diese Producte, so hat man z. B. für jede

Gleichung des vierten Grades

X = O = x* _— (a -j- ß -f- y -(- 6 ) x 3

-f- (oc /3 —oc y -}—a; ö -J—/3 y —/3 5 —y 5)

— (aßy -J- a ß & -f- ay5-J-|3y5) x

-j- aßy 5.',

Vergleicht man aber diesen Ausdruck mit der allgemeinen

Form einer Gleichung des vierten Grades, die nach §. 66 . ist:

X = o = A'4 -j- a a ?3 -J- 6 x z -[- c x -{- d ,

so erhält man für die Coeflicienten a , b, c, d folgende Werthe:

a — — (“ -f- ß -f- y + b)

b = -(- (<x/3-|-ay-|-a5-}-ßy-j-/35-py5)

C = — (ix ß y -|- a ß S a y 5 -{- ß y 5)

d = -j- aßyö.

Ganz ähnliche Ausdrücke findet man auch für Gleichungen

des 5 ten , 6 t0 “, . . . Grades u. f., und man hat daraus das Theorem

abgeleitet:

»In jeder Gleichung der Form

X = o = x m -[- a x m— 1 -f- b hx -j- h

»ist der Factor a des zweyten Gliedes gleich der Summe aller

»Wurzeln der Gleichung, diese Wurzeln mit verkehrten Zeichen

»genommen; der Factor b des dritten Gliedes ist die Summe aller

»Paare oder aller Amben der so genommenen Wurzeln; der

»Factor c des vierten Gliedes ist die Summe aller Ternen u. s. f.,

»und der Factor k des letzten Gliedes ist das Product aller dieser

»Wurzeln, dieselben mögen reell oder imaginär seyn.«

III. Wenn in derselben Gleichung X=o für x=-d der

Werth von X positiv, und für x — B negativ wird, so liegt zwi¬

schen den beyden Gröfsen A uud B immer wenigstens eine reelle

Wurzel der Gleichung, vielleicht aber auch 3, 5, 7 , . . . oder

überhaupt eine ungerade Anzahl reeller Wurzeln.

Wird aber für x-=:A sowohl, als auch für x — B der Werth
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von X in beyden Fällen positiv, oder in beyden Fällen negativ,

so liegt zwischen A und B entweder keine, oder 2, oder ly,

oder überhaupt eine gerade Anzahl reeller Wurzeln.

IV. Jede Gleichung des 3 tcn , 5 ten , 7 ten , . . . und überhaupt

eines ungeraden Grades, hat wenigstens eine reelle Wurzel, und

diese ist positiv, wenn das letzte constante Glied k negativ ist,

und umgekehrt. So kann aber auch 3,5,7 ,... reelle Wur¬

zeln haben. Jede Gleichung eines geraden Gliedes hat aber ent¬

weder keine, oder 2, 4, 6, . . . reelle Wurzeln.

V. Jede Gleichung des 2 ton , 4 ten , 6 ton , und überhaupt eines

geraden Grades , deren letztes constantes Glied k negativ ist, hat

wenigstens zwey reelle Wurzeln, von welchen immer die eine

positiv und die andere negativ ist.

VI. Wenn in der obigen Gleichung X = o das letzte Glied k

negativ ist, und wenn die positiven Glieder, falls solche da sind,

alle unmittelbar auf das erste folgen, so hat die Gleichung immer

eine reelle positive Wurzel. So hat z. B. die Gleichung

-f 7^ — 5 x — 35 = o

die Wurzeln -j- Y5, — \f 5 und — 7.

VII. Die irrationalen Wurzeln jeder Gleichung sind immer

paarweise da, und wenn die eine die Form hat a-\-\fß, so hat

die andere die Form a — Vß-

Dasselbe gilt auch von den imaginären Wurzeln, die eben¬

falls immer paarweise von der Form

a -j- ß\f — 1 und a — ß\^ — 1
Vorkommen.

VIII. Um von einer Gleichung alle ihre positiven Wurzeln

in negative, und alle ihre negativen Wurzeln in positive zu ver¬

wandeln , wird man blofs die Zeichen derjenigen Glieder ändern,

in welchen der Exponent von x ungerade ist.

IX. Sind a, ß, y, . . . die Wurzeln der obigen Gleichung

o = x m ax m ~ l -|- b x m~~2 -(- gx z -|- hx -j- k,

so sind auch die Wurzeln der Gleichung“ ß V

O = X m + j X m ~' 4- '-x m~ 2 -f- . . . -j- -1-+ - ,

und inan nennt die letzte Gleichung die reciproke der ersten, so
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wie auch die Gröfsen die reciproken Gröfsen von
“ ß 1

a, ß, y, . ■ . genannt werden.

X. Um die sämmtlichen Wurzeln einer Gleichung um die

Gröfse A zu vermehren, darf man blofs in dieser Gleichung statt

x die Gröfse x-\-A setzen.

XI. Um iu der gegebenen Gleichung

X = o = x m -f- ax m ~' -j- bx 171—2 -j- . . . -J- h x -(- k

das zweyte Glied ax m~' wr egzubringen, darf man blofs in dieser

Gleichung statt x die Gröfse x -setzen, wodurch dann eine° m

Gleichung der Form entsteht:

o = x m -)- Ax m—* -)- Bx m ~ 3 -f - Hx ~\- K.

In einer solchen Gleichung, der das zweyte Glied fehlt, ist

die Summe aller ihrer positiven Wurzeln gleich der Summe aller

ihrer negativen Wurzeln, wenn diese Wurzeln sämmtlich reell

sind.

Fehlt endlich in einer Gleichung

o = x m -j- ax m " 1 -j- g x" 1 hx

das letzte oder constante Glied k , so ist immer eine ihrer Wur¬

zeln gleich Null.

XII. Wenn kein Glied der Gleichung fehlt, und wenn diese

Gleichung lauter reelle Wurzeln hat, so hat sie auch immer eben

so viel positive Wurzeln, als sie Zeichen Wechsel [-{-oder-j-]

ihrer Glieder hat, und eben so viele negative Wurzeln, als sie

Zeichenfolgen oder-] ihrer Glieder hat.

So hat die Gleichung

x 3 — 8 x* -{- 5 x -(- 1 4 — o

zwey Zeichenwechsel und nur eine Zeichenfolge, also hat sie

auch, da alle ihre Wurzeln reell sind, zwey positive Wurzeln

-)-2 und —J—y, und eine negative Wurzel — i.

Wenn aber einige Glieder der Gleichung fehlen, so kann

man sich dieselben durch Glieder mit dem Coefficienten Null er¬

setzt denken, deren Zeichen sich willkürlich annehmen lassen.

Nimmt man nun diese Zeichen so an, dafs die Anzahl N sämmt-

licher Wechsel ein Kleinstes ist, und nimmt man sie dann auch

so an, dafs die Anzahl JV' sämmtlicher Folgen der Zeichen ein



Kleinstes ist, so ist die Zahl der positiven Wurzeln derGleichung

nicht gröfser als iV, und die Zahl der negativen Wurzeln nicht

gröfser als N', und zugleich ist die Anzahl der imaginären Wur¬

zeln der Gleichung nicht gröfser als

m — (IV+ IST),

wenn die Gleichnng des m ton Grades ist.

So hat z. B. die Gleichung

x m -J- 1=0

alle ihre Wurzeln imaginär, wenn m gerade, und sie hat nur

eine reelle Wurzel, wenn m ungerade ist.

5- 7 °. (Genäherte Auflösung aller numerischen
Gleichungen-) Wenn eine numerische Gleichung X=o, in
welcher die Coefficienten von x gegebene Zahlen sind (§.69, I.),

zur Auflösung vorgelegt wird, so ist es beinahe immer sehr

leicht, durch blofse Versuche einen ersten, wenn auch nur sehr

wenig genäherten Werth einer ihrer Wurzeln zu finden. So

wird man z. B. nach 69, II. sofort erfahren, dafs eine solche

Wurzel zwischen x = A und x—B fällt, wenn die Summe aller

Glieder derGleichung für x = A positiv, und für xz=B nega¬
tiv ist.

Sey demnach x-=.a. ein solcher genäherter Werth von x,

Substituirt man ihn in der gegebenen Gleichung, so wird er die

gegebene Gröfse X nicht auf Null bringen, da nur der wahre

Werth von x, nämlich nur die eigentliche Wurzel der Gleichung,

also noch nicht der blofs genäherte Werth derselben, die Gröfse

X gleich Null machen kann.

Nehmen wir also an, dafs wir durch diese Substitution von

xasa in der Gleichung, statt X=o, den Ausdruck erhalten

X = to,

wo 10 eine von Null desto weniger verschiedene Gröfse seyn wird,

je näher bereits a dem wahren Werthe von x genommen wor¬
den ist.

Sey eben so a eine von a nur wenig verschiedene Gröfse,

die also ebenfalls als ein zweyter genäherter Werth von x be¬

trachtet werden kann. Substituirt man diesen Werth x — d in

der gegebenen Gleichung, so gehe diese über in

X =;
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Wir haben demnach zweyjfypothesen für den wahren Werth

von x angenommen, nämlich x = a und x — a, und wir haben

auch zugleich die Fehler der Endresultate, oder die Gröfsen cj

und co' erhalten, die aus jenen zweyHypothesen entstanden sind.

Man hat nämlich

Fehler der Hypothese, Fehler des Resultats

in der ersten Voraussetzung» . . a ■— x ci

» » z weyten » . •, » a — x co'.

Je näher aber die beyden aufgestellten Hypothesen der ge¬

suchten Wahrheit liegen, oder je kleiner die beyden Fehler a — x

a — x dieser Hypothesen sind, desto näher wird auch das Ver*

liältnifs derselben, oder desto näher wird die Gröfse

liegen, so dafs man,

rung handelt,

a — x

a — x
der Gröfse

<i)

o’

da es sich hier doch nur um eine erste Nähe-

a — x w

a' — x o>#

setzen kann, woraus sofort folgt:

. . . (I)

aa — au
x == --oder auch

w — u

(a — a) a _ , (a-a)oi’
u — td' o — a

und dieser Ausdruck wird einen anderen Werth von x geben,

welcher der Wahrheit näher liegt, als die beyden vorhergehen¬

den x-=a und x = a, so dafs man daher, mit dieser neuen Hypo¬

these, in Verbindung mit einer der vorhergebenden, dieselbe

jetzt bereits mehr gesicherte Rechnung wiederholen, und so,

durch Fortsetzung der Operation, der gesuchten Wahrheit immer
näher kommen kann.

In der That, um zu zeigen, dafs die Gleichung (I) der

Wahrheit desto näher kömmt, je kleiner die Fehler der beyden

Voraussetzungen sind, so kann man die gegebene Gleichung als

eine Function von x ansehen, die für den gesuchten Werth von x

gleich Null ist, so dafs man daher hat

u — f( x ) — o.

Läfst man in diesem Ausdrucke die Gröfse x in x-\-{a — x),



128 §• 70 .

das heifst, in a übergehen, so hat man, nach dem Taylor sehen
Lehrsatz ($. 56 .)

, du . (a — x ) 2 d 2 u
u = “ + O-*) • Tx + -777“-^+ • • •’

und eben so erhält man, wenn x in x -{- (a —x) oder in d
übergeht:

u" = u + («'— x) .
d u . (d —■ x ) 2
dx ' 1-2

d z u
d x"- + . . .

Je kleiner aber die Gröfsen (a — x) und (a — x) sind, das
heifst, je näher die beyden Hypothesen x~a und x — a der
Wahrheit liegen, desto mehr wird man auch, in den beyden vor¬
hergehenden Ausdrücken, die zweyten und höheren Potenzen
dieser Gröfsen, gegen die erste, in einer blofsen Annäherung,
weglassen können, so dafs dann jene Ausdrücke sich blofs auf
ihre ersten Glieder, oder da u — u — w und u "—m = co' ist, auf

die beyden einfachen Gleichungen reduziren:
du ,

0} — (a — x) . —— undx ' dx
. , , x du

deren Division die Gleichung (I) wieder gibt.

Ex. Um die Wurzel der Gleichung

X — x 3 — 2 x —j— i = o 4

zu finden, hat man , wenn x = a = o .5 gesetzt wird , _X=o.i 25 ,
und eben so wird x=a = 0.7 geben X = — 0.057. Setzt man
daher a — o .5 und gj = o.i35, so wie 11=0.7 und &>’— — 0.057,
so gibt die Gleichung (II) für einen weiter genäherten Werth

x = a
la —■ u') a
-;- = 0.5CO- CO

-f- 0.137 = 0.637.

Setzt man daher in einer zweyten Berechnung a — 0.637,
so findet man X=co= — o.oi 552 , und da, wegen dem negativen
Werth von co dieses a noch etwas zu grofs ist, so kann man,
a'= 0.620 annehmen, wodurch X= 10= — 0.00176 wird. Die¬
ses zweyte Hypothesenpaar gibt, durch die Gleichung (II) den
neuen genäherten Werth

x = 0.637 — 0.0 »905 = 0.61795.
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Nimmt man in einer dritten Rechnung

a = 0.6180, also auch X = oj = 0.00002903 und
a = 0.61O1, » » X =s 03 =3 ■— o.oooo 5637 ,

so gibt die Gleichung (II)
x = 0.6180 -f- o.oooo34o = o.6i8o34o,

und dieser letzte Werth von x ist noch in der letzten Decimal-

stelle genau, da die wahren Wurzeln der gegebenen Gleichung
sind:

1 oder 1

i(— 1-\-\/' 5 ') » o. 6 i 8 o 34 o
—1 — \/^ 5 ) » —1. 6 i 8 o 34 o.

Dafs sich aber dasselbe Verfahren auch auf transcendente

Gleichungen anvvenden lasse, ist für sich klar. — Zur Übung in
diesen Entwicklungen mögen folgende Beyspiele dienen:

x x — 10 gibt x — a. 5 o 6 i 8 ,
io 1 = x i0 » x = 1.37129,

l\ x 5 X = 20 >> x — 1.52761.

§. 71. (Homogeneität der Glieder einer Gleichung.)
Beschliefsen wir diesen Gegenstand noch mit einer allen gegebe¬
nen Gleichungen zukommenden Bemerkung.

ln jeder Gleichung müssen nämlich, wie es die Natur der
Sache erfordert, die Dimensionen (§. 33 , II.) eines jeden Glie¬
des eben so grofs , als in jedem anderen Gliede seyn.

Demnach kann z. B. die folgende Gleichung

jy 3 — 2 x z -[- 3 x — 7 = o

nicht bestehen, da 3 die Dimension des ersten, 2 die des zwey-
ten, 1 die des dritten und o die Dimension des vierten Gliedes
ist. In derThat wird nach dem, was a. a. O. gesagt ist, jy 3 einen
Körper, x 2 eine Fläche und x eine Linie bezeichnen können,
und es ist unmöglich, dafs dergleichen, ganz heterogene Dinge,
unter sich eine Gleichung bilden.

Wenn daher solche Gleichungen , in welchen die Gleichheit
der Dimensionen für die einzelnen Glieder nicht Statt hat, oder

wenn solche nicht homogene Gleichungen doch öfter Vorkommen,
wie diefs auch in der That der Fall ist, so wird ihnen immer

lattrow’s Anfatigsgr. tl, gosammt. TVTathotn. Q
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die Voraussetzung zu Grunde liegen, dafs man früher irgend

eine Gröfse als die Einheit der Gröfsen ihrer Art angenommen

hat, wodurch dann diese Gröfse, eben weil sie durch die Ein¬

heit vorgestellt wird, aus der Gleichung gleichsam verschwun¬

den oder doch in ihr unsichtbar gemacht worden ist.

Wenn z. B. in der Gleichung

x.y = 12

die Gröfse x sowohl, als y Linien bezeichnet, und wenn man

eine Linie von bestimmter Länge, z B. die Toise, als die Ein¬

heit aller Linien annimmt, so werden dann die Gröfsen x undj'

als blofse Vielfache der Toise , d. h. als blofse Zahlen zu betrach¬

ten seyn, und dann wird die gegebene Gleichung, obschon sie

nicht homogen erscheint, z. B. für ,r = 3 und y = 4 bestehen

können.— Wollte man aber dann , nicht die Toise, sondern den

Fufs, deren 6 auf die Toise geben, zur Einheit des Längen-

mafses annehmen, so würde, für jeden speciellen Fall (wie vor¬

hin für x = 3 und ^ = 4), die Gröfse x sowohl, als y sechsmal

gröfser, als zuvor, werden, oder man würde haben

x = bx und y = by ,

also auch x == ^x » y = ~y,

Substituirt man diese Werthe von x u.näy in der gegebenen

Gleichung, so geht sie in folgende über:

welche Gleichung demnach für denselben speciellen Fall x = 3 ,

y = 4 Toisen, d. h. für a/= 18, ^'=24 Fufs ebenfalls Statt
hat.

Man sieht daraus, dafs, wenn sich die gegebene Gleichung

x. y = 12, die sich auf irgend eine Einheit bezieht, auf eine

andere a Mal gröfsere Einheit beziehen soll, dafs man nur alle

in der Gleichung enthaltenen Buchstaben durch diese Gröfse a

dividiren darf, wodurch zugleich auch die äufsere Homogeneität

der Gleichung hergestellt wird.

So geht die Gleichung xy= 1, wenn in ihr die Gröfse a

als Einheit angenommen wird, in folgende über:

x Y i
—= 1 oder xr =s n 5,a‘
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in. welchem letzten Ausdrucke jedes Glied zwey Dimensionen

hat.

Unter derselben Voraussetzung wird die oben aufgestellte

Gleichung

y z — a -j- 3 x — 7 =3 o

in folgende übergehen:

oder

y* 2 ar 2 . 3 x

a? a l a ^ ’

31 ix- -f- 3 cP x — na} = o,

wo jedes Glied drey Dimensionen hat.

Eben so wird endlich die Gleichung

& x % -f- y 1 = b %

übergehen in
b-x- yi b 5

afi ' a- a- ’

das heifst in die Gleichung

b * x a -{- cpy" = a} b"

yon yier Dimensionen, oder in

£ j_ Z; = ,
a z ^ b~ ’

wo jedes Glied die Dimension Null hat.

I. Dasselbe wird man von denjenigen Gleichungen bemer¬

ken, in welchen mehrere unter sich heterogene Gröfsen Vor¬

kommen. Wenn man z. B. zwischen den Gröfsen k, l,t die

Gleichung hätte:

k — l . f 2 ,

wo k eine Kraft anzeigt, die einen Körper, auf den sie wirkt,

in der Zeit t durch den Weg l bewegen soll, so ist die auf diese

Weise ausgedrückte Gleichung unmöglich, da Kräfte, Wege und

Zeiten unter sich nicht unmittelbar verglichen werden , also auch

keine Gleichung bilden können. Eine solche Gleichung setzt also

eine gewisse Einheit der Kräfte, eine der Wege und eben so eine

Einheit der Zeiten, z. B. eine Secunde voraus. Nennt man aber

z, A und r diejenige Kraft, den Weg und diejenige Zeit, die

9 *
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man früher als Einheit angenommen hat, so wird die gegebene

Gleichung in folgende homoge,ne übergehen:

k _ l
ü ““ X ' T- ’

und da die Gleichung, in der letzten Gestalt, nur mehr die

Verhältnisse jener dreyGröfsen, nicht aber diese Gröfsen selbst,

d. h. da sie nunmehr blofse Zahlen enthält, so ist dadurch ihre

Realität hergestellt.



Dreyzehntes Capitel.
Reihen.

5. 72. (Geometrische Reihen.) Wenn von den Glie¬

dern einer Reihe je zwey nächste immer dasselbe VerhaltniJ's

(§. 37.) haben, so wird die Reihe eine geometrische genannt. Ist

a das erste Glied derselben, und ist b das Verhältnifs je zwey

nächster Glieder, so ist die allgemeine Form der geometrischen

Reihe

a -{- ab -j- ab 2 -j- ab 3 -j- . ...

Diese Reihe ist aber schon oben (§. 23 .) vorgekommen, und

wir haben dort gesehen, dafs sie aus der Division der Gröfse a,

durch (1 — b) entsteht, so dafs man demnach hat

—= a ab ab '1 ab 3 .
1 ■—b

Das allgemeine oder n te Glied U einer solchen Reihe ist

offenbar

V = ab n ~',

da man das erste, zweyte, dritte Glied der Reihe erhält, wenn

man in U die Gröfse n= 1 , 2, 3 , . . . setzt.

1 . Welches ist aber das summatorische Glied S dieser Reihe,

d. h. welches ist diejenige Function von dem Index n der Reihe,

der die Summe der 2, 3 , 4 » • • • ersten Glieder gibt, wenn

man in ihm n — 2, 3 , 4 > • • • setzt.

Setzt man die Rpilie bis zu ihrem rcten Gliede fort, so hat

man

*S = cz Z> —{—a. 5 " —|— <z Z>3 —. . .-f- ab n ~ 3 -)-aö n_2 -j-a

also auch, wenn man alle Glieder dieses Ausdruckes durch b

multiplicirt:

Sb s= ab ab 3 -{- ab 3 . . . -f- ab n ~‘‘ -f- ab n ~' -j - ab n .

Subtrahirt man diese beydcn Ausdrücke von einander, so

heben sich von den zwey Reihen alle Glieder, bis auf das erste
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und letzte, gegenseitig auf, und man erhält

Sb — S = ab n — a,

so dafs man daher für das gesuchte summatorische Glied hat

o a(b n — 1)
“J == -- 5

0 — 1

oder auch, wenn man den vorigen Werth des allgemeinen Glie¬

des in S substituirt:

S =
Ub — a

' b — i '

II. Ist also die Reihe convergent (§. s3, II.), so ist für ein

unendlich grofses n die Gröfse b n oder auch 17 = a b n ~ l unend¬

lich klein, da für eine convergente Reihe b ein eigentlicher Bruch

ist, und dann ist die Summe aller Glieder dieser Reihe, ohne

Ende fortgesetzt:
o a

i —Z.’

oder dann ist das summatorische Glied S gleich dem erzeugenden

Bruch ---, aus dessen Entwickelung durch Division die Reihe

entstanden ist.

Ex. I. Für die Reihe

i —f- — —I-
1 2 1 22 + * + 2+

4 " * *

ist a= i und 6 = also ist auch, für n=io, die Summe der

ersten zehn Glieder:

5 = ^ ^ = >-998o468 7 5.

Die Summe der ganzen Reihe, ohne Ende fortgesetzt, aber ist

c a
S es -- es 2.

Ex. II. Für die Reihe

i — b

I - 2 2* - 2 3 24 - ...

ist a=i und b = — 2 , also auch die Summe der ersten zehn

Glieder

S =
1 — 2 10

■ +2
— 3/p ;

die Summe aller Glieder aber ist unendlich grofs, da diese Reihe

divergirt.
*
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§. 7 3 * (Arithmetische Reihen.) Eine Folge von Grös¬

sen, deren je zwey nächste immer dieselbe Differenz haben, ist

eine arithmetische Reihe der ersten Ordnung. Sind aber in ei¬

ner Reihe erst die Unterschiede dieser Differenzen oder sind erst

die zweiten Differenzen constant, so heilst sie eine arithmeti¬

sche Reihe der zweyten Ordnung, und eben so wird sie der drit¬

ten Ordnung seyn, wenn die Unterschiede der zweyten Differen¬

zen oder wenn erst die dritten Differenzen der Glieder constant

sind , u. s. w.

So ist die arithmetische Reihe

I. . . . i, 3, 3, 4i • • • der ersten Ordnung,

II, . . , i , 3% 3% 4*, ... » zweyten »

III. . . , i , 3 3, 3 3, 4 3) • • • » dritten » u. f.,

weil alle ersten Differenzen von I. gleich i, alle zweyten von II.

gleich 3, und alle dritten Differenzen von UI. gleich 6 sind.

Sey die arithmetische Reihe irgend einer Ordnung

CL -j- b -j- c -j- d -j— 6 . . . ,

so hat man für die Differenz von je zwey nächsten Gliedern

&'— a, c •— b , d — c, e — d, . . .

und davon sind wieder die Differenzen

c — 2 b a, d — 2 c -j- &, e — ad -f c, ■ . .,

und von diesen neuerdings die Differenzen

d — 3 c -j- 3 6 — a, e — 3 d -j- 3 c — b u. s. f.

Nennen wir, der Kürze wegen, die ersten Glieder dieser

Differenzreihen A a, A 3 a, A 3a, . . . so dafs man hat

A a — b — a ,

A-a = c — 2 b —{— n ,

A 3a = d — 3 c —J— 3 ö — a,

A 4a = e — 4 d -j- 6 c -— 4 b -j- a u. f.,

so zeigt schon der Anblick dieser Reihen, dafs die Coefßcienten

der einzelnen Glieder derselben die des Binoms (§. 58, I.) sind,

so dafs man demnach allgemein für die n u Differenz A n a den
Ausdruck hat

.„ , , , n. n — i
A"a = a n b -f- - c 1 . 2.5 d +
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I. Mit Hülfe der letzten Gleichung kann man auch die Glie¬

der b , c , d, . . . der ersten gegebenen Reihe blofs durch das

erste Glied a und durch die auf einander folgenden Differenzen

A a, A’a, A 3<z, . . . ausdrücken. Man erhält nämlich

so dafs man also auch hier für das allgemeine oder für das n t0

Glied U der oben aufgestellten Reihe, nach der Analogie mit dem

Binom, haben wird

II. Sucht man endlich noch auf ähnliche Weise auch die

Summe der ersten Glieder der gegebenen Reihe, so hat man für
die Summe

der 2 ersten Glieder . , . . a-\- b = 2 a-)- Aa,

bar werden, und dafs man daher für die Summe der ersten

n Glieder, d. h. für das summarische Glied. S einer jeden arithme¬

tischen Reihe den Ausdruck haben wird

wo für eine Reihe der i 8ton , z tea , 3 te ", . . . Ordnung die Diffe¬

renz As, A’a, A 3a, . . . constant, und alle folgenden gleich
Null sind.

In den beiden vorhergehenden Ausdrücken von U und S ist

die ganze Theorie der arithmetischen Reihen irgend einer Ord¬

nung enthalten. — Wir wollen uns hier mit der näheren Be¬

trachtung der zwey ersten Ordnungen begnügen.

b a. —|— An,

c = a-f- 2 An-j- A’a,

d=a-j-3Aa-f- 3 A’a -f- A 3a,

e=a-j-4Aa-|- 6 a 2 a -j- 4A 3a -f- A 4a u.

rr , n —1 .U a -j- -Aa -j-
n — i . n ■— 2

A 2 a
1 . 2

2 . n — 3

A 3a +

» 3 » » . a-f-h-j-c — Sa-j-dAa-f-A^,

» 4 » » a-f-6-j-c-j-d=4 £t _j-6Aa-j-4A I a-(-A 3a u. f.,

so dafs also auch hier die Coefficienten des Binoms wieder sicht-

S = na -{- 2 . 3

+ n.n — i .n — 2 ,n — 3
A 3a -j— • • •,

i .2.3.4
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§. 74- (Arithmetische Reihen der ersten Ordnung.)
Für diese Reihen der ersten Ordnung ist, nach dem Vorhergehen¬

den, die erste Differenz A a = d constant, also auch Aa = A 2 a...

gleich Null.

Demnach geben die Ausdrücke für U und S (in 72, II.)

sofort folgende einfache Gleichungen :

U = a + (n — 1 )d und

S = na + 7 n(n — i) d = \n [a -|- (n — 1) rf] ,

wo man, statt der letzten, auch schreiben kann

S = in(a + lf).

Der erste Ausdruck für S zeigt, dafs in diesen Reihen die

Summe je zweyer, vom Anfang und Ende gleich weit entfernten

Glieder, gleich aa-\-(n -—1 )d ist.

Ex. I. In der Reihe der natürlichen Zahlen

1 -}- 2 3 -j- 4 d" • • *

ist a = d= 1, also auch das allgemeine Glied

U — n,

und das summatorische Glied, oder die Summe der n ersten

Glieder

S =3 7 w(ra-(- *)•

So ist z. B, die Summe der ersten Million Glieder dieser

Reihe, da 71=1000000 ist, gleich

S = 5 ooooo 5 ooooo.

Ex. II. Ebenso hat man für die Reihe der ungeraden Zahlen

1 -j~ 3 -]- 5 -J~ 7 9 d~ • • *

a= 1 und d = 2, also auch

U = 2 n — i und S = n 2 ,

also auch die Summe der ersten 1000 Glieder

S = iooo z = 1000000.

Ex. 111 . Endlich gibt die Reihe

1 “J— 1*1 -j- 1.2 —j— 1*3 —|— 1*4 -+- * * •

a = 1 uno d = o, 1, also auch

U = — (n 4 - o) und iS = — (n + iq)10 1 7/ 20 1
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so dafsman für die Summe der ersten 1000 Glieder dieser Ileihe

hat

S = 5o()5o.

§. 7 5 . (Arithmetische Reihen der zweyten Ord¬
nung.) Für solche Reihen ist A 3a = A4a .. . gleich Null, also
hat man (nach 72.) für das allgemeine Glied

U — a (n — i)Aa + j(n — i)(n— 2) A*a ,
und eben so für das summatorische Glied dieser Reihen

S — na -j- — i)Aa -|- {n(n — 1 ) (n — 2)A , a.

Ex. Die Reihen der sogenannten Polygonalzahlen sind:

Zahlen des Dreyecks . . . 1 —{—3 —{— 6 —J-. 10 —1 5 —(—21 —{—...

» » Vierecks . . . r -{- 4 -|- 9 —{—16 —f—2 5 —J—36 -

» » Fünfecks . . . 1 —J—5 —j—12 —J—22 —J—35 —(—5 1 —|—...

» » Sechsecks . . . » —6 —i 5 —28 —]—45 —[—66 —..

Für die Dreyeckszahlen ist demnach a=s 1, Aa = 2 und

A ”-a = 1 , also auch

U = }n (n 1) und S — £ n (n -|-j) (re -f 2) ,

und eben so hat man für die Viereckzahlen

U — n 2 und S = u. f.

§. 76. (Reversion der Reihen.) Oft wird eine Gröfse

y durch irgend eine andere x mittelst einer Reihe der Form

y = ax -j - hx "1 -{- cx 3 -j- dx* - f- . . .

gegeben, und man sucht umgekehrt die Gröfse x durch eine ähn¬

liche , nach den Potenzen von y fortschreitende Reihe auszu¬

drücken. — Nehmen wir an, die gesuchte Reihe sey von der
Gestalt

x = ay -f- ßy 2 -f yj 3 + 5j 4 -j- . . .,

so dafs also die unbekannten Gröfsen d, ß, y, . . . durch die

bekannten a, b, c, . . , zu bestimmen sind.

Zu diesem Zwecke entwickeln wir zuerst die Potenzen von

a: 2 , x 3, x 4 , . . . indem wir die zweyte unserer Reihen wieder¬

holt mit ihr selbst multipliciren. Dadurch erhält man

® = «JT + ßj 1 + 7J 3 + + • • .

x z = a-ty z -|- 2 aßy 3 -|- (2 ay -)- ß 1)y*

x s = a 3y 3 -f- 3a 2 /3 y* -J- . . .

# 4 = a 4^ 4 --J- . . ,
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Substituirt man dann diese Werllie Ton x , x-, x 3, . . . in

der ersten gegebenen Reihe, so erhält man

o = (aa- i)/
+ (ßa + “^Xr*
-f- (ya-\- 2 aßb-{- ol3 c)j 3

-J- (5a-|~( 2 a y4"ß 2)^ -j- 3 a 1 ßc cl* d)y* 4“ • • • i

und da diese Reihe für alle Werthe von j gleich Null seyn soll,

so hat man (§. 34, 111.) die Bedingungsgleichungen

O z= aa — l ,

o = ß a 4* “ 2 b i

o = y a 4- z aß b 4- a 3 c u, f.,

aus welchen man also die Werthe der gesuchten Gröfsen a, ß,

. . bestimmen wird. Man findet nämlich a =— oder*■ a

a . a = i,

ß . a 3 = — b,

y . a s = 2 b 2 — ac,

5 . a 7 = 5 ab c — a. r d — 5 b 3,

e . a° = 14 b* — 21 a b 3 c 4* 6 a l bd 4~ 3 a 2 c 2 — a 3a u. f.

Ex. Wir haben oben (§. 60 .) den Ausdruck erhalten

y = Log (1 4- X) = m(x — x— 4- Y — • • ,)*

Sucht man daraus die Gröfse x durch y zu bestimmen, und

nimmt man , wie zuvor, an

« = “j + ßy + 7 x3 + • • •>

so hat man a = m, also auch a = —,m

b __ _ m # ß = —2 ’ 2 mr
nt 1

C = ¥ , »
»

^ 2 .6

& = • u. f. ,
4 * 2 .3 . 4

dafs man demnach erhält

==-«<■+•>+ h

, 1 /T^s; fi-4-r)\3
r ..*.3V « / +> "

Da aber Log(i 4 -#^ = j ist,
SO ist auch 1x *= a? , und
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daher die letzte Reihe

übereinstimmend mit der Reihe (D) des (J. 61 .

§. 77. (Entwickelung der Functionen in Reihen
durch die Methode der unbestimmten Coefficienten.)
Dasselbe Verfahren des 7 (1. läfst sich auch auf die Entwicke¬

lung gegebener Functionen in Reihen anwenden.

Sey z. R. das ohne Ende fortgehende Polynom

a -]- b x -f- c x z 4 - dx 3 -f- . . .

gegeben, und die n te Potenz desselben durch eine, nach denPo-

tenzen von x fortgehende Reihe darzustellen, oder sey

y = (a -{- bx -j- cx 2 -j- . . .)"

in eine Reihe der Form

y = a . -j- ß x -f- y x z -f- 6 X’3 -j- . . >

zu entwickeln, also die Gröfsen a, ß, y, . . . durch die be¬

kannten a, b, c, zu bestimmen.

Nimmt man von dem ersten Ausdrucke die logarithmischen

DifFerentialien (nach §. 5z.), so hat man

dy n (b -f- <2c x -}- 3 d x- -j- . . .) d x

y a -J- b x -j- c x~ -j- ■ - .

Eben so hat man, wenn man auch den zweyten Ausdruck

von y differentiirt:

—- z= ß -4- üyx-{- 3bx 2 -f-...d x
cl y •

1 Setzt man beyde Ausdrücke von -j- einander gleich, so er¬
hält man

n (b 3 c x + 3 d x 2 -J- . . .) (a -j- ß x -J- y x l -|- . . .)

— (a b x cx 2 J) (ß 2 y x -\- 3 b x 2 — o.

Führt man aber diese zweyMultiplicationen aus, und ordnet

das Product nach den Potenzen von x, so erhält man

o = (aß — nba)

+ (say 4 - bß — nbß — 2 nca)x
4- (3aS4“ 2 ^J'“h c ß — nby — 2^1 cß — 3 n d «) x ! 4* • •1
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und wenn man auch hier wieder, nach §. 34, III., den Factor
einer jeden Potenz \'on x für sich gleich Null setzt, so erhält
man

a ß = n . ba,
2 cl y = (n— i ) b ß —j— sn . c a ,
3 a 5 = (77—2) & y -j- (277—1) cß -j- 3 n . da,

/,a£ = (77— 3)65 (2n— 2 )cy + (3n—i)dß 4 4 ra . e a,
5 a 2 = (/i— 4 )&e + (2ra— 3 ) c 5 + ( 3 ti—2 )dy -f- ( 4 ?i—i)eß

5n .fa,
6 ay — (77— 5)52 4 (277— 4 ) ce 4 * (3n— 3 ) d 6 4- (477—2)07

4 - (5n— i)fß
4 - 671 . ga,

u. s. w.,

wovon das Gesetz des Fortganges deutlich ist. Dabey bleibt die
erste Gröfse a unbestimmt. Es ist aber a = a n , wie man findet,
wenn man in dem ersten Ausdrucke für ,7 die Gröfse x=o setzt.

Ist c = d = e ... gleich Null, so erhält man y = (a 4 b x) n ,
übereinstimmend mit 58.

Für das Trinom

jr = (1 4 - 4 - Bx'i ) n =.a-\-ßx-\-yx' i 4 * • * •
endlich erhält man, wenn man in dem Vorhergehenden a=i,
b=A, c — B und d = e =/... gleich Null setzt, zur Bestim¬
mung der Factoren a, ß, y, . . . die Ausdrücke

a = 1 ,

ß = 7lA,

2 y = (n — l)Aß 4 " 2 77 13 ,

35 = (n — 2 )Ay 4* ( 2n —i)23ß,

4e = ( 77 —3)^5 4" ( 2 77— 2 )fiy,
52 = (77 — 4)^e -j- (277 — 3) B 5 u. f.

§. 78. (Interpolation der Reihen.) Wenn man das
allgemeine Glied U einer Reihe kennt, das immer eine Func¬
tion des Index n (§. 72 , I.) der Reihe ist, so erhält man daraus
das i ste , 2 te , 3 to , . . . Glied der Reihe, wenn man in U diese
Gröfse ?i gleich 1 , 2, 3, . . . setzt, So war oben ($. 74 ) für
die Dreyeckzahlen

1 4* 3 4" fi 4 ^ 4 ^
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das allgemeine Glied

§. 78 .

l/ = in(n-fi),
also ist auch, wenn man z. B. re= 100 setzt, das hundertste Glied
dieser Reihe

5 o (101) = So 5 o.
Allein nichts hindert uns, für diesen Index nicht blofs ganze,

positive oder negative Zahlen, sondern auch Brüche zu setzen,
wo man dann diejenigen Glieder erhalten wird, die zwischen die
Glieder der gegebenen Reihe fallen. Man nennt diese neuen
Glieder die eingeschalteten oder interpolirten Gröfsen.

So gibt unser Beyspiel, wenn man zwischen je zwey Glie¬
der der Reihe ein mittenliegendes einschalten will,

für n = i- . . . V = ~,
5 3_5
a * * * 8 f
Z 6 3 „ f

so dafs daher die so interpolirte Reihe der Dreyeckzahlen seyn
wird

8 I 'S I »4 I 3 3 I «8 I 6 3 I 8o Ir — s r s e n r • • •>
und auch diefs ist eine arithmetische Reihe der zweyten Ord¬
nung , da ihre zweyten Differenzen constant und gleich j sind.

Da es aber sehr viele Reihen gibt, die, ohne eben zu den
arithmetischen zu gehören, wenn auch nicht auf genau constante,
doch auf nahe beständige höhere Differenzen führen , so läfst
sich dieses Verfahren oft mit Vortheil auch auf solche Reihen
anwenden, ohne dafs man ihr allgemeines Glied zu kennen braucht.

Betrachtet man nämlich eine solche Reihe, deren Differen¬
zen einmal nahe constant werden, als eine arithmetische Reihe
höherer Ordnung, so erhält man für das allgemeine Glied der¬
selben (nach (J. 73 , I.) :

17 = a + (n-OAu + ■<"- 0 A « fl

- 2) (n — 3 )

ci -J-* — 1) A d —|—

+
1 . 2

(n — 1) (n -
• A 3a -j-

wo a das erste, dem Index i entsprechende Glied, vpid wo die
übrigen auf einander folgenden Glieder sind

1 a 3 4
cl b •■■J-c cl * » * j
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. Differenzen (nach $. 73.)

§. 78 .

so dafs man für die 2 te », S 10”, .

hat

Ad = b ■— a,

tf-a = c — 2 b -f- a ,
A 3a = d — 3 c —]— 3 6 — a,
A 4a = e — 4 <Z + 6 c •—• 4 b a u. f.

Ex. Um die Anwendung dieses Verfahrens durch ein Bey-

spiel deutlich zu machen, wollen wir annehmen, man hätte be¬

reits (nach §.'64.) die Logarithmen von den fünf folgenden Zah¬

len auf 6 Decimalstellen genau gefunden, und "wollte nun die

dazwischen liegenden Logarithmen der ganzen Zahlen durch In¬

terpolation bis auf 5 Decimalstellen genau bestimmen.

Index. Zahl. Logarithmus.
1 1000 3.000000 = a ,

2 1010 3 .oo 432 i = b,
3 1020 3.008600 = c,
4 io 3 o 3.012837 = d ,
5

1040 3.017033 = e.

Von diesen Lo garithmen sind die Differenzen

Aci == 0.004321,

A 2 a = — 0.000042.

Ferner ist A 3a schon sehr nahe gleich Null, und überdiefs

a = 3.

Es ist demnach das n te Glied dieser Beihe

U =a 3.000000 -j- o.oo 432 i(n — 1)

— 0.000021(71 — 1) (71 — 2).
Mit diesem Ausdrucke von U erhält man für

n= i.3 Ti = 1.4

3.000000 3.000000
1296 1728

n= 1.1

3.000000

432
4

3 .ooo 43

71 = 1.2

3.000000

864

_ 4

3.00087
3 ,ooi 3 o

3.00173

so dafs man daher für die ersten der gesuchten Einschaltungen
erhält

Log 1001 = 3 .ooo 43 ,

Log 1002 = 3.00087,

Log ioo 3 = 3 .ooi 3 o,
Log 1004 = 3.00173 j
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übereinstimmend mit den gewöhnlichen Tafeln unserer Logarith¬

men. Übrigens wird in diesen, wie in allen ähnlichen Fällen,

wo dieselben Rechnungen öfter wiederholt werden sollen, eine

geringe Aufmerksamkeit schon hinreichen, mehrere Vortheile und

Abkürzungen an die Hand zu geben , die keiner besonderen Er¬

läuterung bedürfen, und daher besser der Umsicht und Selbster¬

fahrung des Rechners überlassen bleiben. So wird es z. E. hier

bequemer, und doch gleich sicher seyn, nicht immer von dem

ersten Gliede a , sondern für jedes neue Zwischenglied, das z. B.

zwischen b und c fällt, von dem ihm zunächst vorstehenden

Gliede b auszugehen, und dieses Zwischenglied durch eine ein¬

fache Proportion aus b und c abzuleiten. Dabey wird allerdings

nur auf die erste Differenz Aa Rücksicht genommen, und die

zweyte A-a vorläufig gleich Null gesetzt. Allein man sieht, dafs

die aus dieser vorläufigen Annahme entspringende Correction, so

lange man immer nur von einem gegebenen Gliede b zu dem

nächstfolgenden c, oder von c zu d übergeht, eine constante

Gröfse, und zwar in unserem Falle gleich -|- 0.000004 ist, daher

man nur diese Constante zu dem aus der erwähnten Proportion

erhaltenen Resultate für alle zwischen a und e enthaltenen Zah¬

len wieder hinzusetzen wird.

Sucht man z. B. den Logarithmus von ioi 5 , so hat man, da
c — b = 0.004279 ist, die Proportion

io : 0.00427g = 5 : x oder x = 0.002140,

also auch

Log 1010 — 3 .oo 432 i

Proportionaltheil 2140

Constante ... 4

Logioi 5 = 3.00647,

Log io 3 o

und eben so

Log 1020 e= 3.008600

2118

4

Log 1025 = 3.01072,

= 3.012837

2098

4

Log io 35 = 3.01494,

und alle diese Logarithmen sind, der aufgestellten Forderung ge-

mafs, in der fünften Deciuulslelle noch richtig.
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Vierzehntes Capitel.
Erste Grundsätze der Geometrie.

§. 79. (Er kl drangen.) Der Gegenstand der Geometrie

ist die Messung des Raumes. — Körper ist eine bestimmte Aus¬

dehnung des Raumes nach allen seinen drey Richtungen (der

Länge, Rreite und Höhe). — Fläche ist die Grenze der Körper,

also Ausdehnung nach zwey Richtungen (der Länge und Breite).

■— Linie ist die Grenze der Fläche, also Ausdehnung blol's nach

einer Richtung (der Länge). — Pimct endlich ist die Grenze der

Linie, also ohne alle Ausdehnung.

t. Gerade heilst die Linie, welche in allen ihren Puncten

dieselbe Richtung hat; jede andere Linie heilst krumm. — Ebene

heifst die Fläche, in welcher man zwischen je zwey Puncten der¬

selben eine gerade, ganz in der Fläche liegende Linie ziehen

kann; jede andere Fläche heifst krumm.

II. Die Neigung zweyer Geraden AB und A C (Fig. 1) ge¬

gen einander heifst der Winkel dieser zwey Geraden, wo also

die Länge dieser Geraden willkürlich oder unbegrenzt ist. —

Man bezeichnet den Winkel so, dafs der Buchstabe A bey dem

Durchschnitte beyder Geraden (des Scheitels des Winkels) zwi¬

schen den beyden andern Zeichen B und C gestellt wird, also

durch BAC oder durch CAB ; oder auch, wo keine Zweydeu-

tigkeit zu besorgen ist, kürzer blofs durch das Zeichen A des

Scheitels, oder endlich durch einen in den Winkel eingeschrie¬

benen Buchstaben x. — Die beyden Geraden AB, AC endlich,

deren Neigung durch den Winkel ausgedrückt wird, oder die

den Winkel begrenzen, heifsen die Schenkel des Winkels.

III. Wird eine dieser zwey Geraden AB oder AC, z. B.

die letzte nach dem Punct D hin, auf der andern Seite des Schei¬

tels A, verlängert, so bildet diese Verlängerung AD mit der er¬

sten Geraden AB wieder einen Winkel BAD =jp, un( l die bey-

den Winkel x und^, welche eine Gerade BA mit einer andern
*10
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Geraden CD in ihrem gemeinschaftlichen Durchschnittspuncte A

bildet, werden Nebenwinkel genannt. Für sie ist der mittlere

Schenkel AB beyden Winkeln gemeinschaftlich.

IV- Sind die beyden sich in dem Puncte A schneidenden

Geraden EA und CD (Fig. 2) so gegen einander geneigt, dafs

die Nebenwinkel CAE und EAD einander gleich sind, oder ist

die Neigung des gemeinschaftlichen Schenkels AE gegen die

beyden Theile AC und AD der andern Geraden dieselbe, so

heifsen die Nebenwinkel, für diesen besondern Fall, rechte Win¬

kel, und die Geraden EA und CD heifsen auf einander senk¬

recht (oder lothrecht oder auch perpendiculär). Ein kleinerer

Winkel, als ein rechter, wie BAC, heifst spitz, und ein grös¬

serer, wie BAD, heifst stumpf. — Alle Winkel, aufser dem

rechten, heifsen auch, mit einem gemeinsamen Worte, schiefe

Winkel.

V. Zwey in derselben Ebene liegende Gerade heifsen gleich¬

laufend oder parallel, wenn sie gegen jede dritte sie schneidende

Gerade, auf derselben Seite, dieselbe Neigung haben. So sind

die beyden Geraden AB und CD (Fig. 3) parallel, wenn von

den Winkeln, die sie mit einer dritten Geraden EF bilden, der

Winkel oder der Winkel u = s ist.

VI. Jeder von Linien begrenzte Raum heifst Figur. Sind

diese Grenzlinien Gerade, so heifst die Figur Vieleck oder Polygon.

§. 80. (Dreyeclie*) Ein von drey geraden Linien be¬

grenzter Raum heifst Dreyeck , die einfachste Figur unter den

Polygonen. Die Grenzlinien heifsen die 1Seiten, und die Nei¬

gungen dieser Seiten gegen einander heifsen die Winkel des

Dreyecks.

I. DasDreyeck ist gleichschenklig, wie ABC (Fig. 4), wenn

zwey Seiten, z. D. AB und BC desselben unter sich gleich sind;

es ist gleichseitig , wie ABC (Fig. 5), wenn alle drey Seiten des¬

selben unter sich gleich sind; und es ist rechtwinklig, wie

ABC (Fig. 6), wenn es einen rechten Winkel ( A oder BAC) hat.

II. In dem rechtwinkligen Dreyecke ABC (Fig. 6) heifst

die dem rechten Winkel A gegenüberstehende Seite BC die Hy¬

potenuse, und die beyden andern Seiten AB und AC heifsen

die Katheten des rechtwinkligen Dreyecks. >
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III. Wenn man endlich die Seite AC (Fig. 5 ) irgend eines

Dreyecks ABC nach D verhängen, so wird der durch diese Ver¬

längerung CD entstehende Winkel BCD aufser dem Dreyeck

der äußere Winkel, und A und B werden die zwey jenem ent¬

gegengesetzten inneren Winkel des Dreyecks genannt.

8i. (Vierecke.) Ein von vier Geraden begrenztes Po¬

lygon wird Fiereck genannt. — Sind alle Seiten des Vierecks

gleich und alle Winkel recht, so heifst es Quadrat , wie AB CI)

(Fig. 7). Sind blofs die Seiten alle unter sich gleich, aber die

Winkel schief, so heifst es Rhombus. Sind alle Winkel recht,

aber blofs die zwey gegenüberstehenden Seiten unter sich pa¬

rallel, so heifst es ein Rechteck, wie ABC D (Fig. 8). Sind end¬

lich in einem Viereck die gegenüberstehenden Seiten unter sich

parallel, ohne über die Winkel etwas festzusetzen, so heifst es

Parallelogramm, wie ABCD oder ab cd (Fig. 9).

Das Rechteck, der Rhombus und das Quadrat sind daher

ebenfalls Parallelogramme, so wie das Quadrat ein besonderer
Fall des Rechteckes ist.

Eine Gerade AC oder BD (Fig. 9), welche die Scheitel

zweyer gegenüberstehender Winkel eines Vierecks verbindet,

wird Diagonale genannt.

§. 82. (Kreise ) Ein Kreis AMBN (Fig. 10) entsteht,

wenn eine in ihrer Länge unveränderliche Gerade CA, CM,

C M', ... in einer Ebene um ihren festen Endpunct C gedreht

wird, und mit dem andern beweglichen Endpuncte A, M, M', . . .

Spuren in der Ebene zurückläfst.

Der feste Endpunct C der beweglichen Geraden heifst der

Mitlelpunct (Centrum), und die Geraden CA, CM, CM’, , . .

heifsen die Halbmesser (Radien) des Kreises. Der doppelte Ra¬

dius ACB wird der Durchmesser (Diameter) des Kreises, der

von dem beschreibenden Endpuncte A des Radius rings um den

Mittelpunct C zurückgelegte Weg AMBNA aber wird die Peri¬

pherie (der Umfang), und jeder Theil AM, MM', . . . dieser

Peripherie wird ein Bogen (ArcusJ des Kreises genannt.

I. Die Gerade MPN, welche die beyden Endpuncte M und

N eines Rogens Mi V verbindet, heifst die Sehne (Chorde) dieses
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Bogens. 7-» Der Theil MANC der Kreisebene, der von dem

Bogen MN und von den Leyden Radien CM und CN seiner End-

puncte M und N begrenzt wird, heilst Ausschnitt (Sector) des

Kreises, so wie derjenige Theil MPNA der Kreisebene, der

von dem Bogen MN und seiner Sehne MPN begrenzt wird, der

Abschnitt (Segment) des Kreises genannt wird.

§. 83 . (Gleichheit und Aehnlichkeit der Figuren.)
Zwey Figuren heifsen gleich , wenn sie, auf einander gelegt, sich
in allen Punctcn vollkommen decken können.

Zwey Figuren lieifsen ähnlich, wenn jeder Winkel, der

durch die Verbindung zweyer Scheitel mit den übrigen, mittelst

gerader Linien, entsteht, in der einen Figur dem homologen

(gleichliegenden) Winkel in der andern Figur gleich ist. So

sind z. B. die beyden Parallelogramme (Fig. 9) einander ähn¬

lich , wenn der Winkel BAI) <=bad und C AD = c ad , und

AD B = ad b u. f. ist. So sind daher auch zwey Dreyecke ähn¬

lich , wenn jeder Winkel des einen dem homologen Winkel des

andern gleich ist, wobey ihre Seiten sehr verschieden seyn
können.

Ähnliche Figuren sind demnach solche, welche dieselbe

Gestalt, ohne Rücksicht auf ihre Gröfse, haben, oder solche,

die sich blofs durch ihre Gröfse, und sonst durch nichts, unter¬

scheiden. Gleiche Figuren aber sind gar nicht verschieden, sie

sind völlig identisch.

Wenn endlich zwey Figuren, welches auch die Verschie¬

denheit ihrer Gestalt seyn mag, mit ihrem Umfange (Perimeter)

gleich gröfse Flächen einschliefsen, so heifsen diese Figuren

äquivalent .

5- 84. (Folgerungen aus den vorhergehenden Er-

I. In Beziehung auf gerade Linien und Winkel.

Aus den vorher gefundenen Erklärungen fliefsen sofort,

ohne weitere Erläuterungen , folgende Sätze :

A. Durch zwey Puncte geht nur eine einzige gerade, aber

unzählige krumme Linien. — Unter allen Linien zwischen zwey

klärungen.)
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Puncten ist die Gerade die kürzeste , daher sie auch als das Mafs

der Entfernung zweyer Puncte von einander gebraucht wird.

B. Alle rechten Winkel sind unter sich gleich, weil sic

sich, auf einander gelegt, vollkommen decken (§. 79. und 83 ).

C. Die Summe zweyer Nebenwinkel (§. 79, III.), wie CAB

und EAD (Fig. 2) ist immer gleich zwey rechten Winkeln. Denn

ist AE senkrecht auf CB, und nennt man z den Winkel B AE,

so ist der erste jener Winkel oder so ist CAB um z kleiner, und

der zweyte BAD ist um z gröfser, als ein rechter Winkel C AE

oder EAD.

D. Also ist auch die Summe aller an einer Seite der Linie

CD um einen Punct A liegender Winkel desselben Scheitels

gleich zwey rechten Winkeln. So ist die Summe der Winkel

CAB, BAF, FAD gleich zwey rechten Winkeln. Daraus folgt

sofort, dafs die Summe aller rings um einen Punct liegender Win¬

kel gleich der rechten Winkeln ist. So ist die Summe der vier

Winkel M, N, m und n der Fig. 11 gleich vier rechten Winkeln.

E. Wenn, wie in der so eben erwähnten Fig. 11, zwey Ge¬

rade AB und ED sich in einem Puncte schneiden, so sind die

sich paarweise gegenüberstehenden Winkel M und m, so wie N

und«, unter sich gleich. Man nennt diese Winkel Scheitelwin¬

kel. — Nach (C) ist nämlich die Summe der Winkel M und N,

so wie auch die Summe der Winkel M und n gleich zwey rech¬

ten Winkeln; also ist auch, wenn man jede dieser Summen um

die Gröfse M vermindert, der Winkel N gleich seinem Scheitel¬

winkel n ; und eben so findet man auch, dafs der Winkel M

gleich seinem Scheitelwinkel m ist.

II In Beziehung auf den Kreis.

F. Aus der oben (§. 82.) gegebenen Erklärung des Kreises

folgt sofort, dafs in jedem Kreise alle Halbmesser unter sich,

also auch alle Durchmesser unter sich gleich sind, dafs also alle

Puncte der Peripherie von dem Mittelpuncte des Kreises gleiche

Entfernung haben, und dafs endlich jeder Durchmesser die Pe¬

ripherie sowohl als auch die Fläche des Kreises in zwey gleiche

Hälften tlieilt.

G. Da die Peripherie des Kreises, nach der oben erwähn¬

ten Entstehung desselben, eine stetige (ununterbrochene) krumme



152
§. 84 .

Linie ist, die durch die gleichförmige Drehung des Halbmessers

um den Mittelpunct erzeugt wird, so werden zu gleichen Win¬

keln am Mittelpuncte auch gleiche Theile der Peripherie, d. h.

gleich grofse Bogen gehören, so dafs, wenn z. B. der Winkel

ACM' (Fig. 10) zwey Mal so grofs ist, als ACM, auch der Bo¬

gen A M' das Doppelte von dem Bogen A M betragen wird , da

kein Grund angegeben werden kann, warum Bogen und Winkel,

die beyde zugleich in irgend einem Puncte, z. B. in A, anfangen,

sich auf verschiedene Weise ändern sollten, Dasselbe wird auch

Ton den Flächen AMC, AM'C gelten, die sich wie ihre Win¬

kel ACM, ACM', also auch wie ihre Bogen AM, AM' verhal¬
ten werden.

H. Wie daher die gerade Linie als dasMafs der Längen (^/)

oder als das Mafs der Distanz zw reyer Puncte von einander ge¬

braucht wird, so wird auch der Bogen eines Kreises, als der ein¬

fachste aller krummen Linien , als das Mafs der Drehung einer

Geraden (des Radius) um ihren Endpunct, oder als das Mafs der

Nei gung zweyer Geraden gegen einander, d. h. als das Majs des

Winkels, zwischen welchem dieser Bogen enthalten ist, gebraucht
■werden.

I . Man pflegt die ganze Peripherie eines Kreises in 36 o

gleiche Theile, die man Grade nennt, einzutheilen. Da aber

nach (D) die Summe aller um einen Punct liegender Winkel

gleich vier rechten Winkeln ist, so wird auch der rechte Win¬

kel oder sein Mafs, d. h. so wird auch der vierte Theil (Quadrant)

der Peripherie des Kreises 90 solcher Grade betragen.

Um noch kleinere Theile des Winkels, oder, was dasselbe

ist, des Bogens angeben zu können, theilt man jeden Grad in

60 Minuten, und jede Minute wieder in 60 gleiche Theile, die

man Secunden nennt. Die Grade bezeichnet man durch °, die

Minuten durch 1 , und die Secunden durch u , so dafs z. B. der

siebente Theil des rechten Winkels oder der 28 stc Theil der gan¬

zen Peripherie gleich ist

90 0

_ . 7
oder gleich

das heifst, gleich 12

= i2°. 8571 .'(2857 • •

12° 5»' 25". 714 • • .)

Grade, 5 i Minuten und 25
7 *4 • •.

Secunden.IOOO
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§.85. (Summe der Winkel eines Dreyecks.) Seyen
zwey ihrer Lage nach unveränderte Gerade AM und AN (Fig. 12 )
gegeben, die demnach auch einen unveränderlichen Winkel A
zwischen sich einschliefsen. Wenn diese beyden Geraden durch
eine dritte Gerade BC in irgend einer Richtung geschnitten wer¬
den, so entsteht ein Dreyeck ABC.

Es bewege sich nun diese dritte Linie BC, jedoch so, dafs
sie immer durch denselben Punct B geht, das heifst also, es
drehe sich diese Linie BC um den Punct B , so dafs sie z. B. in

die Lage BC' kommt. Bey einer solchen Bewegung ist für sich
klar, dafs, so wie sich der Winkel B ändert, sofort auch der
Winkel C geändert werden mufs , dafs demnach beyde Gröfsen

B und C sich zugleich ändern , dafs also auch, da A der Voraus-
Setzung gemäfs immer derselbe Winkel bleibt, dafs also auch,
bey dieser Bewegung der Linie BC, die beyden Gröfsen

(A -j- ß) und C

sich zu gleicher Zeit ändern werden.
Bewegt sich aber dieselbe Gerade BC so, dafs sie mit sich

selbst immer parallel bleibt, dafs sie also, der obigen Erklärung
(§. 7 g , V ) zu Folge, mit den beyden festen Geraden AM und

AN immer dieselben Winkel bildet, so wird, wenn diese Gerade

BC z. B. in die Lage B'C' gekommen ist, der Winkel Bz=B'
sowohl, als auch der Winkel C—C' noch derselbe seyn, die
beyden Gröfsen B und C werden sich nicht geändert haben, und
da auch, der erwähnten Voraussetzung gemäfs, der Winkel A
immer derselbe bleibt, so w'erden auch, bey dieser Bewegung
der Linie BC, die beyden Gröfsen

(y/ -|- B) und C

zu gleicher Zeit dieselben constanten Gröfsen bleiben.
Da demnach diese zwey Gröfsen (A-\-B) und C immer, ent¬

weder zugleich constant oder auch zugleich veränderlich sind,
so mufs eine jede derselben von der anderen abhängen, oder so
mufs die eine dieser Gröfsen eine Function (§. 33 ) der anderen

6 eyn, so dafs, wenn in einem Dreyecke die eine dieser Gröfsen,
z. B. (A -j- B) gegeben ist, dadurch auch zugleich die andere
Gröfse C gegeben wird.
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I. Wenn daher in zwey oder mehreren Dreyecken ABC

die Summe zweyer Winkel z. B. (/f -|- B) in dem einen, gleich

der Summe zweyer Winkel in dem andern Dreyecke gleich ist,

so müssen auch die dritten Winkel C dieser Dreyecke unter sich

gleich seyn.

II. Diel's vorausgesetzt, sey nun ABC{ Fig. i 3 ) ein in A

rechtwinkliges Dreyeck und AD senkrecht auf die Hypote¬
nuse B C.

Durch diese Senkrechte ADb ntstehen zwey Dreyecke ABD

und ABC, welche den Winkel B gemeinschaftlich und welche

die beyden rechten Winkel BAC und BDA (nach 84, B .)

unter sich gleich haben, ln diesen beyden Dreyecken ist also

die Summe der zwey Winkel B und BDA in dem einen Drey¬

ecke , gleich der Summe B und BAC in dem anderen, also ist

auch (nach Nro, I.) der dritte Winkel
BAD = C.

Ganz eben so haben auch die beyden Dreyecke ACD und

ABC den Winkel C gemeinschaftlich und die beyden rechten

Winkel BAC und CDA unter sich gleich, also ist auch der

dritte Winkel

CAD = B.

Addirt man diese zwey Gleichungen, so erhält man

BAD. + CAD = B -f- C,

oder da BAD-\-CAD = BAC ein rechter Winkel ist, den

wir hier und in der Folge überhaupt durch R bezeichnen wol¬

len , so ist

B + C = R,

das heifst: in jedem rechtwinkligen Dreyecke ist die Summe der

beyden schiefen Winkel gleich einem rechten Winkel.

III. Sey nun ABC (Fig. 14) irgend ein anderes, nichtrecht-

winkliges Dreyeck , und wieder AD senkrecht auf B C.

Ist der Winkel B A D = x und C AD — y, so hat man, da

durch die Senkrechte A D das gegebene Dreyeck ABC in zwey

andere bey D rechtwinklige Dreyecke ABD und ACD getheilt

wird, nach Nro. II in dem ersten Dreyecke ABD

B + x = R,

und eben so in dem zweyten Dreyecke ACD

0 +y = R.
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Addirt man wieder diese beyden Gleichungen, so hat man,

da x -J- y = A ist:

A + B + C = &R-,

das lieifst: ln jedem Dreyecke ist die Summe der drey Henkel des¬

selben gleich zwey rechten Winkeln.

Dasselbe hat auch Statt, wenn das Loth AB (wie in der

zweyten Zeichnung der Fig. >4) aufser dem gegebenen Dreyecke

ABC, auf die Verlängerung der Seite BC fällt. Denn auch hier

ist in dem ersten der so entstehenden rechtwinkligen Dreyecke

BAD (nach Nr. II.)

B + BAD — R,

und eben so ist in dem zweyten Dreyecke CAD der Winkel

ACD -|- CAD = R ,

und dieser beyden Gleichungen Differenz ist

B + BAD — CAD — ACD = o.

Setzt man aber wieder BAC=x und AC B=y, so hat man

BAD — CAD = BAC = x,

und üherdiefs (nach §. 84) C.) für die Nebenwinkel

ACD -{- y = aß oder ACD = aß — y,

so dafs daher die vorhergehende Gleichung wird:

B Jy x — (aß — j) = o,
oder

B -[- x -j- y — aß, wie zuvor.

IV. Daraus folgt zugleich, dafs in jedem Dreyecke AB C

(Fig. 5) der äufsere (durch die Verlängerung einer Seite AC ent¬

standene) IVinkel BCD gleich ist der Summe der beyden inneren

entgegengesetzten Winkel A und B (vergl. §. 8 o, III.). Denn da

(nach 5 . 84 , C.) die Nebenwinkel £CD-f-C = 2 ß, und da eben

so auch A-\- ß-j- C = 2 ß ist, so hat man auch für den erwähnten

äufseren Winkel

BCD = A + B.

Auch folgt aus Nr. III. sofort, dafs in einem Dreyecke nur

ein einziger Winkel ein rechter, oder auch ein stumpfer Winkel

seyn kann.
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5- 86- (Eigenschaften der parallelen Linien.)
Wenn AB und CD (Fig. 3 ) zwey parallele Grade sind, das heilst,

nach 79, V., wenn der Winkel x=y ist, ist ist auch (A) der

Winkel u—y, und eben so ist (Bj die Summe der beyden Win¬

kel m undjy, oder auch der beyden n und u gleich zwey rechten
Winkeln.

Man nennt aber die beyden Winkel u undjy (oder auch m

und n) die Wechselwinkel, so wie man die beyden Winkel m

undy (oder auch n und u) die inneren Winkel der beyden Paral¬

lelen zu nennen pflegt.

Bey parallelen Linien sind daher, nach fAj, die Wechsel-

Winkel gleieh, und, nach (~BJ, ist die Summe der zwey inneren

Winkel gleich 2 B.

Denn , da xz=y, und da immer (nach §. 84, E.) die Schei¬

telwinkel x — u sind, so ist auch

u — y .. . wie in (AJ.

Da ferner x =y, und da immer (nach 84 ) C.) die Summe

der zwey Nebenwinkel

m -}- x = 2 R

ist, so hat man auch

m -f y = 2 R . . . wie in ('Bj.

I. Jede dieser drey hier ausgesprochenen Bedingungen

x=y, u=y, m-j-y=aR,

hat die beyden anderen zur Folge. Denn hat z B. die zweyte

Bedingung Statt, oder ist u—y, so hat man (da nach 84, E.

immer ussx ist), auch sofort x—y, vrelches die erste Bedin¬

gung ist. Da üherdiets auch immer (nach §. 84 , C.) die Summe

der Winkel u -j- m — 2 ft seyn mufs, so ist auch y m = 2 B,

welches die dritte Bedingung ist.

II. Und eben so umgekehrt: Hat eine dieser drey Bedin¬

gungen nicht Statt, so haben auch die beyden anderen nicht
Statt.

Denn ist z. B. x =y -j- a , wo a irgend eine positive oder

negative Gröfse bezeichnet, so hat man doch immer (nach

$. 84, C.)

m x = 2 R und n -f- y = 2 R.
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m — re-J-o.’ — y o ,

oder da x — J r==a *st »
n — m = a ,

und nicht n = m, wie es nach der zweyten Bedingung seyn soll.

Eben so, wenn man in der vorhergehenden Gleichung

m + a.= 2ff den gegebenen Werth von x = y-j-a substituirt,

so erhält man

m -f- y = 2 R — <2 ,

und nicht m + i7 = 2 R, wie es nach der dritten Bedingung

seyn soll, u. s. w.

III. Zf vey parallele Linien können sich, auch ins Unbegrenzte

verlängert, nie schneiden. Denn da schon die Summe ihrer zwey

inneren Winkel rn-j-y oder n-\-u gleich all ist, so würden diese

Linien, wenn sie sich schneiden, mit der dritten Linie EF ein

Dreyeck bilden, in welchem die Summe aller drey Winkel grös¬

ser als ?. R ist, was nach 85. unmöglich ist.

§. 87. (Verhältnifs der Seiten rechtwinkliger
Drevecke.) Seyen ABC und abc (Fig. i 5 und lb) zwey in A
und a rechtwinklige Dreyecke, deren Hypotenusen (§. 80, II.)

von gleicher Gröfse seyn sollen, so dafs also die Seite BC — bc

ist. Wir wollen der Kürze wegen diese Hypotenuse für die Ein¬

heit der übrigen Seiten dieser Dreyecke, oder für die Einheit

unserer Längenmafse annehmen, so dafs alsoüC = 6c=i ist.

Diefs vorausgesetzt, kann man den Satz aufstellen: »Zwey

»rechtwinklige Dreyecke mit derselben Hypotenuse sind unter

»sich vollkommen gleich (J. 83.) , wenn sie einen der beyden

»schiefen Winkel gleich haben.«

Denn ist z. B. der schiefe Winkel C gleich c, so ist, nach

§• 85, I., auch der andere schiefe Winkel B gleich b. — Man

lege nun das erste Dreyeck ABC so auf das zweyte abc , dafs

der eine Endpunct C der ersten Hypotenuse auf den Endpunct c

der zweyten, und dafs überdiefs die erste Hypotenuse CB längs

der zweyten cb falle. Dann müssen auch die zweyten Endpuncte

B und b der Hypotenusen auf einander fallen, weil diese Hypo¬

tenusen, der Voraussetzung gemäfs, von gleicher Länge, näm-
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lieh jede gleich 1 ist. Es mut's aber auch die eine Kathete C A

auf die andere ca fallen, weil die Winkel C und c gleich sind;

so dafs also auch der Punct A des ersten Dreyecks irgendwo in

die Linie ca des zweyten fallen wird. Aus demselben Grunde

mufs endlich auch die zweyte Kathete BA auf ba fallen, weil

nämlich die Winkel B und b ebenfalls gleich sind; so dafs dem¬

nach der Punct A des ersten Dreyecks auch irgendwo in die

Linie ba des zweyten fallen wird.— Da also der Punct A so¬

wohl auf die Linie ca, als auch auf die Linie ba fällt, und da

überdiefs (nach §. 84 , B.) alle rechten Winkel, also auch die

Winkelt und a, unter sich gleich sind,' so mufs der erwähnte

Punct A in den der beyden Linien ca und b a gemeinschaftlichen

Durchschnittspunct, oder er mufs in den Punct a fallen, und

sonach wird das Dreyeck ABC das andere abc in allen seinen

Theilen vollkommen decken, oder es wird ihm gleich seyn.

I. Unter allen möglichen rechtwinkligen Dreyecken , deren

Hypotenusen sämmtlich von gleicher, übrigens willkürlicher

Gröfse (die wir gleich der Einheit, z. B. gleich einem Fufs,

einem Zoll u. f. angenommen haben) sind, wird daher jedes ein¬

zelne vollkommen bestimmt seyn, wenn nur einer der beyden

schiefen Winkel desselben gegeben ist, da jedes andere dieser

Dreyecke, welches denselben schiefen Winkel haben könnte,

mit jenem gleich, oder (§.83.) da es ein mit ihm ganz identisches

Dreyeck seyn wird.

II. Ist daher von einem solchen Dreyecke nur einer der

zwey schiefen Winkel, ist z. B. der Winkel C gegeben, so ist

damit auch sofort das ganze Dreyeck gegeben, so ist also auch

jede der beyden Katheten AB sowohl, als auch AC gegeben;

oder rnit anderen Worten : in allen solchen Dreyecken hängt jede

der beyden Katheten blofs von dem Winkel C [oder was dasselbe

ist, blofs von dem Winkel ß] ab.

Nennen wir der Kürze wegen, hier und in der Folge, in

jedem Dreyecke ABC die den Winkeln A, B und C in derselben

Ordnung gegenüberstehenden Seiten a, ß und y, so dafs also

B nt, A C = ß und AB = y ist.

Unserer vorhergehenden Annahme gemäfs sind diejenigen

Dreyecke, die wir hier betrachten, alle in A rechtwinklig, und

ihre Hypotenusen rt = i sind sämmtlich gleich grofs.
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Wir haben gesehen, dafs in diesenDreyecken jede der bey-

den Katheten ß oder y blofs von einem der beyden seliiefen Win¬

kel z. B. von C abhängt. In der That werden auch, wie die

Figur 17 selbst ohne Rücksicht auf den vorhergehenden Beweis

versinnlicht, wenn die Hypotenuse CB, CB', CB", , . . immer

von derselben Gröfse und gleich der Einheit bleibt, die Kathe¬

ten AC=ß und AB = y dieselben bleiben, so lange der Winkel
C oder B derselbe bleibt, und sie werden sich ändern, so bald

einer dieser Winkel sich ändert; oder mit anderen Worten:

die Gröfsen ß und y werden Functionen von C seyn (§. 33 .).

III. Obschon wir diese Functionen noch nicht näher kennen,

so wollen wir doch, da wir in der Folge noch oft auf sie zurück¬

kommen werden, ihnen eine eigene Benennung beylegen, und

ß den Cosinus, so wie y den Sinus des Winkels C heifsen, und

diel's so bezeichnen:

ß = CosC und y — SinC.

IV. Diese beyden Gleichungen beziehen sich, wie gesagt,

nur auf solche rechtwinklige Dreyecke, deren Anzahl übrigens

unendlich ist, bey welchen die Hypotenuse überall von derselben

Gröfse und gleich der Einheit ist. Man kann sie aber auch auf

alle anderen rechtwinkligen Dreyecke ausdehnen, in welchen

die Hypotenuse zwey, drey, vier Mal . . . , und überhaupt a

Mal gröfser, in welcher also die Hypotenuse, die bisher gleich 1

war, a..gemein durch a bezeichnet wird. Zu diesem Zwecke

wird man nämlich nur (nach $. 71.) in den vorhergehenden zwey

Gleichungen alle Gröfsen derselben Art, die sich auf Längen-

mafse oder Linien beziehen, durch die Gröfse a, die bisher

durch die Einheit vorgestellt wurde, dividiren, so dafs man

demnach für alle rechtwinkligen Dreyecke, die beyden Gleichun¬

gen hat:

- = Cos C und - = Sin C.a 01

V. Die beyden letzten Ausdrücke beziehen sich auf ein in

A rechtwinkliges Dreyeck, wie es durch die Figur 18 dargestellt

wird. Allein in dieser Zeichnung kann man auch, ohne das

Dreyeck selbst zu ändern, die Bezeichnung desselben durch

Buchstaben so variiren lassen, dafs man B mit C, also auch ß

mit y verwechselt, wodurch A und « ungeändert bleibt-, wie es

J
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die nebenstehende Figur 19 darstellt. Beyde Dreyecke (Fig. 18

und 19) sind identisch oder vollkommen dieselben, aber ihre

Bezeichnung ist verschieden. Demnach nehmen die zwey letz¬

ten Gleichungen, die für das erste Dreyeck (Fig. 18) gehören,

da sie unmittelbar auch auf das zweyte (Fig. 19) anwendbar sind,

für dieses zweyte Dreyeck die folgende Form an:

- = Cos B und - = SinU,a a

welche zwey Gleichungen daher mit denen der Nr. IV. als gleich¬

geltend, oder welche nur als ein anderer Ausdruck derselben

anzusehen sind.

In Worten ausgedrückt, sagt jedes Paar dieser Gleichungen:

»In einem rechtwinkligen Dreyecke ist jede Kathete j dwidirt durch

»die Hypotenuse, gleich dem Cosinus des dieser Kathete anliegen-

»den j und auch gleich dem Sinus des dieser Kathete gegenüber-

» stehenden schiefen IVinkels. «

VI. Bemerken wir noch, dafs aus den vier vorhergehenden

Gleichungen, wegen dein doppelten Ausdruck der Gröfsen

- und -, sofort folgt:a a
Sin B = Cos C und

Sin C — Cos B-,

so dafs demnach in jedem rechtwinkligen Dreyecke der Sinus des

einen schiefen Winkels zugleich der Cosinus des anderen ist.

Da überdiefs (nach §. 85 , II ) die Summe der beyden schie¬

fen Winkel eines rechtwinkligen Dreyeckes gleich einem rechten

Winkel oder gleich II ist, so hat man

B -f- C = II oder B = R — C;

so dafs daher die beyden vorhergehenden Gleichungen auch so

ausgedrückt werden können:

Sin B — Cos (B — B ) und

CosB = Sin(B — £);

d. h. der Sinus jedes gegebenen Winkels ist gleich dem Cosinus

des Complements dieses Winkels zu 90 Graden und umgekehrt.
So ist z. B.

Sin 3 o° = Cos 60", Cos 3 o° = Sin 6o° und Sin 45 0 = Cos 45 °.
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VII. Endlich folgt noch aus den beyden vorhergehenden

Ausdrücken

t = Sin-B = CosC und - = Cos B — SinC,a “

dafs, wenn in einem rechtwinkligen Dreyecke die beyden schie¬

fen Winkel B und C gleich sind, auch die beyden Katheten ß

und y unter sich gleich seyn werden, und umgekehrt.

g. 88. (Ähnliche rechtwinklige Dreyecke.) Wenn
man in einem bey A rechtwinkligen Dreyecke ABC (Fig. 20) zu

der einen Kathete AB eine Parallele ab zieht, so entsteht ein

anderes, dem ersten ähnliches Dreyeck abC.

Denn wegen dem Parallelismus der beyden Linien AB und

ab sind (§.86, II.) die Winkel von B und b, so wie auch die

Winkel von A und a einander gleich, und der dritte Winkel C

ist beyden Dreyecken gemeinschaftlich; also sind in diesen zwey

Dreyecken alle Winkel gleich, und daher (§. 83 .) die Dreyecke

ähnlich.

Wenden wir darauf die zwey Gleichungen des §.87, V. an,

so hat man in dem Dreyecke ABC

AB
Tc =3 Sin C,

und eben so in dem Dreyecke ab C

a b

also ist auch

chungen

= Sin £7 ;

. . . (■).

bC

AB ab
Tc = Tc

Auf dieselbe Weise erhält man auch aus den beyden Glei-i

AC

die folgende:

= Cos C und -t— = Cos C
BC bC

AC a C , .
. (2);

und aus den Gleichungen (1) und (2) folgt sofort

AB ab
AC ~ aC ’ ' ’

liittrow’a Anfangsgr. d. gesammt. Malhcm.

.ei’
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Wenn daher in einem rechtwinkligen Dreyecke zu einer

Kathete eine Parallele gezogen wird, so entstehen zwey ähnliche

rechtwinklige Dreyecke, deren Seiten unter sich proportionirt sind .

§. 89. (Darstellung dieser Functionen im Kreise.)

Wenn DE und FG (Fig. 21) zwey aufeinander senkrechte Durch¬

messer des Kreises 7 ) FE G sind, so wird durch sie die Periphe¬

rie des Kreises in vier gleiche Theile (Quadranten, 84, I.)

eingetheilt. Wir wollen diese vier Quadranten FD, DG, GE

und EEnach der Ordnung durch I, II, III und IV bezeichnen.

Läfst man von dem Endpuncte B des Halbmessers CB ein

Loth BA auf den ersten Durchmesser herab, so entsteht ein in

A rechtwinkliges Dreyeck ABC, von welchem daher alles das

gilt, was wir oben von dem rechtwinkligen Dreyecke überhaupt

ausgesagt haben.

Nimmt man nämlich wieder, der Kürze wegen, den Halb¬

messer des Kreises für die Einheit an, so ist, nach §.87, III.

das erwähnte Loth BA der Sinus, und AC ist der Cosinus des

Winkels ACB, oder da (nach $. 84, G.) der Kreisbogen FB das

Mafs des Winkels ACB ist, so ist auch BA der Sinus, und AC

der Cosinus des Bogens FB, so dafs man demnach diese zw Tey

Functionen auch so darstellen kann: Wenn man von dem End¬

puncte B eines beweglichen Halbmessers eines Kreises, auf einen

gegebenen festen Halbmesser desselben ein Loth fällt, so ist die¬

ses Loth der Sinus, und dieDistanz des Fufspuncts A dieses Loths

von dem Mittelpuncte C ist der Cosinus des Bogens oder des Win¬

kels , der zwischen den beyden Halbmessern enthalten ist.

Da uns nichts hindert, diese Drehung des beweglichen Halb¬

messers CB durch alle Quadi’anten des Kreises, selbst mehr als

einmal, fortzusetzen, so gelangen wir, durch diese Erklärung

unserer beyden Functionen, zu einem allgemeinen Begriffe des

Wortes Winkel, indem wir dadurch die Neigung einer beweg¬

lichen Geraden CB gegen eine fixe Gerade CF für alle Lagen

jener Beweglichen um ihren Drehungspunct C verstehen, wodurch

wir daher auf Winkel geführt werden, die den rechten Winkel,

ja selbst die ganze Peripherie des Kreises, so viel man will,

übertreffen können.

Läfst man daher von den Endpuncten b, b', b", . . . des be-



§. » 9 - 1(58

wegüclien Halbmessers, wenn er in die Lagen Cb, Cb', Cb", ...
gekommen ist, die Lothe ba, b'a, b"a, . . . auf den fixen

.Durchmesser FG herab, so wird auch hier, der eingeführten
Erklärung zu Folge,

ba der Sinus und Ca der Cosinus des Bogens FBb oder des
Winkels FCb

seyn, und dasselbe wird auch für b'a und Ca' in Beziehung auf
den Bogen FDGb', so wie für b"a und c'a!' in Beziehung auf
den Bogen FD G E b" gelten u. s. f.

Da aber diese beyden Functionen, wie man sieht, in den

verschiedenen Quadranten auch verschiedene, einander entgegen¬
gesetzte Lagen einnehmen, so wird es nöthig seyn, diese Lagen

zu berücksichtigen, und sic, gleich allen übrigen Gröfsen (§. 18.),
durch eigene Zeichen zu unterscheiden. Wir wollen daher diese
und alle ähnlichen Functionen, so lange sie dem ersten Quadran¬
ten FD angehören, positia nehmen und durch -(- bezeichnen,
woraus von selbst folgt, dafs sie, wenn sie in den übrigen Qua¬
dranten eine der in dem ersten entgegengesetzte Lage erhalten,
als negativ zu betrachten und mit — zu bezeichnen seyn werden.
Ganz eben so kann auch die Drehung des beweglichen Halbmes¬
sers CB nach zwey entgegengesetzten Bichtungen genommen
werden. Wir wollen diese Drehung, wenn sie, von F begin¬
nend, nachU, D, G, . . . fortgeht, die positive, und daher
auch die von F nach b"EG . . . die negative nennen, so dafs also
auch_die Bogen FB, FD, ... positiv, und Fb", Fb', . . .
negativ sevn werden.

I. Aus dieser Annahme folgt, schon durch den blofsen An¬
blick der Zeichnung, dafs

die Sinus in dem Quadranten I und II positiv, in III und IV
aber negativ

sind, weil sie in den beyden letzten eine mit jenen entgegenge¬
setzte Lage haben. Eben so sind die Cosinus in I und IV positiv,
in II und III aber negativ. Endlich ist auch der Sinus eines nega¬
tiven Bogens selbst negativ, während der Cosinus eines negativen
Bogens sein positives Zeichen beybehält, so dafs man für jeden
Bogen x die Gleichungen hat:

Sin (— x) = — Sin(-j-a;) und
Cos(—a) = Cos(-j-a).
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II. Abgesehen aber von dieser Lage unserer beyden Func¬
tionen sieht man eben so leicht, dafs die absolute Gröfsc dersel¬
ben in den verschiedenen Quadranten nach einem bestimmten
Gesetze zu- und abnimmt, und dafs die frühem Werthe des er¬

sten Quadranten in den folgenden periodisch wiederkehren. So
ist, wenn der bewegliche Punct B im Anfänge seiner Bewegung
in F ist, wo der Bogen FB, also auch der Winkel FCB gleich
Null ist, auch der Sinus dieses Bogens gleich Null und der Co¬
sinus desselben gleich der Einheit. Wie aber der bewegliche
Punct von F über B nach D fortschreitet, und der Bogen FB all-
mählig wächst, wächst auch sein Sinus, bis er für den Punct D,
am Ende des ersten Quadranten, oder bis er für einen rechten
Winkel seinen gröfsten Werth erreicht, der daher gleich dem
Halbmesser des Kreises oder gleich der Einheit wird; wäh¬
rend im Gegentheile der Cosinus des rechten Winkels für den¬
selben Punct D seinen kleinsten Werth erhält oder gleich Null
wird.

Von diesem Puncto D an nimmt der Sinus durch den ganzen
Lauf des zweyten Quadranten wieder stufenweise ab, und zwar
auf dieselbe Weise, wie er zuvor, im ersten Quadranten, ge¬
wachsen ist, da er nach und nach alle seine früheren Werthe
wieder erhält.

Denn wenn der bewegliche Punct B z. B. nach b gekommen
ist, wo der Winkel bCa eben so grols ist, als früher der Winkel
BCA war, so sind die beyden rechtwinkligen Dreyecke ABC und
ab C (nach §. 87.) einander gleich ; also ist auch die Seite ba~BA ,
oder der Sinus des Bogens FB ist gleich dem Sinus des Bogens
FBDb. Setzt man daher den Bogen FB = x, so ist auchGi = A
und daher FBDb — 180°— x, wodurch die vorige Gleichung
ba — BA in die folgende übergeht:

Sin(i8o — a) = Sinar.

Aus demselben Grunde (§.87.) ist auch Ca —CA. Da aber
CA der Cosinus des Bogens FB, und Ca der Cosinus des Bogens
FBDb ist, und da beyde in ihren Lagen entgegengesetzt sind,
so geht die Gleichung Ca —CA in folgende über:

Cos(i8o — x) = — Cosa.

Ist ferner die durch B gehende Gerade Bb parallel mit dem
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fixen Durchmesser FG, so ist auch (§.86, II. C.) der Winkel
CBb = ACB‘, also sind auch (§. 8v.) die beyden Dreyecke ABC
und CBd gleich, und daher die Seite

B d = A C , so wie Cd = AB.

Setzt inan demnach wieder den Bogen FB=:x , also auch,
da FD = <)o 0 ist, den Bogen B D = 90— .x, so hat man in dem
Dreyecke ABC

AB = Sinx und AC = Cos.r,

und eben so in dem Dreyecke CBd

Bd = Sin (90—a-) und Cd = Cos (90 — a);

so dafs daher die zwey vorhergehenden Gleichungen, Bd s=z AC
und Cd = AB, in folgende übergehen:

Sin (90 — x) = Cosa
und Cos (90 — x) = Sin x

übereinstimmend mit dem , was wir schon oben (§. 87, VI.) un¬
mittelbar aus der blofsen Erklärung dieser beyden Functionen
abgeleitet haben. — Man wird diese und ähnliche Bemerkungen
sehr leicht auch auf alle übrigen Ouadranten fortsetzen können.0 v.

III. Betrachtet man dabey vorzüglich diejenigenPuncte des
Kreises, für welche diese zwey Functionen ihre gröfsten und
kleinsten Werthe erhalten, so findet man, schon aus dem blofsen
Anblick der Zeichnung, dafs für diese Puncte folgende Gleichun¬
gen Statt haben, in welchen wieder R den rechten Winkel oder
den vierten Theil des Kreisumfangs, und wo n die auf einander
folgenden natürlichen Zahlen o, 1, 9 , 3 , » . . bedeuten.

Sin 2 n R = o und Cos (2 n -|- 1) fl = o,
Sin ( 4 ra -f- 1) ft = -f- 1 » Cos 4 n li == -f- * ,
Sin (4 n -)- 3 ) R = —• 1 » Cos (4 n -f- 2) R =s — 1.

5 - 90. (Tangenten, Secanten etc.) Aufser den bey¬
den bisher betrachteten Functionen der Sinus und Cosinus, hat
man auch noch einige andere eingeführt , die aber blofse ein¬
fache Combinationen von jenen sind, übrigens für die Anwen¬
dung grolsen Nutzen mit Bequemlichkeit vereinigen. So nennt
man z. B. den Quotienten
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Sin x
—- die langente,r Cos x °
Cos.r
— - » Cotaneente,Sm x °

- » Sccante,Cosx

—- » Cosecante, und endlichbin x

i — Cos x den Sinusrersus des Bogens x ;

und man drückt diese Functionen auf folgende Weise aus:
Sin x

Tan s* = C^’
Cos x

Cotang.z = — ,D Sin x

Sinvers x =

Sec a; =

Cosec x =

i — Cos x.

Cos x ’

Sin x

I. Um auch diese Functionen in unserer Zeichnung darzu¬

stellen, seyen wieder (Fig, 22) FG und DE zwey auf einander

senkrechte Durchmesser des Kreises, dessen Halbmesser als Ein¬

heit angenommen wird. An dem Endpuncte Fdes ersten Durch¬

messers errichte man die auf ihr senkrechte Gerade Ff, bis sie

der Verlängerung des beweglichen Halbmessers CB in / begeg¬

net, und ziehe Dm und Bd senkrecht auf den zweyten Durch¬

messer DE, so ist

Ff die Tangente, Cf die Secante,

Dm » Cotangente, Cm » Cosecante und

FA der Sinus versus des Bogens FB .

Da nämlich die beyden Linien Ff und BA, so wie auch

Dm und Bd unter sich parallel sind (§. 86 .), so sind auch die

rechtwinkligen Dreyecke ABC und FfC, so wie C Bd und CmD

unter sich ähnlich, und man hat demnach (§. 88 .) die Proportionen

CA : AB — CF : Ff,

Cd : Bd = AB : AC = CD : Dm,

CA : CB = CF : Cf,

Cd : CB =3 AB : CB s= CD : Cm.

Setzt man aber wieder denBogen FB = x , und nimmt man,

wie zuvor, den Halbmesser C F, CB, CD des Kreises für die

Einheit an , so geben diese vier Proportionen nach der Reihe

die Gleichungen
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Ff oder
Sin x

Tang x = ,ö Cos#

Dm » ,, Cos x
tolgx = ——,° Sin x

Cf » Sec x = — 1—,Cos x

Cm V Cosec x =. —■—,

die mit den obigen Ausdrücken übereinstimmen.
Diese Gleichungen geben nicht nur den absoluten Werth

oder die Gröl'se, sondern auch das Zeichen der neuen Functionen
für jeden Punct der Peripherie, wenn die Sinus und Cosinus des¬
selben bekannt sind. So siebt man z. B. dafs für einen rechten
Winkel, oder für 37 = 90°, woSina:=i und Cos.r = oist, die
Tangente und Secante unendlich grofs, die Cotangente aber gleich
Null und die.Cosecante gleich der Einheit wird; dafs ferner die
Tangente und Cotangente in dem Quadranten I und III positiv,
in II und IV aber negativ ist u. f.

Man pflegt diese Ausdrücke der Sinus, Cosinus, Tangen¬
ten u. f. unter der gemeinsamen Benennung der trigonometrischen,
Functionen zu begreifen. Ihr Einllufs verbreitet sich über das
ganze Gebiet der Geometrie, und sie werden uns in der Folge
noch sehr nützlich seyn.



Fünfzehntes Capitel.
Eigenschaften der Dreyeoke und weitere

Entwicklung der trigonometrischen
Functionen.

5- q>. (Fundamentalgleichung des Dreyeckes.)
Sey ABC (Fig. 23 ) ein Dreyeck, dessen Winkel, nach der oben

(§• 87, II.) eingeführten Bezeichnung A, B, C, und die ihnen

in derselben Ordnung entgegenstehenden Seiten BC = a, AC-=zß

und AB = y sind. Wenn man von dem Scheitel eines Winkels A

des Dreyeckes auf die gegenüberstehende Seite BC = a ein Loth.

AD fällt, so wird dadurch diese Seite in zwey Theile BD und

DC getheilt, die, nach der oben (§. 87, IV.) gegebenen Erklä¬

rung des Cosinus, so ausgedrückt werden können:

B D e= y Cos B und DC = ß Cos C;

so dafs man daher, da BC= B D -{- D C ist, den Ausdruck hat:

a = y Cos B -[- ß Cos C,

Ganz eben so wird auch das Loth aus dem Puncto B und C

auf die ihnen gegenüberstehenden Seiten geben:

ß = y Cos A -J~ a CosC

und y = a Cos B —{—/3 Cos A.

Multiplicirt man die erste dieser drey Gleichungen durch a,

die zweyte durch ß und die dritte endlich durch y, so erhält man

a 2 = ay CosB -f- aß CosC |
ß z = ßy Cos A -)- aß CosC ) .

y 2 = ay Cos B -|- ßy Cos A )

Subtrahirt man endlich von der Summe je zweyer der drey

letzten Ausdrücke den dritten, so erhält man die folgenden

drey Gleichungen:

a 2 = ß 2 -f- y 2 — 2 ßy Cos A 1

ß z = a 2 -)- y 2 — 2 a y Cosü j . . . (A);

y 2 = a 2 4- ß J — 2 aß CosC J
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das heilst: »ln jedem Breyecke ist das Quadrat einer Seile gleich

y der Summe der Quadrate der beiden anderen, weniger dem dop-

»pellen Producle dieser zwey anderen Seiten in den Cosinus des.

»von ihneneingeschlossenen Winkels,«, und diefs ist die gesuchte

Grundgleichung des Dreyeckes, aus welcher sich alle anderen

leicht ableiten lassen.

I . Es wird nicht nothwendig seyn, zii erinnern, dafs diese

Gleichungen (A) für alle Dreyecke gehören, selbst wenn z. B.

das Loth von einem Puncte C nicht auf die gegenüberstehende

Seite jBl, sondern, w’ie in Fig. 26 , wegen dem stumpfen Win¬

kel ABC, nur auf die Verlängerung BD dieser Seite fällt, da für

diesen Fall der Cosinus des erwähnten Winkels (nach §. 89, II.)

negativ ist, und daher der obige Ausdruck

y — a Cos.fi -p- ß Cos A

durch die blofse Berücksichtigung des Zeichens von Cos B in

Y = ß Cos A — a Cos B,

also auch die zweyte der Gleichungen (A) in

, ß 2 = a 2 -]- y z “f- 2ay Cos B

übergeht. — Fällt aber, wie bey einem in A rechtwinkligen

Dreyecke ABC (Fig. 6) das Loth von B auf den Endpunct der

gegenüberstehenden Seite CA, so geht für diesen Fall, da wie¬

der nach 5.89, I. der Cosinus eines rechten Winkels Null ist,

die Gleichung

ß — y C° s A -J- a Cos C

in die folgende über:

ß = a Cos C,

welche mit der oben (§. 87, IV.) gegebenen Gleichung iden¬
tisch ist.

II. Bemerken wir noch, dafs von den drey Gleichungen (A)

je zwey nur eine Folge oder vielmehr ein anderer Ausdruck der

dritten sind. In der That findet man z. B. aus der zweylen jener

Gleichungen

ß 2 = a 2 -j- y 2 '— üayCosB,

die für das Dreyeck (I) (Fig. 24) gehören mag, wo AC die untersto

Seite oder die Basis desDreyeclis ist, sofort die beyden anderen

Gleichungen, wenn man dasselbe Dreycck zweymal so dreht,
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dafs in der zweyten Lage (II) die Seite BA, und in der dritten

Lage (III) die Seite CB die Basis des Dreyeeks wird.

Aber auch ohne diese Drehung des Dreyeckes kann man

denselben Zweck noch einfacher dadurch erreichen, dafs man

blols die Buchstaben ABC- und aßy so verwechselt, dafs sie für

den zweyten Fall um eine, und für den dritten um zwey Stellen

verrückt werden, wie folgendes Schema zeigt:

erster Fall A B C ... a ß y;

zweyter » B C A ... ß y a;

dritter » C A B ... y a ß.

Diese Bemerkung wird in der Folge noch öfter Anwendung

linden, da jede allgemeine, das Dreyeck betreffende Gleichung,

ihrer Natur nach, zwey ähnliche analoge Gleichungen mit sich

führt, die demnach, ohne sie erst eigens zu entwickeln, durch

diese Transformation sogleich erhalten werden können.

§• 9 2 * (Verhalten der Quadrate der Seiten des
rechtwinkligen Dreyeckes.) Die vorhergehenden Glei¬
chungen (A) beziehen sich auf jedes willkürliche Dreyeck. Ist

dasselbe aber rechtwinklig, und ist z. B. A der rechte Winkel

desselben, so ist (nach §. 89, II) Cos^=o, also auch die erste

der Gleichungen (A)
a 1 = ß % -|- y 2 5

oder: In dem rechtwinkligen Dreyecke ist das Quadrat der Hypo¬

tenuse gleich der Summe der Quadrate beyder Katheten ; ein wich¬

tiger Satz, den schon Pythagoras erfunden und dafür den Göt¬

tern eine Hekatombe geopfert haben soll, der aber hier nur als

ein einzelner Fall des durch die Gleichungen (A) ausgedrückten
Theorems erscheint.

I. Ist /3 = y , so ist a 1 = 2 ß% oder es ist a=zß \Zs, oder

die Diagonale des Quadrats (§. 81.) ist mit der Seite desselben

incommensurabel (§. 3o.).

II, Ist das Dreyeck ABC (Fig. 25) in A rechtwinklig, und

ist A D ein Loth von dem Punct A auf die ihm gegenüberstehende

Hypotenuse BC—a, so seyen BAD= M, DAC—N die Win¬

kel, und BDz=m, DC=n die Segmente, in welche der rechte

Winkel und die Hypotenuse durch dieses Loth gethcilt wird.
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Diefs vorausgesetzt hat man, da in jedem rechtwinkligen

Dreyecke die Summe der zwey schiefen Winkel (nach §. 85, II.)

gleich einem rechten Winkel oder gleich R ist,

woraus sofort folgt, dafs der Winkel C = M , und dafs der Win¬

kel B = N, dafs also auch (§. 83.) die drey rechtwinkligen Drey¬

ecke ABC , ABD und ADC unter sich ähnlich sind.

Weiter hat man in denselben Dreyecken , nach der blofsen

Erklärung des Cosinus (§. 87, IV.), die folgenden Ausdrücke:

das heifst: »Im rechtwinkligen Dreyecke ist jede Kathete die

»mittlere Proportionale (§. 38, I.) zwischen der Hypotenuse und

III. Ist überdiefs das erwähnte Loth AD=p, so hat man

eben so (§. 87, IV.)

also auch, da M=C und N—B ist, wenn man das Product der

zwey letzten Gleichungen nimmt,

oder endlich, wenn man in diesem Ausdrucke die vorhergehen¬

den Werthe von

und eben so

B + C = R,

B + M— R,

C + N= R.

Diese drey Gleichungen geben

B — R — M = R — C und

C = R — N = R — B m,

~ = — = Cos B und
a y

Cos C

also auch
= a . n

und y 1 = a . m

»dem dieser Kathete anliegenden Segment der Hypotenuse.«

= Cos M und \ = Cos IV;
7 ß

p % = ßy Cos B Cos C;

Cos B = — und Cos C — %

das heifst: »Im rechtwinkligen Dreyecke ist das Loth aus dem

»rechten Winkel auf die Hypotenuse die mittlere Proportionale

»zwischen den beyden Segmenten der Hypotenuse.«
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9 3 - (Verhältnifs der Seiten jedes Dreyeckes.)
Ist A B C (Fig. a 3 ) ein Dreyeck, und A 1 ) ein aus dem Scheitel des

Winkels A auf die gegenüberstehende Seite ßC = a gefälltes Loth,

so ist, nach der oben ($.87, IV.) gegebenen Erklärung des Sinus
eines Winkels

AD

AB
= Sin B und

AD

A C Sin C ;

also auch, da AB=ay und AC=ß ist,

AD — y Sin# und AD = ß Sin C.

Setzt man beyde Werthe von AD, einander gleich, so er¬
hält man

ß Sin B

y Sin C ’

und auch, diese Gleichung ist, nach der Bemerkung des §. 91, II ,

noch zwey anderen analogen gleichgeltend, so dafs man daher
hat:

ß _ Sin B

y Sin C

a Sin A

, y Sin C
». Sin A

ß = Sin B

Drückt man den Inhalt dieser Gleichungen in Worten aus,

so geben sie den Satz t »Die Seiten des Dreieckes verhallen sich ,

» wie die Sinus der ihnen gegenuberstehenden, PP'inkel .«

§. 94. (Sinus und Cosinus der Summe und der
Differenz zweyer Winkel.) Da in jedem Dreyecke (nach

85 .) die Summe aller drey Winkel gleich 2R oder gleich 180
Graden ist, oder da man, wenn A, B und C diese Winkel des

Dreyeckes bezeichnen, die Gleichung hat:

C = 180 — (A -f- B);

und da überdiefs (nach §, 89, II.)

Sin (180 — (A -j- B)) = Sin (A -[- B)

ist, da also auch, für jedes Dreyeck, die Gleichung Statt hat:

SinC = Sin(^-f-R),

so erhält man, wenn man diesen Werth von SinC in der ersten
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der Gleichungen (B) des §. ()3. substituirt:

y _ Sin ( A -f- B )

ß = Sin ß *

Allein nach dem, was oben (§. 91.) gesagt worden ist, hat

man auch

y = ß Cos A -j- a Cos -B,

oder, was dasselbe ist:

- = CosA -4- — CosJS;
ß ] ß

oder endlich, da nach denselben Gleichungen (B) auch
a Sin A

ß Sin B

ist, so hat man

- = Cos A -j- —-- Cos B.
ß 1 Sin B

y
Setzt man diese zwey Werthe von einander gleich, soP

erhält jnan

Sin(/4 -|- 15) = Sin^4 Cos B -|- Cos A SinB,

und dieser Ausdruck gibt den Sinus der Summe zweyer Winkel,

wenn der Sinus und Cosinus jedes einzelnen dieser Winkel be¬

kannt ist.

I. Nimmt man in dem letzten Ausdrucke den Winkel B ne¬

gativ, oder setzt man in ihm — B statt B, so erhält man, da

nach 89, I. für jeden Winkel x die Gleichungen bestehen:

Sin(—a:) = — Sinar und Cos(—a:) = Cosa:,

für den Sinus der Differenz zweyer Winkel den Ausdruck

Sin (/i— B) = Sin A Cos B — Cos A Sin B.

II. Setzt man tiberdiefs in diesen beyden Ausdrücken von

Sin {A -j-B) und Cos^-j-jB) statt A die Gröfse 90 ° — A, so hat

man, da (nach §. 87, VI. oder §. 89, III.) für jeden Winkel a:

die Gleichungen

Sin (90 — a’) = Cosa und Cos (90 — x) = Sin x

bestehen:

Sin (90 — A -j- E) oder Sin (90 — (A — B )),

oder endlich

Cos ( A — B) =; Cos A Cos B -j- Sin A Sin B,
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und eben so

§• 94 .

Sin (90— A — B) oder Sin (90 — (A-^-B)),

oder endlich

Cos {A-\-B) = Cos A Cos B — Sinvf Sin Zf;

und diese zwey Ausdrücke geben den Cosinus der Summe und

der Differenz zweyer Winkel, wenn die Sinus und Cosinus der

einfachen Winkel gegeben sind.

Stellt man diese vier Gleichungen zur bequemem Übersicht

zusammen, so hat man, wenn man die beyden einfachen Winkei

durch a und/ bezeichnet:

Sin (a -{-/) = Sin x Cos/ -f- Cosa.’ Sin/

Sin (a—/) = Sin x Cos/ — Cosa'Sin/

Cos(a-|-/) = Cosa Cos/ — Sin x Sin/

Cos(a—/) = Cosa Cos/ -j- Sin x Sin/

Diese vier Gleichungen werden uns künftig sehr nützlich

seyn, da sie eine allgemeine Relation zwischen den beyden

Functionen der Sinus und Cosinus enthalten, und uns dadurch

behülflich seyn werden, die merkwürdigen Eigenschaften dieser

Functionen noch näher kennen zu lernen. Hier werden vorerst

folgende kurze Bemerkungen darüber genügen.

A. Verwechselt man in der zweyten und vierten der Glei¬

chungen (C) alle Zeichen, so erhält man

Sin (/ — x) = Sin/ Cosa — Cos/ Sina und

Cos(/ — a) = Cos/ Cosa -|- Sin / Sina.

Vergleicht man diese zwey Ausdrücke mit den Gleichungen

(C), so erhält man

Sin (/ — a) = — Sin (a ■—/) und

Cos(/ — a) = Cos (a—/),

übereinstimmend mit dem, was oben (§.89, I.) von dem Sinus

und Cosinus der negativen Bogen gesagt worden ist.

B. Setzt man in den Gleichungen (C) statt a die Gröfso R=t)o°,

60 hat man, da (nach 89 , II.) Sin B — 1 und Cos R = o ist:

Sin (fi -f-/) = Cos/,

Sin (R —/) = Cos/,

Cos(II -f-/) = — Sin/,

Cos (R — /) = Sin/;
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und auch diese Ausdrücke sind übereinstimmend mit den Glei¬

chungen des §. 89, II.

Überhaupt wird man, um die ganze Peripherie des Kreises

zu umfassen, da nach den Gleichungen des §. 89, III.

Sin o = Sin 2 R = Sin 4 II = Cos R = Cos 3 R = o und

SinR = — Sin 3 R = Cos o =— Cos 3 R = Cos 4 R = 1 ist,

aus den Gleichungen (C) unmittelbar die folgenden ableiten:

Sin(R+_/) = Cosjy j

Sin (2 R + y) = 4 Sinj- ( ^
Sin (3 R +j) = — Cosy / U °

Sin( 4 R 4,7) = + Sin_7 J

Cos(R+ <t /) = + Sinjr 1
Cos(3R ±f) = — Cosj- (

Cos( 3 R+ j) = + Sin^- /’

Cos(4fi +y) — C0S7 ]

wo dann für die folgenden, die ganze Peripherie übersteigenden

Bogen dieselben Werthe und Zeichen periodisch wieder kommen,

so dafs man z. B. hat:

C. Aus diesen Ausdrücken in (B) folgen sofort auch die

Tangenten, Cotangenten u. f. für alle den rechten Winkel über¬

steigenden Bogen. So hat man nach §. 90.

also auch, wenn man statt x die Winkel R , 2 R -J-jv, 3 R +

u. f. setzt, und die Sinus und Cosinus dieser letzten Winkel für

die verschiedenen Quadrate aus (B) substituirt:

Sin( 5 R+jr) = Cos_7,

Sin (6 R + 7) = 4 Sin^ u. f.

Sin x Cos 3s
und Cotanga:Tang x Sin xCos x

Tang (R ±y)

Tang (2 R + 7)

Tang (3 R ±j )

Tang (4 R 4 f)

+ Cotgjr

± Tangj

+ Cotgj

± Tangj

und eben so

C°tg (R ± 7) = 4 Tang7

Cotg (3 R 4 7) = ± Cotg_7

C°tg (3 R 4 7) — + Tangjr / *

Cotg (4 R 47) 1= 4 Cotg 7 ]
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D. .Endlich wollen wir noch bemerken, dafs man nach den

zweyten Gleichungen in (B), übereinstimmend mit (jj. 89, II., hat:

Sin (180 0 — j) = Sinj- und

Cos(i8o°— y) = — Cosjy.

So lange man also blofs die Winkel von Dreyecken be¬

trachtet, deren jeder, nach 85 , III., kleiner als 180° seyn mufs,

so wird man, wenn man für irgend ein Dreyeck ABC die

Gleichung
Cos A = Cos B

erhält, daraus unmittelbar schliefsen, dafs auch der Winkel

A = B ist. Dasselbe gilt aber nicht für die andere Gleichung

Sin A = Sin£, ?

aus welcher zwey Werthe für A folgen, nämlich

entweder A = B oder A = 180 — B.

weg,

Wohl fällt aber diese Zweydeutigkeit der Winkel wieder

wenn man die Gleichung
Sin A
Cos A

Sin B
Cos B oder Tang A = Tang B

hat, da diese, nach den Ausdrücken von (C), unmittelbar wie¬

der auf den einzigen Werth A=:B führt; eine Bemerkung, auf

die wir in der Folge wieder zurückkommen werden.

§• 9 5 - (Relationen zwischen dem Sinus., Cosinus,
Tangente U. f. desselben Winkels ) Da in jedem recht¬
winkligen Dreyecke, wenn A den rechten Winkel, also auch a

die Hypotenuse desselben bezeichnet, nach 92. die Gleichung
besteht:

a* = ß 1 '+ y%

und da, nach der oben gegebenen Erklärung des Sinus und

Cosinus (§. 87, V.), wenn der Winkel ABC—x gesetzt wird,

3 *y
- = Sina: und - =3 Cosa?a a

ist, so hat man auch, wenn man diese Werthe von ß und 7 in

der vorhergehenden Gleichung substituirt:

Sin 2 x -j- Cos 2 a: =3 1;

und diese merkwürdige einfache Gleichung setzt uns in den
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Stand, jede der oben erwähnten trigonometrischen Functionen

blofs durch irgend eine der übrigen auszudrücken.

So hat man zuerst, wenn z. B. der Sinus eines Winkels be¬

kannt ist, auch den Cosinus desselben sofort durch die Gleichung

Cosa: = \/ i — Sin 1 #,

oder umgekehrt, wenn der Cosinus bekannt ist,

Sin# = y i — Cos 1 #.

I. Eben so wird man auch die Tangente oder Cotangento

eines Winkels blofs durch den Sinus, oder blofs durch den Co¬

sinus desselben Winkels mit Hülfe der Gleichung bestimmen:

Tang# =

Sin # v/. - Cos 2 #

Cotang# Sin 2 # Cos #

oder auch den Sinus und Cosinus blofs durch die Tangente oder

Cotangente mittelst des Ausdruckes
o. Tang# i

Cos# =

/1 -j- Cotang 2 #
Cotang #

\/ 1 -f- Tang 2 # y/ i _|_ Cotang 2 #

V i -J- Tang 2 #
i

u. s. f.

5 - 96. (Summe und Differenz der Sinus und Co¬
sinus zweyer Winkel.) Wenn man die vier Gleichungen (C)
des 94. paarweise addirt und subtrahirt, so erhält man

Sin (# -\-y) -j- Sin (# ■—-y) = 2 Sin # Cosj^ 1

'Sin (# -) -y) — Sin (# — y) — 2 Cos # Sin p f

Cos(#— y) -|- Cos(#-j-jp) = 2Cos#Cosj^ /’

Cos(#— y) — Cos(#-j-j^) = 2 Sin # Sinjp )

oder auch, wenn man in diesen Ausdrücken

statt # die Gröfse -j (# -) -y)

und statt y die Gröfse j (#— y)

substituirt:

Sin# -}- Sinj- — 2 Sin -j(# -\-y) Cos-j(#— y) j

Sin# ■— Sinjp = 2 Cos^(# -j- y) Sinf(#— y) I

Cos y -|- Cos# = 2 Cos(# -\-y) Cos^-(# — y) l

Cosjy — Cos# = 2 Sin \ (oc~\~y) Sin-j(#— y) )

Litlrow’s Anfaiig 9gr. il. gesammt. Mathem. ■ 12
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Durch diese Gleichungen wird die Summe oder die Differenz

dieser Functionen auf Producte derselben gebracht, welche Pro-

ducte zur Berechnung mit Logarithmen viel bequemer sind.

§. 97- (Sinus und Cosinus der halben und dop¬
pelten Bogen.) Setzt man in den ersten Gleichungen des
$. 96. die Gröfse x—y, so erhält man

Sin 2 x — 2Sina Cosa

und Cos 2 a = Cos 2 a — Sin 2 a,

wo man, nach §. 95., statt der letzten Gleichung auch die fol¬

gende hat:

Cos ix =si — aSin*a = 2Cos J a — 1.

I. Setzt man in den letzten Ausdrücken von Cos 2 x statt x

die Gröfse -a, so erhält mana 1

8i.j «=y
cosj* = y : + aCo, * i 4

§. 98. (Sinus und Cosinus der vielfachen Bogendurch die der einfachen.) Setzt man in den ersten Glei¬
chungen des $. 96.

statt x die Gröfse (n-f-i)a

und statt y die Gröfse a,

so ei’hält man

Sin (n -|- 2) x

Cos (n 2) x

2 Sin (n -p 1) x . Cos x — Sin n x

2 Cos (ra -{- 1) a . Cos a — Cos n x
. . • (a).

Substituirt man dann in den beyden letzten Ausdrücken für

die Gröfse n nach der Ordnung die natürlichen Zahlen o, 1 , 2,

3 , . . ., so erhält man folgende Gleichungen, in welchen der

Kürze wegen

p = Sina und 9 = 2 Cosa

gesetzt worden ist,

Sin 2a = p q,

Sin 3 a = p (q -— i),

Sin 4 x = p ( q 3 — 2 q ),
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Sin 5 x = p (<?4 — 3 <p2 —f—i) ,

Sin 6 a: = p (<?J — 4 <73 -f- 3 q) ,

Sin <7x = p (q 6 — 5 g 4 -J- 9 q z — 1) u. f.;

und eben so

2. Cos 3 a; = q z — 2,

2. Cos 3 a; = 173 — 3 q,

2.Cos4a;- = <74 — 49 2- (- 2,

2. Cos 5 a: = q 5 — 5 q* 5 q,

2.Cos6a; = <7°— 6<7 4 -f- 99*— 2,

2. Cos 7 a; = q 1 — 1 q i 1 4 <73 — 7 9 u. f.

Diese Ausdrücke, welche sich leicht fortsetzen lassen, ge¬

ben die Sinus und Cosinus der 2, 3 , 4, • • • fachen Bogen, wenn

die Sinus und Cosinus der einfachen Bogen bekannt sind.

§. 99. (Potenzen der Sinus und Cosinus der ein¬
fachen Bogen durch die Sinus und Cosinus der viel¬
fachen Bogen.) Noch leichter erhält man die Auflösung der
des §. 98. entgegengesetzten Aufgabe, wenn man nämlich die

2 ton , 3 ten , 4 ten , . . . Potenzen des Sinus oder des Cosinus eines

Bogens blofs durch die ersten Potenzen des Sinus oder Cosinus

desselben 2 , 3 , 4 ,... fachen Bogens ausdrücken will.

So hat man z. B. aus §. 97. die beyden Gleichungen

2Sin J a; =1 — Cos 2 a; 1

und 2Cos 2 a: =: 1 -[- Cos 2 a; j

Multiplicirt man die erste durch Sina:, und bemerkt man,

dafs nach §. 96.

Sina; Cos 2 a; = Sin 3 a: — ^Sina:

ist, so hat man

4Sin 3 a - = 3 Sina; — Sin 3 a;.

Multiplicirt man auch diese Gleichung wieder durch Sina;,
so hat man

4 Sin 4 x — 3 Sin 2 a: — Sina; SinSar.

Da aber, wie zuvor,

Sin 2 x = i (1 — Cos 2 x ),

und nach demselben §. 96.

Sina; Sin 3 a; •= Cos 2a: — ■j-Cos 4 ;c '
12 *
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Diese Reihen sind ebenfalls leicht fortzusetzen,- da dio nu¬

merischen Coefficienten die des Binoms (§. 58.) sind, nämlich

n.n — i n.n — i . n — a n . n — i . n ■—■a . n — 3
n . ■ u. f.,

i . a ’ i . a . 3 ’ i . a . 3.4

mit Ausnahme des letzten Gliedes, das nur der Hälfte des bino¬

mischen Coeflicienten gleich ist.

Die letzten Ausdrücke werden uns in der Folge sehr we¬

sentliche Dienste leisten.

§. ioo. (Tangenten der halben und doppelten
Bogen.) Nach den ersten Gleichungen des §. 97. ist

Sin 2a = 2 Sina Cosa; und

Cos 2 a = Cos 2 a — Sin 2 x , *

woraus sofort, durch Division, folgt:

m 2 Sina Cosa
lang 2a- = -—:-:

° Cos 4 x -—• Sin^a

oder wenn man Zähler und Nenner dieses Bruches durch Cos 2 x

dividirt:

a Tang x
lang 2 a = ----7—.

u 1 — lang 2 a

Setzt man in diesem Ausdrucke statt x die Gröfse -ja, so
hat man

Tanga ■— Tanga . Tang 2 -t-a s 2Tangj-a.

Löst man aber diese in Beziehung auf Tang^-a quadratische

Gleichung (nach §. C8.) auf, so erhält man

Tanga _ — 1 -|- 1 + 'l'ang-a

1 + V> -f Tang-a Tanga ’

oder auch, wenn man in diesem Ausdrucke statt Tanga seinen

Werth - substituirt:

Tang-fa? =

Cosa

Tang-a =
Cos a Sin a

Sina 1 -j- Cosa

I. Nach §. 95. haben wir überdiefs

„. Tanga
Sina =

V 1 -J- Tang- a ’

also ist auch, wenn man in dieser Gleichung den so eben gefun¬
denen Werth von



1Ö2 §. 101 .

substituirt:

2 Tang 7 x1 an» x = —--•
i - Tang- 7 a;

Sina;

und eben so erhält man auch

Cos x

2 Tang- 7 x

i + Tang'- 7 a:

Tang 2 7 x

l + Tang 2 -;X

§. 101. (Tangente der Summe undDifFerenzzweyer
Winkel.) Dividirt man die Gleichungen (C) des §. 94. unter
einander, so erhält man sofort

Tang^-hr) = „„ a
• 0 v 1 * ' 1 — Tang x Tang y

_ , . Tanga; — Tangy
Tang (x — y) = - 2 -5Z_.

0 ^ J * 1 -f- Tanga; Tangy

I. Dieselben vier Gleichungen geben auch, wenn man die

Leyden ersten durch Cosa;Cosjy, und die beyden letzten durch

Sina;Cosy dividirt, für die Summe oder Differenz der Tangenten

zweyer Winkel

Tanga; + Tangy =: ^‘ n ^X —Z l un( J— Oos x Cosy

Cotga- + Tangy = C ° s( *+ ^.
b Sin a; Cosy

II. Setzt man aber in der ersten Gleichung dieses 101 .

die Gröfse x = ~R, oder a; = 45° und j = ^x, so erhält man

1 -f- Tang— Cos 1-Sin —

Tang _ ___li = 2

Tang- Cos— — Sin —
2 2

also auch, wenn man Zähler und Nenner dieses Bruches durch

multiplicirt:

rr. 9° +
lang.-

Cos-1- Sin 1
2 1 2

1 -f- Sin x Cos x
—- I /* T Sin xV 1 — Sin x *Cos x 1 — Sin x

und eben so ist auch, wenn man in der letzten Gleichung die

Gröfse x negativ nimmt:

9 ° — r __ 1 — Sin x Cosa; _ ^1 — Sin x1 -J- Sin x -j- Sin xCos x
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Diefs sind die vorzüglichsten Relationen , die man zwischen

den trigonometrischen Functionen aufgestellt hat. Wir werden

bald sehen, wie man dieselben zur näheren Bestimmung der Drey-

ecke anwenden kann.

§. 102. (Differentialien der trigonometrischen
Functionen.) Durch das Vorhergehende haben wir demnach
eine neue Gattung von Functionen kennen gelernt, die sehr

merkwürdige Eigenschaften haben. Indem wir sie den bereits

oben erhaltenen Functionen der Potenzen, der Logarithmen und

der Exponentialgröfsen, von welchen sie sich wesentlich unter¬

scheiden, hinzufügen, wirdes, zum Schlüsse dieses Gegenstan¬

des, angemessen seyn, auch die Differentialien dieser neuen

Functionen zu bestimmen.

Um zuerst das Differential des Sinus eines gegebenen Bo¬

gens, oder um den Ausdruck von

d . Sin x

zu finden, so wird man nach dem, was oben (§. 46. u. f.) gesagt

worden ist, die Gleichung haben:

d . Sin x = Sin (# d x) — Sin x.

Allein nach den Gleichungen (C) des §. 94. i st

Sin {x -j- d x) = Sin x Cos d x -j- Cos x Sin d x ,

also ist auch

d . Sin x = Sin x (Cos dx — 1) -{- Cos x . Sin da:.

Wenn nun der Bogen dx eines Kreises immer abnimmt,

oder wenn er sich der Grenze Null immer mehr nähert, so ent¬

steht die Frage, ob auch die beyden Gröfsen

Cosd# — 1 und Sind#

sich dabey einer bestimmten Grenze immer mehr nähern , ohne

sie eher, als bis d#=so ist, zu erreichen.

Für die erste Gröfse (Cos dx — t) hat man, nach §. 97.,

für jeden Werth von dx
dx

Cos dx =1 — 2 Sin 1 -, a

woraus folgt* dafs, für ein unendlich kleines dx, die Gröfse

Cosd# gleich der Einheit wird, wie wir auch schon oben 5.89, II.
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gefunden haben, und wie selbst unmittelbar aus der oben (§.87, V-)

gegebenen Erklärung des Cosinus hervorgeht. Es ist demnach, an

der erwähnten Grenze, 1—Cosda = o oder ■ ■% —= 1.Cos da

Um nun auch die Grenze der immer abnehmenden Gröfse

Sin da.' zu finden, wollen wir bemerken, dafs, im ersten Qua¬

dranten des Kreises, die Tangente (§. 90.) eines jeden Bogens

immer gröfser, als ihr Bogen, und eben so dieser Bogen immer

gröfscr, als sein Sinus ist, w Tas man so auszudrücken pflegt (§. 6.)

Tang dx dx Sinda.

Dividirt man alle diese Gröfsen durch Sin da, so ist auch
noch

Tang da _ dx
Sin d; > Sin d x > 1

oder endlich, da ist,
,0111 dx Cos dx

Cos d x > d x
Sin d x

> »•

So lange daher der immer abnehmende Bogen dx die Grenze

Null seines Abnehmens noch nicht erreicht hat, ist die Gröfse

dx
Sin d x

immer gröfser als die Einheit, und zugleich immer kleiner als

-=-—, welcher letzte Ausdi’uck sich selbst wieder, nach demCos da ’

Vorhergehenden, der Einheit desto mehr nähert, je kleiner dx

ist; woraus daher folgt, dafs die Einheit selbst die Grenze seyn

mufs, welcher sich die Gröfse

dx
Sin dx

immer mehr nähert, je kleiner der Bogen dx ist, und dafs man

also, für diese Grenze selbst, hat:

1 — Cos dx — o und Sin da s= dx.

Substituirt man diese Werthe in den vorhergehenden Aus¬

druck von d.Sina, so erhält man

d . Sin a = da. Cos a
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für das gesuchte Differential des Sinus eines gegebenen Kreis¬

bogens , dessen Halbmesser gleich 1 ist.

I. Ist so das Differential des Sinus eines Bogens bekannt,

so findet man auch sofort das Differential der anderen trigonome¬

trischen Functionen.

Setzt man z. B. in der letzten Gleichung, in welcher a je¬

den willkürlichen Werth haben kann, statt x die Gröfse 90°— x ,

so hat man

d , Sin (90 — a) = d . (90— x) . Cos (90 — a);

oder da

Sin (90 — x ) = Cosa; und Cos (90 — a) = Sina

ist (§. 94? -ff)» so hat man auch

d . Cosa; = — dx Sina;.

II. Weiter ist

Tanga; . Cosa; = Sina;;

also auch, wenn man dieses Product nach §. 49 * differentiirt:

d . Sin x = Tang x . d . Cos x -]- Cos x . d . Tang x ,

und daher, wenn man statt d.Sina und cf. Cosa die vorigen

Ausdrücke substituirt, und die ganze Gleichung durch Cosa 1
dividirt:

d . Tang x = d x (i -(- Tang 2 a);

oder, was dasselbe ist (§. 95, I.)

d . Tang x
dx

Cos-x

Und eben so findet man auch

d , Cotga

dx

Sin 2 x ’

d . Sec x =

d . Cosec x = —

d x Sin x

Cos 2 x 5

d x Cos x

Sin 2 x

III. Auf gleiche Weise erhält man,

wenn man u = Sina setzt,

, ,, du .
da a.logtt = — ist,0 u

d . log Sin x = dx Cotanga und

d . log Cosa =: — dx Tanga,
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so wie auch

d . log Tang x Sin x Cos x

dx

d . logTang|a;= ——, und

Sin 2 x ’

Sin x ’

qo + x dx
d . log Tang Cosx ’

d . log Tang Cos dx

ji

rij
i



Sechzehntes Capitel.
Numerische Bestimmung derPeripheric des

Kreises und der trigonometrischen Func¬

tionen für jeden gegebenen Bogen,

§. io3. (Verhältnifs der Peripherie des Kreises

ZU seinem Halbmesser.) Nachdem wir in dem Vorherge¬

henden die allgemeinen Eigenschaften der trigonometrischen

Functionen kennen gelernt haben, erübrigt uns noch, die spe-

ciellen oder absoluten Werthe derselben für jeden gegebenen

Bogen zu bestimmen, da wir, ohne die Kenntnifs dieser Wer¬

the, jene Functionen zur Berechnung in gegebenen besonderen

Fällen nicht gebrauchen könnten.

Da wir aber diese Werthe der Functionen für jeden Bogen

ohne Zweifel am natürlichsten und einfachsten durch diesen Bo¬

gen selbst, das heifst, als Theile der Peripherie des Kreises, aus-

drücken werden, so wird es nothwendig seyn, zuerst diese Pe¬

ripherie, in Theilen des Halbmessers des Kreises, zu suchen.

Zu diesem Zwecke wollen wir u den Bogen nennen, zu wel¬

chem die Tangente x gehört, so dafs man die Gleichung hat

x = Tang u.

Differentiirt man diesen Ausdruck nach §. 102 , II,, so ist

, d u

oderauch, da Cos z u
1 -f- Tang- u

du , ,

d ~ = O+**)-■•

ist:

Differentiirt man diesen Ausdruck wieder, und nimmt man

dabey das erste Differential von x oder die Grüfse dx conslant

an (§. 55, I.) , so ist

d L u
dx - 2,x(l -f- X 2)— 1 ,

• r
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und eben so erhält man auch

~ = ~ a(.+**)- + iUHi+O- 3 ,

~£~ = 24^(1 -|-a ,2 ) —3 — 48 a: 3 (i -|-a; 2 )“4 u , f.

Setzt man, um darauf Maclaurin s Theorem (§. 5j.) anzu¬

wenden, in diesen Ausdrücken die Gröfse a: = o, so erhält man

U es U"= l/ IT . . . gleich Null, und

U'=i, V"'— — 2 , £U*= 2 .3.4, 17™= — 2 .3.4.5 .6 u. f.,

so dafs man daher, nach dem erwähnten Theorem, den Ausdruck

erhält:

u ss Tang u — |Tang 3 n 4 - 4 Tang 3 u — yTang’u . (I),

eine sehr einfache Reihe, von welcher-das Gesetz des Fortgangs
für sich deutlich ist.

Durch diese Reihe erhält man demnach den Werth jedes

Bogens eines Kreises, dessen Halbmesser die Einheit ist, wenn

die Tangente dieses Bogens, in Theilen desselben Halbmessers,

bekannt ist.

I. Um einen solchen Bogen zu finden, dessen Tangente be¬

kannt ist, sey FB (Fig. 22 ) die Hälfte des Quadranten, also ein

Bogen von 45 Graden. Die Tangente Ff dieses Bogens, die

(nach §. 90 , I.) auf dem Halbmesser CF des Kreises senkrecht

steht, bildet mit diesem Halbmesser und mit der Secante Cf ein

in F rechtwinkliges Dreyeck, in welchem die beyden schiefen

Winkel bey C und / unter sich gleich sind, da nach §. 85, II.

die Summe dieser zwey Winkel immer gleich einem rechten Win¬

kel ist, und der eine C derselben, unserer Voraussetzung ge-

mäfs, gleich der Hälfte eines rechten Winkels oder gleich 45

Graden ist. In einem solchen Dreyecke sind aber (nach $. 87 , VII.)

die beyden Katheten von gleicher Gröfse, also ist auch

Ff = FC = i.

Nennt man daher x die Hälfte der Peripherie eines Krei¬

ses, dessen Halbmesser die Einheit ist, und ist u ein Bogen von

45 Graden oder ist u — ■\x, so hat man Tangit = 1 , und wenn

man diese Werthe von u und Tangu in der vorhergehenden Glei¬

chung substituirt, so erhält man
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II. Nach dieser schönen Reihe konnte man den gesuchten

Werth x der halben, also auch den der ganzen Peripherie des

Kreises berechnen. Da aber die Reihe nur langsam convergirt,

so wird man besser auf folgende Art verfahren.

Man zerlege den Octanten des Kreises oder die Gröfse \x

in zwey Theile a und 6, so dafs

\x = a -|- b, also auch Tang(a-f-6) = i

ist. Da man, nach §. ioi, die Gleichung hat

Tang(a-f-fc) =

so ist auch

Tang b

Setzt man daher Tanga

Tang « + Tang b _

i — Tang a Tang b

i ■— Tang «

i -f- Tanga

t, so mufs Tang b = -j seyn,

also wird man auch, selbst ohne die Werthe dieser Rogen a und

b zu kennen, wenn man in der obigen Reihe für u statt Tang«

zuerst -j- und dann j substituirt, die folgende Doppelreihe er¬
halten :

iV
+

1

3T23
1

+ -J_
~ 5 . 2 5

1+
3.35 ~ 5.3s

1 ._ \_
7.2 7 ' 9.2 9

+ “~
7.3 7 1 9.3»

und da beyde Reihen schnell genug convergiren, so wird man

aus ihnen den Werth von x auf eine bequeme Weise ableiten
können.

Noch vortheilhafter wird man die Gröfse ^x in drey Theile

theilen, von denen man, um nicht drey verschiedene Reihen zu

erhalten, zwey unter sich gleich nehmen kann, so dafs z. R.

~x = 2 a -f- b

ist, wo man dann, für Tanga=J-j, erhält Tang6=i, also auch

5.35

Auf diese Weise hat man für die halbe Peripherie x des

Kreises, dessen Halbmesser die Einheit ist, den folgenden Werth

gefunden:

x = 3.141592 653589 793238 462643 383279 . . .
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Da diese Zahl im Folgenden noch oft wieder kommen wird,

so kann man von ihr auch folgende Ausdrücke anmerken:

Log x = 0.49714 98727,

- = o.3i83o 98862,

3T1 = 9.86960 43785,
y -K = 1.77245 38509.

Durch wiederholte Divisionen nach der Methode des $. i 5 .

erhält man endlich für it die folgenden genäherten Werthe :
3 22 333 35 io 3638

106 ’ 113 ’ 32989
u. f.

§. 104. (Ausdruck des Sinus und Cosinus durch

Seinen Bogen.) Wenn die Gleichung gegeben ist
u = Sin.r,

so erhält man durch wiederholte Differentiation, wo dx constant

angenommen wird, nach §. 102:

da n d*u _ d?uTx = Cos *’ d* = “ Sin *’ = •“ Cos *’
d 4 u

— = Sin x u. f,,d x* ’

also auch, wenn man in diesen Ausdrücken a; = o setzt, nach

Maclauriids Theorem (($. 5 j.) :

U= o, U'= i, U"=o, U"'= — 1 a. f.,

und daher

Sin x =s —
1

x 3 + ‘ (H).
1.2.3 1.2. 3 . 4-5

und ganz eben so erhält man auch für u— Cosa? die ähnliche

Reihe

Cos x — 1
X- ! X 4

1 . 2 ' 1 . 2. 3.4 : .-;,3.4 7S .6 + ■■■ <™>-

I. Diese zwey merkwürdigen Reihen geben daher den Si¬

nus und Cosinus jedes Bogens x eines Kreises, dessen Halbmes¬

ser v ist, wo Sina; und Cosa; sowohl, als auch der Bogen x

selbst, in Theilen dieses Halbmessers ausgedrückt ist. Gewöhn¬

lich gibt man aber den Bogen eines Kreises oder den ihm ent¬

sprechenden Winkel am M'ittelpuncte des Kreises in Secundeti

an, deren (nach 84, /.) 180.(60) 1 auf die halbe Peripherie n
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gehen. Um daher einen in Secunden ausgedrückten Bogen in
Theilen des Halbmessers auszudrücken, wird man, da nach

84, G. diese Winkel sich wie ihre Bogen verhalten, für den

Winkel von einer Secunde oder für den Winkel = 1" die Propor¬

tion haben

180.60* : ?r sa i": x,

oder der zu diesem Winkel gehörende Bogen wird

1t

180.60 2

Theile des Halbmessers enthalten. Substituirt man in diesem

Ausdrucke den Werth von x aus §. io 3 , so erhält man

x = 0.00000 48481 368 i1 09536 . . .

Da aber ein so kleiner Bogen schon sehr nahe mit seinem

Sinus zusammenfällt, so hat man für die letzte, öfter wieder¬

kommende Zahl das Symbol Sini" gewählt, so dafs man daher hat

also auch

Sini”= ——-— = 0.00000 48481180.6o 2

^ i „ = 206264.80624 70963,

Log Sin 1" = 4.6855749 ,

Log- ■ = 5.3 i4425i.bin 1

• »

Da man also jeden in Secunden ausgedrückten Bogen oder

Winkel durch Sin 1” multipliciren mufs, um ihn in Theilen des

Halbmessers zu erhalten, so sind auch die zwey vorhergehenden

Beihen (II, 111 ), wenn in denselben der Bogen x in Secunden

ausgedrückt wird , so zu schreiben:

Sin x = (x Sin 1")
(xSin 1") 3 ,o “r“ • • • *1,2.0 1

„ (x Sin >") 2 . (arSini")'*
Co$^>' * - 1 — • —.— - ————— 1 » , 1

1.2 1.2.o . 4

Will man, zur bequemem Berechnung, den Winkel x in

Graden und Theilen des Grades ausgedrückt voraussetzen, so

wird man in dem zweyten Theile der Reihen (II) und (III) statt

x nicht —” X, — oder Sin 1", wie zuvor, sondern ^ setzen, so180.60- 180

dafs man daher hat
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Cosa; = 1

oder endlich, wenn man x = 90 . n setzt:

Sin (90. n)

Cos (90.71) 1. 1 1 . 2. 3 .4

Substituirt man in diesen Ausdrücken den Werth von der

Gröfse Tr und ihren Potenzen aus §. io3, so erhält man endlich

die beyden folgenden Reihen:

Sin (90 . n) = 1.5707967z

— 0.6459647z 3
~j- 0.079693 7Z5
— 0.004682 n 7

-f- 0.000l60 71°

— 0.000004 tz 11 ,

Cos (90.7z) = « — 1.2337007z 2

und durch diese Ausdrücke wird man die Sinus und Cosinus für

jeden gegebenen Winkel berechnen , und dieselben, oder beque¬

mer noch ihre Logarithmen, in Tafeln bringen können,-wie die¬

jenigen sind, deren wir bereits oben (§. 64, II.) Erwähnung gethan

haben. Man bemerkt übrigens von selbst, dafs es genügt, z. B.

nur die Sinus für alle Theile des ersten Quadranten von o° bis

90° zu berechnen, weil dadurch auch schon die Cosinus dersel¬

ben Theile gegeben sind, indem

ist. Um endlich noch den Gebrauch der vorigen Reihen durch

ein Beyspicl zu zeigen, so hat man für den Sinus von 9 Graden,
wenn man

-J- 0.2536697z'1
- 0.020863 7ZÖ

-{- 0.0009197z 8
- 0.000025 TZ10.

Cos (90—x) = Sina:

90. tz = 9 oder n = ~
setzt
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aus der ersten Reihe: und aus der zwcylen:

0.157071)60 1

— 0.00064596 —• 0.012337

+ 0.00000080 -j- 0.000025

Sin 9 0 = 0.156434 Cos 9 0 = 0.987688.

io5. (Ausdruck des Sinus und Cosinus durch

imaginäre Gröfsen.) Wenn man in der oben (§. 63.) für
e x erhaltenen Reihe

so

e x = \ X
+ —1.2 + •

X 5

1 . 2.3 4 - • •

statt x zuerst die 1Gröfse X ^ - 1 und dann — x y ' ■

erhält man

e x V—i = * + x \/~ —

X 2

1.2
— a: 3 V —

1 . 2.3 1 +7
und

e - xV -_i = i — x \f —
X 2

1.2 +
.r 3 V—

1. 2.3 : + r

a:*»

Die Summe und die Differenz dieser beyden Reihen gibt
sofort

**1-' + e-^-' = 2 r._Ai + ^__iL 1-2 1.2.S.4 J
und

e
_ e -^-i = + 1

L 1.2.3 1 1.2. 3 .4*5 J

Allein die in den Klammern eingeschlossenen Glieder der

zwey letzten Ausdrücke sind, nach §. 104 ,

die erste gleich Cosa:,

und die andere gleich Sina:,

so dafs man daher die zwey merkwürdigen Gleichungen erhält:

Sin x

Cosa: =

e**-' - e x ^ 1

2 /—1

e X}/ - 1 + e~ x '/ ~ l

. (W),

in welchen e die Basis der natürlichen Logarithmen bezeichnet.

I. Addirt und subtrahirt man die Gleichungen (IV), so er¬

hält man

Littrow’a Anfangsgr. (1. gosammt. Mathcm. 1 3
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• (V).
e x ^ 1 = Cosx -j- y —l.Sinx

e x ^ 1 = Cosa: — y' —l.Sinx

II. Nimmt man überdiefs von den beyden letzten Ausdrücken

die natürlichen Logarithmen, so hat man

x = ——- . log (Cosa: -{- —i * Sinx)

V—i
• log

(VI),

Cos x V—i . Sina:

und statt der letzten dieser Gleichungen kann man auch, da

log i = o ist, die folgende setzen:

a, = — ——- . log (Cosa: — y —i . Sina:), oder auch

x = V—' -log(C OS# — y —l . Sin x).

III. Setzt man endlich in der ersten der Gleichungen (V)

statt x die Gröfse nx, wo n irgend eine willkürliche Zahl be¬

zeichnet, so hat man

e nxy/ i £_ Cos nx y —l . Sin na:.

Es ist aber

e nxV-i = i)« — (Cos x + y~i . Sin*)»,

also ist auch

(Cosx -j- y —l.Sinx)* = Cosnx + /-i . Sin n x )

und eben so > • • • (VII),

(Cos x — y — i . Sin x) n = Cosnx ■—- y — i. Sin ra x )

Gleichungen, die sämmtlich für die Theorie der trigonometri¬

schen Functionen von grofser Wichtigkeit sind.

IV. Beschliefsen wir diesen Gegenstand mit einer die Loga¬

rithmen betreffenden Bemerkung. — Wenn man in der ersten der

Gleichungen (V) statt x die Gröfse (2mjir-]-x) setzt, wo m ir¬

gend eine ganze positive Zahl o, i, 2 , 3, . . . bezeichnet, so
hat man

e ( 2 m7r + x)V-i _ Cosx + l.Sinx,

also auch, wenn man davon die natürlichen Logarithmen nimmt:

( 2 mi'-)-i). y —i = log (Cosx -)- y —i . Sinx).

Der letzte Ausdruck gibt

für x — o . . . log (-j- i) = 2 mx . y —i,

und für x = x . . . log(— i) = ( 2 /n-J- i)x,'. y —i.

9
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, Da aber jede Zahl + a als das Product von -(-a in + 1 an¬

gesehen werden kann, so ist auch

loga = log a -(--log (-f- 1 ) oder

loga = loga -f- 2 mx\f '—>5

und eben so

log(—a) = loga -f- log(— i) oder

log(— a) = loga + (2m -f- i) je \A— i.

Diese beyden Gleichungen zeigen, dafs jede positive, so

wie auch jede negative Zahl unendlich viele Logarithmen hat,

von welchen aber, wenn die Zahl positiv ist, nur einer (für den

besondern Werth m = o), und wenn sie negativ ist, keiner einen

reellen Werth hat.

Setzt man endlich, in der letzten dieser zwey Gleichungen,

die Gröfse a=i, so hat man, da für alle logarithmischen Sy¬

steme log i=o ist:

log (— i) = (2 m -f- 1 ) . x\Z ~—i
oder auch

*= („n+OV-i ' l 0 g(- X>’

also auch, wenn man für den einfachsten Fall m=z o setzt:

* = TZ? • lo s(— 0>
ein merkwürdiger, obschon zur Berechnung unbrauchbarer Aus¬
druck für die Gröfse x.

i3 *



Siebzehntes Capitel.
Das geradlinige Dreyeck, oder ebene Trigo-

g. 106 . (Weitere Betrachtung der Gleichungen
des DreyecliS.) Nachdem wir in dem Vorhergehenden die
trigonometrischen Functionen genauer kennen gelernt, und uns
dadurch gleichsam das Instrument vorbereitet haben, mit dessen
Hülfe wir den gröfsten Theil der nun folgenden geometrischen
Probleme aufzulösen gedenken , wollen wir wieder zu dem , am
Ende des §. q3. verlassenen Gegenstandes, zu den Gleichungen
des Dreiecks zurückgehen, von welchen wir bereits oben (§. qi.
und §. q3.) die beyden folgenden erhalten haben:

(nach qi, II,) eigentlich drej- analogen Gleichungen gleich¬
geltend ist.

Die erste dieser Gleichungen ist offenbar auch

oder, da nach §. ()j , 1.

oder endlich, da der Zähler des letzten Bruches die Differenz
zweyer Quadrate ist (J. zi, I,) :

Sin’ = <a + P-yH« + y-P>
4ßy

und eben so

nometric.

a 1 t= ß 2 -]- y ’ — zßyCosA . . . (A),
a Sin B = /3 Sin A .(B) ,

wobey wir uns erinnern wollen, dafs jede dieser Gleichungen

Sin '-A = \/

ist, so kann jene Gleichung auch auf folgende Art ausgedrückt
werden:

Sin 1 - A = (ß 1 — »Py + y) —fß —y)«
4ßy 4ßy ’

a'- — (ß —■ y)~
4ßy ’

Cos4^ (ß + y+«) (ß + y—g)
4ßy

• *
(C)
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mit den zwey anderen analogen Ausdrücken für die Sinus und

Cosinus von und £ C.

I. Eben so erhält man aus der im Eingänge erwähnten

zweyten Gleichung (B) Sin A - a Sin B

a== yshrc und rc’

oder, da in jedem Dreyecke C=i 8 o — ( A-\-B ) ist:
Sin A

“ = Y: und ß = y —

Sin B

Sin (A+B) ' 'Sin (A+B)’

Addirt und subtrahirt man die zwey letzten Ausdrücke, und

bemerkt man, dafs nach §. t) 0 . ist
, , A-X-B A — B

Sin A -4- oin B = 2 Sin-Cos• '<

Sin^4 — Sin2> 2 Cos^-±-? Sin

2
A — B

2
und

Sin (A -j- B) = aSin^i"—Cos^-^,

so erhält man

Cos
A — B

« + ß
Sin —

2

Sin
A — B (»).

ß = Y ■
Cos

oder auch, vrenn man die beyden letzten Gleichungen durch ein¬

ander dividirt:

a — ß A — B m C
— = Tang—Tang-

II. Endlich hat man nach §. 91 .

(E).

Sin A
undy — a Cos B = ß Cos A = ß —

’l'angA
n „ _ Sin^4
ß — a Cos C = y Cos A = y „ -,,' 'Tang A y

oder da, nach den erwähnten Gleichungen (B) ist

ß Sinyf = a Sin B und y Sin A = a SinC,

so erhält man, wenn man diese Werthe von ßSin^f und ySin.4

in den beyden letzten Ausdrücken substituirt:



a SinB a Sin C
Tang A —

y — a Cos B ß — a Cos C
. . (F)

mit noch zwey analogen Doppelwerthen für TangU und Tang C.

III. Die vorhergehenden Gleichungen, ja schon die einzige

Gleichung (A), aus welcher sie alle sehr leicht abgeleitet werden

können, enthalten alle Eigenschaften des Dreyecks, daher auch

durch sie alle Probleme, die man über das Dreyeck aufstellen

kann, aufgelöst werden können, wie wir bald näher sehen wer¬

den. So zeigt z. B. die Gleichung (C) unmittelbar, dafs in jedem

Dreyecke die Summe zweyer Seiten immer gröfser seyn mufs,

als die dritte Seite, weil sonst der Werth von Sin-i-^ oder Cos --A

gleich der Quadratwurzel aus einer negativen Gröfse, also un¬

möglich seyn würde. — Da ferner jeder Winkel C eines Dreyecks

kleiner als i8o°, also auch Tang \C immer positiv seyn mufs, so

zeigt die Gleichung (E), dafs die beyden Gröfsen (a — ß) und

(A — B) immer entweder zugleich positiv, oder zugleich negativ

sind, d. h. dafs in jedem Dreyeck der gröfsere Winkel auch im¬

mer der gröfsern Seite gegenüber steht, und umgekehrt.' — Dar¬

aus folgt wieder unmittelbar, dafs in jedem rechtwinkligen Drey¬

ecke, in welchem immer der rechte Winkel der gröfste von al¬

len ist, jede Kathete kleiner ist, als die Hypotenuse, wie auch

schon aus der ersten Gleichung des §. 92. hervorgeht, oder mit

andern Worten, dafs das Loth, welches man von einem Puncte

aufser einer Linie auf diese Linie fällt, die kürzeste Distanz des

Punctes von der Linie ausdrückt, daher auch diese Distanz als

das Mafs der Entfernung eines Punctes von einer Linie angenom¬
men wird..

5 . 107. (Aehnlichkeit der Dreyecke.) Ähnliche Drey¬
ecke sind nach $. 83 . solche, wo in dem einen jeder Winkel, ei¬

nem Winkel des andern Dreyecks gleich ist. Die in solchen

Dreyecken den gleichen Winkeln gegenüberstehenden Seiten

wollen wir die homologen Seiten nennen.

Diefs vorausgesetzt, können wir den Satz aufstellen:

ähnlichen Dreyecken sind die homologen Seiten unter sich propor-
tionirt.«

Seyen nämlich die beyden Dreyecke ABC und A'B'C' ähn¬

lich, und der Winkel A = Ä , B=zB‘ und C — C, so folgt so-
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fort aus den Gleichungen (B) des §. 106, dafs

a da d . , ß ß' . „
_ — _, - = —, also auch - = -? ist,ßßyy 77

I. Eben so auch umgekehrt: »Sind in zivej Drejecken die

Seiten proportional so sind die Dreiecke ähnlich .« Denn aus

der Gleichung (A) des g. 106. folgt für das erste Dreyeck

11
ß

Cos A
1 + a*

und eben so für das zweyte

H Cos Ä = i 4 “
ß T P

a~

und da nach der Voraussetzung •“=£. und | =
PP P

auch

Cos ^ = Cos A',

und daher auch (§. 941 D) der Winkel A = Ä.

auch B = B' und C = C'.

V
ist, so ist

Eben so folgt

II. Dreyecke sind auch ähnlich, wenn sie einen Winkel

gleich, und die zwey ihn einschliefsenden Seiten proportionirt
haben.

Q fl'

Denn ist A = A' und ^ so folgt aus der Gleichung (A)

7 ^ ß ßy

£-|_I
7' T ß

2 Cos^' =
ßY’

und da von diesen zwey Gleichungen die ersten Theile, nach

der Voraussetzung, gleich sind, so ist auch

ßy ß'y’

welcher Ausdruck, mit der gegebenen Gleichung

ß = £
7 7'

verbunden, sofort gibt
a a , . ct a
~ = -7, und eben so - — •
ß ß 77

III. Wird endlich in irgend einem Dreyecke ABC (Fig. 4 )

zu einer Seite AC eine Parallele ac gezogen, so sind die Drey-
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ecke ACB und acB ähnlich, da (nach 86.) ihre Winkel gleich

sind, also sind auch, nach (1), die homologen Seiten dieser

Dreyecke proportionirt, oder es ist

BA : BC = Ba : Bc = Aa : Cc und

B A : A C = B a : a c.

g. 108. (Gleichheit der Dreyecke.) Auf dieselbe ein¬

fache Weise wird man auch, aus den Gleichungen des $. 106,

die Fälle bestimmen, in welchen zwey Dreyecke unter sich gleich

sind oder sich vollkommen decken (§. 83.).

I. Zwey Dreyecke sind nämlich erstens gleich, wenn jede

Seite des einen einer Seite des anderen gleich ist.

Denn ist a=a', ß = /3' und y — y 1 so gibt die Gleichung (A)
auch sofort

Cos A = Cos A', also auch A — A',

und eben so findet man auch Bz=B' und C= C', so dafs daher in

Leyden Dreyecken alle sechs ein Dreyeck bestimmenden Stücke

"völlig dieselben sind.

II. Zwey Dreyecke sind ferner gleich, wenn sie zwey Seiten

mit dem von ihnen eingeschlossenen Winkel gleich haben.

Denn ist A = A', ß=ß' und y = y, so ist, nach derselben

Gleichung (A), auch die . Seite a = a, also alle Seiten gleich,

also auch, nach Nro. I., die Dreyecke selbst gleich.

III. Zwey Dreyecke sind gleich, wenn sie eine Seite mit

den zwey ihr anliegenden Winkeln gleich haben.

Denn ist A=A', B—B' und y = y', so ist, nach der Glei¬

chung (F), auch und ß=-ß'.

IV. Zwey Dreyecke sind gleich, wenn sie zwey Winkel und

eine der diesen Winkeln entgegenstehende Seite gleich haben.

Denn ist A = A', B — B' und ß=ß', so ist, nach dersel¬

ben Gleichung (F), auch a = a und y — y.

V. Zwey Dreyecke sind endlich auch gleich, wenn sie zwey

Seiten und einen der diesen Seiten entgegenstehenden Winkel

gleich haben.

Denn ist a = a, ß—ß' und A — A', so ist, nach der Glei¬

chung (A), auch y = y, und daher (nach Nro. I.) die Dreyecke

selbst gleich.

Doch mufs für diesen Fall bemerkt werden, dafs die er-
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wähnte Gleichung (A) gibt

y = ß Cos A + a 2 — ß 1 Sin '1 A ,

so dafs der Werth von y doppelt ist, und dafs es daher eigent¬

lich zwey verschiedene Dreyeeke geben kann, welche die Grös¬

sen a = a, ß=ß' und A=tÄ gemeinschaftlich haben.

Ist nämlich (Fig. 26) B C — EC — a und CD senkrecht auf

die verlängerte Seite AB des Dreyecks ABC, so ist

DC == ß Sin ^4 und AD = ß CosA,

und BD sowohl, als auch B'D ist gleich (§. 92.)

V a 1 — D C 1 = V a ~ — ß 2 Ein 1 A,

also ist auch die dritte Seite y=^AB oder gleich AB', das heifst,

es ist

y = AD + BD = ßCosA + Y a 1 — p- Sin 1 A,

wie zuvor.

§. 109. (Auflösung der Dreyeeke.) Da die in §. ic8.

(Nro. I. — V.) erwähnten Bedingungen ein Dreyeck vollkommen

bestimmen, oder da jedes Dreyeck, welches denselben Bedin¬

gungen entspricht, mit dem ersten identisch ist, so reichen

diese Bedingungen, wenn sie für irgend ein Dreyeck gegeben

werden, auch hin, die noch übrigen unbekannten Seiten oder

Winkel desselben durch Rechnung zu finden > und das ist es,

woi’in die sogenannte Auflösung der Dreyeeke besteht.

Wir wollen zu diesem Zwecke jene fünf erwähnten Fälle

noch einmal kurz durchgehen.

I. Fall. Wenn die drey Seiten eines Dreyeckes gegeben sind.

Dann findet man den Winkel A (nach der Gleichung -C)
durch

Sinf A

Cos rA

== -Li/. fg + P-y ) (« + y-g) oder
1 v ßy
■ 1 + y + «Hß + y — “) ’

= ßy

und eben so findet man auch die zwey anderen Winkel B und C

durch die zwey, den vorhergehenden analogen ($• 91 , II.) Glei¬

chungen, oder bequemer, wenn bereits A bekannt ist, durch die

Gleichungen

Sin B = - Sin A und Sin C = — Sin A.
a a
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II. Fall. Wenn zwey Seiten ß, y mit dem von ihnen einge¬

schlossenen Winkel A gegeben sind.

Dann findet man die übrigen drey Stücke B , C und a durch

die Gleichungen (A) und (F), oder durch

ß Sin A rr„„„ n _ ySin^f
Tangß = _ Tang C

ß — y Cos Ä*

a z = ß z -f- y % —- 2 ß y Cos A.

Kennt man bereits den Winkel B oder C, so erhält man

auch die dritte Seite a durch die Gleichung

a s= ß

Sin A
oder a —

Sin A

^ Sin C ’

— C) durch die obige

Sin B

Auch findet man den Werth von (B

Gleichung (E) oder durch

Tangi(ß — C) — |^Cotang.i^.

Da nämlich sonach — C ) bekannt ist, so ist auch B und

C selbst bekannt, da man hat

HB + C) = Hrto-A).

III. Fall. Wenn zwey Winkel A und B und die ihnen anlie¬

gende Seite y gegeben ist.

Daun ist auch der dritte Winkel durch

C = 180 — A — B

bekannt, und man findet die zwey Seiten a und ß durch

_ Sin A „ _ Sinß
“ ^ Sin (A-t-B)' P y Sin (A -\-B) ’

oder auch durch die Gleichungen (D), nämlich durch

Co s x(A — B)

Sin-jC
Sin 7 (A — B)

cmic ■

wo dann die halbe Summe dieser beyden Ausdrücke gleich a, und

die halbe Differenz derselben gleich ß ist.

IV. Fall. Wenn zwey Winkel A und B und eine der ihnen

entgegenslehenden Seiten a gegeben ist.

Dann ist wieder
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C = 180 — A — B ,
Sin B , Sin C

P = und * = a Sh^*

V. Fall. Wenn zwey Seilen « und ß und einer der ihnen

cnlgegenstehenden Winkel A gegeben ist.

Dann hat man aus ($. 108, V.

y = ß Cos A + \/^a- — ß z Sin 2 A und
g fi a '

Sin B = - Cos A, und endlich C = 180 — A — B 9a

•wo man für y das obere Zeichen nimmt, wenn das gegebene

Dreyeck einen stumpfen Winkel hat.

Die vorhergehenden Gleichungen werden gewöhnlich unter

dem Namen der Trigonometrie (Ausmessung der Dreyecke) be¬

griffen.

Ex. Um den Gebrauch dieser Ausdrücke durch ein Beyspiel

zu zeigen, sey, für den Fall II., gegeben

die Seite ß = 186.241,

» » y = 148.326,

und der eingeschlossene Winkel A = 120° 32’ 40".

Mit diesen Zahlen erhält man durch die in (II) gegebenen

Gleichungen:

log(ß— y) — 1.5788111

log(ß-)-y) = 2.5244831

9.0543280

log Cotangf.4 = 9 7114219

log Tang ^(B— C) == 8.7657499

j(B — C) = 3 » 20' i 3".89

i(B-j-C) = ^(180 — A) = 27° i3' 4o".oo

B — 3o° 33' 53''.89

C = 23° 53' 26".! 1,

logß = 2,2700753

log Sin A = 9.9104455

2.1805208

log Sin B = 9 7 o 63 o 38

log a <= 2.4742170

« = 298.0005.
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Zur Prüfung der Rechnung hat man noch

logy = 2.17121 "2

log Sin A = q.q io 4455

2.0816627

log Sin 6’ = q.6074458

loga = 2.4742164, wie zuvor.

Eben so hat man für ein zweytes Beyspiel

a = 170.9660, A = 65 ° 32' 10",

ß = 181.2197, B = 74° 45' 20",

y = 120.0000. C = 39 ° 42' 3 o".

Man sieht aus diesen Beyspielen, dafs wenn man die Ent¬

fernung eines Punctes C (Fig. 26), der uns, etwa wegen eines

zwischenliegenden Flusses, unzugänglich ist, von der Linie AD

kennen will, man nur einen Theil AB dieser Linie und die Win¬

kel BAC und A B C zu messen braucht, um daraus, mittelst je¬

ner Gleichungen, auch die Entfernung CA sowohl, als auch CB

zu finden. Ganz auf dieselbe Weise wird man auch die Entfer¬

nung der Gestirne, z. B. des Mondes C von der Erde bestimmen

können, wenn zwey Beobachter auf der Erde, deren Distanz AB

von einander bekannt ist, zu gleicher Zeit die Winkel A und B

des Dreyeckes ABC messen. Man sieht aber leicht, dafs in dem

letzten Falle die Basis AB so grofs als möglich, etwa nahe gleich

dem Durchmesser der ganzen Erde angenommen werden mufs,

weil sonst der geringste Fehler, den man in dieser Distanz AB

oder in der Messung der beyden Winkel A und B begangen hat,

auf die Bestimmung einer so grofsen Entfernung AC oder BC,

wie die des Mondes, schon einen sehr bedeutenden Einflufs

äufsern wird.

§. ho. (Gleichschenklige und gleichseitige Drey-eclie.) I. Wenn in einem Dreyecke zwey Winkel gleich sind,
so sind auch die ihnen eutgegenstehenden Seiten gleich, oder

das Dreyeck ist gleichschenklig.

Denn ist A = B, so ist auch, nach der Gleichung (B) des

§. 106, die Seite a = ß.

Und umgekehrt: In einem gleichschenkligen Dreyecke sind

die den gleichen Seilen gegenüberstehenden Winkel ebenfalls
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gleich. Denn ist a = ß, so gehen die Gleichungen (F)
Sin C . . Sin C

Tang A = —- c -^.
und eben so Tang B c= — Cos C ’

also ist Tang A = Tang B , und daher (§. q 4 , D.) auch J — B.

Sind daher in einem Dreyecke alle drey Winkel gleich, so

sind auch alle Seiten gleich, oder das Dreyeck ist gleichseitig;

und umgekehrt, im gleichseitigen Dreyecke sind alle Winkel

gleich, und jeder derselben hat 60 Grade.

II. Wenn in einem gleichschenkligen Dreyecke ABC (Fig. 27),

wo AB = AC ist, von dem Scheitel A ein Loth AD auf die

gegenüberstehende Basis BC gefällt wird, so theilt dieses Loth

den Winkel A sowohl, als auch die Basis BC in zwey gleiche

Theile, und jede dieser drey Bestimmungen hat die beyden an¬

dern zur Folge.

Denn wird durch das Loth AD die Seite BC halbirt, so

sind die so entstehenden zwey Dreyecke ABD und ACD gleich

(nach §. 108, II.); wird der Winkel A halbirt, so sind dieselben

Dreyecke gleich (nach §. 108, III.); und steht endlich die Linie

AD senkrecht auf BC, so sind dieDreyecke gleich (nach §. 108, V.).

III. Zur Auflösung des gleichschenkligen Dreyeckes hat

man, wenn in den Gleichungen des §. 106. der Winkel B — C>

also auch ß=y gesetzt wird, folgende Ausdrücke:

A — 180 — 2 B => 180 —- 26',

B — C = 90 — jA,

Sin - A ~ , Cos \A — \ \fbß z — “S‘2 p 2 p

a = 2/3 Sin \ A = 2 ß Cos B.

§• >«i- (Anwendung des Vorhergehenden auf den
Kreis.) Wenn man von dem Mittelpuncte C (Fig. 10) eines
Kreises ein Loth CPA auf die Sehne MN lierabläfst, so theilt

dieses Loth sowohl die Sehne, als auch den Winkel MCN, als

endlich auch den Bogen MAN in zwey gleiche Theile, und jede

dieser vier Bestimmungen hat die drey anderen zur Folge, so

dafs z. B. jedes Lolh auf der Mitte der Sehne durch den Mitlel-

punct C geht, und den zu dieser Sehne gehörenden Bogen und

Winkel halbirt, wie unmittelbar aus 110. folgt, da wegen den

gleichen Halbmessern CM,CN das Dreyeck MCN gleichschenk-
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Hg ist, und da sich (nach (J. 84» <?.) die Kreisbogen wie die zu

ihnen gehörenden Winkel verhalten.

I. Um daher durch drey gegebene Puncte M, A, N, die

nicht in einer Geraden liegen, einen Kreis zu beschreiben, wird

man die Sehnen MA und AN ziehen, und in der Mitte jeder

Sehne ein Lolh auf sie errichten, wo dann der Durchschnitts-

punct der beyden Lothe zugleich der gesuchte Mittelpunct des

Kreises seyn wird, den man sonach verzeichnen kann.

§.112. (Peripheriewinkel im Kreise.) Der Winkel

BCD (Fig. 28) am Mittelpuncte C des Kreises ist doppelt so

grofs als der auf demselben Bogen BD stehende Winkel BAD

an der Peripherie.

Denn verlängert man den Schenkel DC des Winkels DCB

bis an die Peripherie in A, und verbindet A mit B, so ist (nach

85 , IY.) der äujere Winkel

BCD = BAC + ACB.

Aber in dem gleichschenkligen Dreyecke ABC ist (§. no.j

BAC — ACB,
also ist auch

BCD = 2 .BAC.

Ganz eben so ist also auch

bCD = z.bAD,

und wenn man die beyden letzten Gleichungen von einander
subtrahirt:

bCB — 2 .b AB.

I. Daraus folgt sofort, dafs alle Winkel im Halbkreise, wie

AbD oder ABD . . ., rechte Winkel sind, und dafs alle Peri-

pheriewinkcl B Ab, Bab . . die auf demselben Bogen stehen,

gleich grofs sind.

5. II 3 . (Winkel der Secanten.) Wenn man von ei¬

nem Puncte A (Fig. 29) aufser dem Kreis zwey gerade, den Kreis

schneidende Linien AD und AE (die man auch Secanten zu

nennen pflegt) zieht, so ist der Winkel A dieser Secanten gleich

der halben Differenz der beyden Bogen DE und Be, auf wel¬
chen seine Schenkel stehen.

Denn zieht man Bb mit AE parallel, und den Halbmesser
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CM senkrecht auf Bb und Ec, so wird (nach g. m.) dadurch

s'owohl der Bogen BMb als auch EMe in dem Puncte M hal-

birt, also ist auch
Bogen Be = Eb,

oder die Bogen zwischen zwey parallelen Sehnen sind gleich.

Nach g. ii2. ist aber der Winkel ÜAE oder DBb gleich

-Db oder gleich {(DE — bE), also ist auch der Winkel

A = {(DE — Be),

g. 114. (Winkel der Sehnen.) DerWinkelnOD(Fig. 3 o)

zweyer Sehnen AB, DE ist gleich der halben Summe der Bo¬

gen BD und AE. — Denn ist Bb mit DE parallel, so ist, wie

g. n 3 , der Bogen BD = b E. Nach g. 112. ist aber der Peri¬

pheriewinkel ABb oder AOE gleich dem halben Bogen AEb

oder gleich {(AE -f- Eb) , das heifst, gleich

{(AE + BD).

Eben so ist also auch der Winkel A OD oder BOE gleich

{(AD + BE).

g. 11 5 . (Winkel der Berührungslinie am Kreise.)
Wenn sich die Sehne Ab (Fig. 28) um den festen Punct A auf¬

wärts dreht, so rücken die beyden Durchschnittspuncte b und A

der Sehne mit dem Kreise immer näher an einander, bis sie end¬

lich, für die Lage At, ganz zusammen fallen. In dieser Lage

trifft die Linie At den Kreis nur mehr in einem einzigen Puncte

A, und wird die Berührungslinie (auch Tangente) des Kreises ge¬
nannt.

Da nach g. 112. der Winkel Bab der beyden Sehnen AB,

Ab immer gleich der Hälfte des Bogens Bb ist, welche Lage

auch die bewegliche Sehne Ab einnimmt, so wird auch noch für

die letzte dieser Lagen, für At, der Winkel tAB gleich det

Hälfte des Bogens BaA seyn. — Eben so wird, wenn die erste

Sehne durch den Mittelpunct C geht, oder w'enn sie der Durch¬

messer AD des Kreises ist, der Winkel D At gleich der Hälfte

des Bogens DBaA, oder eieich einem rechten Winkel seyn.

Die Berührungslinie At des Kreises steht daher auf dem Durch¬

messer desselben senkrecht.



Achtzehntes Capitel.
Parallelogramme und r e g e 1 m ä f s i g e Polygone.

5.116. (Eigenschaften des Parallelogramms.) Ist

AB CD (Fig. 3 i.) ein Parallelogramm, und sind AC, BD die

Diagonalen desselben, so sind, der Erklärung (§. 81.) dieser Fi¬

gur zufolge, die gegenüberstehenden Seiten derselben parallel,

also sind auch die Wechselwinkel (§. 86.) a und c, so wie auch

a und c, unter sich gleich, also sind auch (§. 108.) die beyden

Dreyecke ABC und ADC selbst unter sich gleich, das heilst:

In jedem Parallelogramm sind die gegenüberstehenden Seiten

gleich , und das Parallelogramm wird von jeder der beyden Dia¬

gonalen halbirt.

I. Und umgekehrt:'Sind die gegenüberstehenden Seiten ei¬

nes Vierecks paarweise gleich, so sind auch (§. 10O.) die beyden

genannten Dreyecke gleich, oder es ist a=tc und a = c , d. h.

die gegenüberstehenden Seiten sind parallel oder das Viereck ist

ein Parallelogramm. •— Parallelen zwischen Parallelen sind gleich.

II. Wenn auch nur ein Paar der gegenüberstehenden Sei¬

ten, z. B. AD und BC eines Vierecks gleich und parallel sind,

so ist das Viereck ein Parallelogramm, weil, wegen des Paral¬

lelismus dieser beyden Seiten, der Winkel a = c' und a! — c,

also wieder die beyden erwähnten Dreyecke gleich, also auch die

zwey andern Seiten AB und CD unter sich gleich sind.

ID. Die beyden Diagonalen AC und BD halbiren sich in

ihrem Durchschnittspuncte O , w'eil in denDreyecken ADO und

BCO die Seiten AD und BC, und die beyden diesen Seiten an¬

liegenden Winkel gleich sind.

IV. In jedem Parallelogramm sind die in der Richtung der

Diagonalen einander entgegenstehenden Winkel unter sich gleich,
oder es ist A = C und jB = D.

V- Die Summe der Quadrate der Diagonalen eines Paral¬

lelogramms ist gleich der Summe der Quadrate der Seiten des-
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selben. Denn es ist (g. 106, Gleichung A)

C l = A D 1 -(- C D l — 2 AD . CD Cos A D C und

BD Z = AB 1 -)- AD 1 — 2 AB . AD CosBAD.

Addirt man diese Gleichungen und bemerkt, dafs nach dem

Vorhergehenden AB = C D und

jDC -j- BAD = 180 0, also Cos ADC = — CosBAD

ist, so erhält man

A& + BD 2 = AB 1 + BC 1 -f- CD 1 -|~ AD 1 oder

A& + B D z = 2 (AB* -)- BC l ).

5.117. (Aequi valente Parallelogramme.) Parallelo¬
gramme sind äquivalent (oder sie schliefsen gleiche Flächen ein,

5. 83 .), wenn sie gleiche Basis und gleiche Höhe haben.
Man nennt aber Höhe eines Parallelogramms das Loth D M

(Fig. 3 1), welches von irgend einemPuncte einer Seite desselben

auf die gegenüberstehende Seite AB, oder auf die Basis der Fi¬

gur gefällt wird, welche Lothe, als Parallelen zwischen Parallelen,

nach §. 116, I. alle unter sich gleich sind. Diesem gemäfs ist

also auch diellöhe eines Dreyecks DAB (Fig. 3 i) dasLoth, wel¬

ches von dem Scheitel D eines Winkels des Dreyecks auf die

diesem Winkel gegenüberstehende Seite AB gefällt wird,- welche

letzte Seite dann auch die Basis des Dreyecks genannt wird.

Seyen ABC D und AB FE (Fig 3 e) zwey Parallelogramme,

deren gemeinschaftliche Basis AB ist, und von welchen die der

Basis gegenüberstehenden Seiten, CD und EF in einer einzigen,

der AB parallelen Geraden DE liegen, so dafs demnach jedes

von einem Puncte dieser Geraden DE auf die Basis AB gefällte

Loth die Höhe dieser beyden Parallelogramme vorstellt.

Da (nach § i»6* I.) Parallelen zwischen Parallelen gleich

sind, so ist

AB — CD und AB = FE,
also auch

CO = FE,

und wenn man zu beyden Seiten dieser Gleichung die Gröfsc CF
addirt:

* CF = CE.

Überdiefs ist, da 4 C und AE Parallelogramme sind,

AD—BC und AF = BE,
Littt'ow’s Anfangsgr. J, gesamrnt. IVIathcm* *4
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also sind auch (§. 108, I.) die beyden Dreyecke D AF und CBE

unter sich gleich.

Nennt man daher F den Flächenraum, den das Viereck

AB ED cinschliefst, so ist

F — DAF = F — CBE ,

oder es ist die Fläche des Parallelogramms ABEF gleich der

Fläche des Parallelogramms AB CD, d. h. beyde Parallelogramme

sind äquivalent.

Dasselbe findet man auch, wenn der Punct F auf C, oder

auch, wenn er zwischen C und D fällt.

I. Da das Rechteck (§. 81.) nur ein besonderer Fall des

Parallelogramms ist, so sind auch alle Rechtecke äquivalent, die

unter sich, oder auch die mit einem gegebenen Parallelogramm

gleiche Rasis und Höhe haben.

II. Da endlich jedes Parallelogramm durch seine Diagonale

in zwey gleiche Dreyecke gelheilt wird (§. 1 i 6.) , so ist auch je¬

des Dreyeck ABC oder ABD äquivalent der Hälfte des Paral¬

lelogramms ABCD (Fig. 3 i), das mit ihm gleiche Basis und

gleiche Höhe hat.

5.118. (Ausmessung des Parallelogramms.) Sey

ABCD (Fig. 33 ) ein Rechteck, dessen Seiten AB = CD und

A D = B C sind. Wenn sich die beyden Seiten AB und AD

durch irgend eine kleinere Linie Ab=zAd genau ausmessen

lassen, so wird man, wenn man das Quadrat Ab cd construirt,

dieses Quadrat so oft auf die Seite AB legen können, als diese
Seite AB die kleinere Ab in sich enthält. Dadurch erhält man

das Rechteck AB da, und dieses Rechteck wird sich wieder so

oft auf die Seite AD legen lassen, als diese Seite A D die klei¬

nere Ad in sich enthält.

Demnach enthält die Fläche des Rechtecks ABCD das

Quadrat Ab cd der kleineren Linie Ab so oft in sich, als das

Product AB X AD Einheiten in sich enthält, wenn man die

beyden Seiten AB und AD als Zahlen betrachtet, deren Ein¬

heit die kleinere Linie Ab vorstellt.

I. Wenn aber die beyden Seiten AB und AD unter sich

incommensurabel sind (§. 3 o, I.), so werden sie sich durch irgend

eine gewählte Einheit Ab = Ad nicht mehr beyde zugleich ge-
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nau ausmessen lassen, also wird auch das angczeigto Verfahren
der Auf- und Nebeneinanderlegung der kleinen Quadrate die ge¬
suchte Fläche des Rechtecks AB CB nie vollkommen erschöpfen,
oder es wird dabey immer noch ein dadurch nicht ausgemesse¬
ner Theil, ein Rest dieser Fläche ABCD übrig bleiben. Allein
nichts hindert uns, in diesem Falle die zur Einheit zu wählende
Linie Ab noch kleiner zu machen, und dadurch auch jenenRest
immer mehr und mehr zu vermindern, so zwar, dafs er endlich
kleiner wird als jede andere noch angebliche Gröfse , oder dafs
er so viel als völlig verschwindet, so dafs daher das erwähnte
Verfahren auch auf diesen Fall angewendet werden kann.

II. Diesem gemäfs wird also die Fläche eines Rechtecks
durch das Product seiner beyden Seilen, oder durch das Product
B. II seiner Easis B in seine Höhe H ausgedrückt werden, wo man
wieder diese beyden Geraden B und H als Zahlen betrachtet, so
dafs die zwey Linien B und H eine andere gegebene kleinere Li¬
nie so oft in sich enthalten, als diese Zahlen selbst Einheiten ent¬
halten, indem die kleinere Linie als die Einheit der Linien be¬
trachtet wird.

III. Demnach ist also auch die Fläche eines Quadrats , des¬
sen Seite A ist, gleich A A oder gleich A~.

IV. Eben so wird auch die Fläche eines Parallelogramms,
dessen Basis B und Höhe H ist (nach $. 117, I .), gleich demsel¬
ben Producte B H seyn.

V. Die Fläche eines Brejecks aber wird gleich dem halben
Producte seiner Basis B in seine Höhe II, oder die Fläche des
Dreyecks wird gleich (-B II seyn, wüe sofort aus §. 117, II. folgt.

VI. Endlich werden sich auch die Flächen zweyer Paral¬
lelogramme oder zweyer Dreyecke wie die Producte der Basis
in die Höhen derselben verhalten.

Ist nämlich F die Fläche, B die Basis und H die Höhe des
einen, und bezeichnet F, B', H' dieselben Gröfsen für das an¬
dere Parallelogramm , so hat man

F : F’ — BH : B'Il',
also auch, wenn B=B' ist:

F : F' = H : H',
und wenn die Höhe II—IF ist:

F : F' = B : ß'.
.4 *
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« 19 - (Regelmäfsige Polygone.) Da sich alle Po¬
lygone durch Diagonalen auf Dreyecke zurückführen lassen, und
da wir in dem folgenden Capitel die allgemeine Berechnung die¬
ser Polygone näher zu betrachten Gelegenheit haben werden, so
wollen wir uns hier auf die Untersuchung der regelmäßigen Po¬
lygone, d. h. derjenigen Vielecke beschränken, deren Seiten und
Winkel alle unter sich gleich sind.

Jedes regeJmäfsige Polygon, wie ABCDEF(Fig. 34 )i hat
in seinem Innern einen Punct O, der von allen Scheiteln A, B,
C, . . . des Polygons gleich weit entfernt ist, und der daher,
analog mit dem Kreise, der Mitielpu.net des Polygons genannt
wird. Denn halbirt man die gleichen Winkel A, B, C, . . .
durch die Linien AO, BO, CO, . . . so sind die so entstehen¬
den Dreyecke ABO, BCO, CDO, . . . alle gleichschenklig,
weil sie die Winkel an ihrer Basis AB, BC, CD, . . . gleich
haben (§. 110.). Dieselben Dreyecke sind überdiefs unter sich
gleich, weil sie alle Seiten mit den beyden ihnen anliegenden
Winkeln gleich haben (§. 108, III.), also ist auch AO = BO = CO ...
und diese letzten Linien w'erden der Halbmesser (Radius) des Po¬
lygons genannt, den wir durch r bezeichnen wollen.

Daraus folgt sofort, dafs jedes regelmäfsige Polygon in ei¬
nen Kreis desselben Radius so eingeschrieben werden kann, dafs
die Scheitel des Polygons in die Peripherie des Kreises fallen —
und dafs eben so jedes Polygon einem Kreise so umschrieben
werden kann, dafs alle Seiten in ihrem mittleren Puncte die Pe¬
ripherie des Kreises berühren (§. ii 5 .).

§. iao. (Winkel und Fläche des regelmäfsigen
Polygons.) Ist AO B = 2 a der Winkel des Polygons an sei¬
nem Mittelpuncte O, und ist eben so

ABC = BCD = CDE . . . = zß

der Winkel des Polygons amUmfange desselben, oder ist 2/3 der
Winkel je zweyer nächsten Seiten des Polygons, so hat man,
wenn n die Anzahl der Seiten AB, BC, CD, . . . desselben ist:

i8o°
n = - und p = 90°

180 0

n

Da ferner ein Loth OM aus dem Mittelpuncte O auf eine
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dieser Seiten sowohl die Seite als auch den Winkel AOB hal-

birt (J. iio.), so ist dieses Loth oder die Höhe des Dreyecks

AOB gleich
OM = r Cos a — r Sin ß,

wo wieder r den Halbmesser OA des Polygons bezeichnet.

Eben so ist auch jede Seite des Polygons oder die Basis des

erwähnten Dreyecks ABC gleich

AB — 2 r Sin a = 2t. Cosß,

slso ist auch die Fläche (J. 118, V.) dieses Dreyecks gleich

r" Sin a Cos a ,

und daher die Fläche F des ganzen Polygons von n Seiten :

F = n r 2 Sin nt Cos nt = ~ n r* Sin c a = itir 1 Cos aß,

oder endlich, wenn man den obigen Werth von a oder ß sub-

stituirt:

^ Sin
36o 0

§. (Bestimmung der Seiten des regelmäfsi-
gen Polygons.) Nach dem Vorhergehenden ist für ein Po¬
lygon von n Seiten i Kn

ß = 9°
180

= - und
n

a.

Man hat daher für ein regeimäfsiges Polygon von

3 Seiten ra = 3, a=6o", ß = 3o°, und daher Cos3ß = o,

4 » n = 4) « = 45°, (3 = 45", » ji Sin 4ß — o,

5 » n = 5, nt = 36°, ßrr=54°, » » Cos5ß = o,

6 >* 72 = 6, oc = 3o°, ß = 6o°, » » Sin 6ß = o u. f.

Nennt man aber x die Seite des regelmäfsigen Polygons,

und setzt man den Halbmesser r desselben gleich der Einheit,

so ist, nach §. 120:

x = 2 Cosß.

Vergleicht man damit die Ausdrücke, welche wir oben (J. 98.)

für die Sinus und Cosinus der vielfachen Bogen gegeben haben,

so hat man (wenn man a. a. O. statt x die Gröfse ß, also auch

statt q die Gröfse 2 Cosß, d. h. die Gröfse x setzt)

für das regelmäfsigc Dreyeck . . . Cos 3 ß = o oder

x z — 3 = o,
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für das Viereck . . , Sin 4 ß = o oder

x" - 2=0,
für das Fünfeck . . . Cos 5/3 = o oder

a: 4 — 5 x z -j- 5 = o,
und eben so erhält man auch für das regelmäfsige Polygon von

6 Seiten . . . x* — ^x l -f- 3 = o,
<7 » . . . x° — qx* -(- \l\x'i — 7 = 0,
8 » . . . x a — 6x 4 -J- t ox % — 4 = o,
9 » . , . x a ' — gx° -)- 27a. 4 — 30 a:1 -|- 9 = o,

10 » . . . x a — 8a: 0 -j- 21a: 4 — 20a: 2 -}-5 = o u. s. f.,
und aus diesen Gleichungen wird man, durch Auflösung (§. 68.
bis 70.) derselben, den Werth einer Seite x des regelmäfsigen
Polygons, in Theilen des Halbmessers desselben ausgedrückt,
bestimmen können. Wir wollen hier nur einige derselben in
Kürze näher betrachten.

I . Für das regelmäfsige Dreyeck ACEA (Fig. 34 ) flat man
x 1 — 3 = o oder x = + 3 ,

das doppelte Zeichen, da man von dem Anfangspuncte A eben
sowohl nach C , als auch rückwärts nach E gehen kann, um das
Polygon zu verzeichnen.

Da für das Dreyeck a = 6o und a: = 2Sina ist, so hat man
auch

Sin 60 = 7 \/ 3 und Cos 60 sss 1 — Sin 1 60=7,
also auch (§. 87, VI.)

Sin 3 o = 7 und Cos 3 o = 7^3,
geschlossene Ausdrücke für die Sinus und Cosinus dieser Win¬
kel, die wir oben (§. 104.) nur durch unendliche Reihen gege¬
ben haben.

II. Für das Viereck ist eben so

x = + \/ 2,
also ist auch, da a= 45 ° ist:

Sin 45 = - \f 2 = —.
III. Für das Fünfeck ist

a; 4 — 5 a: 1 -J- 5 = o.

Löst man diese Gleichung nach (J. 68, I. auf, so findet man
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2
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also einen vierfachen Werth für x, deren je zwey unter

gleich sind. Diese Doppelwerthe sind :
y» 5_t/5

der kleinere . . . * = ^/ —-— = 2 Sin 36°,

der gröfsere . . . x = = 2 ®* n 7 2 °*

sich

und

Theilt man daher die Peripherie eines Kreises in fünf glei¬

che Theile, und bezeichnet die Theilungspuncto durch i , a, 3,

4 und 5 , so gehört der kleinere Werth von x für die Seite des

Fünfecks, dessen Scheitel in> den Puncten r, 2, 3, 4 und 5

liegen, der gröfsere Werth von % aber gehört für dasjenige

Fünfeck, welches entsteht, wenn man die Puncte i3, 35, 52,

24 und 41 durch gerade Linien verbindet. Vielecke der letzten

Art, die zwey oder mehrmal um die Peripherie des Kreises ge¬

hen , werden, nach ihrer Gestalt, sternförmige Polygone genannt.

Aus diesen Ausdrücken von x folgt zugleich

Sin 36° = -j V'io — 2^5 und Sin 72 0 = j \^io -J- 2 y/5.

IV. Für das Sechseck ist

x* — 4 -f- 3 == o,

welche Gleichung auch so ausgedrückt werden kann:

( x 2 — 1 ) ([x 2 ■— 3) = o,

daher sie auch den bejden Gleichungen gleichgellend ist:
x l — 1=0 und

x z — 3 = o.

Die zweyte gehört, nach Nro. I., für das Dreyeck, das man

erhalt, wenn man von den Theilpuncten 1 , 2 , 3, ... 6 des

Sechsecks die Puncte i3, 35 und 5i verbindet. — Die erste aber

gibt xai für die Seite des gewöhnlichen Sechsecks, die also

dem Halbmesser gleich ist, daher man auch hat

Sina = Sin3o = j-,
wie zuvor.

Eben so läfst sich die obige Gleichung des Zehnecks, die

drey Factoren hat, in folgende drey Gleichungen aullösen:
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a’ 4 — 5 x 2 -f- 5 = o,

x 2 -(- x — i = o,

x 2 — x — i = o.

Die erste derselben gehört für das oben (Nro. III.) betrach¬

tete Fünfeck. Die zweyte gibt

x = (— i -j- 5 ) = 2 Sin 18°,

also die Seite des gewöhnlichen Zehnecks, wenn man die zehn

Theilpuncte i , 2, 3 , . . . i o des Kreises in ihrer natürlichen

Folge 12, 23 , 34 ) • • mit einander verbindet. Die dritte end¬

lich gibt

x = v( 1 d* V^) = 2 Sin 54 °)

oder die Seite des sternförmigen Zehnecks, das man durch die

Verbindung der Puncte 14, 47 ) 7.10, 10.i 3 u. f. erhält.

Ähnliche Betrachtungen lassen sich auch auf die übrigen

Polygone fortsetzen.

Bemerken wir noch, dafs alle Seiten dieser Polygone den

Halbmesser derselben gleich der Einheit voraussetzen. Will

man sich von dieser Voraussetzung befreyen, die nur der gros¬

sem Einfachheit w'egen eingeführt worden ist, so wird man blofs

(nach §.71.) in den vorhergehenden Ausdrücken statt x die Gröfse
X

— setzen, wenn r den Halbmesser des Polygons oder des dem

Polygone umschriebenen Kreises bezeichnet. So wird z. B. die

obige Gleichung

x* -f- x — 1=0

für das gewöhnliche Zehneck in folgende übergehen:

— -f- - — 1 = o oderr— r

x 2 -[- r x — r 2 = o,

in welcher auch alle Glieder dieselbe Anzahl von Dimensionen

haben, und für die Seite dieses Zehnecks wird man haben

* = ^(~ 1 + VA5).

§. 122. (Verdoppelung’der Seiten des Polygons.)

Um aus der Seile eines regelmäfsigen Polygons von n Seiten, die

Seite eines von 2n, 4«, 8n, . . . Seiten zu linden, verlängere

man das Lolh OM (Fig. 34 ) des nseitigen Polygons ABCD . . .,
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bis es die Peripherie des umschriebenen Kreises in JV trifft, und
verbinde diesen Punct N mit A und B durch gerade Linien, so
ist jede dieser Geraden AN, NB, . . . die Basis eines gleich¬
schenkligen Dreyeckes AON, NOB, . . . und zugleich die Seite
eines regelmäfsigen Polygons von an Seiten.

Ist dann AB = x die Seite des Polygons von «Seiten, und
AN e= NB = x die Seite des Polygons von an Seiten, so hat
man, um so aus x zu finden, die Gleichungen

x = 2 r Sin a und
x — iv Sin -i-a.

Setzt man in der ersten dieser Gleichungen statt Sin« die
Gröfse 2 Sin{-a Cosfoc, und eliminirt dann aus beyden Gleichun¬
gen die Gröfse -ja, so 'erhält man

x 4 — 4 V1 sc 7- -|- r %x z = o,
und diese Gleichung gibt x durch x, oder umgekehrt.

Löst man diese Gleichung auf und setzt wieder, der Kürze
wegen, den Radius r = i , so erhält man

f SC = \/2 -— 2 * - X z

für die gesuchte Seite des Polygons von an Seiten.
I. Daraus folgt sofort, dafs die Seite eines Polygons von

4« Seiten gleich ist x" = — \/ 2 2 — sc 2 ,

8« » » » x" = y/2 — y'a z — x" z ,

16 n » 5> » x lv = \/2 — Y a x — x " 2 u. f.
Substituirt man diese Werthe von x' sc'sc". . . in einander,

so erhält man z.B. für die Seite x IV des Polygons von i 6« Seiten
* ,T = / [ 2 — V t 3 + V ( 2 + + V **);]]•

§. 123. (Aus dem einem Kreise eingeschriebenen
Polygon das ihm umschriebene zu linden-) Ist ABC
(Fig. 34 ) das eingeschriebene, und abc das umschriebene Poly¬
gon von derselben Seitenzahl, so hat man, da die Gerade b N
sowohl als auch BM auf ON senkrecht steht, in den zwey recht¬
winkligen Dreyecken OBM und ObN

BM = ~x es rSina und
N b es jX = r Tanga,
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wenn * — AB die Seite des innern, und X = ab die des äus-

sern Polygons bezeichnet.

Da aber, nach $. 95, I.

Sin a Tang a

V i + Tang -a

ist, so erhält man durch Elimination der Gröfse a aus den bey-

den vorhergehenden Gleichungen:

also auch

und eben so

X 2 . x* — 4 r J (X 2 —*’),

V 4 r 3 ■— x-
ArX

x — .
V4r*-f X*

5.124. (Aehnlichkeit der Polygone.) Wenn man in

irgend einem Polygon ABCDE (Fig. 35 ) die Endpuncte A und

B einer seiner Seiten AB , die wir die Basis nennen wollen, mit

allen übrigen Winkeln C, D, E durch gerade Linien verbindet,

so entstehen so viele Dreyecke an der Basis, als das Polygon Sei¬

ten hat,, weniger zwey.

Nennen wir

A, B die Winkel an der Basis in dem Dreyecke ABC,

A', B' » » » v » » » » ABD ,

A", B"'-» » » » » » j> *■ ABE u. f.

Kennt man dann die Seite AB — a, so wie die genannten

Winkel A, A’, A"', . . . und B, B', B'\ ... so wird man, nach

5. >09, alle diese Dreyecke, ulso auch die Seiten B C, CD, . . .

und die Diagonalen AD, BE, . . . des Polygons durch Rech¬

nung bestimmen können.

So hat man z. B. für die Seite BC den Ausdruck

BC
Sin A

Sin (A.-\- B) ’

und eben so für die Diagonalen AC, AD, . . .

Sin ß . „ Sin ß’
AC — a A D — a u. s. w.

Sin(^-fß)’ — ” Sin (A'-fW)

Bezeichnet man demnach durch* irgend eine dieser Seiten,

#der auch irgend eine dieser Diagonalen, so wird, wie aus den
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vorhergehenden Ausdrücken erhellt, die Gröfsc — eine blol'se

Function der Winkel A, A', A", . . . und B, B', B", . . . seyn,

oder man wird haben

-=f.(A, Ä, A", . . . B, S, . . .).a

Wenn man dann mit denselben Winkeln A, A', . . .

B B', . . . aber mit einer andern Seite, z. B. mit der Seite

Aß — d, ein zweytes Polygon Aßybe verzeichnet, so werden

(nach §. 83.) beyde Polygone einander ähnlich seyn. Kennt man

aber x die mit x homologe (gleichliegende) Seite oder Diagonale

in dem zweyten Polygon, so wird man aus demselben Grunde

auch die Gleichung haben

~=f. (A, A', A", ... B, B', . . .),

und aus diesen zwey Gleichungen folgt sofort
X X

a a 9

das heifst: in ähnlichen Figuren sind die homologen Seiten und

überhaupt alle homologen Linien unter sich proportionirt.

I. Es ist für sich klar, dafs das zweyte Polygon Aßy&e.

auch aufser der ersten Figur liegen kann, wenn nur die Winkel

bey ß, y, 5, . . . mit denen bey B, C, D, . . . in dem ersten

Polygon gleich grofs genommen werden. — Darauf gründen sich

die Aufnahmen mit dem sogenannten Mefslische (§. 14 ».).

II. Sind überhaupt a , b, c, . . . die Seiten des einen, und

a, b', c, . . . die homologen Seiten des anderen, jenem ähnli¬

chen Polygons , so hat man

x : x c=z a : a,

x . x ■" ■ b t. b ,

x : x = c : c u. f.,
also auch

x •. x' — a -\- b c a b' +c' + ...,

das heilst: die Perimeter ähnlicher Figuren verhalten sich wie ihre

homologen Linien.

III. Eben so, wüe man aus der Basis a und den an ihr lie-?

genden Winkeln A, A', . . . B, B', . . . alle Seiten der Drey-

ecke ABC, ABI), . . . berechnen kann, wird man auch die

Flächen dieser Drcyecke durch Rechnung, also auch die Fläche
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des ganzen Polygons bestimmen. Nennt man daher F diese Fläche

des Polygons, so wird auch die Grüfse
F

x *

eine blofse Function jener erwähnten Gröfsen seyn, oder man

wird haben

— = 9. {A , A , . . . B, B , . . .),

wo wieder 9 das Zeichen der Function ist. Ganz auf dieselbe

Weise wird man auch in einem zweyten, jenem ähnlichen Poly¬

gon haben:

-pj = 9 • (A , A , . . . B , Zf, . . .),
F .r-

woraus wieder folgt — = — ,

das heifst: die Flächen ähnlicher Figuren verhallen sich wie die

Quadrate ihrer homologen Linien.

IV. Um daher auf einer gegebenen Geraden Aß, auch aus¬

ser der Figur ABC DE (Fig. 35), eine dieser Figur ähnliche zu

verzeichnen, theilt man die gegebene Figur durch Diagonalen in

Dreyecke, und setzt dann auf Aß ein Dreyeck Aßy ähnlich dem

ABC ; ferner auf Ay ein Dreyeck Ay 5 ähnlich dem ACD ; dann

auf Ab ein Dreyeck Abe ähnlich dem ADE u, f., so werden

beyde Figuren einander ähnlich seyn.

V. Da alle regelmäfsigen Polygone, wenn sie dieselbe Sei¬

tenzahl haben, unter sich ähnliche Figuren sind, so wird der

aufgestellte Satz auch von ihnen gelten, und eben so auch von

jedem Kreise, dem das eingeschriebene regelmäfsigePolygon im¬

mer näher kömmt, je gröfser die Anzahl der Seiten desselben

ist, so dals also Kreise als regelmäfsige Polygone von unzählig

vielen Seiten zu betrachten sind; daher auch die Peripherien

zweyer Kreise sich wie ihre Durch- oder Halbmesser, und die

Flächen derselben sich wie die Quadrate ihrer Halbmesser ver¬

halten. Da aber die Zahl 2 x (J. io3.) die Peripherie eines Krei¬

ses bezeichnet, dessen Halbmesser die Einheit ist, so wird dem¬

nach für einen Kreis, dessen Halbmesser r ist, die Peripherie

gleich 2 r?r, und die Oberfläche desselben gleich 2 r;r^-j=r ! )r
seyn.



Neunzehntes C a p i t e 1.
Practische Geometrie.

§. 125. (Errichtung eines gleichschenkligen Drey-
eckes auf einer gegebenen Geraden.) Indem wir nun zu
den Anwendungen der vorhergehenden geometrischen Sätze über¬
gehen, wie sie in der Geodäsie (Feldmessung) Statt haben, wol¬
len wir zuerst die Auflösungen einiger hieher gehörenden Pro¬
bleme vorausschicken.

Um auf einer gegebenen Geraden AC (Fig. 4) ein gleich¬
schenkliges Dreyeck zu errichten, beschreibe man. mittelst des

Zirkels (dessen Kenntnifs und Gebrauch hier voransgesetzt wird)
aus den beyden Endpuncten A und C mit einem willkürlichen
Halbmesser (Öffnung des Zirkels) zwey Kreise, oder auch nur
zwey kleine Kreisbogen, die sich irgendwo, in dem Puncte B,
schneiden, und verbinde dann den Punct B mit A und C , so ist

ABC das verlangte gleichschenklige Dreyeck.
Nimmt man die Öffnung des Zirkels gleich der gegebenen

Linie AC, so erhält man ein gleichseitiges Dreyeck ABC.
Kleiner als ^AC aber kann man diese Öffnung nicht nehmen,

weil sich sonst die Bogen nicht mehr schneiden würden, oder
weil (§. 106, III.) in jedem Dreyecke die Summe zweyer Seiten
grüfscr seyn mufs, als die dritte.

§. 126. (Einen gegebenen Winkel ABC (Fig. 36)
baibiren.) Man nehme AB = AC, ziehe BC, und errichte
über BC (nach §. ie 5 .) ein gleichschenkliges Dreyeck BBC, so
halbirt die Gerade DA den Winkel BAC.

Durch neues Halbiren der Winkel BAD und D AC wird

man den gegebenen Winkel B AC in 1\, und eben so in 8, 16,
82, ... gleiche Theile theilen.

Die Gründe für die Richtigkeit bey diesem und bey dem
nächstfolgenden Verfahren folgen unmittelbar aus dem Vorher-
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gehenden auf eine Weise, die zu einfach, ist, als dafs sie hier
besonders angeführt werden sollte.

§. 127. (Eine gegebene Gerade BC (Fig. 36) hal-
hiren.) Man beschreibe über ihr ein gleichschenkliges Dreyeck
jßCZ)(nach§. 125 .), und halbire dann den Winkel D (nach J. 126)
durch die Linie DE, so ist B E = EC. — Oder auch: man be¬
schreibe über und unter der gegebenen Geraden BC ein gleich¬
schenkliges Dreyeck ECD und BJC, und verbinde die Puncte

A und D durch die Linie AD, welche letzte die BC in £ halbirt.

§. 128. (Durch einen gegebenen Punct C in, oder
C aufser einer Geraden Af/V(Fig. 37) auf dieser Ge¬
raden ein Loth errichten.) Man beschreibe aus C oder C
mit einem willkürlichen Halbmesser einen Kreisbogen, der die
Gerade MN in zwey Puncte A und B schneidet, und errichte
über AB ein»gleichschenkligen Dreyeck ABD, so ist DC'C das
gesuchte Loth.

§. 129. (An dem Endpuncte B (Fig. 38) einer Ge¬
raden ABj, ohne sie zu verlängern, ein Loth errich¬
ten.) Man beschreibe aus irgend einem Puncte O mit dem Halb¬
messer OB einen Kreis so, dafs derselbe die Linie AB irgendwo,
z. B. in a schneide, ziehe dann den Durchmesser aOD und ver¬

binde D mit B, so ist B D das gesuchte Loth (§. i 12, l.).
Einfacher wird man diefs auf blofs mechanische Weise durch

das PP'inkelma/s, durch eine in Gestalt eines rechtwinkligen
Dreyckes ausgeschnittene Platte von Holz oder Metall, wie A D C
(Fig. 87) darstellcn. Man prüft dasselbe, indem man die eine
Seile AC desselben an eine mit Sorgfalt gezogene Gerade MN
anlegt, und die Linie CD (mit einem Stifte) zieht; dann das
Winkelmafs so umlegt, dafs die Seite AC desselben nach CB in
dieselbe Gerade MN fällt, wo dann die andere Seite CD des

Winkelmafses wieder genau auf die früher gezogene Gerade CD
fallen mufs , wenn der Winkel ACD des Instruments in der That
ein rechter ist.

5. i 3 o. (Aus drey gegebenen Geraden ein Dreyeck
COllStruiren.) Ist BC(Fig. 23) eine dieser Geraden, so bc-
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schreibe man aus B mit der zweyten Geraden (die gleich AB ist)
als Halbmesser einen Kreisbogen, und eben so mit der dritten
Gei’aden (die gleich CA seyn soll) als Halbmesser aus C einen
Kreisbogen; beyde Bogen schneiden sich in einem Puncte A,
■\vo dann ABC das gesuchte Dreyeck ist.

Wegen §. 106, III. müssen von den drey Geraden zwey
zusammen gröfser als die dritte seyn.

§. i 3 i. (An einem gegebenen Punct A (Fig. 39)
einer Linie MN einen Winkel von gegebener Gröfse
(oc) errichten.) Man ziehe in dem gegebenen Winkel bac = x
willkürlich die Gerade bc, wodurch man ein Dreyeck mit dem
gegebenen Winkel x erhält. Dann nehme man auf der gegebenen
Geraden MN die Linie AC=ac, und errichte über AC (nach
§. i 3 o.) mit den drey Seiten ac, ab und bc das Dreyeck ABC ,
so ist der Winkel BAC = x.

I. Einfacher erreicht man dasselbe, auf blofs mechanische
Weise, durch den sogenannten Transporteur 3 oder durch einen
von einer Metallplatte ausgeschnittenen Halbkreis, dessen Peri¬
pherie in die einzelnen Grade getheilt ist.

II. Genauer aber noch durch den Mafsslab (§. i 3 s.) mit
Hülfe der trigonometrischen Tafeln (§. 104.). Soll man z. B. einen
Winkel von 5 o° 36 ' verzeichnen, so zeigen diese Tafeln, dafs
die Tangente dieses Winkels gleich 1.2174 ist* Man nehme da¬
her auf der Geraden AM (Fig. 4 °)i in deren Puncte A dieser
Winkel errichtet werden soll, mittelst des Mafsstabes die Linie
AB— 1000 (oder genauer gleich 10000), errichte in B das Lolh
BD , und nehme auf diesem Lothe die Länge BC— 1217 (oder
genauer gleich 12174), und ziehe dann die Gerade AC, so ist
B AC der verlangte Winkel von 5 o° 36 '.

§• >32 . (Verjüngter Mafsstab und Vernier.) Wenn
man die Seite .,4 D (Fig. 4 >) eines Bechteckes in eine Anzahl,
z. B. in drey gleiche Theile AB, BC, CD, die einzelne Zolle
vorstellen sollen, und einen dieser Theile CD wieder z. B. in
vier gleiche Theile theilt, während die andere Seite DD' des
Rechteckes etwa in fünf gleiche Theile gelheilt wird, und wenn
man dann die Parallelen und die Diagonalen III D', II r, In,



224 §. 155 *

wie die Zeichnung zeigt, zieht, so kann man durch eine solche
Vorrichtung den Zoll nicht nur in seinem vierten, sondern selbst
in seinem zwanzigsten Theile noch genau messen. So hat man
z. B. wenn man mit einem Zirkel die Weite AC nimmt, die Länge
von zwej Zollen, aber die Weile

Al beträgt 2^ Zolle,

All » 2 j »

,4111 » 2 \- »4

und eben so ist auch die Weite

bm gleich • + f + TS = 1 TT Zolle,
an » 2 + T + -TT = 2 ^T *

C r * 0 + T + TS = H » «• f*»

Avie diefs alles für sich klar ist. Würde man die beyden Seiten

C D und DD' in zehn gleiche Theile theilen, so würde man da¬
durch noch den hundertsten Theil eines Zolles angeben können u. f.
Eine solche Vorrichtung wird ein verjüngter Mafsstab genannt,
da die Linien AB , BC, CD, . . . eben so gut Zolle, als Fufse
oder selbst Meilen bedeuten können, wenn man z. B. gröfsere
Theile der Oberlläche der Erde durch eine Zeichnung von ge¬
ringem Umfange im Kleinen darstellen will.

Sey eben so der Theil O X einer Geraden oder auch eines
Kreisbogens AB (Fig. 43) in 10 gleiche Theile, z. B. in dem
letzten Falle in 10 Minuten getheilt, so dafs also jedes Intervall
Ol, III, IIIII, . . . eine Minute betrage.

Neben, oder hier unter ihm, sey der concentrische Kreis¬
bogen 0.10 angebracht, der sich an dem festen Bogen O.Xy or-
und rückwärts bewegen läfst. Dieser letzte Kreisbogen o 10 be¬
trage aber in seiner Länge nur eben so viel, als 9 Intervalle des
oberen Bogens, und sey dem ungeachtet ebenfalls in 10 gleiche
Theile getheilt, 01, 12,23, . . ., so dafs also jeder Theil des
unteren Bogens nur eines oberen Theiles, d. h. nur Minute
oder 04 Secunden beträgt. Legt man daher die beyden Bogen
so neben einander, dafs die ersten Theilstriche O o coincidiren
oder eine einzige Gerade bilden, so wird die Distanz der beyden
Theilstriche I und 1 der beyden Bogen gleich 6 Secunden5 die
Distanz der Striche II und 2 gleich 12 Secunden, die der III und

3 gleich 18 Secunden seyn u. s. f., so dafs man daher mit einer
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solchen Vorrichtung noch Winkel von 6 Secumlen messen, oder
dafs man damit gröfsere Winkel bis auf 6 Secunden genau be¬
stimmen wird, obschon der obere Kreis selbst nur in einzelne
Minuten getheilt ist. — Diese sinnreiche Einrichtung wird Ver¬
nier genannt.

§. i 33 . (Durch einen gegebenen Punct M (Fig. 43)

mileiner gegebenen Geradenfl&eine Parallele ziehen.)
Man ziehe durch den Punct M die Gerade MC willkürlich, so dafs
sie die ab in irgendeinem Puncte C schneide, und mache dann
(nach dem Vorhergehenden) den Winkel x gleich dem Winkel y,
so ist AC die gesuchte Parallele.

5. 134. (Eine Gerade ^ 2 ? (Fig. 44 ) in eine gege¬
bene Anzahl Theile theilen, die ein gegebenes Ver-
hältnils unter sich haben-) Sey das gegebene Verhähnifs
das der Linien Ab , bc und cd. — Man setze die gegebene Ge¬
rade AD unter irgend einen nicht zu kleinen Winkel an einem
der Endpuncte A der Geraden Ab cd, verbinde die beyden an¬
deren Endpuncte d und D, und ziehe durch b und durch c (nach
§. i33.) die mit CD parallelen Geraden bB und cC, so sind B
und C die gesuchten Theilungspuncte der Linie AD.

Will man die gegebene Gerade AD in eine gegebene Anzahl
gleicher Theile theilen, so nehme man auf einer anderen Geraden
iAN die willkürlichen, aber gleichen Theile Ab = bc = cd, . . . ,
und verfahre wie zuvor,

§. i 35 . (Zu drey gegebenen Linien a, b, c die
vierte Proportionale linden ) Man trage auf dem Schen¬
kel AN (Fig. 44) eines willkürlichen Winkels die erste Linie
Ab — a , auf den zweyten Schenkel AD die zw’eyte Linie AB = b,
und wieder auf den ersten Schenkel die dritte Linie bc=zc, ver¬
binde die Puncte b undT, und ziehe durch c mit bB die Paral¬

lelen cC, so ist BC die gesuchte vierte Proportionale (§. 37 .
und 107 , 111 .).

5 - >36. (Zwischen zwey Geraden AP und PB
(Fig, 15) von gegebener Gröl'se eine mittlere geome¬
trische Proportionale (§. 38, I.) linden.) Man beschreibe

Lütrow’s Anfangsgr. <1.gesammt, Mathen», l5
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über der Summe A B der zwey gegebenen Geraden als Durch¬

messer, einen Halbkreis AMD, und errichte in ihm auf BA

durch den Punct P das Loth PM, so ist PM die gesuchte mitt¬

lere Proportionale zwischen AP und PB, oder es ist ($. 92, II.

und §, 112, I.)
AP : PM =a PM : PB.

§. 137. (Ein Quadrat verzeichnen, das der Summe
von zwey gegebenen Quadraten gleich ist.) Sind a
und b (Fig. 4h) die Seiten der zwey gegebenen Quadrate, so

stelle man sie in einem ihrer Endpuncte rechtwinklig zusammen,

und verbinde dann ihre anderen Endpuncte durch eine Gerade x,

so ist

x 2 = a 2 -J- b 2,

also auch x die Seite des gesuchten Quadrats.

Setzt man an den Endpunct der Linie x eine dritte Gerade c

rechtwinklig an, so ist die Linie y, welche die Endpuncte der

Geraden x und c verbindet, oder so ist

y 2 = x 2 -j- c 2 , also auch

y 2 — a 2 -f- b 2 -f- c 2 ,

oderj- ist die Seite eines Quadrats, das der Summe von drey

«nderen Quadraten gleich ist.

Zieht man eben so d senkrecht auf^', so ist

z 2 == y 2 -f- d 2 , also auch

z 2 = a 2 -j- b 2 -J- c 2 -j- d 2 ,

oder z ist die Seite eines Quadrats, das vier anderen Quadraten

gleich ist u. f. Für a— b = c — d= 1 '-hat man

® = V3 , y = 3 , s = ■ — 2 «. s. w.

Da die Flächen aller ähnlichen Figuren sich wie die Qua¬

drate ihrer homologen Seiten verhalten (§. 124, III. V.), so wird

man in dem Vorhergehenden statt den Linien a, b, c, ... auch

die homologen Seiten von ähnlichen Figuren, z. B. die Seiten

oder die Halbmesser von regelmäfsigen Polygonen oder auch die

Halbmesser verschiedener Kreise substituiren können , und da¬

durch Polygone oder Kreise erhalten, deren Fläche gleich ist

der Summe der Flächen von 2, 3 , 4 > • • • anderen ähnlichen

Polygone oder der Summe der Flächen von eben so viel Kreisen.
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§. 138. (Theilung eines Parallelogramms in vier
andere.) Wenn man in einem Parallelogramme AB CD (Fig. 47)
durch irgend einen Punct der Diagonale AC zu den beyden Sei¬

ten des Parallelogrammes Parallelen zieht, so entstehen vier

Parallelogramme, von welchen die beyden a und a, durch welche

die Diagonale nicht geht, unter sich gleich sind.

Denn da die Diagonale des Parallelogramms halbirt, so ist

das Dreyeck ABC = ADC,

und eben so ist m = m

und n = n',

also ist auch

ABC — m — n — ADC — m — n ",

das heifst, die Parallelogramme, durch welche die Diagonale

AC nicht geht, sind gleich.

§. 139. (Ei 11 gegebenes Dreyeck in ein Parallelo¬
gramm verwandeln, das mit jenem dieselbe Fläche
hat-) Sey AB C (Fig. 48) das gegebene Dreyeck. Halbire AB
in E, und ziehe durch C die Parallele CF mit AB, und durch

£ und B zwey willkürliche, aber unter sich parallelen Linien

ED und BF, so ist das Dreyeck ABC äquivalent (§. 83 .) dem

Parallelogramme BDEF, da beyde Figuren dieselbe Länge ha¬

ben, und da die Basis des Parallelogramms die Hälfte der Basis

des Dreyeckes ist.

5 - -40. (Ein gegebenes Dreyeck in ein Parallelo¬
gramm verwandeln, das einen gegebenen Winkel A
nnd eine gegebene Seite a hat.) Sey das gegebene Drey¬
eck ABC (Fig. 49). Man nehme bey der vorhergehenden Ver¬

zeichnung den Winkel BE D = A, und verlängere die in E hal-

birte Linie AB, bis BH~a ist, und ziehe durch H die mit DE

oder BF parallele Gerade NHK, durch C die mit AB parallele

CK, und durch K und B die Gerade KB, die der verlängerten

DE in L begegnet, so entsteht ein Parallelogramm D L K N, das

durch die Diagonale K L und durch die Gerade E H in vier an¬

dere Parallelogramme getheilt wird, von welchen (nach i 38 .)i5 *
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die beyden EF und BN unter sich und mit dem gegebenenDrey-
eckc ABC äquivalent sind, und von welchen das letzte BN den
gegebenen WinkelBMN = A, und die gegebene Seite BH=zMN=a
hat.

I. Demnach läfstsich auch jede Figur in ein Parallelogramm
von einem gegebenen Winkel und einer gegebenen Seite verwan¬
deln, da man jede Figur durch Diagonalen in Dreyecke theilen,
und das erwähnte Verfahren für jedes einzelne Dreyeck der Figur
ausführen kann. Die so erhaltenen einzelnen Parallelogramme
werden dann, mit den gleichen Winkeln an einander gestellt,
das gesuchte, der Figur äquivalente Parallelogramm geben.

II. Nimmt man den gegebenen Winkel A gleich einem rech¬
ten an, so läfst sich auch jede Figur in ein Rechteck von einer
gegebenen Seite verwandeln.

III. Um endlich auch jedes Parallelogramm A B CD (Fig. 3 1)
in ein Quadrat zu verwandeln, suche man zwischen der Basis
AB — b und der Höhe DAf=/i des Parallelogramms (nach§. i36.)
die mittlere geometrische Proportionale x , so ist x die Seite des
gesuchten Quadrats, das dem gegebenen Parallelogramme äqui¬
valent ist, da man hat:

b : x = x : h ,
oder

bh — x'1.

§. i4>. (Der Melstiscll.) Ehe wir nun zu den eigent¬
lichen Problemen der Geodäsie übergehen, wird es angemessen
seyn, die vorzüglichsten, besonders die für die Winkelmessun¬
gen auf dem Felde bestimmten Instrumente, ihrer Einrichtung
und ihrem Gebrauche nach, hier kurz anzuführen.

Der Mefslisch (Fig. 5o) besteht aus einer ebenen, mit Papier
bespannten Tafel, die auf einem Fufsgestelle in jeder Richtung
horizontal befestigt werden kann. A ist die erwähnte Tafel;
x, x, x' sind die drey Füfse des Gestells , die unten mit eisernen
Spitzen versehen, und an ihrem oberen Ende an dem Cylinder B
so befestiget sind, dafs sie verschiedene Stellungen gegen einan¬
der einnehmen können, um dadurch die Tafel A auf jedem Fufs-
boden in eine horizontale oder überhaupt in eine gegebene Lage
zu bringen. Bey n ist eine sogenannte Schraube ohne Ende,
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die man dem Getriebe B des Cylinders durch den Druck einer
Stahlfeder nähert, damit die Schraube in das Gewinde eingrei-
fen, und dadurch die Tafelt in ihrer Lage um die verticale
Axe np oder Bp etwas gedreht werden kann. An dem unteren
Theile des Cylinders B sind noch dreyArme o, o', o" angebracht,
durch deren jeden eine Schraube geht, deren oberstes Ende man,
durch Drehung des Handgriffs p , p , p", der unteren Seite der
Tafel A sanft nähern kann, um dadurch dieser Tafel eine drey-
fache, sichere Unterlage zu geben.

Eine nähere Beschreibung und weitere Vorschriften über
den Gebrauch dieses einfachen Instruments findet man, z. B. in
J. J. Mayer's Unterricht zur pract. Geometrie, Vol. I. Cap. VII.,
oder in Nelto’s Lehrbuch des Aufnehmens mit dem Mefstisch.
Berlin 1822,

Hier wird es genügen, zu bemerken, dafs man auf diesem
Tische um einen gegebenen (etwa durch eine in den Tisch ein¬
gesteckte Nadel bezeichneten) Punct ein Lineal dreht, um das¬
selbe nach den verschiedenen Puncten der Umgegend zu richten,
wo man dann diese Richtungen des Lineals auf dem Tische mit
einer Bleyfeder bezeichnet, und dadurch die Winkel erhält,
welche diese Richtungen, in dem gegebenen Punct, unter sich
bilden. Dieses Lineal ist an seinen beydenEndpuncten mit zwey
kleinen, in ihrer Mitte durchbrochenen, Rechtecken (oder mit
sogenannten Dioptern ) versehen, um durch die Öffnungen der¬
selben die Puncte der Umgegend genauer fixiren zu können. —
Anwendungen dieses Instruments werden wir sogleich weiter un¬
ten kennen lernen.

*42. (Der Theodolit.) Dieses vorzüglichste Instru¬
ment der Geodäten besteht in seinen wesentlichsten Theilen aus

einer horizontalen Scheibe A B (Fig. 5 i), und aus einem mit ei¬
nem Fernrohre CDE verbundenen verticalen Kreise FG. Die
horizontale Scheibe läfst sich um ihre fixe verticale Axe K, und
der verticale, mit dem Fernrohre fest verbundene Kreis läfst
sich um seine horizontale Axe CH drehen, so dafs demnach,
durch diese doppelte Drehung, das Fernrohr auf jeden Punct
in und über dem Horizont gestellt werden kann.

Diese horizontale Axe CH ruht auf vier, in der Zeichnung
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sichtbaren Stützen , die an ihrem unteren Ende mit dem horizon¬
talen Kreise AB fest verbunden sind, und sich daher zugleich
mit diesem Kreise bewegen. Das Fernrohr CDE aber ist in sei¬
ner Mitte I) unter einem rechten Winkel so gebrochen, dafs ein
im Innern des Rohrs , bey D , aufgestellter Planspiegel, die von
dem Gegenstände auf das Objectivglas E' fallenden Strahlen in
der Richtung CD auf das Ocular C, und von da in das Auge des
Beobachters bey C reflectirt. Durch diese Einrichtung sieht also
das Auge alle Gegenstände, welche Höhe über dem Horizonte
sie auch haben mögen, durch das Fernrohr immer in der hori¬
zontalen Richtung CH.

Das ganze Instrument ruht auf einem Dreyfufs, der an sei¬
nen Enden von drey starken Schrauben getragen wird, deren
Mütter mit ihren conischen Enden in den Boden, auf welchen das
Instrument gestellt wird, fest eingreifen. Zur Schonung dieser
stählernen Endspitzen stellt man sie auf kleine, tellerförmige Un¬
terlagen c, d, e, die an ihrer oberen Seite kleine Vertiefungen
haben , in welche jene Spitzen genau passen.

An der unteren Seite dieses Dreyfufses ist eine dreyarmige
Stahlfeder (von welcher man zwey Arme zu beyden Seiten von b
sieht) durch drey Schrauben befestiget (von welchen zwey bey
J und g sichtbar sind). Auf der Mitte dieser Stahlfeder ruht die
eigentliche verticale Axe ba des Horizontalkreises AB, welche
Axe von dem hohlen, an den Dreyfufs befestigten Cylinder K
umgeben ist.

Beyde Kreise, der horizontale AB und der verticale FG,
sind an ihrem Rande in Grade und Theile des Grades getheilt,
und über diesen Theilungen ist ein fixer metallener Arm (die Al-
hidade ), in der Richtung der Halbmesser dieser Kreise, befe¬
stiget, der an seinem äufsersterx Endpunete , bey m und n , einen
Vernier (§. i3a.) trägt, um dadurch die Stellung der beyden Kreise
genau angeben zu können. Die eine dieser Alhidaden m ist an
dem erwähnten hohlen Cylinder K bey a befestigt, und die an¬
dere n w'ird durch ein an dem Horizontalkreise AB angebrachtes
Gestelle pq getragen.

Um mit diesem Instrumente einen Gegenstand zu beobach¬
ten, dreht man den horizontalen Kreis in seinen Cylinder IC , bis
der Gegenstand in die Verticalebene des Höhenkreises F G kömmt,
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und dreht dann diesen Höhenkreis sammt seinem Fernrohre, bis

der Gegenstand in dem Felde des Fernrohrs, und zwar in dem

Durchschnitte der beyden Kreuzfädcn erscheint, die in dem

Brennpuncte dieses Fernrohrs ausgespannt sind. In dieser Lage

gibt die Alhidade m des Kreises AB die horizontale, und die

Alhidade n des Kreises FG die verticale Richtung des Gegenstan¬

des auf dem getheilten Rande der beyden Kreise an.

§. 143. (Rectificatiou des Theodoliten.) Ehe man
aber mit einem solchen Instrumente zu den Beobachtungen über¬

geht, mufs es zuerst in allen seinen Theilen berichtiget oder

reclificirt werden.

I. Zu diesem Zwecke mufs zuerst der untere Kreis AB

horizontal, oder was dasselbe ist, seine (auf die Ebene dieses

Kreises schon von dem Mechaniker genau senkrecht gestellte)

Axe a b mufs vertical gestellt werden. Diefs geschieht mittelst

einer Wasserwage (Libelle), die man auf die horizontale Dre-

hungsaxe CH aufstellt, nachdem man diese Axe nahe in die Rich¬

tung von zwey der drey untersten, grofsen Fufsschrauben des

Instruments gebracht hat.

Man bringt nämlich, durch Drehung der einen dieser zwey

Fufsschrauben, die Luftblase der Libelle an einen bestimmten

Theilpunct, z. B. an den Punct 10 der Glasröhre Dann wendet

man den Kreis AB nahe um 180 Grade, so dafs die Axe CH wie¬

der nahe mit denselben zwey Fufsschrauben parallel wird. Ist

die Blase, bey dieser zweyten Stellung des Instruments, nicht

mehr bey dem früheren Theilpuncte 10, sondern z. B. bey 18,

so bringt man sie, durch eine jener zwey Fufsschrauben, auf das

Mittel jener zwey Zahlen, also hier auf 14, da f(>o-(- 18) = 14 ist.

Dann dreht man den Kreis A B blofs um 90 Grade weiter,

so dafs die Axe CH jetzt durch die drille jener Fufsschrauben

geht, und bringt auch hier, aber blofs mittelst der Bewegung die¬

ser dritten Schraube, die Blase wieder auf den letzten Theil-

strich 14.

Dadurch hat man das Instrument dahin gebracht, dafs die

Libelle in allen Lagen des Kreises AB, immer denselben Theil¬

punct 14 zeigt, zum Zeichen, dafs dieser Kreis nun selbst hori¬
zontal ist.
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Gewöhnlich wird man, wenn der anfängliche Fehler des
Kreises AB zu. grofs ist, dieses Verfahren einige Mal wiederho¬
len müssen, wodurch dann der Fehler bald sehr klein wird und
endlich gänzlich verschwindet.

Will man dann auch, nach hergestellter Horizontalität die¬
ses Kreises, die Libelle selbst noch genau recliüciren, so wird
man nur, mittelst der eigenen Correctionsschraube dieser Libelle,
die Luftblase derselben genau auf die Mitte der Glasröhre, oder
auf den Theilstrich Kuli zurückführen, obschon diefs nicht noth*
wendig ist, da es schon, wie man aus dem Vorhergehenden sieht,
genügt, wenn die Luftblase, für den horizontalen Stand der Li¬
belle, nicht zu weit von der Mitte der Glasröhre entfernt ist.

II. Um dann auch die Drehungsaxe CH des Verticalkreises
FG horizontal (und sonach diesen Verticalkreis selbst genau senk¬
recht auf den Horizont) zu stellen , wird man (bey unveränderter
Lage des unteren Kreises AB), dieselbe Libelle zuerst in einer,
und dann auch in der entgegengesetzten Lage auf dieser Axe CH
aufstellen, so dafs dasselbe Ende der Libelle zuerst nach C , und
dann nach H zu stehen kömmt. Steht die Blase, in beyden La¬
gen der Libelle, bey verschiedenen Theilstrichen, z. B. bey 12
und 18, so wird man sie wieder auf das Mittel ^-(12 -j- 18) = i .5
bringen, und zwar (mittelst eigener dazu bestimmten Corrections-
schrauben) durch Verlängerung oder Verkürzung der oben er¬
wähnten vier Stützen, auf welchen die Endpuncte C und IJ die¬
ser Axe ruhen. — Auch diese Operation wird man, wenn es
nöthig ist, wiederholen, bis der noch übrige Fehler unmerklich
w’ird.

III. Um endlich auch das Fadenkreuz im Brennpuncte des
Fernrohrs gehörig zu stellen, richtet man dieses Kreuz auf einen
weit entfernten und scharf begrenzten Gegenstand, und bewegt
dabey das Ocular des Fernrohrs (in der für dasselbe bestimmten
Röhre) so lange vor- oder rückwärts, bis der Gegenstand voll¬
kommen deutlich erscheint. ^

Sieht man dann das Fadenkreuz undeutlich, so rückt
man auch dieses Kreuz so lange \ or oder zurück, bis dasselbe
ganz scharf und schwarz erscheint, oder bis es den Punct des
Gegenstandes, auf den man es gestellt hat, nicht mehr verläfst,
wenn man auch das Auge vor dem Ocular hin und her bewegt.



§. 143 . 233

Dadurch ist das Fadenkreuz in den Brennpunct des Fernrohrs

gebracht.
Um dann den verticalen Faden desselben in der That genau

vertical zu stellen, wird man diesen Faden, durch ein sanftes

Bewegen des Fernrohrs in seiner Yerticalehene, an einem scharf
begrenzten Gegenstand, der ganzen Länge des Fadens nach, her¬
abgehen lassen , und , wenn der Faden bey dieser Bewegung den
Gegenstand verläfst, ihn um seinen Mittelpunct (durch eine ei¬
gens dazu bestimmte Schraube an dem Ocularende des Fernrohrs)
drehen, bis dieser Fehler nicht mehr bemerkt wird. Dadurch
ist nun auch der andere Faden horizontal geworden, da derselbe
schon von dem Künstler auf den ersten senkrecht gestellt ist.

Um endlich noch denselben verticalen Faden des Kreuzes
so zu stellen, dafs die durch ihre und durch die Mitte des Ob-
jeclivs E gehende Fbene, senkrecht auf der Drehungsaxe CIi
(oder, 'was dasselbe ist, parallel mit dem Verticalkreise FG)
wird, bringe man diesenFaden auf einen wohlbegrenzten Gegen¬
stand und lese die Alhidade m des Horizontalkreises A B ab.

Nehmen wir an, man habe so denWinkel 36 ° 48 ' 2 o" gefunden.
Dann dreht man diesen Kreis und mit ihm das Fernrohr genau
um 180 Grade, wozu eine zweyte Lesung des Kreises AB das
Mittel gibt, und bringt, in dieser ztveytenLage des Instruments,
das Fernrohr, durch Umdrehung desselben in seiner Ebene, wie¬
der auf den Gegenstand zurück. Wenn in dieser zweyten Lage
die Alhidade m nicht genau um 180 Grade mehr, als zuvor, also
nicht 216°48'20”, sondern z.B. 2i6°47 5 o", also 3 o" zu viel zeigt,
so verbessert man die Stellung des Kreises um die Ilälfle dieses
Fehlers, oder man stellt ihn auf 216° 48' 5 '*, und bringt dann
(durch eine eigene an dem Fernrohre bey C angebrache kleine
Schraube) den Faden genau auf den beobachteten Gegenstand
zurück, so dafs die eine Hälfte des Fehlers durch Verrückung
des Kreises, und die andere durch Yeri’ückung des Fadens ver¬
bessert wird.

IV. Noch mufs bemerkt werden, dafs der Künstler nur sel¬
ten denjenigen Punct des Yerticalkreises, welcher dem Horizonte
oder dem Zenith entspricht, durch o° oder 90" bezeichnet hat,
sondern dafs er diese Bestimmung des Anfangspuncts der Zählung
dem Beobachter zu überlassen pllcgt. Um diesen Punct zu linden,
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wird man denselben Gegenstand zweymal, mit umgewendetem
Instrumente, beobachten, so dafs zuerst der Verticalkreis FG
z. B. rechts und dann links von dem Beobachter steht, wenn der
Gegenstand in beyden Beobachtungen an dem horizontalen Faden
des Fernrohrs erscheint. Das Mittel aus den beyden Lesungen
der Alhidade n des Verticalkreises wird den höchsten Punct die¬

ses Kreises, oder denjenigen Punct geben, auf welchen der
Kreis gestellt werden mufs, damit die Axe des Fernrohrs genau
vertieal oder gegen das Zenith gerichtet ist, so dafs daher auch
der um 90 Grad vor oder nach ihm stehende Punct der gesuchte
llorizontalpunct des Kreises FG seyn wird, von welchem anzu¬
fangen man alle beobachteten Höhen der Gegenstände zu zäh¬
len hat.

§. 144. (Höhen- und Azimutalkreis.) Ähnlich in
Einrichtung und Gebrauch ist das in Fig. 5 a abgebildete, mehr
zu astronomischen Beobachtungen bestimmte , vorzüglich in Eng¬
land gebräuchliche Instrument. Man sieht auch hier den hori¬
zontalen Kreis AB (der auch Azimutalkreis genannt wird), und
den verticalen Kreis FG, das Fernrohr CE, die beyde Kreise
verbindende verticale Säule K, und das dreyfüfsige Gestelle, auf
welchem das ganze Instrument ruht. Der Yerticalkreis hat zwey
einander gegenüberstehende Vereine n und n, und eine Druck¬
schraube D, durch welche er an die Säule K so befestiget wer¬
den kann, dafs ihm mittelst derMicrometerschraube L noch eine
kleine Bewegung in seiner Verticalebene verstauet ist, um den
schon nahe auf das Object gestellten horizontalen Faden des
Fernrohrs ganz genau auf dasselbe zu bringen. Eben so hat der
Azimutalkreis drey Verniere bey m, m und m, und auch bey d
und l seine Druck- und Micrometerschraube, mittelst welcher
der Säule K sammt dem an ihr befestigten Verticalkreis noch
etwas im Horizonte verschoben werden kann, während sich,
wenn die Druckschraube d offen oder gelöst ist, Säule und Kreis
im Horizonte frey drehen läfst. Eine ähnliche Schraube sieht

man in N, durch welche der an das Fufsgestelle befestigte Azi¬
mutalkreis selbst, und mit ihm demnach auch die Säule K und
der Verticalkreis FG, noch einige Grade in horizontaler Rich¬
tung verstellt werden kann. Bey M sieht man das eine Ende der
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Libelle,'die an der Säule K befestiget ist, und die, wie bey dem
Theodoliten, zur horizontalen Einstellung des Azimutalkreise::
JB dient, wodurch zugleich die darauf senkrecht gebaute Axe K
und der mit dieser Axe parallel gestellte Kreis F G eine verticale
Lage erhält. Bey B , F und G endlich sieht man die Loupen
(Miscope), die sich über die ganze Peripherie ihrer Kreise be¬
wegen lassen, und zur Ablesung der feinen Striche der Einthei-
lung dienen, welche an dem Rande der beyden Kreise angebracht
ist, _ Die Rectification dieses Instruments ist von der für den
Theodoliten angegebenen nicht wesentlich verschieden *).

145 . (Höhenmessungen.) Gehen wir nun zu den mit
diesen Instrumenten zu machenden Beobachtungen über, und
beschäftigen wir uns unter diesen zuerst mit den Höhenmessungen,

Sey^B(Fig. 53) die gegebene Höhe, z.B. die eines Thurms,
und ACD eine horizontale, auf AB senkrechte Gerade in dem
Grunde, auf welchem der Thurm steht. Wenn man von dem
Puncte C dieser Geraden zu dem Fufspunct A des Thurms kom¬
men kann, so messe man (mit der Mefskette oder derMefsstange)
die Linie CA und den Winkel ACB=C. Verzeichnet man dann, mit¬
telst des verjüngten Mafsstabes (§. i 32 .) eine kleinere Gerade ac, die
eben so viel Füfse vorstellt, als die auf dem Felde gemessene Linie
CA in derThat Fufse hat, die also z.B. n Theile des Mafsstabes
enthält, wenn die Länge CA gleich n Fufs gefunden worden ist,
und errichtet man an dem Endpuncte a derselben ein Loth (nach
(J. 129.) , und an dem anderen Endpuncte c derselben einen Win¬
kel acb, gleich dem beobachteten Winkel C (nach §. i3i.), so
wird die Figur abc der Zeichnung der Figur ABC auf dem Felde
ähnlich seyn, und man wird daher nur die kleine Linie ab mit
demselben Mafsstabe messen, wo dann, wenn dieselbe m Theile
des Mafsstabes hat, auch sofort die gesuchte Höhe AB des Thurms
auch m Fufs betragen wird.

*) Der oben angezeigte Theodolit, wie er in dem k. k. polytechni¬
schen Institute von Wien verfertiget wird, hat einen horizontalen
Iireis von 7 8/ 10 Paris. Zoll, und einen verticalen von 5 8/, 0 Zoll im
Durchmesser. Bey dem englischen Instrumente haben beyde Kreise
einen Durchmesser von 3 2/io Zoll, und beyde Instrumente werden
in dem h. h. polytechnischen Institute von Wien, jenes für 280fl,
und dieses für 100 fl. Österreich. Conv. Mze. verfertiget,
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I. Wir wollen künftig, der Kürze wegen, die Linien, wie
ab und ac, und die Winkel, wie acb, in der Zeichnung oder
auf dem Mefstische, welche auf dem Felde den Linien AB und
AC, und dem Winkel ACB entsprechen, die diesen letzten Grös¬
sen gemäfse Linien und Winkel nennen. — Demnach wird man
nur auf dem Papiere die Linie ac der AC, und den Winkel acb
dem ABC gemäfs machen, um sofort auch die der gesuchten
Höhe AB gemäfse Linie ab zu erhalten.

II. Genauer aber, als durch die sorgfältigste Zeichnung
dieser Art, wird man diese Höhe AB durch Rechnung finden.
Da man nämlich bereits die Linie AC und den Winkel A CB durch

unmittelbare Beobachtung kennt, so hat man auch die gesuchte
Höhe AB durch die Gleichung

AB = AC . Tang C.
Ist z. B. AC= 1000 Fufs und C= 24 0 56 ’ 5 o", so findet man

AB = 465.06875 Fufs.
Ganz eben so kann man auch verfahren, wenn man die

Längere des Schattens, welchen der von der Sonne beschienene
Thurm auf den Boden wirft, und überdiefs den Höhenwinkel
ACB = C der Sonne über dem Horizonte kennt. So weifs man

z. B. dafs die Höhe der Sonne am Mittag des 10. May zu Wien
gleich C = 5 i)° 24' 3 o" ist. Hat man daher die Länge des mittägi¬
gen Schattens eines Thurms AC~Bl\o Fufs gefunden, so ist die
Höhe desselben

AB = AC. Tang C = 413.3934 Fufs.
III. Wenn man aber von keinem Puncte der horizontalen

F.bene, auf welcher der Thurm steht, zu demselben kommen
kann, weil z. B. ein Flu fs den Zutritt hindert, so wird man in
dieser Ebene, nach irgend einer durch den Punct A gehenden
Richtung, ein q SLandüinic (Basis) CD messen, und von den bey-
den Endpuncten C und D dieser Basis die Höhenwinkelyf CB= C
und AD B=-.D beobachten.

Dann könnte man wieder mittelst des verjüngten Mafsstabes
das dem Dreyecke B CD gemäfse Dreycck bed verzeichnen, und
von b auf die verlängerte Linie de das Loth ba (nach §. 128.)
herablassen, wo dann wieder dieses Loth, auf dem verjüngten
Malsstabe genommen, die der gesuchten Höhe BA des Thurms
gemäfse Linie seyn wird.
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Auch hier aber, wie überall, wird die Rechnung eine viel

greisere Schärfe gewähren. Man hat nämlich (§. 109 , III. Fall)

so dafs man daher die gesuchte Höhe A B unmittelbar durch dio

Gleichung erhält:

Ex. Ist C D = 967 Fufs , ACB — C = i6°/j.3'5" und
AD B = T) = 7 0 5' i3", so findet man

IV. Läfst sich endlich die Basis nicht in einer durch den

Fufspunct A des Thurms gehenden Richtung nehmen, wie in III.

vorausgesetzt worden ist, so messe man auf dem den Thurm

umgebenden horizontalen Boden in irgend einer anderen Rich¬

tung eine Basis CD (Fig. 5.)), und nehme von ihren beydenEnd-

puncten C und D, mit dem Theodoliten , die Winkel A CD — C

und ADC = D , so wie auch in einem dieser Endpuncte, z. B.

in C, den Höhenwinkel AGB — !!.

Diefs vorausgesetzt, hat man wieder

so dafs man daher für die gesuchte Höhe des Thurms erhält:

Ex. Ist CD = 65o Fufs, C = 48 °3o’, D = 5a 0 40 ’ und
H = 36 ö 20 , so findet man

§. >46. (Eine Distanz auf dem Felde messen, zu

man aber dem ungeachtet nicht unmittelbar nach ih¬
rer ganzen Länge mit der Mefskette ausmessen kann.)
Sey AB (Fig. 55) diese Distanz, zwischen deren zwey Endpunc-

ten A und B z. B. ein Sumpf liegt, der die unmittelbare Messung

der Linie AB unmöglich macht. Wenn es aber einen Punct C

auf dem Felde gibt, von welchem aus man zu den beyden End-

Sin D

Sin (C — D)
und A B = B C . SinC,

AB = 2o5.i3i Fufs.

AC = CD '. Sin D

und AB z=2 AC . Tang//,
Sin (C -p D)

AB = 387.4688 Fufs.

deren zwey Endpuncten man wohl gelangen, die
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puncten A und B gelangen kann, so messe man, mittelst der

Mefskette, diese beyden Distanzen CA und CB.

Mit dem Mejslische. Man stelle den Mefstisch ($. i/ji.) über

dem Puncte C auf. Sey e der Punct des Mefstisches, der genau

über dem Puncte C des Bodens steht, Man lege das oben (J. 1 4* -)

erwähnte Diopterlineal an den Punct e, und drehe es um diesen

Punct in die Richtungen cA und cB, bezeichne auf dem Mefs-

tische diese Richtungen durch die Linien ca und cj 3, und nehme

dann auf den letzten Linien (mittelst des verjüngten Mafsstabes)

die Längen ca und cb gemäfs den bekannten Distanzen CA und

CB, so ist ab, auf den verjüngten Mafsstab genommen, die der

AB gemäfse Linie, oder ab gibt, auf dem Mafsstabe, die ge¬

suchte Länge AB.

Die Figur ab c ist nämlich, durch das angezeigte Verfah¬

ren, der auf dem Felde gegebenen Figur A BC ähnlich geworden,

also ist auch (J. 107 .)

ca : ab = CA : AB,

wodurch die unbekannte Distanz A B gefunden wird.

Mit dem Theodoliten. Man messe, wie zuvor, die beyden

Distanzen BC — a und AC = ß, und mit dem Theodoliten den

Winkel ACB = C.

Daraus könnte man wieder sofort, wie zuvor, ein dem

Dreyecke ABC gemäfses Dreyeck ab c verzeichnen, und aus

dem letzten,, mit dem verjüngten Mafsstabe, den wahren Werth
der Seite ab oder AB finden.

Da es aber nicht zweckmäfsig wäre, so unvollkommene Me¬

thoden zu gebrauchen, während der Theodolit die Winkel mit

so grofser Schärfe gibt, so wird es angemessener und genauer

seyn, die gesuchte Distanz AB aus den drey Gröfsen a, ß und C

durch Rechnung aus der Gleichung zu bestimmen:

AB 1 = a 1 -j- ß z — naß Cos C.

'Um diesen Ausdruck zur Rechnung mit Logarithmen be¬

quemer zu machen, nehme man einen Ilülfswinkel ? so an, dafs
man hat

2 Sin 7 C , r—ß

Tang? = - g -p- • V «/3,

Cos?

so hat man
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Ex. Ist BC<= a= 189.00 Fufs, AC = ß — 114.75 Fufs und
C= i07°48', so findet man

9 = 72 0 40' und
AB = 249.29 Fufs.

§. 147. (Eine Distanz finden, zu deren einem
Endpuncte man nur gelangen kann.) Nehmen wir nun
an, dafs man von dem Puncte C (Fig. 56 ) wohl nach dem einen
Endpuncte A der zu messenden Distanz AB, aber nicht «tu dem
anderen Endpuncte B gelangen kann.

Mit dem Me/slische. Man messe daher die Distanz CA, stelle
dann den Mefstisch über C, so dafs der Punct c des Mefstisches
genau über dem Punct C des Bodens stehe, und ziehe auf diesem
Tische die Linie ca (mittelst des verjüngten Mafsstabes), der CA
gemäfs, und auch die unbestimmte Gerade cj3 nach dem Puncte B.
Dann stelle man den Tisch über den Punct A so, dafs der bereits
auf dem Tische verzeichnete Punct a genau über A, und die
Linie ac nach C hin gerichtet sey. Man lege das Diopterlineal
an den Punct a , richte es nach B und ziehe die unbegrenzte Ge¬
rade ab, welche die (schon früher gezogene) cß irgendwo in b
schneiden wird. Dadurch ist die Linie ab der gesuchten Distanz
AB gemäfs gemacht, und die wahre Länge derselben kann daher,
mittelst des verjüngten Mafsstabes, gefunden werden. — Es ist
nämlich auch hier die Figur ab c auf dem Tische der Figur ABC
auf dem Felde ähnlich gemacht worden.

Mit dem Theodoliten. Nachdem man die Distanz C A= ß
mit der Mefskette bestimmt, und an den Endpuncten C und A
dieser Distanz die Winkel ACB — C und C AB=.A mit dem
Theodoliten gemessen hat, so erhält man sofort die gesuchte
Distanz AB durch die Gleichung

AB ß •
Sin C

Sin (A -j- C)
Exi Ist /3= 738F ufs, A — 3 1 0 o o" und C = 24 ° 16 ' 1 3,

so findet man
AB = 368.734 Fufs.

§. 148. (Eine Distanz finden, zu deren keinem
Endpuncte man gelangen kann.) Sey AB (Fig.57) dieso
Distanz. Man messe in der Umgegend irgend eine Basis CD,

&
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stelle den Mefstisch an den einen Endpunct C dieser Basis, be¬
merke auf ihm den Punct c über C, und ziehe auf dein Tische
die Länge cd in der Richtung nach D der gefundenen Basis CD
gemiifs. Eben so ziehe man nach den Puncten A und B die in
ihrer Länge unbestimmten Linien ca und c/ 3 .

Dann stelle man den Tisch auf den anderen Endpunct D der
Basis, so dafs der bereits verzeichnete Punct d genau über D,
und dafs die ebenfalls schon gezogene Linie de nach C hin ge¬
richtet sey. Endlich ziehe man noch von c nach A und B hin
unbestimmte gerade Linien, welche die bereits verzeichneten
Linien ca in a und cß in b schneiden, so ist ab die der gesuch¬
ten Distanz AB gemäfse Gerade, weil auch hier die beyden Fi¬
guren ab cd und AB CD einander ähnlich sind.

Mit dem Theodoliten, Man messe, wie zuvor, mit derMefs-
kette die Basis CD = a, und beobachte, mit dem Theodoliten,
an den beyden Endpuncten dieser Basis die Winkel

ACD = C, BDC — D,
BCD = c, ADC = d.

Diefs vorausgesetzt, kennt man in dem Dreyecke ACD die
Seite a, und die zwey ihr anliegenden Winkel C und d, so dafs
man daher (nach §. 109, Fall III.) auch die Seiten AC und AD
■linden kann. — Eben so kennt man in dem Dreyecke BCD die
Seite a , und ihre anliegenden Winkel D und c, woraus man also,
wie zuvor , auch die Seiten BC und BD findet. Endlich kennt
man in dem Dreyecke ABC, durch die vorhergehende Rechnung,
die Seiten AC und BC, nebst ihrem, eingeschlossenen Winkel
ACB = C—c [oder auch in dem Dreyecke ABD die Seiten AD
und BD nebst ihrem eingeschlossenen Winkel A DB = D — d],
so dafs man daher (nach §. 109, II.) auch die gesuchte Distanz
A B durch Rechnung bestimmen kann.

Man hat nämlich, wenn man der Kürze wegen
A C =z x und B C = y setzt:

a Sin d ci Sin T)
SintC-pd)’ ^ Sin(Z)-j-c)’

und AB = Y"x z — ‘ZxyCos (C— c).
Ex. Ist « = 7Öo Fufs und

C = no°o', D = ii7°3o',
c = 37° 40', d = 38 ° 20',
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so erhalt man

und daher
x =3 886.090, y = i 584.023,

= 1562.807 Fufs.

§. 14g. (Berechnung eines Polygons-) Jedes Poly-

gon läfst sich durch Diagonalen in Dreyecke zerlegen. Sind

dann die nöthigen Winkel und wenigstens eine Seite dieser Drey¬

ecke gegeben, so lassen sich dieselben nach den Vorschriften

des §. 109. berechnen, wodurch demnach auch das Polygon voll¬

ständig bestimmt seyn wird.

Um diefs sogleich durch ein ßeyspiel deutlich zu machen,

sey in dem Sechsecke AA'Ä'Ä"A l7 A 7 (Fig. 58 ) blofs die Seite

AA'=ti 5 o, und überdiefs die folgenden Winkel durch Messung

gefunden worden:

In dem Dreyecke

AÄA" . ... A — 86° 10'20" . . . A' = 54 ° 5 ' 3 o",

ÄÄ'A'" . . . . Ä = 70 610 . . . A" — 67 1 5 o,

Ä'Ä"A 17 . . . / = 75 20 10 ... Ä" = 63 2440,

a"'A' 7 A 7 . . . a"'=z 58 36 5o ... A 17 = 72 45 10.

Diefs vorausgesetzt, soll nun das Sechseck selbst in allen

seinen Theilen durch Rechnung bestimmt werden. Man kann

sich dazt^ wieder der Ausdrücke des (J. 109, III. Fall bedienen,

wodurch man erhalten- wird :

Dreyeck AA'A"

A" = 3 g 0 44 ’ 10 '• . . Aa" — 570.166

* ÄÄ' = 702.377,

Dreyeck ÄA"Ä"

A"'= 42 38 5 o . . . ÄÄ" = 956.088

Ä'Ä" = 974.806,

Dreyeck Ä'Ä" A 17

A 17 =i 4 i i 5 10 . . . A"A' 7 = i 322 .o 8 i

A"Ä l7 = 1480.282,

Dreyeck Ä'Ä 17 A 7

A 7 = 48 38 o . . . Ä"A 7 = 1820.089

A' 7 A 7 1626.924.

I. Das hier angezeigte Verfahren gibt zugleich das beste

Mittel, eine Gegend, eine Provinz , selbst ein ganzes Land in

üii-l/trow’s Anfangsgr. d. geaammt. Malhem v l6
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einer Zeichnung, oder auf einer sogenannten Karte darzustellen;

ein Mittel, das dem gewöhnlichen Verfahren mit dem Mefstische

weit vorzuziehen ist. Hat man nämlich in der zu vermessenden

Gegend irgend eine einzige Gerade Ad (die Basis des Dreyeck-

netzes) gemessen, und dann die Winkel dieser Dreyecke durch

den Theodoliten bestimmt, und daraus, wie oben, die Seiten

dieser Dreyecke berechnet, so wird man, in der zu entwerfen¬

den Zeichnung, die Gerade Ad, mittelst des Mafsstabcs , durch

eine dieser Geraden gemäfse Linie Ad darstellen, und aus ihren

Endpuncten A und A', als aus Mittelpuncten, mit den jenen ge¬

fundenen Seiten A A" und A'A" gemäfsen Halbmessern zwey Kreis¬

bogen beschreiben, die sich in einem Puncte A" schneiden, der,

mit A und A' verbnnden , das gesuchte Dreycck AA'd' der Zeich¬

nung gibt. Beschreibt man dann eben so aus A' und ^''mit den

Halbmessern A'A"' und A" A'" zwey Kreisbogen, so werden diese

sich in einem Puncte A'" schneiden , der mit Ä und A" verbunden,

das zweyte Dreyeck der Zeichnung gibt. Eben so wird man das

dritte Dreyeck A"d"A lv aus den beyden Puncten A" und A'" und

so fort alle übrigen Dreyecke verzeichnen und in die Karte legen

können, wodurch man endlich ein vollständigös und getreues

Bild der ganzen Gegend erhält.

II. Dadurch ist zugleich der Umfang des Sechseckes gege¬

ben, der nämlich gleich

Ad -f- A'A '"-{- A'"A V -]- A iy A y -f- A"A' V -f- AA",

oder gleich

6745.348 Toisen

ist, wenn die oben gegebene Seite AA', wie zuvor, 460 Toisen

beträgt.

Um die Oberfläche des Sechseckes zu erhalten, wird man

die Flächen der einzelnen Dreyecke suchen. Da in dem ersten

Dreyecke AA'A" das Loth von A" auf Ad, oder da die Höhe die¬

ses Dreyeckes über der Basis A d gleich

Ad' Sin oder auch gleich A'A" Sind

ist, so hat man für die Fläche dieses Dreyeckes ((J. uß, V.)

F = ±Ad. Ad'SinA = -j- Ad. A’A" Sind.

Eben so erhält man für die Fläche des zweylen Dreyeckes
A'd'd"
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F' = ±A'A". A'Ä" Sin Ä = \A'Ä". A"A'"SlnA'"

u. s. f. für alle übrigen. Die Summe aller dieser Flächen oder'
die gesuchte Fläche des Sechseckes wird gleich

2178536 Quadrattoisen

gefunden werden.
III. Zieht man noch durch den ersten Punct A des Sechs¬

eckes eine Gerade AB'B ". . . , die mit der ersten Seite AA' den
Winkel AÄB'=. 5 o° 48' 20” bildet, und läfst man dann von den
Scheiteln der Dreyecke auf diese Gerade AB 7 die Lothe ÄS,
Ä'B", ä"S", . . . herab, so lassen sich diese Lothe sowohl, als
auch die Orte B', B", B'", . . . ihrer Fufspuncte in der Geraden
AB* aus dem Vorhergehenden durch Rechnung bestimmen.

Zuerst sind nämlich die Winkel co', co", co'". . . , unter wel¬
chen die Gerade AB V von den Seiten A'A", A"A"', A'"A 1V und
A IVA v geschnitten wird, aus den gegebenen Winkeln dieser Drey¬
ecke, und aus dem Winkel A'AB'=sa = 5o° 48' 20" leicht zu linden.
Man erhält für das aufgestellte Beyspiel

co' =70° 6'10",
co" = 37 38 5o,
co'" = 78 56 3o,
co IV = 28 18 20.

Sind so diese Gröfscn bekannt, so findet man die übrigen
AB', ÄS, 13'co', . , . durch folgende Gleichungen:

AB' = AÄ Cosa,
A'B' = AÄ Sina,
S co'= ÄS Cotangco',
Ä(x>' = ÄB' Cosec co',
ÄiS = ÄA "— Ä co',

S" co" = A">
Ä"S" = Ä"

23"co' = y4"co'Cos co,
Ä'B" = Ä'S Sin co',

jB"co''= Ä'B" Cotangco",
Ä'S'=z Ä'B" Cosec co",

Ä"üi"=S Ä'Ä" Ä'o}",

Cos co",

) bin co ,

B'" co'" = Ä"S" Cotangco'",
Ä"S"= A"'S" Cosec co'",
A iy 0'"= Ä"A ,V— Ä"A" u. f.,

wo das Gesetz des Fortgangs dieser Ausdrücke auch für ein Poly--
gon von mehr als sechs Seiten für sich klar ist.

16 *
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So lindet man in unserem Beyspiele
AB' i= 284.379,
AB' = 348.753,
ü'co'a 92.778 u. f.

Allein das folgende Verfahren wird auf einem noch einfache¬
ren Wege zu demselben Zwecke führen.

§. i 5 o. (Bestimmung der Lage der Haiiptpu riete
ei lies Polygons.) Wenn in einem Polygon A A'A'A "... (Fig. 59)
blofs aus einer Seite AA' und aus den Winkeln, welche diese
Seiten AA, AA", A'A", . . . unter sich bilden, nach dem, was
in dem vorhergehenden 119. gesagt worden ist, auch die übrigen
Seiten durchRechnung gefunden worden sind, so ist es oft noch an¬
gemessener und selbst zuweilen nothwendig, die Lage der Scheitel-
puncte/f, A", A", . .. dieser Winkel zu kennen, wie diefs z.B. bey
der Aufnahme der Gegend eines Landes der Fall ist, wo A, A",
A", . . . ausgezeichnete Puncte, Berg- oder Thurmspitzen u. f.
dieser Gegend bezeichnen, deren Oberfläche hier als eine Ebene
angenommen wird.

Zu diesem Zwrecke wird man in dem ersten Puncte A nach

irgend einem mittleren Puncte C visiren und den Winkel CAA— a
beobachten, welchen diese Distanz CA mit der ersten, unmittel¬
bar gemessenen Seile A A des Polygons bildet. Gewöhnlich w ählt
man für diese Linie AC die Mittagslinie (oder den Meridian) des
ersten Puncts A, wo dann der Winkel CAA'=a das Azimut des
zweyten Puncts Ä genannt wird.

LäfstMnan dann von den Puncten Ä, A", A", . . . die Lothe
AB’, A"B", A'"B''', . . . auf die Mittagslinie AC herab, so wird
man die Lage der Puncte A, A', A", . . . gegen die bekannte
Mittagslinie kennen, wenn man für jeden dieser Puncte die er¬
wähnten Lothe AB', A"b", , . . und die Distanz der Fufspunctc
B', B", . . . dieser Lothe in der Mittagslinie AC von dem ersten
Punct A kennt.

Man nennt diese Distanzen AB', AB', AB'", . . . die Ab-
scisscn, und jene Lothe B’A, B"A", B"'A", . . . die Ordinaten
der gesuchten Puncte A, A', Ä", . . . , und bezeichnet gewöhn¬
lich jene durch x, und diese durch y. Beyde zusammen worden
auch die Coordiriaten dieser Puncte genannt.
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Wir wollen nun sehen, wie man diese Coordinaten der

Puncte A, A", A'", . . • eines Polygons linden kann, wenn die

Seiten desselben, und die Winkel, welche diese Seiten unter

sich bilden (nach §. i4<).) bekannt sind.

Nennen wir, wie zuvor, a den Winkel CAA' der ersten

Seite AA' des Polygons mit der Mittagslinie AC des erstenPuncts

A. Sey eben so

d = AA'A" der Winkel der Seiten AA und AA ",

«"= AA'A" » » » » AA' » A'A",

«"'= A"A'"A IV » » » » A"A"' » A"A iy u. f.,

so sieht man sofort, dafs der Winkel der Mittagslinie

mit der verlängerten zweyten Seite A" A =a-[-a'—■ i8o°,

» » » dritten » A"'A' = a-\~a-\-d' —2.180,

» » » vierten » A lv A"=a-\~d-\-a"-{-a'"~ 3.180

ist u. s. f., und dafs man daher die folgenden einfachen Gleichun¬

gen hat:

AB' = AsiCosa,

B'B" = AA" Cos (« -f a'— 180),

B"b"'= A'A" Cos (a -j- a' -j- 2.180) Clo.
und

AB' •— A A Sin a,

A'B" =+= AA' Sin (a -f a'— 180),

A"B!"z=i A r'A" Sin (a -|- a -]- a — 2.180) etc.

Nennt man daher x= ABM die Abscisse, und_j= zl(") jß(' 1)

die Ordinate irgend eines Punctes des Polygons, so hat man

für die bcyden Coordinaten dieses Punctes die Ausdrücke

X =z AÄ Cosa,

-j- A A" Cos (a -j- a — 180),

-j- A'A" Cos (a 4 ~ a ' 4 " a "— 2.180),

4 “ A'"A lv Cos(a 4 ” a ' 4 " a " 4 " A '— 3 .i 8 o) etc.
und

y —— AA Sina,

4 “ A'A' Sin (a -}- a' — 180),

4 " A'A" Sin (a -j- a’ 4 a ”— 2.180),

4 " A"A ly Sin(a 4 * “ 4 * a " 4 “ — 3 .i 8 o) etc.;

und inan sieht, dafs man durch diese beyden Gleichungen nicht

blofs die Coordinaten des genannten Punctes 4 n) , sondern auch
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zugleich die aller vorhergehenden Functe Ä, A", A"', . . . his
A( n ~') erhält.

Bemerken wir noch , dafs man in der Zeichnung derFig. 59

alle Puncte Ä, A", Ä", . . , auf derselben Seite der Mittagslinie

AC, der gröfseren Einfachheit wegen, angenommen hat, und

dafs man daher, wenn einer dieser Puncte auf die andere, dem

Azimute a entgegengesetzte Seite von AC fällt, auch den von

A C abgewendeten Winkel der beyden Seiten , oder dafs man in

diesem Falle statt dem Winkel a, a", a", . . . die Ergänzung
desselben zu 36 o° nehmen mufs.

Um das Vorhergehende auf das in §. 119. gegebene Bey-

spiel anzuvyenden, hat man für das Polygon der Fig. 59 die
Winkel

a = CAA' = 5 o ° 48 ' 2 o ",

a = AA'A" = 54 5 3 o,

a" t=3 360 — AA"A'"= 292 45 0,
a'— A"A"A™=: 63 2440,

aiv= 36 o —. A"'A lv Av = 287 i45oj

so dafs demnach ist;

a 4 - “ •—• 180 = 284 ° 53 ' 5 o ",

a a -(- a "— 2.180 = 37 38 5 o ,

a -|- a ct" -(- ol" — 3 i8o = 281 3 3 o,
-f- OL -|- a -j- a'- j-a lv — 4->8 o = 428 18 20 .

Da man aber die Seite AA', A'A', A"A'", ... des Polygons

bereits aus §. 149. kennt, so hat man sofort für die gesuchten

Coordinaten der Puncte Ä, A", A'", . . . , die wir in derselben

Ordnung durch £, £, g", . , . und durch v, v, v", . . . bezeich¬

nen wollen, die folgenden Werthe:

% = AB = 284.379 v = A'B' = 348 753

B'B" — 180.572 — 678.769

g = AB == 4 h 4 . 95 > v = A'B" ~ 33 o.oi 6

A'B'" = 771-87 8 595.440

£" = dB" = 1236.829 u" = A"B" = 265.424

B'"B™=: 274.340 1403.726

£"= AB™ — 1511.169 v"'sst A™B™ = — 1 i 38 . 3 o 2

B™Bv = 1432.895 771.444

x = AB'' = 2943.564 y = A v B v = — 366 858 ,

wo die Zeichen — der Ordinaten, welche Zeichen unmittelbar
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aus den vorhergehenden trigonometrischen Ausdrücken für x und

y hervorgehen, anzeigen, dafs diese Ordinaten auf der dem Azi¬

mut a entgegengesetzten Seite der Mittagslinie AC liegen.

I. Wenn auf diese Weise die Coordinaten aller Puncte der

Gegend bekannt sind, so wird man sie noch bequemer, als durch

die blofsen Dreyecke selbst nach §. i4q, I., und zwar blofs mit¬

telst eines verjüngten Mafsstabes, auf dem Papiere, ihrer Lage

gemäfs, verzeichnen, oder man wird die Gegend in eine Karle

bringen können.

II. Bemerken wir noch , dafs , wenn die Anzahl der Puncte

A, A\ Ä '’, . . . sehr grofs ist, sich mehrere Ilülfsmittel dar-

biethen, um die bey solchen gröfseren Operationen leicht mög¬

lichen Irrthümer zu vermeiden. So wird man z. B. um der in

§. 141). gemessenen Winkel sicher zu seyn, nicht blofs in jedem

Dreyecke zwey, sondern alle drey Winkel desselben messen,

deren Summe dann, wenn die Beobachtungen gut sind, zwey

rechten Winkeln gleich seyn müssen. —■ Zur Prüfung der be¬

rechneten Seiten des Polygons wird man nicht blofs die eine Seile

AA an dem einen Endpuncte der Vermessung, sondern auch noch

einezweyte, z. B. A lv A v an dem anderen Endpuncte derselben,

unmittelbar mit dem Mafsstabe, messen , die daher mit der nacli

§. 149. aus der ersten Seite AA durch Rechnung gefundenen

Seite A lv A v übereinstimmen mufs.— Die Coordinatenbercchnung

des gegenwärtigen §. i5o. endlich kann man auch dadurch prüfen,

dafs man von A nach A v auf der linken Seite der Mittagslinic,

wie vorhin auf der rechten, fortgeht. So hat man z. B. wenn

hier die Winkel, welche früher durch a , a, a", . . . bezeichnet

wurden, nun durch ß, ß', ß", . . . ausgedrückt werden, in un¬

serem Beyspielc

ß =3 BAA" = 35022' o",

ß' = AA"A"=a 106 59 10,

ß" = 36 o — A"A"A V = 237 58 3o u. f.;
also auch

ß -J- ß' - 180 = 322° 21'10",

ß -f- ß' + ß "— 2.180 = 20 1940 u. f.
Setzt man daher wieder

x A A' Cos ß

-j - A A " Cos (ß ß' — 100) ,

-f- sl"'A lv Cos(ß -j- ß'-j- ß"— 2.100).
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= AA” Sinß

-f- Ä'Ä" Sin (ß -f- ß'— 180),

-J- A'"A ,V Sin (ß -|- ß'-J- ß"— 2.100) etc.;

so erhält man

g = AE” = 46/4.951 v = A"B" = 33 o.oi 6

— 595.440B"B'"=. 771.878

£ = AB '" = 1236.829 u' = A'"B'"z= — 265.424 etc.

wie zuvor, wo jetzt die auf der rechten Seite von AC liegenden

Puncte negative Ordinaten haben.

III. So wie man aber in dem Vorhergehenden die Lage der

Orte A\ A", A "', . . . gegen den ersten Beobachtungspunct A,

und gegen die Mittagslinie AC dieses Punctes, durch die recht¬

winkligen Coordinaten a: und y bestimmt hat, so kann man diese

Lage auch durch die Entfernung r jener Orte Aron dem ersten

Puncte A, und durch den Winkel ? bestimmen, welche diese

Entfernung r mit der Mittagslinie AC bildet. Man hat nämlich

und wenn so die Distanz r = A A"'=s A A IV = A A v , . . . bekannt

ist, so lindet man den Winkel ? aus

§. i5i. (Aus drey ihrer Lage nach bekannten Or¬
ten, und ans den Winkeln, welche die Distanz dieser
Orte, aus einem vierten Orte gesehen, an diesem
letzten Orte bilden, die Lage dieses vierten Ortes
gegen jene drey finden.) Seyen A, B und C (Fig. 60) die
drey bekannten Orte, und AB = a, BC = b, so wie der Winkel

ABC—a. gegebene Gröfsen, (

Sey I) der vierte Ort, an welchem man, mit dem Theodo¬

liten, die Winkel ADB — ß und BVC — y beobachtet hat. —

Man bestimme die Lage dieses vierten Orts D gegen-die drey er¬
sten A , B , C,

V*' + 7 %

oder Cos?

oder endlich auch aus

Tang? = l
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Sey der unbekannte Winkel BAD =x. Man setze der Kürze

wegen dio Summe der drey bekannten Winkel a-j-ß-]-y = <5.

Da die vier Winkel eines jeden Vierecks zusammen genom¬

men 36o Grade betragen, so ist

x -j- 5 -j- BCD = 36o oder

BCD = 36o — (5 + x).

Diefs vorausgesetzt, bat man in dem Drey ecke ABD

a Sin x
BD =

Sin |

und eben so in dem Dreyecke BCD

b Sin (36o — (S + x))
BD =

Sin y

b Sin (S -]- a)

Sin y

Setzt man beyde Werlbe von BD einander gleich, so erhält

man ($. 94 , Gleichung C )

aSina b
—zr.—— = ■—■ rr. — fSni 5 Cosa + Gos-5 Sina);

Sinp Sin y v 1

und daher, wenn man durch Cosa; dividirt:

— b Sin ß Sin S
Tanga =

aSiny -J- ZiSinßCosS

Um diesen Ausdruck zur Rechnung mit Logarithmen beque¬

mer zu machen, sey
rn b Sin S,Sin S

fan ^ = a Sin y ’
so hat man

Sin§Sin y
lanffa ss — •-- s .

0 . Sin (S + /> -

Kennt man aber auf diese Weise den Winkel a, so findet

man auch die Distanzen des vierten Puncts D von den drey ersten

durch die Gleichungen

AD =

BD =

a Sin (ß -f- x)

Sinj3
a Sin x

Sin ß

CD = — &Sin(g + ß + a)
Sin y

Liegt der Punct B zwischen der Distanz AC und dem unbe¬

kannten PuncteD, oder liegt er in B', so mufs man für a nicht den

Winkel AB'C — a, sondern das Supplement von a'zu 36o Graden,
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oder man mufs den ätifseren Winkel der beyden Seiten /fjB’und

B'C nehmen, weil nur dieser, nicht aber der innere, mit den

drey übrigen Winkeln des Vierecks AB'CD zusammen 36 o Grade

macht. Die verschiedenen Lagen des gesuchten Puncts D aufser

oder auch in dem Dreyecke ABC ergeben sich von selbst durch

die Beobachtung der Zeichen der vorhergehenden trigonometri¬

schen Ausdrücke.

Als Beyspiel zu dieser in der Geodäsie wichtigen Aufgabe

seyen die gegebenen Gröfsen

a sss 1153.70, b = 849.430 Fufs,

a s=a 112 0 25 *, ß = 27°3i', y = 19° 14’.

Diefs vorausgesetzt, findet man aus den vorhergehenden

Gleichungen

6 = 159° 10', y = 2 o° 9 ' 56 ''. 74 ,

und x — () 5 ° 25 ' 42”.4;

und damit erhält man für die drey gesuchten Distanzen

AI) t= 3095.60,

BD = 29.85.95,

CD = 2121 56 Fufs,



Zwanzigstes
Linien im Raume

Capitel.
und Ebenen.

Einfachste Körper.

§. i 52. (Erklärungen ) Nach der oben (§. 79, I.) ge¬

gebenen Erklärung der Ebene wird eine gerade Linie, von wel¬

cher zwey Puncte in einer Ebene liegen, ganz in diese Ebene

fallen. Da aber dann die Ebene, in welcher diese Gerade liegt,

noch um diese Gerade, als um eine Axe, gedreht werden kann,

so wird die Lage einer Ebene nicht durch zwey, sondern erst

durch drej Puncte bestimmt, wenn dieselben nicht in einer ein¬

zigen Ebene liegen. Demnach wird die Lage einer Ebene gege¬

ben seyn, wenn sie durch die beyden Schenkel eines gegebenen

Winkels, wenn sie durch die drey Scheitelpuncte eines gegebe¬

nen Dreyecks, oder wenn sie durch zwey gegebene parallele Li¬

nien geht.

Zweyer Flächen Durchschnitt ist eine Linie, und bey zwey

Ebenen eine gerade Linie. — Haben zwey Ebenen, nach allen Sei¬

ten verlängert, keinen Durchschnitt, so sind sie parallel.

Eben so heifst auch die Gerade einer Ebene parallel, wenn

beyde, verlängert, sich nie begegnen.

5 . i53. (Lothe auf Ebenen.) Seyen AC und B C
(Fig. 61) zwey ihrer Lage nach im Raume gegebene gerade Li¬

nien , die sich in dem Puncte C schneiden. Durch diese Gera¬

den gehe die Ebene FG, so dafs also auch diese Ebene (nach

§. 1Ö2.) gegeben ist.

Ist dann eine dritte Gerade CM senkrecht auf die beyden

ersten CA und CB, so ist diese Gerade CM offenbar auch senk¬

recht auf der Ebene AB C, also auch senkrecht auf alle Geraden,

die man durch den Punct C dieses Lothes in der Ebene ziehen

kann, d. h. eine auf CA und CB senkrechte Gerade CM ist

auch senkrecht auf der ganzen durch den Winkel ACB gelegten

und nach allen Seiten erweiterten Ebene.
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In einem Punctc C einer Ebene FG kann man nur Ein Lolli

auf dieser Ebene errichten. Denn wenn zwey möglich sind, so

lege man durch beyde, z. B. durch CM und Ca, eine Ebene,

welche verlängert die Ebene FG in CA schneiden soll, so wird

der Winkel MCA = aCA = go° seyn, was unmöglich ist, da

der Theil nicht seinem Ganzen gleich seyn kann.

Eben so läfst sich auch aus einem Puncto M aufser einer

Ebene nur Ein Loth auf diese Ebene fällen. Denn wäre z. B.

MC und MA senkrecht auf die Ebene FG, also auch, nach dem

Vorhergehenden, beyde senkrecht auf die sie verbindende Ge¬

rade CA, so würde das Dreyeck CMA zwey rechte Winkel ha¬

ben , was" nicht seyn kann.

Eben so folgt, dafs, da das Loth MC von einem Puncte M

auf eine Gerade CA oder CB (nach §. 106, III.) kürzer ist, als

alle anderen schiefen Linien MA, MB, . , . dafs das Loth

MC zugleich die kürzeste Distanz des Punctes M von der Ebene

FG ist, und daher das eigentliche Mafs dieser Distanz des Punc¬

tes von der Ebene vorstellt.

§. i54- (Neigung der .Ebenen gegen einander.)

Sey MC (Fig. 62) ein Loth auf die Ebene Cab, und ab eine in

dieser Ebene liegende unbegrenzte Gerade. Wenn man von dem

Fufspuncte C dieses Lothes in der Ebene eine Senkrechte CD

auf jene Gerade ab zieht, und die Puncte ü und M durch die

Gerade DM verbindet, so wird auch MD senkrecht auf ab

stehen.

Denn nimmt man von dem Puncte D auf der Geraden a b

die Linie D A = D B , so ist auch (§. 110.) C A — CB, und da¬

her in den beyden rechtwinkligen Dreyecken ACM und BCM

(§• 108, II.) die Seite MA~MB, also ist auch das Dreyeck

AMB gleichschenklig, und da, nach der Annahme, die Basis

AB diesesDreyecks AMB in D halbirt wird, so ist auch (Jj. 110.)
MD senkrecht auf AB.

I. Ist daher AD senkrecht auf DC, so ist auch AD senk¬

recht auf DM, und daher (§, i 53 .) auch AD senkrecht auf die
Ebene D CM.

II. Unter allen Winkeln CAM, CBM, ... ist der Win¬

kel CDM (der beyden Lothe MD und CD auf AB) der größte.

._P*"



253§. 155 .

Denn für diesen letzten Winkel C D M = D hat man

Sin Z)

MC
Mü

und Tang D
MC
ITd '1

und für jeden andern Winkel CAM = A. ist

Sin A

MC

MA
und Tang A = —.b CA

Aber nach 106, III. ist MA gröfscr als MD, und eben so CA

gröfser als CD, also ist auch §.94, V. der Winkel D gröfscr als

jeder andere Winkel A.
III. Aus diesem Grunde nimmt man den Winkel CDM— D

für das Mafs der Neigung der beyden Ebenen ABC und ABM

an, d. h. die Neigung zweyer Ebenen ist der Winkel der beyden

Geraden D C und D M, welche durch irgend einen Punct D der

Durchschnittslinie ab der beyden Ebenen, jede in einer dieser

zvvey Ebenen, auf diese Durchschnittslinie senkrecht gezogen

werden.

Wenn daher eine dritte Ebene C DM auf die Durchschnitts¬

linie ab zweyer gegebenen Ebenen ABC und ABM senkrecht

gestellt wird, so ist der Winkel CDM (der Durchschnittslinien

DC und DM jener Ebene mit den zwey gegebenen Ebenen) zu¬

gleich die Neigung der beyden gegebenen Ebenen gegen einan¬

der. Daher stehen auch zwey Ebenen auf einander senkrecht,

wenn der erwähnte Winkel CDM ein rechter ist.

§. i 55 . (Neigung der Linien gegen Ebenen.) Die
von dem Lothe MC (Fig. 62) gleich weit entfernten Linien MA,

M B sind gleich. Denn in den bey C rechtwinkligen Dreyecken

MCA und MC.B ist die Seite MC gemeinschaftlich, und we¬

gen der gleichen Entfernung sind auch die Winkel CMA und

CMB einander gleich, also ist auch die Seite MA =MB und
der Winkel CAM = CBM.

Aus diesem Grunde nennt man Neigung einer Linie MA ge¬

gen eine Ebene ACB den Winkel M 4 C, welchen diese Linio

MA mit einer Linie AC bildet, die in dieser Ebene durch A

und durch den Fufspunct C des Lothes MC geht, das von ir¬

gend einem Puncte M der Linie M A auf die Ebene ACB gefällt

worden ist. Auch ist dieser Winkel MAC der gröfste unter al¬

len Winkeln, welche die gegebene Linie MC mit irgend einer

Ji
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anderen in dieser Ebene liegenden Geraden, z. B. mit AB, bil¬

den kann.

§. >56. (Lage paralleler Geraden zu einer gege¬benen Ebene-) Ist MC (Fig. 62 ) senkrecht auf die gegebene
Ebene ACB, so ist auch jede mit MC parallele Gerade ND

senkrecht auf dieser Ebene. Denn eine durch diese beyden Pa¬

rallelen gelegte Ebene schneidet die gegebene Ebene in CD.

Sey daher AD senkrecht auf CD, so ist auch (§. i54.) AD senk¬

recht auf die Ebene MCDN, also der Winkel ADN ein rech¬

ter. Da aber MC senkrecht auf C D, und D N mit C M paral¬

lel ist, so ist auch der Winkel CDN ein rechter, und daher die

Gerade DN senkrecht auf DC sowohl, als auch auf DA, also

ist auch (§. 1 54) III.) D N senkrecht auf die gegebene Ebene ACB.

§. 157. (Winkel der Lothe von einem Puncte auf

ZWey Ebenen.) Ist MC (Fig. 61 ) senkrecht auf der gegebe¬

nen Ebene ACB oder FG, so ist auch jede durch MC gelegte

Ebene, wie MCA, senkrecht auf dieselbe gegebene Ebene FG.

Denn sey CA der Durchschnitt dieser zwey Ebenen, und sey,

in der Ebene FG, die Gerade Ca senkrecht auf CA. Da nach

der Voraussetzung die Gerade MC senkrecht auf der Ebene FG

ist, so ist sie auch (§, 1 53.) senkrecht auf jede der Linien CA

und Cd, oder es ist MCa = i) 0 °. Aber dieser Winkel (der

beyden Lothe MC und aC auf den Durchschnitt CA der Ebe¬

nen MCA und FG) ist, nach i54, III., die Neigung dieser

beyden Ebenen, also stehen auch, da MCa — qo ist, beyde
Ebenen auf einander senkrecht.

I. Man lege durch MC noch eine zweyte Ebene MCB, so

wird demnach diese Ebene MCB ebenfalls senkrecht auf der

Ebene FG stehen. Man ziehe wieder Cß senkrecht auf CB,

so steht Cß senkrecht auf der Ebene MB, so wie Ca senkrecht

auf der Ebene M A steht.

Nimmt man dann von den beyden rechten Winkeln aCA

und ßCB den Winkel ß CA weg, so hat man

Winkel aCß = ACB,

oder dieNeigung zweyer Ebenen ist gleich dem Winkel der zwey
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Lotlie, die von irgend einem Puncte A der Durchschnittslinie

dieser Ebenen auf diesen Ebenen errichtet werden.

II. Man ziehe von irgend einem Puncte N der Ebene FG

die Gerade NA mit aC, und eben so die Gerade NB mit ßC

parallel, so wird auch (§. i56.) NA auf der Ebene MA, und
NB auf der Ebene MB senkrecht stehen; und eben so werden

auch die Geraden NA auf CA, und NB auf CB senkrecht

seyn. Da aber in den heyden rechtwinkligen Dreyecken A DN

und B1)C die Winkel an D (nach §. 84 , E.) unter sich gleich sind,

so ist auch

der Winkel BNA = ACB,

also ist auch, da ACB gleich aCß, d. h. gleich der Neigung

der beyden Ebenen MCA und MCB ist, die Neigung zweyer

Ebenen gleich dem Winkel ANB der zwey Lothe, die aus ir¬

gend einem Puncte N auf diese Ebenen herabgelassen werden.

i58. (Einfachste von Ebenen begrenzte Kör¬per.) Nach diesen Vorbereitungen gehen wir nun zur Erklä¬
rung der einfachsten Körper über.

Prisma (Fig. 63) heifst ein Körper, der zwischen zwey glei¬

chen und parallelen Grundflächen ABC und abc, und zwischen

so viel Parallelogrammen Ac, Cb, Ba eingeschlossen ist, als

die Grundflächen Seiten haben.

Parallelepiped (Fig. 64 ) ist ein Prisma, dessen beyde gleiche

und parallele Grundflächen, so wie die Seitenflächen, Parallelo¬

gramme sind, also ein von sechs Parallelogrammen eingeschlos¬

sener Raum, deren je zwey gegenüberstehende gleich und paral¬

lel sind. Stehen die Seitenflächen senkrecht auf ihren Grund¬

flächen, so heifst das Parallelepiped senkrecht oder rechtwinklig*

sonst aber schief.

TVürfel oder Kubus ist ein rechtwinkliges Parallelepiped,

dessen sechs Seiten alle gleich grofse Quadrate sind (Fig. 65).

Pjramide (Fig. 66) ist ein Körper, der von einer Grund-r

fläche ABC, die ein Polygon bildet, und von so viel in einem

Puncte I) aufser der Grundfläche sich vereinigenden Dreyecken,

als die Grundfläche Seiten hat, eingeschlossen ist. Prismen und

Pyramiden werden, nach der Zahl ihrer Seitenflächen, in 3, 4 j

5, . . . seitige eingetheilt, und diejenigen geraden Linien AD,
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BD, CD, welche diese Seitenflächen verbinden, heifsen die

Kanten dieser Körper.

Alle bisher angeführten Körper werden auch Polyeder (viel¬

seitige Körper) genannt, und unter ihnen sind die, welche durch¬

aus von gleichen regelmäfsigen Polygonen unter gleichen Win¬

keln begrenzt sind, regelmäfsige Polyeder, deren es aber nur

fünf verschiedene gibt, nämlich:

das Tetraeder, von vier,

das Oclaeder, von acht, und

das Jcosaeder, von zwanzig (gleichen und gleichseitigen) Drey-

ecken begrenzt; ferner

das Hexaeder (oder den oben erwähnten Kubus), das von sechs

gleichen Quadraten, und endlieh

das Dodecaeder, das von zwölf gleichen regelmäfsigen Fünf¬

ecken eingeschlossen ist.

$j. i 5 g. (Cylinder, Kegel und Kugel.) Der Cyi'm-

der (Fig. 67) entsteht, wenn eine Gerade A B mit einem ihrer

Puucte A in einer gegebenen krummen Linie Amn fortgeht, und

dabey einer anderen festen Geraden CD, der Axe des Cylinders,

immer parallel bleibt.

Der Kegel (oder Conus) AB D (Fig. 68) entsteht, wenn eine

Gerade A D mit einem ihrer Puncte A in einer gegebenen krum¬

men Linie Amn fortgeht, und dabey immer durch einen festen

Punct D, den Scheitel des Kegels, geht.

Ist die krumme Linie (Fig. 67 und 68) ein Kreis, dessen

Mittelpunct C ist, so heifsen Cylinder und Kegel von kreisförmi¬

ger Basis, und die Gerade C D ist die Axe derselben. Steht über-

diefs diese Axe senkrecht auf der Ebene des Kreises, so heifsen

Cylinder und Kegel senkrecht , sonst aber schief

Höhe aller der bisher genannten Körper nennt man die senk¬

rechte Distanz zweyer einander gegenüberstehenden parallelen

Grundflächen, oder, bey Pyramiden und Kegeln, die senkrechte

Distanz des Scheitels D (Fig. 66, 68) von der Grundfläche.

Kugel oder Sphäre ist ein von einer krummen Fläche ringsum

eingeschlossener Raum, dessen Puncte alle von einem innern

Puncte, den Mittelpunct der Kugel, gleich weit entfernt sind.

Diese Efttfernung wird der Halbmesser (Radius) der Kugel ge-
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nannt. Die Kugel entstellt daher durch die Bewegung eines Halb¬

kreises um seinen Durchmesser.

§. 160. (Parallelepipede von gleichem Volum.)
Parallelepipede von gleicher Basis und Höhe haben auch glei¬

ches Volum, d. h. sie schliefsen gleich grofse körperliche Räume

ein, oder sie sind äquivalent.

Seyen AB C D (Fig. 69) und aßbc zw ey parallele Ebenen.

Die zwischen ihnen enthaltenen Parallelepipede

AdBc und AbBy

haben eine gemeinschaftliche Grundfläche AB CB, und, da sie

zwischen zwey parallelen Ebenen liegen, auch dieselbe Höhe.

Diefs vorausgesetzt, wird man (ganz wie in §. 117. bey ganz

ähnlich liegenden Parallelogrammen) leicht zeigen, dafs das zwi¬

schen denselben Ebenen enthaltene Prisma ACacay gleich dem

Prisma BDbdßb ist. Nimmt man von jedem dieser beyden Kör¬

per das Prisma
MNb day

weg, und addirt dafür zu jedem derselben das Prisma

MNABCB,

so folgt, dafs die beyden Parallelepipede

AdBc und AbBy

äquivalent sind.

Dasselbe findet man auch, wenn der Punct y in d, oder

auch, wenn y zwischen die Puncte c und d fällt.

Verlängert man dann in derselben Ebene aeßb die Gera¬

den ya und bß, und nimmt man y a =2 y a und b'ß' = bj 3 , so

ist auch yö = y'b' und aß = aß'. Verbindet man endlich die

Puncte Aa und Bß' . . . unter sich durch gerade Linien, so

entsteht ein drittes Parallelepiped

A b'B y,

welches, nach dem so eben Gesagten, dem zwevten AbBy äqui¬

valent ist; und da dieses zweyte bereits dem ersten AdBc äqui¬

valent gefunden wurde, so sind auch alle drey unter sich äqui¬

valent, d. h. Parallelepipede von gleicher Basis und gleicher

Höhe haben auch gleiches Volum.

l*ttfcr(w’s Aafaogsgiv d. gesammt. Diathem 1. 1 7
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§. 161. (Ausmessung- des Volums eines Paral¬
lelepipeds) Wenn sich die drey Kanten AB, AC und AD
eines rechtwinkligen Parallelepipeds AB DF (Fig. 70) durch eine

kleinere Linie Aß vollkommen ausmessen lassen, so nehme man

A ß = A y = Ab,

und errichte über der Linie Aß den Würfel Aßbe. Dieser Wür¬

fel wird sich so oft auf die erste Kante AB legen lassen, als Aß

in AB enthalten ist, und eben so oft auf die zweyte Kante AC

und auf die dritte AD, als wieder Aß in AC und in AD ent¬

halten ist.

Ist daher die Seite Aß des Würfels z. B. amal in AB,

b mal in AC, und cmal in AD enthalten, so wird das Volum des

ganzen rechtwinkligen Parallelepipeds eine Anzahl von

a.b . c

dieser kleinen Würfel enthalten, also auch abc Kubikzolle oder

abc Kubikfufse u. f. enthalten, wenn die Seite Aß des Würfels

einen Zoll, oder einen Fufs u. f. beträgt.

Wenn daher die drey Kanten AB, A C und AD als Zahlen

a, b, c betrachtet werden, deren Einheit die kleine Linie Aß

ist, so drückt das dreyfache Product abc das Volum des Paral¬

lelepipeds aus. Man nennt AB die Länge , AC die Breite, und

AD die Höhe des rechtwinkligen Parallelepipeds, und das Volum

desselben ist daher gleich demProducte dieser drey Dimensionen

des Körpers.

Da überdiefs der Flächeninhalt der Basis ABCE (nach (jj. 118.)

gleich ist dem Producte ab der beyden ersten Dimensionen , so

ist auch das Volum des senkrechten Parallelepipeds gleich dem
Producte der Basis in die Höhe desselben.

I. Da endlich, nach §. 160, Parallelepipeda von gleicher

Basis und Höhe auch äquivalent sind, $0 ist überhaupt das Volum

eines jeden Parallelepipeds gleich dem Producte der Basis in

seine Höhe.

II. Also wird auch für den Würfel, dessen Seitenkante a

ist, das Volum desselben gleich a 3 seyn.

Das Vorhergehende setzt voraus, dafs sich alle drey Kan¬

ten des Parallelepipeds durch eine kleinere Linie Aß vollkom¬

men ausmessen lassen. Wenn aber diese drey Seiten unter sich
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incommensurabel sind, so wird man, wie inj. 118, I. zeigen, dafs

dieser Fall sich immer auf den vorhergehenden zurückführen

läfst, wenn man nur die Linie Aß kleiner nimmt, als jede an¬

dere noch angebbare Gröfse.

§. >6e. (Ausmessung des Prismas und der Pyra¬
mide.) Wenn ma«n in den beyden Grundflächen eines Parallel-
epipeds (Fig. 64) die Diagonalen AC und ac zieht, so werden

dadurch diese Grundflächen ($. 116) halbirt, und da diese Dia¬

gonalen mit den beyden Kanten A a und Cc des Parallelepipeds

in derselben Ebene liegen, so wird auch dasParallelepiped selbst

durch diese Ebene AaCc halbirt, d. h. in zwey äquivalente drey-

seitige Prismen ACb und ACd getheilt, welche beyde dieselbe

Höhe mit dem Parallelepiped, aber nur die Hälfte der Basis der¬

selben zu ihrer Basis haben. Daraus folgt, dafs das Volum ei¬

nes dreyseitigen Prismas gleich ist dem Producte der Basis die¬

ses Prismas in die Höhe desselben.

Da sich aber auch die Basis jedes anderen mehrseitigen Pris¬

mas durch Diagonalen in Dreyecke theilen läfst, so wird über¬

haupt das Volum jedes Prismas gleich dem Producte seiner Basis

in die Höhe desselben seyn.

I. Eben so wird auch das Volum einer Pyramide gleich ir¬

gend einem Theile des Volums desjenigen Prismas seyn, das mit

der Pyramide gleiche Basis und Höhe hat. Sey B die Basis und

H die Höhe dieses Prismas, so wird demnach das Volum der Py¬

ramide gleich x.BH gesetzt werden können, wo x irgend einen

noch unbekannten Factor bezeichnet, welchen wir nun näher

bestimmen wollen.

Sey indem senkrechten dreyseitigen Prisma (Fig. 63 ) AbBC

die Kante A C = ac = a und B D — b das Loth von B auf AC,

oder auch bd = b das Loth von b auf ac. Endlich sey Aa= Bb

= Cc = c die Distanz der beyden Grundflächen des Prismas. —

Diefs vorausgesetzt, wird eine Ebene durch die drey Puncte B

a und c das Prisma in zwey Pyramiden theilen, nämlich in die

dreyseitige ab c B — 1 , und in die vierseitige AC a cB = II.

Für die erste dieser zwey Pyramiden ist die Basis B = -^ab

und die Höhe H=c. — Für die zweyte aber ist die Basis B — ac

und die Höhe II=b, so dafs wir demnach, unserer oben ange-

>7 *
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nommenen Bezeichnung zu Folge, haben werden für das Volum
der Pyramide I . . . x . 7 ab . c ,

» » II ... x . cic . b.

Da aber die Summe dieser zwey Pyramiden gleich dem ge¬
gebenen Prisma, und da das Volum dieses Prismas, nach dem
Vorhergehenden, gleich dem Producte der Basis in die Höhe
desselben, oder gleich ~ab.c ist, so hat man die Gleichung

^ ab . c = xab.c -}- x .ac. b ,
oder wenn man alle Glieder dieses Ausdruckes durch ab c divi-
dirt:

* = 7.
d. h. das Volum einer Pyramide ist gleich dem dritten Theile des
Volums eines Prismas, das dieselbe Basis und Höhe hat, selbst
wenn diese Basis nicht dreyseitig, und beyde Körper nicht senk¬
recht (§. 159 .) sind, oder das Volum jeder Pyramide ist gleich
dem dritten Theile des Products der Basis in die Höhe derselben.

11. Die Oberfläche eines Prismas oder einer Pyramide aber,
die Basis derselben ungezählt, ist offenbar gleich der Summe
der Flachen der diese Körper begrenzenden Seiten, die bey dem
Prisma Parallelogramme, und bey der Pyramide Dreyecke sind.
Haben daher alle diese Parallelogramme oder Dreyecke dieselbe
Höhe h , und nennt man b die Summe der die Basis begrenzen¬
den Kanten, so ist (§. 118 .)

die Oberlläche des Prismas gleich . . . b h,
und die der Pyramide gleich.£ bh .

§. i63. (Ausmessung des Cylinders und des Ke-
gels.) Da sich bey senkrechten Cylindern und Kegeln mit kreis¬
förmiger Basis diese Basis (nach §. 124 .) eis ein regelmäfsi-
ges Polygon von unzählig vielen Seiten betrachten läfst, so kann
man das Vorhergehende auch unmittelbar auf diese beyden Kör¬
per anwenden.

Ist nämlich r der Halbmesser der kreisförmigen Basis, also
auch (§. 124, V.) 2 r 7z die Peripherie und On die Fläche dieser
Basis, so hat man

für das Volum des Cylinders den Ausdruck . r s jr. h — h jt,

und für das Volum des Kegels.^
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Die Seitenfläche des Cylinders aber, ohne die beyden Grund¬

flächen , oder die sogenannte Mantelfläche des Cylinders, wird

gleich 2 rhx, und eben so die Mantelfläche des Kegels gleich

rkx seyn , wo k = \/ r % h z die Seitenlinie oder die Kante, und

h die Höhe des Kegels bezeichnet.

I. Ist Da b (Fig. 68.) dieser Kegel, in welchem der Halb¬

messer der Basis a c = b c = r und die Kante aD = b D — k

ist, und erweitert man alle diese Kanten um dieselbe Gröfse

aA = bB, so erhält man einen zweyten Kegel ABD , für wel¬

chen wir den Halbmesser der Basis AC — BC^= R und die

Kante AD = B D = K annehmen wollen.

Da die Mantelfläche des ersten Kegels gleich rkx, also

auch die des zweyten gleich RKx ist, so hat man, wenn man

beyde von einander subtrahirt, für die Mantelfläche x des abge¬

stumpften Kegels AB b a den Ausdruck

;r = (RK — rk) . jt.

Setzt man aber die Kante dieses abgestumpften Kegels

Aa = K — k =. m, so hat man , wegen der Ähnlichkeit der

Dreyecke ACD und acD:

K =
mR

R — r
ld k =

R-

so dafs man daher für die gesuchte Mantelfläche des abgestumpf¬

ten Kegels erhält

x = •— -. m iz ,
A — r

oder, da R 2 — r 2 = (R-j-r)(R —r) ist:

x = (R -j- r) . m x.

§. 164. (Verhältnisse ähnlicher Polyeder.) Zwey

Polyeder sind ähnlich, wenn ihre in derselben Ordnung aufein¬

anderfolgenden Seitenflächen ähnliche Figuren bilden.

Seyen AB CO und abcO (Fig. 71) zwey ähnliche Pyrami¬

den mit dreyseiligen Grundflächen. Seven G und g diese Grund¬

flächen, und OD — H, Ocl — h die Lothe, die man von ihren

Scheiteln O auf diese Gründlichen herabgelassen hat. Endlich

wollen wir noch das Volumen dieser Pyramiden durch V und u
bezeichnen.
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Da der gegebenen Erklärung ähnlicher Pyramiden zuFolge

die Grundflächen derselben ähnliche Figuren sind, so hat man

(5- 124.)

G : g = AB 2 a b 2

A B
wo man statt —r auch das Yerhältnifs jeder zwey anderen lio-ab

mologen Kanten, z. B.-, -, — u. f. substituiren kann.P a c o a k

Daraus folgt sofort, dafs die Grundflächen, also auch je

zwey andere homologe Seitenflächen, also auch die ganzen Ober¬

flächen zweyer ähnlicher Pyramiden sich verhalten, wie die Qua¬

drate ihrer homologen Linien.

I. Wählt man das letzte der oben erwähnten Verhältnisse,

so hat man

G : g = H n- : h\

Multiplicirt man aber diese Proportion durch die folgende

: \h — H : h,
so erhält man

~ G H : \ g h — H 3 : A*,

also auch, da V = jG H und a = jgh ist-:

V s v e= II 3 : h 3,

oder die Volumina zweyer ähnlichen Pyramiden verhalten sich

wie die Würfel ihrer Höhen, oder überhaupt wie die Würfel

ihrer homologen Seiten.

II. Da sich aber alle ähnliche Poljeder in solche ähnliche

und ähnlich liegende dreyseitige Pyramiden auflösen lassen, so

seyen V und i> die zwey ersten dieser Partialpyramiden der bey-

den Polyeder, und A, a zwey homologe Linien derselben, z. B.

die zwey Kanten, welche diese Pyramiden mit den zweyten ih¬

nen zunächst anliegenden Partialpyramiden V und v verbinden.

Seyen eben so B und b die zwey Kanten, welche diese zweyten

Pyramiden mit den ähnlichen nächstfolgenden dritten verbinden,

und G, c die Kanten, welche diese dritten Pyramiden mit den

ihnen anliegenden vierten verbinden u. f., so hat man nach dem

Vorhergehenden
F : 0 = A 3 : a 3,

r ; V = B 3 : b 3,
V'\ n"= C 3 ; U, f,
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Da aber, wegen der Ähnlichkeit der beyden Polyeder, die

Proportionen bestehen:

B : b = A : a,

C : c = A : a u. f.,
so hat man auch

V : o = A 3 : a 3 ,

r : v = A 3 : a 3,

V"\ p" = A 3 : a 3 u. f.,

und daher

F —|— V F -|— •••sp —|— p —p -/f 3 s a s ,

woraus sofort folgt, dafs in ähnlichen Polyedern die Volumina

derselben sich verhalten, wie die Würfel ihrer homologen Li¬

nien, während sich, nach dem unmittelbar Vorhergehenden, die

Oberllächen dieser Polyeder wie die Quadrate ihrer homologen
Linien verhalten.

III. Dasselbe wird sich auch auf ähnliche, von krummen

Flächen begrenzte Körper anwenden lassen. So werden aller

Kugeln Oberflächen sich wie die Quadrate, und ihre Volumina
wie die Würfel ihrer Halbmesser verhalten.



Ein und zwanzigstes Capitel.
Pas Dreyeck auf der Oberfläche der Kugel,

oder sphärische Trigonometrie.

5. i65. (Erklärungen.) So wie wir in dem Vorherge¬
henden das Dreyeck, in welches sich alle anderen Polygone auf-

lösen lassen, mit besonderer Sorgfalt betrachtet haben, so wer¬

den wir auch hier, wo wir uns init der Bestimmung der Polyeder

und der übrigen Körper beschäftigen , vor allen die dreiseitige

Pyramide näher untersuchen, da in diese, als in den einfachsten

aller Körper, jeder andere Körper aufgelöst werden kann, so

dafs uns daher die nähere Kenntnifs dieser Pyramide zur Unter¬

suchung der Polyeder und überhaupt aller Körper eben so nütz¬

lich seyn wird, als es die des Dreyecks zur Bestimmung der ebe¬

nen Figuren gewesen ist.

Jede solche dreyseitige Pyramide, wie AB CO (Fig. 72 ),

deren drey Kanten OA, OB, OC wir hier, gleich den Schen¬

keln eines Winkels, unbegrenzt annehmen, enthält sechs Bestim¬

mungsstücke, nämlich erstens die drey Winkel, welche die Kan¬

ten unter sich bilden, und dann die drey Winkel, unter welchen

die drey, durch je zwey jener Kanten gelegten Ebenen, oder unter

welchen die drey Seitenflächen der Pyramide gegen einander ge¬

neigt sind.

Wir wollen die drey ersten dieser Bestimmungsstücke die

Seiten j und die drey anderen die VFinkel der Pyramide nennen,

und jene (wie oben §. 87 , II. für das Dreyeck) durch a, ß, y,

diese aber durch A, B, C bezeichnen, so dafs man hat für die

Seiten der Pyramide

BOC — a,

AOC = ß,

AOB = y,

und für die Neigungswinkel der drey Ebenen
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an AO den Winkel A,

V BO » 5) B ,

» CO » » C.

I. Diefs vorausgesetzt, wollen wir uns in dem Scheitel O

dieser Pyramide zugleich den Mitlelpunct einer Kugel vorstellen,

deren unbestimmten Halbmesser wir für die Einheit annehmen,

so dafs die drey Kanten OA, OB, OC der Pyramide die Ober¬

fläche jener Kugel in den drey Puncten A, B, C treffen, wel¬

che Puncte demnach von dem Mittelpuncte O alle um dieselbe

Gröfse, um den Halbmesser der Kugel, entfernt sind. Die Ober-

lläche dieser Kugel wird daher von den drey Seitenflächen der

Pyramide

oder von der Ebene AOB in dem Kreisbogen AB,

von A O C » » » AC,

und von B O C » » » BC

geschnitten werden, und diese Kreisbogen werden sämmilich sol¬

chen Kreisen, deren Miltelpunct O mit dem der Kugel zusam¬

menfällt, oder sie werden sogenannten grö/slen Kreisen der Ku¬

gel angehören, so dafs auch ihre Halbmesser, wie jener der Ku¬

gel selbst, der Einheit gleich sind.

Dadurch entsteht demnach auf der Oberfläche der Kugel

ein von drey Bogen gröfster Kreise dieser Kugel eingeschlosse¬

ner Ilaum ABC, den man ein sphärisches Dreyeck zu nennen

pflegt. Die Seilen dieses Dreyecks oder die erwähnten Kreisbo¬

gen sind (nach Ü 4 , ff.) die Mafse der Winkel, welche die Kan¬

ten der Pyramide unter sich bilden, oder sie sind die Mafse der

Seiten der Pyramide, so dafs man daher für diese Seilen des

sphärischen Dreyeckes die mit den vorigen Gröfsen a, ß, y gleich¬

bedeutenden Bezeichnungen hat:

SC = a, AC = ß und AB = y.

Wenn man ferner in dem Puncte A der Kugelllächc, zu dem

Kreisbogen AB sowohl, als auch zu dem Bogen AC eine Tan¬

gente zieht, so steht (nach $. n5.) jede dieser Berührungslinien

in dem Puncte A senkrecht auf dem Halbmesser O A, d. h. senk¬

recht auf der Durchschnittslinie OA der beyden Ebenen AOB

und AOC, also ist auch der Winkel dieser zwey Berührungs¬

linien, und daher auch der Winkel, welchen die beyden Kreis¬

bogen AB und AC unter sich in dem Puncto A bilden (nach
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§. i 54 » III.), gleich dem Winkel der beyden Ebenen AOB und

AOC , d. h. gleich demjenigen Winkel der Pyramide, den wir

oben durch A bezeichnet haben.

Dasselbe wird auch von den beyden andern Winkeln B und

C der Kreisbogen ABC und ACB gelten, von welchen der er¬

ste gleich dem Winkel B, und der zweyte gleich dem Winkel C

der Pyramide ist, so dafs man daher für die drey Winkel des

sphärischen Dreyecks wieder die vorhergehenden Bezeichnungen

B AC = A, ABC =2 B und ACB = C

haben wird, die wir, wie oben für das ebene Dreyeck, auch hier

und in der Folge für das sphärische beybehalten wollen.

§. 166. (Grundgleichung des sphärischen Drey¬ecks.) Lassen wir von dem Puncte C (Fig. 72) in der Ebene
COA auf die Gerade OA ein Loth Ca herab, und errichten

wir durch diesen Punct a in der Ebene AOB auf dieselbe Ge¬

rade OA wieder ein Loth ab, so dafs demnach die beyden Li¬

nien a C und ab in dem Puncte a auf den Durchschnitt O A der

beyden Ebenen BOA und COA senkrecht stehen. Diefs vor¬

ausgesetzt, wird der Winkel Cab, welchen diese beyden Lothe

unter sich bilden (nach i 54 , Uh), gleich dem Neigungswin¬

kel der beyden erwähnten Ebenen seyn, oder es wird der Winkel

Cab = CAB — A

seyn, und man wird daher in den zwey ebenen Dreyecken Cab

und O Cb (nach §. 91.) die beyden Gleichungen haben

Cb x = ab 1 -f- aC % — zab . aC . Cos A und

Cb 1 = 1 -p b O x -— 2 b O . Cos a.

Allein es ist auch, der vorhergehenden Erklärung unserer

Verzeichnung gemäfs:

ab = aO . Tangy,

aC = aO . Tang( 3 ,
a O

bO = undCosy

aO == CO Cosß Cosß.

Substituirt man diese Werthc in den beyden obigen Glei¬

chungen, und setzt dann die beyden Ausdrücke von Cb einan¬

der gleich, so erhält man
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Cos a = Cos ß Cos y -J- Sin ß Sin y Cos A,
und diese Gleichung gibt den Winkel A des sphärischen Drey-
ecks, wenn die drey.Seiten a, ß, y desselben bekannt sind.

Durch dasselbe Verfahren, auf die beyden andern Puncte A
und B angewendet, oder auch, durch die blofse bereits oben
(§. 91 , II.) erwähnte Verwechslung der Zeichen, wird man auch
die beyden analogen Ausdrücke für Cosß und CosC erhalten,
so dafs man demnach die drey Gleichungen hat:

Cosa = Cosß Cosy -)- Sin/3 Siny Cos A 1
Cos ß = Cos a Cos y -J- Sin a Sin y Cos BJ... (A) ,
Cosy = Cosa Cosß -J- Sina Sinß Cos C )

und diefs ist die gesuchte Fundamentalgleichung des sphärischen
Dreyecks, aus welcher sich alle übrigen ableiten lassen, wie wir
sogleich näher sehen werden.

§. 167. (Weitere Gleichungen des sphärischen
Dreyecks.) Da man für jeden Winkel A die Gleichung hat:

Sin 2 J = i — Cos 2 A,

so gibt die erste der Gleichungen (A)

'Cosa — Cosß Cosy \ 2Sin 2 A so 1 0
Sin ß Sin y

Entwickelt man diesen Ausdruck, und setzt der Kürze
wegen

j -[- 2 Cos a Cosß Cos y — Cos 2 a — Cos 2 ß —■ Cos 2 ßM 2

so findet man sofort Sin 2 a Sin 2 ß Sin 2 y

Sin A M . Sin a:

und eben so, durch die blofse Verwechslung der Zeichen, wo¬
durch der für aßy symmetrische Ausdruck von M offenbar nicht
geändert wird:

Sin B — M. Sin ß und
Sin C = M . Sin y.

Eliminirt man aus den drey letzten Gleichungen die Gröfse
M, so erhält man

Sin A Sinß = Sinß Sina j
Sin^Siny = Sin C Sin a ! • • • (D)>
Sinß Siny = Sin C Sinß J
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oder in jedem sphärischen Dreyecke verhalten sich die Sinus der
Winkel wie die Sinus der ihnen gegenüberstehenden Seiten.

I. Von denselben drey Gleichungen (A) geben die beyden
ersten, wenn man dabey die Gleichungen (B) berücksichtiget:

Cosa = Cosß Cosy -j- Sina Sin y Sin B Cotang^f,
Cosß ca Cosa Cosy -j- Sina Siny Cos B.

Eliminirt man aus diesen zwey Gleichungen die Gröfse
Cosß, so erhält man

Cotang ^4 Sin 25 = Cotanga Siny —■ Cosy Cos B . . . (C)
mit den beyden analogen für Cotang Z5 SinC und Cotang C Sin A.

II. Eben so gibt die erste und dritte der Gleichungen (A)
Cosa c= Cosß Cosy -j- Sin/3 Sina SinC Cotang A,
Cosy e= Cosa Cosß Sin a Sinß Cos C,

woraus man wieder, durch Elimination Aron Cos y, erhält
CotangSinC = Cotanga Sinß — Cosß Cos C . . . (D)

mit den beyden analogen Gleichungen für Cotang 25 Sin A und
Cotang C Sin 25.

III. Endlich gibt die zweyte der Gleichungen (C) verbun¬
den mit (D):

Cotang B SinC = ^" — — Cosa CosC,a om B

Cotang A SinC = Gos « Sin ,g __ Cosß C osC,
ö Sm^

woraus man, durch Elimination von Cosß, erhält

Cos A = Sin E Sin C Cos a — Cos B Cos C . . . (E)
mit den zwey analogen Gleichungen für Cos B und Cos C.

» 68 . (Umbildung der vorhergehenden Aus¬
drücke.) Die Gleichungen (A) bis (E) enthalten die vorzüg¬
lichsten Ausdrücke, deren man sich bey der Auflösung (§. >09 .)
der sphärischen Dreyecke, oder in der sphärischen Trigonometrie,
bedient. Zur bequemem Berechnung mit Logarithmen kann man
ihnen, wie oben (§. 106 .) mit denen für die ebene Trigonometrie
geschehen ist, andere Gestalten geben.

I. So gibt die erste der Gleichungen (A)
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i -)- Cos A =j

i — Cos A —

Nach §. 96. ist aber

Cos a — Cos (ß + y)

Sin ß Sin y

Cos(ß- — y) — Cosa

Sin ß Sin y

und

1 -[- Cosa? = 2 Cos 2 ja?,

l — Cosa? = 2 Sin 2 ja’ und

Cosa? — Cos,/ = 2 Sin j-(/-j-a?) Sin j (y- —a),

also ist auch

Sin = \/

Cos \A =

Sin j(« + ß~y) Sin j(a —ß + y)

Sin ß Sin y

Sin j (g -{- ß + y) Sin j (ß 4 - y — a)

Sin ß Sin y

(F),

und durch dasselbe Verfallen erhält man auch aus der ersten der

Gleichungen (E) die beyden folgenden:

Sin ja =

Cos j a =

— Cos j (A 4 B 4- C) Cos f (B 4- C —

Sin B Sin C

Cosj(^ + g— C) Cos \(A C — B)
Sin B Sin C

A)

. . . (G).

II. Wichtiger noch ist folgende Verwandlung, zu welcher

wir den Weg nur kurz anzeigen.

Die Gleichung (C) gibt

Cos a Sin C = Cos A Sin B -j~ Sin A Cos B Cos y,

und analog

Cos ß Sin C = Sin .4 Cos B -j- Cos A Sin B Cos y,

woraus man durch Addition und Subtraction findet

(Cos a 4 Cos ß) Sin C = (i + Cosy) Sin (B 4 Ä) . . . (i).

Sucht man eben so aus der Gleichung (D) den Werth ron

Cos A Siny und Cos B Siny, durch a, ß und C ausgedrückt, so
erhält man

(Cos^f 4 Cosü) Siny = (14 Cos C) Sin(/ 3 + a) . . . (2),

Endlich ist noch, wie unmittelbar aus den Gleichungen (B)

folgt:

(Sin A 4 Sing) Siny = (Sina + Sinß) SinC . . . ( 3 ).

Verwandelt man in den Gleichungen (1), (2) und ( 3 ) die

Summen und Differenzen der Sinus und Cosinus (nach 96.) in
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die Producto derselben, so erhält man sechs Gleichungen, deren

Combinatiorien unter einander zu vielen anderen interessanten

Gleichungen führen, von welchen wir hier nur die vier folgen¬

den auszeichnen:

Sin-j-(y4Cos-j-y = Cos^(a — /3) Cos \C J

Cos 7 (A -)- B) Cos Ty = Cos^(a-f-ß) Sin-j-C I

Sin-j- (A — B) Sin j- y = Sin-j-(a — ß) Cos \C /

Cos 7^— FjSinTy = Sin 7 (a -f-ß) Sin 7 C )

III. Dividirt man von diesen Gleichungen (H) die zwey er¬

sten oder letzten durch einander, so erhält man

m , , A . t>\ Cos 7 (a — ß)
Tang^ + ü) = Cic + S)

Sin r ya -j- ß)

und eben so erhält man auch

Cotang 7 C

Cotang-i C

• • (I) ?

Tang^(a-f ß)

Tang|(a —ß)

_ Cos-j (J — B)

Cos HA + Ji)

_ Sin v (A — B)

Tangfy
. . (K).

Sin \ (A -\- B)
Tang 7y

IV. Endlich kann man auch noch mehrere der Gleichungen

des §. 167. durch Einführung von Hülfsgröfsen zur Rechnung

bequemer machen. Nimmt man z. B. in der Gleichung (D) den

Hülfswinkel y so an, dafs man hat

Tang y == Tang a Cos C,

so findet man daraus die Cotangente von ,4 , durch die Gröfsen

a, ß und C ausgedrückt, auf folgende Art:

Cotang A
Sin (ß —y)

Sin y Tang C *

§. 169. (Differentialaasdrücke der vorhergehen¬
den Gleichungen.) Wenn man von den sechs Bestimmungs¬
stücken eines sphärischen Dreyecks zwey derselben constant an¬

nimmt, und irgend eine der vier anderen um eine gegebene, sehr

kleine Gröfse ändert, so wird man die Änderungen, welche da¬

durch die übrigen ßestimmungsstücke erleiden, auf folgendeWeise finden.
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Es scy z. B. in dem Dreyecke ABC (Fig. 78 ), in welchem

die beyden Seiten ß und y dieselben bleiben sollen, der Winkel

C A B = A um die Gröfse BAB' = dA geändert worden, so dafs

das gegebene Dreyeck ABC in das folgende AB'C übergeht, wo

AB = AB = y ist, so wird man die Änderung da, welche da¬

durch die Seite BC = a erfahren hat, durch die Differentiation

der ersten der Gleichungen (A) erhalten, oder man wird haben

da Sin a = dA Sin A Sin/3 Siny,

oder einfacher, mit Berücksichtigung der Gleichungen (B) :

— Sin B Sin y.dA 1

Sucht man eben so die Änderung dB des Winkels B , die

einer gegebenen Änderung dC des Winkels C entspricht, unter

derselben Voraussetzung, dafs die beyden Seiten ß und y unver¬

ändert bleiben, so gibt die dritte der Gleichungen (B)

dB Cos B Siny = dC Cos C Sin/3,
also auch

dB = dC . Tang B Cotang C.

Führt man diefs für alle vorkommenden Fälle aus,

hält man folgende, in vielen Fällen nützliche Tabelle.

I. Ist ß und y constant, so hat mand a
d A Sin B Sin

dB
dC TangJ? Cotang C,

d a
d B

d a
1c — Sina TangjB,

= —■ Sin a Tang C,

d A

Iß =

Sin a

Sin ß Cos C ’

so er-

dA
1c

Sin i

Sin y Cos B *

II. Ist der Winkel Ä und eine der ihm anliegenden Seiten y

constant, so ist eben so
da „ „ da „ da

d-=CosC, ^=SinaCotgC, dc

dß Sina dß Tanga dC
Hi ~ Sin C ’ l c~ Sin C ’ lB

— — Tang a Cotg C,

— Cos a.

dA
d a

III. Sind zwey
dß Tang ß
dy Tang y ’

=3 SinH Sin y,

Winkel B und C constant, so ist

dß Cotang y dß _ Sin ß Cos y
dA Sin A ’ la Sina ’
d y Cos ß Sin y d A

da Sin« ’ dy
Sin A Tang/3,
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IV. Ist endlich ein Winkel A und die ihm gegenüberste¬

hende Seite a constant, so hat man

d s Tangß dß _
Cos B

dß Sin ß

dB Tang B ’ d y
Cos C’ dC Tang?// Cos y 1

d y _ Tang 7 d y Tang ß Cos C dB Cos ß
1c Tang C ‘ d B Sin B ' dC Cos y *

§. 170. (Vergleichung - der Ausdrücke des sphäri¬
schen und des ebenen Dreyecks.) Nimmt man die Sei¬
ten eines sphärischen Dreyecks gegen den Halbmesser der Ku¬

gel , auf welcher es verzeichnet ist, sehr klein an, so kann man

die dasselbe begrenzenden Bogen als gerade Linien, also auch

das sphärische Dreyeck als ein ebenes betrachten. Die Gleichun¬

gen (A)...(K) des sphärischen Dreyecks werden demnach die

Gleichungen (A...F des §. 106.) des ebenen Dreyecks als blofse

specielle Fälle in sich enthalten. In derThat, setzt man z. B.

die Seiten a, ß, y des sphärischen Dreyecks unendlich klein,

also auch (nach §. 102, 104.)

Sina = Tanga = a und Cosa = 1,

so gibt die erste der Gleichungen (B)

ß Sin A =z a Sin B ,

übereinstimmend mit der Gleichung (B) des §. 106.

Eben so gibt die Gleichung (C) und (D) des §. 167.

Cotang^Sinß — - — Cos B und0 a

Cotang^SinC = — — CosC,0 a '

also auch

Tang A =

a S!n B a Sin C

y — a Cos ß ß — a Cos C

übereinstimmend mit der Gleichung (F) des §. 1 06, u. s. f.
I. Dasselbe wird auch von den Differentialausdrücken des

§. i6i). gelten. So hat man in einem ebenen Dreyecke, wTcnn die

Seiten ß und y constant bleiben:

d dA
- ~ y Sin B, -Al —-_
d { 'dB ß Cos C

u. f.

§• 1 7 I * (Auflösung der sphärischen Dreyecke-)
Aus den Gleichungen (A) .. . (K) des §. 168, sieht man, dafs-
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wenn von (len sechs Rcstimmungsstücken eines sphärischen Drey-

ecks drey gegeben sind, die drey anderen durch Rechnung be¬

stimmt werden können. Wir wollen daher, wie oben (j. 109.)

für das ebene Dreyeck, auch die hier vorkommenden Fälle fiii>

das sphärische nach der Ordnung aufzählen.

I. Fall. Wenn die drey Seiten a, ß, y eines sphärischen

Drcyecks gegeben sind.

Dann lindet man irgend einen der drey Winkel, z. B. A t

durch die Gleichung (A)^ Oos a — Cos 3 Oos y
COS A —' -— ^~7T. — »Sin ß Sin y

oder auch, bequemer zur Rechnung, Sin ^^ oder Cos \A durch

die Gleichungen (F).

II. Fall. Wenn die drey Winkel A , B , C gegeben sind.

Dann findet man irgend eine Seite, z. B. «, durch die Glei¬

chung (E)

Cos a —
Cos A + Oos ß Cos 0

Sin ß Sin C

oder bequemer Sin-ia oder Cos-^oc durch die Gleichungen (G).

III. Fall. Wenn zwey Seiten ß mit dem eingeschlosse¬

nen Winkel C gegeben sind.

Dann findet man A, B und y durch die Gleichungen

Cotangyf =

CotangJS =

Ootanga Sin ß —- Cos ß Cos C
' süTc ’ !

Cotang ß Sin a — Cos ct Cos C
Sin C ’

Cos y — Cos a Cos ß -|- Sin a Sin ß Cos C.

I Bequemer zur Rechnung sind für diesen Fall die Glei¬

chungen (H), wenn man alle drey Gröfseu A , B und y zugleich

bestimmen will.

II. Sucht man blofs die beyden Winkel A und B, so wird

man die Gleichungen (F) wählen.

III. Sucht man endlich blofs einen dieser Winkel, z. 0 , ß

und die Seite y, so hat man die Gleichungen:

Siny Sin B = Sin ß Sin C i

Sin y Cos B = Sin a Cos ß — Cos <x Sin ß Cos C i,

Cos y = Cos a Cos ß -f- Sin a Sin ß Cos C ]

wo die Division der beyden ersten Gleichungen den Werth von

kUb’ow’s Anidii^sgr. J, ^osamml. Mufelui 1 8
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Tang B gibt, und wo man dann , wenn B bekannt ist, den Werth
von y aus jeder dieser drey Gleichungen bestimmen kann.

ly. Dieselben drey Gleichungen lassen sich auch, zur Rech¬
nung mit Logarithmen, in blofscn Factorcn auf folgende Weise
darstellen:

oder auch

Tang?) =

Cotang ß =

Cos y =

Tang-^ =

Cotang A =

Cosy =

Cos C Tang ß,
Sin (a — 9 )

Sin f Tang C 1
Cos ß Cos (a — ?)

Cos f

Cos C Tang a ?
Sin (ß — *p)

Sin i)i Tang C ’
Cos a Cos (ß —■+)

Cos l)l
‘

IV. Fall. Wenn zwey Winkel A, B und die eingeschlossene
Seite y gegeben ist.

Dann findet man a , ß und C durch die Gleichungen
„ Cotang A Sin B -4- Cos B Cos y
Cotang« = -^-—!-

Sin y
« _ Cotang B Sin A Cos A Cos y
Cotang ß = -=-5:-;-- 1Sin y '

Cos C = Sin A Sin B Cos y — Cos A Cos B.
I. Bequemer zur Rechnung sind die Gleichungen (H), wenn

man alle drey Gröfsen «, ß und C sucht, oder die Gleichungen
(K), 'wenn man blofs die beyden Seiten a und ß sucht.

II. Sucht man endlich blofs eine dieser Seiten ß und den
Winkel C , so bat man, wie zuvor, die Gleichungen:

Sin C Sinß = Sin B Siny
Sin C Cosß = Cos A Sin B Cos y -)- Sin A Cos B

Cos C = Sin A Sin B Cos y — Cos A Cos B ^
III. Oder endlich zur Rechnung mit Logarithmen:

Tang 9 =

Cotang ß =

Cos C =

Cotang B

Cos y ’
Cos (A — tjj)
Tang y Cos f ’
Cos B Sin (A — f)

Sin y
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oder auch

Cotang A
Tang f = „ ?

lang v Cos <J>
Cos A Sin (/iCos C —

V. Fall. Wenn zw ey Seiten a, ß und einer der gegenüber-
stehenden Winkel, z. B. A, gegeben ist.

Dann findet man B durch die Gleichung
Sin A Sin ßSin B = Sin a

und wenn so B bekannt ist, auch C und y durch die Gleichun¬
gen (I) und (K) , oder durch

Cos 7 (a Cotang ±(A 4 - B) ,Tang 7 6 =
Cos T (a+ß)
Cos 7 (A-j-B)

Tan g 7 ( a ~r ß)*Tang 7 y =
Cos 7 (A — Ji)

Sucht man blofs den Winkel C , so hat man
Cotang A

Ta "Sf =

co,(c-?) = T;w fiCos '>
v J ' Tanga

und eben so, wenn man blofs die Seite y sucht:

Tang^ =s Cos A Tang ß,
Cos a Cos iji

Cos (y— f) =

VI. Fall. Wenn zwey Winkel A und B und eine der ihnen

gegenüberstehenden Seiten, z. B. a, gegeben ist.
Dann findet man ß, C und y durch die Gleichungen:

Sin d Sin B
Sin p = Sin A

Cos 7 (a
Cotang 7 (yi -j- B),Tang 7 C ==

Cos 7 (a + ß)

T-siy = T “sH«+ß>
Cos -(A — B)

Sucht man blofs den Winkel C , so ist
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Cotangp = Cosn Tang.ß,

Sin (C — p) Cos A Sin p
Cos li ’

und wenn man blofs die Seite y sucht:
Tang tJj = Cos B Tang a,

Tang B Sin p
Sm (y f) — Tang".// *

§. 172. (Aullösung der rechtwinkligen sphärischen
Dreyecke.) Aus dem Vorhergehenden lassen sich sofort auch
die Ausdrücke für solche sphärische Dreyecke ableiten, in wel¬
chen einer der drey Winkel gleich einem rechten ist. Solche
Dreyecke werden rechtwinklige genannt. Wir nehmen im Fol¬
genden den Winkel A = qo° an.

I. Fall. Ist J, ß und y gegeben, so hat man sofort, wenn
man in §. 171. den Winkel A = 90 setzt:

Tang ßTang B =

TangC =
Sin y '

Tang y

Sin ß
Cos a = Cos ß Cos y.

II. Fall. Wenn A, a und ß gegeben ist:
Sin ßSin B =

CosC =

Cosy =

Sin a ’
Tail gß
Tanga’
Cos a

III. Fall.
Cos ß *

Wenn A, B und ß gegeben ist:
Sin a = Sin ß

SUJ3’

Sin y = ^”1
1 Tan« B ’

Sin C = Cos-B

IV. Fall.
Cos ß

Wenn A, C und ß gegeben ist:

Tang a
_ Tan gß

Cos C ’

Tang y = Sin ß TangC,
Cos B = Cos /3 Sin C.
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V. Fall. Wenn A , B und a gegeben ist:

Sinß = Sin a Sin_B,

Tangy = Tanga Cos B,
^ CotangJS

Tang C = •° Cos a

VI. Fall. Wenn A, B , C gegeben ist:

Cosa = CotanglfCotangC,
r,

Cosß

Cos v =

Cos B

Sin C
Cos C

Sin B

§• >7 3 - (Berechnung der sphärischen Dreyecke.)
Wir wollen nun den Gebrauch der vorhergehenden Ausdrücke

durch Beyspiele zu erläutern suchen.

Ehe wir aber diese Berechnungen vornehmen, wollen w,ir

einige, diesen Gegenstand überhaupt betreffende Bemerkungen
voraussenden.

I. Erstens bedarf es wohl keiner Erinnerung, dafs man auf

die Zeichen der trigonometrischen Functionen in den verschie¬

denen Quadranten ihrer Winkel gehörig Rücksicht nehmen mufs,

wozu man sich am bequemsten der Gleichungen des §. 94, Nr.'ß.

und C. bedienen wird.

II. Zweytens ist es bey der Berechnung der Hülfswinkel

und überhaupt aller derjenigen Gröfsen, die nicht die gesuchten

Endresultate unmittelbar enthalten [wie z. B. die Gröfsen \(A~\~

und-|-(^ — B') aus den Gleichungen (I) des §. 168, durch welche

man erst die unmittelbaren Wcrthe von A und von B durch Addi¬

tion und Subtraction jener zwey Gröfsen erhalten will], am einfach¬

sten und auch für alle Fälle genügend, diese Winkel stets in dem

ersten Quadranten, aber mit dem der trigonometrischen Function

entsprechenden Zeichen, zu nehmen, und dann mit dem so an¬

genommenen Hülfswinkel die Rechnung bis zu ihrer Beendigung

fortzuführen, wobey man, wie schon in §. 64, B. erinnert wurde,

die Logarithmen der negativen Zahlen, um Irrungen zu vermei¬

den, mit einem JV bezeichnen kann.

III. Drittens kann man annchrnen, dafs in jedem sphärischen

Dreyecke keine Seite gröfscr als 180 Grade ist; denn wenn auch
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solche Dreyecke möglich sind, deren Seiten die halbe Periphe¬

rie der Kugel übersteigen , so werden die Ergänzungen dieser

Seiten zu 3boGraden immer ein Nebendreyeck auf der Kugel ge¬

hen, dessen Seiten kleiner als i 8 o° sind, und das man daher

statt des gegebenen Dreyecks berechnen und daraus dieses gege¬

bene leicht ableiten wird. In der That gebraucht man die sphä¬

rischen Dreyecke gewöhnlich, um durch sie die Lage eines be¬

stimmten Punctes auf der Oberfläche der Kugel anzugeben. Will

man aber z. B. die Lage irgend eines Punctes B (Fig. 74 ) gegen

den festen Kreis ACA'C' angeben, oder will man den dritten

Punct B des Dreyecks AC B durch die Entfernung CB desselben

von dem fixen Punct C, und durch den Winkel ACB dieserEnt-

fernung mit dem fixen Kreise CA C' bestimmen, so wird es offen¬

bar genügen, diese Entfernung CB oder die Seite des Dreyecks

ACB nicht gröfser als 180 Grade anzunehmen, aber dafür den

Winkel C des Dreyecks von o bis 36o° wachsen zu lassen , um

auf diese Weise alle Puncte der Kugel, und zwar keinen dersel¬

ben. mehr als einmal zu umfassen.

IV. Endlich wollen wir noch bemerken, dafs es zwischen

je drey Puncten A, B, C (Fig. 74 ) auf der Oberfläche der Ku¬

gel immer zwey Dreyecke, der anderen hier nicht zu erwähnen,

gibt, nämlich erstens das gewöhnlich betrachtete Dreyeck ABC ,

und zweytens jenes, dessen Fläche dieFläche des ersten zur gan¬

zen Kugelfläche ergänzt, oder dasjenige, welches übrig bleibt,

wenn man von der Oberfläche der ganzen Kugel das erste Dreyeck

wegnimmt. Beyde Dreyecke haben ganz dieselben Seiten, aber

die Winkel des einen sind die Ergänzungen der Winkel des an¬

deren zu vier rechten Winkeln. Die sämmtlichen vorhergehen¬

den analytischen Ausdrücke des sphärischen Dreyecks bleiben

aber selbst in Beziehung auf ihre Zeichen unverändert dieselben,

wenn man in ihnen statt den Winkeln A , B und C ihre Ergän¬

zungen zur-ganzen Peripherie oder 36o — A, 36o — B und

36o — C setzt, und dabey die Seiten a, ß, y des Dreyecks un-

geändert läfst, so dafs also alle jene Formeln eben so gut für das

gewöhnliche, als für das Supplementardreyeck desselben gehören.

Nach diesen Bemerkungen wollen wir nun zu der ausführ¬

lichen Berechnung eines Dreyecks selbst übergehen.

Wenn in einem Dreyecke folgende zwey Seiten mit dem
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cingeschlossenen Winkel gegeben sind:
a = io5° 23' 5o",

ß = i3° 25' 54",
C = 5° 42 ' 20 ",

und wenn man vorerst nur einen der beyden anderen Winkel,

z. B. den Winkel A dieses Dreyecks kennen lernen will, so hat

man nach §. 171, Fall III :

Tang f = Tanga Cos C und

ryi ji _ Sin 41 Tan g Clang^ =

Dicl’s gibt sofort

log Tanga = 0.0600459 JV

Sin (ß — ij,)

log Cos C = 9.9978431

logTang^ = 0.5578890,

und daher, da der erste dieser Logarithmen, also auch der letzte,

zu einer negativen Zahl gehört;f = — 74° 3 i' 47''. 2
Aber es war ß = j3° 25' 54".o

also ist auch ß — f = 87° 5 j 4 1"- 2 -

Mit diesen Werthen von f und ß — f erhält man, da der

Sinus eines negativen Winkels f ebenfalls negativ ist:

log Sin ^ = 9.9839780 jty

log Tang C = 8.9996142

log Sin (ß — f)

8.9835872

9.9997251

log Tang A = 8.9838621

und daher A = — 5 ° 3 o' i2”.9.

Um nun in dem Endresultate der Rechnung, in welchem

man die negativen Winkel zu vermeiden und sie durch ihre

gleichbedeutenden positiven zu ersetzen pllegt, den Quadranten,

in welchen der Winkel A fallen mufs, zu bestimmen, so hat man

(nach §. 94, C)

Tang (180 -f-a;) =3 Tang ( 36 o -}~ x ) ^ Tang«,

also ist auch der Winkel

entweder 180 oder 36 o

■—5 3 o 12.9 —5 3 o 12.9

17.4 29 47.1 354 29 47.1,
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so dafs daher der gesuchte Winkel A entweder in den ll tcn oder

lyten Quadranten fällt. Welcher von diesen beyden Fällen in der
That Statt hat, wird man leicht aus einer der anderen Gleichun¬

gen des §. 166. und 167., z. B. aus der Gleichung (ß) des §.167:

Sin A =
Sin a Sin C

Si

selbst ohne eigentliche Berechnung derselben entscheiden können.

Da nämlich C = 5 ° 42'20" im ersten Quadranten liegt, also Sin C

positiv ist, und da alle Seiten eines Dreyeckes kleiner als 180°,

also auch Sin a sowohl, als Siny eine positiveGröfse ist, so mufs

auch Sin A positiv seyn, oder der Winkelt mufs in den I sten oder

H to, i Quadranten fallen. Nach dem Vorhergehenden kann er aber

nur in den ll tcn oder IV ten Quadranten fallen, also fällt er in den

ll ton , und man hat daher

A = 174® 29' 47”*>.

Nach dieser vorläufigen Bestimmung des Winkels A wollen

wir nun das gegebene Dreyeck vollständig auflösen, und uns

dazu der Gleichungen (ff) des §. 168. bedienen.

Mit den oben gegebenen Wcrthen von a, ß und C findet
man

f(a-f/ 3 ) = 59" 24' 5 a", ±(* — ß) = 45 ° 58 ' 58 ",

und — 5 ° 42'20";

und damit geben die erwähnten Gleichungen (H)

log Sin-j-(^-|- B) Cos-j-y =: 9 8418679

logCosi(// -)-ß) Cos ‘ y = 8.4o35339

logSini(yf—ß)Sin-^y = 9.8562695

log Cos 7 (.4 — ßjSinfy = 8.6319037

Die Division der beyden ersten und der zwey letzten dieser

Ausdrücke gibt

log Tang + = 1.4378340,

logTangf^— B) =s 1 . 2243658 ,

Diefs gibt sofort

7 (A -j- B) = 87° 54' 36 ". 8 7 j

und 7 (A — B) = 86 35 10.19 )

Da aber die beyden letzten Logarithmen zu positiven Zahlen

gehören, so werden die zwey Winkel und — B)
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dafs man demnach auch haben könnte:

±(A-{-B) = 267° 54 ' 36 ".87 |
A — B) = 266 35 10.19 j

Welcher von diesen Leyden Fällen in der That Statt hat,

wird sich sogleich aus irgend einer der vorhergehenden vier Glei¬

chungen entscheiden, bey welcher wir (nach der obigen Bemer¬

kung I.) die Werthe von \(A-\-B) und — B ), wie wir sie

zuerst gefunden haben, nämlich im ersten Quadranten mit ihren

Zeichen, beybehalten. — Von diesen vier Gleichungen gibt z.B.

die erste und die letzte

9.8413679 8.6319037

logSin^(^-j-jB) = 9.9997110 logCosj(^t — B ) = 8.7748631

logCosfy = 9.8416569 log Sin-j-y = 9.8570406.

Da nun -iy (nach der Bemerkung III.) nie gröfser als 90“,

also auch Sinjy und Cos^y nie negativ seyn kann, so mufs

^•( A-\-B) sowohl, als auch j(A — B) im I stcn , nicht aber im llI ton

Quadranten genommen werden, so dafs man demnach in der That
haben wird:

r(A + B) = 8 7 » 54 ' 36 ". 8 7 ,

±(A — -B) — 86 35 10.19.

Nimmt man von diesen beyden Ausdrücken die Summe und

die Differenz, so erhält man für die wahren Werthe der beyden

Winkel A und B

A = 174029' 47".06,

B = 1 19 26.68;

wo dann zugleich der so eben gefundene Werth

log Cos i y = 9.8416569

für die gesuchte Seite y gibt:

y =s 46°o' 52 ".5 oder y =a 92 °i'45".o.

Zur Prüfung der ganzen llechnung kann man auch noch

diesen Werth von y aus der zweyten der obigen Gleichungen,
oder aus

log Sin -j-y = 9 .85 7 o 4 o 6

.suchen, der mit dem vorhergehenden übereinstimmen mufs.

Übrigens hätte man sich auch schon, wie oben, aus den

beyden einfachen Gleichungen
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Sin A =
Sin a Sin C

und Sin B
Sin ß Sin C

Sin y — - ~ Siny

ohne eigentliche Berechnung derselben, überzeugen können,

dafs dieWerthe von A undB nur in den I ston oder II t0 " Quadranten

fallen, da SinC, nach dem gegebenen Werthe von C, und da

die Sinus der Seiten a , ß, y, für alle Werthe dieser Seiten, im¬

mer positiv sind, also auch Sin^f und SinB selbst positiv seyn

mufs.

Wir erhalten demnach als Endresultat der Berechnung die¬

ses Dreieckes

A = 174° 2 9' 47".o6 ,

B = 1 19 26.68,

y es 92 1 45 . 0 .

Sey für ein zweytes Beyspiel der Vyinkel C und die beyden

ihn einschliefsenden Seiten a, /3 , wie folgt, gegeben:

C — 218" 7 ' 5 7 ". 9 ,

a = 23 27 42.6 ,

ß — 86 36 26.7.

Damit erhält man durch die Gleichungen des §.171. Fall III.

Nr. IT.

log Cos C = 9.895744* N

logTang /3 = 1.227084*

log Tang <p = 1.1228282;
und daher

f = — 85 ° 4 1' 24". i*

a — 23 27 42.6

a — <p = 109 9 6.71.

Ist so f bekannt, so erhält man B und y durch

log Sin (a — f) = 9.9752720

log Cotang C = o.io5ii73

0,0803893

= 9.9987701 Nlog Siny

log Cotang B = 0.0816192

B = — 39 ° 38 ' 5 o ''.9

log Cos ( a-

log Cos ß

log Cos?

log Cos y

■f) = 9.5159707 N
= 8.7721541

8.2881248

= 8.8759419

= 9.4121829
y — — 75° 1'43''.4.

Da Cosy negativ ist, so liegt y im zweyten Quadranten,
oder es ist

y = 104 0 58 '16".6.
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Der Winkel B aber liegt entweder im II ten oder IV ten Quadran¬

ten. Um zwischen diesen zwey Quadranten zu entscheiden, ist

Sin# =: 9. . Sin/ 3 ;Oin y

und da Sinß und Siny positiv, Sin C aber negativ ist, so ist auch

Sinl? negativ, oder iS liegt im lV te " Quadranten, oder es ist

B = 32 o° 2 i' 9 ''i.

Um endlich noch den Winkel A zu finden, hat man

Es ist aber

und daher

_. Sin a Sin C
OinA = -—-. Sin y

log Sin a ■= 9.6ooo337

log Sin C = q.7906268 N

9.3906605

log Sin y = 9.9850020

log Sin Ä — 9.4056585,

A = — 1 4 n 44 * 34 " 6 ;,

so dafs daher A in den III ten oder IV tel1 Quadranten fällt. Berechnet

man aber, blofs in zwey Decimalstellen, die Gleichung (Z>) des

§. 167., oder .Cotang ct Sin ß — Cos ß Cos CCotang^ == Sin C

so findet manCotang A negativ, so dafs daher A im lV ten Quadran¬

ten liegt, oder dafs man hat:

A = 345 0 1 5' 25 ".4-

Wir erhalten daher für die drey gesuchten Bcstimmungs-

stücke unseres Dreyeckes

A — 345 ° i 5 * 25".4 ,

B = 320 21 9.1,
y = 104 58 16.6.

Will man dieses Dreyeck durch Zeichnung darstellen, so

sieht man sofort, dafs es nicht das gewöhnlich so betrachtete

Dreyeck ABC, sondern das Supplementardreyech desselben, oder

dafs es derjenige Baum ist, der übrig bleibt, wenn man die

Fläche des gewöhnlichen Dreyeckes von der ganzen Kugellläclie

subtrahirt, wie in der obigen Bemerkung iy. gesagt worden ist,
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Als weitere Beyspiele zur Übung kann man die folgenden
anwenden:

n = 23° 27' 59". 26, A = 23°33'4”.b7,
ß = 98 47 25.0, B = 97 25 i5-45,
y = 96 21 56.28, C == 85 43 45.3.

Eben so hat man für ein anderes Dreyeck

a = 23° 27’34’ / .58, A — ij° 3’55”.90,

ß = 7 3 28 3o.83, B = 44 58 3.55,
y = 89 4937.7«, C = «3a 3o 38.86.

§. 174. (Eigenschaften dessphärischen Dreyecks.)
Zum Schlüsse dieses Gegenstandes wollen wir die vorzüglichsten

Eigenschaften der sphärischen Dreyecke, wie sie aus den vorher¬

gehenden Gleichungen (A) . . . ( E ) des $. 167. leicht abgeleitet

werden können, hier kurz zusammen stellen.

I. Der Durchschnitt der Kugel mit einer Ebene ist, wie

bereits oben (§. «65, I.) gesagt wurde, ein Kreis , und zwar ein

gröfsler Kreis der Kugel, wenn die schneidende,-Ebene durch den

Mittelpunct der Kugel geht.

Die beyden Endpuncte P und Q (Fig. 74) des auf einem

gröfsten Kreise ABA' senkrechten Durchmessers PQ der Kugel,

sind die Pole dieses gröfsten Kreises sowohl, als auch aller klei¬

neren mit AB A' parallelen Kreise, wie CcC', welche letzte defs-

halb Parallelkreise von AB Ä genannt werden. Jeder Pol steht

von allen Puncten der Peripherie eines jeden dieser Kreise gleich

weit ab, und bey dem gröfsten Kreise beträgt dieser Abstand,

für beydePole, einen rechten Winkel oder den vierten Theil der

Peripherie eipes gröfsten Kreises.

II. Legt man durch den Pol P eines gröfsten Kreises ABA

zwey andere gröfsteKreise PCA und Pca , so verhalten sich die

zwischen ihnen enthaltenen Bogen A'a des gröfsten Kreises und

6'c des Parallelkreises, wie die Halbmesser aO und co dieser

Leyden Kreise. Ist aber a der Halbmesser der Kugel, oder ist

OA=a der Halbmesser eines gröfsten Kreises, und Oo = b der

Abstand der Mittelpuncte beyder Kreise, welcher Abstand auf

den Ebenen dieser Kreise senkrecht steht, so ist der Halbmesser

C'o == c des Parallelkreiscs
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c = \/a 2 —■ b 2 , oder cs ist

c — a Sin PC = a Cos A'C'-,

so dafs man daher auch für die beyden erwähnten Bogen das Vcr-
hältnifs hat:

~ = Sin PC — Cos ÄC.A (i

Legt man aber durch zwey Puncte C und c der Oberfläche

der Kugel einen gröfsten Kreis, dessen Ebene demnach durch

den Mittelpunct O der Kugel geht, so wird der zwischen C und c

enthaltene Bogen des gröfsten Kreises immer kleiner seyn, als

der durch dieselben Puncte gehende Bogen Cc des Parallelkirei-

ses, wie man sofort sieht, wenn man beyde Bogen sich um ihre

gemeinschaftliche geradlinige Chorde Cc drehen läfst, wo dann

der Weg des Bogens des gröfsten Kreises zwischen dem des klei¬

neren Kreises und zwischen der Chorde liegen, also, als der

von diesem Bogen eingeschlossene, auch der kleinere Bogen,

seyn wird. Demnach ist zwischen zwey Puncten der Kugel der

kürzeste Weg gleich dem Bogen des durch diese Puncte gelegten

gröfsten Kreises.

III. Zwey gröfste Kreise einer Kugel halbiren sich: ein

gröfster und ein kleinerer Kreis aber, oder zwey kleinere Kreise
halbiren sich nicht.

Der Winkel zweyer gröfster Kreise ist gleich dem Neigung s¬
winkel ihrer Ebenen.

IV. Wenn sich zwey gröfste Kreise PÄ und Pa in dem

Puncte P schneiden, und wenn man auf ihnen, von dem Puncte P

aus, die Bogen

PJ = P a = 90 0

nimmt, so steht der durch die Puncte Ä und a geführte gröfsto

Kreis A'aBA senkrecht auf jenen beyden , und P ist der Pol die¬

ses dritten Kreises, so wie zugleich der Bogen A'a das Mafs des
Winkels A'Pa ist.

Jeder gröfste Kreis, der durch den Pol eines anderen gröfs¬

ten Kreises geht, steht auf diesem anderen senkrecht und um¬

gekehrt.

V. In einem gleichschenkligen sphärischen Dreyecke sind

die Winkel an der Basis gleich und umgekehrt. — Die Summe

zweyer Seiten eines sphärischen Dreyecks ist gröfser, als die
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dritte Seite. Die Summe der drey Seiten desselben aber ist klei¬

ner, als die Peripherie des gröfsten Kreises der Kugel.— In je¬

dem sphärischen Dreyecke steht die gröfsere Seite dem gröfsercn

Winkel gegenüber und umgekehrt.— Der äufsere Winkel (§- 85 ,

IV.) eines solchen Dreyecks ist kleiner, als die Summe der bey-

dcn entgegengesetzten inneren Winkel.

VI. Wenn man in einem Dreyecke ABC(Fig. 74) eine Seite,

z. B. AC zu 36 o° ergänzt, so entsteht dadurch ein anderes Drey-

eck, dessen Seiten AB, AC und AQAC sind. Die Flächen bey-

der Dreyecke zusammen geben die Oberfläche der Halbkugel,

und für beyde Dreyecke sind die oben (§. 167.) gegebenen Glei¬

chungen (//) . . . (E) selbst in ihren Zeichen ganz dieselben, wie

man sieht, wenn man in ihren zwey Seiten und y ungeändert

läfst, die dritte Seite ß in 36 o — ß, und die drey Winkel A, B,

C in 180 — A, 36 o — B und 180 — C verwandelt. Dieselbe Be¬

merkung hat auch, wie wir (aus §. 173, Anmerk. IV.) gesehen

haben, für dasjenige Dreyeck Statt, welches die Fläche des ge¬

wöhnlich betrachteten Dreyeckes zur Oberfläche der ganzen Kugel

ergänzt.

VII. Statt dem Dreyecke ABC (Fig. 74) könnte man auch

das Dreyeck B C A' berechnen, in welchem die Lage der drey

Ebenen dieselbe ist, wo aber zwey Seiten die Ergänzungen zu

180 0 von den Seiten des ersten Dreyeckes ABC sind. Dasselbe

gilt von dem Dreyecke ABC und von dem Dreyecke a'BC, so

dafs demnach auf der Halbkugel vier, und auf der ganzen Kugel-

iläche acht Dreyecke durch dieselben drey in dem Mittelpuncte

der Kugel sich schneidenden Ebenen entstehen, daher auch für

alle diese Dreyecke die Gleichungen ( A ) . , . (E) des §. 167. un¬
verändert dieselben bleiben.

VIII. In dem sphärischen Dreyecke ABC (Fig. 76) sey

A der Pol von dem gröfsten Kreise BC ,

B' » » » » » » AC,

C » >> » » » » AB,

SO wird auch zugleich

A der Pol von B'C,

B » » » A'C ,

C » » » A Bl
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scyn. Weiter ist, nach dem Vorhergehenden,

Bb' = b C = 90,

also auch Bb' -j- bC = 180;

oder was dasselbe ist:

BC -f 6// = 180.

Allein bb' ist gleich dem Winkel A', also ist auch

BC = 180 — Ä I
und eben so AC — 180 — B' > ;

AB = 180 — C )

und ganz eben so erhält man auch

A = 180 — B'C )

B = 180 — | ,
C = 180 — )

so dafs es also für jedes gegebeneDreyeclt AB C ein Polardreyeck

A'B'C Statt bat, in welchem die Winkel die Complemente der

Seiten von jenem, und die Seiten die Complemente der Winkel

von jenen zu 180° sind-. Es ist aber leicht zu sehen, dafs alle

vorhergehenden Gleichungen ( A ) . . . (E) des sphärischen Drey-

eckes keine Änderungen , selbst nicht in ihren Zeichen erleiden,

wenn man in ihnen statt A , B, C die Gröfsen «8o — a, 180— j'i,

180 — y, und statt a, ß, y die Gröfsen 180— A, 180'— B, 180 — C
substituirt.

Das Vorhergehende zeigt die grofse Mannigfaltigkeit der

Combinationen, die man zwischen den Bogen der gröfsten Kreise

aufstellen kann, die durch drey gegebene Puncte der Oberfläche

einer Kugel gehen,

§. 17 5 . (Verbindungen mehrerer Ebenen oder

Kreise unter einander.) Betrachten wir nun noch die Ver¬

bindungen, welche mehr als drey Ebenen, die alle durch den

Mittelpunct einer Kugel gehen, untereinander eingehen.

Seyen A'AÄ’, ÜßB" und CCC (Fig. 76) drey Bogen eines

gröfsten Kreises, die sich in den Puncten A, B, C schneiden,

und durch diese Durchschniltspuncte ein Dreyeck A B C bilden,

dessen Winkel, nach der bisher angenommenen Bezeichnung,

A , V, C, und dessen Seiten BC = a, AC = ß und AB — y sind,
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Scy ferner a der Pol des ersten Kreises A A', 6 des si veylen

B I> und c des drillen Kreises CC', so wird, nach dein Vorher¬

gehenden, in dem Polardreyecke abc der Bogen ab verlängert

auf den ersten und zweyten, und eben so der Bogen ac auf den

ersten und dritten, und endlich der Bogen bc auf dem zweyten

und dritten Kreise senkrecht stehen, und die Winkel und Seiten

dieses Polardreyeckes werden folgende Bezeichnung erhalten:

Winkel bac = ß und Seite ab =s A,

» b c a = ci » » b o = B ,

» abc = 180 — y » » ac — 180 — C.

Ganz eben so wird auch

A der Pol des erweiterten Kreises a b ,

J3 » » » » » 6c,
C » » » >' » ac

seyn, und die Kreise Aa , Ab werden auf a6; Bb, Bcauf 6c,

und Cc, Ca auf ac senkrecht stehen.

Wir wollen diesen Kreis abB'A'a den vierten, und endlich

den durch die Puncte a und A gezogenen gröfsten Kreis aAD

den fünften nennen.

Demnach stehen die drey gröfsten Kreise I, IV und V unter

einander senkrecht, wie diefs z. B. in der mathematischen Geo¬

graphie oder auf dem Erdglobus der Fall ist, wenn der Kreis I

den Äquator, und wenn die beyden Kreise IV und V diejenigen

Meridiane vorstellen, die durch die geographischenLängenpuncle

von qo° und 180° gehen. Nehmen wir daher diese drey Kreise
I, IV und V als fest, oder als die ihrer Lage nach gegebenen

Kreise an, und suchen wir die Lage der beyden anderen Ebenen
II und III gegen jene drey fixen Ebenen zu bestimmen.

I. Sey zuerst die Lage des Kreises III gegen II, d. h. sey

die Neigung B dieser Kreise gegen einander und die Entfernung

AB=zy ihres gemeinschaftlichen Durchschnittspunctes B von dem

fixen Puncte A gegeben. Kennt man iiberdiels noch den Winkel

A der beyden ersten Ebenen I und II gegen einander, so findet

man die drey Gröfsen a, ß und C, durch welche die Lage des

Kreises III gegen I bestimmt wird, durch folgende Ausdrücke

(5.168, Gleich. II) , die unmittelbar aus der Auflösung des Drey-

cckes ABC oder des Polardreyeckes abc desselben folgen;
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Cos —tl Sin £ = Cos ±±1 Cos X,2 2 2 2

Sin a ^ Sin — = Cos —- Sin-,2 2 2 2

_ a — ß _ C . A -j- B ~ y
Cos-- Cos— = Sm-* Cos-,2 2 2 2

c . a — ß C A — B ybin--Cos— = bin- bin-;2 2 2 2

und durch dieselben Gleichungen kann man auch A, B und y fin¬

den, wenn a, ß und C bekannt ist; d. h. man kann durch sie

umgekehrt die Lage des Kreises III gegen II bestimmen, wenn

die Lage des III gegen I die gegebene ist.

II. Ehe wir nun weiter gehen, müssen wir zuerst die Werthe

der verschiedenen Bogen, die durch den Durchschnitt der Kreise

auf ;der Kugel entstehen , näher bestimmen.

Der Kürze wegen wollen wir die Neigung des Kreises III

gegen den festen Kreis I durch A',

» » » » IV » B’,

» » » » V » G,

und eben so die Entfernung des Durchschnittspunctes B der

Kreise II und III

von dem Durchschnitte C der III und I durch a ,

» » » » » III » IV » ß',

» v » » » III »V » y

bezeichnen, so dafs man demnach hat:

Winkel A' = A'C G ,

» B' = A'CC" — ÄC’C ,» C = CED = aEC'-,
Bogen a = B C,» jsr = b c,

v y B E .

Man sieht, dafs, der angenommenen Bezeichnung gemäfs,

az=sa und ^'=180 — C ist, und dafs überdiefs, wie man sieh

leicht überzeugt, auch die Bogen

CE = y — a, A'‘c — C\

CG = 180 4 - « — ß', Ac = £',

C"E ß' — y ,

LHlrow’a Aufaugsgr. J. gcsamint, Mathen** »9
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und die Winkel

§• 175 .

Acb = ß',

A'cb ~ 180 — y

sind; und dafs endlich, da der Punct A der Pol des Kreises IV

ist^ alle aus A auf diesen Kreis gezogenen Bogen AA', AB', Aa,...

den vierten Theil der Peripherie betragen, und auf diesem Kreise IV

senkrecht stehen.

III. Diefs vorausgesetzt, nehmen wir nun an-, dafs, wie in

dem letzten Fall der Nr. I., die Gröfse a, ß und C, das heifst,

dafs die Lage des Kreises III gegen I gegeben sey, und dafs man

daraus die Lage von III gegen die drey festen Ebenen I, IV und

V bestimmen soll, oder mit anderen Worten, dafs man die sechs

Gröfsen A'B'C und aß'y durch die drey gegebenen Gröfsen a , ß

und C ausdrücken soll.

Zu diesem Zwecke hat man in dem rechtwinkligen Dreyecke

CA'C, nach §. 172.:

Tang (ß'— «)
Cotang ß

Cos C ’

Cos B' =2 Sin ß Sin C.

Eben so ist in dem Dreyecke ACE

Tang (/— a)
Tang ß

Cos C ’

Cos C o — Cosß SinC;

und endlich in dem Dreyecke ABC, wie zuvor,

a = a und

Ä = 180 — C\

und dadurch sind die sechs gesuchten Gröfsen auf die angegebene
Weise bestimmt.

IV. Wenn aber die Lage des Kreises III gegen II, oder wenn

die Gröfsen A, B und y als gegebene vorausgesetzt werden, so

erhält man dieselben sechs Gröfsen, -welche die Lage von III

gegen die drey festen Kreise I, IV und V bestimmen, durch foL

gende Ausdrücke.

In dem Dreyecke BB'C ist BC=s 180 — ß', BB'—yo—y und

J 3 B'iV= 9 O 0 ; also auch

Tangß' = —
Cotang y
J Cos B ’
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Sin F — *^0S ^ undSin ß

CosF = Sin y Sin B.

Eben so hat man in dem Dreyecke ABE die Winkel

BÄE = ()o-\-A, AEB~iQo—~C, und die Seiten AB = y und
BE = y'; also auch

Tang / =

Sin C =

Sin y
Cos B Cos y — Tang A Sin ß’
Cos A Sin y -
-5:- 7- 1- undSin y

Cos C = — Sin A Cos B —Cos A Sin B Cos y.

Endlich ist in dem Dreyecke ABC der Winkel ACB ==180 — A',

und die Seite BC = a'; also auch

Tang a es

Sin Ä =

Sin y
Cotang A Sin ti + CosB Cos
Sin A Sin •y ..
-t:— r-A- undSin a '

»

Cos Al t= Cos A Cos B — Sin A Sin B Cos y,

oder kürzer, es ist a'=a und A'= 180 —C, wie zuvor.

Um auf diese Ausdrücke ein Beyspicl anzuwenden, nehmen

wir an, dafs die Ebene III gegen II durch folgende Werthe von
A , B und y gegeben sey:

A == 2 3 ° 27' 57". o,

B — 70 8.9,

y = 45 5 fi 48.0.

Sucht man daraus zuerst die Lage derselben Ebene III ge¬

gen I, oder sucht man die Gröfsen a, ß und C , so findet man,

nach den oben (in I.) angeführten Gleichungen:

a == 36 ° 3 o' 28". 5 ,

ß = 10 29 40 6,
C = i 5 i 14 48.fi*

Bestimmt man dann die gesuchte Lage der Ebene III gegen

die drey festen Ebenen I, IV und V, so erhält man, wenn man

die Gleichungen in Nr. III. oder IV. zu Grunde legt:
a = 36 ° 3 o' 28".5 und A' = 28°45’ii". 3 ,

ß’= i 35 43 56.2 » B' = 84 5824.7,

y' = 48 2 fi > 9*3 » C = 6 t 4 fi 17-°*
*

»9
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Bemerken wir noch, dafs zwischen diesen sechs Gröfsen

d A . . . mehrere schöne Relationen bestehen, die man leicht

aus den Dreyecken DEC', ACE, CAC, . . . ableiten wird,

und von welchen ich der Kürze wegen nur einige, zur Übung in

solchen Untersuchungen, hier anführe:

Cos A = Sin (ß' — y') Sin B' Sin C )

Cos B' — Sin (y' — a) Sin C Sin A' ( ;

CosC = Sin (a—ß') Sin A Sin ß' J

Cotang (a — ß') =— Cotang A' Cotang B r

Cotang (ß' — y) == — Cotang B' Cotang C

Cotang (y — a') =— Cotang C Cotang A

Cotang (a — ß') Cotang (y — a') = Cos %A' 1

Cotang (ß'— y) Cotang (a — ß') = Cos 2 B / | ;

Cotang(y'—a')Cotang(ß'— y) = Cos Z C |

Cos (a—ß') = Sin(/—a) Sin (y —ß') Sin 2 C 1

Cos (ß'— y) = Sin (a — ß') Sin (d — y’) Sin 2 A j

Cos (y — a) = Sin (ß'— y') Sin (ß'— a') Sin 2 B' J
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Zwey und zwanzigstes CapiteL

Gleichungen der geraden Linie.

A. Gerade Linie in einer gegebenen Ebene.

§. 176. (Gleichung der geraden Linie.) Es ist be¬

reits oben ($. i 5 o.) gezeigt worden, dafs man den Ort eines

Punctes M (Fig.77) in einer gegebenen Ebene kennt, wenn die

zwey senkrechten Abstände MP und MQ dieses Punctes von zwey

ebenfalls unter sich senkrechten, aber ihrer Lage nach gegebenen

geraden XX und YY\ in dieser Ebene liegenden Linien bekannt

ist, und dafs von diesen Abständen die eine MQ — AP = x die

Abscisse, die andere MP=QA—y die Ordinate, beyde zusam¬

men aber die Coordinalen des Punctes M genannt werden, wäh¬

rend man die beyden fixen Geraden XX' und IT' die Axen der

Coordinalen, und ihren Durchschnittspunct A den Anfang der

Coordinalen zu nennen pflegt.

Nimmt man in einem der vier Quadranten, in welche die

unbegrenzte Ebene durch die Coordinatenaxe getheilt wird, nimmt

man z. ß. in dem ersten Quadranten XAY beyde Coordinaten x

und^y positiv an, so ist in dem zweyten Y A X' die Abscisse x,

in dem dritten XA Y' die Abscisse x und zugleich die Ordinate y,

und in dem vierten Quadranten Y'AX endlich wieder blofs die

Ordinate y negativ, wie aus der blofsen Stellung dieser Linien

in den vier Quadranten von selbst hervorgeht.

Diefs vorausgesetzt, sey CD MM' . . . eine gerade Linie,

zu deren Puncten M, M, M', . . .

die Abscisscn AP , AY, AP", . . . und überhaupt x,

und die Ordinaten PM, PM', PM", . . . und überhaupt y

gehören. Aus dem Begriffe der geraden Linie geht hervor, dafs

für jeden dieser Puncte das Vcrhältnifs der beyden geraden Linien

PM PM' P'M"

CP* CP' ’ ~CP r
> « • *
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immer dasselbe bleibt.— Nennen wir a dieses constante Vcrhält-

nifs, und heifsen wir eben so B die ebenfalls constante Distanz

AC , so wird man, da C P = B -f- A P , CP = B -J- AP,

CP'—BAP". . . ist, die vorhergehenden Verhältnisse alle

durch die gemeinsame Gleichung

——— = a oder r = ax 4 - aB
B + x J ~

ausdrücken können; und da dieser Ausdruck alle Puncte der

Linie CM umfafst, so wird er das analytische Symbol, oder er

wird die Gleichung der geraden Linie CM seyn.

Statt der beständigen Gröfsen aB kann man auch eine ein¬

fachere Constante b einführen, so dafs man daher für die Glei¬

chung der geraden Linie den Ausdruck hat:

y = ax -{- b , . . (i).

I. Aus der Entstehung dieser Gleichung (i) folgt, dafs er-
PM P'M'

Btens die Constante a = —— = —= . . . die trigonometrische

Tangente (§. 90.) des Winkels XCM ist, unter welcher die Ge¬

rade CM gegen die Abscissenaxe XX' geneigt ist; und dafs zwey-

tens die Constante b gleich der Distanz AD des Anfangspuncts A

der Coordinaten von demDurchschnittspuncte D der Geraden CM

mit der Ordinatenaxe YY' ist, da für x — o die Ordinate y = b

wird.

Setzt man eben so in der Gleichung (1) die Ordinate^' = o,
60 erhält man

_ _ b
a

für die Distanz AC des Anfangspunctes A von demDurchschnitts¬

puncte C der Geraden mit der Abscissenaxe XX'.

II. Da sonach durch die Constante a die Neigung der Gera¬

den gegen die feste Abscissenaxe, und durch die Constante b ein

Punct der Ebene aufser dieser Axe , durch welchen die Gerade

geht, bestimmt vrird, so wird auch durch die Gleichung (1) die

Lage der Geraden CM in dieser Ebene vollständig bestimmt.

Bezeichnen a und b an sich positive Gröfsen, so gehört in

(Fig. 77, A.) die Gleichung

y ■=. ax -j- b für die Lage BD der Geraden,

y = ax — b » ;> » CE » »V
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y = — ax -}- 6 für die Lage CD der Geraden.

y c= — ax — 6 » » » BE » »

III. Ist in der Gleichung (1) die Gröfse 6 = 0, so hat man

y = ax

für die allgemeine Gleichung jeder Geraden, die durch den An-

fangspunct A der Coordinaten geht, da für a: = o auchjy=o

wird.

IV. Ist aher in derselben Gleichung die Gröfso aao, so

hat man
y = b

für die Gleichung einer Geraden, die parallel mit der Axe der

x ist, und die von dieser Axe um die senkrechte Distanz 6 absteht.

V. Eben so ist auch

x = c

die Gleichung einer Geraden , die parallel mit der Axe der y ist,

und die von dieser Axe um die Gröfse c absteht.

VI. Aus IV. hnd V. folgt, dafs die zwey Gleichungen

x zA \

y = b\ .

zusammen genommen die Gleichungen eines Punctes sind, dessen

Abstand von der Axe der y gleich A , und von der Axe der x

gleich B ist. Die erste derselben gehört nämlich für eine mit y,

und die zwcyte für eine mit x parallele Gerade. Wenn man da¬

her beyde zusammen , oder wenn man beyde Gleichungen als co-

exislirend betrachtet, so betrachtet man eigentlich nur das, was

beyden Linien gemeinschaftlich ist, d.h. den Durchschnittspunct

derselben.

ff. 177. (Bestimmung des Durchschnittspunctes
ZWeyer Geraden.) Sey die Gleichung der ersten der gege¬
benen Geraden

y = ax -{- b . . . (1),

und die der zweyten

y = a x p i'. . , (2).

Wir wollen hier und in der Folge diese Geraden selbst,

der Kürze wegen, die Linien (1) und (2) nennen.
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Da für den Durchschnittspunct dieser zwey Geraden die

Abscissen x sowohl, als auch die Ordinate in den beyden

vorhergehenden Gleichungen, dieselben Werthe haben müssen,

so werden wir diese Coordinaten auch einander gleich setzen, und

dann , aus diesen zwey Gleichungen (;nach §. 67.) die entsprechen¬

den Werthe der Coordinaten x und^des gesuchten Durchschnitts-

punctes bestimmen können. Man erhält so

b — b' , ab — ab'
x = — — und r = — :-.

a — a a, — a

I. Ist a'=a, so wird x sowohl als auch y unendlich grofs,

oder die beyden Linien (1) und (2) schneiden sich nie, sind also

parallel, übereinstimmend mit §. 176, I., da a und d die Nei¬

gungen der Geraden gegen die Axe der x, und daher beyde Nei¬

gungen dieselben sind.

II. Also ist auch überhaupt

y = ax -j- B

die Gleichung einer mit (1) parallelen Geraden, und in dieser Glei¬

chung ist die Constante B willkürlich, weil es in der That un¬

zählige Linien gibt, die mit der Geraden (1) parallel sind.

III. Ist n die Neigung der Geraden (1) gegen die Abscissen-

axe, also auch a = Tangra, so hat man

Tang (yo ü -j-/i) = — Cotangrc —— d;

also ist auch überhaupt

y =— \ x + B
die Gleichung einer auf (1) senkrecht stehenden Geraden, und

in ihr ist ebenfalls die Gröfse B willkürlich.

5- 178. (Gleichung einer Geraden, die durch zwey

gegebene Puncte geht.) Seyen x'y die Coordinaten des einen,

und x'y" die des anderen gegebenen Punctes, und sey die Glei¬

chung der gesuchten Geraden

y = Ax -f- B,

in welcher also die Werthe von A und J3 , den aufgestellten Be¬

dingungen gemäfs, bestimmt werden sollen.

Da diese Gerade durch den ersten der gegebenen Puncte

gehen soll, dessen Coordinaten x'y sind, so hat man auch die
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Bedingungsgleichnng

y — Ax B . . . (a).

Eliminirt man aus den beiden vorhergehenden Gleicliungen

irgend eine der beyden Constanten A oder .B, z. B. die letzte,
so erhält man den Ausdruck

und diefs ist die Gleichung einer Linie, die durch denPunct geht,

dessen Coordinaten x und y sind. In ihr ist die Gröfse A noch

willkürlich. Setzt man in ihr A — a, so erhält man

für die Gleichung einer Geraden, die durch denPunct (x'y) geht,

und mit der Linie (i) parallel ist. Setzt man aber in ihr

für die Gleichung einer Geraden, die durch den Punct ( x'y ') geht,

und auf der Linie (1) senkrecht steht.

Soll überdiefs die zuerst angenommene Gerade auch noch

durch den zweyten Punct gehen, dessen Coordinaten x ,y" sind,

so hat man, wie zuvor, die Bedingungsgleichung

Die beyden Gleichungen (a) und (c) reichen hin, die Werthe

der zwey unbekannten Gröfsen A und B zu bestimmen. Man er¬

hält so

und wenn man diese Werthe in der oben aufgestellten Gleichung

y = Ax B

substituirt, so erhält man

Geraden. In ihr sind die Gröfsen x und y die veränderlichen

oder sogenannten laufenden Coordinaten, während die änderet}

x'y und x'y' constante Gröfsen bezeichnen.

y — y — A{x — x );

y — / = a O — x) . . . (b)

A — -, so erhält mana.

y"= Ax"B . . . (c).

und B ca x'y"— x"y

X — x" ’X — X

für die gesuchte Gleichung der durch beyde Puncte gehenden
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I. Sind M‘ und M" (Fig. 77) diese zwey gegebenen Puncte,
deren Coordinaten

AP' = x und AP' =3 x",

P'M' = / » P"M"= y"

sind, so hat man, wenn man durch den PunctM' die Gerade M’N

parallel mit der Axe der x zieht, und wenn man in dem recht¬

winkligen Dreyecke M'M"N die Distanz M'M" der zwey gege¬

benen Puncte gleich A setzt:

A 2 = M’N 2 -f M"N-,
oder

A e= \f (x — x) % -j- (y" — y) 1.

§. » 79 - (Bestimmung des Winkels zwey er gege¬
benen Geraden.) Seyen die Gleichungen (1) und (2) die der
zwey gegebenen Geraden. Führt man heyde Linien, mit sich

selbst parallel, fort, bis sie durch den Anfangspunct der Coor¬

dinaten gehen, so werden, in diesem letzten Zustande, ihre

Gleichungen seyn:

y = ax )

y = ax)

und dadurch ist der Winkel (1.2), den diese Geraden unter sich

bilden, nicht verändert worden.

Nennt man nun, analog mit der eingeführten Bezeichnung,

(1 .#) und (1 ,y) die Winkel, welche die Gerade (1) mit der Axe

der x und der y bildet, und eben so (2.x) und (2 .y) die Winkel

der Geraden (2) mit der Axe der x und y , so hat man, nach

§• * 77 -•*

a = Tang (1 . a:) und d — Tang (2. x).

Allein da man zwischen diesen Winkeln auch die Gleichung
hat:

(1.2) = (2.x) — (i.a;),

so ist auch

Tang (i. 2) bb Tang [(2 .a:) — (l . a;)],

pder nach jj. 101.:

Tang (1.2)
Tang (2 . x) — Tang (1 . .r)

1 + Tang (2 . x) Tang (1 . x)

oder endlich, wenn man in diesem Ausdrucke die vorhergehen¬

den Werthe von Tang(i .x) und Tang(2.0.) substituirt:
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Tang (1.2)
1 -J- da ’

wofür man auch die Ausdrücke (§. 95, I.) nehmen kann:

Sin (1.2) =

Cos(i.2) =

V * + a' a . V 1 + a 2
1 a ’a

oder

V/i + d 2- . V 1 + a-

I, Sind beyde Linien (1) und (2) zu einander parallel, so

ist Tang(i.a) = o, oderesist

d — a — o, also auch d e= a

wie zuvor (§. 177, I.).

Sind sie aber auf einander senkrecht, so ist Tang (1.2)

unendlich grofs, also auch

1 -fr da — o oder d — -* a

wie oben (§. 177, III.).

§. 180. (Umformung der Gleichung der geradenLinie.) Bemerken wir noch, zum Schlüsse dieses Gegenstan¬
des , dafs man der Gleichung der geraden Linie, die überhaupt

eine Gleichung des ersten Grades (§. 34 , I.) ist, auch noch an¬

dere Gestalten geben kann. Wählt man z. B, dafür die Form

x , y __
• (“)>

so drücken hier die Constanten a und ß die Entfernungen des

Anfangspunctes^ von denjenigen zweyPuncten C und D (Fig. 77)

aus, in welchen die Axen der x und iev y von der Geraden CM

geschnitten wird. Vergleicht man diese Form mit der vorher¬

gehenden

y = ax + b,

so sieht man, dafs man in allen bisher aufgestellten Ausdrücken
nur

ß
a

ß

statt

»

a,

b

und

setzen wird, um die analogen, der letzten Form entsprechenden

Ausdrücke zu erhalten. So wird z. B. der Cosinus des Winkels

der beyden Geraden , deren Gleichungen sind:
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und 4 -f- =I ft

durch die Gleichung gegeben werden:

Cos(i. 2)
_ a a -|- ßß'_
V a'- + ß* . Vd- + ß’-

U. S. W.

I. Auch kann man jeden Punct M der Geraden C MM '.

durch seine Distanz MB=r von irgend einem PuncteiJ, der

z. 13 . in der Axe der x liegt, und durch den Winkel MBX = <$>

bestimmen, den jene Distanz B M mit der Axe der x bildet. Man

pllegt r den Radius Veclor, und die beyden veränderlichen Grös¬

sen r und 9 die Polarcoordinalen des Punctes M, so wie B den

Bol derselben zu nennen.

Ist AB — c die gegebene Distanz des Pols B von dem An-

fangspuncte^ der rechtwinkligen Coordinaten^P = a; und PM=zy,
so hat man

x — c -j- r Cosy> und

y = r Sin y.

Substituirt man diese Werthe von x undjy in der Gleichung

y == ax -j- 6

der Geraden (i), so erhält man für die Polargleichung derselben
den Ausdruck

oder auch
r Siny = ac -J- b -j- ar Cosj>,

_ ac -f- b

Sin p — a Cos p *

Für c = o liegt der Pol im Anfangspunctc A der rechtwink¬

ligen Coordinaten, und dann hat man für die Gleichung der

Geraden

_ b
Sin p — a Cos p ‘

Setzt man in diesem Ausdrucke den Winkel ? = o, so er¬

hält man r = AC —— -, und eben so gibt y = go den Werth

von r = AD — b , wie zuvor.

B. Gerade Linie im Raume.

§. 181. (Bestimmung eines Punctes im Raume.)

Wie wir im Vorhergehenden die Lage eines Punctes in einer ge-



gebcnen Ebene durch seine senkrechten Abstände von zu>ey fixen,

in derselben Ebene unter sich senkrechten gegebenen Linien be¬

stimmt haben, so werden wir auch den Ort eines Punctes im

Raume überhaupt kennen, wenn uns die senkrechten Abstände

desselben von drey gegebenen festen, und unter sich senkrechten

Ebenen bekannt sind.

Sey APQMa (Fig. 78) ein rechtwinkliges Parallelepiped.

Erweitert man die drey Seiten APp , Aqa und APQq desselben

unbegrenzt nach allen ihren Richtungen , so entstehen die drey

erwähnten, unter sich senkrechten Ebenen, die sich je zwey in

den Linien X'AX, Y'AY, Z'AZ, und die sich alle drey in dem

gemeinschaftlichen Puncte A schneiden.

Sey der senkrechte Abstand irgend eines Punctes M

von der Ebene Aqa , oder sey Mm = AP = x,

>' > » » APp , » » Mp =z P Q = y ,

» » » APQ, » » MQ = m q = z.

Man nennt diese Gröfsen x,y, z die senkrechten Coordina¬

ten des Punctes Mj die festen, ihrer Lage nach gegebenen Gera¬

den XAX', YAY', ZAZ' die Coordinalenaxen; die erwähnten,

durch diese Axen gehenden drey senkrechten Ebenen die coordi-

nirlen Ebenen, und ihren gemeinschaftlichen Durchschnittspunct A

den Anfang der Coordinaten.

I. Läfst man von irgend einem Puncte ein Loth auf eine

gerade Linie oder auf eine Ebene herab, so heifst der Fufspunct

dieses Lothes, in welchem dasselbe die gerade Linie oder die

Ebene trifft, die Projection jenes Punctes auf diese gerade Linie

oder auf diese Ebene. Eben so wird man die Projection einer

Geraden auf eine andere Gerade erhalten, wenn man von den

Endpnncten der ersten auf die andere Lothe herabfallen läfst.

Fällt man von den beyden Endpuncten einer geraden Linie, oder

von allen Puncten einer krummen Linie, auf eine gegebene Ebene

Lothe herab, so erhält man auf gleiche Weise die Projection je¬

ner geraden oder krummen Linie in der gegebenen Ebene, und

eben so wird man auch von irgend einer Figur die Projection

derselben in einer Ebene haben, wenn man von allen Puncten

des Umfangs der Figur auf diese Ebene Lothe herabläfst.

Demnach ist von dem Puncte M, dessen Coordinaten x, y t

5 sind.
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P, q und a die Projcction auf die Axo der x , y und s, so wie

Q, p » m » » » » Ebene » xy, «iund yz.

Von der Distanz AM aber dieses Punctes M von dem An-

fangspuncte der Coordinaten ist

AP—x, Aq=y, Aa = z dieProjection auf die Axedera:, yunda,

und eben so sind die Diagonalen der Parallelogramme, die das

erwähnte Parallelepiped begrenzen, oder eben so sind

A Q, Ap und A m

in derselben Ordnung die Projectionen derselben Distanz AM

auf die coordinirte Ebene der xy, der xz und der,/«.

II. Durch die absolute Gröfse der drey Coordinaten x,y, z

wird allerdings die Entfernung des Punctes M von den drey festen

coordinirten Ebenen, aber noch nicht die Lage dieses Punctes,

oder die Seite dieser Ebene bestimmt, auf welcher der Punct

steht. Um auch noch diese Lage auszudrücken, wird man diese

Coordinaten auf der einen Seite einer jeden der drey Ebenen

negativ annehmen, wenn man sie auf der anderen positiv voraus¬

gesetzt hat. Nimmt man z. B. in der Zeichnung der Figur 78

die x, y, z nach der Richtung der Geraden AX, AY, AZ posi¬

tiv, so werden sie nach den entgegengesetzten Richtungen AX',

AY', AZ' negativ seyn, so dafs demnach von den acht Octanten,

in welche der unbegrenzte Raum um den Punct A durch die drey

coordinirten Ebenen getheilt wird, der Octant XYZ alle drey

Coordinaten positiv, der Octant XYZ, XYZ und XYZ' aber

nur eine dieser Coordinaten, XY Z, XYZ und XY'Z aber zwey,

und der Octant X'Y'Z endlich alle drey Coordinaten negativ hat,

§. 182. (Gleichungen der Geraden im Raume.)
Da von einer Geraden AM im Raume die Projection auf irgend

eine Ebene (z. B. die Projection Ap in der Ebene der xz) wie¬

der eine Gerade ist, so wird die Gleichung dieser Projection in

der Ebene der xz, nach §. 176, III., die Form haben:

x — a z ;

und eben so wird von ihrer Projection Am in der Ebene derjys

die Gleichung seyn:

y = b s;

wo t, i constante Gröfsen sind, deren Bedeutung aus §• 176.



bekannt ist, wo nämlich a und b die Tangenten des Neigungs¬

winkels dieser Proportionen Ap und Am mit den Axen der x und

derjr sind.

Diefs setzt voraus, dafs die Gerade AM, dafs also auch jede

der beyden Projectionen, durch den Anfangspunct A der Coor-

dinaten geht. Ist diefs nicht der Fall, so werden (nach §. >76.)

die allgemeinen Gleichungen dieser beyden Projectionen seyn:

x = az -|- a

y = bz -f- ß

• • (•).

I. Es ist klar, dafs durch diese zwey Projectionen, oder,

was dasselbe ist, dafs durch diese zwey Gleichungen dev Projec¬

tionen irgend einer Geraden in zweyen der drey coordinirten

Ebenen, die Lage dieser Geraden im Raume vollständig bestimmt

wird.

Sucht man aber noch die Projection derselben Geraden in

der dritten Ebene der xy, so hat man für die Gleichung dersel¬

ben, wenn man aus den beyden vorhergehenden Gleichungen die
Gröfse z eliminirt:

ay — b x — aß — ab.

II. Sind in den Gleichungen (1) die Gröfsen a=zb=s o, so
hat man

x = a 1

y = ß 1

für eine mit der Axe der z parallele Gerade, die von der Ebene

yz um die Gröfse a, und von der Ebene xz um ß abstellt. Ist

auch noch a=/ 3 =o, so hat man

x = o

y — o )

für die Gleichungen der Axe der z selbst.

§• >83- (Parallele und solche Gerade, die durch
gegebene Puncte gehen.) Nennen wir der Kürze wegen
diejenige Gerade, zu welcher die obigen Gleichungen

x — az -j- a )

y = bz -{- ß j ' ' '

gehören, die Linie (1), und eben so sollen auch die Gleichungen
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x = a a 4- a )

y = b'z + ß' j • ’ • ( 9)

für eine andere Linie, die wir (2) nennen, gehören.

Da zwey Gerade im Raume unter sich parallel sind, wenn

ihre Projectionen in zwey coordinirten Ebenen unter sich parallel

sind, und umgekehrt, so folgt sofort aus §. 177, I., dafs die

zwey Linien (1) und (2) parallel seyn werden, wenn die zwey

Bedingungsgleichungen Statt haben:

a = a und b' = b ;

so dafs demnach die Gleichungen einer mit (1) parallelen Linie

seyn werden:

* = ai -f- A

y = b z -j- B

wo A und B noch unbestimmt bleiben.

I. Soll diese mit (1) parallele Gerade auch noch durch den

gegebenen Punct, dessen Coordinaten x', y und z sind, gehen,

so hat man die Bedingungsgleichungen

x = az -]- A i

/ = bz + B

und diese, mit den beyden vorhergehenden verbunden, geben

: für die mit (1) parallele, durch den gegebenen Punct gehende

Gerade die Gleichungen

x — x' = a (z — z ),
y — j = b ( s — s ')-

(Yergl. 5. 178, Gleichung ( b )).

II. Um den Durchschnittspunct der beyden Geraden (1) und

(2) zu finden, wird man (wie in §. 177.) die Werthe xyz in den

vier Gleichungen (i) und (2) unter sich gleich annehmen, wo

man dann, durch die Elimination dieser drey Gröfsen aus jenen

vier Gleichungen erhält:

a — a ß — ß’
a — a b — b' ’

und diese Bedingungsgleichung mufs Statt haben, damit sich die

beyden Linien schneiden können.

Ist a = a und b~b', so hat die vorhergehende Gleichung

keine Bedeutung mehr, weil dann (nach dem Vorhergehenden)

die beyden Linien parallel sich, und sich nicht schneiden.
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UI. Sucht man die Gleichungen einer Geraden, die durch

zwey gegebene Puncte geht, von welchen der erste die Coordi-

naten x'y'z, und der zweyte die x'y'z' hat, so wird man die zwey

Gleichungen (1) noch mit den vier folgenden verbinden:

x = a z -j- a ) x" = a z' -j- a

y = b z ß | y' = b z -f- ß

Eliminirt man dann aus diesen sechs Gleichungen die vier

Gröfsen a , 6, « und ß , so erhält man für die Gleichungen der

gesuchten Geraden
, x — x

x — —-- (zz — s

y
■ yy = y -zry (=-*')

vio x, y und z die laufenden Coordinaten der gesuchten Geraden

bezeichnen (vergl. §. 178.).

§. 184. (Distanz zweyer Puncte im Raume.) Seyen

M und M' (Fig. 79) zwey im Raume gegebene Puncte , und

AP = x, PQ=y, QM=Z die Coordinaten des ersten, so wie

AP=x, PQ'—y , Q'iW'=s'die dey zweytenPunctes. Man suche

die Distanz MM'=A dieser zwey Puncte.

Man ziehe Qp und Mm mit AX, pm mit AZ und mn mit

AY parallel, so hat man in dem rechtwinkligen Dreyecke MM’m

MM' oder A = yMn 1 -J- nM' z ,

und eben so in dem rechtwinkligen Dreyecke Mnm

Mn 2 = Mm 2 -{- mn z ,
also ist auch

A = yMm 2- -{- mn 2- -|- nM ' 2.

Man hat aber, in Folge der angeführten Verzeichnung,

Mm = AP' — AP = x — x,

m n = P Q' — P Q = y' — y ,

n M' = QM'— QM = z — z ,

also ist auch die gesuchte Distanz

a = V ( x '— + (y — y ) 1 + (»'— -) 2 .

Läfst man aber von den beyden Endpuncten M und M' der

Distanz A Lothe auf die Axen der x,y und z herab, so sind die-
Jjittrow'ä Anfangsgr. d. gesammt. Mathem. 20
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jenigen Stücke dieser Axen, welche zwischen den Fufspuncten

jener Lothe enthalten sind, oder so sind die Projeclionen (§. 181, 1 .)
der Distanz A auf diese Axen

der x . . . PP' = x — x ,

» y ... Q'p = y — y ,

» z . , . M'm= z' — z.

Demnach ist das Quadrat einer jeden geraden Linie gleich

der Summe der Quadrate ihrer Projectionen auf drey willkürlichen,

aber unter sich senkrechten Linien : eine wesentliche Erweiterung

des oben (§. 92.) angeführten Pythagoräischen Theorems.

I. Eben so erhält man auch für die Distanz AM — R des er¬

sten Punctes M von dem Anfangspuncte A der Coordinaten, da

für den letzten Punct die Gröfsen xy'z' verschwinden:

E 2 = x* -|- y % -J- z

und eben so für dio Distanz AM'=zR' des zweyten Punctes:

E' 2 = x' z -\- y z -{- z"-.

5 . i85. (Winkel zweyer gegebenen Geraden.)
Um den Winkel, welchen die zwey Geraden (1) und (2) unter

sich bilden, zu finden, kann man dieselben zuerst unter sich pa¬

rallel fortrücken, bis sie beyde durch den Anfangspunct der Co¬

ordinaten gehen, ln diesem Zustande verschwinden in den Glei¬

chungen derselben die Constanten a , a'und ß, ß', ohne dafs da¬

durch die Neigung der Linien gegen einander geändert wird, so

dafs daher die Gleichungen dieser zwey Geraden die Form haben:

x = az

y — bz . . (1) und
az

y = b'z
. (2).

Nimmt man dann auf jeder der beyden letzten Geraden einen

Punct, dessen Entfernung von dem Anfänge der Coordinaten für

die erste Gerade gleich r und für die zweyte gleich r" ist, und

nennt man xy'z die Coordinaten des ersten, und x"y"z die des

zweyten Punctes , so wird man für die Distanz A dieser zwey

Puncte (nach §. 184.) den Ausdruck haben:

a 2 = (x—x'y- -f (y—j'y -g (3"— z'y.

Allein für dieselbe Distanz hat man auch (nach §. 91 , Glei¬

chung (A)), wenn man den gesuchten Winkel, welchen die bey-
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den Geraden (1) und (2) unter sich bilden, durch («.2) be¬

zeichnet:

A* = r' z -f- r'- — 2 rr Cos (1.2).

Setzt man diese beyden Ausdrücke von A’- einander gleich,

und bemerkt man, dafs (nach §. 184, I.)

r' z == x' z -j- y' z -|- s' z und a J
r" z — x' z -}- y' z -f-

ist, so erhält man:

rr". Cos(i .2) = x x" -J- jr'y' z'z" . . . (a).

Da man aber aus dem Yorhergehenden hat:

und daher auch

x = a z und x" = a'z",

y=ös' » jr"=zb'z",

r' z = ( 1 -(- a z -{- b z ) . z' 2 ,
r' z = (i+ a '*+6'*).a"S

so erhält man, wenn man diese Werthe in der vorhergehenden

Gleichung (0) substiluirt, für den gesuchten Winkel (1.2) der

Linien (1) und (2) den folgenden Ausdruck:

Cos (1.2) =

i -f- n a -f- bb’

V1 4. a z + b z . \/i + a z + b' z

I. Sind daher die beyden Linien (1) und (2) unter sich pa¬

rallel , so ist Cos (i . 2) = 1, und dann geht die letzte Gleichung

in folgende über:

(1 a z “|— (1 —|—ei z —|—b Q := (1 —j- dCL 5 5

die man auch so schreiben kann:

(o — a') z (b — b') z -]- (ab '— ab) z — o.

Da aber die Summe von Quadraten, als immer positive

Gröfsen, nur dann verschwinden kann, wenn jedes dieser Qua¬

drate für sich gleich Null ist, so hat man

u = a.' und b = b',

übereinstimmend mit §. i83.

II. Sind endlich die beyden Geraden (i)und(2) auf einander

senkrecht, so hat man Cos (1.2) = o , also ist auch

1 ou'-j- bb' — o

die Bedingung des gegenseitigen senkrechten Standes der beyden
20 *
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Geraden. Allein bey diesem Stande können die Linien im Raume

noch immer neben einander fortgehen, ohne sich zu schneiden.

Sollen sie daher nicht blofs auf einander senkrecht seyn, son¬

dern sich auch in der That schneiden, so wird man (nach 1 83 , II.)

die beyden Bedingungsgleichungen haben:

» -j- a a bb' = o und

a ■— et ß — ß'
u — a b — U *

5 - 186. (Winkel einer gegebenen Geraden mit
den drey coordillirten Axen.) Nach dem Vorhergehenden
($. 182, II.) sind die Gleichungen der Axe der z

x = o )

y — o 1

Sucht man daher den Winkel (i.z) der Linie ( 1 ) mit der

Axe der z, so wird man nur in dem obigen Ausdruck für Cos (1.2)

die beyden Gröfsen a und b’ gleich Null setzen, wodurch man
erhält:

Cos(i.s) = — —
w + «* + £*

Eben so erhält man auch für den Winkel der Linie (i) mit

der Axe derjy und der x

= und Cos(i.at) =Cos ( 1 ■v) =3 —-- - -- -
V 1 + a " + b- y 1 +

Auf dieselbe Weise hat man auch für die Winkel der Linie (2)

mit den drey Axen der Coordinaten

Cos(a.z)' s= 1 . , Cos (2 ,j) h
V1 + a- -j- i'-

Cos (2.x) =

V 1 -J- a, -J- b ,J

\/ 1 -J- 11- b -

I. Substituirt man diese Ausdrücke in den vorhergehenden

Werth von Cos (1.2), so erhält man die merkwürdige Gleichung

Cos (1.2) = Cos(i .x) Cos (2 .x) -f- Cos(i.y') Cos(2.j)

-J- Cos (i.z) Cos (2 . z).

II« Nach i 83 , I. sind die Gleichungen einer Geraden, die

durch den gegebenen Punct, dessen Coordinaten x'/z sind,
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geht:

x — x = a (z — z) j
y — / = h (* — =') ' ‘

Nach dem Vorhergehenden ist aber
Cos(i.x) , Cos(i.y)
—- und b = --;Cos (1 . z) Cos (i . z)

also lassen sich die Gleichungen einer durch einen gegebenen

Punct (V, y, z') gehenden Geraden auch so darstellen :

(x — x') Cos (1 . z) = (z— z') Cos (1 . x) 1

(y~ /) Cos(i.z) = (z — z) Cos (i .y) | .
und (x— x') Cos(i .y) = ( y — y) Cos (i .x) )

III. Man bemerke noch, dafs von diesen drey Winkeln jeder

schon durch die bpyden anderen gegeben ist, da man zwischen

ihnen die Bedingungsgleichung hat:

Cos 2 (i.x) -j- Cos 2 («._/) Cos 1 (i. z) = i,

und eben so )

Cos 2 (e.x) -f- Cos 2 (2 • y') -(- Cos 2 (2,2) =5 1.

187. (Verschiedene Ausdrücke der Coordmalen
eilies PuilCtes.) Nach §. 181. ist der Ort eines Punctes M (Fig. 78)
imRaume gegeben, wenn seine drey senkrechten Abstände AP—x,

PQ=y und QM—z von den drey coordinirten Ebenen derj^z,

xz und der xj' gegeben sind.

Diese Abstände können aber auf verschiedene Weise gege¬

ben seyn. Nennt man z. B. AMz=r die Distanz des Punctes M

von dem Anfänge A der Coordinaten, und 6ind

XAM = «, YAM <= ß, ZAM = y

die Winkel dieser Distanz mit den positiven Hälften AX, AY,‘

AZ der Coordinatenaxen, so hat man sofort

x = r Cos a. 1

X = r Cos /3 | . . . (a).
z = r Cos y 1

ln diesem Ausdrucke wird man die Gröfse r immer positiv,

und die Winkel a, ß, y immer zwischen o° und 180° nehmen,

um in der Thal alle Puncle des Raumes, und keinen mehr als ein

Mal zu umfassen (vergl. (J. 178, III.). So wird z. B. der Winkel
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ZAM — y kleiner oder gröfser als qo°, also auch Cosy positiv

oder negativ seyn, wenn der Punct M über oder unter der coor-

dinirten Ebene XAY der xy liegt.

Auch zwischen diesen drey Winkeln a, ß, y hat dieselbe

Bedingungsgleichung, wie §. 186, III,, Statt. Da nämlich

r 2 = x* -f- y % -(- z 2

ist, so hat man auch, wenn man die vorhergehenden Werthe

von x, y, z substituirt:

Cos 2 ix -j- Cos 2 ß -J- Cos 2 y = l.

I. Von dieser Distanz AM=r ist AQ die Projection in der

Ebene der xy. Nennt man 5 den Winkel XAQ dieser Projec¬

tion mit der Axe der x , so hat man

AP = AQ Cos5 und PQ = AQ Sin 5,
so wie

AQ — r Siny und QM — Aa = rCosy,

so dafs demnach die Coordinaten x,y, z folgende Ausdrücke
erhalten:

x = r Sin y Cos 5

y = r Sin y Sin 5

z = r Cos y

und hier wird der Winkel 5 von der Geraden AX immer in der¬

selben Richtung von o° bis 36o°, der Winkel y aber, wie zuvor,

nur von o° bis i8o° gezählt.

II. Eben so ist PM oder Am die Projection der Distanz

AM=r auf die Ebene der yz. Nennt man also £ den Winkel

MPQ=mAq dieser Projection mit der Axe der^, so hat man
wieder

PQ =a PM Cos e, QM = PM Sine,
und

PM = r Sin a, A P = r Cos a,

und daher auch

x = r Cosa

y = r Sin a Cos e

z = r Sin a Sin e

wo wieder der Winkel X AM = a von der fixen Geraden AX im¬

mer in derselben Richtung von o bis 36o, der Winkel QPM=e

aber nur von o° bis i8o° gezählt wird.



Drey und zwanzigstes Capitel.
Gleichung dev Ebene.

5. 188. (Bildung der Gleichung einer Ebene.)
Nach der oben (§.79» I.) gegebenen Erklärung einer Ebene,

kann sie auch als eine nach allen Richtungen ausgedehnte Reihe

von Puncten betrachtet werden, deren jeder von zwey anderen,

aufser der Ebene liegenden , festen Puncten gleich weit absteht.

Sey FmG (Fig. 80) ein Theil dieser Ebene, A und B die

zwey festen aufser ihr liegendenPuncte, und endlich O derjenige

Punct der Ebene, in welcher sie von der durch A und B gehen¬

den Geraden AOB getroffen wird. Dann soll also, für jeden

anderen Punct M der Ebene , die Distanz MA — MB, und daher

auch, da O ebenfalls ein Punct dieser Ebene ist, auch OA — OB

seyn, so dafs also die erwähnte Gerade AOB von der Ebene

halbirt wird, und zugleich auf dieser Ebene senkrecht steht.

Nimmt man den unserer freyen Wahl überlassenen Anfangs-

punct der Coordinaten, durch welche wir die Lage der Ebene

im Raume bestimmen wollen, in dem ersten jener zwey festen

Puncte, oder in A an , und nennt man

AC — a, CD — ß und DB = y

die den drey durch A gehenden fixen Coordinatenaxen AX , AY,

AZ parallelen Coordinaten des zweyten Punctes B, so wie

AP = x , PQ es y und QM = z

die veränderlichen Coordinaten irgend eines Punctes M der er¬

wähnten Ebene, so hat man für die Distanz MA des Punctes M

von dem ersten festen Puncte (§. 184, I.)

MA = V X "1 + a l ;

und eben so für die Distanz MB des Punctes M von dem zweyten

festen Puncte (§. 184.)

MB = V(" — *) 2 + iß—j)" + (y — =)"'•
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Da aber, nach dem Vorhergehenden, beyde Distanzen für

alle Puncte der Ebene unter sich gleich seyn sollen, so hat man

x* 4= (a —xy -(- (ß—j-y -4- (y—z)%
oder wenn man die drey letzten Quadrate auflöst:

ax + ßy + ya =

und da dieser Ausdruck für alle Puncte der Ebene gilt, so ist er

auch der allgemeine Ausdruck für die Lage aller dieser Puncte,

oder er ist die Gleichung der Ebene.

I. Da a, ß, y beständige Gröfsen sind, so kann man der

letzten Gleichung immer die Form geben:

Lx - f- My -|- Nz — 1 ,

wo L, M, N wieder constante Gröfsen bezeichnen.

§• 189- (Ebenen, die anf den coordinirten Ebenen
senkrecht Stellen-) Ist in der vorletzten Gleichung des §. 188.
die Gröfse y = o, so liegt die Linie AB, welche die zwey festen

Puncte verbindet, in der Ebene der xy, also steht dann auch

die Ebene FMG auf der Ebene der xy senkrecht. Daraus folgt,

dafs die Gleichung einer auf xy senkrechten Ebene die Form hat:

L x -J— Mj' = 1;
und eben so ist

Lx -j- Nz = 1 oder My -j- Nz — 1

die Gleichung einer auf xz oder aufjrs senkrechten Ebene.

I. Vergleicht man dicfs mit dem, was oben (§. »82.) von

den beyden Gleichungen einer Geraden im Raume gesagt worden

ist, so sieht man, dafs von diesen Gleichungen

x =. az -j- a . . . (a),

y = bz 13 . . . (b),

die erste (a), allein genommen , für eine auf x z senkrechte, und

die zweyte (b) für eine auf^s senkrechte Ebene gehört, und dafs

daher beyde, zusammen genommen oder als coexistirend betrach¬

tet, für den Durchschnitt der beyden Ebenen (a) und (b), das

heilst, für die gerade Linie gehören, die wir oben durch (1)

bezeichnet haben. Der Durchschnitt der Ebene (a) mit xz aber

ist das, was oben dieProjection der Linie (1) in xz genannt wor-

iS
I
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den ist, und eben so ist auch der Durchschnitt der Ebene (h)

mit yz die Projection von (1) in der coordinirten Ebene der yz.

II. Sind aber zwey der Coordinaten a, ß, y gleich Null,

oder ist z. B. ß = o und y= o , so fallt die Gerade AB ganz in

die Axe der x, woraus folgt, dafs

x = A

für eine auf der Axe der x senkrecht stehende Ebene gehört,

und dafs eben so

y = B oder z — C

eine auf,/ oder auf z senkrechte Ebene bezeichnen, wo A, B, C

constante Gröfsen sind, die den Abstand dieser Ebenen von den

drey coordinirten Ebenen der yz, xz und xy ausdrücken.

Also ist auch, wenn diese Abstände verschwindend ange¬

nommen werden,.

a; = o die Gleichung der coordinirten Ebene äer yz,

y = O » » » » » v X z ,

z = o » » » > » » » xy.

III. Jede einzelne Gleichung, wie

Lx -|- My -f- Nz = i

gehört daher für irgend eine Ebene. Verbindet man sie aber mit

einer anderen Gleichung:

Ex -j- My -|- N'z = 1 ,

so gehören beyde, zusammen betrachtet, für den Durchschnitt

zweyer Ebenen, d. h. für eine gerade Linie. Verbindet man sie

noch mit einer dritten Gleichung:

L"x -f- M"y -j- A 7"z — i ,

so gehören alle drey, zusammen betrachtet, für den gemein¬

schaftlichen Durchschnitt dreyer Ebenen , d. h. für einen Punct.

Die Ebene wird daher durch eine einzige, die Gerade im

Raume durch zwey, und der Punct endlich durch drey Gleichun¬

gen gegeben.

Wenn aber irgend ein Gegenstand durch mehr als eine Glei¬

chung ausgedrückt wird, so ist keine dieser Gleichungen absolut

nothwendig, und derselbe Gegenstand kann auch durch eine eben

so grofse Anzahl von willkürlichen Combinationen jener Gleichun¬

gen ausgedrückt w erden. So lassen sich z. B. für zwey sich schneid
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denden Ebenen diese Ebenen, also auch ihre Gleichungen, will¬

kürlich ändern, ohne dafs dadurch ihre Durchschnittslinie, die

hier allein gesucht wird, geändert werden darf.

Von allen den verschiedenen Stellungen aber, die man den

zwey, sich um ihre gemeinschaftliche Durchschnittslinie drehen¬

den Ebenen, oder die man jenen beyden Gleichungen geben kann,

sind offenbar diejenigen die einfachsten jene, die man erhält, wenn

man aus diesen Gleichungen nach und nach eine der drey Coordi-

naten x, y, z eliminirt, wodurch man drey andere Gleichungen
der Form

X e= az -|- a,

y = bz -f- ß,
* = cy -f- y

erhält, die, nach dem Vorhergehenden, jede für sich eine Ebene

ausdrückt, die auf einer der drey coordinirten Ebenen der xz ,

yz und xy senkrecht steht, und von welcher daher je zwey, zu¬

sammen genommen, den Durchschnitt dieser Ebenen oder die

gerade Linie geben werden. Eliminirt man eben so aus drey Glei¬

chungen zwischen x , y und z nach und nach je zwey der drey

Coordinaten x, y, z, so erhält man drey Gleichungen der Form

x = A, y = B und z = C,

die daher, jede für sich, eine auf yz, xz und xy senkrechte

Ebene geben, während alle drey zusammen genommen, für den

gemeinschaftlichen Durchschnitt dieser drey Ebenen, d. h, für

einen Punct gehören.

IV. Beiwerken wir noch, dafs in den zwey Gleichungen ei¬
ner Linie

X zzz d Z —|— cc |

y = bz -|- ß )

je zwey der drey Coordinaten immer eine Function der dritten

sind, so dafs, wenn z.B. die Gröfse z gegeben ist, dadurch auch

schon die beyden anderen Coordinaten x undjy bestimmt werden.

Bey der einzigen Gleichung

Lx - f- My -|- Nz = x

einer Ebene aber ist jede einzelne Coordinate eine Function der

beyden anderen, da hier immer zwey derselben gegeben oder

willkürlich angenommen werden müssen, um dadurch auch die

dritte zu bestimmen.
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§. u)o. (Anderer Ansdruck der Gleichung einer
Ebene.) Da die Ebene, deren Gleichung

ax -f- ßy + y z — h ( ai -J- + y 2) oder

Lx My -{- Nz = 1

ist, nach dem Vorhergehenden, auf der Mitte O derjenigen Ge¬

raden A 0 U(Fig. 8o) senkrecht steht, die den Anfangspunct A der

Coordinaten mit dem Puncte .Z>verbindet, dessen Coordinaten a, ß, y

sind, so hat man, wenn R die halbe Distanz OA=OB dieser

beyden Puncte A und D genannt wird (nach §. 184, I.)

(2K) 2 = a 2 + ß* -j- y\

Nennt man aber A, B, C die Winkel, welche diese Distanz

AB==zR in derselben Ordnung mit den Axen der x , y , z bildet,

so hat man in dem bey C rechtwinkligen Dreyecke ACB

a = 2 R . Cos A,
und eben so

ß = 2 R . Cos B,

y = zR . Cos C.

Substituirt man diese Werthe von a, ß, y in der ersten der

vorhergehenden Gleichungen, und bemerkt, dafs nach §, 186, III.

Cos" A -J- Cos 2 B -(- Cos 2 C = 1

ist, so erhält man

a-.Cos^f y. Cos B -J- s . Cos C = R

eine andere allgemeine Form der Gleichung einer Ebene, in wel¬

cher also R=zAO die senkrechte Distanz der Ebene von dem

Anfangspuncte A der Coordinaten bezeichnet.

I. Nennt man überdiefs p, q , r die Entfernungen derjenigen

drey Puncte von dem Anfangspuncte A, in welcher die Ebeno

von den Axen der x, y, z geschnitten wird, so hat man

_ R _ R _ R
P Cos A' ^ CosB ’ ? CosC 5

also auch, wenn man diese Werthe in der letzten Gleichung der
Ebene substituirt:

oder auch

qr.x + pv.y + pq.z = pqr

eine dritte merkwürdige Form der Gleichung einer Ebene.

- + ^ + 1 =
pqr
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§. 191. (Zusammenhang der Gröfsen A3 B3 C und
Lj Mj .ZV.) Wenn man die beyden erhaltenen Ausdrücke für die
Gleichung einer Ebene

xCosA -j-jCosß -j- zCosC = R,
und

Lx -f- My -f- Nz = 1
unter sich vergleicht, so erhält man sofort

L = — Cos A ,Jt M =5 — Cos B, N R Cos C.

Quadrirt und addirt man diese Werthe von L, M, IV, und
nimmt dabey auf die oben gegebene Bedingungsgleichung

Cos* -f- Cos 1 B -j- Cos* C = 1
Rücksicht, so erhält man

R =-j —=?=,
V A* + M- + iVi

und durch diese Gleichung wird dasLoth R von dem Anfänge der
Coordinaten auf die Ebene durch die Gröfsen L, M, ZVausgedrückt.

Substituirt man diesen Werth von R in den vorhergehenden
Ausdrücken von L, M und N, so erhält man

LCos A =

Cos B =

Cos C =

V L" + M * + N- ’
_ M_
Vl- + m- 4 - m'

N

V L- -j- M~ + iV* ’
und diese Gleichungen geben die Werthe von A, B, C durch
die Gröfsen L, M, N.

5. 192. (Winkel zweyer Ebenen.) Seyen die Glei¬
chungen zweyer gegebenen Ebenen , wie zuvor,

Lx -f My -f Nz = 1 . . . (I),
und Lx -f- My -|- N'z = 1 . . . (II).
Wir wollen sie, der Kürze wegen, die Ebene (1) und (II)

nennen, und den Winkel, unter welchen sie gegen einander ge¬
neigt sind, durch (I. II) bezeichnen.

Behält man für die Ebene (I) die Bezeichnung der oben auf-
gestelltcn Gröfsen A , B , C und R bcy, und nennt man, für die



317§• 193 .

Ebene (II) , dieselben Gröfsen A', B', C' und R', so hat man für

den Cosinus des Winkels, welchen die beyden Lothe R und Ri

aus dem Anfangspuncte der Coordinaten auf die Ebene (I) und (II)

unter sich bilden, nach §. 1O6, I. den Ausdruck:

Cos A Cos A' -j- Cos B Cos B' -(- Cos C Cos C.

Allein dieser Winkel der beyden Lothe ist auch zugleich

(§. 157, II.) der Winkel (I.II), unter welchem die beyden Ebe¬

nen (I) und (II) gegen einander geneigt sind, so dafs man daher

für diesen Neigungswinkel der zwey Ebenen den Ausdruck hat:

Cos (I. II) = Cos A Cos Ä -)- Cos B Cos B' -J- Cos C Cos C';

oder auch, wenn man die Werthe von Cos A, Cos A’,

§. 191. substituirt:

Cos (I.II) =

aus

L L' 4- M M' + NN'

VL- + M-. N- . VN- + M'- + A'i"

I. Stehen demnach die beyden Ebenen (I) und (II) auf einan¬

der senkrecht, so ist

LU -f MM' -f- NN’ = o,

und sind sie unter sich parallel, so hat man Cos (I. II) = 1, oder

(LM' — L'M ) 1 -f- ( LN'—L'N )- + (. MN'~M'N ) J = 0,

welche Gleichung, wie in 180, L, den drey folgenden gleich¬

geltend ist:
L_ _T L_ i: M __ M'
M ~~ M' ’ ~N N 7 ' ~N “ N 7 '

§. 193. (Winkel einer gegebenen Ebene mit den
drey COOl’dinirten Ebenen.) Bezeichnen wir wieder, analog
mit dem Vorhergehenden, durch (I.^ry-), (I.arjs) und (l.j'z) die

Winkel der Ebene (I) mit der coordinirten Ebene der iy, xz

u ^d yz, so hat man, wenn man in der Gleichung der Ebene (II)

die Gröfse L=sM'=o setzt:

Ns = 1 oder s = —:N’

und diese Gleichung gehört, nach §. 189, II., für eine auf dio

Axe der z senkrechte, oder für eine mit xy parallele Ebene,

mit welcher daher die Ebene (I) den genannten Winkel (I.xy)

bildet. Es wird daher der vorhergehende Ausdruck von Cos (I.II)

in den von Cos(I .xy) übergehen, wenn man in jenem Li und M'
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gleich Null setzt. Dicfs gibt

Cos (I. xj) = -

N

'■ _|_ ß/z 4. iv-

und ganz eben so erhält man auch

Cos (I. x z) =

M

V LS + M* + N- ’

Cos (I .ja) =

L

Vl % + MS + N*

I. Vergleicht man diese Ausdrücke mit den oben (§. 191.)

gefundenen Werthen von Cos^, Cos B und CosC, so erhält man

Cos(I.a:j) = CosC,

Cos(I.a:z) = Cos B,

Cos(l.jz) = Cos A’,

und da, nach dem Vorhergehenden, die Bedingungsgleichung

Cos 2 // -j" Cos 2 f? 4 - Cos 2 C = 1

Statt hat, so hat man auch

Cos 2 (I.a?j) 4- Cos 2 (I.a;z) 4 " Cos 2 (I.jz) = 1.

II. Um noch den Winkel (I. 1) der Ebene (I) mit der gera¬

den Linie (1) zu finden, so hat man für die Gleichungen der

Linie (1), wenn sie mit sich selbst parallel durch den Anfangs-

punct der Coordinaten geführt wird :

x z= az und y = bz.

Die Gleichungen einer durch denselben Anfangspunct, aber senk¬

recht auf die Ebene (I) geführten Geraden, das heifst, die Glei¬

chungen des oben (§. 190.) erwähnten Lothes fl sind (nach

§. ‘86, II.)

Winkel (I.i) zu einem rechten Winkel ergänzt, so wird man

den Winkel ( 1 .1) erhalten, wenn man in dem oben (§. i 85 .) ge¬

gebenen Ausdrucke für Cos (1.2) die Gröfse

Dos A
Cos C Z Cos C *

Cos B

Da nun der Winkel dieser beyden Geraden den gesuchten

(1.2) in 90 —(I.i),
. Cos A
m ———

und b’ in ---Cos C
Cos ß
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verwandelt, wodurch man demnach für den gesuchten Winkel

erhält:

oder auch, wenn man die vorhergehenden Werthe von Cos J,

CosB, CosC substituirt:

III. Soll daher die Ebene (I) auf der Geraden (1) senkrecht

stehen, so wird man in dem letzten Ausdrucke Sin(I. 1) gleich

der Einheit setzen, wodurch man, wie zuvor, die drey Gleichun¬

gen erhält:

- — — — b und — — -~N a ’ N U L a'

Man hat daher für eine Ebene, die auf der Geraden x = a 5 -J- a,

y = bs- J—/3 senkrecht steht, die Gleichung

ax -j- by -(- z = P,

wo P irgend eine willkürliche constante Gröfse bezeichnet. — Und

eben so hat man für eine Gerade, die auf der Ebene

Lx My -|- N z =z 1

senkrecht steht, die Gleichungen:

ist, mit der Geraden (1) parallel seyn, so ist Sin(I, i)=:o, und

daher die Bcdingungsgleichung dieses Parallelismus

Sin ( 1 .1) =
aCos^d + 7; Cos/? -f- Cos C

V 1 4- ci.2 -J- Z>-

Sin ( 1 . 1) =
aL + bM + N

\/1 -|_ + 62 . \/Z;2 + "m + m '

L

wo a und ß willkürliche constante Gröfsen bezeichnen,

IV. Soll endlich die Ebene, deren Gleichung

Lx -f- My -j- Nz = 1

aL + bM + N == o.



Vier und zwanzigstes Capitel.

Krumme Linien des z w e y t e n Grades.

§. 194. (Verwandlung der Coordinaten) Sey die

Lage des Punctes M (Fig. 81) in einer gegebenen Ebene gegen

die zwey festen, in derselben Ebene unter sich senkrecht stehen¬

den Geraden AX und A Y , durch die mit diesen Axen parallelen

Coordinaten AP = x und P M = y gegeben. Seyen eben so

die Coordinaten AB = a und BC — b eines anderen Punctes C

gegeben, und CD — x, DM=y die Coordinaten des ersten

Punctes M in Beziehung auf die zwey neuen Coordinatenaxen
C X! und CY', die man durch den zweyten Punct C mit den bey-

den vorhergehenden Axen parallel gelegt hat.

Um die neuen Coordinaten xy aus den alten xy oder um¬

gekehrt zu finden, hat man die einfachen Gleichungen

Ist z. B. die Gleichung zwischen den ersten Coordinaten ge¬

geben :

a 2 y 1 -J- b 1 x" — 2 a 2 by —• 2 ab' 2,x -|- a 1 b z = 0,

so erhält man, wenn man statt x die Gröfse a-\~x, und statt y

naten zu ändern, durch denselben zwey andere ebenfalls unter

sich senkrechte Coordinatenaxen AX' und A Y' (Fig. 82), die mit

den ersten Axen den Winkel XAX'= YAY'=z a bilden, und

sey, wie zuvor, A P = x , PM = y , und eben so A Q = x und

QM—y, wo wieder PM mit AY und QM mit A Y' parallel,

also PM auf AX , und QM auf AX' senkrecht ist.

x = x — a

y z=y ~ b

die Gröfse b -j-y' substituirt, für die gesuchte und viel einfachere

Gleichung zwischen den neuen Coordinaten :

I. Legen wir jetzt, ohne den Anfangspunct A der Coordi-
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Um auch hier die Abhängigkeit der beyden Coordinaten-

paare zu erhalten, ziehe man die Gerade AM = r, so hat man,

wenn man den Winkel MAP = ni setzt:

x = rCosm^ undeben SQ * = r Cos („*_«),.
y = r Sin m\ J = v Sin (m — a) j

Löst man die beyden letzten Gleichungen (nach §. 94, Glei¬

chung C) auf, und substituirt dann in ihnen statt r Cos m. und

r Sin rn ihre Werthe aus den ersten Gleichungen, so erhält man

x = x Cos a -J- y Sin a

y = y Cos a — x Sin a

und durch Invention dieser Ausdrücke:

x e= x Cos a — y Sin a

y = x Sin a -j- y Cos a

Auch durch diese Gleichungen wird man viele gegebene

Ausdrücke zwischen x und y auf einfachere Formen zurückbrin¬

gen , wie wir bald näher sehen werden.

II. Verbindet man die beyden vorhergehenden Veränderun¬

gen der Coordinaten, die des Anfangspunctes und die der Lage

der Axen, mit einander, so erhält man für den Übergang der ei¬

nen Coordinaten in die anderen die folgenden Ausdrücke:

x = (x — a ) Cosa -j- (y — b) Sina|

y = (y — b ) Cos a ■—■ (x — a) Sin a j ’

und umgekehrt:

x = a -J- a/Cosu —^'Sinaj

y = b -(- x Sin a -}- y Cos a j

§. 195. (Linien des zweyten Grades ) Jede Glei¬

chung zwischen zwey veränderlichen Gröfsen x und y kann als

der analytische Ausdruck einer in einer Ebene nach einem be¬

stimmten Gesetze verzeichneten Linie betrachtet werden, da man

für jeden Werth, den man der Abscisse x beylegt, durch diese

Gleichung den entsprechenden Werth der Ordinate y, und somit

denjenigen Punct der Linie findet, der zu diesen Coordinaten

gehört.

Wenn man in einer algebraischen Gleichung des m ton Gra¬

des statt x und y die in $. 194, II- aufgestellten Werthe substi-
Littrow’s Anfangsgr. <1.gosammt, Mathem, 21
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tuirt, d. h. wenn man für die durch diese Gleichung repräsen-

tirte Linie den Anfangspunct der Coordinaten sowohl, als auch

die Lage der Coordinatenaxen willkürlich, ändert, so wird da¬

durch , wie die erwähnten Ausdrücke zeigen, der Grad der al¬

gebraischen Gleichung nicht geändert, so dafs man daher mit

Recht die verschiedenen Linien nach den Graden eintheilt, zu

welchen ihre Gleichungen gehören.

Demnach wird die gerade Linie , deren Gleichung (§. 176.)

y = ax -{- h

des ersten Grades ist, selbst eine Linie des ersten Grades seyn.

Alle anderen Linien, deren Gleichungen den ersten Grad über¬

steigen, sind keine geraden, sondern krumme Linien oder Curven.

Die allgemeine Gleichung des zweyten Grades, also auch

die Gleichung der Linien des zweyten Grades, hat die Form

y 2 -j- Axy -f- Bx 2 -]- Cy -j- Dx -j- E = o.

Löst man diese quadratische Gleichung in Beziehung auf y

auf, so erhält man

y = — i (Ax+C) + f V {A'- —4-ß) ** + 2 (AC — 2D) x -|- (C*— 4 E).

Wenn in diesem Ausdrucke der Werth von x so grofs ge¬

nommen wird, dafs von der Gröfse unter dem Wurzelzeichen

das erste Glied
(A* — 4 B)x-

gröfser wird, als die Summe der beyden übrigen Glieder, was

offenbar immer möglich ist, so wird dann die ganze Gröfse un¬

ter dem Wurzelzeichen positiv oder negativ, das lieifst, der

Werth von y wird reell oder imaginär seyn, je nachdem die Gröfse

A z — 4 ZJ

positiv oder negativ ist. Betrachten wir diese Fälle genauer.

I. Wenn A z — 4 ® positiv ist, so wird es immer so gröfse,

positive und zugleich negative Werthc von x, ins Unendliche

fort, geben, für welche die Ordinate y stets reell bleibt, oder

die Curve wird sich, zu beyden Seiten der Axe der x sowohl als

auch der y, in den unbegrenzten, endlosen Raum erstrecken.

Die so entstehende Curve lieifst Hyperbel (Fig. 83), wo MAN
und mBn ihre endlosen Aste sind.

II. Wenn A l — 4ß negativ ist, so wird es immer positive
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und negative Werthe von x gehen, für welche und über welche

hinaus die Ordinaten y alle imaginär werden, oder die Curve

wird auf allen Seiten um den Anfang der Coordinaten begrenzt,

sie wird in einen endlichen Raum eingeschlossen seyn. Die so

entstehende Curve heifst Ellipse (Fig. 84) AMD B E.

III. Ist endlich die Gröfse Ä 1 — 4 B — o oder ist A 2 —^D,

so wird es immer entweder positive oder aber negative Werthe

von x geben, zu welchen noch reelle Werthe von^y gehören.

Dann wird nämlich das Zeichen für die Gröfse unter dem Wur¬

zelzeichen von dem zweyten Gliede (A C — 2 U ) abhängen , und

wenn dieses Glied positiv oder negativ ist, so wird auch für je¬

nen Fall das positive, und für diesen das negative x ohne Ende

W'achsen können, ohne dafs y imaginär wird. Die so entstehende

Curve wird sich demnach entweder blofs in der Richtung der po¬

sitiven, oder blofs in der Richtung der negativen x in den un¬

begrenzten Raum ausdehnen, und diese Curve M'AN' (Fig. 85 )

wird Parabel genannt.

§. »96. (Reduction der Gleichung dieser Curven
auf eine einfachere Gestalt.) Wenn man in der vorherge¬

henden allgemeinen Gleichung der Curven des zweyten Grades

die Coordinatenaxen um einen willkürlichen Winkel a verändert,

d. h. wenn man in dieser Gleichung (nach §. 194» !•)

statt x die Gröfse . . . a’Cosa—j^Sina,

und statt y » » . • • x Sin a -\-y Cos a

substituirt, so findet man für den Factor des Gliedes xy den

Ausdruck

(1 — B) Sin 2 a — A Cos 2 a.

Nimmt man daher den Winkel s so an, dafs man hat

A
Tang 2 a = —- ,

was immer angeht, da die Tangente alle möglichen positiven und

negativen Werthe annehmen kann, so verschwindet dadurch die¬

ses Glied völlig, und die vorhergehende allgemeine Gleichung

dieser Curven kann daher, ohne ihrer Allgemeinheit Eintrag zu

thun, auf die einfachere Form

y 2 -j- A x 3 TSy -f- C x -(- D — o *21
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gebracht werden, wo A , B , C und Z) wieder andere constante

Grüfsen bezeichnen.

Verändert man in diesem Ausdrucke auch noch den Anfangs-

punct der Coordinaten, indem man (nach §. 194.)

a: in i'-j-P, '

und y in y -|- Q

verwandelt, so erhält man

y 2 -f- Ax~ -{- (B -j- 2 Q)y -j- {C -|- %AP)x

+ + AP* + £(? + CP + 1 ) a o,

Um zu sehen, ob man auch noch aus dieser Gleichung das

inj)-- multiplicirte, und das letzte oder constante Glied wegschaf¬

fen kann, indem man über die zwey neu eingeführten Werthe

von P und Q diesem Zweck gemäfs disponirt, so wird man, wenn

diefs in der That angeht, die zwey Bedingungsgleichungen haben:

B -j- 2 Q == o und

Q* -f- AP* + BQ 4- CP + D = o.

Die erste gibt

Q = ~IB,

und nenn man diesen Werth von Q in der zweyten subslituirt,

so erhält man

P = “ 71 + i 1 V<? + AV-l t AD.

Diese Ausdrücke von P und Q zeigen aber, dafs man ihre

Werthe immer, den beyden letzten Gleichungen gemäfs, ohne

Anstand annehmen kann. Denn wenn auch z. B. die Gröfse A=o

wäre, so wird dadurch P nicht unendlich grofs, sondern

p _ _ 0 _c
2 A T“ 2 A'

oder P wird in diesem Falle ebenfalls Null.

Daraus folgt demnach, dafs man die Gleichung der Curven

des zweyten Grades, ohne ihre Allgemeinheit zu beeinträchtigen,

auf folgende einfache Gestalt zurückführen kann :

y x = 2 px -j- qx* f

wo p und <7 constante Gröfsen bezeichnen.

§• 197. (Nähere Betrachtung der letzten Glei¬
chung.) Setzt man in der letzten Gleichung statt <7 die Gröfse
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_ E , wo a ebenfalls eine constante Gröfse bezeichnet, so erhält' a

man für die allgemeine Gleichung derCurven des zweyten Grades

7* = 3 px — E£. , , . (A).

ln dieser Gleichung wollen wir die Gröfse p immer positiv

annehmen, während die Gröfse a alle möglichen positiven und

negativen Wertlie erhalten kann.

Bemerken wir zuerst, dafs schon die Form dieser Gleichung

zeigt, dafs die durch sie ausgedrückten Curven in Beziehung auf

die Axe der x symmetrisch liegen, so dafs für jeden Werth von

x die Ordinate wenn sie anders ; reell ist, immer zwey gleich

gröfse, aber in ihrer Lage entgegengesetzte Werthe hat.

I. Vergleicht man ferner diesen Ausdruck mit der zuerst

(§. i<)5) aufgcstellten Gleichung dieser Curven, so sieht man,

dafs A — o und B = — ist, so dafs daher die Gleichung (A) ge¬

hören wird

für eine Hyperbel, wenn A z — l±B positiv, d. h. wenn a negativ,

» » Ellipse, » A- — 4B negativ, » » a positiv,

» » Parabel, » A 1 — i\B gleich Null, » a unend¬

lich grofs ist.

II. Führen wir noch zwey andere Constanten b und e ein,

die von den bisher angenommenen a und p so abhängen, dafs
man hat

b 1 =s ap und a z e z = a l — b %
also auch

p = a (i — e 2 ) = b . Y i — e z .

Diefs vorausgesetzt, suchen wir zuerst denjenigen Punct

der Axe der x , für welchen die Ordinale y gleich der Constante

p wird. Setzt man nämlich in der Gleichung (A) die Gröfse

y=sp, so erhält man

x z — 2 ax-j-ap = o,

und diefs gibt x =s cl + a e

für den gesuchten doppelten Werth der Abscisse x.

Sucht man eben so den Werth von x, für welchen die Or¬

dinate y =s b ~ \/ap wird, so gibt die Gleichung (A)
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a ,’2 — 2 a x —(- a 2 — o ,

so dafs man also für die gesuchte Abscisse x nur den einzigen

Werth x = a erhält.

III. Verlegt man dann den Anfangspunct der Coordinatcn

in den erstgefundenen Punct (Nr. II.) der Axe der x, für welchen

y — p wird, so wird man in der Gleichung (A) nach §. 194. statt

x blofs die Gröfse a (1 — e )— x substituiren, wodurch man er¬
hält

y- = 2 p (a — a e — x') — ^ (a — a e — x') z

oder y n- = p a ( 1 — e 2) — 2 p ex' — 1-,

oder da pa(i —e 2)=p 2 und ^ = 1 — e 2 ist:

y 2 = p" — 2 p ex' — (1 — e 2) . x
das heifst

y 2 -j- af 2 c = (p — e x") 2.

Nennt man also r die Entfernung jedes Punctes der Curve

von diesem neuen Anfangspuncle, oder ist 7'2 =.x~-\-y‘ l , so hat

man für die allgemeine Gleichung derselben den einfachen Aus¬
druck

7- -f- ex = p . . . (B),

oder auch, wenn man v den Winkel nennt, welchen der Radius

p der Curve mit der Axe der x bildet, da x = rCosv ist:

7- -J- er Cosr = p ,
oder endlich

?• es ---— , . . (C),1 -j- e Cos u ' ■*

Reiches die Gleichung der Curve der zweyten Ordnung zwischen

den Polarcoordinaten (§. 180, I.) r und v ist.

IV. Verlegt man endlich den Anfang der Coordinatcn in

den zweyten der oben (Nr. II.) erwähnten Puncte, für welchen

y—b ist, so hat man, wenn man in der Gleichung (A)

statt x die Gröfse a — x",

und statt y » » y"

§etzt, den einfachen Ausdruck

b 2 x ' 2 -j- a 2y " 2 = a 2 ö 2 ,
oder auch
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. . (D)

welches die vierte Form der Gleichung dieser Curven ist. Nennt

man auch hier p die Entfernung des Punctes der Curvc von dem

neuen Anfangspuncte der Coordinaten, und 9 den Winkel, wel¬

chen p mit der Axe der x bildet, so hat man

also auch, wenn man diese Ausdrücke in der Gleichung (D) sub-

stituirt:

Nach diesen allgemeinen Betrachtungen wollen wir nun die

5. 198. (Die Ellipse.) Dafür die Ellipse, nach §.197, I.,
die Gröfse a positiv, und da überhaupt

ist, so folgt, da p immer positiv angenommen wird, dafs ß<i

und b<^a seyn mufs. Demnach zeigt z. B, die Gleichung (A),

dafs die Abscisse x nie negativ werden kann, und dafs die Curve

ganz in dem Baume eingeschlossen ist, der den Abscissen ^, = 0

und x = -j-2tz angehört.

Ist aber (Fig. 84) AP = x und PM=y, so hat man, wie

sofort aus der Gleichung (A) folgt,

für die Abscisse x: und für die analoge Ordinate y.

Es ist demnach AC — BC und CD=zCE, so wie CP = CP' t

und man nennt

AC = BC = a die halbe grojse Axe der Ellipse,

CD = CE — b die halbe kleine Axe,

x ’ =z p Cos 9 und y" = p Sin 9,

a 2 (1 — e 2)

1 — e 2 Cos 2 9
oder

a 2 Sin 2 9 -J- b- Cos 2 9

erwähnten drey Classen dieser Curven für sich näher untersuchen.

p = a(i—e 2 ) und

a’ i — b 1 = a 2 e 2

o
o,

A F = a (1 — e)

AC = a . . .AC
-j- Fm = + p ,

+ CD = + b ,

+ F m = + p ,AF' = a (1 -j- e)

A B = 2 a . . o.
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Fm = F'm = p den halben Parameter, und

CF=CF'=ae die Excentricität dieser Curve, so wie

C der Mitlelpunct■, f und F' die beyden Brennpuncte, und A

und B die beyden Scheitel derselben genannt werden — Für die

Ellipse gelten die Gleichungen (A) . . . (E) unverändert.

Für die Gleichung (B) aber ist FM = r und C P = x.

(C) » » FM = r » AFM == v.

(D) » » CP — X 5>
PM=y.

(E) » » CM = p ACM = <p.

I. Ist FM=r und F'M—r, so hat man in dem Dreyecke
FMF da der Winkel F'FM. = 180 — v ist:

r' 2 = r- -(- FF' 2 -)- 2 r . FF. Cosv,

oder da F F' = 2 ae und
Ems

Cos v p — r a (1 — e 2) — r

ist:

r' 2 = r 2 -{- -(- f±a(a — a >
0 .

das heilst, man hat

r -j- r es 2 a ,

oder die Summe der Entfernungen jedes Punctes M der Ellipse

von den beyden Brennpuncten F und F' ist immer gleich der

grofsen Axe 2 a dieser Curve, wodurch man ein einfaches Mit¬

tel zur Verzeichnung derselben mittelst eines Fadens erhält, des¬

sen Länge gleich 2 a, und dessen Endpuncte in Fund F' befe¬

stiget werden.

II. Bisher fiel der Anfangspunct der Coordinaten in irgend

einen Punct der Axe der x. Verlegt man ihn in irgend einen

willkürlichen anderen Punct, und behält auch hier noch die frü¬

here Richtung der Coordinatenaxen bey, die den Axen a und b

der Ellipse parallel sind, so wird man, wenn A und B die auf

diese neuen Axen bezogenen Coordinaten des Mittelpunctes C der

Ellipse sind, in der Gleichung (D)

die Gröfse x" in x "— A,

und » » y" » <y '— B

verwandeln, wodurch man für die allgemeine Gleichung der
Curve erhält

(r?)'+ ) = "
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g. 199. (Der Kreis, als besonderer Fall der El¬
lipse.) Setzt man in den Gleichungen (A)...(D) die Gröfse
a = b oder e = o, so erhält man z. B. aus der Gleichung (D)

x"* + y* = a z . . . (i).

Diese Gleichung zeigt, dafs in der durch sie bezeichneten

Curve die Distanz \f x "1 -j- y' z jedes Punctes derselben von dem

Anfänge der Coordinaten immer gleich der constanten Gröfse a

ist. Diese Curve ist daher der Kreis, dessen Halbmesser a ist,

und dessen Mittelpunct im Anfänge der Coordinaten liegt.

Eben so gibt die Gleichung (A), da für unsern besondern

Fall p=a ist:

r= — x z . . . (2),

eine andere bekannte Gleichung des Kreises, wo der Anfang der

Coordinaten in irgend einem Puncte des Umfangs , und wo die

Axe der x in einem Durchmesser des Kreises liegt. Ist R die

Distanz jedes Punctes des Umfangs von diesem Anfangspuncte,

und ist 0 der Winkel der R mit der Axe der x , so hat man

x = R Cos 0 und y — R Sind,

also auch, wenn man diese Werthe von x und y in der letzten

Gleichung (2) substituirt:

R = 2 a Cos 0 . . . ( 3 )

für die dritte Gleichung des Kreises.

Sind endlich A und B die mit x" und y" parallelen Coordi¬

naten des Mittelpunctes des Kreises, dessen Halbmesser a ist,

so hat man für die allgemeine Gleichung desselben, wenn man

in dem letzten Ausdrucke des §. 198. die Gröfse a = b setzt:

{x"— Af -f (yB f = a z . . . ( 4 ).

Diese vier Gleichungen sind als eben so viele allgemeine

analytische Ausdrücke des Kreises zu betrachten, aus deren je¬

der man daher auch die oben (§. 111, 112 u. f.) aufgestellten Ei¬

genschaften dieser Curve wird ableiten können.

§. 200. (Die Hyperbel.) Da nach dem Vorhergehenden

die Gleichungen (A)...(D) für einen negativen Werth der Gröfse

a die Hyperbel geben, und da allgemein für die Curven des

zweyten Grades
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i 2 = ap und a 2 e- = a 2 — b¬

ist, wo p eine immer positive Gröfse bezeichnet, so wird man

auch in jenen Gleichungen

setzen, um die Ausdrücke für die Hyperbel zu erhalten, in wel¬

chen dann wieder a, b, p positive Gröfsen und e> i ist. Diese

Gleichungen der Hyperbel sind daher (Fig. 83)

Man sieht z. B. aus der letzten Gleichung (D'), dafs von

für gröfscre, positive und negative Abscissen die immer reellen

Ordinaten ins Unendliche wachsen und stets zwey, nur durch

ihre Zeichen verschiedene Werthe haben.

und man nennt auch hier CA = CB = a die halbe grofse Axe;

Fm — F'm=p den halben Parameter; b — Y^ap die halbe

kleineAxe, die aber auch gröfserals a seynkann; CF= CF'=ae

die Excentricität, so wie C den Mittelpunct, Fund F'dieBrenn-

puncte, und A und B die Scheitel der Hyperbel.

I. Um die halbe Axe b in der Zeichnung darzustellen, so ist

sie die Ordinate y" der Hyperbel für die Abscisse x"= cp=za y' 2.

Beschreibt man daher aus dem Scheitel A, als Mittelpunct, mit

dem Halbmesser Cf = ae einen Kreis, so wird dieser Kreis

ein durch C auf AB errichtetes Loth in zwey Puncten E und E!

schneiden, so dafs CE = CE—b ist, weil man in dem recht¬

winkligen Dreyecke CAE hat

CE — AE 1 — C A 1 = Y al e 2 — a" = a Y — » = b.

statt b" die Gröfse -— b 2

und daher auch

a 2 e 2 = a 2 -{- b z und p = a(e 2 — i)

für AP= x , PM=y

» FP = x, FM = r

» FM— r, PFM = v

10

r -J- ex = p . .

2 dx ■+■

i e Cosv

» CP = x", PM=y"
l . .

(D'),

a/'= o bis x"= + a die Ordinaten y" imaginär sind, und dafs

Für x"= + a = ist y"— o, und

für a! ist y"= p = a
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II. Setzt man die Distanz irgend eines Functes M der Hy¬

perbel von den Leyden Brennpuncten
FM r und F'M = r,

so hat man
r z s=s {x"— CF) Z -J- und r' 2 = CF) Z -|~y' 2.

Da aber C.F = ae, und nach der Gleichung (D')
y ' 2 = (e 2 ——a 2)

ist, so gehen die zwey vorhergehenden Gleichungen in folgende
über

r = ex" — a und r — ex" -f- a,
wovon die Differenz ist

r — r = 2 a,
so dafs demnach der Unterschied der beyden Distanzen r und r
für jeden Punct der Hyperbel gleich der grofsen Axo 2 a dersel¬
ben ist. (Vergl. §. 198, I.)

III. Daraus entspringt folgende Verzeichnung dieser Curve.
— Man nehme auf der verlängerten grofsen Axe irgend einen
Punct H, und beschreibe zwey Kreise, einen aus F' mit dem
Halbmesser BH, und den anderen aus F mit dem Halbmesser
AII, so wird der Durchschnitt der beyden Kreise in der Hyper¬
bel liegen, da man hat

F'M = BH und FM — AH,
also auch

F'M — FM = BH — AH = AB = na.

IV. Die obige Gleichung (D) kann auch so geschrieben
werden:

und in dieser Gestalt zeigt sie, dafs, je gröfser die Abscisse x"
ist, desto näher die Ordinate an den Werth

_j_ b x^ — a
kömmt. Die letzte Gleichung gehört aber für ein System von
zwey geraden Linien, die durch den Anfang C der Coordinalen
gehen, und die mit der Axe CP der x einen Winkel a bilden,
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dessen Tangente für die eine Gerade gleich und für die an¬

dere gleich — - ist.

Errichtet man also in dem Scheitel A und B der Hyperbel

ein Loth Aa = Bb = b auf die grofse Axe, und zieht man die

Geraden aCb' und b C'a, so werden sich die vier Äste der Hy¬

perbel diesen Geraden desto mehr nähern, je gröfser + x ist,

ohne sie aber je in der That zu erreichen. Diese beyden Gera¬

den werden die Asymptoten der Hyperbel genannt.

Da Tanga = — ist, so ist auch Cosa = Zieht man da-
°a e

her die Linie AD parallel mit der Asymptote Cb, so sind in

dem Dreyecke A Da die Winkel an A und a, so wie in dem

Dreyecke ADC die Winkel an A und C einander gleich, also ist
auch AD = aD = CD.

Man hat aber

AD _ Sin A CD _ Sin a _ Sin a i

AC Sin A D C Sin (180— 2a) Sin aa 2 Cosa*
also ist auch

AD
- = - e .
AC * ’

oder endlich, da AC = a ist:

AD* = \a*e* = £(a*+Ä*),

und man nennt dieses Quadrat von A D die Potenz der Hyperbel.

V. Für a — b ist der Winkel a = 45°» und die Asymptoten

stehen auf einander senkrecht, in welchem Falle die Hyperbel

gleichseitig genannt wird. Für sie geht die Gleichung (D') in fol¬

gende über:

sc'* — y"* = a*.

Ist Mq parallel mit der Asymptote Ca und Cq—%i

qM — v, so hat man nach §. ig4» I., da a = /{5 0, also auch

Sin a = Cos a = — ist:
W

undV2
.. U— %

und daher, wenn man diese Werthe in dem vorhergehenden Aus¬

drucke substituirt:

£ v £== -j- a*

für die Gleichung der gleichseitigen Hyperbel.



§. 201. (Die Parabel.) Da clie vorhergehenden Glei¬
chungen (A) . . . (D), für ein unendlich grofses a , der Parabel
angehören , so hat man für sie (Fig. 85 )
für AP = x , PMz=j die Gleichung j 1 = spr. . . . (A"),

» FP = x, MF = r » » r -J- x — p . . . (B"),

» MF = r, AFM = v » » r — - ^ , . . (C"),
2 Cos 2 -y

und für diese Curve ist die oben eingeführte Gröfse:
e = - V/a 2 — b l = i.a

Auch für sie wird der Punct A der Scheitel, F der Brenn-
punct, und FM = p der halbe Parameter genannt.

I, Da AP -]- PF s= AF oder da x -f- x = i p ist, so gibt
die Gleichung (B ")

r = rP + a?»
woraus sofort folgende Verzeichnungder Parabel abgeleitet werden
kann. — Man nehme auf der Axe der x dieGröfse AB = AF=±p,
und errichte auf dieser Axe in willkürlichenPuncten P, P', . . .
derselben senkrechte Linien. Dann beschreibe man aus F als
Mittelpunct mit den Halbmessern BP, BF, ... Kreise. Schnei¬
det der erste dieser Kreise das Loth durch P in M und N, und
schneidet der zweyte das Loth durch P' in M' und IV', ... so
sind M, N, M', N', . . . Puncte der Parabel.



Fünf und zwanzigstes Capitcl.
Andere krumme Linien.

§. 202. (Die Neil’sche Parabel.) Indem wir von den

unzähligen übrigen krummen Linien nur einige der vorzüglich¬

sten hier kurz anführen, betrachten wir unter diesen zuerst die

cubische (oder wie sie auch nach Neil* der sie einer der ersten

untersucht hat, genannt wird), die Neil’sche Parabel. Ihre Glei¬

chung des dritten Grades ist

y 3 = ax z

und ihre Gestalt MAM' (Fig. 86), wo hier und in der Folge

immer AX und A Y die coordiriirte Axe von x und j', und wo

AP = x , PM=y ist. Sie erstreckt sich von dem Anfangs-

puncte A der Coordinaten, zu beyden Seiten der Axe der y, aber

nur auf einer Seite der Axe der x, in zwey endlose Äste.

§. 2o3. (Die Ellipsoide.) Diese der Ellipse ähnliche

Curve (daher sie diesen Namen trägt) BMNC (Fig. 87) hat die

Eigenschaft, dafs für jeden Punct M derselben das Product

MF. MF' der Distanzen desselben von zwey festen Puncten F

und F' immer einer constanten Gröfse gleich ist.

Ist FF' = 2 a die Entfernung der zwey festen Puncte F und

jF', und ist MF , MF'=s b %, wo a und b constante Gröfsen be¬

zeichnen, so hat man, wenn der Anfangspunct A der Coordina¬

ten in der Mitte zwischen F und F' liegt, und wenn wieder

AP = x, PM = y ist:

FM 1 = (a — xY -j- y z und

F'M 1 = ( a-\-xy- -{- y z ,

also ist auch die Gleichung der Ellipsoide:

= [(a + .r) 2 -j-jr 2] . [(a—*)* -\-y z ],

oder auch, nach einer einfachen Reduction :

x "“ “b = Y -j- ü 4 7

also die Curve des vierten Grades.



Die Ellipsoidc ändert mit den Werthen ihrer Constanten a

und b ihre Form.

Für &>a hat sie die Gestalt der Fig. 87, so lange zugleich

b> a\f 2 ist.

Ist aber b > a und zugleich b a\^2, so nimmt sie die

Gestalt der Fig. 88 an.

Ist J = a, so geht sie in die Gestalt der Fig. 89 über, wo

AB — A C = a y 2 ist.

Ist endlich b < a , so besteht die Curve aus zwey abgeson¬

derten Ovalen, oder die zwey Schleifen der Fig. 89 trennen

sich bey A so, dafs der Zwischenraum bey A gleich 2 \/a 1 — 6*

wird, und dafs die Entfernung ihrer zwey äufsersten Puncte

BC — 2 )/a? + b"- ist.

Für den erwähnten besonderen Fall der Fig. 89, wo a — b

ist, heifst diese Curve die Lemniscate oder die Schleijenlinie, de¬

ren Gleichung daher isti^+y-y = 2a 2 o*— j*).

§. 204. (Die Astrois.) Wenn eine Gerade von gegebe¬

ner Länge a sich so bewegt, dafs ihre beyden Endpuncte immer

auf den Schenkeln eines rechten Winkels bleiben, so wird die

Curve, welche durch die auf einander folgenden nächsten Durcli-

schnittspuncte dieser beweglichen Geraden geht, die Astrois

(sternförmige Curve) genannt. Ihre Gestalt BDCE ist Fig. 90

verzeichnet, und für ihre Gleichung findet man

a ,T _j_ rjfi = a 3 ,

wo AP — x , PM =r y , und wo die beyden senkrechten Durch¬

messer BC = D E =. 2a sind. Diese Curve gehört demnach

zum sechsten Grade.

I. Mit ihr nahe verwandt und auch von derselben Gestalt

ist die Curve, deren Gleichung

Gy+(o r =o-y

ist, und die man die Evolute der Ellipse nennt. Wir werden spä¬

ter (§. 212.) auf sie zurück kommen.
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g. 205 . (Die Logistik.) Gehen wir nun zu denjenigen

Curven über, deren Gleichungen transcendente Gröfsen enthal¬

ten, und die defshalb selbst transcendente Curven genannt wer¬

den. Eine der einfachsten derselben ist die Logislik oder die lo-

garitlimische Linie, deren Gleichung

x = a y oder log x = y . log a ,

und deren Gestalt Fig. 91 verzeichnet erscheint, wo APssx

und P M y ist.

Für x = AB = 1 ist y — o. Sey A C = a und die mit

der Axe der x parallele Gerade C D = b , also a die zu der Ab-

gcisse b gehörende Ordinate, so ist auch

b = a a oder log b = a log a.

Substituirt man diesen Werth von

log a = - log ba

in der zweyten der vorhergehenden Gleichungen, so erhält man
y

loga; = — log b ,

oder einfacher
a ,y

x = b ,

eine andere Gleichung der Logistik.

Ist endlich AC = a = 1 und C D — b = e die Basis der

natürlichen Logarithmen, so hat man für den einfachsten Aus¬

druck der Gleichung dieser Curven

y = loga: oder x = e y .

§. 206. (Die Kettenlinie.) Wenn ein vollkommen bieg¬

samer Faden in zwey seiner Puncte A und B (Fig. ,92) befestiget

und dann der Einwirkung der Schwere überlassen wird, so nimmt

der zwischen diesen Puncten liegende Faden die Gestalt der Ket¬

tenlinie (Chainette) AMDB an, deren Gleichung ist

y — a log—^:—z-z—., a

wo D der unterste oder von der horizontalen Geraden AB am

weitesten entfernte Pünct der Curve, und wo DP = x, PM=y

und a eine constante Gröfse ist.

Da sich diese Gleichung auch auf folgende zwey Arten aus-

►

«
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drücken läfst:

7
a + x + Viax + xZ

a

+ x + i a x -f- x

s/ 2 CI X X'a -f- x
a

wo e die Basis der natürlichen Logarithmen bezeichnet, so hat

man auch, wenn man die beyden letzten Ausdrücke addirt:

für eine andere Gleichung dieser Cuiwe.

§. 207. (Die Cyclois.) Wenn ein Kreis HML (Fig.93)auf einer Geraden AB rollt, so beschreibt ein gegebener Punct

M der Peripherie desselben die Cyclois A M U ß.

Ist AP-=zx, PM und O der Mittelpunct des Kreises,

dessen Halbmesser a ist, und nennt man t den Bogen HM, also

auch - den Winkel II OM, so hat man, da der Bogen HM der

Geraden A H, die er früher bedeckte, gleich ist, die beyden

Ausdrücke ::

oderauch, wenn man der Kürze wegen (aav, also v gleich'

dem Winkel HOM setzt:

Eliminirt man aus diesen beyden Gleichungen die Gröfse Vf

so erhält man

für die Gleichung der Cyclois.

I. Ist D der höchste Punct der Curve, also auch CD

gleich dem Durchmesser des erzeugenden Kreises, und setzt man

DP' c= x und P'M = /, so hat man

e a -{- e
a

!(«+*>

a

x = a (y — Sin r)

y = a (1 — Cos v)

x = a Are Cos (' — ?) -

x =s 2 a — y und y = a re — x,
tjittrow 8 Anfangsgr. tl. gesammt. Älathom. 22
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wo n = 3 .i 4 i 5 <) .. • und an = AC die halbe Peripherie des er¬
zeugenden Kreises bezeichnet. Dadurch gehen die vorigen Glei¬
chungen in folgende über :

und wenn man endlich auch aus diesen zwey Gleichungen die
Grüfse co eliminirt:

eine zweyte Gleichung der Cyclois.

§. 208. (Die Spiralen.) Wenn man eine Curve, deren
Gleichung zwischen den rechtwinkligen Coordinaten x undjy ge¬
geben ist, in eine Spirale verwandeln will, so kann man sich
die Abscissenaxe derselben nach der Peripherie eines Kreises ge¬
krümmt und auf demselben gleichsam aufgewunden vorstellen,
wobey die Ordinaten y ihre frühere senkrechte Stellung gegen
die neue Abscissenaxe, d h. gegen die Peripherie des Kreises
beybehalten. Ist der Halbmesser dieses Kreises die Einheit, so
wird man nur, in der gegebenen Gleichung der Curve zwischen
x undjy, die Abscisse x in den Winkel v, und alle um diese Ein¬
heit verminderten Ordinaten y in den Radius r verwandeln, um
sofort die Polargleichung der entsprechenden Spirale zu erhalten.

I. So hat man für eine gerade Linie, die durch den Anfang
der Coordinaten geht, und die mit der Axe der x einen Winkel

bildet, dessen Tangente - 1- ist, die Gleichung zwischen den
rechtwinkligen Coordinaten

x = 2 n . y.

Nimmt man damit die angezeigte Verwandlung vor, so er¬
halt man sofort

v == 2 n . r

für die Polargleiclumg der Archimedischen Spirale, die Fig, 94
nbgebildct ist.

( i + c ° s 0’
y = an — t - 4- a Sin -J 1 a

oder wenn man n — v = co setzt:

x' = (i (t — Cos co)
y = a (co -J- Sin co)

l
y =2 a Are Cos f 1 — J -j- 2 ax — x' 2,



339
§. 208 .

Wenn sich um den Mittelpunct C des Kreises ABD der

Halbmesser, den wir gleich der Einheit annehmen, gleichför¬

mig dreht, und wenn sich zugleich in diesem Halbmesser ein

Punct M ebenfalls gleichförmig und so bewegt, dafs immer der

Radius CM — r zu dem Halbmesser CA = i des Kreises sich

verhalte, wie der Kreisbogen AB = v zu der ganzen Periphe¬

rie 2 x dieses Kreises , so hat man

oder es ist

r : l = v : 2 x,

v = 2 x . r ,

wie zuvor, und daher der so bestimmte Punct M ein Punct die¬

ser Spirale. Diese Gleichung zeigt, dafs die Spirale, nach dem

ersten ganzen Umlauf des Halbmessers, den Kreis in A schnei¬

det, und dafs sie dann in unzähligen, immer gröfseren Windun¬

gen um den Kreis geht. Da man den Bogen v auch negativ, von4 nach D nehmen kann, so besteht diese Curve noch aus einer

zweyten Spirale, die der vorigen gleich und ähnlich ist, aber

eine entgegengesetzte Lage hat.

II. Eben so hatten wir oben (§. 2o5.) für die Logistik, wenn

man die Coordinaten x und y unter sich verwechselt, die Glei¬

chung

x — logjr,

also ist auch

v — logr

die Gleichung der logarithmischen Spirale (Fig. 95), wo r = CM

und wo v der Winkel der r mit einer durch den Pol C gehenden

festen Geraden CA ist. Für r—CA— i ist v = o, so dafs

also diese Spirale in unzähligen Windungen für wachsende po¬

sitive Winkel v sich von dem Mittelpuncte C entfernt, und eben

so für abnehmende oder negative Winkel ACm sich dem Mittel¬

puncte C immer mehr nähert.

III. Die Gleichung der gleichseitigen Hyperbel ist (§. 200, V.)

Xy == T a %
und daher wird auch die Spirale, deren Polargleichung

r . v = a

ist, die hyperbolische Spirale genannt. Sie ist Fig. 96 verzeich¬

net, wo CM—r und XCM = v ist. Nimmt man MP senk-
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recht auf CX, so hat man

MP = C M Sin v — — . Sin v.
v

_ . , S in v
Für r =ao ist (^. 102.) aber —— = i , also auch MP = a.

Ist daher auch C A = n senkrecht auf CX, und zieht man durch

A eine mit CX parallele Gerade AB, so ist AB die Asymptote

der Spirale. Für negative Werthe von v gibt es noch einen

zweyten ähnlichen endlosen Ast dieser Curve, der gegen die an¬

dere Seite AB' der Asymptote eben so liegt, wie jene gegen AB,

und beyde gehen in unzähligen, immer kleinern Windungen um

den Mittelpunct C.



Sechs und zwanzigstes Capilel.

Bcriihningen der Curvc 11.

§. 209. (Differentialien der Coordinaten der Cur-
Ven.) So wie wir oben (§. 124, V.) den Kreis als ein regel¬

mässiges Polygon von unendlich vielen Seiten betrachtet haben,

so werden wir auch jede in einer Ebene verzeichnete Curve,

wie auch schon im Eingänge des zehnten Capitels §. 47, III. ge¬

sagt worden ist, als irgend ein Polygon von unendlich vielen Sei¬

ten betrachten, und diese unendlich kleinen Seiten gleichsam als

die Elemente ansehen können, aus welchen diese Curve besteht.

Sey NMQ (Fig. 97) eine solche Curve, und MM', M'M”

zwey nächstliegende Elemente derselben. Sey AX die Abscis-

senaxe, A der Anfang der Coordinaten, und AN, PM, P'M, . . .

senkrecht auf A X. Man ziehe durch die beyden nächsten Puncle

M und M' die Gerade TMM'c, und nehme Ma und Mb mit AX

parallel.

Nennen wir wieder AP — x und PM =y die Coordinaten

des Punctes M, und setzen wir PP = P'P'. . . = dx für die un¬

endlich kleine Änderung, oder für das constante (§. 55 , I.) Diffe¬

rential, der Abscisse x. Bezeichnet man nun die Ordinaten der

dem M nächstfolgenden Puncte

P'M' durch y,

P'M" » y" u. f.,

so ist der im Allgemeinen ebenfalls unendlich kleine Unterschied

der beyden ersten Ordinaten gleich Ma, so wie der Unterschied

der beyden letzten gleich M"b. Wir wollen jenen durch dy,

und diesen durch dy bezeichnen, so dafs man hat

M'a = dy = y — y und

M"b = dy = y" — y.

Dicfs vorausgesetzt, hat man für die Differenz dieser bey¬

den Gröfsen dy und dy, das heifst, für das ztveyle Dijß'crcnlial
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dPy der Ordinate PM = y den Ausdruck

dPy = dy — dy = y" — 2/ -f* J 1
oder auch

d 1y = ilf'ö — M’j.

Da aber die durch die beyden ersten Puncte M und M' ge¬

zogene Gerade TMM' die Ordinate P"M" in dem Puncte c schnei¬

det, so sind die beyden rechtwinkligen Dreyecke MM'a und

M'bc gleich und ähnlich, also ist auch bc = M'a, und daher

d*y = M"b — bc oder d-y = M" c ,

d. h. die kleine Linie M"c ist das Bild des zweyten Differentials

der Ordinate y.

Demnach erhalten -wir für die dritte Ordinate P"M' den

Ausdruck

y"= PM - f all' -f- bM",

oder da PM=y , aM'z=.bc=:dy und cM"= d*y ist:

f = y + 2d x +

I. Da die Curve in der Zeichnung der Fig, 97 gegen die

Abscissenaxe AX convex erscheint, so ist auch das zweyte Dif¬

ferential M"c — dry positiv. Ist aber die Curve gegen AX con-

cav, so fällt der Punct M" derselben zwischen die Puncte b und

c, und dP y wird negativ, w :ie man in Fig. 97, A sieht.

5. Q io. (Tangenten und Normalen der Curven.)
Wenn die Gerade TM (Fig. 97) blofs durch zwey nächste Puncte

M und jM der Curve geht, ohne diese Curve in der ersten Nähe

dieser Puncte zu schneiden, wie diefs in §. 209. vorausgesetzt

worden ist, so hat die Gerade TM mit der Curve blofs ein Ele¬

ment MM' gemeinschaftlich, und heifst in diesem Zustande die

Tangente (oder die Berührungslinie) der Curve für den Punct M.

Diese Tangente drückt demnach gleichsam die Richtung aus, wel¬

che der diese Curve beschreibende Punct, während seiner Be¬

wegung, in dem Puncte Afliat, und man sieht, dafs es nicht

ohne Interesse für die Kenntnifs einer krummen Linie seyn wird,

diese Richtung ihrer Krümmung für jeden Punct derselben zu

erhalten.

Eben so wird eine auf diese Tangente in dem Berührungs-

puncte M derselben errichtete senkrechte Gerade MR die JYo/v
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male der Ctrrve für den Punct M genannt. Auch pllegt man diq

Entfernung der Durchschnittspuncte dieser zwey Geraden mit der

Axe der x von dem Puncte P, oder

die Linie P T die Subtangenle ,

und die Linie PR die Subnormale

der Curve für denselben Punct M zu nennen.

I. Diefs vorausgesetzt, wollen wir nun die Gleichung der

Tangente einer gegebenen Curve suchen.

Diese Gleichung wird, da sie einer geraden Linie angehört,

die Form haben (§. 176.)

y — ax -|- 6 ,

wo x undjr' die veränderlichen oder die laufenden Coordinaten

für jeden Punct dieser Geraden, und wo a und b constante Grös¬

sen seyn werden, die wir zu bestimmen haben.

Sey die Gleichung der gegebenen Curve zwischen den Coor¬

dinaten x und y ausgedrückt, die sich mit den vorhergehenden

Coordinaten x und y auf dieselben Axen und auf denselben An-

fangspunct beziehen.

Da die Tangente durch einen bestimmten Punct M der Curve

gehen soll, dessen Coordinaten wir überhaupt x und y genannt

haben, so wird man die Bedingungsgleichung haben:

y — ax -J- b . . . (x).

Da aber diese Gerade, wenn sie in der That Tangente zur

Curve in dem Puncte M seyn soll, auch noch durch den nächst¬

folgenden Punct M’, oder da sie durch das Element MM' der

Curve gehen soll, von welchem die Coordinaten des letzten Punc-

tes M' sind

x -j- dx und y -j- dy,

so mufs auch noch diese zweyte Bedingungsgleichung

y -{- dy = a (x -j- d x) -|- b . . . (2)

Statt haben. Zieht man von dieser Gleichung (2) die erste (1)

ab, so erhält man

dy = ad x ,

und diese ist offenbar das Differential der Gleichung (1). Wir

haben daher die zwey einfachen Bedingungsgleichungen:

y = ax -f bl

und dy = adx J
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und diese reichen hin, die gesuchten Werthe der beyden Con-

stanten a und b, unserer Aufgabe gemäfs, zu bestimmen.

Wir erhalten nämlich

a

b

—

d x
und

x dy
d x

Substituirt man daher diese Werthe von a und b in der oben

angenommenen Gleichung

/ = «'+ b,

so erhält man für die gesuchte Gleichung der Tangente den Aus¬

druck

/ — 7 = 0 '— • • • ( A )*

II. Daraus folgt auch sofort (nach §. >77? III.) für die auf

die Tangente in dem Berührungspuncte M derselben senkrechte

Normale MR die Gleichung

/ — T = — O' — x ) • • • ( B )‘

III. Setzt man in den beyden Gleichungen (A) und (B) die

Gröfse y — o, um denjenigen Punct T oder R zu erhalten, in

welchem die Tangente oder die Normale die Abscissenaxe schnei¬

det , so erhält man
"Vd y"

für die Subnormale P R = x — x = -——,d x

und für die Subtangente PT = sc — x = — y& x
dy

das negative Zeichen, da T und R auf verschiedene Seiten des

Punctes P fallen.

IV. Dieselben Ausdrücke wird man auch aus der Bemer¬

kung ableiten, dafs die Dreyecke TPM , PMR und MaM' un¬

ter sich ähnlich sind. Setzt man nämlich, wie zuvor, Ma — dx ?

M'a = dy, und noch der Kürze wegen

so hat man

pder

MM' = Vdx 1 -(- dy- = ds,

TP : PM = Ma : M'a

Subtangente TM — —y— >
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wie zuvor, und elien so findet man auch

Subnormale MR = dx 5
so wie

MT =und MR =
dy dx

V. Nennt man endlich noch co den Winkel MT A, welchen

die Tangente mit der Abscissenaxe bildet, so hat man

also auch
Tang co = g,

dy , dx
Sin co = und Cos co =

ds ds

Ex. Für die Ellipse hat man die Gleichung (J. 198.)

f! _l_ =sd2 ' b 2 ’
also ist auch

x dx . ydy
— +‘ I /= 0 ’

und daher

dy j m b 2 x-d- oder Tansrco = — -- =
dx a'-y

b x

so wie

ds = \/d x 2 -j- dy- == —— ■

a v/ ei-— x %

d x , fd 2 — (d1 — b 2) x 2
a 2 — x 2

Man erhält demnach für die Gleichung der Tangente der

Ellipse zwischen den veränderlichen Coordinaten x und y den

Ausdruck
x x' , y y

und eben so für die Gleichung der Normale

x (y — y) y (x‘— x )

Ferner ist die

d2 b 2

Subtangente

Subnormale = —

x
b 2 x

Tangente MT= ~V aZ — x% • V a * — (a* — b l ) x 2 ,

Normale MR = )/«4 — ( a 2 — b 2) x 2 .
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Man sieht daraus z. B. dafs die Tangente der Ellipse in den

Leyden Endpuncten A und B (Fig. 84) der grofsen Axe senkrecht

auf AB, und in den beyden Endpuncten D und E der kleinen

Axe parallel mit AB ist, und dafs diese Tangente unter dem

Winkel von 45 Graden gegen AB geneigt ist für diejenigen Puncte

der Ellipse, zu welchen die Coordinaten gehören:

— a ~ j
+ 6 - ^ a z b z

Setzt man in den vorhergehenden Ausdrücken die Gröfse

a = b, so erhält man die analogen Werthe für den Kreis , für

welchen daher die Normale immer gleich dem Halbmesser des

Kreises ist, während die Tangente auf diesem Halbmesser senk¬

recht steht. (Yergl. §. n 5 .) Setzt man aber statt a und b die

Gröfse —a und b —1, so erhält man die analogen Ausdrücke

für die Hj'perbel.

Ist TMt (Fig. 84) die Tangente der Ellipse in M, so ist

FT — Suhtang -J- FP = —- x -f- (x — ae) = ^ (a — ea:),
und eben so auch

F'T=^a + cx),

wo ae =CF = CF' die Excentricität der Ellipse bezeichnet.

Aber die Gleichung (B) des §. 197, III. gibt

r = p — ex,

oder da p = a(i—e 2) und x = x — ae ist:

r = FM = a — ex,

und eben so, da (nach §. 198, I.) FM'= r= za — r ist:

r = F'M = a -J- ex,

so dafs man demnach hat

FT = — und F'T == — ,x x

woraus folgt
FT F'T

r r

^ , FT SmFMT , F'T Sin F'Mt .
Da aber ——= ■ ... - und —- — ist, so istr Sin T r Sm T

auch

FMT = FRIl,
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oder die Winkel der Tangente mit den beydcn Radien FM und

F'M sind für jeden Punct der Ellipse unter sich gleich. Dasselbe

hat auch für die Hyperbel Statt. Für die Parabel aber findet man

(Fig. 85 ), dafs der Winkel FMT gleich dem Winkel tMQ ist,

wenn durch den Punct M die Gerade MQ mit der Abscissenaxe

AP parallel gezogen wird. Auf diese Eigenschaften dieser drey

Curven gründet sich bekanntlich die Anwendung derselben zu

Brennspiegeln und Reverberen.

§.2n. (Krümmungskreise der Curven.) Wie wir

in dem Vorhergehenden diejenige Gerade gesucht haben, die

durch zu>ey nächste Puncte einer gegebenen Curve geht, so wer¬

den wir nun auch eine solche Linie bestimmen können, die drey

nächste Puncte mit der gegebenen Curve gemein hat. Zu dieser

Linie wird sich vorzüglich der Kreis eignen, da derselbe, nach

§. in, 1 . durch drey Puncte seiner Gröfse und Lage nach voll¬
kommen bestimmt wird.

Sind a und ß die den laufenden Coordinaten x und y pa¬

rallelen Coordinaten des Mittelpunctes dieses Kreises, und ist p

der Halbmesser desselben, so hat man für die allgemeine Glei¬

chung des Kreises (§. 199, Gleichung (4))

(x — a y + (y — ßy- = p z . . • (i)>

in welcher man daher die drey Gröfsen a, ß und p, den Bedin¬

gungen des Problems gemäfs, bestimmen soll.

Wenn nun wieder die Gleichung der gegebenen Curven

zwischen den, den vorigen analogen Coordinaten x und y aus¬

gedrückt ist, so soll der Kreis, jenen Bedingungen gemäfs, durch

drey nächste Puncte der Curve gehen, deren Coordinaten sind;

des ersten. x und y,

des zwey ten. . -j- dx » y -f- dy,

tr des dritten (nach §. 209.) . x -j- adx -)- d 2 x » y -j- ady-j- d l y.

Substituirt man diese Werthe statt x und y in der Glei¬

chung (1), so erhält man drey Bedingungsgleichungen, aus wel¬

chen man daher die drey unbekannten Gröfsen u, ß, p bestim¬

men wird. Man wird aber, wie in §. 210, 1 . bemerken, dafs

diese drey Bedingungsgleichungen den gewöhnlichen Differen¬

tialgleichungen des Ausdrucks (1), das heilst, den drey GleL

\
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cliungen

O — a) 3 -f- (y—ß) z —- p z = o |
— a)dx + (y — ß)dy = o > . . . (I)

(:r— a)d z x 4“ (,/ — ß)d z y 4~ dx z 4“ dy- s= o )

gleichgeltend sind. Denn bezeichnet man die erwähnten drey

Bedingungsgleichungen der Kürze wegen durch A, B und C , so

ist B—-A die zweyte, und A — aß-\-C die dritte der Gleichun¬

gen ( 1), wenn man, nach dem oben (§. 47.) aufgestellten Prin-

cip dieser Rechnungsart, die höheren Differentialien gegen die

niederen wegläfst.

Sucht man nun aus diesen drey Gleichungen (I) dieWerthe

von a, ß und p auf dem gewöhnlichen Wege der Elimination

(§. 67, I.), so erhält man, wenn man wieder der Kürze wegen

ds z — dx z 4~ dy z setzt:

d s-. dy \

d x d' l y — dy d z x J
_ . ds z . dx I

^ ^ d x d- y“ - dydTx ( ' ' ^ ‘_ ds^ ,1
dxd zy — dyd-x I

Durch diese drey Gröfsen a, ß und p ist daher derjenige

Kreis vollkommen bestimmt, der mit der gegebenen Curve zwey

nächste Elemente gemeinschaftlich, oder der, wie man sich auch

auszudrücken pllegt, mit dieser Curve eine Berührung der zwey-

ien Ordnung hat, während die in $.210. betrachtete Tangente

mit dieser Curve nur eine Berührung der ersten Ordnung ein¬

geht. Aus dieser Ursache schliefst sich auch dieser Kreis viel in¬

niger an die Curve an, als die Tangente, und sein Halbmesser gibt

gleichsam das Mafs der Krümmung der Curve in jedem ihrer

Puncte an, während die Tangente nur die Richtung ihrer Krüm¬

mung anzeigt, daher auch dieser Kreis der Kriimmujigskrcis der

Curve genannt wird.

Man sieht, wie sich dasselbe Verfahren auch auf Berührun¬

gen der dritten und höheren Ordnungen fortsetzen läfst.

I. In dem Vorhergehenden ist, der gröfsern Allgemeinheit

wegen, kein erstes Differential als constant vorausgesetzt wor¬

den. Da aber, nach JJ. 55 , I. eines derselben constant angenoin-
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men werden mufs, so kann man dafür z. B. das Differential dx

wählen, wodurch d 2 x = o wird, wodurch die Gleichungen (C)

in l’oleende übergehen:
ds 2 dy

CL - X = - --r;-d x d-y
d s 2

(C).

_ d s z
^ dx d zy

Will man aber, was ebenfalls angeht, die Gröfsc dy con-

stant setzen, so hat man
d s 2a — x = -—d-x
ds 2 dx

ß — y = —

p =

dyd-x
d ä 3

• • (C").

dy d 2 x

Wollte man endlich das zusammengesetzte Differential

ds = \/da :2 -j- dy * als constant annehmen, so hätte man
d . (dx '1 -1- dy 2) s= o oder
dxd l x -{- dyd 2y = o, also auch
dx 2 . d 2 x = dy 1 . d 2y ,

so dafs daher die Gleichungen (C) unter dieser Voraussetzung in

folgende übergehen:

_ ds 2 d 2 x
d 2 x 2 d 2 y 2

ß — y
d s 2 d2 y

d 2 x 2 -j- d 2 y 2
ds 2

. . (C"').

V d 2 x 2 -J- d 2 y 2

Ex. I. Für die Parabel (§. 201.) hat man die Gleichung

y 2 = zax,
also ist auch

dy = , ds =■ Va 2 -}* y~ und
a 2 d x 2

wenn dx constant angenommen wird. Damit geben die Glei-

d x
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a — x = - (ar -f- y") ,

y = - J(^ + r 2) v

p = — -^0* +jrT*

Für den Scheitel z. B. der Parabel, wo ;r==y = 0 ist, er¬

hält man aus den letzten Gleichungen

a = a ,

ß = o und

P = — a*

wo das negative Zeichen von a anzeigt, dafs die Curve in diesem

Puncte gegen die Abscissenaxe concav ist (§. 209, I.).

Ex. II. Für die Cyclois werden wir, wenn man ihr die ei’ste

der in §. 207. angeführten Gleichungen zu Grunde legt, und der

Kürze wegen y
, 1 — — = Cosy, also auch

d y =
d y dy

a Sin

setzt, den Ausdruck erhalten:

V*ay — y*

x = <zy — \fzay — y*,

und davon ist das Differential

dx = ado -

V 2 ay — y-~

oder, wenn man den vorhergehenden Werth von dy substituirt:

_ ady — (a—y) dydx =

das heifst

V1

dx = . ,

Vt ay — y-

welches daher die Differentialgleichung der Cyclois ist.

Nimmt man von ihr wieder das Differential, und setzt dx

constant, so erhält man
a dy 2= —

■ay — y-
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so wie auch
*2a dy~

J

Mit diesen Werthen findet man aus den Gleichungen (A),

(E) und (C') für die Cyclois

Man sieht daraus, dafs der Halbmesser p des Krümmungs¬

kreises der Cyclois gleich ist der doppelten Normale für densel¬

ben Punct.

Zieht man ferner die beyden Sehnen MH und ML (Fig. 93)

des erzeugenden Kreises, so hat man, nach der bekannten Glei¬

chung des Kreises (§. 199, Gleichung 2), da PM = HK —y ist:

oder diese Sehne MH des erzeugenden Kreises ist zugleich die

Normale der Cyclois für den Punct M, und da die Tangente je¬

der Curve auf der Normale senkrecht steht, der Winkel HML

aber, als ein Winkel im Halbkreise (§. 112, I.), gleich 90° ist,

so ist auch die andere Sehne ML die Tangente der Cyclois in

dem Puncte M.

§. 212. (Evoluten der Clirven.) Da die Coordinaten

a und ß des Mittelpunctes des Krümmungskreises Functionen der

beyden Coordinaten x undjy der gegebenen Curve sind, so wer¬

den auch umgekehrt x und y Functionen von a und ß seyn. ln

der That werden sich diese Gröfsen a und ß ändern, wenn die

Abscisse x der gegebenen Curve geändert wird, oder wenn man

von einem Puncte dieser Curve zu dem nächstfolgenden über¬

geht, und die Aufeinanderfolge aller dieser Mittelpuncte der ver¬

schiedenen Krümmungskreise einer gegebenen Curve werden

J
Subtang = - -•>

Subnorm = \f*ay—y", Norm = Yzay,2 ay — y~ , iNorm =s

a = a: + 2 ay — y-,

p =3 2 Y 2 ay.

MK 2 = 2 ay — y z .

Da aber MH z = MIC* -j-jy 1 ist, so hat man auch

MI 1 — y 2 ay ,
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wieder eine andere Curve bilden, die man die Evolute (oder die

Abgewickelte) der gegebenen Curve nennt, während umgekehrt

die gegebene Curve selbst die Evolvente der anderen genannt

wird.

Sind MN, mn, rrin, . . . (Fig. 98) die Krümmungshalb¬

messer der gegebenen Curve Mm tri . . ., so ist der Ort aller

Mittelpuncte ihrer Krümmungskreise, oder so ist die Curve

Nfnn . . . die Evolute der gegebenen Curve, wo AP = x, PM=y

die Coordinaten der Evolvente Mmm, und AQ = a, Q N = ß

die analogen Coordinaten der Evolute Nnn sind.

Zwischen diesen vier Gröfsen x, y, a und ß haben aber die

drey vorhergehenden Gleichungen (I) des §.211. Statt, von wel¬

chen die zwey letzten, für dx = Const, sind:

(x — a)dx -f- (y — ß)dy — o,

(y — ß)d, z y -f- dx z -f- dy z = o.

Verbindet man damit die ebenfalls in x und y ausgedrückte

Gleichung der gegebenen Curve oder der Evolvente, so wird

man, wenn man aus diesen drey Gleichungen die zwey Gröfsen

x undjy eliminirt, eine Gleichung zwischen den hier als verän¬

derlich angenommenen Gröfsen a und ß erhalten, welche Glei¬

chung daher für die gesuchte Evolute gehören wird.

Ex. I. Für die Parabel haben wir in §. 211, Ex. I. erhalten

a ~ x = i (a z + J ')»

ß — y = — -JO 1* +.r)j

und aus ihnen folgt sofort

a — x ss a 2 x,

Eliminirt man aber aus diesen zwey Gleichungen die Gröfse

x , so erhält man

ß 2 = (a — a) 3,
27 a '

oder wenn man der Kürze wegen setzt

tO — a) — v und ß = §?

für die gesuchte Gleichung der Evolute
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e 3 = a . I 2 ,

die daher die Neil’schc Parabel ist (§. 202.).

Ex. II. Für die Cyclois haben wir oben (§. 211.) erhalten

a = x- -j- 2 \f 's. ay — y x und

ß = — jr.

also auch __

x — a — 2 Y — 2 2 aß — ß 3 und

y = — ß>

wo (Fig. 93) AP = X, PM=y die Coordinaten der Evolvente

AMD, und wo AQ = a, Qm = ß die analogen Coordinaten

der Evolute Amd sind,

Substituirt man diese Werthe von x undj- in der Gleichung

x == a . Are Cos —■ y 2 ay — y x

der Cyclois ($. 207.), so erhält man für die Evolute dieser Curve

a = a. Are Cos 0+0 + v-* aß~ß x ,

die also wieder dieselbe Cyclois, nur in verkehrter Lage gegen

die Abscissenaxe AB ist, indem bey der Evolvente AMD die

Spitze in A und der Scheitel inD, bey der Evolute Amd aber

der Scheitel in A und die Spitze in d ist.

Dasselbe hätte man auch schon aus der obigen Bemerkung

schliefsen können, dafs der Krümmungshalbmesser p=Mm

gleich der doppelten Normale oder gleich der doppelten Sehne

MI1 des erzeugenden Kreises ist, wie sich denn auch aus den

vorhergehenden Ausdrücken (§. 21! , Gleichung I) leicht zeigen

läfst, dafs überhaupt für jede Curve der Krümmungsmittelpunct

mit dem Durchschnitte der Normalen zweyer nächsten Puncte der

Curve identisch ist.

Ex. III. Für die Ellipse hat man die Gleichungf: . zl =
a- ‘ fr

Sucht man daraus die Werthe von dy , dry und ds, so

erhält man, wenn man diese Werthe in den Gleichungen (C')

des §. 211. unter der Voraussetzung von dx — Const substituirt,

für a und ß die Ausdrücke:
Littrow’s Anfangsgr. <1.gesnmmt. Mathen». 23
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(** —i s )

(a3_ J2)

also auch

^ 'V

Substituirt man diese Werthe von — und ^ in der ursprüng¬

lichen Gleichung der Ellipse, so erhält man

(... aa -Y 4. (_i£_Y
oder wenn man alle Glieder dieses Ausdrucks durch

multiplicirt:

G)T + G)’» (i -0*
für die gesuchte Gleichung der Evolute BDCE (Fig. qo) der

Ellipse bdce. (Yergl. §. 204, I.)

§. 2i3. (Die vorhergehenden Ausdrücke durch
Polarcoordinaten.) Bisher haben wir die Berührungen der
Curven durch rechtwinklige Coordinaten xy ausgedrückt. Um

dieselben auch durch Polarcoordinaten (§.180, I.) auszudrücken,

seyen (Fig. 99) diese senkrechten Coordinaten

also r und v die Polarcoordinaten desselben Puncte 3 M derCurve

MN, so dafs man daher hat

Sey ferner TM die Tangente und MR die Normale der Curve

für den Punct M. Zieht man durch den Anfangspunct A der

Coordinaten eine auf den Badius AM senkrechte Gerade, welche

die Tangente TM in T' und die verlängerte Normale MR in R'

AP = x, PM =3 y ,

und sey eben so

der Radius AM = r,

und der Winkel XAM = v ,

x = r Cos v und y = r Sin v.
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schneidet, so nennt man, für Polarcoordinaten, von den bcyden
Theilen der erwähnten Geraden T'R'

den ersten A T die Subtangente,

und den zweyten A R' die Subnormale

der Curve für den Punct M.

Um diese beyden Functionen auf eine einfache Weise zu

bestimmen, beschreibe man aus dem Anfangspuncte A mit dem

Halbmesser AM= r einen kleinen Kreisbogen, der den nächst¬

folgenden Radius Am der Curve in dem Puncte a schneidet, so

ist Aa = AM—r und daher am = dr , so wie der Winkel

MAm , wenn man auf sein Zeichen nicht achtet, gleich dv, also

auch der Kreisbogen Ma selbst gleich rdv. Diefs vorausgesetzt,

kann man das unendlich kleineDreyeck Mam als ein rechtwink¬

liges, geradliniges Dreyeck betrachten, das den beyden endli¬

chen Dreyecken MAI" und AMR' ähnlich ist, und in welchem

die Hypotenuse

Mm = ^d r 2 r 1 dv z

ist, für welchen Ausdruck wir wieder, der Kürze wegen, ds

setzen wollen, so dafs man demnach folgende Proportionen hat:

TA : MA = Ma : ma oder TA = r f - ,dr

R'A : MA — ma : Ma » R'A £=
d v

TM: MA = Mm : ma » TM =
dr

R'M : MA = Mm : Ma » B!M =
d V

Es ist daher

_y r- dv

die Subtangente 1A =s ^ ,

und die Subnormale B!A =
d u

I. Um eben so den Krümmungshalbmesser p durch Polar-

coordinaten auszudrücken, so hat man, wenn man die vorherge¬

henden Gleichungen

x = r Cos v und y = r Sin p
differentiirt:

dx — dr Cosv — rdv Sinv,

dy = dr Sinv -j- rdv Cosv,
23 *
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und wenn man auch von diesen Ausdrücken wieder das Differen¬

tial in Beziehung auf clv — Const oder d 2 v — o nimmt:

d 2 x = 'd 2 r Cosj> — zdrdv Sinv — rdv 2 Cosv,

d 2y = d 2 r Sin v -J- 2 d rdv Cos v — rdv 2 Sinv.

Substituirt man aber diese Werthe in dem vorhergehenden

(§. an , Gleichung C) Ausdrucke von

_ (d x- -f- d y 2) 3

^ dxd 2 y — dyd-x ’
so erhält man sofort

_ (d r 2 + r- d v2) 3

^ r 2 du 3 -j- 2 dr 2 dv — r d» d 2 r

§. 214. (Curven von doppelter Krümmung.) Bis¬
her haben wir nur solche krumme Linien betrachtet, die durch¬

aus in einer und derselben Ebene liegen, und die man daher

auch ebene Curven zu nennen pllegt. Es kann aber auch solche

krumme Linien geben, deren je zwey nächste Elemente immer

in verschiedenen Ebenen liegen. Wenn z. B. auf einem Cylin-

der von kreisförmiger Basis ein vollkommen biegsamer Fadon in

der Richtung der gewöhnlichen Schraubengänge aufgewunden

wird, so wird sich dieser Faden nicht blofs in einer auf die Axe

des Cylinders senkrechten Ebene um denselben winden, sondern

auch zugleich immer mehr von der Basis' dieses Cylinders sich

entfernen, und demnach in jedem seiner Puncte eine doppelte

Bewegung in einer horizontalen und zugleich in einer vertikalen

Dichtung annehmen.

Sey ANM' (Fig. 100) ein solcher Cylinder, dessen Seiten¬

linien auf der Ebene der xy senkrecht stehen. Die Basis dessel¬

ben sey ein Kreis NAN' in derselben Ebene, dessen Mittelpunct

C, und dessen Halbmesser CA = a auf dem Durchmesser NN'

■senkrecht steht. Wird auf der Oberlläche dieses Cylinders ein

Faden AMM' . . . so aufgewunden, dafs di,e senkrechte Ent¬

fernung MQ jedes Punctes M des Fadens von der Basis dem

Kreisbogen AQ proportional ist, so fälle man von dem Puncte

Q das Loth Q P auf den Durchmesser NN', und man- hat, wenn

der Winkel ACQ — v ist:

CP — x = a Siny und PQ = y — aCosv,
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so wie endlich

QM = z = b . av, .

wo b irgend eine Constante bezeichnet.

Elirainirt man die Gröfse v aus diesen drey Gleichungen,,

so erhält man

x z y 2 sa a 2
• X

z = ab . Are Sin —
a
v

und z = a b . Are Cos -
a

für die Frojectionen der Schraubenlinie A MM ... in den drey

coordinirten Ebenen. Von diesen drey Gleichungen ist jede eine

Folge der beyden andern.

Man sieht daraus, dafs jede Curve von doppelter Krüm¬

mung durch zwey Gleichungen ausgedrückt wird, deren jede,

wie bey der geraden Linie im Raume (J. ! 0 i.), eigentlich die

Gleichung ihrer Projection in einer der drey coordinirten Ebe¬

nen darstellt. Da aber jede Gleichung, isolirt betrachtet (nach

§, 189, III.), für irgend eine Fläche gehört, so wird man auch

jene zwey Gleichungen, wenn sie zusammen betrachtet werden,

als den analytischen Ausdruck für den Durchschnitt von zwe^

krummen Flächen ansehen können.

Um noch ein anderes Beyspiel einer Curve von zwcyfacher

Krümmung anzuführen , so haben wir oben (§. 189, I.) gesehen,

dafs die Gleichung

x = az -j- a

für eine auf der coordinirten Ebene der a- z senksechte, so wie

y « b z -(- ß

für eine auf^z senkrechte Ebene gehört.

Wenn man nämlich in der Ebene der xz die Gerade, deren

Gleichung a = as a ist, verzeichnet, und wenn man dann,

durch alle Puncte dieser Geraden, auf dieselbe Ebene der x z

senkrechte Linien errichtet, so wird die Aufeinanderfolge aller

dieser Lothe diejenige Ebene bilden, welche durch die Gleichung

x = az -a vorgestellt wird, und dasselbe gilt auch von den

Lothen auf der Ebene der yz, die man durch die in dieser Ebene

gezogene Gerade, deren Gleichung y = bz -j- ß ist, errichtet.

Ganz auf dieselbe Weise wird also auch die Gleichung
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y % = ax

einen auf der Ebene der xy senkrechten Cylinder vorstellen,

dessen Basis eine in dieser Ebene liegende Parabel des Parame¬

ters a ist, so wie
z 1 == by

wieder einen auf der Ebene yz senkrechten Cylinder bezeichnet,

dessen Basis eine in derselben Ebene liegende Parabel des Para¬

meters b ist. Beydc Gleichungen zusammen genommen aber

y 1 = ax

z 1 = by 1

gehören für die Curve von doppelter Krümmung, in welcher sich

diese zwey parabolischen Cylinder durchschneiden.

§. 215. (Tangente einer Curve von doppelter
Krümmung.) Auch diese Curven lassen sich, wie die ebe¬
nen, als Polygone von unendlich kleinen Seiten betrachten, nur

mit dem Unterschiede, dafs bey jenen diese Seiten nicht mehr

in einer und derselben Ebene liegen, so dafs also auch hier die

Tangente der Curve nichts anderes, als die Verlängerung irgend

einer Seite des erwähnten Polygons seyn wird.

Nennt man daher x, y, z die Coordinaten des Anfangs-

punctes M einer dieser unendlich kleinen Seiten, und x + dx,

y dy, z -j- dz die Coordinaten des Endpunctes m derselben,

so wie auch Mm~ ds den Abstand dieser beyden Puncte M

und m von einander, wo demnach (§. 184.) diese Seite

ds =; \/ d x z -J- dy 1 -J- d z z

ist, so werden die Gröfscn dx, dy, dz nichts anderes, als die

Projectionen (§. 184.) der Seite ds auf die drey coordinirten

Axen der x, y, z seyn. Sind also a, ß, y die Winkel, welche

die Tangente der Curve in dem Puncte M mit den drey coordinir¬

ten Axen der x, y, z bildet, so hat man (Jj. 181, I.)

Cos a =2
dx

d s ’ Cos /3 = Cosy = —.ds ‘ ds

Allein die Gleichungen einer geraden Linie im Raume, die

durch einen gegebenen Punct (dessen Coordinaten x, y, z sind)

geht, und die mit den Axen der x, y, z in derselben Ordnung

die Winkel u, ß, y bildet, sind (§. 186, IJ._):
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(y — y) Cosa = (x — x) Cosß,

(s — z) Cosa = (# — x) Cosy,

(s — z) Cosß = (jy—y) Cosy,

wo xyz die laufenden Coordinaten der Linie, und wo xj-z, so

wie aß y als constante Gröfsen zu betrachten sind, die für jeden

bestimmten Punct der Curve von doppelter Krümmung (durch

die Gleichung dieser Curve zwischen xyz) gegeben sind.

Substituirt man daher in diesen Gleichungen die vorherge¬

henden Werthe von Cosa, Cosß und Cosy, so erhält man für

die gesuchten Gleichungen der Tangente einer Curve von doppel¬

ter Krümmung die Ausdrücke:

von deren jede eine unmittelbare Folge der beyden andern ist.

I. Nach $. 193, III. steht die Ebene, deren Gleichung ist

ax -j- by -j- z t= P,

(x — x')dx -f (y— y')dy+ (3 — z)dz == 0 . , . (E)

für die Gleichung einer Ebene (zwischen den veränderlichen Cooiv

dinaten xyz), die durch den Punct xyz geht und senkrecht auf

der Tangente der Curve von doppelter Krümmung steht.

Ex. Für die oben angeführte Schraubenlinie hat man

so dafs daher die Gleichungen der Tangente der Schrauben¬
linie sind:

( 7 — /)

auf der Geraden senkrecht, deren Gleichungen sind

x = az -{- a und y = bz -J- ß.

Setzt man daher

und b
dx
dz dz

so erhält man

oder
x d x -J- y dy = o

dy x dz ab dz ab
dx
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y — y

Cr—/)

und eben so liat man für die Gleichung einer Ebene, die durch

den Punct xyz dieser Curve geht und senkrecht auf derselben

steht:

§. 216. (Tangirende Ebenen-) Zum Beschlufs dieses

Gegenstandes wollen wir noch die Gleichungen derjenigen Ebene

suchen, welche eine gegebene Fläche in einem bestimmten Puncte

berührt.

Es ist bereits oben (§. 189, IV ) gesagt worden, dafs in der

Gleichung einer Ebene, und eben so überhaupt in der Gleichung

einer Fläche zwischen x, y und z, immer zwey dieser drey Coor-

dinaten, z. B. x und_y, gegeben oder willkürlich angenommen

werden müssen, um dadurch die dritte z zu bestimmen. Da diese

Leyden ersten Gröfsen x und y durch keine weitere Relation um»

ter sich verbunden sind, so wird man auch die eine derselben

verändern können, während die andere ungeändert bleibt. Auf

diese Weise kann demnach die Gröfsc z auf zwey verschiedene

Arten variiren, nämlich in Beziehung auf x sowohl, als auch in

Beziehung auf y. Nimmt man daher von der gegebenen Glei¬

chung einer Fläche das Differential von z blofs in Beziehung auf

chung blofs in Beziehung auf z und y differentiirt, und dabey
die Gröfse x als constant betrachtet.

Analysis von der gröfsten Wichtigkeit, daher sie hier durch Ein-

schliefsung in Klammern von den bisher betrachteten gewöhnli¬
chen Differentialien unterschieden werden.

Der Kürze wegen wollen wir diese partiellen Differentialien

(ß — x')y — (y — y')x -j- (z — z')ab = 0 oder

ab(z — z ) = xy — xy.

x, so erhält man das partielle

das partielle Differential erhält, wenn man dieselbe Gleh

Differential f -,—'),v a x J so wie man

Diese partiellen Differentialien sind für die geometrische
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(£) = '’ “ na GH)“»
setzen, so dafs daher die Differentialgleichung einer jeden Flä¬

che immer die Form haben wird:

dx und dy von einander ganz unabhängig sind, so wird jede

solche Gleichung eigentlich zwey andern Gleichungen äquivalent

seyn, nämlich
dz . dz

— = P und ^=<7,

oder , was dasselbe ist:

Ist M (Fig. ioi) ein Punct der gegebenen Fläche, und legt

man durch denselben zwey mit xz und yz parallele Ebenen

MQ'Q'' und MPR, und legt man eben so durch einen nächsten

WR!R!' und N'P'R', so wird die Gleichung
d z

~dI-~ P

derjenigen Cürve MM' angehören, in welcher die Ebene MQ'Q

die Fläche schneidet, so wie die Gleichung

für die Curve MN gehört, in welcher die Ebene MPR die Flä¬

che schneidet.

ln der ersten dieser Gleichungen ist dz — QM.' — QM,

und in der zweyten ist dz"=z RN —■ QM, oder dort ist das par¬

tielle Differential von dz

I. Jede Gleichung zwischen drey veränderlichen Gröfsen

x, y, z, von welchen je zwey, z. B. x und^, unabhängig sind, hat

demnach zu ihrem Differential zwey Gleichungen, aber zwischen

partiellen Differentialien.

dz = pdx q dy.

Da aber die Gröfsen x und y, also auch ihre Änderungen

und

Punct N' derselben Fläche zwey den vorigen parallele Ebenen

d z

dz = pdx, und hier ist es dz"=s q dy ;

beyder Summe dz' -J- dz aber, oder das vollständige Differen¬

tial von s ist

dz = R'N’ — QM — pdx -f- qdy.
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Ist z. B. die Gleichung einer Fläche

+ = 1

i .r
d- b"

gegeben , so ist ihre partielle Differentialgleichung in Beziehung
auf a und x:

und in Beziehung auf z und^:

II. Sey nun

z — Ax -f- By -}- C

die Gleichung einer Ebene, welche eine Fläche, deren Gleichung

zwischen x , y und z gegeben ist, in einem Puncte derselben be¬

rühren soll.

Da diese Ebene durch den bestimmten Punct M der Fläche,

dessen Coordinaten xyz sind, gehen soll, so wird ihre Gleichung

die Form haben:

z — s = A(x — x) + £(/— f) • . . (a),

und in ihr sind demnach die beyden Gröfsen A und B, der Bedin¬

gung unserer Aufgabe gemäfs, noch zu bestimmen. Die letzte Ebene

soll nämlich auch noch durch alle anderenPuncte N , M', IV', . . .

der Fläche gehen, die dem ersten Puncte IW zunächst liegen,

also mufs auch die letzte Gleichung noch bestehen, wenn man

in ihr statt xyz die Gröfsen x -|- dx, y -J- dy, s -|-dz setzt,

wodurch man, wie oben (§. 210, I. und §. 211.), die Gleichung

erhält

dz = Ad x -{- B dy.

Die allgemeine Gleichung jeder Oberfläche ist aber

dz — p dx q dy ,

wo p — Un< ^ ^ = ^ aUS ^ Gr S e » e k enen Gleichung

der Fläche bekannten Functionen von x, y und a sind.

Setzt man die beyden letzten Ausdrücke von dz einander

gleich, so erhält man

{A — p)dx -[- (B — q)dy — 0,

und da dieser letzte Ausdruck für alle Richtungen, die man von

dem Puncte, M zu irgend einem ihm nächsten Puncte nehmen

kann, oder da er für alle Verhältnisse gelten soll, die man zwi-
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sehen den beyden unabhängigen Gröfsen dx und dy aufstcllcn

will, so wird dieser Ausdruck den beyden folgenden gleichgel¬

tend seyn:

A — p = O und B — q = o,

oder A = (^) und B = (g).

Substituirt man daher die gefundenen Werlhe von A und B

in der vorhergehenden Gleichung (a), so erhält man für die ge¬

suchte Gleichung der langirenden Ebene:

s '~ Z = (*'“*) (jfx) + ■ * * (F) ’

oder auch

s' — s = p{x'—x) + q{y'—y).

Ex. Für die oben (Nr. I.) betrachtete Fläche, deren Glei¬

chung

+ ^ + ,a- 1 b’'- 1 c-

ist, hat man, wenn man die dort angeführten Werthe von

und m in der Gleichung (F) substituirt, für die tangirende

Ebene derselben die Gleichung

xx ' , yy ,s*'
~Öp- ‘ + IT = ’’

wo x y z die laufenden Coordinaten der Ebene bezeichnen.

III. Wenn man die Gleichung (F) mit der folgenden

L x - J- My -J- N z = i ,

die wir oben (§. 192, 1.) durch (I) bezeichnet haben, vergleicht,

und wenn man f,g, h die Neigungen der tangirenden Ebene

gegen die drey coordinirten Ebenen der xy, xz und yz nennt,

so erhält man (nach §. 193.), wenn man
L .

N in

, M .
und — in — q

verwandelt, für/, g , h folgende Werthe:

Cos/ = 1

Cos g ==

Cos/i

V 1 + p- + q-

<1

V7 , _j_ p z 4- q’.
P

Vi + p" + <r
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IV. Man nennt diejenige Gerade, die in einem gegebenen

Puncte der Fläche auf dieser Fläche senkrecht steht, die Nor¬

male der Fläche. Da diese Normale auch auf der durch diesen

Punct gehenden tangirenden Ebene senkrecht stehen mufs, so

hat man (nach §. 193, III.) für die Gleichungen dieser Normale

* — * + P (*'—*) = 0 )y-r + ?(*-*)« o i • • •
Nennt man endlich /, g, li die Winkel, welche diese Nor¬

male mit den coordinirten Axen der x, y, s bildet, so hat man

(nach §. 186.)

Cos/ =

Cosg-'

Cos K

V' + p- -j- /
<7

V * + p- + /
l

V * + p- + q"

also auch

Cos / = CosA,

Cos g ;= Cosg-,

Cos ti = Cos/.

So hat man für die in dem letzten Beispiele aufgestellle

Fläche, da für sie
c z x c-y

P ' a- z Un ^ b- z

ist, für /, g , h folgende Ausdrücke :

Cos / =

Cosg- =1

CosA =

cC1 b-z

m ’

a" c '-y

m ’

b- c"x

wo der Kürze wegen

m

oder

m = a l Wc 1,

gesetzt worden ist.

V b 4 c 4 x z -j- a 4 c 4 /* -J- a 4 ö 4

a 4 £ + ÜA4 ' c‘



Sieben und zwanzigstes Capitel.
Erzeugung der Flächen.

§. 217 . (Cylindrische Flächen ) Wir wollen nun , wie

wir in Cap. XXIV. und XXV. die vorzüglichsten Curven betrach¬

tet haben, auch die Gleichungen der am meisten vorkommenden

krummen Flächen untersuchen.

i Die cylindrischen Flächen, mit welchen wir diese Betrach¬

tungen beginnen, entstehen (nach §. i5q.), wenn eine Gerade

im Raume sich so bewegt, dafs sie einer anderen festen Geraden,

der Axe des Cylinders, immer parallel bleibt, ln dieser allge¬

meinen Definition der cylindrischen Flächen wird über die Basis

des Cylinders nichts festgesetzt, daher dieselbe auch eine jede

willkürliche krumme Linie, selbst von doppelter Krümmung,

seyn kann.

Um die allgemeine Gleichung dieser Flächen zu finden,

seyen

x = a z —j- A J

y = h z -j- B j

die Gleichungen der erwähnten festen Geraden, welcher die be¬

wegliche Gerade stets parallel bleiben soll, so werden die Glei¬

chungen dieser beweglichen Geraden (nach §. i83.) seyn:

x = a z -j- a )

y =. b z -j- ß )

so dafs die Coefficienten von 3 in beyden Gleichungen dieselben ,

und zwar dieselben constcinten Gröfsen sind, während die zwey

anderen Gröfsen a und ß von einer Lage der beweglichen Gera¬

den zur anderen variiren.

Wir wollen diese Gerade , durch deren Bewegung die cylin¬

drische Fläche entsteht, die erzeugende Linie , und diejenige

krumme Linie, durch welche jene während ihrer Bewegung geht,

und durch welche diese Bewegung gleichsam geleitet wird, die

leitende Curve nennen.
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Wenn man von irgend einem Puncte der auf diese Weise

erzeugten cylindrisclien Oberfläche zu einem anderen nächstfol¬

genden Puncte dieser Fläche so übergeht, und dabey immer in der¬

selben Lage der erzeugenden Linie bleibt, so werden die beyden

Gröfsen a und ß für beyde Puncte auch denselben Werth behal¬

ten, oder sie werden beyde constant seyn, und auch constant

bleiben für alle Puncte des Cylinders, die in einer und derselben

Lage der erzeugenden Geraden enthalten sind. — Wenn man aber,

von demselben ersten Puncte, zu einem solchen nächstfolgenden

Puncte der cylindrisclien Fläche übergeht, der einer anderen

Lage der erzeugenden Geraden angehört, so werden auch beyde

Gröfsen a und ß zugleich geändert werden.

Daraus folgt, dafs die beyden Gröfsen a und ß, oder was

dasselbe ist, dafs die zwey Gröfsen

x — az und y —■ bz

beyde zugleich constant, und auch zugleich veränderlich sind,

dafs sie demnach eine von der anderen abhängen, oder dafs jede

von ihnen eine Function der anderen seyn wird. Bezeichnen wir

demnach wieder die Function überhaupt durch f, so hat man die

Gleichung

, y — bz = /. (x — az) . . . (A);

und da die Eigenschaft, welche durch diese Gleichung ausgedrückt

wird, allen Cylindern gemein und für diese Flächen charakteri¬

stisch ist, so wird auch (A) die allgemeine Gleichung der Cylin-

der seyn.

I. Wenn man die Oberfläche eines Cylinders durch die co-

ordinirte Ebene der xy schneidet, so wird man, da die Gleichung

dieser Ebene (nach §. 189, II.) 5 = 0 ist, für die so entstehende

krumme Linie des Durchschnitts beyder Flächen die zwey Glei¬

chungen haben:

z — c,

y — bz = f(x — az)

Da aber diese Curve ganz in der Ebene der xy liegt, also

eine ebene Curve ist-, so werden sich diese zwey Gleichungen,

die nach §. 182, für eine Curve im Raume nothwendig sind, hier¬

auf die einzige Gleichung
./=/(»
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zuriickfiihrcn lassen, und diese in der Ebene der xy liegende

Curvewird (nach §. >89, III.) di eProjection in xy von derjenigen

Curve seyn, durch welche die erzeugende Gerade während ihrer

Bewegung geht, d. h. sie wird die Projection der leitenden Curve

in der Ebene der xy seyn.

II. Eben so wird man für die Projection der leitenden Curve

in der Ebene der xz die Gleichung bz=f(x — az), und für die

Projection derselben in der Ebene der^s die Gleichung

y — bz =f(az)

haben. Die leitende Curve selbst, die ganz in der Oberfläche

des Cylinders liegt, wird im Allgemeinen eine Curve von doppel¬

ter Krümmung, wie z. B. die Schraubenlinie seyn, die wir bereits

oben (§. 214.) betrachtet haben.

§. 218. (Bestimmung der individuellen cylindri-
schen Fläche, von welcher die Gleichungen der er¬
zeugenden und der leitenden Linie gegeben sind.)
Seyen, wie zuvor, die Gleichungen der erzeugenden Geraden

x = az -{- a j

y=>bz- j-ßl’ ;

und die Gleichungen der leitenden Curve

U = o j
f=o|’

wo U sowohl als V bestimmte Functionen von x, y, z sind.

Um daraus die Gleichungen des auf diese Weise entstehen¬

den Cylinders zu finden, wird man das allgemeine Functions-

zeichen/ der Gleichung (A) so zu bestimmen haben, dafs cs dem

gegebenen speciellen Falle entspricht, oder dafs es den Bedin¬

gungen dieser besonderen Aufgabe genug thut.

I. Wenn man nämlich auf irgend eine Art dahin gelangt,

> diese Function , z. B./(«) blofs durch ihre Stammgröfse a (nebst

anderen constanten Gröfsen a, b, c, . . .), in einer Gleichung

darzustellen, so wird man, aus dieser Gleichung, den Werth

von S G) durch a finden, und daher die dem gegebenen speciel¬

len Falle gemäfse Function f bestimmen können.

Allein eine solche Gleichung zwischen a und f(a) erhält

man immer, wenn man aus den vorhergehenden vier Gleichungen
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X — az = a ,

y —.äs == /(<*)
und 1/ = o |

V = o\'
welche Gleichungen für jeden Punct der cylindrischen Fläche ztf
gleicher Zeit Statt haben, die drey Gröfsen x, y und z eliminirt.
Das Resultat dieser Elimination wird zugleich die oben erwähnte
Gleichung zwischen a und f(a) seyn , und sie wird uns zeigen,
auf welche Weise die erwähnte Function /(a) von a abhängen
mufs, um dem speciellen Falle unseres Problemes zu genügen.

II. Ein Beyspiel wird diefs sogleich deutlich machen.
Sey die leitende Curve eine in der Ebene der xy verzeich-

nete Ellipse, deren halbe grofse und kleine Axe A und B, und
deren Coordinaten des Mittelpuncts M und N sind, so dafs man
also für die zwey Gleichungen 17 = o und V—o in unserem ge-r
genwärtigen speciellen Falle die Ausdrücke haben wird (J. 198, II.)

z
MY

/x — M\- , /y — NY
(—+ (-1—) =

Verbindet man damit die beyden vorigen Gleichungen der
erzeugenden Geraden

az

vy__

y bz = f(a ) j ’
so findet man, wenn man aus diesen vier Gleichungen die drey
Gröfsen x, y und z eliminirt:

— U V , / f(a) — iV>
A J ^ \ B

und diefs ist die Gleichung, welche die gesuchte Abhängigkeit
der Function f(a) von ihrer Stammgröfse a gibt.

Substituirt man in ihr für a und/(a) die vorhergehenden
Werthevonjy— azxmiy — bz, so erhält man

f x — az — My — bz — A7(■ vy __ 8)5A J ‘ V B
und diefs ist die gesuchte Gleichung der cylindrischen Fläche,
deren Basis die gegebene Ellipse in der Ebene derar^', und deren
Axe diejenige Gerade ist, die durch den Anfang der Coordinaten
geht, und deren Gleichungen

x = az
y = bz

sind.
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III. Setzt man in der Gleichung (I) die Gröfse M=N-= o,

so liegt der Mittelpunct der Ellipse im Anfangspuncte der Coor-

dinaten.

Ist a = o, so ist die immer durch den Mittelpunct der El¬

lipse gehende Axe des Cylinders parallel mit der Ebene der yz‘,

ist b — o , so ist sie parallel mit der Ebene der xz; ist a = b ,

so bildet diese Axe mit den Coordinaten der x und y denselben

Winkel, und ist endlich a = b = o, so liegt die Axe des Cylin-

ders in der Coordinatenaxe der z.

Setzt man noch A—B , so ist die leitende Curve ein Kreis

des Halbmessers A, und die Gleichung

(# — az — M ) 1 + (y — bz — Ny ~ A z

gehört für einen auf der Ebene der xy schief stehenden Cylinder

mit kreisförmiger Basis.

IV. Ist AM (Fig. 78) eine durch den Anfang A der Coordi¬

naten mit der erzeugenden Geraden parallele Linie, so sind ihre

Gleichungen

x — az und y = bz.

Ist aber MAZ—y der Winkel dieser Geraden mit der Axe

der 5, und ist eben so XAQ = 6 der Winkel der Projection AQ

derselben Geraden AM in der Ebene der xy mit der Axe der x,

so hat man , nach §. 187, I.,

x = Sin y Cos 5 , y = Siny Sin 5 und s = Cosy;

also auch, wenn man diese Werthe von x, y, z in den beyden

vorhergehenden Gleichungen substituirt:

a = Tang y Cos 5 und b = Tang y Sin 5,

so dafs daher die letzte Gleichung der Nr. III. für den Cylinder

mit kreisförmiger Basis (wenn A der Halbmesser dieses Kreises

ist, und wenn der Mittelpunct desselben zugleich im Anfänge

der Coordinaten liegt, also M=N*=o ist), in den folgenden

Ausdruck übergeht:

(a: — z Tang y Cos by -|- (y —a Tang y Sin ö) 2 = A l .

Liegt die Axe AM dieses Cylinders in der Ebene der xz,

so ist 6 =z 0, und daher die vorhergehende Gleichung

(x — z Tang y) 2 + y~ = A z .

Liegt diese Axe in der Ebene äev yz, so ist 5 = go° und

x- + Cr — s Tan S yY — A '-
Littrovv'a Anfang9gr. <1.gesarmnt. Mathem. 5*4
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Liegt endlich diese Axe AM in der coordinirtcn Axe AZ

der z, oder steht der erwähnte Cylinder auf der Ebene der xy

senkrecht, so isty = o, und man hat für die Gleichung dieses

Cyfindcrs
x 1 “H y" —

§. 219. (Anderer Ausdruck für die Gleichung der
cylilldrischen Flächen.) Aus der oben gegebenen Definition
dieser Flächen folgt, dafs die diese Flächen tangirende Ebene

in jeder ihrer Lagen mit der erzeugenden Geraden stets parallel

seyn wird. Führt man aber diese Gerade sowohl, als auch diese

tangirende Ebene, jede mit sich selbst parallel fort, bis beyde

durch den Anfang der Coordinaten gehen, so sind die Gleichun¬

gen der Geraden

x = az und y <== bz,

und eben so ist dann auch die Gleichung der tangirenden Ebene

(nach 216 , II.)

wo dio in Klammern eingeschlossenen Gröfsen die partiellen

Differentialien der Fläche in Beziehung auf z, x und auf z,y sind

(vergl. § 216.).

Soll aber diese Ebene mit der erzeugenden Geraden paral¬

lel seyn, so wird man, nach §. 193, IV., die Bedingungsglei¬

chung haben:

- •(£) + *(£)-■••■<*>* -
und diefs ist demnach eine eben so allgemeine Gleichung der cy-

lindrischen Flächen, als die vorhergehende endliche Gleichung (A).

I. Wenn daher irgend eine gegebene Gleichung auf die

Form (A) oder (A') gebracht werden kann, so wird diese Glei¬

chung immer für einen Cylinder gehören. Diefs ist z, B. der Fall

mit der Gleichung

(x — a s) y = c-,

oder mit ihrem partiellen Differential

die für einen Cylinder gehört, dessen Basis oder dessen leitende
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Curve\n der Ebene der xy eine gleichseitige Hyperbel (§. 200, V.)

ist. Die Gleichung dieser Hyperbel ist

xy = c-,

und ihr Mittelpunct liegt in dem Anfänge der Coordinalen, ihre

Axe aber liegt in der Ebene der xz und bildet mit der Ave der z

einen Winkel, dessen Tangente gleich a ist; daher in den allge¬

meinen Gleichungen (A) und (A') die Gröfse b für diesen speciel-

len Fall gleich Null ist.

II. Allein dieselbe partielle Differentialgleichung

erhält man auch für jede andere Curve in der Ebene der xy, die?

man dem Cylinder als teilende Curve zu Grunde legt. Ist z. B,

die Gleichung dieser Curve

5 = o und y =3 A -j- Bx —|— Cx % -j— D x 3 -f— . . . ,

und verbindet man diese Ausdrücke mit den zwey Gleichungen

x — a z = a und y =

der erzeugenden Geraden, die hier, wegen Z>=o, der Ebene

der xz parallel vorausgesetzt wird, so erhält man, wenn man

das in 3 ‘ 8 , I. angezeigte Verfahren auf die vorhergehenden

vier Gleichungen anwendet, für die endliche Gleichung des so

entstehenden Cylinders

y = A -(- B (x — a;) -f- C (x — a zy -j- D (x — a s) 3 -J- . ^ . ,

und davon ist das partielle Differential in Beziehung auf s und x

/d z\ 1 wie zuvor.
\dx y a

Daraus folgt demnach der Satz: Wenn eine Gerade in der

eoordinirten Ebene der xz mit der Axe der z einen Winkel bildet,

dessen Tangente gleich a ist, und wenn sich dann irgend eine

willkürliche und willkürlich gelegte Curve von einfacher oder

doppelter Krümmung, mit sich selbst parallel und so bewegt,

dafs ein bestimmter Punct derselben immer durch jene Gerade

geht, so wird diese Curve eine cylindrische Eläche beschreiben,

deren Gleichung zwischen partiellen Differentialien ist:

24



372
§• 219 .

III. In der That, wenn eine der Ebene der xz parallele

Gerade sich mit sich selbst parallel und so bewegt, dal’s sie mit

der Ebene der xy stets denselben Winkel, dessen Cotangente a

ist, bildet, so wird sie, wie sonderbar und selbst regellos ihre

übrige Bewegung auch seyn mag, eine Fläche beschreiben,

deren Gleichung

y — f O — a z ),

oder, was dasselbe ist,

x •= az -f/O')

seyn wird, und wo der Ausdruck/^) jede willkürliche Function

von y, z. B. y ”S A 7 , ArcSin^ u. f., und selbst sprungweise bald

diese, bald jene Function von y bezeichnen kann. Denn wenn

man durch irgend einen Punct dieser Fläche eine mit der Ebene

der xz parallele Ebene legt, so wird die Fläche von dieser Ebene

in einer Linie geschnitten werden, die mit irgend einer Lage

jener beschreibenden Geraden zusammenfällt, und deren Tan¬

gente daher mit der Ebene der xy durch die Gleichung (($. 210, V.)

(£) = •
ausgedrückt werden wird; allein dieselbeGleichung erhält man auch

durch die partielle Differentiation des vorhergehenden Ausdrucks

x = n s -j-f(y) in Beziehung auf x und z, welches auch der

Werth der Gröfse/^) seyn mag.

IV. Eben so wird die, übrigens nicht mehr cylindrische

Fläche, deren Gleichung

X X — 2äS +/O)

ist, von einer jeden mit xz parallelen Ebene in einer Curve ge¬

schnitten, deren Tangente mit der Ebene der xy einen Winkel

bildet, der durch die Gleichung

dz x

dx a

ausgedrückt wird. Wenn daher eine in der Ebene xz verzeich-

nete Parabel, deren Gleichung x* = 2 az ist, sich mit sich selbst

parallel, sonst aber ganz willkürlich bewegt, so wird sie eine

Fläche beschreiben, deren partielle Differentialgleichung
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und deren endliche Gleichung

x- = aas

ist, wo f(y) eine völlig willkürliche Function von r bezeichnet.

5. (Di gression über die Bedeutung der Dif¬

ferentialgleichungen.) Wir haben bereits öfter Veranlassung

gehabt, die Gleichungen gegebener Curven zu diffcrentiiren.

So haben wir z. B. in $. 2 i i. für den Kreis , dessen Gleichung ist

(x—a)- + Gr — ß) 2 = r • • • 00»

die erste Differentialgleichung desselben

0* —«) dx + (y — ß) dy = o ... (h),

und auch die zweyte Differentialgleichung, unter der Voraus¬

setzung, dafs dx constant ist,

(y — ß) d l y -f- dx* dy 2 = o . . . (c)

gefunden. Wollte man die letzte noch einmal differentiiren, so

würde man für die dritte Differentialgleichung des Kreises er¬

halten :

(y — ß) d 2y -j- 3 dyd 2y ea o;

oder auch, wenn man den Werth von (y — ß) aus (c) subslituirt,

(dx 2 -j- dy 2 ) d 3y —— 3dyd 2y 2 = o . . . (d).

Alle diese vier Gleichungen, und selbst jede willkürliche

Combination derselben, gehören, so wie die erste (a), aus wel¬

cher sie abgeleitet sind , für den Kreis , aber sie sind demunge-

achtet sehr wesentlich von einander verschieden. Die erste

Gleichung (a) enthält drey Constanten, nämlich die beyden Co-

ordinalen a und ß des Mittelpuncts und den Halbmesser p des

Kreises; durch diese Gleichung wird demnach der gegebene

Kreis seiner Lage und Gröfse nach vollständig bestimmt. — Die

zweyte Gleichung (b) enthält aber nur mehr die beyden ersten Con¬

stanten a und ß , und sie gehört daher für einen Kreis, dessen

Mittelpunct in der Ebene der xy bestimmt, dessen Halbmesser

aber unbestimmt ist, oder willkürlich angenommen werden kann.—

Die dritte Gleichung (c) enthält nur mehr die einzige Constante ß,

und sie ist daher von a und p ganz unabhängig, d. h. diese dritte

Gleichung gehört für einen Kreis, dessen Mittelpunct irgendwo

in einer Geraden liegt, die in der Entfernung y = ß von der Axc
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der x mit dieser Ase parallel steht, und dessen Halbmesser von

ganz unbestimmter Gröfse ist. — Die vierte Gleichung (d) end¬

lich, die keine der drey Constanten mehr enthält, gehört über¬

haupt für einen Kreis, dessen Lage und Gröfse aber völlig un¬

serer Willkür überlassen wird.

Man sieht aus diesem Beyspiele, wie die höheren Diff’eren-

tialien der Gleichung einer Curve, mit der Ordnung ihrer Diffe-

rentialien, an Allgemeinheit ihrer Bedeutung zunehmen,

I. Aber noch bedeutender ist diese Zunahme bey den Diffe¬

rentialgleichungen der Flächen. — Die endliche Gleichung der

cylindrischen Fläche ist, wie wir gesehen haben,

j — bz = f.(x — az),

und in dieser Gleichung bezeichnet f. (x — az) irgend eine will¬

kürliche Function der Gröfse (x — az), die selbst ganz gesetzlos

fortgehen oder die auch das Gesetz ihres Fortganges alle Augen¬
blicke ändern kann.

Wenn man aber diese Gleichung partiell differenliirt, so

erhält man, wenn J' ii’gend eine andere Function von derselben

Gröfse (x — az) ausdrückt, für y = Const,

und eben so für x = Const,

Eliminirt man aus diesen beyden partiellen Differentialglei¬

chungen die Gröfse so erhält man

a OB) +* GiD = 1 • • • (A '> ;

eine Gleichung, die wir schon oben (§. 219.) auf einem anderen

Wege erhalten haben. ,

Man sieht daraus , dafs durch die partielle Differentiirung

der Gleichungen der Flächen, nicht nur die constanten Gröfsen,

sondern selbst noch ganz willkürliche Functionen zur Verschwin-

dung gebracht werden können.

II. Wenn man endlich, um diefs noch weiter zu führen,

diese Gleichung (A ) noch ein Mal partiell diflerentiirt, und da-

bey, wie gewöhnlich, die Gröfse dx constant vorausselzt, so
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erhält man für das gesuchte Differential in Beziehung auf 5 und x

a (;!d) + b (dxdj) = °>
und eben so in Beziehung auf z und y

a + b (j£) = °*
Eliminirt man dann aus diesen zwey Gleichungen die Grüfse

so erhält man als Resultat dieser Elimination
b

(t£\ (±!\ = (JO -Y
\dx z/ \ dy-J \d.cdyj

• • • (A");

und auch diese Gleichung wird noch für eine cylindrischc Fläche,

in der oben aufgestellten Bedeutung des Wortes, d. h. sie wird

für eine Fläche gehören, die durch die Bewegung einer mit sich

selbst parallel bleibenden Geraden entsteht. Da aber die beyden

constanten Grölsen a und b, durch welche, zwar nicht der Ort,

aber doch die Lage dieser Geraden bestimmt werden soll, in der

Gleichung (A") nicht mehr Vorkommen , so kann auch diese Be¬

wegung der erzeugenden Geraden nicht mehr an diesenParallelis-

mus ihrer Lage gebunden seyn; oder, mit anderen Worten , die

Gleichung (A") wird für eine Fläche gehören, die durch irgend eine

Bewegung einer sich immer parallelen geraden Linie im Raume ent¬

standen ist, z.B. durch die Bewegung einer Geraden, die in allen

ihren Lagen Tangente einer Curve von doppelter Krümmung ist

(§. 2 i 5.), oder auch, die durch die auf einander folgenden Durch¬

schnittslinien einer Ebene entsteht, die in allen ihren Lagen auf

irgend einerCurve von doppelterKrümmung senkrecht steht u. s. w r.

Da von diesen geraden Durchschnittslinien, deren sich je zwey

selbst wieder schneiden, jedes nächste Paar in einerEbene liegen

mufs, so wird man die so entstehenden Flächen als aus ebenen

Elementen von unbestimmter Länge, aber von unendlich kleiner

Breite bestehend, betrachten können. Da überdiefs je zwey

nächste dieser Elemente sich immer in einer geraden, nämlich

in der erzeugenden Linie schneiden, so wird sich jedes dieser

Elemente, durch Drehung desselben um diese gemeinschaftliche

Durchschnittslinie mit dem nächstfolgenden Elemente, in die

Ebene dieses zweyten Elements legen , und wenn man diese Ebene

wieder um die gemeinschaftliche Durchschnittslinie des zweyten
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und dritten Elements dreht, und dieses Verfahren für alle Ele¬

mente fortsetkt, so sieht man, dafs sich auf diese Weise die ganze

Fläche, deren Gleichung (A") ist, in eine einzige Ebene, ohne

Bruch oder Verdoppelung ausbreiten oder developpiren läfst.

Aus diesem Grunde werden auch die Flächen, welche durch die

Gleichung (A' ) dargestellt werden, abwickelbare oder developpable

Flächen genannt. — Die cylindrischen Flächen gehören in das

Geschlecht der developpablen Flächen, aber sie sind , so allge¬

mein auch die Gleichung (A) derselben ausgedrückt ist, doch nur

als ein sehr specieller Fall der letzteren Flächen zu betrachten.

§• 221. (Coilische Flächen.) Eine conische Fläche oder

ein Kegel, in der allgemeinen Bedeutung des Wortes, wird durch

die Bewegung einer Geraden erzeugt, die stets durch einen ge¬

gebenen festen Punct, und zugleich durch eine gegebene Curve

(die leitende Linie) geht. Der feste Punct heilst der Scheitel,

oder angemessener der Mitlelpuncl des Kegels, da die ihn erzeu¬

gende Gerade auch über diesen Punct herausgehen kann.

Sind a, b, c die drey den x, j, z parallelen Coordinaten

des festen Punctes, so sind die Gleichungen der den Kegel er¬

zeugenden Geraden ($. i 83 .)

x — a — ol (z — c) 1

j — b = ß (z — c) ) ’

in welchen Gleichungen die Gröfsen a, b, c immer constant,

die beyden a und ß aber, wie in 217., für dieselbe Lage der

erzeugenden Geraden zugleich constant, und für verschiedene

Lagen dieser Geraden auch zugleich variabel sind, woraus, wie

zuvor, folgt, dafs ß eine Function von a ist, oder da man hat

x — a , „ r — b
a = - und ß = --,

Z - C I — c

dafs die allgemeine Gleichung der Kegel seyn wird

I, Sind daher die Gleichungen der erzeugenden Geraden,

und zugleich die Gleichungen

17 =o und F z= o

der leitenden Curve gegeben, so wird man, wie oben (§. 218.),
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aus diesen vier Gleichungen die drey Gröfsen x,y,z eliminiren,

und das Resultat dieser Elimination wird sofort die Gleichung

des gesuchten Kegels geben.

Ex. 1, Sey die leitende Curve ein Kreis des Halbmessers A .

Die Ebene dieses Kreises sey parallel mit der Ebene der xy, und

von ihr um die Gröfse B entfernt. Die Coordinaten des Mittel-

puncts des Kreises endlich seyen wieder M und N.

Diefs vorausgesetzt, hat man für die beyden Gleichungen
des Kreises

(x — M) z + (y-N) z = A z 1

z = B ) '

Der feste Punct oder der Mittelpunct des Kegels liege ir¬

gendwo in der Ebene der so ist c = o und die Gleichungen

der erzeugenden Geraden werden seyn:

x — a
-- = a

z

Elirainirt man aus diesen vier Gleichungen die drey Gröfsen

x , y und z, so erhält man

(Ba-\-a — M) z -f (B ./(«) + b — N) 1 = A z ,

so dafs man demnach für die Gleichung des gesuchten Kegels hat:

[ (a; _ a)B + (a — M) z]* + [(y-b)B + (b-N)zy = A*z*.

Ist für einen besonderen Fall a — M und b = N, so ist die

Axe des Kegels , das heilst, die den festen Punct mit dem Mittel-

puncte des Kreises verbindende Gerade, parallel mit der Axe

der z, und dann ist die Gleichung des Kegels

{x -My + (y — Ny =
A

wo — die Tangente des Winkels der Seitenlinie des Kegels mit

der Axe desselben bezeichnet. Heifst dieser Winkel 0 , und ist

der feste Punct zugleich der Anfang der Coordinaten, so hat man,

wenn die Axe des Kegels in der coordinirten Axe der z liegt,

für die Gleichung des Kegels

x ~ =s z * • d’ang 2 0.

Ex. II. Wenn die leitende Curve eine ebene Curve , und in
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der coordinirten Ebene der xy enthalten, d. h. wenn ihre Glei¬

chung zwischen x undj^ gegeben ist, so wird man, wie man aus

dem Vorhergehenden sieht, in dieser Gleichung der leitenden
Curve nur

statt x die Gröfse

und statt y »

az — c z

z — c

b z — cy
z — c

substituiren, um sofort die Gleichung des gesuchten Kegels zu

erhalten. Ist z. B. die leitende Curve oder die Basis des Cylin-

ders eine Ellipse, deren Gleichung

A- ‘ li-

ist, und sind wieder a, b, c die Coordinaten des festen Puncts,

so hat man für die gesuchte Kegel/läche die Gleichung

(az — cx)*.B* -(- (bz — cyY.A 1 = (z — c )-. A l B l .

Ist a = 6 = o, oder liegt der feste Punct in der Axc der z,

so hat man

B z x z A zy n = — B — c y.'

Ist aber die leitende Curve die Astrois (§. 204.), deren

Gleichung

** + /= £
ist, so hat inan für die Gleichung des gesuchten Kegels

(az — ex ) 3 -(- (bz — cy ) 3 = A 3 .(z — c) 3 .

II. Um noch einen anderen Ausdruck für die conischen Flä¬

chen zu finden, diflerentiire man die Gleichung (B) partiell in

Beziehung auf z, x und auf s, y, so erhält man, wie oben

<§• 220, I.),

(^~) [O — «) •/ — O—*0] = 0— c)
und

Q~) CO—<)•/'—Cr—£)] = — 0—<0-
Eliminirt man aus diesen zwey Gleichungen die Function f,

so hat man
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s “ C = <*- ß ) ß£) + (^) ’ * • <B >
für die gesuchte Differentialgleichung der conischen Flächen.
Man sieht, dafs diese Gleichung (B') nichts anderes ist, als die
Gleichung der die conische Fläche tangirendenEbene (J. 216, II.),
die zugleich durch den festen Punct geht, dessen Coordinaten
a, b, c sind.

III. Differentiirt man die Gleichung (B ) noch ein Mal partiell,
so erhält man

und diese zwey Ausdrücke geben , durch Elimination der Gröfse
x — a

die Gleichung y

(£) (£) - Ö 1
welches wieder die vorhergehende Gleichung (A") der developpa-
blen Fläche ist, zu welcher die conischen Flächen ebenfalls als
eine besondere Classe gehören.

IY. Um endlich dieGleichung desjenigen Kegels zu erhalten,
der eine Fläche, die durch die Gleichung TV=zo gegeben ist,
ringsum berührt, wird man aus dieser Gleichung W = o die
Werthe von m o
suchen, und sie in der vorhergehenden Gleichung (B') des Ke¬
gels substituiren, wodurch man eine neue Gleichung T=o er¬
hält, und mit diesen beyden Gleichungen 7-^=0, T=o wird
man, wie zuvor, mit den Gleichungen U = o, F=o verfahren,

Ex. Sey die gegebene Gleichung

W '— o = ,t~ —j- -j- —— r 2,

welche für eine Kugel gehört, deren Halbmesser r ist. Die par»
tiellen Differentialien dieser Gleichung sind
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so dafs demnach, mittelst der Gleichung (B'), die Gleichung

T = o oder (z — c) s -f- x* -j“ = o

erhalten wird.

Ist nun der feste Punct irgendwo in der Axe der z, so ist

a = b=zo , und man hat daher für die Gleichungen der erzeu¬

genden Geraden

x y
• = a und —-— = f ix.z — c z — c

Die Combination dieser vier Gleichungen gibt, wie zuvor,

a% + (/«)*

also ist auch die Gleichung des gesuchten, die Kugel

tangirenden Kegels

+ y = r (z — c)-

c- — r-

ringsuin

Ist der feste Punct ein leuchtender Punct, so ist die Curve,

in welcher sich die gegebene Fläche und die Kugel berührt, und

deren Gleichungen

IV = o und T = o

6 ind, zugleich diejenige Curve, welche, auf der beleuchteten

Fläche, den hellen Theil von dem beschattenden trennt. — Ist

aber der feste Punct das Auge des Beobachters, so ist jene Be-

rührungscurve der scheinbare Umfang, unter welchem dem Auge

jene Kugellläche erscheint.

Dasselbe Problem läfst sich auch, mittelst der Gleichung (A')

des §. 220., auf die cylindrischen Flächen anwenden.

§. 222. (Schiefe Flächen oder surfaces gaaches.')
So werden alle jene Flächen genannt, die durch die Bewegung

einer geraden Linie entstehen, deren je zwey nächste Lagen nicht

in einer Ebene sind.

Die einfachsten derselben werden durch die Bewegung einer

Geraden erzeugt, die immer durch die Axe der z und durch eine

gegebene Curve geht, und dabey zugleich der Ebene der xy

stets parallel bleibt.

Diese Fläche hat die sie charakterisirende Eigenschaft, dafs

jede durch die Axe der z gehende Ebene diese Fläche in einer
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der Ebene der xy parallelen Geraden schneidet. Die Gleichung
einer solchen Ebene ist aber

y = a . x ,
und die Gleichung einer der xy parallelen Ebene ist

s = ß*
und da auch hier die beyden Gröfsen a und ß zugleich constant
und zugleich variabel sind, so wird man für die gesuchte allge«
meine Gleichung dieser Flächen haben:

z = f

Ex. I. Ist die leitende Curve ein auf xy senkrechter Kreis
des Halbmessersa, und ist der Mittelpunct dieses Kreises in der
Axe der x von dem Anfangspuncteum die Gröfse b entfernt, so
sind die Gleichungen dieses Kreises

x — b,
y 1 -J- s 2 = a 2.

Verbindet man diese Gleichungen mit den beyden folgenden
— = a undx

so erhält man

oder

= =/•(“)>

« 2 Z»2 -j- (/“) s s— ß 2 »

b z y z = (a 2 — s 2) . x z
für die Gleichung der gesuchten Fläche, welche bekanntlich
manche unserer Gewölbe bildet.

Ex. II. Ist die leitende Curve die oben (§. 214.) betrachtete
Schraubenlinie AMM' (Fig. 100), deren Gleichungen sind:

-{- y z — ar
Xz = ab . Are Sin —
a

und verbindet man diese Gleichungen wieder mit den beyden
vorhergehenden

X

z — f(a)
so erhält man durch Elimination der Gröfsen xyz aus diesen vier
Gleichungen
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/(a) = a b Are Sin — — 1 - :V 1 + a-

also ist auch, wenn man die vorhergehenden Werthe von a und

/(«) substituirt: X

z zs ab Are Tang —
•r

die gesuchte Gleichung der so entstehenden Fläche, welche z. B.

viele unserer Wendeltreppen bilden.

Die Differentialgleichung der allgemeinen Gleichung (C) ist
endlich

*(© +- r ßj) = ° • • • <c '>*

§. 223. (Rotationsflächen.) So werden diejenigen Flä¬

chen genannt, welche durch dieDi-ehung irgend einer Curve um

eine feste gerade Linie (die Drehungsaxe) entstehen. — Geht

diese Axe durch den Anfang der Coordinaten, so werden ihre

Gleichungen die Gestalt haben :

oo = Az |

y = Bz J *

Eine auf diese Axe senkrechte Ebene aber wird (nach

§. 193 , III.) zur Gleichung haben:
+ Dy + s = a,

wo a irgend eine willkürliche Constante bezeichnet. Eine

solche Ebene wird die gesuchte Rotationsfläche immer in einem

Kreise schneiden. Dasselbe wird aber auch eine Kugel thun,

deren Mittelpunct im Anfänge der Coordinaten liegt, und für

welche daher die Drehungsaxe einer ihrer verlängerter Halbmes¬

ser seyn wird. Ist ß der Halbmesser dieser Kugel, so wird ihre

Gleichung seyn:

+ r 2 + ** = ß 2 ;

und man sieht, wie zuvor, dafs diese zwey Gröfsen a und ß 1

immer zugleich constant und zugleich veränderlich sind, dafs
also auch

ß 1 =/(«),
oder dafs

** + y l + « -f- By -f- z) . . . (D)

seyn wird; ein Ausdruck, der zugleich die allgemeine Gleichung

der gesuchten Rotationsflächen ist.
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I. Ist die Rotationsaxe zugleich die Axe der z , so ist
A=zB = o, und man hat für die Gleichung dieser Rotations-ilächen

* 4 + .T 2 =/(*) • • • (D).
von welcher die partielle Differentialgleichung ist:

* G?) - * (W =
<dy

II. Sind demnach wieder U = o und E=o die gegebenen
Gleichungen der Curve, welche um die gegebene Axe rotiren
soll, so wird man aus der Verbindung dieser zwey Gleichungen
mit den beyden folgenden:

Ax - J- By -f- z =s a und
* 2 + ^ =/(«),

die Gleichung der gesuchten Rotationsfläche,wie zuvor, ableiten.
Ex. I. Ist die gegebene Curve eine Gerade in der Ebene

dera:z, so sind ihre Gleichungen

J = °. |

x = ms -{- n | ’

Ist ferner die Rotationsfläche zugleich die coordinirte Axe
der z, so hat man, da nach §. 182. die Gleichungen dieser Axe
a-=o undjy=o sind, in dem Vorhergehenden die Gröfsen A
und B gleich Null zu setzen, wodurch man erhält:

z = a und
+ J ' 1 + = /(“)

Aus diesen vier Gleichungen folgt:
(m<x -j- n) % + “ 2 = /(“) i

so dafs man daher für die gesuchte Rotationsfläche die Gleichung
erhält:

m s -J- n = \f x 1 y" 1,

welches die Gleichung eines Kegels (§. 221.) ist. Nimmt man
den Mittelpunct des Kegels im Anfänge der Coordinaten, so ist
n=so, und die letzte Gleichung geht in folgende über:

y* ~ mZ
wo m die Tangente des Winkels bezeichnet, welcher die Seiten¬
linie des Kegels mit seiner Axe bildet, übereinstimmend mit
§. 221 , Ex. I.
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Ex. II. Ist die gegebene Curve eine Ellipse in der Ebene

der xz, und sind a, b ihre halbe grofse und kleine Axe, so wie

c die Entfernung ihres Mittelpuncts, in der Axe der x , von dein

Anfang der Coordinaten, so sind die Gleichungen der Ellipse

Ist wieder die Rotationsaxe in der Axe der s, so hat man

und aus diesen vier Gleichungen erhält man für die gesuchte Ro¬
tationsfläche den Ausdruck

für die Fläche, welche durch die Rotation eines Kreises des

Halbmessers a um eine Tangente desselben entsteht, wo diese

Tangente zugleich die Axe der z ist.

Ist endlich a = b und c = o , so hat man

für die bekannte Gleichung der Kugel, deren Halbmesser a,

und deren Mittelpunct zugleich der Anfang der Coordinaten ist.

§. 224. (Anderes Verfahren, die Rotationsflächen
gegebener Curven ZU finden.) Dieses Verfahren folgt un¬
mittelbar aus der einfachen Bemerkung, dafs bey der Rotation

a

x * 4 - y~ + s '' = /(«) ) ’

b y x 1 = a\/b- — z 2 -]-6c. . . (I).

Ist e = a, so hat man

b y^x 2 -)-jr 2 = a.y 6 2 ■— z 1 ab

für die Fläche, welche durch die Rotation der Ellipse um die

Tangente des Scheitels der grofsen Axe entsteht.

Ist c= o, so hat man

*2 + y 2

für die Fläche, die durch Rotation der Ellipse um ihre kleine

Axe entsteht.

Ist a = b = c , so hat man

y x* -(- ~y % — ya 1 — z 2 = a oder

a: 2 -f- jr 2 + z 2 = 2 a y x- -}- y-

x " + J 1 + “
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einer Curve um eine ihrer zwey coordinirtcn- Axen, z. I}. um die
Axe der x, die Ordinate y während der Drehung immer densel¬

ben PP'erth beybehält, da diese Ordinate der Halbmesser des Krei¬
ses ist, welchen der Endpunct der Ordinate wahrend seiner
Drehung um die Axe der x beschreibt. Hat man daher die Glei¬
chung der Curve auf diejenige Form gebracht, in welcher die
Axe der x zugleich die Rotationsaxe ist, so wird man, in dieser
Gleichung, nur \/y % z 2 statt y substituiren, um sofort die ge¬
suchte Gleichung der Rotationsfläche zu erhalten.

So hat man für die Ellipse, wenn die Abscissen x vom Mit-
telpuncte auf der grofsen Axe genommen werden :

fl 4- —
a- ^ b"

also ist auch sofort
y z + 2-

b-

die Gleichung der Fläche, die durch Rotation der Ellipse um ihre
grofse Axe entsteht.

Eben so hat man für dieselbe Ellipse, W’enn die Abscissen x
vom Mittelpuncte auf der kleinen Axe genommen werden :

also ist auch
_lEIr- 1 a-

x-
Ir + yl 4 . z-

die Gleichung der Fläche, die durch Rotation dieser Curve um
ihre kleine Axe entsteht, wo die coordinirte Axe der x zugleich
die Rotationsaxe ist.

Ist daher in der gegebenen Gleichung der Curve die Axe
der x noch nicht die Rotationsaxe, so mufs man sie vorerst dar¬
aufbringen.— Um auch davon einReyspiel zu geben, sey wieder

x -
a-

l

dieGleichung der Ellipse (Fig.ioa), wo CQ = x auf der grofsen
Axe 2 a der Ellipse von dem Mittelpuncte C derselben genommen
ist. Die Rotationsaxe AP soll mit der grofsen Axe CQ den Win¬
kel 0 bilden, und 4C = c soll das Loth von dem Mittelpuncte
der Ellipse auf diese Rotationsaxe seyn. Sind aber

Littrow’s Anfangsgi-. <1, gosiimint. Matlicin* 25
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AP = x und PM — y

die neuen Coordinaten, so hat man, nach §. 194, II.,

x == x Cos 0 (y — c) Sin 0 ,

und y = (y — c) Cos 0 — x Sin 0 .

Suhstituirt man diese Werthe von x' und y in der vorher¬

gehenden Gleichung der Ellipse, und setzt man dann statt y die

Gröfse y'y 1 -J- s% so erhält man

Gs+J) SinI 0 + (jk+*d Cos ' 0 + ux (i+i) Sin 2 9 = 1 >

wo der Kürze wegen

11 = \fy 2 -|- a 2 — c

gesetzt worden ist. Diefs ist die gesuchte Gleichung der Ro¬

tationsfläche , die durch die Drehung der gegebenen Ellipse um

die Axe AP entsteht.

Ist 0 = o, so hat man

— = 1, odera z

a \/y % 4- s 2 — b\F a% — x 2 = a c . • • (1)

für den Fall, wo die Rotationsaxe der x mit der grofsen Axe 2 a

der Ellipse parallel ist, übereinstimmend mit §. 223 , Ex, II,

Ist aber 0 = 90°, so hat man

5+5 = *’ oder

b y/?' 2 -f- s 2 — a \/6 2 — x 2 = b 0 . . , (2)

für den Fall, wenn die Rotationsaxe der x mit der kleinen Axe

2 b der Ellipse parallel ist

I. Für c = o sind in den beyden letzten Fällen die Axen 2 a

und 2 b der Ellipse zugleich die Rotationsaxen, und man erhält

in dem ersten Falle, wenn a in der Axe der x liegt, oder für

das sogenannte verlängerte Sphäroid aus der Gleichung (1):
X2 . y- -f- z 2
HF “f " 1 TF = 1 ’

und in dem zweyten, wenn b in der Axe der x liegt,

das abgeplattete Sphäroid aus der Gleichung (2):

yl 4. -I
> >

oder für

wie zuvor.
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II. Ist endlich a=b = c, so erhält man aus der Gleichung

( 1 ) sowohl, als auch aus ( 2 ), die Gleichung

V'y 2 ~h zZ —■ \f aZ x ~ — o- * • • (3)
für die Oberfläche des Körpers, der durch Rotation eines Kreises

des Halbmessers a uin eine seiner Tangenten entsteht. Dieselbe

Gleichung (3) läfst sich auch so ausdrücken:

x 2 “I" 2' z ~f~ s 2 = 2 a z -{- 2 a \/ a- — x 2, oder

x z -|- -f- z z = 2 a y'y 1 -f- z 2.

5. 225 . (Einhüllende Flächen-) Sey U=o die Glei¬
chung einer Fläche zwischen den drey veränderlichen Coordina-
ten x,y, z und einer constantenGröfse oj. — Wenn man dieser
constanten Gröfse oj nach und nach alle möglichen Wcrthe gibt,
so erhält man eine Folge von Flächen, deren jede von der ande¬
ren nur durch ihren besonderen Werth von oj verschieden seyn wird.
Die Reihe aller dieser Flächen aber wird durch eine andere Fläche

begrenzt oder umschlossen werden, welche die einhüllende Fläche
von jenen genannt wird, während die ersten die eingehiUllen heifsen.

Gibtman, in der aufgestellten Gleichung U— o der eingehüll¬

ten Fläche, der Gröfse oj den nächstfolgenden Werth oj-j-rfto,

so erhält man die Gleichung der nächstfolgenden eingehüllten

Fläche, die in Gestalt und Lage von der vorhergehenden nur

unendlich wenig verschieden seyn, und diese in irgend einer

Curve schneiden wird. Diese Curve wird die gemeinschaftliche

Berührungslinie dieser beyden nächsten eingehüllten Flächen mit

ihrer einhüllenden seyn, und die Puncte dieser Curve werden

diejenigen Puncte der ersten Fläche 17= o seyn, für welche die

Werthe von x, y, z sich nicht ändern, während die Gröfse oj

in oj-]-doj übergebt. Das heilst also: Differentiirt man die Glei¬

chung I7=o blofs in Beziehung auf oj, so gehört die resultirende

Gleichung für jene Curve. Da aber diese Curve zugleich ganz

auf der ersten Fläche U~ o selbst liegt, so sind die beyden Glei¬

chungen dieser Curve, in welcher sich zwey nächste eingehüllte

Flächen schneiden, oder in welcher zwey nächste eingehüllte

Flächen von ihrer einhüllenden berührt werden;

und
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wenn man durch das Differential von U , blofs in Bezie¬

hung auf die constante Gröfse co bezeichnet.
Gibt man also in diesen beyden Gleichungen der Gröfse co

nach und nach alle möglichen Werthe, so erhält man auch alle
auf einander folgenden Curven dieser Art, welche Curven sich
sämmtlich auf der einhüllendenFläche befinden werden, so dafs
diese Fläche aus jenen Curven gleichsam zusammengesetzt seyn
wird. Elirainirt man daher aus jenen beyden Gleichungen die
Gröfse oi , so erhält man in x, y, s eine Gleichung, die, da sie
von co ganz unabhängig ist, für alle jene Curven, d. h. die für
die gesuchte ein hüllende Fläche selbst gehören wird.

Ex. 1. Um diefs durch ein Beyspiel vollkommen deutlich zu
machen, sey in der Ebene der xy irgend eine Curve, deren
Gleichung

y ~ /O)

seyn soll, verzeichnet. Auf dieser Curve bewege sich der Mit-
telpunct einer Kugel, deren Halbmesser r ist. Der Raum, wel¬
chen diese Kugel während ihrer Bewegung durchlauft, wird die
einhüllende Fläche für alle jene beweglichen Kugeln seyn.

Ist co der Werth von x für irgend eine bestimmte Lage des
Mittelpuncts dieser beweglichen Kugel, so ist die Gleichung
derselben

(* — co/ -f. (y—f co) 2 + s* = r 2,

und das Differential dieser Gleichung in Beziehung auf co ist
. , r d.fa

x ~ w + Cr-/") • ~ d — = o.

Eliminirt man daher aus diesen beyden Gleichungen die
Gröfse io, so erhält man die gesuchte Gleichung der alle diese
Kugeln einhüllenden Fläche.

Ist zum Beyspiel, um dieses auf einen besonderen Fall an--
zuwenden, die feste, in der Ebene der xy verzeichnete Curve
ein Kreis des Halbmessers II, so hat man für die Gleichung die¬
ses Kreises

w* + (/«)* =
also auch

(l . /Ci) (0
d u \/ R* —
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Es gehen daher die zwey obigen Gleichungen für unseren

speciellen Fall in folgende über:
VW

O- 9 + ** =

V R z — 0)2
Eliminirt man darans die Gröfse o , so erhält man für die

gesuchte Gleichung der alle jene Kugeln einhüllenden Fläche

Vx* -j-y* — V r% — ®»

welches die Gleichung der Oberfläche eines körperlichen Rin¬

ges ist.

Setzt man in dieser Gleichung R = r, 90 erhält man

V a.’* -\-y x — V f2 — s2 — r
für die Fläche, welche wir zuvor (§. 224 , II.) durch die Glei¬

chung (3) ausgedrückt haben.

Ex. II. Bewegt sich aber auf derselben fixen Curve die

Spitze eines Kegels mit kreisförmiger Basis, dessen Axe senk¬

recht auf der Ebene der xy steht, und dessen Seite mit der Axe

den Winkel 0 bildet, so hat man (§. 221 , Ex. I.)

(x — 0 ) 2 -j- (y — /o)* = z* . Tang 1 0,

wovon das Differential in Beziehung auf o ist:

x to -j- (y foj) . • = 0 .

Ist daher wieder für einen besonderen Fall die feste Curve

ein Kreis des Halbmessers R, so hat man, wie zuvor,

= V ft 2 —

d • f cü w
und

da
V R- — to-

Substituirt man diese Werthe von/to und
d.fu

dt
in der vor¬

letzten Gleichung, so erhält man

_ Rx

V x '1 + j-’

und wenn man endlich auch diesen Werth von oj in der ersten

der vorhergehenden Gleichungen substituirt, so ist

V x* -J- y z ss Tang 0 -J- R
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die gesuchte Gleichung für die alle beweglichen Kegel cinhüllende
Fläche.

I. Es ist für sich klar, dafs sich dasselbe Verfahren auch

ungeändert auf krumme Linien anwenden läfst, welche eine ge¬

gebene, aber bewegliche krumme Linie, in allen Lagen der letz¬

teren, ringsum einschliefst. Wenn sich z.B. der Mittclpunct ei¬

nes Kreises des Halbmessers rauf einer Curve, deren Gleichung

durch x — cj undjr=/co gegeben ist, bewegt, so wird die Glei¬

chung des beweglichen Kreises seyn:

(ar —co ) 2 + (j —/<o ) 2 = r 2 ;

und von dieser Gleichung ist das Differential in Beziehung auf co

+ Cr—/«) • ^ °-

Eliminirt man dann aus diesen beyden Gleichungen die

Gröfse co, so erhält man die gesuchte Gleichung der alle beweg¬
lichen Kreise einhüllenden Curve.

Ist z. B. die Curve, auf deren Peripherie sich der Mittcl¬

punct jenes Kreises bewegt, wieder ein Kreis des Halbmessers B,
«0 hat man

/« = V ^ 2 ~ « 2,
also auch für jene beyden Gleichungen

(x — co ) 2 -j- (j' — —co 2) 2 = r 2 ,

x — co — (j —— co 2) . - ■ M = o$
VIV- _

ynd diese zwey Gleichungen geben, durch Elimination der Gröfse co,

x i _j_ — (K j- r y

für die Gleichung der gesuchten einhüllenden Curve, die, dem¬

nach ein doppelter, dem erwähnten festen concentrischer Kreis

ist, dessen Halbmesser gleich der Summe oder gleich der Diffe¬

renz der beyden Gröfsen B und r ist, je nachdem man dieDurch-

schnitte der beweglichen Kreise auf der äufseren oder auf der

inneren Seite des festen Kreises betrachtet,



Acht und zwanzigstes Capitol.
Principien der Integralrechnung.

§,226. (Erklärung-) Wir haben in dem Vorhergehenden

die Gleichungen mehrerer krummen Linien und Flächen kennen

gelernt, und da diese Gleichungen als der vollständige Ausdruck

derjenigen Gegenstände im Raume, die sie repräsentiren, zu be¬

trachten sind, so werden wir auch durch diese Gleichungen selbst

in den Stand gesetzt, alle Eigenschaften , durch welche sich jene

krummen Linien und Flächen unter einander unterscheiden und

auszeichnen, aufzulinden, wie diefs z. B. bey der krummen Linie

des zweyten Grades geschehen ist, die wir oben (§. ig 5 . u. f.

und §. 210.) umständlicher betrachtet haben.

Allein es gibt noch Fragen anderer Art, welche dieselben

Gegenstände betreffen — Fragen, die wir bisher noch kaum be¬

rührt haben, und die sich aus jenen Gleichungen nicht, wenig¬

stens nicht so unmittelbar, ableiten lassen, wie diefs allerdings

mit den übrigen ^Eigenschaften dieser Curven und Flächen der

Fall ist.

I. Wenn man z. B. die Länge einer krummen Linie, etwa

der Ellipse, oder wenn man die Fläche sucht, welche sie ein¬

schliefst, oder wenn man um die Oberfläche und um das Volum

desjenigen Körpers fragt, der durch die Rotation dieser Ellipse

um irgend eine Axe entstanden ist, so sieht man nicht sogleich,

wie man, blofs mit Hülfe jener gegebenen Gleichung dieser Curve,

zu Kenntnissen solcher Art gelangen kann.

Wir haben in dem Vorhergehenden, bey Gelegenheit der

Tangenten und Krümmungshalbmesser, das Verhalten der klein¬

sten Theile oder der Elemente der Curven und Flächen gegen

einander untersucht, und dasselbe, wie es die Natur der Sache

fordert, aus den Differentialgleichungen dieser Curven abgeleitet.

Auch haben wir bereits früher noch (Cap.X.) gesehen, dafs man

von jedem gegebenen Ausdruck zwischen endlichen Greffen,
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welcher Art derselbe auch seyn mag, das Differential desselben
ohne Mühe und durch ein im Grunde sehr einfaches Verfahren
ableiten kann.

II. Hier aber, bey der Beantwortung dieser neuen Fragen,
handelt es sich offenbar um ein jenem vorhergehenden ganz entge¬
gengesetztes Verfahren. Hier ist nämlich das Element des Bo¬
gens oder der Fläche einer Curve gegeben, und es soll daraus
dieser Bogen oder diese Fläche selbst abgeleitet werden; oder
mit anderen Worten, hier soll man aus einem gegebenen Differential
rückwärts auf denjenigen endlichen Ausdruck schliefsen, durch des¬
sen Differentiirung jenes unendlich kleine Element entstanden ist.
Man nennt aber diesen endlichen Ausdruck das Integral von seinem
Differentialausdrucke, so wie auch das Verfahren , durch welches
man von einem gegebenen Differentiale zu seinem Integrale ge¬
langt, die Integralrechnung genannt wird. — Endlich pflegt man
auch, so wie man oben das Differential eines endlichen Ausdru¬

ckes durch d angezeigt hat, das Integral eines gegebenen Diffe¬
rentials durch ein dem letzten vorgesetztes f auszudrücken. So
haben wir z. B. in §. 5i. für das Differential der Gröfse x m er¬
hallen :

d . x m = mx m ~‘ dx$

also wird auch umgekehrt das Integral von mx m—'dx durch
j’mx m—'dx ausgedrückt werden, oder man wird haben:

fmx m —'dx = x m \

und da die constante Gröfse m auf das Integrale selbst keinen
weiteren Einflufs haben kann, so wird man dieselbe auch aufser
dem Integralzeichen setzen können, wodurch man erhält:

m fx ”‘~ 1 d x =. x’" j

oder auch, wenn man statt in die Gröfse ~J— i setzt:

fx m dx ” —-,
J m —j- l r

Tn der That erhält man auch die Gröfse unter dem Integral¬
zeichen wieder, wenn man das Integral selbst, nach den oben
gegebenen Vorschriften, differenliirt. So gibt

7/1-1-I
j xd . -,

m -}- i
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oder, was dasselbe ist, so gibt

-— . d . a: m +' ,
m -J- 1

wenn man die Gröfse d.x m +' nach §. 5i. differentiirt, den vor¬

hergehenden Ausdruck x m dx wieder, wie es seyn soll, da die

heyden Symbole d und J' eine einander direct entgegengesetzte

Bedeutung haben.

III. Allein ganz eben so wird man auch den Ausdruck haben:

,r m+ lfx m dx =-■ -j- C,
J m -(- i

wo C irgend eine constante Gröfse bezeichnet. Denn nimmt man

wieder von den beyden Theilen dieser Gleichung das Differential,

so erhält man für den ersten Theil

d.fx m dx = x m dx ,

und für den zweyten, da die beständige Gröfse C, als solche,

kein Differential hat:

wie zuvor.

Da nämlich durch die Differentiation eines endlichen Aus¬

drucks, wie wir oben (§. 220 .) gesehen haben, eine constante

Gröfse verloren gehen kann, so wird man, so oft man von einem

gegebenen Differential zu seinem Integrale übergegangen ist,

dem letzten eine solche constante Gröfse wieder hinzufügen. Der

eigentliche Werth dieser Constante kann übrigens in den meisten

Fällen sehr leicht bestimmt werden. Denn hat man z. B. das

Integral
r m+‘

r = f x m dx =-1- C
J J m 1

gefunden, und weifs man, oder nimmt man an, dafs dieses In¬

tegral y=^A für x = a ist, so hat man

also auch

772—1—Ia ‘

m -J-
+ c,

C =3 A — s w + l

in -J- 1

Soll aberj- mit x zugleich verschwinden, so hat man, wenn
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77i —f- i positiv ist, auch C=o, u. s. f. in allen ähnlichen Fällen,
Wir werden in der Folge diese Conslanlcn der Integration bey
jedem Integrale als schon betrachtet voraussetzen, ohne ihrer
immer ausdrücklich zu erwähnen.

§. 227, (Einfachste lntegralformeln.) Alle analyti-
sehen Ausdrücke, mit welchen wir uns bisher beschäftiget haben,
sind entweder aus Potenzen, oder Logarithmen, Exponential-
grüfsen, oder endlich aus den sogenannten trigonometrischen
Functionen Sinar, Are Sin x u. f, zusammengesetzt; und da wir
bereits oben (Cap. X. und $. 102.) die Differentialien dieser ein¬
zelnen Classen von Gröfsen gefunden haben, so ist dadurch auch
das Differential eines jeden aus ihnen zusammengesetzten Aus¬
drucks gegeben. Aus diesem Grunde ist die Differentialrechnung
als ein vollendeter, für sich abgeschlossenerTheil der mathema¬
tischen Analysis zu betrachten, und nicht mehr sie selbst, son¬
dern nur die Anwendung ihrer Grundsätze auf verschiedene Pro¬
bleme kann Veranlassung zu weiteren Entdeckungen seyn.

Nicht so verhält es sich mit der Integralrechnung. Die For¬
men, unter welchen die Differcntialausdrücke von einer oder auch
von mehreren veränderlichen Gröfsen auftreten können, sind so
mannigfaltig, und die Veränderungen (vergl. Jj. 220.), die sie er¬
littenhaben, können so verschieden seyn, dafssie sich nicht leicht
auf einzelne Vorschriften, wie bey der Differentialrechnung,
noch auf bestimmte , das Ganze umfassende Classen zurückführen

lassen, und dafs es oft sehr schwer, ja nicht selten sogar unmög¬
lich ist, denjenigen geschlossenen endlichen Ausdruck, aus wel¬
chem das vorgelegte Differential entstanden ist, d. h. das Inte¬
gral desselben anzugebeu.

Aus dieser Ursache ist die Integralrechnung, obschon auf
sie vielleicht mehr Mühe und Scharfsinn, als auf irgend einen
andern Zweig der Mathematik verwendet worden ist, noch immer,
einige allerdings sehr wichtige Partien dei’selben ausgenommen,
mehr als ein Aggregat von oft nur wenig unter einander zusam¬
menhängenden Theilen , denn als ein wissenschaftlich geordnetes,
in sich abgeschlossenes Ganze zu betrachten. Und diefs ist zu¬
gleich der Grund, warum sie noch so wenig in diejenigen Schrif¬
ten aufgenomrnen worden ist, die sich mit dem ersten Unterrichte
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in den mathematischen Wissenschaften beschäftiget haben, da
die diesem Gegenstände ausschliefslich gewidmeten Werke (z.E.
Euler’s Instit. calculi inlegralis , 4 FoZ. f F. -> oder Lacroix traile

du calc. integral , 3 Fol. IV.) für jenen Zweck zu voluminös und
auch ohne Weitläufigkeit keines angemessenen Auszugs fähig sind.
So ist es gekommen, dafs die wichtigsten und interessantesten
Resultate der neueren Analysis immer nur als der Antheil
einiger Wenigen, die sich ausschliefsend der Wissenschaft
widmen, betrachtet wurden, und dafs sie von jenen Lehr-
büchei-n, und somit auch von der Kenntnifs des bey weitem gröfs-
ten Theiles der Leser, immer fern geblieben sind, indem man
auf alle diese schönen und bewunderungswürdigen Entdeckungen
der Neueren verzichtend, sich mit den wenigen und kargen
Lehrsätzen begnügte, welche die alten Griechen, mühsam genug,
da ihnen unsere Analysis fremd war, über die Kugel und den
Cylinder gefunden hatten.

Versuchen wir es daher, einen anderen Weg einzuschlagen,
und sehen wir zu, ob wir, auch ohne Hülfe jenes gelehrten Ap¬
parats von so vielen Bänden, auf eine einfachere Weise zu der
Beantwortung der oben (§. 226 .) aufgestellten Fragen gelangen
können.

Da , nach dem Vorhergehenden , das Verfahren der Integral¬
rechnung das Umgekehrte von dem der Differentialrechnung ist,
so werden wir zuerst, durch eine blofse einfache Inversion der
oben (§. 54 . und 102 .) aufgestellten Formeln der Differential¬
rechnung, sofort auch eben so viele Fundamentalausdrücke für
die Integralrechnung erhalten, so dafs man daher folgende ein¬
fache Ausdrücke haben wird.

I. Durch Umkehrung der Formeln des §. 54:

x m +'fx m dx = -,
J m + 1

= lognata:,r.

Ca x dx ~ -— -,
J lognata

j~e x dx = e x , wo lognate = 1 .

11. Und eben so durch Umkehrung uer Formeln des §. «o5i;
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f d<b Sin ? = — Cos ?,

fdfCosy = Sin y,

d 9 Sin <p

J'.Ui; = Sco ?'

/ d<? Cos <? = - Cosec ?’

fd ? = Tan s?>
fZ u

Jsi^ = - Cotang,,,

JgnT? = >»8 T “e^ = l °6 1- i i„c ” ? .

j’^^.OgT.ag^^.og^.

III. Aus den Gleichungen des Nr. II. könnte man sofort meh-

ttere andere öfter vorkommende Integralformeln, z. B. die von

und C-^L
J [/r±

ableiten.

p dx

Setzt man nämlich die Gröfse x = Sin?, so hat man

dx = df Cos?, und daher

p dx i

Jvt^x i =

oder, was dasselbe ist:

C dxI ■ — = Are Sinx . . . (i).
J VI — X- v ’

Geht dann in diesem Ausdrucke x in x —i über, so ist

V — » f- ~ dx - • = ?, oderauch f - d 'V = — ?-\/—i.
J \/1 -f- x- J 1 +

Allein nach §. io5, II. ist

— y-Y— i = log (Cos ? — — i. Sin?) = log (\/1 -j- -(- a:) ;

also ist auch

dx

/V 7/T+-
= log (o: -j- y X -)- a: 2 )

. ( 2 ).

Ganz eben so erhält man, wenn man a: = Tang? setzt:

= /■* = ».
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also auch

h d x

+ x-
— = Are Tanga; • ( 3 );

und wenn man in diesem Ausdrucke x \/" — i statt x setzt:

oder = •

also auch, wenn man statt —9. V — i wieder den vorigen Werth

substituirt, da x V—i , _ i
Sin © t= -— und Cos <j> = —:-- ist,Y \Z~r^Tx^ \A - **

- f = i°s(n== + 7=)'
und daher

d xfr xi

1 + X ,, 1 + X= lo'r-- = -loer-
° v/rr^: a 5 . - .r • • • ( 4 ).

5.228. (Integration desAusdrncks ^<pSin TO<pCos'”<p).
Durch ein dem vorhergehenden(J.227, III.) ähnliches Verfahren,

oder auch durch andere Mittel, könnte man eben so die Integrale

fx m dx (1 j- ax) n und f x m dx (1 + ax 1 )’ 1 u. f.

ahleiten, wo m und n ganze oder gebrochene, positive oder ne¬

gative Zahlen bezeichnen ; und diefs ist es auch, was in den oben

angeführten Werken geschehen, und bisher in allen anderen

Schriften über diesen Gegenstand beybehalten worden ist.

Allein zu unserer Absicht wird es angemessener seyn, aus

den einfachen, in $.227, Nr. II. gegebenen trigonometrischen

Ausdrücken, die sich im Grunde, wie wir oben (§. 102, I) ge¬

sehen haben, auf die einzige Grundformel

d . Sin 9 = d 9 Cos 9 oder f d 9 Cos 9 = Sin 9

zurückführen lassen, das Integral

fd<p Sin m 9 Cos" 9

zu entwickeln, wo m und n blofs ganze, übrigens entweder po-=

sitive oder negative Zahlen bezeichnen, indem dieses Integral,

wie wir bald sehen werden, zur Auflösung der hier in Rede ste¬

henden Probleme vollkommen hinreicht.

I. So lange nun die Gröfsen m und n blofs positive ganze

Zahlen andeuten, könnte man das gesuchte Integral
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f d 9 Sin m 9> Cos" 9

unmittelbar aus den Gleichungen des §. 99. ableiten, welche die

Potenzen der Sinus und Cosinus der einfachen Bogen durch die

Sinus und Cosinus derselben vielfachen Bogen geben. Auf diese

Weise würden uns diese Gleichungen für die Integralrechnung

von nicht geringerem Nutzen seyn, als es die ihnen entgegen¬

gesetzten des unmittelbar vorhergehenden §. 98. für die Bestim¬

mung der regelraäfsigen Polygone (§. 121.) gewesen sind.

Wollte man z. B. das Integral

f cl<p Sin 3 9

finden, so hätte man, nach §. 99:

4 Sin 3 9 = 3 Sin 9 — Sin 3 9;

also ist auch sofort, nach den Fundamentalformeln des §. 227,
Nr. II.:

fd 9 Sin 3 9 = { fd 9 Sin 9 — d 9 Sin 3 9 ,

das heifst:

fdf Sin 3 9 = Cos 3 9 — {Cos 9.

Suchte man eben so das Integral

f d<f Sin 1 9 Cos 3 9,

so hätte man , nach §. 99 :

Sin 1 9 Cos 3 9 = {(1 — Cos 29) . {(3 Cos 9 -j- Cos 3 9),

oder wenn man dieses Product entwickelt:

Sin 1 9 Cos 3 9

= { (3 Cos 9 — 3 Cos 9 Cos 2 9 -j- Cos 3 9 — Cos 2 9 Cos 3 9).

Da man aber nach den ersten Gleichungen des §. 96. hat:

Cosa Cos ß — { Cos (a — ß) -J- { Cos (a -|- iß) ,

so hat man auch

Cos 9 Cos 2 9 = { (Cos 9 -)- Cos 3 9) und

Cos29Cos 39 = { (Cos 9 -j- Cos 5 9),

so dafs daher ist:

d 9 Sin 1 9 Cos 3 9 = —■ (2 Cos 9 — Cos 39 — Cos 5 9) ,

und diefs wieder nach §. 227, Nr. II. integrirt, gibt sofort

fd 9 Sin 2 9 Cos 3 9 = vs (2 Sin 9 — { Sin 3 9 — { Sin 5 9).



Man sieht, wie sich dieses Verfahren auf alle Werthe von

f dp Sin m 9 Cos h 9>
ohne Mühe fortsetzen läfst, wenn m und n ganze und positive
Zahlen bedeuten.

II. Allein für negative Werthe dieser Zahlen läfst sich jene
Methode nicht unmittelbar anwenden. Statt aber für die letzte¬
ren wieder ein zweytes, jenes gleichsam ergänzende Verfahren
aufzusuchen, wollen wir eine andere, beyden Bedingungen zu¬
gleich entsprechende Methode aufstellen.

Nach einem der ersten Grundsätze der Differentialrechnung
($, 49.) ist das Differential des Products von zwey veränderlichen
Gröfsen x und y

d . xy ■=■ x dy -|- y dx,

also ist auch, wenn man von allen Gliedern dieser Gleichung das
Integral nimmt:

fy d x =x xy — f x dy.
Dieser einfache, aber durch das ganze Gebiet der Integral¬

rechnung höchst fruchtbare Satz zeigt, dafs, wennj^ irgend eine
Function von x, und wenn das Integral fxdy bereits bekannt ist,
daraus auch sofort das Integral fy dx , oder umgekehrt, abgelei¬
tet werden kann *). Man sieht, dafs bey diesem Verfahren alles

*) Um dicfs durch ein einfaches Beyspiel zu zeigen, sey das Integral
f u '1 . (log nat 11) . d 11

zu suchen. Setzt man den gegebenen Ausdruck n 2 (log ti) d u — ydx,
so kann man, dem beabsichtigten Zwecke gemäfs,

y = log« und dx = u l du
nehmen, wodurch man erhält:

dy — — und x — yn 3.

Substituirt man diefs in dem vorhergehenden allgemeinen Aus¬
drucke , so hat man, da

fxdy = -j-fu-du = j; u?
und fy dx = f u 2 (log 11) d u

ist, für das gesuchte Integral
fu- (log u)du = -fii 3 log u — -JH 3.

Diese Art zu integriren wird die theilweise Integration (Inte¬
gration par partiesj genannt.
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auf eine schickliche Trennung des vorgelegten Integralausdrucks

in zwey Factorenjy und dx , oder x und dy ankömmt, wo von

den beyden Producten ydx oder x dy die Integration des einen
bereits bekannt ist.

Hm diesen allgemeinen Ausdruck auf unser gegenwärtiges

Problem, d. h. auf die Bestimmung des Integrals fd<p Sin m <p Cos“9

anzuwenden, wollen wir

r = (Cos ©) m +' 1+ 3 und dx = — n " —dp
J v (Cos?)- r

setzen, wodurch daher auch wird:

dy = — (m -J- n -|- 2) (Cos 9)" 1+ 11+' Sin 9 d 9
und

x = —-—■ (Tang9)"‘+ 1 .
m + 1

Substituirt man diese Wertlie von x, y, dx und dy in der

vorhergehenden allgemeinen Gleichung, so erhält man

fd 9 Sin m 9 Cos n 9

= —-— Sin m+ 1 9 Cos' 1+ 1 9 -I-——■ C de Sin" !+ 2 9 Cos" 9... (A),
m + 1 m -f- 1 J

oder auch umgekehrt, wenn man das letzte Glied dieses Ausdrucks

zuerst setzt:

f dp Sin nl+ 3 9 Cos' 1 9

Sin m +>9 Cos^T^ -j —9 Sin m 9Cos n 9 ... (A');

und diese Gleichung (A) oder (A') ist es, die uns das gesuchte

Integral

f dp Sin" 1 9 Cos"9

für alle ganzen, sowohl positiven als negativen Werthe der Grös¬

sen m und n geben wird.

Setzt man z. B. in der Gleichung (A') die Gröfse n = o, so
erhält man

f dtp Sin" 1+* p =— „ t~ a'Sin m ~t~' p Cos <p -|- m fdpSin m p.

Da man aber das Integral des letzten Theils für in = o und

m = 1 , nämlich

f dp Sin 0 tp = p und fdpS'mp — — Cosß,

schon aus dem Vorhergehenden (§. 227, II.) kennt, so erhält man,

wenn man in nach der Ordnung gleich 0, 1, 2, 3 , . , . setzt:
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fdp Sin 2 p = — {■ Sin p Cos p -f- 7 p ,

/dp Sin 3 p = — 7 Sin 2 ß Cos p — fCosp,

f dp Sin* p = — j Sin 3 p Cos p -J- in 2 ,

fdp Sin s p = — f Sin 4 p Cos p ,-f- 4 fdp Sin 3 p u. f.,

in welchen Ausdrücken man noch, wenn man will, die Potenzen

von Sin p nach den erwähnten Ausdrücken des $. 99. in die Sinus

und Cosinus dieser vielfachen Winkel verwandeln kann.

Setzt man dann in diesen Ausdrücken 90 — p statt p, so er¬

hält man auch die analogen Integrale von

dpCos z p, dp Cos 3 p, dpCos*pu.f.

Wenn man also in der allgemeinen Gleichung (A') dieGrofse

n = o setzt, so erhält man das Integral von

dp Sin m+ 2 p, wo m = o, 1,2,3,... ist.

Setzt man eben so in der Gleichung (A') statt n die Gröfse

1, 2, 3 , . . . , so erhält man die Integrale von

dp Sin ra+ 2 p Cosp,

d p Sin m + J p Cos 2 p ,

dp Sin m+ 3 ß Cos 3 p u. f.,

wo wieder m nach der Ordnung die Zahlen 0, 1, 2, 3 , . . .

bezeichnet.

Setzt man aber in der Gleichung (A) die Gröfse m gleich

— m , so hat man

/ d 9 Cos" 9 1
Sin 7”? ~ ~m ~ Sin

und in diesem Ausdrucke gibt

d 9

Cos"+'9 ,- 7 *+• -
— 1 1 m — 1

— n — 2 f*d o Cos”

f- Sin

n = o das Integral von
Sin"'9

d 9 Cos 9

Sin" 1 9

dtp Cos 2 9

für m = o, 1, 2, 3 ,

u. f.;
Sin 7" 9

und eben so erhält man auch für » = — 1 , —2, — 3 ,

Integral von

d<f d 9

das

dtf

Sin" >9CoS9 Sin 7"9 Cos 2 9 Sin 7"9 Cos 3 9

Littrow’e Anfangsgr. d. geeamint. ülathcno.

u. f. für m c - o, 1,2, 3 , i

26
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und so fort für alle besonderen Werthe, die man den Leyden

Gröfsen m und n geben kann. Man findet am Schlüsse die¬

ses Capitels die vorzüglichsten zur bequemeren Übersicht zu¬

sammengestellt, so dafs man demnach die ganze Integralrech¬

nung, so fern sie sich auf die Auflösung der oben (§. 226, I.)

aufgestellten Probleme bezieht, aus der einzigen Gleichung (A),

■wie aus einer ihnen allen gemeinschaftlichen Quelle, eben so

ableiten kann, wie wir oben die Trigonometrie, und durch

sie die ganze Geometrie, deren eigentliche Basis die Trigono¬

metrie ist, aus der einzigen Gleichung (A) des §. 91. abgeleitet
haben.

§. 029. (Integration des Ausdrucks <p m dcp Sin <p.)
Wenn man in der vorhergehenden allgemeinen Gleichung

fydx = xy — fxdy
die Gröfse

y =3 p m und dx = dp Sin p ,
also auch

dy == mp™—'dp und x = — Cosß

setzt, so erhält man sofort

/ p m dp Sin p = — p m Cos p -j - mf p m~' dp Cosp.

Ist dann wieder

y = p m~ l und dx — dpGosp,

so findet man auf dieselbe Weise

f p m ~' d p Cos p = p m ~ 1 Sinß — (m — 1) f fi m ~ 2 dp Sinß,

und ganz eben so gibt

y s= p m~* und dx cs dp Sin p

den Ausdruck

fp m— ! d p Sin p =— pn—^-Cosp — (rn—2) f p m ~ 3 dp Cos p.

Setzt man dieses Verfahren fort, und substituirt dann die

einzelnen Integrale in einander, so erhält man

f p m dp Sin p = — p m Cosp

-f- mp m ~‘Sinß
-|- m (jn —-i)p m—*Cosp
— m(m — i)(m — 2) p m ~S Sin p -[-J- . , . ,

wovon das Gesetz des Fortgangs deutlich ist.
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Ganz auf dieselbe Art erhält man auch den dem vorherge¬

henden analogen Ausdruck:

f d <p Cos <p == <pm Sin <p

mp" 1—1 Cos <p

— m (m—Op" 1— Sin 5»

■— m(m —0 ( m — 2)<p m ~ 3 Cos<p -f-

und diese beyden Ausdrücke gelten für alle Werlhe von m.

Wenn aber m eine ganze positive Zahl ist, ein Fall, der am häu¬

figsten vorkommt, so brechen beyde Reihen ab, und dann wird

das Integral von

p m dpSinp und p m dpCosp

durch einen endlichen oder geschlossenen Ausdruck gegeben.

§. 23 o. (Zusammenstellung der vorhergehenden
Ausdrücke.) Ehe wir die einzelnen Formeln, welche nach
dem Vorhergehenden aus der allgemeinen Gleichung (A) entsprin¬

gen, zum bequemen Gebrauche sammeln, wollen wir ihnen noch

einige Bemerkungen vorausschicken.

Erstens gelten alle diese Ausdrücke auch dann, wenn man

in ihnen die Gröfse 9 in

94, B), wenn man

90 — 9 verwandelt,

statt setzt

9 • I
c

d<p ... — d 9,

Sin 9 . . . . Cos 9,

Cos 9 . . . . -f- Sin 9,

Sin 2 9 . . . -j- Sin 2 9 ,

Cos 2 9 . . . Cos 29,

Sin 3 9 . . — Cos 89,

Cos 3 9 . . . — Sin 3 9,

Sin 4 9 . . . — Sin 49?

Cos 4 9 . . , -[- Cos 49 i

Sin 5 9 . . . -j- Cos 5 9,

Cos 5 9 . . . -f- Sin 5 9 u. f.

Demnach erhält man z.R. durch den Ausdruck fd<p Sin 3 9 Cos 2 9

der folgenden Tafel auch sogleich den von fd<p Cos 3 y>Sin J p,
26 *
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daher auch der letzte, als überflüssig, nicht durchaus in der

Tafel erscheint. Die Tafel gibt nämlich 1' 1 ;

fd<p Sin 3 9 Cos* 9 = — Cos 5 ? — j Cos 3 y — 2 Cos 9),

also ist auch sofort

fdf Cos 3 9 Sin 2 9 = — Sin 5 <p + 7 Sin 3 ? — 2 Sin 9).

Zweitens kommen, aus demselben Grunde, auch Ausdrücke
der Art

fd 9 Tang 3 9 oder fd 9 Sec 9 Tang* 9 u. f.

nicht unmittelbar in der Tafel vor, da sie schon in den ihnen

gleichgeltenden

oder t
J Cos 3 <p J Cos 3 9

enthalten sind.

Drittens endlich läfst sich das allen Formeln dieser Tafel

zu Grunde liegende Integral

fd<j> Sin m 9 Cos" 9

auch auf die zusammengesetzte Formel anwenden:

fd 9 Sin 171(a 9 + b) Cos" (a 9 -f- b ),

wo a und b constante Gröfsen bezeichnen, wenn man nur in den

Ausdrücken der Tafel a<p -f- b statt 9 setzt, und dann das Ganze

durch die Gröfse a dividirt,

Nämlich

f d<f Cos 9 ss Sin 9 gibt

f d<p Cos (a 9 -f- b) es - Sin (a 9 -j- b );

fd 9 Sin 2 9 Cos 9 =3 jSin 3 9 gibt sofort

fd 9 S in5 (a 9 -f- b) Cos (a 9 -j- 6) — Sin 3 (a 9 -{- 6);

/\ 2 ^Sin 2 ^ oo- 4-o
J ~ ' Cos ? = — Sin 9 -f log Tang ——L gibt eben so

pl<f Sm- (a<? -j- b) 1 0 ._ , 1 m go + av 4 -&J Co,(«7+A) - = --Si"(a? + ») + - log Tang-

Inte g ralt a f e 1.
1. fd 9 Sin"‘9, wo m = i, 2, 3 , . . .

f d 9 Sin 9 = — Cos 9 ,

J’d9Sin*9 = — |Sin29 -f~ r?»
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fdf Sin*9 = -^CosS^ — jCos<p,
fd?Sin*<p = j^Sin4y — £Sin29 -f- jfi
J*d 9 Sin 5 9 = — -^Cos 5 ? -j- st Cos 39 — 4 Cos 9,
f d 9 Sin ö 9 = — Sin 69 -{- ^ Sin 49 — ü Sin 29 -^9.

II. J'd 9 Cos m 9-

fd 9 Cos 9 = Sin 9,
f d 9 Cos 1 9 = -j Sin 29 -(- 79,
J’d9Cos 3 9 = -^8^39 -f- 4Sin9,
f d<]> Cos 4 9 = 57 Sin 49 -f- jSin 2 ? + 49 »
J^9 Cos 5 9 e= ^8^59 -(- 41- Sin 39 -f- |Sin9,
J’d9Cos 5 9 = —Sin 69 + ^ Sin49 + f|Sin29 -j- -^9.

fi
d 9

m. fJ Sin"
d 9

Sin 9
d 9

log Tang i 9 ,

JsSr? = - c °“"’
*£ <p

Sin 3 2 Sin'f

f

Cos 9
i2 9 2JS1

d 9
Sin 9 *

^y— = Cotang 9 — -j Cotang 3 9,

= ~ + ss^) Cos? + i/Ä?’

f __ _ /_ 1 I 4 _1_ _J_Cos 9.
Jsin°9 yöSin s 9 ~ i5Sin 5 9 ^ iöSin9/

iy.

JtS; = losT!",s2£ f S ’

= T »”Sf.

fl
d 9

Ü0S m <?*

fl

Cos- 9
d9 _ Sin 9

Cos 3 9 2 Cos
iin 9 . 1 P de/

3 os- 9 ‘ 2 J (Cos 9 ’

/c^ =Tang9 + rrans3? ’
fJ*- = (—±— + --?■—) Sin 9 4- - fA-,

y Cos s <f \4 Cos 4 ‘p 8 Cos-^y 8 J Cos y

= f + _1— + _L_) Sin 9 .
J Cos 119 \5Cos 4 9 ioCos 3 9 1 15C0S9/
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V. fd 9 Sin m y> Cos f.

f df Sin9 Cos 9 = — j Cos 29,

f d 9 Sin 2 9 Cos 9 = — Sin 39 -f- |Sin9,

yd 9 Sin 3 9 Cos 9 = Cos 49 — | Cos 29,

J df Sin 4 9 Cos 9 = Sin 59 — Sin 39 -j- £Sin9.

yi. fdf Sin“9 Cos 2 9.

yd 9 Sin 9 Cos 2 9 = — ~ Cos 3 f — £ Cos 9,

fd 9 Sin 2 9 Cos 2 9 = — Sin 49 -f- jf,

fd 9 Sin 3 9 Cos 2 9 = 5^Cos59 — ^Cos 39 — -;-Cos9,

f df Sin 1 9 Cos 2 9 = 7^7 Sin 69 — eV sin 49 — ^ Sin 29 -f- ~ f.

VII. yd 9 Sin m 9 Cos 3 9.

f df Sin 9 Cos 3 f = j Sin 49,

yd9 Sin 2 9 Cos 3 9 = = eVSin59 — ^ Sin 39 + ^Sin9,

fd 9 Sin 3 9 Cos 3 9 = -—-Cos 69 — rj Cos 29,

fd f Sin 4 9 Cos 3 9 = ;ih sin 7 ? — 77780159 “ er Sin 39
+ 6T Sin 9-

VIII. f df Sin“ 9 Cos 4 9.

f df Sin 9 Cos 4 9 = ■— -§V Cos 5f — Cos 3f — -jCos 9,

fd 9 Sin 2 9 Cos 4 9 = — ~ Sin 69 — Sin 49 — 77 Sin 29 — d. 9,

f df Sin 3 9 Cos 4 9 = -jjj Cos 79 -f- Cos 5f — 77 Cos39
— ÄC0S9,

yd9Sin 4 9Cos 4 9 = 777-4 Sin 89 — -—Sin 49 + 770?.

f d 9

f d 9

f d 9

f d 9

Sin 9

Cos 9

Sin 2 9

Cos 9

Sin 3 9

Cos 9

Sin 4 9

Cos 9

ix. f 4?sin ~ 2 .J Cos 9

— log Cos 9,

- Si "f + f<äy

— 7 Sin 3 9 — Sin 9 J cdy

Cos y

f d 9

f d 9

Sin 9 __ 1

Cos 2 9 Cos 9 ’

X d 9 Sin“ 9

Cos 2 9

Sin 2 9

Cos 2 9
= Tan S9 — 9.
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f d *

fdf^L:
J 7 Cos 3 9

c , S' n2 V

J Cos 3 9

fd ? S-t Ü.J Cos 3 9

J 7 Cos 3 9

r d<?
J Sin 9 Cos 9

d 9

Cos ? +

- ;^ +^ ^

xi. ff;. 51 -*?.
J Cos 3 9

2 Cos 2 9 ’

Sin 9 l Pd 9

2 Cos 2 p 2 J Cos 9

-|- log Cos 9,
2 Cos 2 9

Sin 3 9 , 3 Sin 9 6 P dt?

2 Cos 2 o 2 J Cos 9 *Cos 2 9 2 Cos 2 9

XII. P'd 9 Sin m 9

Cos“* 9

3 Cos 3 9 ’

= t Tang* 9,

Sin- 2

Cos 3 9 3 Cos 3 9 ’

Tang 9 -j- 9.
T Tang 3 9 ~

^Sin m 9Cos9
1 log Tang 9,

d 9

P
Sin 2 9 Cos 9

T el ?
J Sin 3 9 Cos 9

d 9

Sin 4 9 Cos 9

= - §S7 + fc d 9

Cos 9 ‘

+ log Tang 9,

P 2 Sin 2 9

1 _ f-
Sin 9 JC

P
P

d 9

d 9

3 Sin 3 9 Sin 9 ' J Cos 9

Xiy. f-—-.Y J Sin m 9 Cos 2 9
d 9

Sin 9 Cos 2 9

d 9

Sin 2 9 Cos 2 9

= ~— + f
Cos 9 ^ J tCos 9 ^ J Sin9 ’

= — 2 Cotang 29,



Sin 5 ^ Cos- ^

d<p

p Cos <p

— j Cotang 29.Sin 4 p Cos 2 p o Cos p Sin 5 o

Sin 771p Cso 5 p

4 * log Tang

3 . 3
Sin <f Cos 5 cp

d 9
2 Cos- O

4 - -2 Sin 9 ‘ 2 J Cos <p ’

+ 2 log Tang 9,

5 iZ o

2 Sin 9 Cos 2 <p
2 Cos 2y

Sin 2 9 Cos 5 j)

d 9
Sin 5 p Cos 5 p

rf p

Sin 2 *2<p

2 Cos 2 cp Sin 5 p 1 2 J Sin 4 <p Cos 9

XVI. P--
J Sin m cp Cos 11

1 I 1 I C d?
3 Cos 3 9 Cos o JSino’

Sin’ 9 Cos 3 9

Sin 9 Cos 4 9

d cp
— j Cotang 29),Sm 1 cp Cos 4 9

d 9

3 Sin cp Cos 3 9

3 Sin 2 cp Cos 5 9 1 3 Sin 2 9 Cos cp

8 COS 2p 16 Cos 2cp

Sin 3 91 Cos 4 9)e?
|3 Sin 293 Sin 5 29Sin 4 cp Cos 4 9

XVII. f? m d<p Sin 9.

ffd<p Sin 9 0 — 9 Cos 9 -|- Sin 9,

J’9 2 d 9 Sin 9 = — 9 2 Cos9 -J- 2 9 Sin 9 4 2 Cos 9,

ff 3 d 9 Sin 9 c= — 9 3 Cos 9 4 * 3 9 2 Sin f -(- 6y Cos 9 — 6 Sin 9,

J~ 9 4<^9 Sin 9 =s — 9 4 Cos9 4 " 4 ? 3 Sin 9 -j- 129^059

— 24 9 Sin 9 — 24 Cos 9.

XVIII. f<p m d<p Cos f.

f<pd<p Cos 9 = 9 Sin 9 -{- Cos 9,

J’9 1 df Cos 9 = 9 2 Sin9 -|- 2 9 Cos 9 — 2 Sin 9,

J'9 3 dy Cos 9 = 9 3 Sin9 -J- 3 9 3 Cos 9 — 6 9 Sin 9 — 6 Cos 9,

J’9 4 d9Cos9 = 9 4 Sin9 -j- 4? 3 Cos9 — i2 9 2 Sin9

— 24 9 Cos 9 -J- 24 Sin 9.



Neun und zwanzigstes Capitel.
Rectification der Curven.

§. aäi. (Element des Bogens einer Curve.) Wir
wollen nun zu der Anwendung der Ausdrücke der vorhergehen¬
den Tafel auf die oben (§. 326, I.) erwähnten interessanten Pro¬
bleme übergehen, und unter diesen zuerst diejenigen betrach¬
ten , welche sich auf die Bestimmung der Länge des Bogens einer
Curve zwischen zwey gegebenen Puncten derselben , oder auf
die sogenannte Rectification der Curven beziehen.

Wir haben bereits oben (§. 2 jo, IV) den allgemeinen Aus¬
druck für das Element des Bogens einer Curve kennen gelernt.
Sind nämlich M und M' (Fig. 97) zwey nächste Puncte einer
Curve N Q , und betrachtet man diese Curve als ein Polygon von
unendlich kleinen geradlinien Seiten, so hat man in dem recht¬
winkligen Dreyecke MaM', in welchem Ma~dx und M'a = dy
die Differentialien der beyden Coordinaten AP = x und PM=y
bezeichnen, wenn man den Bogen N Q der Curve überhaupt
durch s bezeichnet, für das Element MM'= ds dieses Bogens-
den Ausdruck

ds — ^dx 2 -j- dy 2 . . . (A).

Substituirt man dann in diesen allgemeinen Ausdruck für

ds den Werth von dy durch x und dx so ausgedrückt, wie er
aus der Gleichung irgend einer gegebenen Curve folgt, so er¬
hält man den particulären Werth des Elements ds, wie er für
diese gegebene Curve gehört, in einer Gleichung der Form aus¬
gedrückt :

ds = f(x) . dx ;

und wenn man dann von diesem Differentialausdrucke f(x) . d x,
aus den Vorschriften der letzten Tafel, den endlichen Ausdruck
in x , das heilst, wenn man das Integral dieser Gröfse f{x) . dx
angeben kann, so hat man dadurch auch s durch x bestimmt, oder
man hat dadurch die Länge des Bogens dieser Curve durch die
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zu seinem Endpuncte gehörende Abscisse x, und zwar ganz all¬

gemein ausgedrückt, da man in der so erhaltenen Gleichung

zwischen s und x für die Gröfse x jeden willkürlichen Werth an¬

nehmen kann, um daraus sofort auch den ihm entsprechenden

Werth des Bogens s zu finden.

I. Um diefs zuerst auf ein sehr einfaches Beyspiel anzuwen¬

den, sey die Gleichung

x = ay — a

der geraden Linie C D M (Fig. 77) gegeben. Das Differential

dei’selben ist dx = ad/, also ist auch das Element MM' der

gegebenen Geraden selbst

d s = d x z -j- d y 1 = d x .

Von diesem Ausdrucke hat aber die Integration keine wei¬

tere Schwierigkeit, so dafs man für das gesuchte Integral sofort
erhält

s x 1 -f- a 2
a-

+
C,

wo C die oben (<jj. 226, III.) erwähnte Constante der Integration
bezeichnet.

Ist h der Winkel, welchen die Gerade CM mit der Axe der

y bildet, ist also ACD = () o— h, so hat man a = Tang h,

und das vorhergehende Integral geht in den folgenden einfache¬
ren Ausdruck über:

s = ShTÄ+ C -

Um diese Constante C zu bestimmen, kann man z. B. die Länge

unserer Geraden von demjenigen Puncte C an zählen, wo sie die

Axe der x schneidet. Da für diesen Punct y=zo, also auch

a’= — a ist, so gibt die vorhergehende Gleichung

o — — —— —1—C oder C -—-gm h * Sin h ’

und daher unser vollständig bestimmtes Integral

x -|- OL
Sin h ’

oder auch, wenn man statt x seinen Werth ay — a=yTangh — a
substituirt:

y
S =5 —--,

Cos h
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und durch die beyden letzten Gleichungen ist die Länge CM=zs

unserer Geraden für jeden gegebenen Werth von AP = x oder

von PM—y gegeben.

Zählt man aber die Länge dieser Geraden von dem Puncto

D, wo sie die Axe der y schneidet, so hat man für diesen Punct

x = o, also auch y —, so dafs daher auch C=o wird, wo-a

durch das vorhergehende Integral in den einfachen Ausdruck

übergeht:
x

Sin h oder s
y a

Cos k Sin h ’

aus welchem man wieder die Länge DM= s für jeden gegebe¬

nen Werth von AP = x oder PM-=y finden wird.

Alle diese Ausdrücke stimmen auch mit denjenigen überein:

CM = undSin h DM =
AP

Sin h ’

die man unmittelbar aus der Auflösung des rechtwinkligen Drey-

cckes BPM erhält.

II. Um dasselbe Verfahren auch auf eine im Raume ver-

zcichnete Gerade anzuwenden, deren Gleichungen sind

x = az -j- a

y = bz -{- ß

so hat man für das Element dieser Geraden (nach §. 2 i 5 .) den

Ausdruck _

ds = dx 2 -j- dy 2 -|- d z 2.

DifFereiitiirt man aber die beyden vorhergehenden Gleichun¬

gen, so hat man

dx = adz und dy — b dz,

und daher auch

d s = d z i ~J- a z -j- b 2 ,

wovon wieder das Integral ist

s =: z Const.

Nennt man/, g, h die Winkel, welche diese Gerade mit

den coordinirten Axen der x , y , s macht, so hat man (nach

§. 186, II.)
COS / 7. _ C ° S S
t , . und h —.— jCos h Cos ha
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also auch, da Cos J/-j- Cos 2 #-}- Cos 2 7i

1 -(- a 2 + ft 1 =

i ist:

Cos- h ’

so dafs daher das vorhergehende Integral in folgendes übergeht:

Cos h -|- Const.

Will man nun die Gröfsen s und s zugleich verschwinden

lassen, d. h. zählt man die Länge der Geraden von dem Puncte,

wo sie die Ebene der xy schneidet, so ist auch Const = o, und

daher

5 = T^Th • • * (')•

Zählt man aber diese Gerade von der Ebene der xz,g
so ist für den Anfangspunct y == o und z ==— tl, also auch

Const =
ß

b Cos h Cos g , und daher jenes Integral

Pmj 7» r f ]nc oder s = —
Cosg ( 2 ).Cos li 1 Cos g

Nimmtman endlich den Anfang der Zählung in der Ebene^z,

so ist x=o und s =-also auch Const =a

und daher das gesuchte Integral

aCosh Gosf’

+ oder s = ( 3 ),
Cos h 1 Cosy " ' Cos f

und diese Gleichungen (i), (2) und ( 3 ) geben den gesuchten

Werth der Länge s der gegebenen Geraden für jeden Werth von

x , y oder z.

§. 232. (Rectilication des Kreises.) indem wir nun
zu den eigentlichen krummen Linien übergehen, wählen wir

zuerst die einfachste derselben, den Kreis, dessen Gleichnng

nach §. 199.
r = 2 a Cos v

ist, wo a der Halbmesser, r eine Sehne, und v der Winkel der

Sehne mit einem durch ihren Endpunct gehenden Durchmesser
des Kreises ist.

Da aber diese Gleichung nicht mehr zwischen rechlwinkli-
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gen Coordinaten x, y, sondern zwischen den Polarcoordinalen

($j. 180, I.) r und v besteht, so werden wir zuerst den oben ge¬

gebenen allgemeinen Ausdruck von

ds = y'dx '1 -J- dy z

für diese neuen Coordinaten umgestalten. Man hat aber (a.a.O.)

x = r Cos v,

y == r Sinv,

also auch, wenn man diese beyden Gleichungen differentiirt:

dx = dr Cosv — rdv Sinv,

dy = dr Sinv -j~ rdv Cosv,

und wenn man diese Werthe von dx und dy in den vorherge¬

henden Ausdruck von ds substituirt:

ds = j/d?' 2 -)- rdv 1 . . • (A'),

welches demnach der allgemeine Ausdruck für das Element jeder

ebenen Curve zwischen den Polarcoordinaten rund v ist, wie wir

auch schon früher ($. 21 3 .) gefunden haben.
Substituirt man daher in diesem Ausdrucke von ds den

Werth von

dr =s — 2 adv Sin v ,

der unmittelbar aus der obigen Gleichung des Kreises folgt, so

erhält man

ds = dv. \^^a z Sin J v -(- 4 a 1 Cos^v oder

ds = 2 adv,

wovon das Integral ist
s — 2 av,

wenn nämlich s zugleich mit v verschwinden soll.

Für v = 5T, wo 5r= 3 .i 4 i 5 q..., erhält man die ganze Pe¬

ripherie des Kreises, dessen Halbmesser a ist, gleich

2 an,

übereinstimmend mit »24, V.

I. Dasselbe findet man auch aus der Gleichung des Kreises
( 5 * >99 *)

zwischen rechtwinkligen Coordinaten. Diese Gleichung gibt
nämlich

X

xdx ydy = o oder dy = — — dx ,
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also ist auch für den Kreis
a d.v

ds ss d x~ -(- dy A
\/ a- — x"

Um diesen Ausdruck zu integriren, könnte man die Glei¬

chung (i) des $. 227, III. benützen. Setzt man nämlich in dieser
X

Gleichung - statt x, so erhält man

dx . x
Are Sin —,k

\/ a i — x"

so dafs demnach das gesuchte Integral ist
f* ad x

J V a'- — X 1 a Are Sin - ,a

wenn s mit x zugleich verschwindet. Für x=sa wird aber
X

Are Sin — = Are Sin 1 = - x,a ’

also ist auch der vierte Theil der Kreisperipherie gleich

und daher diese Peripherie seihst gleich zax, wie zuvoi\

II. Allein da es unsere Absicht ist, alle hier und in der

Folge noch zu entwickelnden Integrale ganz aus der Tafel des

§. 23 o. zu nehmen, und somit aus einer einzigen Quelle [der

Gleichung (A) des §. 228.] abzuleiten, so wollen wir schon jetzt

einer merkwürdigen Umgestaltung der Gleichungen einer jeden

Curve erw'ähnen, die uns in der Folge sehr nützlich seyn wird,

da sie es eigentlich ist, die uns in den Stand setzt, die erwähnte

Quelle gehörig zu benützen.

Obschon nämlich jede ebene Curve, ihrer Natur nach, nur

durch eine einzige Gleichung zwischen x undjr ausgedrückt wird,

so ist es doch oft sehr vortheilhaft, dieselbe, mittelst Einführung

einer Hülfsgröfse, durch zwey Gleichungen zu geben. Wir ha¬

ben davon bereits oben (§. 207.) ein Beyspiel bey der Cyclois

kennen gelernt, w'O v = - diese Hülfsgröfse oder das Ver¬

bindungsmittel zwischen den beyden dort aufgestellten Gleichun¬

gen dieser Curve ist. — Es ist in den meisten Fällen sehr leicht,

eine solche Hülfsgröfse aufzufinden, und man sieht, dafs man

sie, zur Benützung' der Tafel von §. 23 o, aus den trigonometrischen

Functionen wählen wird. Für den Kreis , dessen Gleichung

x ' + J' = a-



415§. 252 .

ist, biethet sich, da man nach §. q 5 . eben so für jeden Winkel

9 hat
Cos 2 y -]- Sin 2 9=i,

diese Wahl gleichsam yon selbst dar. Man wird nämlich den

Kreis auch durch die beyden folgenden Gleichungen ausdrücken

können:

x = a Cos 9

y = a Sin 9

Diese Gleichungen geben aber sofort

dx = — ad 9 Sin 9,

dy = ad 9 Cos9,

und daher auch, wenn man diese Werthe yon dx und dy in der

Gleichung (A) substituirt:

ds = a d 9,

wovon das Integral ist
s = <29,

wenn s mit 9 verschwindet. Nennt man also wieder 2 x die Pe¬

ripherie eines Kreises, dessen Halbmesser die Einheit ist, so hat

man, wenn man in der letzten Gleichung 9 = 2®- setzt, für die

Peripherie desjenigen Kreises, dessen Halbmesser a ist, den Aus¬

druck zax, wie.zuvor.

III. Man sieht übrigens, dafs alle vorhergehenden Ausdrücke

den Werth von x als bereits bekannt voraussetzen, und dafs z.B.

die obige Gleichung

s — a Are Sin —
a

uns über den eigentlichen Werth dieser Gröfse x nichts kennen

lehrt. Wir haben zwar diese Gröfse schon oben (§. io 3 .) mit

einer für alle wissenschaftlichen Bedürfnisse mehr als hinläng¬

lichen Genauigkeit kennen gelernt, aber nur durch die Summirung

von zwar convergenten , aber doch immer unendlichen Reihen,

und da man kein anderes Mittel kennt, diesen Zweck zu errei¬

chen, oder da es, wie es scheint, unmöglich ist, den Werth eines

Kreisbogens, zu welchem z.B. die Abscisse x gehört, durch

eine endliche und geschlossene Function dieser Abscisse auszu¬

drücken, so sagt man, dafs der Kreis eine nicht rectificable Curve

sey, deren cs noch viele andere gibt, was uns aber nicht

hindern soll, den bereits gefundenen, wenn auch nur genäher-
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ten Werth von x auch in der Folge noch oft mit grofsem Vor¬

theil anzuwenden , wie diefs bereits in dem Vorhergehenden

häufig genug geschehen ist.

§. s33. (Rectification der Parabel) Die Gleichung
der Parabel ist

y 1- = ax.

Setzt man, um diese Gleichung durch zwey andere auszu¬

drücken ,

a? = ja Tang 2 ?, so ist y = ~a Tang?,

so dafs man daher hat
Tang?

dx = \adf .

i adtf
^ 2 Cos 2 ? *

Cos 2 ? ’

Substituirt man aber diese Ausdrücke von dx und dy in

der allgemeinen Gleichung (A), so erhält man

ds = i ad ^,Cos 3 <p

und davon ist das Integral (nach §. a3o, IV.)

wenn s mit ? (oder was dasselbe ist, mit x) zugleich verschwin¬

det , oder wenn der Bogen s von dem Scheitel der Parabel ge¬

nommen wird.

I. Wollte man diesen Bogen s durch die Abscisse x aus-

drücken, so hat man

Tang? = 2 Y
also auch

Sin ? =s 2 \Y — —- und Cos ? = \ f — a
V a -f- 4 x ¥ a

und überdiefs

i .— Sin? Va -f- k x ~ 2 ^ x

+ 4 x *

Tang 9°"
Cos ? V«

Substituirt man diese Werlhe in dem vorhergehenden Aus¬

drucke von s, so erhält man

i t r - \-; , , V& k x — sV-v
s = - y ax -j- 4 *- — x a log- ----..
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Die Parabel ist demnach eine rectificable Curve, da man für je¬

den Werth von x oder von 9 den ihm entsprechenden Bogen s

durch einen geschlossenen Ausdruck findet.

§. 234. (Rectification der Neil’schen Parabel.)
Die Gleichung dieser Curve ist (§. 202.)

y 3 = ax 1.

Setzt man daher x = ^ a Tang 3 9, so ist y = | a Tang 2 9,

und daher auch

, 8 a Tang 2 9.^9 , 8 a Tango, clo
ö & t « r, 5 “ ' p 7, >9 Cos- 9 9 Cos- 9

und dadurch wird die Gleichung (A)

8 a da Sin 9
cLs 1— , -- j

9 Cös-' 9

wovon nach §. 23 o, XII. das Integral ist

8 a

27 Cos 3 9 -j-j Const.

Zählt man den Bogen s vom Scheitel dieser Curve, oder ist

s = o für a; = 9 = o, so hat man 8 a
Const -'■« ■ — 9

und daher auch

27

__ 8 a S _\\
27 \,Cos 3 9 /

Will man den Bogen s durch die Ordinate y ausdrücken,

so ist

Tang 2 9 = also auch Cos 9 = X/' ■,■■■■■ ,

und daher der gesuchte Bogen der Curve

so dafs daher für die JVe/Z’sche Parabel der Bogen s durch eine

algebraische (oder nicht transcendente) Function von y gegeben

wird.

I. Übrigens wird man bemerken, dafs man auch hier noch

die vorhergehende Tafel entbehren könnte, da die gegebene

Gleichung y 3 = ax z zu ihrem Differential gibt

Littrow’s Aofangsgr. <1.gesammt, Mathen». 27
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dx = \dy.

wodurch die Gleichung (A) wird

ds = dyV x +g.

Ausdrücke dieser Art aber, in W’elchen der eine Factor dy

das vollständige Differential der in dem anderen Factor enthal¬

tenen Gröfse ist, geben immer ein algebraisches Differential.

So ist z. B.

f (1 -J-a' 1)" 1. x n ~ 1 dx

und eben so ist auch

(i +x n ) m +'

n (m -j- i) ’

wie zuvor.

Const,

§. a35. (Rectification der Astrois.) Nimmt man in

der oben (§. 204 .) gegebenen Gleichung dieser Curve
* i £

x* y 3 = a 3
die Coordinaten

x = a Cos 3 <f und y ■=. a Sin 3 f,

so erhält man durch die Gleichung (A) für das Element des Bo¬

gens der Astrois

ds = — 3 a . d<p Sin f Cos f ,

wovon das Integral (nach §. z3o, V.) ist
3 a

s =a —- (2 Cos 3 — 1) -j- Const.

Ist s = o für 9>= qo°, das heifst für .z = o, oder zählt man

den Bogen E M (Fig. 90) von dem höchsten Puncte E der Curve,

so ist

Const = — |a,
und daher

s |a Cos 2 $ oder

Die Astrois läfst sich daher ebenfalls algebraisch rectificiren.

Nimmt man in dem letzten Ausdrucke x = AC=za, so erhält

man den Bogen EMC = \a , so dafs daher der ganze Umfang

der Astrois gleich 6 a oder gleich der dreifachen geraden Linie
BC oder VE ist.
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$• 236 . (Rectilication der Evolute der Ellipse.)

Setzt man der Kürze wegen

a-■ — b %
und ß

a- — b-

so hat man für die Gleichung dieser Curve (§. 212.):

Ist daher wieder

x — ß Cos 3 9 und y = a Sin 3 9,

so erhält man für das Element des Bogens:

ds = 3 d 9 Sin 9 Cos 9 ]/a 1 Sin 3 9 + ß 3 Cos 3 <p , oder auch

ds = 3 df Sin 9 Cos 9 \/a 3 — (a 3 —ß 3) Cos 3 9,

wovon wieder das Integral sofort nach der Bemerkung des

§. 234 , I., die hier auch Statt hat, bekannt ist, so dafs man hat

s ■—• -f~a 3 — (a 3 — ß 3 ) Cos 3 9]’ -p Const.a- — ß- L

Ist 5 = 0 für # = 0, das heifst für 9=90, so erhält man

Const = -

also ist auch der Bogen s =s EM (Fig. 90) der Curve

[«* — (“ 2 — ß 2) Cos * ?]* — ~rec1 — ß 3 L v "" ‘~ ' ~ ' J a~ — ß 3 ‘

Setzt man in diesem Ausdrucke 9 = 0 oder y = o, oder

endlich x = a ^ , so erhält man, ohne Berücksichtigung dera

Zeichen, für den vierten Theil EMC des Anfangs dieser Curve

a L — ß 1 a + p

und daher auch für den ganzen Umfang derselben

* + «p + p» __ ,4 0*-,^) (a , + ab +
a -j- p ab

§. 237. (Rectilication der Logistik.) Die Gleichung

dieser Curve ist ($. 2o5, Fig. 91)

wo AP — x , PM=y, AC= 1 und CD = e die Basis der

27 *
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natürlichen Logarithmen bezeichnet. Setzt man daher

* = Tang?,

d 9__ _ d V
so hat man

d x =
Cos 2 9

wodurch die Gleichung (A) wird

ds =2

und dy = Sin 9 Cos 9’

Sin 9 Cos 2 9 '

und davon ist das Integral (nach 23o, XIV.)

S = C^ + lo S Tan ST? + Const.

Zählt man den Bogen DM von dem Puncte D an, wo

x = Tang9 = e ist, so hat man für die Constante der Integra¬
tion :

Const = log (1 -]- Y 1 + e 2) — y 1 -j- e 1.

§. 238. (Rectificatiou der Cyclois.) Für diese Curve

hatten wir oben (§. 207.) die beyden Gleichungen

x = a (9 — Sin 9) und y z= a( 1 — Cos 9),

wo (Fig. 93) AP = x, PM =zy und der Winkel MO H = 9 ist.
Davon sind die Differentialien

dx = ad 9(1 — C0S9) und dy = ad 9 Sin9,

also ist auch die Gleichung (A) oder das Element des Bogens der

Cyclois

ds = adf^z — 2C0S9 = üadf Sin^9,

und davon ist das Integral

s = ■— 4 ß Cos 79 -J- Const.

Ist s = o für 9 = 0, so hat man

Const = 4 fl,

und daher ist der gesuchte Bogen AM =2 s der Cyclois

s = 4fl(> — Cos ^9) = 8 a Sin 2 £9.

Nimmt man diesen Ausdruck von s für den Werth 9 = 180°,

so hat man, da Sin 45° = ist, den halben Bogen der Cy¬

clois AMD = 4a, und daher den ganzen AMDB = 8a oder

gleich dem achtfachen Halbmesser des erzeugenden Kreises.
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§. 239. (Rectification der Kettenlinie.) Für diese
Curve haben wir oben (§, 206.) die Gleichung erhalten:

-f- e “ = 2 (tZ —{“3?)

wo (Fig. 92) DP = x und PMssy ist.
Setzen wir demnach

s + i 1
a Cos 9 1

so hat man
2 - r-

e “ + e “ — Gos<? ’ ^
oder, wenn man alle Glieder dieser Gleichung durch c a multi-
plicirt:

Cos 9 -J- 1 = o.

Löst man diese für e° quadratische Gleichung auf, so er¬
hält man

~ 1 , 1 + Sin 9 90 4- 9
e a =3- 1- Tang 9 = —-£ = Tang - T ■

Cos 9 1 0 Cos 9 D 2

so dafs man daher die Kettenlinie auch durch folgende zwey
Gleichungen ausdrücken kann:

a und
Cos 9

y — a log Tang
Davon sind die Differentiale

9° + V

, ado Sin 9 - , adodx c=s -- und dy = —-,
Cos -o Cos 9

und damit wird die Gleichung (A)
, ado

d S :-■ ~ 9
Cos- 9

wovon das Integral (nach §. 23 o, IV.) ist
5 = a Tang f.

§. 240. (Rectiücation der Spiralen ) Für die Spirale
Archimed’s ist (§. 208.)
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v = 2 izr ,
also auch

dv = 2 tz dr.

Substituirt man diesen Werth von dr in der Gleichung (A')

des §. 232, oder in

ds =s Vdr*- -J- r s dv z ,
so erhält man

Um diesen Ausdruck zu integriren, sey i> = Tangy>, also

, d D , /-:-
ds = — y 1 “h ^2 1t r 1

auch

so dafs man daher hat

d v = d 9

ds —

Cos 2 9 *

d 9
2 je * Cos 3 9 ’

und davon ist das Integral (nach 23o, IV.)
i p Sin 9 j 4 - Sin o~l

s = ^L^ + l 0 S ~c^rJ-
Um diefs wieder durch v auszudrücken, hat man

Tangj> = v oder = v. Y i v*,

und überdiefs
i + Sin 9 —j—;
—- 1- = v -f- V/ l + v ,

Cos 9

so dafs man daher für den Bogen s dieser Spirale erhält

s = [v . V i -j- v 2 + log (v -l- V > + v 2)].

Eben so hat man für die logarithmische Spirale

r = a v ,
also auch

dr = a v . dv . log a .

Setzt man daher b =a loga, so findet man

ds = Vdr 2 r 2 dv z = <Ü> . dv V i -j- 6 %

woraus sofort (nach §. 227 , I.) folgt

s = a \y'l+± oder s = rY- +bZb 2
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5 - 24i. (Rectification der Ellipse.) Die Gleichung
der Ellipse ist (§. 198,)

wo 2 a und 2 b ihre grofse und kleine Axe bezeichnen. Zerlegt
man diese Gleichung (nach §. 232 , II.) mittelst einer Hülfsgröfse

9 in zwey andere, so dafs man hat

x = a Sin 9 j

j = b Cos 9 y

so ist auch

dx = a d 9 Cos 9 und dy = — bd 9 Sin 9 ,

und daher geht die Gleichung (A) in folgende über:

ds = ad f . y' 1 — er Sin 2 9 ,

wo der Kürze wegen ae — a 1 — b- gesetzt worden ist.

Allein dieser Ausdruck läfst sich, wie man ihn auch, etwa

durch Einführung anderer Hülfsgröfsen, verändern mag, weder

durch unsere Tafel (§. 23 o.), noch auch sonst durch irgend ein

bekanntes Mittel integriren.

In solchen Fällen bleibt nichts übrig* als den gegebenen

Differentialausdruck in eine Reihe zu entwickeln, und die Glie¬

der derselben einzeln zu integriren. Diefs ist offenbar immer

ausführbar, aber das Totalintegral wird auf diese Weise durch

eine endlose Reihe gegeben, aus welcher man den Werth des

gesuchten Integrals nur dann annähernd linden kann, wenn diese

Reihe convergent ist.

Ist e eine gegen die Einheit nur geringe Gröfse, oder ist

die Excentricität der Ellipse nur klein, ist also diese Ellipse

selbst nur wenig von einem Kreise verschieden, so hat man,

wenn man die Wurzelgröfse Y 1 — e 1 Sin 2 9 nach dem Einom

entwickelt:

ds = ad 9 J^i — c 1 Sin- 9--*—- e’ Sin 4 9

—.-—e <i Sin (59 — --—e 8 Sin 8 9 — , . ."1.
1 . 2.3 2 ä ~ 1 . 2 .Ö. 4-® 4 —1

Subslituirt man dann die Werthe der Integrale

^9 Sin 3 9, J’d9Sin 4 9, pd9Sin ö 9
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aus der Tafel des §. e 3 o, Nr. I., so erhält man für den ellipti¬
schen Bogen s folgenden Ausdruck :
s

a 9 — 7 e "-(i 9 — ^ Sin2 ?)

' (—r 9 — — Sin 29 -I-!— Sin 49 ^\ 2.4 2 " 7 1 2 “. 2 J--e< 2.4
1 . 1.3
2 .:4.6

/1 . 3.5 6
{ — r~r ?-^ Sin 2 © -1--— Sin A ©
\ 2.4.6 1® 1 I nO o ^ T

2°. 3 Sin 69^

Um den Quadranten oder um den vierten Theil des Um¬
fangs der Ellipse zu erhalten, wird man in dem vorhergehenden
Ausdrucke den Winkel 9 = 90° = -^ setzen. Nimmt man dann
die so erhaltene Grüfse vier Mal, so hat man für den Umfang
der ganzen Ellipse den Ausdruck

Für a = i> oder für e = o erhält man den Umfang des Krei¬
ses gleich 2aar, wie zuvor (§. 232 .).

I. Für die Hyperbel hat man die Gleichung

£ — ,
A* ~ *

Setzt man also auch hier

x = a. Sin 9,

y = b \f —1 . Cos 9 ,

so erhält man für den hyperbolischen Bogen

s = f ad <py 1 — e 2 Sin 2 9,

wie zuvor, wo aber ae = \/ a i -{-b'2- ist.

Man sieht, dafs die elliptischen und hyperbolischen Bogen
eine eigene Classe von transcendenten Gröfsen bilden. Die Pa¬
rabel ist, wie wir oben gesehen haben (§. 233.), durch einen
einfachen logaritbmischen Ausdruck rectificabel, aber nicht die
beyden andern Curven der zweyten Ordnung, die weder unmit¬
telbar von dem Kreise, noch auch von den Logarithmen abhän-
gcn. Man pflegt Ausdrücke der Art
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fd<p 1/1 —e 2 Sin 2 e oderauch I . ^ u. del.
J r J/»—e 2 Sm 2 ?

elliptische Functionen zu nennen, die in der neueren Analysis
eine sehr ■wichtige Rolle spielen, da man eine grofse Anzahl an¬
derer Integralien auf sie eben so zurückführen kann, wie man
z. B. die Ausdrücke

oder fd<p Sin 2 <p , ffdf Cos <p u. dgl.

in dem Vorhergehenden auf Kreisbogen zurückgeführt hat, so
dafs jene die Rectification der Ellipse, und diese die Rectifica-
tion des Kreises als bekannt voraussetzen.

Die vorhergehenden Beyspiele werden hinreichend das Ver¬
fahren zeigen, welches man bey der Bestimmung der Länge der
Curven zu beobachten hat. Wir wollen nun sehen, wie man
auch den ebenen Raum bestimmen kann, der von den Bogen
dieser Curven eingeschlossen wird.

fr
dx
+ X



Dreyfsigsles Capitel.
Quadratur der G u r v e n.

§. 242. (Element der Fläche einer Curve.) Wir

haben bereits oben (§. i 4 o, II.) gesehen, dafs man jede gege¬

bene geradlinige Figur in ein Rechteck verwandeln kann, und

dafs (nach §. 118.) die Fläche eines Rechteckes gleich dem Pro-

ducte der Basis in die Höhe desselben ist. Auf dieselbe Weise

wird man also auch analog die von einer gegebenen Curve ein¬

geschlossene Fläche in unendlich kleine Rechtecke zerlegen kön¬

nen, deren Seiten dx und dy sind, wo dann das Product dx .dy

die Fläche eines solchen unendlich kleinen Rechteckes bezeichnen

wird.

Dieser Ausdruck dx.dy ist aber (nach §. 47, II.) einem

Differential der zweyten Ordnung gleich zu achten. Man kann

es jedoch auf ein Differential der ersten Ordnung zurückführen,

wenn man bemerkt, dafs in jeder Gleichung einer Curve zwischen

x und y eine dieser beyden Gröfsen willkürlich angenommen wer¬

den kann; wo dann, dieser Annahme gemäfs, auch die andere

Gröfse durch dieselbe Gleichung bestimmt wird. Nimmt man

also z. B. die Gröfse y willkürlich an, so wird das erste Integral

des Ausdrucks dx.dy oder dy.dx, da dy von dx unabhängig

ist, gleich

ydx

seyn. Nennt man demnach F die von einer gegebenen Curve ein¬

geschlossene ebene Fläche, so wird das Element dieser Fläche

dF = y dx . . . (B)
seyn.

Man kann nämlich diese Fläche ANPM (Fig. 97) auch als

aus den Vierecken PPMM, P'P"M'M", . . . bestehend betrach¬

ten, deren eine Seite PM , PM', P'M ", . . . gleich der Ordi¬

nate jk» und die andere PP' — P'P"= dx, oder gleich dem Diffe¬

rentiale der Abscisse AP=x ist. Jedes dieser Vierecke besteht
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aber aus einem Rechtecke PP'Ma , dessen Fläche gleich ydx,

und aus dem rechtwinkligen Dreyecke MaM', dessen Fläche

^M'a.Ma—^dy.dx ist, so dafs man daher für das Element der

Fläche F einer Curve den Ausdruck hat:

dF — yd x -j- j dy . dx ;

welcher Ausdruck aber nach dem oben (J. 47, I.) aufgestellten

Princip der Differentialrechnung sofort in den folgenden einfache¬

ren übergeht:
d F = y dx.

Um dann die von einer gegebenen Curve eingeschlossene

Fläche zu finden, wird man den aus der Gleichung dieser Curve

gegebenen Werth von^y, in x ausgedrückt, in dem vorhergehen¬

den allgemeinen Ausdruck von dF=ydx substituiren, wodurch

man die Gröfse dF als eine blofse Function von x und dx, oder

wodurch man eine Gleichung der Form

dF = f (#) . dx

erhält, die das Element der Fläche dieser besonderen Curve dar¬

stellen wird. Summirt man dann,alle diese Elemente , d. h. nimmt

man das Integral von diesem Differentialausdrucke, so wird man

die gesuchte Fläche F der Curve selbst erhalten.

Dieses Verfahren wird die Quadratur der Curven genannt.

I. Das Vorhergehende ist unmittelbar nur auf rechtwinklige

Coordinaten anwendbar. Man kann aber auch die von einer Curve

eingeschlossene Fläche, statt in unendlich kleine Rechtecke, de¬

ren Seiten den Coordinaten der x und_y parallel sind, in unend¬

lich kleine Dreyecke zerlegen, deren gemeinschaftlicher Scheitel

in irgend einem inneren Puncte der Curve liegt.— Ist A (Fig. 99)

dieser Punct, und zieht man aus ihm zu zwey nächsten Puncten

M und m der Curve MN die geraden Linien AM und Am, so

wird die Fläche des Dreyeckes AMm zugleich das Element dF

der Fläche der Curve MN darstellen. Sey AM<=r der Radius

der Curve, und PAM = v der Winkel, welchen dieser Radius mit

derAxe AX der x, oder mit sonst einer festen, durch den Punct

A gehenden Geraden bildet. Nimmt man dann auf der ersten die¬

ser Geraden AM = r zwey nächste Puncte Q und S in der Ent¬

fernung AQ = r und AS—r-\-dr , und beschreibt man mit die¬

sen Entfernungen aus dem Mittelpuncte A die Kreisbogen Qq
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und Ss, so entsteht das rechtwinklige Viereck QSqs . Da der

Winkel XAM~v , also auch MAm-= dv ist, so sind die Seiten

dieses Viereckes

QS = dr und Qq = rdv,

also ist auch die Fläche desselben Viereckes

rdrdv.

Da dieses Viereck QSqs als das Element derDreyecksfläche

AMm zu betrachten, und da wieder, wenn die Gleichung der

Curve zwischen den Polarcoordinaten r und v gegeben ist, eine

der beyden Gröfsen, z. B. r als willkürlich oder unabhängig an¬

zusehen ist, so wird man den vorhergehenden Ausdruck in Be¬

ziehung auf diese Gröfse r integriren , wodurch man

f rdrdv — ^r^-dv

für die Fläche desDreyeckes AMm erhält; und da diese Dreyeck-

fläche, nach dem Vorhergehenden, zugleich das Element der

Fläche F der Curve ist, so wird man für den allgemeinen Aus¬
druck dieses Elements erhalten:

dF = \r x dv . . . (B').

In der That, wenn man aus dem Mittelpuncte A mit dem

Halbmesser AM—r den Kreisbogen Ma beschreibt, so besteht

die dreyseitige Figur AMm, durch welche das eigentliche Ele¬

ment der Fläche der Curve dargestellt wird, aus zwey Theilen,

nämlich aus dem Kreissector AMm, dessen Fläche ~AM.Ma

oder 7 r.rdv ist, und aus dem in dem Puncte a rechtwinkligen

Dreyecke Mam, dessen Fläche ~Ma .am = \rdv .dr ist, so

dafs man demnach hat:

dF r= 7 r 1 dv -f- 7 rdrdv,

das heifst, nach dem so eben angeführten Princip der Differen¬

tialrechnung
dF = ±r-dv,

wie zuvor.

§. 243. (Quadratur der Parabel ) Wenden wir nun

auch diesen allgemeinen Ausdruck von dF auf mehrere specielle

Curven an, und betrachten wir unter diesen zuerst die Parabel,

für welche wir oben die Gleichung erhalten haben:

y x =2 ax,



429
§. 244 .

so dafs daher sofort, nach der Gleichung (B)

dF = dx . y 2 ax

ist, von welcher das Integral, nach §. a 34 , I., seyn wird:

F = j^aax 3 -j“ Const.

Zählt man diese Fläche von dem Scheitel der Parabel, so

ist F = o für a? = o, also auch

F = ZVzax* = f xy =

Es ist daher die Fläche AMP (Fig. 85 ) der Parabel für je¬

den Punct M derselben gleich zwey Drittheilen des Rechteckes

zwischen den Coordinaten AP — x und PM—y. Sucht man aber

diejenige Fläche PMM'F, die zwischen den beyden Ordinalen

PM=A und PM'=zÄ enthalten ist, so erhält man für dieseFläche

den Ausdruck

~ ( A ' 3 — A 3).
O Cb

§.244. (Quadratur des Kreises.) Legt man dem Kreise,

wie oben (§. 23 a.) , die Gleichung

r 2=2 za Cos v

zu Grunde, so hat man sofort nach der Gleichung (B')

F — \ fr 1 dv — 2 a 2 f d v Cos 1 v ;

also auch, nach §. a 3 o, II.,

F = a 2 (v -f- -j. Sin 2 v) -f* Const

für die Fläche , welche zwischen dem Durchmesser und derjeni¬

gen Sehne enthalten ist, die durch den einen Endpunct dieses

Durchmessers geht und mit ihm den Winkel v bildet. Soll F mit

v zugleich verschwinden, so ist die Constante der Integration

gleich Null. Setzt man aber in dem vorhergehenden Ausdrucke

v = 90° — f Tr , so erhält man für die Hälfte der Kreisfläche {a 2 x,

also auch für die ganze Fläche des Kreises a 1 a , wo a den Halb¬

messer desselben bezeichnet, übereinstimmend mit §. 124, V.

1 . Dasselbe folgt auch aus der Gleichung

x 2 -j- y 2 = a .-,
wenn man in ihr

x = a Sin j> und y — a Cos f
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setzt. Dann gibt nämlich die Gleichung (B)
F = fydx =2 a t fd<p Cos 2 9,

oder (§. 23 o , II.)
F = +T Sin3 ?)»

wenn F mit 9 zugleich verschwindet.
Für 9 = 7^ erhält man die Fläche des Quadranten gleich

\cF «, und daher auch die Fläche des ganzen Kreises gleich a l ir,
wie zuvor.

Will man diese Fläche durch die Abscisse x ausdrücken,
so ist

X 1 /"
Sin 9 = — und Cos 9 = — y a 2 — x 2 ,

also auch

und daher
9 = Are Sin —,

F = 7 a 2 Are Sin- 1- f x y a 2 — x 1 .a ‘ '

Man sieht, dafs von diesem Ausdrucke der letzte Theil
7 x a" — x 1

die Fläche des rechtwinkligen Dreieckes CPM( Fig. 45 ) bezeich¬
net , und dafs daher

7 a 2 Are Sin -a
die Fläche des Kreissectors DCM ist. Auch bemerkt man von
selbst, dafs alle diese Ausdrücke wieder die Kenntnifs der Gröfse
ic oder die Kenntnifs des Bogens, dessen Sinus gegeben ist, vor¬
aussetzen.

§. 245. (Quadratur der Ellipse.) Nimmt man für diese
Curve, wie oben (§. 241.), die beyden Gleichungen

x = a Sin 9
y = b Cos 9

so erhält man durch die Gleichung (B)
F — ab f d<p Cos 2 9 = 7a 5 (7 Sin 2 9 -j- 9) ,

wenn F für 9 = 0 oder für a.' = o verschwindet. Nimmt man
diesen Werth von F, für 9 —\x, viermal, so erhält man für die
Fläche der ganzen Ellipse den Ausdruck

abx.
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Da hier der Winkel 9 derselbe ist mit dem vorhergehenden
g. 244 - eben so bezeiebneten Winkel, so hat man

für die Ellipse F = ^ ab (Sin9 Cos 9~|-9),
und für den Kreis F=\a x (Sin9 Cos9-j-9),

also ist auch
F __ b
F 7 ä’

oder wenn man aus dem Mittelpuncte einer Ellipse mit einem
Halbmesser, welcher der halben grofsen Axe der Ellipse gleicht,
einen Kreis beschreibt, so verhalten sich die homologen, zu
demselben x gehörenden, Flächen der Ellipse und des Kreises,
wie b zu a. Wird eben so aus demselben Mittelpuncte mit dem
Halbmesser b ein Kreis beschrieben, so verhalten sich die homo¬
logen Flächen der Ellipse und des Kreises, wie a zu b.

§. 246. (Quadratur der Hyperbel.) Da die Gleichung
dieser Curve ist

y '1 _ ,
a?- 6 1 ’

so kann man dafür wieder die zwey Gleichungen annehmen:
x — a Cos 9 und y = b — 1 . Sin 9;

woraus man sofort erhält:
F = — ab y" — 1 y d 9 Sin 2 9 = ^ a b \Z~— 1 . (Sin 9 Cos 9 — 9).

Um die imaginäre Gröfse aus diesem Ausdrucke wegzubrin¬
gen, hat man (§. io 5 .)

9 y '— 1 = log nat (Cos 9 -)- \/" — t . Sin 9) oder

,1/-! = i„g(: + £),und eben so ist

Sin 9 Cos 9 = xy
ab V-

so dafs man daher hat:

'= [3 -*•« (-:+!)]•
Da aber y = -\/a.' 2 —a 2 ist, so hat man auch für die ge¬

suchte hyperbolische Fläche AMP (Fig. 83 ) den Ausdruck

7 ab log:
F = — \Ar 2 — a 2

2 a

+ \T-

wenn F<=s 0 für x = a oder für 9 = 0 ist.
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§. 247- (Quadratur der Lemniscate.) Für diese Cur-
ven hat man, nach §. 2o3, die Gleichung

(x i -f- y 2) z = 2 a z ( x z — y z ) ,

wo AP — x, PM—y (Fig. 89) ist. Diese Gleichung kann auch

so dargestellt werden:

y z e=s — a z — x z a \f a z -j- 4 a: 2 .

Nimmt man daher den Hülfswinkel 9 so an, dafs man hat

x z = a z (Cos 9 -j- Cos 2 9),
so ist

V^a 2 4- !\x z = a (1 -f - 2 Cos 9),
und daher auch

y z = a z (Cos 9 — Cos 2 9).

Daraus erhält man durch die Gleichung (B)
a z

dF = ydx =- d<p Sin9 [ 1 -{" 2 Cos9] .

oder da man überhaupt hat

Vh Cos (

-J- Cos 9 ’

dF

V 1 — Cos 9
1 -J- Cos 9

Cos <
Sin t so ist auch

— \a z d 9 (1 — Cos 9) (1 4- 2 Cos 9)

±a z d<p (2 Cos 2 9 — Cos 9 — 1) ,

und davon ist das Integral (nach §. 23o, II.)

F = j- a z Sin 9 (Cos 9 — 1) 4™ Const.

Ist F= 0 für x— o, das heifst, für 9=390°, so hat man

Const =3 -j-a 2 ,

und daher das gesuchte vollständige Integral

F — ja z (1 — Sin9 4- Sin9 Cos9).

Setzt man in diesem Ausdrucke 9=0 oder (Fig. 89)

x-=AB = AC — a\ / ' 2, so erhält man für die Fläche ABM ,

oder für den Quadranten der Curve den Ausdruck 7a 2 , so dafs

daher die ganze Fläche der Lemniscate gleich 2 a 2 ist.

§. 248. (Quadratur der Astrois.) Setzt man für diese

Curve, wie in J. 235,

x =3 a Cos 3 9 und

y = a Sin 3 9,
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so erhält man sofort

F — fydx = — 3 a z f Sin 1 f Cos* f elf,

und davon ist das Integral, nach §. q3o, VI.:

F = — 3 a 2 [^Sin 69 — £ Sin 4 9—ei Sin 2 f + Const.

Soll aber F für 9 = 90°, das lieifst, für x = o verschwin¬

den, so ist die Constante der Integration gleich —-—> und da-02

her das vollständige Integral

Nimmt man diesen Werth für 9 = 0 viermal, so erhält man

für die ganze Fläche der Astrois (Fig. 90)

I. Ganz eben so erhält man auch für die Evolute der Ellipse,

■wenn man wieder, wie in 236 ,

und x = ß Cos 3 f, y = a Sin 3 f

annimmt, nach der Gleichung (B)

F — fydx = — Saßfdf Sin' 1 f Cos 2 9,

also auch , wie zuvor,

F = —aß [jt —I Sin 69 -f { Sin 49 -f- ^ Sin 29 — 2 9] ,

wenn F für 9=390° verschwindet, so dafs demnach die ganze

Fläche dieser Curve wird:

§. 249. (Quadratur der Cyclois.) Für diese Curve hat

man, nach §. 207:

wo 9 gleich dem Winkel IIOM (Fig. 93) und AP=x, PM—y

ist. also auch

3
F = - (n — -i Sin 69 -(- 7 Sin 49 -(- 7 Sin 29 — 29),3a

BDCE == fa**.

b

x = a (9 — Sin 9),

y = a (1 — Cos 9),

dx = ad 9(1 —■ Cos 9 und dy = a df Sin 9 ,

und damit gibt die Gleichung (B)

dF == a 2 d 9 (1 — 2 Cos 9 -(- Cos 2 9),
Littrow’a Anfangsgr. d. gesammt. Mnthcm.
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wovon das Integral ist

F == \ a ~9 — 2 a 2 Sin 9 -f- ja 2 Sin 29 ,

wenn F mit 9 oder x zugleich verschwindet. Nimmt man diesen

Werth von F für 9 = * zweymal, so erhält man für die Fläche

ABB der ganzen Cyclois den Ansdruck

oder diese Fläche ist dreymal so grofs, als die Fläche des erzeu¬

genden Kreises, dessen Halbmesser a ist.

§. «5o. (Quadratur der Kettenlinie.) Für diese Curve
hat man, wie 23q:

und da x = —- a ist, so ist aucht 'ne '

wovon das Integral (J. 23o, IY.) ist:

fxdj — a 1 Tang 9 — q 2 log Tang 9° ? )

wenn dieses Integral zugleich mit 9 verschwindet. Weiter ist
aber

§. a5i. (Quadratur der Spiralen.) Für die Spirale des

Archimeds hat man die Gleichung (§, 208 .)

also ist auch, nach der Gleichung (B')

Nach der ersten vollen Drehung des Radius oder für v=z 2 it

ist daher die von diesem Radius zurückgelegte Fläche

F = Sa 1 7t,

Cos 9
dtp

fxdy = a 2 J°-
Cos 2 ^ Cos 9 ’

fjdx = xj — fxdj,

also ist auch die gesuchte Fläche BMP dieser Curve

+ Sin 9
F = ffd a 2 Tang 9 .

v

/'= 7*.

Nach zwey Revolutionen ist v= 4 n und

/ = 3 *•
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Nach drey Revolutionen ist v=6j t und
/"= Y*.

und überhaupt nach n Revolutionen
„ » 3 k

so wie nach (ra-[- 1 ) Revolutionen

f+'=- 3

so dafs demnach die Differenz der Fläche der n ton und (u-f- ») tim

Revolution gleich

— f 1 = [(« + i ) 3 — * 3] f
seyn wird.

I. Für die logarilhmische Spirale ist

v = log r,

also auch die Fläche derselben

F es {fr*dv =

28 *



Ein und ilreyfsigstes Capitel.

Complanation tler Flächen.

25‘j. (Element der krummen Oberflächen.)
Wenn man, wie in §216, die krumme Oberfläche eines Körpers
durch zwey nächste der xz parallele Ebenen MQ()"und NR R"
(Fig. 101), und eben so durch zwey andere nächste derjy zparallelen
Ebenen MQ P und M'Q'P schneidet, so erhält man dadurch einen
von diesen vier Flächen eingeschlossenen Theil MNM'N' der Ober¬
fläche <I>des Körpers, den man als das Element d& dieser Ober¬
fläche betrachten kann.

Dieselben vier, auf der Ebene der xy senkrechten Ebenen
schliefsen aber auch, in dieser Ebene, das ebene Rechteck QRQ'R!
ein, und da QQz=PP'=dx, Q R = Q"R!'= dy ist, so ist die
Fläche dieses Rechteckes Q Fi Q R' (nach §. ij8.) gleich dem Pro-
ducte dx.dy.

Allein dieses Rechteck ist zugleich die Projection (§. 181, I.)
des Vierecks MNM N' oder des Elements d& der krummen Fläche,
so dafs daher, nach der a. a. O. gegebenen Erklärung der Projec¬
tion, wenn n die Neigung der unendlich kleinen Ebene MNM'N'
gegen die coordinirte Ebene der xy bezeichnet, die Gleichung
bestehen wird:

d<l>. Cos n = dxdy.

Diese Neigung n ist aber identisch mit der Neigung der die
krumme Fläche in M berührenden Ebene gegen dieselbe Ebene
der xy, und da (nach §, 216, III.) dieser Winkel n durch die
Gleichung

Cos« = — ■

V < + p 2 + <72

erhalten wird, so ist auch der allgemeine Ausdruck des Elements
einer krummen Fläche

d$ = dxdy . \/1 -j- p 2 -j- q 2,
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wo p — die partiellen Differentialien von s

in Beziehung auf x und auf y bezeichnen, die man aus der gege¬
benen Gleichung der krummen Fläche ebenfalls als gegeben an-
nimmt. — ln der Bestimmung dieses Integrals besteht die soge¬
nannte Complanalion der Flächen.

I. Einfacher wird dieser Ausdruck für solche krumme Flä¬

chen, die durch die Rotation einer gegebenen Curve um eine
feste Gerade entstehen.

Nimmt man die Axe der x in dieser lixen Geraden , und
schneidet man dann die Rotationsfläche durch zwey einander
nächste, auf dieser Axe der x senkrecht stehende Ebenen PM
und PM. (Fig. 97 oder Fig. 97 , A.) , so werden diese Schnitte
Kreise seyn, deren Mittelpuncte P, P'. . . in der Rotationsaxe
AX liegen, und deren Halbmesser PM , P M die Ordinaten y der
Curve MNQ ausdrücken, durch deren Rotation um die fixe Ge¬
rade AX jene Fläche entstanden ist.

Die Peripherie des Kreises, zu welchem der Halbmesser
PM=y gehört, wird gleich Zny, und die des nächstfolgenden
Kreises, zu welchem der Halbmesser PrM' = y-\-dy gehört,
wird gleich 2 (y -j- dy) seyn. Zwischen beyden Peripherien
wird sich ein ringförmiger Theil der gesuchten Oberfläche des
Rotationskörpers befinden, den man, da MM mit der Tangente
TM der Curve NMQ zusammenfällt, als die Oberfläche eines
abgestumpften Kegels betrachten kann, von welchem die Halb¬
messer der beyden Grundflächen

r=y und R = y dy,
und von welchen die Seitenlinie m oder

M M' = d s = \f dx % dy 2
das Element des Bogens der gegebenen Curve NMQ ist, so dafs
man daher für die Oberfläche dieses abgestumpften Kegels, d. h.
für das gesuchte Element der Rotationsfläche (nach §. tö3.) hat:

d<b = (R -j- 7’) m x ,
oder, wenn man die vorhergehenden Werthe von R, r und m = ds
substituirt:

= (%y -]- dy) 7zds ,

das heifst, nach dem oben aufgcstelllen Princip der Differential¬
rechnung:
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d$ = Zxyds . . . (C);

und diefs ist der Ausdruck, auf welchen wir nun wieder mehrere

specielle Rotationsflächen anwenden wollen.

§. s53. (Oberfläche des parabolischen Conoids.)

Wenn sich eine Parabel, deren Gleichung

y 1 = ax

ist, um die Axe der x dreht, so wird die Oberfläche des so ent¬

stehenden kegelförmigen Körpers gleich

0 = 2 J'y ds = xj'dx \ a z ^.ax

seyn, wovon das Integral (nach $. 284, I ) ist:

7C —
0 = — (a z 4- 4<za?)*-j- Gonst.Oft 1» • * ft 1̂ 7C

Soll 0 mit x zugleich verschwinden, so ist Const=s-,

und daher
7Z —

0 = — (a. x -f- 4 a — i a 2 x-

I. Wenn sich, statt der Parabel, eine gerade Linie, deren

Gleichung
y ax

ist, um die Axe der x dreht, so hat man noch einfacher für die

Oberfläche des so entstehenden senkrechten Kegels mit kreisför¬

miger Basis:

0 = 2?r\/i ~J- a 1 . fax d x ■= a x x % 1 -[- a? = xy x z -j- y-,

also 0 gleich der Peripherie 2jr^, multiplicirt in die halbe Seiten¬

linie -j-jr* des Kegels, wie oben §. i63,

§. 254. (Oberfläche der Kugel.) Wenn ein Kreis des

Halbmessers a sich um einen seiner Durchmesser dreht, so be¬

schreibt die Peripherie des Kreises während seiner Bewegung die

Oberlläehe der Kugel.

Ist dieser Durchmesser zugleich die Axe der x, so hat man

für die Gleichung des Kreises

-j ~ — «S

ds = \f dx 1 -J- dy 2 == -— - - 1V — x?
also ist auch
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und daher

$ = 2 axfdx = 2 axx,
wenn $ mit x zugleich verschwindet. Dieser Ausdruck für x = a
doppelt genommen, gibt die Oberfläche der ganzen Kugel gleich

4 a z 7t,
oder viermal so grofs, als die Oberfläche eines ihrer grölsten
Kreise ($. 244.).

I. Nimmt man aber für die Gleichung des Kreises die Ley¬
den Ausdrücke

x = a Cos 9 und y = a Sin 9,
so erhält man

ds = — ad 9,
das negative Zeichen, weil s wächst, wenn 9 abnimmt. Es ist
daher

<Z>= 2 xfyds =s — 2 a z n f dy Sin 9 = 2 a 2 n Cos 9,
wenn <5 für 9 = go° verschwindet. Dieser Ausdruck für 9 = 0
doppelt genommen, gibt die Oberfläche der Kugel gleich 4 &*
wie zuvor.

g. 255. (Oberfläche des verlängerten Sphäroids.)
So wird, nach §. 224, derjenige Körper genannt, der durch die
Umdrehung einer Ellipse um ihre grofse Axc entsteht. Sind 2 a
und 2 b die grofse und kleine Axe der Ellipse, und ist die coor-
dinirte Axe der x zugleich die Rotationsaxe der Ellipse, so hat
man für die Gleichung dieser Curve

woraus folgt:

ds = y r dx '1 -p dy* = dx ^^‘ l—n—
wenn a’z e z = a l — b z gesetzt wird.

Man hat demnach

= 2xfyds = zbxfdx^S 1—
Setzt man aber

ex
■— = Sin 9,

so ist auch

dx = ~d 9 Cos 9,e ‘
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und daher

§. 256 .

2ab-iz r „ „ «Zit: , . _

® = —-— J d p Cos- 9 =- (p -[- Sin p Cos y) ,

wenn $ mit y oder mit x zugleich verschwindet.

Will man diesen Werth von $ durch die Abscisse ausdrü-

cken, so hat man, da ea: = aSiny ist:

, b n x , /—<5 = -- y a z
a ’

—;;—r i abn . _. ex
e z x z 4 -Are Sin —.

' e a

Nimmt man endlich dieses Integral von x=zo bis x = a dop¬

pelt, so erhält man für die Oberfläche des ganzen verlängerten

Sphäroids den Ausdruck

, a ab iz . „.
2 b- 7i 4 - -Are Sin e.

' e

Für e~o oder a = Z> gibt der letzte Ausdruck die Ober¬

fläche der Kugel I\a z -x, wie oben.

§. 256 . (Flache des abgeplatteten Sphäroids.)
Für denjenigen Körper aber, der durch die Rotation einer Ellipse

um ihre kleine Axe 2 b entsteht , oder für das abgeplattete Sphä-

roid ($. 224.) hat man

x 2 y 2
b 2 a 2 * ’

also auch

$ = 2 xfj' ds s= 2 ax.f dx 1 -|- a ^ x ..
Setzt man aber

b 2 = \f — 1 . Sin y,

also auch

so hat man

b 2

dx = — y — 1 . dp Cos y,

, 2 b 2 TL . /■ „ , „

<5 = — g - V — 1 . /dy Cos 2 y ,

und davon ist das Integral

® = -j- F"— 1 * [p ~F Sin y Cos y].

Nach *o 5 , ist aber

9 V — 1 = log nat (Cos y -j- — 1 . Sin 9) ,
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also ist auch, wenn man die Werthe von 9 und Sin 9 Cos 9 wie^

der durch x ausdrückt:

9 = 2^^ 6 4 + <r2 el ** +~~ Io g (j
: e x -j- \/5 4 a- e- x-

bi ') + Const,

wo man in der Gröfse nach dem Logarithmuszeichen auch den

constanten Nenner 6* ganz weglassen kann, da er schon in der

Constante der Integration enthalten vorausgesetzt wird.

Soll dann 0 mit x zugleich verschwinden, so hat man

„ 2 b- 7t . ,
Const =-log b./» w

Setzt man endlich in dem so erhaltenen Ausdrucke zuerst

x = -\-b und dann x = — b, so gibt die Differenz beyder Werthe

für die gesuchte Oberfläche des ganzen abgeplatteten Sphäroids

„ b-n i + e
2 a-x - log-.* t> ö 1 _ /»

Für e=o oder a = 5 wird der letzte Ausdruck die Ober¬

fläche der Kugel gleich 4a 2 k , wie zuvor, geben.

§. 257. (Complauatiou des Rotationskörpers der
Astrois.) Setzt man, wie oben, für die Astrois

x = a Cos 3 9 und y = a Sin 3 9,

so erhält man

ds — — 3 afd<p Sin9 Cos 9,

und daher auch für die Oberfläche des Körpers, der durch Ro¬

tation dieser Curve um die Axe der x entsteht:

0 = — 6 a 2 x f d<p Sin 4 9 Cos 9,

wovon das Integral, nach §. 23o, V., genommen werden könnte.

Allein nach der Bemerkung des §. e34, I. erhält man kürzer noch

fd 9 Cos 9 . Sin 4 9 = |Sin 5 9, (

so dafs man daher hat:

0 = — | a 2 jt Sin 5 9 -]- Const.

Ist 0 = o für 9 = 90, so ist

Const = fa 2 JT,

und daher

0 = fa 2 * (1 — Sin 5 9).
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Dieser Ausdruck für f> = o doppelt genommen, gibt für die

Oberfläche des Körpers, der durch die Rotation der ganzen

Astrois um die Axe der x entsteht, den Werth

— a '1 x.

§. 258 . (Complanation derjenigen Flächen, welche
durch die Rotation der Cyclois entstehen.)

A. Wenn sich die Cyclois um die Axe AB (Fig. 104) dreht,

so hat man, wie in §. 249:

x = a (f> — Sin f>) und

y — a (1 — Cos fi),
also auch

yds = a-d<j> ^3 Sin \ f> — Sin,

und daher, nach §. 23 o, I.:

0 = 2 xfyds = 2x Q^-Cosl? — 6 a 2 Cos jf>^ -j- Const.

Soll 0 mit f> zugleich verschwinden, so ist

Const =

also ist auch die Fläche, welche durch die Rotation des Bogens

AM der Cyclois um die Axe AB entsteht:

0 = 2 a 2 ?r (4 Cos } f> — 6 Cos f> -|- ^),

Nimmt man diesen Ausdruck für f> = 180 doppelt, so erhält

man für die Fläche, welche durch die Rotation der ganzen Cy¬
clois ADB um AB entsteht:

0 == •i i a 2 jr.

B. Wenn sich aber der Bogen DM um die Tangente DE

der Cyclois in ihrem höchstenPuncte D dreht, so hat man, nach

207, I., für die Gleichungen dieser Curve

also auch

und daher

x = a (9 Sin f),

y — a (» — Cos?);

ds = zadf Cos ff,

= zxfydh
16 a-n

SilFjfi,
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wenn 0'mit 9 zugleich verschwindet, oder wenn der Bogen DM

der Curve von dem Puncte D an gezählt wird.

Nimmt man diesen Ausdruck für 9=180 doppelt, so er¬

hält man für die ganze, auf diese Weise entstehende Fläche:

0' = r;

und diese Fläche wendet ihrer Rotationsaxe DE die convexe

Seite zu, während die erste (in A) durch 0 bezeiehnete Fläche

ihrer Axe AB die concave Seite zukehrt. Auch ist, wie man

sieht,
0 = 20' oder 0 0' = 3 a a 1 it.

C. Wenn sich ferner der Bogen derCyclois um die Axe CD

dreht, so hat man wieder

x = a (1 — Cos 9) und
0 ' = « (? + sin ?) 1

und daher auch für das Element des Bogens

äs = 2 ad9 Cos 49 und

y d s — 2 a 2 d 9 (9 -j- Sin 9) Cos j- 9,

wovon das Integral ist

j’yds = 8 a* (4 9 Sin 4 9 -|- Cos-j-9 —4 Cos 2 4 9) H - Const,

Soll dieses Integral für <p = o verschwinden, so ist

Const = — ~ a%

und daher

0"= i6a 2 jr (ip Sin-j- 56 -{- Cos ^ — yCos^?) — f) ,

woraus man für ß=i8o erhält:

0” = 8a J it (jt — 4) j

und diefs ist die Oberfläche des Körpers, der durch die Rotation

des halben Bogens DMA der Cyclois um die Axe CD entsteht.

D, Wenn sich endlich der Bogen AD um die Tangente AE

in dem Anfangspuncte A, die daselbst senkrecht auf AB steht,

dreht, so ist wieder

x = a (1 — Cos <p),

y — a (p — Sin p ),

also auch

ds ~ adpY a — 2 Cos p ,
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und daher

fyds = 2 a 2 (4 Sin \ <p — 2 <p Cos <p — | Sin 3 f <p),

wenn dieses Integral mit <p zugleich yerschwindet, so dafs man
daher hat:

0'"= 4 a z 7t (4 Sin — 2 <p Cos i p — | Sin 3 \ <p).

Für p=36o gibt dieser Ausdruck

0"'= i6a J 7z%,

für die Oberfläche des Körpers, der durch die Rotation des

ganzen Bogens ADB der Cyclois um die Tangente derselben in

A oder B entsteht. Diese Oberfläche ist demnach gleich der

Fläche eines Kreises, dessen Halbmesser l±a.\f iz ist.
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Cuiatur cler Körper.

5. 259. (Element der Körper.) Wenn man, wie in
252 , einen gegebenen Körper durch zwey nächste der xz, und

eben so durch zwey nächste der yz parallele Ebenen schneidet,

so erhält man dadurch einen Ton diesen vier Ebenen eingeschlos¬

senen Theil MN'RQ' (Fig. 101) des Körpers, der die Gestalt ei¬

nes rechtwinkligen Parallelepipedums hat, dessen endliche Sei¬

tenlinien QM, RN, . . . auf der Ebene der xy senkrecht ste¬

hen, und dessen Basis QRQ'K, in dieser Ebene der xy, die

Seitenlinien QQ'=RR!=:dx und QR=sQ'R'=dy hat, so

dafs daher die Fläche dieser Basis, wie in §. 2Ö2, gleich dem

Producte dx . dy ist.

Schneidet man dann den so erhaltenen Theil MN'RQ' des

Körpers noch durch zwey andere einander nächste und der xy

parallele Ebenen, deren Distanz von einander daher gleich dz

gesetzt werden kann, so wird das zwischen den letzten beyden

Ebenen enthaltene Element jenes Theiles des körperlichen Vo¬

lums ein rechtwinkliges Parallelepipedum seyn, dessen Basis

gleich der Basis QR Q'R' des erwähnten Theils, und dessen Höhe

gleich dz ist, dessen Volum also auch (nach §. 161.) gleich dem

Producte d x . dy . d z seyn wird.

Da man dergleichen schneidende Ebenen durch alle Puncte

des Körpers legen kann, so wird dadurch der ganze Körper in

solche unendlich kleine senkrechte Parallelepipede zerlegt wer¬

den , und ihre Summe wird das Volum dieses Körpers seyn.

Nennt man also V dieses Volum, so wird das Element desselben

seyn

dF — dx . dy . dz.

I. Auch hier wird der Ausdruck für dV einfacher, wenn

man nur solche Körper betrachtet, die durch die Rotation der

Fläche einer Cuvve um eine gerade Linie entstanden sind. Ist
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diese Gerade zugleich die Axe der x, so wird, wie in §. 25s, I,,

jede auf diese Gerade senkrechte Ebene den Körper in einem

Kreise schneiden, dessen Mittelpunct in der Axe der x, dessen

Halbmesser gleich der auf dieser Axe senkrechten Ordinate y,

und dessen Fläche daher xy 2 seyn wird.

Zwischen dieser und der nächstfolgenden schneidenden auf

derselben Rotationsaxe senkrechten Ebene, deren Entfernung

von der ersten daher gleich dx ist, wird ein Theil des Körpers

enthalten seyn, der die Gestalt eines Cylinders hat, dessen Ba¬

sis xy- und dessen Höhe dx, dessen Volum daher (Jj. i63.) auch

gleich xy z dx seyn wird, und da der ganze Körper nur aus sol¬

chen Cylindern von kreisförmiger Basis und unendlich kleiner

Höhe besteht, so wird auch

d V = xy 1 dx . . . (D)

das Element aller dieser durch Rotation entstandenen Körper
bezeichnen.

In der Bestimmung des Integrals dieses Ausdrucks besteht

die sogenannte Cubatur der Körper.

5- 260 . (Volum des parabolischen Conoids.) Wenn

man die Fläche einer Parabel, deren Gleichung ist

y z = a x ,

um die Axe der x dreht, so hat man für das Volum des so ent¬

stehenden Körpers nach der Gleichung (D)

V xx. xfy l dx — axfxdx — \axx z ,

wo V mit x verschwindet, und wo (Fig, 85) AP = x und

PM =zy ist.

Ergänzt man das Rechteck, dessen zwey Seiten AP und

PM sind, und dreht man dann dieses Rechteck um die Axe AP

der x, so entsteht ein Cylinder mit kreisförmiger Basis , wo y

der Halbmesser dieser Basis, und x die Höhe des Cylinders, also

auch (§. i63.)

V = x y x x = a x x z

das Volum dieses Cylinders ist. Da sonach V' — %V ist, 90

wird das Volum dieses Cylinders durch die Oberfläche jenes pa¬

rabolischen Conoids in zwey gleiche Theile getheilt.

Ist endlich V" das Volum des Kegels, der durch Umdre-
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hung der geradlinigen Sehne AM um die Axe der x entsteht,
und dessen Volum daher

V" = 7tj" x = -j a 7t x 2ist, so hat man
— = - und — = 3
V' a V" a

I. Wenn sich, statt der Parabel, die gerade Linie, deren
Gleichung

y = ax

ist, um die Axe der x dreht, so hat man für den so entstehen¬
den Körper, den senkrechten Kegel mit kreisförmiger Basis,

V = 7tfy 2 dx =z ja z 7tx 3 = f 7ty 2 x ,
übereinstimmend mit i63.

§. 261 . (Volum des hyperbolischen Conoids.)
Ist in der Hyperbel (Fig. 83) AP = x und PM c= y, so hat man
für die Gleichung dieser Curve (nach 200 )

„ a b 2 x , b 2 x-

und daraus erhält man sofort
b' i ic

V =s 7tfy l dx = —— f( 2 ax V a: 3) dx,

wovon das Integral nach 234, L ist
,, b 2 TZ

(ax 2 ^-a? 3)
oder auch

V = fTtxy 2 +

b '1 TZX-

3 a

Der erste Theil des letzten Ausdrucks ist der von dem ge¬
radlinigen Dreyecke AMP beschriebene Kegel, also ist auch der

b" TZx-
zweyte Theil oder

3 a,
dasjenige Volum, welches das hyper¬

bolische Segment, das von der Sehne AM und dem Bogen AM
begrenzt wird, während dieser Drehung der Hyperbel um AP
beschreibt.

I. Legt man aber der Hyperbel die Gleichung
x- y-
a - b z

zu Grunde, wo CP = x und PM =sy ist, und wird dann diese
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Curve um eine durch C auf die grofse Axe A D senkrechte Gerade
gedreht, so ist das Volum des so entstehenden Körpers

V = xfx'dy = f(b 2 -1-f-)dy,
und daher

r = + kr 3),
wenn V mit zugleich verschwindet.

5. 262. (Volmn der Kugel.) Ist BAD (Fig. io 3 ) ein
Kreisbogen des Halbmessers BC = DC = a, und ist AP = x,
PB = jp, so hat man (§. 199.)

= 2 a x — x *.
Heifst daher V' das Volum, das durch die Rotation des Kreis¬

abschnittes ABPD um die Axe CA entsteht, so ist

V = jr fj ' 1 dx =a x (ax z — j- a; 3).
Nimmt man diesen Ausdruck für x = a doppelt, so erhält

man das Volum der ganzen Kugel gleich f a z x.
I. Um eben so das Volum V desjenigen Körpers zu erhal¬

ten, der durch Rotation des Kreisausschnittes ACB um A C ent¬
steht, so hat man zuerst für das Volum V" des Kegels, der durch
Rotation des rechtwinkligen Dreyecks BPC um AC entsteht
(nach §. 260, I.):

V" = ?r (rz — x) (2 ax — a 2 );
und da V = V -j- V" ist, so hat man auch für das gesuchte Vo¬
lum V des Ausschnitts ACB

V = f-a "1 xx.
Nimmt man diesen Ausdruck für x = a doppelt, so erhält

man für das Volum der Kugel ia 3 ;r, wie zuvor.
II. Ist bad ein dem vorhergehenden concentrischer Kreis¬

bogen des Halbmessers Ca = a, und ist Cp=sx', so ist das
Volum des Ausschnittes b Cp (nach I.)

v = ja*xx,
also ist auch das Volum des von der Fläche ABb aA um A C be¬
schriebenen Körpers, oder so ist das Volum des gegebenen Thei-
les einer Kugelschale , deren Dicke a — d ist, gleich

V —1 (a 2 a — d 1 a 2) ,
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oder da — = — ist:
x a

2 7T
v = •— (a 3

S a v a' 3) . x.

Nimmt man auch diesen Ausdruck für x = a doppelt, so er¬

hält man für das Volum der ganzen Kugelschale:

V — t> = ^ (a 3 — a' 3);

und setzt man in diesem letzten Ausdrucke die Gröfse a'=o, so

erhält man für das Volum der Kugel, deren Halbmesser a

ist, wie zuvor.

III. Um eben so das Volum V des Körpers zu erhalten, der

durch Rotation des Kreisabschnittes BDA um seine Chorde BD

entsteht, sey CP = b, PB = P D = c und PQ = x , QN=y,

so hat man für die Gleichung des Kreises

(b -|-jr ) 2 -]- x* = a 2 oder

j -2 = a 2 — b" — x l — 2 by ,

und daher auch

^y" d x = ( a 2 — b*)x — ja 3 — nbfydx.

Allein für x — c ist

fr d: -a 2 Are Cos - — jöc,

also ist auch, wenn a = c genommen wird, das gesuchte Volum

V ss j tc c (2a 2 -j- 6 2) — 2 x a~ b . Are Cos - .

Für i> = o ist c = a, also auch das Volum der ganzen Ku¬

gel gleich |a 3 7r, wie zuvor.

§.263. (Volum des verlängerten Sphäroids-) Wenn
sich eine Ellipse um ihre grofse Axe za dreht, so hat man

,T2 , J 2 _
ar- b '- ’

also ist auch das Volum des durch diese Rotation entstehenden

Sphäroids

V = x fr-dx s= (a 2 — ja 2 ) ,

wenn V mit x verschwindet. Wird dieser Ausdruck für x = a

doppelt genommen, so erhält man für das Volum des ganzen
Littrow’s Anfangsgr, d. geflammt. Mathem. St
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Sphäroids

§. 2 Ö 4 . — 2 Ö 5 .

V = ^ab %3T.

Für b s= a erhält man F = -|a 3 ?r, Jas Volum Jer Kugel,
wie zuvor.

5* 264. (Volum des abgeplatteten Sphäroids-)
Wenn sich eine Ellipse um ihre kleine Axe dreht, so hat man

S + £ = ’>
und daher auch das Volum des so entstehenden Körpers

v = *o*d* = ^ (6= - {4
Dieser Ausdruck, für x — b doppelt genommen, gibt das

Volum des ganzen abgeplatteten Sphäroids

V = La'bi r.

Man sieht daraus, dafs sich das Volum des abgeplatteten

Sphäroids zu dem des verlängerten wie a zu b verhält.

§. 265. (Volum der cycloidischen Sphäroide.)

A. Wenn die Cyclois AMD (Fig. 104) sich um die Gerade AB

dreht, so hat man, wenn AP — x und PM =>y ist:

x = a (9 — Sin 9 ),

y = a(i — Cos 9),
also auch

y 1 dx = d 3 d 9 (1 — 3 Cos 9 —J—3 Cos 1 9 — Cos 3 9),

und davon ist das Integral, wenn dasselbe zugleich mit 9 ver¬
schwinden soll:

^y 1 dx =5 a 3 — V Sin 9 *f" T Sin z 9 — tz Sin ^9^*

Daraus folgt, dafs das Volum jedes Theiles des so entste¬

henden Körpers ist

a 3 r. ro ^
V = - 00912 45 Sin 9 45 Sin 29 — Sin 39].

Nimmt man diesen Ausdruck für 9 = * doppelt, so erhält

man für das Volum des Körpers, der durch Rotation der ganzen

Cyclois ADB um AB entsteht:

V — 5 a 3 *"-.
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B, Wenn sich aber dieselbe Cyclois um die Tangente DE
des höchsten Punctes D dreht, so hat man

x = a (p -f- Sin p) ,
y = a(i — Cosp),

und daher auch

V' = JTfy z dx — (6p — 3 Sinp — 3 Sin 2 p -{- Sin 3p).

Nimmt man diesen Werth für p = ar doppelt, so erhält man
V == a 3 JT2

für den Körper, der durch Rotation der doppelten Fläche AMDE

um DE entsteht, welcher Köi'per demnach der Axe DE seine

convexe Seite zuwendet.

Es ist demnach, wenn man diesen Werth von V' mit dem

V der Nr. A. vergleicht:
V = 5 r.

Wenn aber das Rechteck, dessen zwey Seiten AB und AE

sind, um dieselbe Axe DE gedreht wird, so entsteht ein Cylin-

der, dessen Volum gleich 8a s i* ist. Zieht man davon das Vo¬

lum V = a 3 rc 2 ab, so erhält man

7 a? Tr2

für das Volum des Körpers, der durch Rotation der Fläche
AMDBCA um DE entsteht.

C. Wenn sich ferner die Cyclois um die Axe CD dicht, so
hat man

x = a (i — Cos p ),
y = a (p -(- Sin p) ,

und daher auch

y- dx — a 3 dp (p 2 Sin p -|- 2 p Sin 2 p -j- Sin 3 p) ,

also auch für das gesuchte Volum

V" = a 3 x [p 2 (i — Cos p) + 2 p (Sin p — Sin 2 p) ‘

-{- |Cosp —• Cos 2 p -{- Ti- Cos 3p — -jj.

Für p = ar gibt dieser Ausdruck
7 rtt 3 Os*71 p „/ = - 7c~ —

2 L
ll 1

9 J >

oder das Volum des Körpers, der durch Rotation der Fläche
AMDC um CD entsteht.

D. Wenn sich endlich die cycloidischc Fläche um die Tan-
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gentc AE im Sclicitcl A dreht, so ist

x ~ a (1 — Cos ?),y = a(? — Sin?),
also auch F"'=xfy 1 dx oder

F'"= a 3 n-[f Cos? -f ^ Cos 2 ? -j_ jl.Cos3? —

-(- a 3 x [2 ? Sin ? ■— • 7 ? Sin 2 ? — ? 2 (7 -[- Cos ?)].

Für ? = 2 x erhält man

F'"= 6 a 3 *- 3

als das Volum des Körpers, der durch Rotation der ganzen Fläche
AM DB um AE entsteht.

Noch hat man zwischen diesen Körpern die Gleichung

F'"= 6 xV = \xV.

§. 266. (Anwendung des allgemeinen Ausdrucks
(D) auf solche Körper, die nicht durch Rotation ent¬
standen sind.) Wenn ein Körper auch nicht durch Drehung
einer Curve um irgend eine Gerade entstanden, wenn er aber

docli so beschaffen ist, dal’s er, in Beziehung auf eine gerade,

durch den Körper gehende Linie, zu beyden Seiten dieser Ge¬

raden symmetrisch gebaut ist, so bezeichne X die Fläche des

Schnittes, welcher durch eine auf die Axe der x senkrechte Ebene

in dem Körper entsteht, und man wird dann diesen Körper, eben

so wie in §. 259, I., als aus Cylindern bestehend betrachten kön¬

nen, von welchen die, hier nicht mehr kreisförmige, Basis die

erwähnte Fläche X, und die Höhe dx ist, so dafs man daher

für das Element aller dieser Körper haben wird

dF<=fX.dx . . . (£).

Die Gleichung

«»

die wir schon oben (§.216.) betrachtet haben, stellt eine solche

in Beziehung auf alle drey Coordinatenaxen symmetrische Fläche
dar.

Wird diese Fläche z. B. durch eine auf die Axe der x senk¬

rechte Ebene geschnitten, so wird dieser Schnitt, dessen Fläche

wir überhaupt X genannt haben, die Gestalt einer Ellipse ha¬

ben , und da man allgemein hat
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■Zl

so sieht man, wenn man diese Gleichung mit der allgemeinen
Gleichung

zusammenstellt,
sind:

f! _L z! — ,
' B-

dafs die Halbaxen jenes elliptischen Schnittes

b. und
x-

so dafs man daher für die Fläche dieses Schnittes (nach §. 245 .)
haben wird:

X =

Mit diesem Werthe Ton X gibt die vorhergehende allge¬
meine Gleichung:

F = /Xd* = i C *^-£j).

Dieser Ausdruck für x = a doppelt genommen, gibt das
Yolum des ganzen Sphäroids mit drey Axen gleich

V = 4 ab cx.

Ist c = b, so erhält man aus der letzten Gleichung das Yo¬
lum des verlängerten Sphäroids:

V = ±ab*x.

Ist aber c = a, so hat man für das Volum des abgeplatteten
Sphäroids.

V = j a? b x.
Ist endlich c = & = a, so erhält man für das Yolum der

Kugel:
V = |a 3 ff,

alles übereinstimmend mit Demjenigen, was für diese Körper
schon oben gefunden wurde.



Drey und dreyfsigstes Capitcl.

Statische Bestimmung der Oberfläche und

des Volums der Rotationskörper.

§. 267. (Allgemeine Ausdrücke für diese Bestim¬
mung'.) Wir wollen nun annehmen, dafs die krumme Linie,

durch deren Rotation um die Axe der x eine Fläche erzeugt wer¬

den soll, um irgend einen Innern Punct derselben, nach allen

Richtungen von diesem Puncte aus, symmetrisch gebaut ist, so

dats einem jeden Elemente der Curve auf der einen Seite dieses

Punctes ein eben so weit von diesem Puncte entferntes zweytes

Element auf der anderen entgegengesetzten Seite dieses Punctes

entspreche, zwischen welchen heyden Elementen daher dieser

Punct in der Mitte liegen wird. Da dasselbe, des vorausgesetz¬

ten symmetrischen Raues dieser Curve gemäfs, von jedem cor-

respondirenden Elementenpaare der Curve, in Beziehung auf

denselben inneren Punct, gellen soll, so wird dieser Punct als

der Mitlelpunct der ganzen Curve zu betrachten seyn, wie diefs

z. B. in dem Kreise, in der Ellipse, in der Astrois u. f. der

Fall ist.

Sey MQ'M' (Fig. io5) eine solche symmetrische Curve, und

C ihr Mittelpunct, so wie MCM' irgend eine durch diesen Mil-

telpunct gehende Sehne oder ein Durchmesser der Curve. Man

ziehe in der Ebene dieser Curve, aufser derselben, die Gerade

PAP' in einer willkürlichen Richtung, und nehme diese Gerade

für die Axe der x an, so dafs die von den Puncten M, C, M'

auf diese Gerade gefällten Lothe die Ordinaten dieser Curve be¬

zeichnen. Noch sey C Q und M'Q' mit der Abscissenaxe PP' pa¬

rallel.

Da für die symmetrische Curve, der Voraussetzung gemäfs,

die Distanz der heyden Puncte M und M' von dem Mittelpuncte

C gleich grofs, oder da CM = CM' ist, so hat man auch in den

Leyden rechtwinkligen Dreyecken CMQ und CM'Q' die Seite
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und P M' von je zwey zusammengehörenden Puncten ilJ und AT

der Curve, und nennt man Y die Ordinate ÄC ihres Mittelpunc-

tes C, so hat man

PM = AC -f QM und .

P'M' = AC — Q'C,

also auch, wenn man diese beyden Gleichungen addirt, da

PM = PM' =sy und AC = Y , so wie QM = Q'C ist:

y = .

und daher auch , da das Element ds des Bogens in dem Puncte

M dasselbe mit dem in M ist:

y ds = Yd s.

Nimmt man aber die Summe aller dieser Ausdrücke für je¬

des Punctenpaar der Curve, so hat man

fyds =. fYds,

oder da Y — AC eine constante Gröfse, also auch

fYds = Yfds,

und da überdiefs f ds oder s den Umfang der ganzen Curve be¬
zeichnet :

fYds = Ys,
oder endlich

fy ds = Es.

Allein nach §. 252 (Gleichung C) hat man für die Ober¬

fläche <2> eines jeden Botationskörpers, wenn die Drehungsaxe

zugleich die Axe der x ist, den Ausdruck

$ = 2 rcfyds,

also ist auch, wenn man in diesem Ausdrucke den erhaltenen

Werth von fyds = YS substituirt:

<5 = 2 x . YS . . . (F),

wo S den Umfang der ganzen Curve, und Y den senkrechten

Abstand ihres Mittelpunctes von der Rotationsaxe bezeichnet.

I. Man sieht aus dieser Darstellung, dafs der erhaltene

Werth von <5 immer derselbe bleibt, welche Lage auch die Curve

um ihren Mittelpunct C einnimmt, wenn nur die senkrechte Di¬

stanz Y ihres Mittelpunctes von der Drehungsaxe nicht geändert
wird.
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II. Derselbe Schlufs wird sich auch auf das Volum derjeni¬

gen Körper anwenden lassen , welche durch Rotation der Fläche

einer symmetrischen Curve um irgend eine Axe entstehen. Wie

nämlich, nach der Gleichung (F), die Obexdläche dieser Körper

Kreises, dessen Halbmesser Y ist, betrachtet worden ist, so wird

dieser Curve (die man nach Cap. 3o findet) in die Peripherie

2 itY desselben Kreises dargestellt werden, so dafs man dem¬

nach für das Volum dieser Körper den Ausdruck haben wird:

ln der Statik oder in der Lehre von dem Gleichgewichte

Schwerpuncles bekannt.

Gehen wir nun zu der Anwendung der beyden allgemeinen

Gleichungen (F) und (G) über, und betrachten wir zuerst einige

einfache geradlinige Figuren,

§. 2b8. (Körper, die durch Rotation eines regel-

Kreises, der einem regelmäfsigen, d. h. einem gleichseitigen

Dreyecke umschrieben ist, so hat man (nach (jj. 121 .) die Seite

Nennt man daher Y = d die senkrechte Distanz des Mittel-

punctes dieses Dreyeckes von seiner Rotationsaxe , so hat man

für die Oberfläche 0 , und für das Volum V des Körpers, der

steht, nach den Gleichungen (F) und (G) die Ausdrücke

0 = 6 a d 7z und

V — \a?-d7z\f 3.

I. Dreht sich demnach das Drcyeck ABC (Fig. 106 ) um eine

durch seinen Scheitel C mit der Basis AB parallel gehende Axe,

so ist d = a, also auch

als das Product des Umfangs S der Curve in die Peripherie des

auch das Volum V dieser Körper durch das Product der Fläche F

V == 2 ® ,YF . . . (G).

der Körper ist dieser Mittelpunct unter der Benennung des

mäfsigen Dreyeckes entstehen-) Ist a der Halbmesser des

dieses Dreyeckes gleich a\f3, also auch für den Umfang S und
die Oberfläche F desselben

S = 3 a \/3 und F = 3.

durch Rotation des gleichseitigen Dreyeckes um jene Axe ent-

0 ' = 6 ci l x und V a a 3 k
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oder auch, wenn b ■=. a^f 3 die Seite desDreyecks bezeichnet:

0' =z nb z x y 3 und V = ± b 3 x.

II. Dreht sich aber dasselbe Dreyeck um seine Basis AB,

so ist d = }a, und daher

0 " = 3 a 2 x 3 = 6 3 x \/3 und

r'= }a »*/3 = \b 3 , r.

§. 269. (Rotation des regelmäfsigen Vierecks.)

Ist a der Halbmesser des dem Quadrate umschriebenen Kreises,

so ist die Seite desselben b = a\f 2, der Umfang 5 = 4 a\/a

und die Fläche F = 2 a 2 . Bezeichnet daher wieder, hier und in

der Folge, d den senkrechten Abstand des Mittelpunctes der Fi¬

gur von der Rotationsaxe , so ist

0 = Radizes und

V = 4 a% d x.

I. Dreht sich daher das Quadrat AB CB (Fig. 107) um eine

seiner Seiten AB, so ist d = - 2 -, und daherV 2

0' öa 3 x = 46 a JT und

77 ' =3 = &3 X.

II. Dreht sich aber dasselbe Quadrat um eine Gerade ab

(Fig. 108), die durch eine Spitze A des Quadrats parallel mit der

Diagonale BD geht, so hat man d = a, und daher

0" = 8 a z x]/z — l\b %x\/% und

V" = 4a 3 jt = b 3 x\/ti.

§. 270. (Rotation des regelmäfsigen Fünfecks.)

Ist wieder a der Radius dieses Polygons, so ist (§. 121, III.)

die Seite desselben

und daher der Umfang des Fünfecks

und die Fläche desselben

^ = Vv^V-ä -
Mit diesen Werthen erhält man aus den Gleichungen (F)

Idttrow’s Aufangsgr» <1,gesammt. Mathcnv 30
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und (G) für die Oberfläche und das Volum des durch Rotation
dieses Polygons entstandenen Körpers :

'5 — V5. / 5 — V5= io a d x W -,

I. Wird dieses Fünfeck um eine seiner Seiten gedreht, so ist
d = ia(i+V/5),

und daher
'5 + V5

V t= | a 3 Tr \/5 ~P 2 y/5.
II, Wird es aber um eine Gerade gedreht, die durch eine

Spitze des Polygons senkrecht auf den Radius desselben geht,
so ist d = a , und daher i

0 = i o a l 7t y ■—~—,

r'= \a?*Y
,/5 + V5

Eben so erhält man für das regelmäfsige Sechseck, wenn a
den Radius, oder was dasselbe ist, die Seite desselben bezeichnet:

iS e= 6 a und F =
und daher auch

0 = 12 nd 7! und V = 3 a* dx\/3.

§■ 27'. (Rotation des Kreises.) Wenn der Kreis des
Halbmessers a um eine gerade, aufser ihr liegende Linie gedreht
wird, so hat man für den Umfang des Kreises

S = 2 ax,
und für die Fläche desselben

F = a 2 n ,

also ist auch, wenn d den senkrechten Abstand des Mittelpunc-
tes von jener Rotationsaxe bezeichnet:

0 = 4 adir 1 und
V = 2 a"1 d tz 1.

Ist d = a oder wird der Kreis um eine seiner Tangenten
gedreht, so hat man

0' = 4 u 2 und
V = 2 a 3 7r 2,

und die heyden letzten Ausdrücke geben die Gomplanation und
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die Cubatur desjenigen Körpers , dessen Gleichung

Y a-'1 — \/ a* — s* = a
wir bereits oben (§.224, II. und 225 , Ex.I.) mitgetheilt haben.

I. Eben so hat man für die Fläche F der Ellipse, deren

Ilalbaxen a und b sind (nach §. 245.):
F = ab v.

Wird diese Ellipse um ihre Tangente im Endpuncte der

grofsen Axe gedreht, so ist rf=a, und daher
V" = 2 a-b 5T1 .

Wird sie aber um ihre Tangente im Endpuncte der kleinen

Axe gedreht, so ist d = b und
F"= 2 ab 1 **.

Setzt man in den beyden letzten Ausdrücken von V" und

V" die Gröfse 6=a, so erhält man

V = 2 a 3 n z

für die Rotation des Kreises um seine Tangente, wie zuvor.
*

§. 272. (Rotation der Lemniscate.) Für diese Curve

haben wir oben ($• 247.) gefunden

F — 2 a%

wo (Fig. 89) AC = AB = a\f 2 ist. Da der Mittelpunct die¬

ser Curve in dem Anfangspuncte A der Coordinaten liegt, so hat

man, wenn die Drehungsaxe durch den Scheitelt) senkrecht auf

die Abscissenaxe BC geht:

Y = AB — a\/2, also auch

V = zx.YF = 4 a 3 5rV / 2 .

Da ferner der gröfste Werth der Ordinate PM = P'M' = j

zu beyden Seiten des Anfangspunctes A gleich sa ist, so hat man,

wenn die Rotationsaxe MM' durch die Endpuncte M und M! die¬

ser zwey gröfsten Ordinaten parallel mit B C geht:

Y = -ja, und w'ie zuvor F = 2a-,

also auch für den so entstehenden Rotationskörper

V = 2 a 3 n.

§• 273. (Rotation der Astrois.) Für diese Curve ha¬

ben wir oben ((J. 235 . und 248.) gefunden

S = 6a und F = - a n .8

Ist also wieder d der senkrechte Abstand des Mittelpuncles
3 o *
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A (Fig. 90) der Astrois von der Rotationsaxe, so ist
0 = 1 zadx und

a 2 d 7t

Wird die Astrois um eine Gerade gedreht, die durch den
l’unct D oder E parallel mit der Abscissenaxe BC geht, so ist
</ = a, und daher

Geht aber die Rotationsaxe durch zwey benachbarte Spitzen

§. 274. (Rotatioil der Cyclois.) Obschon uns der Ort

nicht gegeben ist, so ist doch bekannt, dafs er irgendwo in der
Geraden CD (Fig. 104) liegen mufs, weil die Curve zu beyden
Seiten dieser Geraden symmetrisch vertheilt ist.

Nimmt man daher die Rotationsaxe mit dieser Geraden C D

parallel und von ihr um die senkrechte Distanz d entfernt an, so
wird man, da (nach $. 238 . und 249.)

ist, für den so entstehenden Rotationskörper die Ausdrücke
haben :

Scheitel A der Cyclois, so ist d — CA = an, und daher

<p' = 12 a z it

a Tr

und D der Curve

3 a? 7t-
4

desMittelpunctes für diese Curve sowohl als auch für ihre Fläche

F e= 3 a 2 5und S = 8 a

0 = \Badx,
V = b a 2 d tz".

Ist daher die Rotationsaxe zugleich die Tangente AB im

0 = 16 a 2 tz 2 ,
V = 6 a 3 7r3 ,

übereinstimmend mit §. 258 , D. und 265, D.
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