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Die Inhaltsermittlung der Korper aus ihren Projektionen.

.”.:iuﬁ:: findet die diskursive Behandlung riumlicher Anschauungen — und
nicht nur bei Anfingern — Schwierigkeiten, welche der Einfachheit des Unterrichtsstoffes
nicht entsprechen, mithin auch nicht als sachgemiils gelten kinnen. Wenn nun auch
zugegeben werden mufls, dafs die durch Uberwindung solcher Schwierigkeiten erlangte
Gewandtheit des Geistes ein an und fir sich erstrebenswertes Ziel ist, so scheint es
pidagogisch doch richtiger, dieselbe in ancemessener Aufeinanderfolge {iberwinden zu
lassen, als sie dem Schiiler in gelegentlicher Hiufung zu bieten. Ist also die Annahme
gerechtfertict, dals dem Schiiler die Beschreibung einer riumlichen Anschauung, trotzdem
er letztere richtiz erfalst hat, in stilistischer Beziehung zu schwer fallen kann, so wiire
es unpidagogisch, dieses Kunststiick von ihm zu verlangen. Die Beschreibung durch An-
fertigung kirperlicher Modelle zu ersetzen, ist nicht bei allen Schitlern zun ermiglichen,
und durch Vorzeigung solcher zur Unterstiitzung seines Vortrages wird der Lehrer hiinfio
genug auch nur ein oberflichliches Verstindnis erzielen, weil die Anschauung so mihelos
sie fiir den Augenblick gewonnen ist, so schnell wieder zerrinnt, wenn das Modell aulser
sicht ist. s eriibrigt also nur noch die Hiilfe einer durchdachten Zeichnung, zu
deren Anferticune die technische Geschicllichkeit des Schiilers ausreicht, beziehentlich
ausgebildet werden kann und soll, — d.h. die Verwendung nicht nur, wie gebriiuchlich,
von perspektivischen sondern auch von projektivischen Figuren beim Unterricht.

ks fehlt hier an Raum, um im Einzelnen zu untersuchen, in wie weit bei Ver-
trautheit des Schiilers mit den Vorstellungen des Projizierens, des Grund-, Auf- und
Seitenrisses durch Verwendung dieser Degriffe die Sitze iiber die Gerade und die Ebene,
die Ecke und dergl. sich einfacher darstellen lassen; ich will mich daher auf die Inhalts-
ermittlung der Korper beschriinken und nur noch kurz darauf hinweisen, dals die Arbeit,
aus den erforderlichen Daten die Projektionen einer riwmlichen Vorstellung zu zeichnen,
das selbstindige Nachdenken des Schilers und die Vorstellungsfihigkeit desselben in
hohem Malse erfordert und anregt, also eine an sich férdernde Thitigkeit ist. Auch
kann sie hinsichtlich ihrer Schwierigkeit durch passende Direktive des Lehrers leicht
reduziert werden, so dals sie in der Regel von den Schiilern gern geleistet wird. Ferner
ist die geistize Thiitigkeit aus der fertigen Zeichnung leicht zu iibersehen und kann diese

T




queh nicht eeistlos nachgebildet werden, zumal wenn die Wahl der konkreten Malse

dem Schiiler iiberlassen bleibt. Kann man die Seitenebene so zum Grundrils stellen, dafls
gie einer besonders wichtigen Ebene parallel ist, so hat man den nicht zu unterschitzenden
Vorteil, dals die Figuren, welche zur Erlauterung planimetrischer Betrachtung dienen,
gich in wahrer Grofse und in richtiger Beziehung zu dem Ubrigen darstellen.

Die Inhaltsermittlung der Korper ist wohl der Teil der elementaren Mathematik,
welcher einer systematischen Durchbildung am meisten entbehrt. Die Verwendung des
Cavalerischen Satzes ist eine bestrittene, seine Vermeidung wird sehr umstiindlich. Aber
auch abzesehen hiervon lassen viele Lehrbiicher mehr das Bestreben erkennen, jeden
einzelnen Korper so elementar oder auch so elegant wie miglich zu behandeln und so
durch eine Reihe von Kunsterifien eine Reihe von Resultaten losen Zusammenhangs zu
erzielen, als das, dem Schitler diejenige Ubung zu verschaffen, welche das Findringen in
eine consequent durchgefithrte Methode gewihrt. Ist dies der Grund, weshalb so oft auf
hioheren Lehranstalten dieses Gebiet verhilltnismilsig kurz behandelt wird, so lilst sich
diese Vernachlissigung des geringeren Bildungswertes wegen vielleicht rechtferfigen, ist aber
sehr bedauerlich. Denn gerade diese Disciplin bietet Beziehungen zum praktischen Leben,
welehe richtig benutzt manchen Schiller mathematischen Studien zufithren, der ihnen
sonst — weil zu abstrakt — mehr oder weniger fern bleibt. Andererseits entbehrt der
Schiller einer Fachschule, auf welcher dieses Gebiet als unumginglicher Unterrichtsstoft
eingehender behandelt werden muls, hierbei derjenigen Schulung des Geistes, welcher von
der Beschiftigung mit der Mathematik zu erwarten ist. Der in folgendem skizzierte
Lehrgang entwickelt, von den wesentlichsten Eigenschaften der Korper ausgehend, néimlich,
dals sie allseitig umgrenzt und riicksichtlich ihres Inhalts von der Anordnung ihrer Teile
unabhineie sind. fir alle Korper dieselbe Regel der Inhaltsermittlung, gewithrt also die
swiofache Ubung. der Abstraktion des Allgemeinen aus den wesentlichen Eizenschaften
des Besonderen. und des Subsumierens eines einzelnen Falles unter die allgemeine
zegel. Die Schlufsergebnisse sind allerdings, selbst wo sie in neuem Gewande erscheinen,
auf andere Weise auch abzuleiten. Doch scheint mir die hier befolgte so einfach und
hinsichtlich der Allgemeingiiltigkeit ihrer Resultate so durchsichtig, dals sie giner Dar-
stellung nicht unwert sein diirfte, zumal da diese bei der Einfachheit des Stoffes kaum

mehr als Andeutungen erfordert.

1.

Wird ein ebenflichiger, iiberall konvexer, Kirper in beliebiger Richtung auf eine
Grundebene, welche im Allgemeinen den Kiorper nicht schneidet, parallel projiziert, so
mbuen die Projektionen derjenigen seiner Seiten, deren Punkte nur von solchen Geraden
projiziert werden, welche nicht mehr als den ginen Punkt mit dem Koérper gemeinsam
haben, als unter den andern liegend bezeichnet werden. Unter Beobachtung der Zeichen-
regel, dafs diese negativ, die andern positiv zu nehmen sind, hat man allgemein:

e

(1) SP=0

wenn mit P der Flicheninhalt je einer Projektion der Seiten des Korpers bezeichnet
J 1]

wird.




Unter jeder Seite des Korpers steht ein im allgemeinen schief abgeschnittenes
Prisma, dessen Inhalt der Wert der Seite heilsen moge, welcher bei der Imhaltsermittlung
des Korpers in Rechmung zu stellen ist. Werden diese Werte mit V bezeichnet und
digjenigen mit negativen Projektionen als Grundfiiiche subtraktiv gemommen, so hat man
allgemein: g

: J= =V (=)
wenn J den Inhalt des Kirpers bezeichnet. Es lilst sich nun V fiir jede beliebige Figur
folgendermalsen bestimmen.

S

I. Bei Normalprojektion hat man, wenn die Figur®) parallel der Grundebene ist.
fitr ein Rechteck: V= Ph d. h. den Rauminhalt eines geraden rechtwinkligen Parallel-
epipedons mit der Grundfliche P und der Hihe h.

Lehrsatz: Jedes rechtwinklige gerade Parallelepipedon wird durch eine Diazonal-
ebene in zwei kongruente dreiseitige Prismen geteilt.

II. Fiir ein rechtwinkliges Dreieck (und somit fiir jedes Vieleck) parallel der
Grundebene ist bei Normalprojektion: V=PFPh.

Lehrsatz Jedes schiefe Prisma ist einem geraden inhaltsgleich, welches zur
Grundfliiche den Normalschnitt durch die Seitenkanten des schiefen Prismas und zur Hohe
die Seitenkante desselben hat.

Beweis: Ein Normalschnitt, welcher keine der Grundflichen des schiefen Prismas
schneidet, teilt dieses in zwei Teile, welche zu einem geraden zusammengesetzt werden
kémmen. Ist ein Normalschnitt, welcher keine der Grundflichen schneidet, zn fithren nicht
maglich, so vervielfiilltice man das schiefe Prisma und setze es so oft (nmal) mit den
kongruenten Grundflichen an einander bis der erste Fall vorliegt. Man erhiilt dann den
[nhalt des nfachen Primas eleich dem Produkte ans dem Normalschnitt und der n fachen
Seitenkante.

III. Fiir ein Parallelogramm, von welchem zwei Eckenhihen h, und zwei h, iiber

der Grundebene sind, ist bei beliebiger Projektionsrichtung: V=—-P(h; 4 hy)=Ps,

wenn & die Mittelpunktshohe des Parallelogramms iiber der Grundebene ist.

Der Wert des Parallelogramms wird dargestellt durch ein schiefes Prisma, dessen
Grundflichen und dessen Normalschnitt Trapeze sind. Ist a die Linge der Parallelen im
Parallelogramm, welche der Grundebene parallel sind, und b die Projektion ihres Ab-
standes von einander, so ist leicht zu zeigen, dals der Flicheninhalt des Normalschnittes
l} b (h, + h,), der Rauminhalt des schiefen Prismas also ‘1} ab (hy+-hy) oder, da ab=P,

Pl &

T 1 ! -
V= 5 P (h; 4 h,)="Ps ist.

IV. Fiir ein Parallelogramm mit beliebigen Eckenhéhen ist bei beliebiger Projek-
tionsrichtune V= Ps. wenn s die Hohe seines Mittelpunktes ist.

*) Es sei P stets die Projektion einer Figur T, und h oder hy, h, u.s. w., ebenso s, &, s, 1.8 w.

Hihen iiber der Grundebene.
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Ist (Fig. 1) ABCD das Parallelogramm, S sein Mittelpunkt mit der Héhe s und
A,B,C,D, die Projektion, so lege man durch S eine Ebene parallel der Grundebene,
weleche die Projizierenden in A, B,C,D, schneidet. Ist nun EF
cine Mittelparallele in A,B,C,D, und GH eine in ABCD und
beide so gewihlt, dafls sie nicht in einer und derselben proji-
zierenden Ebene liegen, ist ferner A, B;C,D; die gemeinschaft-
liche Projektion der Parallelogramme auf eine Ebene, welche
parallel EF und GH ist, so haben ABCD und A,B,C,D, in
Bezug auf die Grundebene A,B,C,D, gleichen Werte mach IIL
Wird von diesen beiden Werten, wenn die Ebene A,B,C,D,
zwischen A,B,C,D, einerseits und den beiden Parallelogrammen
andrerseits liegt, der Wert von A, B, C, D, in Bezug auf die
nene Grundebene A,B,C,D, abgezogen, so folgt, dals ABCD
und A,B,C,D, gleiche Werte auch in Bezug auf die Grundebene
A,B, C,D, haben, d.h. V=Ps.

[nsoweit nun eine Figur (unter der erforderlichen Grenz-
betrachtung) in Parallelogramme geteilt werden kann, ist filr sie:

V= i]]"-"L _[— II'J:‘:'-\! T I'J;' 3

wenn P,, P,, P, u. s. w. die Projektionen der Parallelogramme
sind, in welche die Figur geteilt wird, und s,, 8;, 8§ 1. 8 W.
die Mittelpunktshihen dieser Parallelogramme iber der Grund-

ebene. Setzt man hierfir V=Ps, wo P die Projektion der
ist, so wird g die Schwerpunktshihe von F und J= =Ps.
the ich zeige, wie sich diese Entwicklung fiir den Unterricht mielichst einfach

vestaltet, und wie der Schwerpunktsbegriff als ein rein mathematischer in die Rech-

Zanzen

nung einzufithren ist, will ich auf das theoretisch wichtige Resultat hinweisen, welches
hieraus ohne Benutzung algebraischer Beziehungen folgt, dafs niimlich symmetrische
Kirper raumgleich sind.

Ist S in dem geraden Parallelepipedon mit den Grund-
flichen ABCD und A,B,C,D, und dem Rauminhalte J (Fig. 2)
der Mittelpunkt (die Mitte der Schwerkante), so ist das schief
abgeschnittene Parallelepipedon A,B, G, D, A, B,C,D, = I J.

)

Das dreiseitize Prisma ABC A,B,C, ist aber ebenfalls gleich
1

=)

oeschnittenen dreiseitigen Prismen sind aber symmetrische Kirper.

J, also: ABCA.B,C,=A,C,D, A,C,D,. Beide schief abh-

Dies geniigt, um unter Anwendung von (2) die Inhaltsgleichheit
je zweier zu einer Grundebene symmetrischen Korper zu zeigen,

[ wenn ihre Seiten in Dreiecke zerlegt werden.
Fiir den Unterricht wird man den vorbezeichneten Lehrgang wohl etwas elemen-
tarer darstellen und vielleicht folgendermalsen verfahren.




Nach III gehe man iiber auf ein Dreieck, dessen eine Transversale parallel der
Grundebene in der Hohe s iiber dieser liegt. Man erhiilt: V=D & durch folzende Be-
trachtung. Ist ABC das Dreieck (F), BD die der Grundebene parallele Transversale,
g0 teile man das Dreieck in Streifen parallel zu AC und wiihle deren Breite so gering,

dals sie als Parallelogramme F,, F, w s w. betrachtet werden kénnen, deren kurze Seiten
der Grundebene parallel sind. TUnter der erforderlichen Grenzbetrachtung setze man:
F,+F,4+TF,4.--. =T und ehenso
II:"’ l,:+])1_1|—""_-]>1
man hat dann, da die Mittelpunkte jener Parallelogramme alle auf der Transversale BD

liegen:

V=P,54P,5 - Pysf---- =P
Fiir jedes Dreieck bei beliebiger Projektionsrichtung ist:
f | i
V=P s—p (RTrieT “EJ‘
B 3 j

wenn S der Durchschnittspunkt der Transversalen und s seine Hohe iiher der Grundebene
ist, hy, h, und h, dagegen die Eckenhidhen des Dreiecks sind. Beweis wie IV. Man wiihle
zwei Transversalen, welche nicht von korrespondierenden FEcken gezogen sind. Hiermit
ist der Rauminhalt einer Pyramide ohne Hiilfe algebraischer Beziehungen ermittelf.

Werden nun die Seiten eines Korpers — durch Diagonalen, um die Fekenhthen

nicht zu vermehren — in Dreiecke geteilt, g0 hat man allgemein:
| d i
= 7 =P (b -+ h, + hy), (3a)

kann also den Inhalt eines jeden ebenflichigen Korpers, von dem Grund- Auf- und
Seitenrifs oder, was dasselbe ist, die rechtwinkligen Coordinaten der Ecken bekannt sind,
ermitteln.

Fiir Aufmessungen ist die Aufgabe zuriickgefithrt auf die Héhenbestimmung der
Ecken des Korpers und die Ermitflung der Projektionen von Dreiecken, deren Seiten direkt
gemessen werden kinnen, _

Wird normal projiziert, so ist fiiv diese Ermittlung nur die Kenntnis des Pytha-
goreischen Lehrsatzes und der TFormel fiiv den Inhalt eines Dreieckes aus seinen drei
Seiten erforderlich.

§ 3.

Heifst der Durchschnittspunkt der Transversalen im Dreieck der Schwerpunkt
desselben, so heilse s die Hiohe des Schwerpunktes eines Vieleckes F iiber der Grundebene,
wenn die Gleichung:

Fs=UF,8,+ Fy8, | Fyg -+ -
erfullt ist, wo F,, F, und F, u. s, w. Dreiecke, in welche F geteilt ist, und s,, 8,, 8, w. s, w.
ihre Schwerpunktshohen sind.

Ein Punkf, dessen Héhen iiber drei Grundebenen in dieser Weise bestimmt sind,
heilst der Schwerpunkt der Figur F. (Dals ¥, F,, F, u. s. w, nicht notwendiger Weise
Dreiecke sein miissen, lifst sich leicht zeigen),




= I =

[st ' ein Dreieck, so ist die Projektion seines Schwerpunktes (8) auch der
Schwerpunkt (8,) seiner Projektion, und ist o die Hohe von S, itber der Ebene von T,
so ist: Fo= Ps, da beide den Inhalt desselben Kirpers aunsdriicken.

Werden nun mehrere Dreiecke in derselben Ebene auf dieselbe Grundebene in

aleicher Richtune projiziert. so hat man:
2 Pro] :

P, oy P [
— ==, —=——= 1,8 W
B, g Fy ' ey
St : T ) . : s I ¥
Aus dhnlichen Dreiecken lifst sich aber leicht zeigen, dals — = — u.s. w. Ist, s0 dafls,
29 .""3
wenn ¢ den Wert dieses Bruches bezeichnet:
P | L ) 3
12 "8 —.—. —¢ ist, oder auch:

F, F, F,
Ry PycBideic B
Byrtils lp-fma e
wo F ein Vieleck ist, zusammengesetzt aus den Dreiecken F,,F,,F, u.s. w. und P seine
Projektion. Der Wert dieses Vielecks ist nun die Summe der Werte der einzelnen Drei-

—=

ecke, mithin:
oder
y—=¢-F.5=Ps,

also auch:

(3h) J=Z3ZPs,

wenn mit P die Projektionen der einzelnen Seiten des Korpers und mit s die Schwer-
punktshihen dieser Seiten iiber der Grundebene bezeichnet werden.
Lehrsatz®): Die Flicheninhalte von Ficur und Projektion verhalten sich wie
1 ]

- o _. - . 0 e i
ihre gegenseitizen Schwerpunktshohen d. i ¥ wenn ¢ die Schwerpunktshihe von
i 8
P iiber I ist.
Ps und Fo driicken beide den Inhalt desselben Kiorpers aus.
I, a ¥ 0 = ; S
Es ist also auch = ain T - ¢ ist, d.h. der Schwerpunkt der Projektion

Q

liegt in derselben Hihe iiber der Ebene der Figur, wie die Projektion ihrves Schwerpunktes.

[st niimlich x die Hohe dieser Projektion iiber der Ebene der Figur, so muls —iy
]
. o sl O G .
sein, aus demselben Grunde wie —=—-2%=....¢ ist,
By 30
Dafz beide Punkte zusammenfallen, ist fiir die Verwendung des Schwerpunkts-
begriffes als eines rein mathematischen zo wichtig, als dals ich den Beweis nicht

wenigstens andeuten sollte. Ist F in die beiden Teile F, und F, geteilt, so dals die
Gleichung besteht Fs = F,s, + F,8, und sind 8, 8,,S, die drei Schwerpunkte, welche

*) Anwendung. Man projiziere eine Ellipse normal anf eine Grundebene, welche sie im End-
punkt der grofsen Achse tangiert, so dafs die Projektion ein Kreis mif dem Radius b wird, Dann ist:
23 = g . a -
FeP —hb? . — und (aus dhnlichen Dreiccken) — . also F=abm.

a (1] (5}
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in Betracht kommen, so mufs S auf der Verbindungslinie von 8, und S8, liegen. Zum
Beweise wiihle man F als erste Grundebene, die beiden andern senkrecht zu einander
und zu ihr, und zwar durch den Punkt S gehend und diesen
als Anfangspunkt rechtwinkliger Coordinaten, Es ist dann
F.s, =F,s, und V,0, = F,0,, wenn s, und s, die Schwerpunkts-
- 5 hohen von F, und F, itber der zweiten, o, und ¢, die iiber der
~ 2 dritten Grundebene sind (s,, 8, und oy, 0, sind absolut genommen).

Eoe o A Sty e ol 5 gy Fa)
4 <4 Man hat im Grundrifs die Fig. 3 und erkennt, da '=—'(= 2)
Sa gy " g
ist, die Richtigkeit der Behauptung. Hiernach lifst sich der
i Schwerpunkt einer jeden Figur durch lineare Konstruktionen
: bestimmen, welche, in ihren Projektionen verfolgt, erkennen

laszen, dals die Projektion des Schwerpunkts der Schwerpunkt der Projektion ist®).

§ 4

Die Anwendung der Gleichungen (3a) und (31h) gestaltet siech nun dulserst
einfach.

Prisma. Wird die Deckfliche (D) parallel mif den Seitenkanten auf die Grund-
fliiche (G) projiziert, so folgt:

Jd=1xs oder J=zh,

je nachdem das Prisma schief abgeschnitten ist oder nicht.

Pyramide. Man projiziere (am einfachsten) die Spitze so auf die Grundfliche,
dalz sie in diese fillt, so hat man:

2]
Prismatoid. Liegen die Ecken eines Kirpers teils auf einer Ebene (I)) teils
auf einer andern (), so hat man ein Prismatoid, wenn D || G ist.
Man unterscheide unter den Seitenflichen, Oberdreiecke d. h. soleche, welche eine
Deckkante und Unterdreiecke d. h. solehe, welehe eine Grundkante zur Seite haben,
und projiziere die Deckfliche in beliebiger Richtung auf die Grundfliche, so folgt:

J= _].[.. (8D 4204 1), (42)

wenn unter Beobachtung der Zeichenregel O die Summe der Projektionen der Oberdrei-
ecke und U die der Unterdreiecke bezeichnet.

Mit Hiilfe der Gleichung (1), welche die Gestalt D 4 O - U= G annimmt, lilst
sich (4a) in folgende Formen umschreiben:

/ R ; {
d = o 'k_j. D4+ G —{--{}_? (4 D)
]
h - T .
J=— 2G4+ D—-1) (4c)
51
*) Vergl. .Der Unterricht in der beschreibenden Geometrie anf Realschulen.® Yom Ohberlehver
Dr., Flohr, Jahreshericht der Dorotheenstidtischen Healschule. Borline 186D,  Seite 7.

1882, D. IL
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lli J= = |)1 ﬁ—‘.f[' —-n’l.‘

o
welche man auch erhilt, wenn man das Prismatoid umgekehrt betrachtet d. h. D mit G,
0 mit U und U mit — O vertauscht.
Eine Unterform ist noch aus (4b) und (4e¢):
h

(4e) J = . 1:33 G —|- 3D + Qi— [::l

abzuleiten. Im Allgemeinen erweist sich die Formel (4b) als die fiir den Gebrauch ge-
eienetste, besonders wenn als Deckfliche diejenige der beiden Grundflichen genommen
wird, welche weniger Ecken hat, Kann man die Projektionsrichtung so wihlen, dals
negative Werte verschwinden, so vereinfacht dies die Rechnung um ein bedeutendes.

Bei einem Keile projiziere man die Schneide parallel einer Seitenkante. Ist sie,
wie gewihnlich, z B. die First bei einem Walmdach parallel einer Grundkante, so fillt
sie in diese und es ergiebt sich nur ein (positives) Oberdreieck.

Bei einem Ponton projiziere man ebenfalls die Deckfliche parallel einer Seiten-
kante und hat zwei (positive) Oberdreiecke, deren Flicheninhalte sich leicht ermitteln lassen.

Man sieht hierbei, dafzs ein Prismatoid seinen Ranminhalt nicht fdndert, wenn die
Deckfliiche in sich ohne Drehung verschoben wird, oder auch: Prismatoide mit gleicher
Hohe sind raumgleich, wenn sie kongruente Projektionen haben,

Fiir ‘die abgestumpfte Pyramide erhilt man, wenn die Deckfliche in die Grund-

fliche projiziert wird, zu O 4+ U=G — D noch E-.‘-—zl'.,-—- und hieraus die gebriuchlichen
Formeln.

Um die Vorteile zu zeigen, welche die freie Verfigung iiber die Projektions-
richtung gewithrt, gestatte ich mir noch eine praktische Anwendung.

Bei Wegiiberfithrungen iiber FEisenbahndimme od. dergl ergeben sich hiufig,
als Rampen, Prismatoide von soleher Form, dafs ihr Rauminhalt nach den bisher bekannten
Formeln zu bestimmen nicht moglich war, weil die fiir diese erforderlichen Daten nicht
gemessen werden kinnen.

Fs seien Fig. 4a und Fig. 4b Grundrisse solcher Rampen. Von dem Damm ist
nur eine Seitenboschung dargestellt, und zwar ist X X, der obere Rand Y,Y, der untere
derselben. Die Deckfliiche des Prismatoids ist das rechtwinklige Dreieck ABC in gleicher
Hithe h wie der Damm, parallel der horizontalen Grundfliche Y /Y, Y,Y,Y; in Fig. 4a,
Y,Y,Y,Y, in Fig. 4b. Das Dreieck ABC ist durch den Winkel ABC = #, unter welchem
der Weg den Damm schneidet und die Breite AC = b dieses Weges gegeben. Das
Rechteck ACY,Y, ist der schiefe Teil des letzteren. Ist seine Steigung 1:m und die
der Boschungen 1:n gegeben, so hat man zur Konstruktion des Grundrisses in beiden

. b : , . e
Figuren: AB=c¢=——, BC=a=becotgff, AY,=mh, YA=CY,=AA, =nh,
sin g ' : 5
und wenn Winkel BY, Y, =y ist, tgy= = (Eigentlich miifste, wenn die Boschung,




z.B. ACY,Y, die Steigung 1:n haben sollte, ein Lot von C auf Y,Y,=nh und

: 1 . : : 3 i ]
Sy = - gein, Doch ist die angewendete Bezeichnung die in der Praxis gebriuchliche.)

Es gind nun folzende zwei Auf-

Fig, 4=
gaben zu losen:

"-.:‘ i 1) Aus der gegebenen Steigung
e BX, Xg X Joc Weoes und der Bischungen ist
| ' die Lage der Ecken des Prismatoids
: ; hekannt, es soll der Rauminhalf

. G R e desselben berechnet worden.
b 2) Aus Messungen an der fer-
\ tigen Rampe soll ihr Rauminhalt

ermittelt werden.
1) Die rechtwinkligen Koordi-
naten der Punkte Y,, Y, u. s, w. sind
X, ¥, . 8. W. und y,, ¥, 0. 8 W, wenn
(b der untere Rand des Dammes als Ab-
L scissenachse und A, (die rechtwinklige
Projektion des Punktes A} als Anfangs-

p R T punkt genommen wird.

Wiihlt man zur Inhaltsermittlung
fir den in Fig 4a dargestellten Fall
die Normalprojektion, so ist:

L i |
£, N .1 }
‘ 2
, G Y — ALY, — ALY
| d. 1.
| Mg llie 3t S R
Fig. 4¢ b= _.:_ |.'.'l‘|l l_ :\I'r‘] Ya ==Xy =Ky Ya
— (X — X)) V4l
% KX R 0 =N BY.C+ AAY,C—AAYB
I ! .
| | | I ) d. i.
I ! h
| W " 0=-5 (an - hm — cnh
i Y <
LAl S ISP b = ST e S e Fiir den Fall in Fig, 4b macht bei
N If'; oA Normalprojektion das Dreieck BCOY,
N iy e e einige Schwierigkeit; deshalb wiihle man
i / eine Projektion, bei welcher es ver-
z\ schwindet d. h. man projiziere C auf Y,.
X Es ist dann Fig. 4c:
ab
D—"
]
=N Yil\l-'.',\-l
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- i ] -y 7
d. 1. = 5 |_€X,,-J" Xg) ¥a— (X5 — )Y
O0=AAY,C— A ABC.
= 1 el
AAY,G= b Y,C.cosy
Y, 0= Vy% -+ (x; -} x;)* oder besser:
V.
Y (=—_—"-% also:
s sin (8 — »
: ] COS ¥ by, 1l
AY,C= by; — = —3
2 3 2 T3 gin (B — ) 2 msmg—ncosf
1A b/ my, . b
mithin: 0=— [ : = | oder auch, da sin f—=—;
2 m sin § — 1 cos 8} e
4 ! b [ mMmeyy
08 N = ist: 0D=—|na ¥ =2 _1.
cos § ELAR 2 l\ mb ']l.'t)

Eine andere Projektionsrichtung, beir welcher triconometrische Relationen auch
bei dem zweiten Falle vermieden wiiren, ist wohl noch einfacher. Sie goll fiir die zweite

X¢  Aufgabe Verwendung finden. Man
projiziere A auf Y,, dann wird
aus Fig, 4a die Fig. 4d, und er-

' mittle G durch Peripheriesieren.

3 et Ferner wird O= A BCY. -+

U
.'\
\

\.
X5

direkt zu messen ist.

AACY, -
Man messe AX = q, wihrend

A ACY,
mithin: J

Man beachte, dals 14 p=2X,

+ACY,, D+ A BCY,— AACY,.

Die Hohe des Dreiecks A CY,,
CX =h,, kann direkt gemessen
werden, und die Grundlinie AY. =1 hat sich bei
der Ermittlung der Grundfliche ergeben.

ey 11 C
Also: D+ I}UT_,,:-_.:‘. b= __}:-1—._ wo ¢

=X, XCY, — AAXC— A AY.X,.
man X,Y,=y, und AX,=p schon hat, und findet:

1 I o
=5 Py = qY¥,)

NIt : ;
= [A4p+ )by + 2 G+ qy.).

Y. bei der Ermittlung von G gefunden ist. Wird im Vor-

hergehenden Y, fiir Y, also AY,=1 gesetzt, so gilt diese Entwicklung auch fir den

Fall der Fig. 4b.

B o

Wird ein Prismatoid parallel zuo der Grundfliche durch eine Ebene geschnitten,
so sind beide Teile ebenfalls Prismateide. Die Schuittkanten sind in den Oberdreiecken
parallel den Deckkanten, in den Unterdreiecken parallel den Grundkanten. Die Seiten-
kanten werden in demselben Verhiltnis geteilt wie die Hohe. Dasselbe gilt auch von
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der Projektion, und es lilst sich auns dieser der Flicheninhalt (Z) eines Schnittes in
jeder beliehigen Hohe zh, wo z ein echfer Bruch isf, berechnen.

Ist h,=1zh dic Hohe des unteren, h,=(1 —z)h die Hohe des oberen Prisma-
toids, und haben J,, 0,, U, und J,, 0., U, fiir das untere beziehentlich obere Prismatoid
dieselbe Bedeutung wie J, O, U fir das ganze, so hat man die ibereinstimmenden
Gleichungen nach (1):

G—0,— U, =Zud D+ 0,+ U, =2
Ist Fig. 5 ein Teil der Projektion des Prismatoids, BD eine Deckkante, AC eine
Grundkante, so ist z. B. A AEC ein Unterdreieck im untern Prismatoid, und es verhilt
sich AABC: AAEC=1:z, da beide
dieselbe Grundlinie haben. Dies Verhilt-
nis gilt von jedem Gliede der beiden
Summen, also: U,=TUz
Die Oberdreiccke im unteren Prisma-
/ toid zerfallen in zwei Gruppen, fiir welche
AGE und EFC als Beispiele dienen migen.
Man hat: AABC: AAGE=1:z(1— z),
da sich die Grundlinien AC und GE wie
1:(1— z) und ihre Hohen wie 1:z ver-
halten, also A AGE=z(1 z) A ABC.
Die Summe der Dreiecke dieser Gruppe
ist also Uz (1 —z). Es verhalten sich ferner als dhnliche Dreiecke BCD und EFC wie
1:2* also A EFC=1z2* A BCD. Die betreffende Summe ist demnach gleich 0z* und es
folgt: 0,=02z*4 Uz (1 — 2).
In ihnlicher Weise wiirde man finden:
0,—0(1 —2z) und Uy=02z(1 —2z)+ U(l —2)°
Die Probe giebt, wie zu erwarten:
0,4 Uy + 0,4+ U, =0+ U.
Bemerkenswert ist das Verhiiltnis ‘l‘l'll mhe il —, was ebenso aus den aunfgestellten Formeln (5)

wie aus geometrischer Betrachtung folgt. Die einzelnen Glieder der Summe O; und U,
haben paarweis dieselbe Grundlinie z. B, A AGE und A BGE, verhalten sich also wie
ihre Hihen d. h. wie z: (1 — z).

Es folgt nun:

Z=G—0z —Uz(2 —2z) oder
Z=D4+0(1—z)+U(l —2z7
d. 1. =G —2Tz+4 (U—0)z%

Mit Hiilfe dieser Gleichung findet man durch eine in elementare Form gekleidete Infegration:

h :
BG—2T — ) und
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wenn § die Hohe des Schwerpunktes vom Prismatoid iiber seiner Grundfiiche ist. Die
hierzu erforderlichen Integralformeln:

Aty 1 1 T 1 1 2 1
¥ = 3 — mnd — 33— = -

T e e 3 mE me {
fiir n= oo erhiilt man leicht, wenn man den Flicheninhalt eines Dreiecks dadurch, dals

man es als Summe von Parallelogrammen, ferner den Rauminhalt einer Pyramide dadurch, |
dals man dieselbe als Summe von Prismen darstellt, und drittens die Hihe des Schwer- ,}
punktes einer Kugel iiber einer sie tangierenden Ebene bestimmt. Nimmt man zu diesem
Behufe eine der Pyramiden, deren Rauminhalt ohne Grenzbetrachtungen ermittelt werden
kann (teilt z B. einen Wiirfel in 6 kongruente Pyramiden), so hat man diese Werte
unabhingig von eingehenderen stereometrischen Beziehungen, Wird O aus den Gleichungen:
G=D4+0+U und Z=G — 2Uz-4 (U— 0)z* eliminiert, so findet sich: U=

1z . : i Elehor Work . (4 o) einucactets dle S
=G B -4 “Z'Ll'— 5 =iy =2 welcher Wert in (4c¢) eingesetzt, die Sinram- i
sche Formel giebt:
h [32—1 e A I
J 1G — s D &
) [ P B s = R o=

: fec 1) 3 e kT
Dieselbe wird g Wenn z=0 oder 1 ist und gilt fiir diese Grenzwerte nicht mehr.

Man kann aus ihr den Inhalt eines Prismatoids berechnen, wenn der Flicheninhalt
eines Schnittes Z in der Hohe zh bekannt ist; umgekehrt aber auch fir jede gegebene
Hihe den Schnitt berechnen, wenn der Inhalt des Prismatoids d.h. irgend ein Schnift
mit seiner Hohe bekannt ist.

Dieselbe liefert fitr den Fall, dafls das zu vermessende Prismatoid nur teilweise

zuginglich ist, die bekannten Formeln filr z = 3 und z = —, in welchen eine der Grund-
s b

flichen verschwunden ist. Ehe ich zeige wie der fiir den Unterricht wichtigste Fall

= direkt gefunden werden kamn, will ich noch eine Formel fiir den Fall der teil-

weisen Unzuginglichkeit des Prismatoids angeben.

Ist J, der Rauminhalt eines Prismatoids, welches als Teil auns einem grofseren (J)
durch Ebenen, welche den Grundfliichen parallel sind, herausgeschnitten ist, so hat man:
Z,=0G,—20,z+(U,—0O,) 2

Ist nun als Schnittfliche im grofsen Prismatoid:
G,=G—2UL+4 (U 0) £* so ist ebenfalls:
Z,=G—2U(+4+2+U—0)(E+ 2" :

und hierans:
U.—0,=1T—0,

Will man also zur Inhaltsermittlung eines Prismatoids die Gleichung (4¢) anwenden, so
kann der Wert U — O durch Messungen an einer beliebigen Stelle bestimmt werden.




§ 6.
Ist H der Flicheninhalt eines Schnittes in halber Hihe, so wende man fiir den
unteren Teil (4b) fiir den oberen (4¢) an und man hat:

1
.[. = -‘] (2 H '{_ G 'I— “lw}I

] b or
T, = ‘! 2H 4D —U,) und durch Addition

3 I : : set o [ :
= -?!- (G-+D -+ 4H), da nach (3) O,=1, fir z= - ist. (6)

Dals diese Formel fiir jeden Kirper gilt, dessen Schnifte parallel zu einer Grundebene
durch eine Funktion zweiten Grades ihres Abstandes von dieser Grundebene hinsichtlich
des Flicheninhalts bestimmt sind, lifst sich leicht nachweisen, indem man zeigt, dals ein
solcher Korper raumgleich ist einem Prismatoid, welches in Hohe, Grundfliche, Deckfliche
und Mittelschnitt mit ihm iibereinstimmt. Ist fiir den Korper Z = A 4 Bz 4 Cz°, fiir das
Prismatoid Z=0G — 2Uz 4 (U— 0) 2%, so ist:

r—

D—=A+B+C

AH=4G —-3U0U—0=4A42B+C

d. h. 5U4+0=—(2B+4 C)
und beachtet man, dafls U4 O0=G— D=—(B 4 ),
so folgt: —2U=8B und U— 0=0.

Es haben also der Korper und das Prismatoid in jeder Hohe gleiche Schnittflichen.
Wird nun der Korper durch Parallelschnitte in so viel Schichten’ geteilt, dafs jede Schicht
als Prismatoid berechnet werden darf, so erkennt man aus (6), dafs die beiden Korper
Schicht fiir Schicht iibereinstimmen®).

Der Verwendung der Formel (6) fiir die eben charakterisierten Korper, also z. B.
fiir die Kugel und ihre Teile und fir die gebriiuchlichen Gewdlbe hat bisher wohl haupt-
siichlich ihre algebraische Ableitung entgegengestanden, nach der hier gegebenen hofie
ich, dals sie eine hinfigere werden mige.

s,

Die weniger bedeutende Vereinfachung, welcher die Formel (2) fiir das schief
abgeschnittene Prismatoid fihig ist, iibergehe ich und fiige znm Schlufs noch eine andere
Art der Inhaltsermittlung fiir das Prismatoid an, welche filr Aufmessungen eine gewisse
Bedeutung hat, da alle fiir sie erforderlichen Messungen ausschliefslich auf den Grund-
flichen ausgefiihrt werden kinnen.

Man projiziere das Prismatoid normal auf eine Grundebene, welche senkrecht
auf seinen Grundflichen steht, Haben die Ecken der Deckfliche die Héhen x,, x; u s. w.
und die der Grundfliche y,, y, . s. w. itber der Grundebene, steht p fiir die Projektion
einer Deckkante, q fiir die einer Grundkante, so hat man die Projektion jeder Grund-

*) Ehenso lielse sich die Richtigkeit der Sinramschen Formel fir diese Kérper heweisen.




i ! b o ! ! 1h LA : qh 3
fliche gleich Null, die eines Oberdreiecks F-‘,-- und die eines Unterdreiecks 1_;-- und somit:

h . . :
J== {ﬁv &+ X4+ a0 + Yt x,"} )
e A S T i e iph
wo X,,X, und y die Eckenhdhen des Oberdreiecks sind, dessen Projektion = und ehen-
'lh

2

s0 ¥,,¥. und x die des Unterdreiecks, dessen Projektion ist.

Wird nun die Grundebene so gewihlt, dafls sie die Deckfliiche schneidet, so lassen
sich die p und die x durch Messungen auf der Deckfliche, die q und die y durch Peri-
pheriesieren ermitieln.

Zur Kontrolle dieser nenen Formel beachte man, dals:

Far i oy
<D IE T X)) )
= 5 =
< 4 ¥y -+ ¥s)

&)

=p ( "'.‘j:“=.._|_3,-")_|_ :q(-"' 'J 2 4 x)=4H ist.

— (r und

Es ist niimlich die Projektion einer Kante des Schnittes in halber Hohe entweder —1—

oder l , je nachdem die Schnittkante in einem Ober- oder einem Unterdreieck liegt,

.4 X, + ¥ :
e und die

: Aoy . I =+ ¥
und die Ordinaten der Endpunkte von E sind: z, ="' und z,=

y X Py .
‘_}_ un[i'f.!="j_ .

&

Vol (! identisch hiermit: z,=—

Die Formel (6) folgt also unmittelbar aus (7). Diese Art der Messung lifst sich
auch mit Vorteil anwenden, wenn das Prismatoid schief abgeschniften ist, z. B. bei den
in den Figuren 4 dargestellten Rampen, wenn der Damm steigt und das Terrain hingt.
Es mufs der Winkel, welchen D und G mit einander bilden, ermittelt und die Neigungs-
ebene beider als Grundebene gewihlt werden.

Rostock, Im Dezember 1881,

Drnek von W, Pormetter in Herlin ©., Nooe Groostrafse 30,
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