Eine neue Form der elliptischen Kugelkoordinaten.
Anwendung derselben 1. auf die Rektifikation und
Quadratur der sphirischen Kegelschnitte, 2. auf die
Geometrie und die Kubatur der Wellenoberfliche.

[]it- Aufgaben, welche sich in der Theorie der doppelten Strahlenbrechung an die Wellen-
oberfliiche zweiaxiger Krystalle kniipfen, werden am elegantesten durch die Einfiilhrung
zweler Variablen gelost, welche die Winkel zwischen einem beliebizen Radius Vektor der
Oberfliiche und den beiden Strahlenaxen darstellen. s scheinen diese heiden Variablen
auch in der reinen Mathematik mit Vortheil angewandt werden zu kinnen. In wie weit
das der Tall ist, mag aus den nachfolgenden Untersuchungen beurtheilt werden.

L. Relationen zwischen den geradlinigen Koordinaten und den neuen Variablen.
Geometrische Deutung der letzteren.

Denken wir uns in einer der drei Hauptebenen eines geradlinig - rechtwinklicen
Koordinatensystems z. B. in der 2z Ebene zwei durch den Anfangspunkt O gehende,
symmetrisch zur z Axe liegonde, feste gerade Linien S und S;. Der Winkel, den jede
von ihnen mit der zAxe bildet, heisse s, der also, den sie miteinander bilden, 25 S liege
zwischen der positiven = und der positiven @ Richtung, S; zwischen der positiven z und
der negativen = Richtung. Eine jede durch ¢ gehende gerade Linie Z kann dann ihrer
Richtung nach durch diejenigen beiden Winkel » und © bestimmt werden, die sie mit S
resp. S; bildet. Wir verstehen aber unter « und v diejenigen Winkel, welche ganz auf
der einen oder auf der anderen Seite der ay Ebene liegen. Alsdann ist:

CO8 u == €05 (5, &) cos (L, ) - cos (S, y) cos (L, y) -+ cos (S, 2) cos (L, 2)
= gin s cos (L, #) 4+ coss cos (L, =)
Co8 ¥ = —s&in¢ cos (L, ) - coss cos (L. 2)
; il - Bs ) Lt w v —u
Hieraus folgt: sins cos hie) = L (cosu — cos v) = §in - ': Sl ——
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der zweiten Halbkugel eine andere Hyperbel mit der Gleichung &' = -
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oder, wenn ich ——=u¢, = d setze:
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sing cos(l, #)=sinag =ind

cos & cos (L, 2) = cosa cosa

8in & COR S 08 { £ )= |.;'.i_|1'-; o — g8in?s) (sin? = sin® d) .

Bezeichnen wir nun mit » die Entfernung irgend eines Punktes (ayz) der Richtung Z
1

vom Anfangspunkte der Koordinaten, so ergeben sich mit Hiilfe der Formeln:

p= (08 (r, x)
Y= 008 (r Iﬁ?)

Z =1 COS5 (7 %)

die allgemeinen Relationen zwischen den geradlinigen Koordinaten und den nenen Variablen :
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Es stellen #, o, 4 ein Koordinatensystem im Raume, o und & ein solches aunf der

mit # als Radins um ¢ beschriebenen Kugel dar. Wir werden daher ein klares Bild
von der geometrischen Bedentung unserer Variablen erlangen, wenn wir fiir einen Augen-
blick » als konstant ansehen und das duorech ¢ und ¢ anf der zugehirigen Kugeloberfliiche
dargestellte Kurvensystem betrachten.

Die Durchschnittspunkte dieser Kugeloberfliche mit den beiden festen Axen miigen

fortan auf der positiven Seite der @y Ebene — d. h. auf derjenigen, auf welcher sich die
positive z Richtung befindet — mit S und S;, auf der negativen Seite mit 5* und S
bezeichnet werden. Aehnlich mogen 7. und L' die entsprechenden Durchschnittspunkte
der variablen Richtung mit der Kugel bedeuten.

Dann ist ¢ = a die Gleichung einer sphiirischen Ellipse, deren grosse Halbaxe gleich a,

und deren Brennpunkte S und S, sind. Es entspricht dieser Kurve eine andere sphiirische
Lllipse auf der zweiten Halbkugel, deren Gleichung o' = ¢ ist, wenn wir unter ¢' die

5—— und unter «' und v’ diejenigen Winkel verstehen, welche OF' mit 08!

resp. 05 bildet. Die Brennpunkte dieser Ellipse sind S' und S%. Beide Kurven sind
der Durchschnitt unserer Kugel mit einem Kegel 2. 0., dessen Spitze der Mittelpunkt
der Kugel, und dessen Fokalhalbaxen OS und OS; resp. 08" und 08¢ sind.

d=ua ist die Gleichung einer sphiirischen Hyperbel, deren Brennpunkte wiederum

S und S; sind, und deren Haupthalbaxe gleich e, ist. Auch dieser Kurve entspricht auf

o —
= = a, tleren

Brennpunkte S* und S sind. Beide Hyperbeln sind der Durchschnitt der Kugeloberfliche
mit einem Kegel 2. 0., dessen Fokalhalbaxen OS und @S resp. S, und 08 sind, der
also mit dem ersten Kegel konfokal ist.




In Bezug auf die sphirischen Kegelschnitte bemerke ich hier allzemein, dass sich
die Hyperbeln und Ellipsen nicht in derselben Weise wie die gleichnamigen Kurven in
der Ebene von einander unterscheiden, vielmehr kann man von einer sphirischen Hyperbel
pur dann sprechen, wenn man darunter die auf derselben Halbkugel liegenden Hilften
derjenigen beiden Ellipsen versteht, welche ein Kegel 2. 0., dessen Spitze im Mittelpunkte
liegt, aus der Kugelobertliche herausschneidet. In der That verwandelt sich die Gleichung

v — . ; Rl . i aly
der Hyperbel —;— = a; sofort in die Gleichung einer Ellipse, wenn man fir v und z

diejenigen beiden Winkel einfiihrt, die der Radius Vektor mit (S und OS' oder mit
08, und OS' bildet. Die Brennpunkte dieser beiden Ellipsen sind natiirlich nicht mehr
S und: S; resp. S' und S, sondern S und S resp. S und S

Wir haben gefunden, dass o und ¢ auf der Kugeloberfliiche zwei Schaaren konfokaler
Kegelschnitte darstellen. Die Kuryen der einen Schaar durchschneiden daher die der

anderen unter rechten Winkeln. Analytisch ergiebt sich diese Eigenschaft sofort aus der

Gleichung
da dx | Dy oy dz o=
e 53 _1_ .\h = o Sy = = 0 .
da dd dag 24 dg 0o

Jeder Punkt der Kugeloberfliche bestimmt einen Werth von ¢ und einen von d,
durch jeden Punkt der Obertliche geht also auch pine Kurve der einen und eine der
anderen Schaar. Unsere beiden Variablen reprisentiren also auf der Kugel ein recht-
winkliges Koordinatensystem, das demjenigen der elliptischen I{oordinaten in der Ebene
vollstindig analog ist. Zwar durchschneiden sich die zu cinem bestimmten Werthe von
¢ und ¢ gehorigen Kurven in acht oder, wenn man die beiden Halbkugeln auf der po-
sitiven und auf der negativen Seite der ay Ebene auseinander hiilt und etwa durch positive
resp. negative Werthe des Radius Vektors charakterisirt, in vier zu den Koordinaten-
ebenen symmetrisch gelegenen Punlten, doch sind jene elliptischen Koordinaten nichts
destoweniger zur eindeutigen Bestimmung eines Punktes in allen den Fiillen brauchbar,
in denen es moglich ist, aus der Natur des Problems zu bestimmen, in welchem Quadranten
der Kugeloberfliche der fragliche Punkt liegen muss.

Die Grenzen von o und & ergeben sich am einfachsten aus der geometrischen Be-
deutung der Variablen. Da o fiir alle Punkte einer sphiirischen Ellipse, ¢ fiir alle Punkte
einer sphiivischen Hyperbel denselben Werth behilt, so geniigh es, die Werthe von @
und @ fiir gewisse charakteristische Punkte siimmtlicher Kurven der einen wie der anderen
Schaar festzustellen. Da alle Hyperbeln dieselben Brennpunkte S und Sy haben, so be-
finden sich ihre Scheitelpunkte simmtlich auf dem Kreisbogen S5, und zwar die des
einen Zweiges zwischen S und z, die des anderen Zweiges zwischen = und 8. An diesen
Scheitelpunkten durchliuft aber ¢ die Werthe von o bis ¢ in kontinuirlicher Folge, folglich
sind o und s iberhaupt die Grenzen, zwischen denen sich die Werthe von ¢ bewegen
milssen. Ebenso befinden sich die Endpunkte der kleinen Axe simmtlicher Ellipsen auf
dem in der zyEbene liegenden Halbkreise. An diesen Punkten durchliuft o die Werthe
von & bis I in stetiger Folge, mithin sind s und * iiberhaupt die Grenzen, zwischen
denen sich die Werthe von o bewegen miissen. Wir haben daher das fir alle Anwen-
dungen wichtige Resultat gefunden, dass & und o stets folgender Reihenfolge unter-

worfen sind:
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0= und d = s sind die Gleichungen fiir die Grenzkurven der Hyperbelschaar; ¢ = a

reprisentirt den in der 2y Ebene liegen

den Halbkreis, d = s dicjenigen beiden Kreisbigen,
welche den Bogen SS; nach beiden Seiten hin bis zur ay Ebene verliingern. Bei der
ersten dieser beiden Grenzkurven fallen die beiden Hyperbelzweige zusammen, bei der
anderen verwandelt sich jeder einzelne Zweig in ecine ebene Kurve. Ein Analoson zu
dieser  Auffassung der Grenzkurven bieten in der Geometrie der Oberflichen die: Grenz-
flichen 2. 0. Den Werthen ¢ = s und & = — entsprechen resp. der begrenzte Kreisbogen

SS; und der in der xy Ebene liegende grisste Kreis. Den Bogen SS; hat man folgerecht
nicht als Theil eines Kreises, sondern als eine in sich zeschlossene sphérische Kurve, als
eine Grenzkurve 2. 0. aufzufassen.

Da sich durch jeden Punkt des Raumes eine Kugel legen lisst, deren Mittelpunkt O
ist, so stellen », &, & ein Koordinatensystem im Raume dar und zwar dasjenige, welches
man » Elliptische Kugelkoordinaten« zu nennen pflegt. Die Grenzen von » sind
natiirlich « und oo.

Dass unsere Form dieser Koordinaten nicht in allen Fillen die brauachbarste sein
wird, ist sicher, dass sie aber in vielen Fiillen von Nutzen ist, wird aus den nachfolzenden
Anwendungen wohl hervorgehen.

II. Rektifikation und Quadratur der sphiirischen Kegelschnitte.

Da o urd & orthogonale Koordinaten sind. also
da oa iy dy vz DB :
St — — o ist,
dag dd do dd da dd :

so wird das Bogenelement ds irgend einer Kurve auf der Kugel mit dem Radius » in
den Variablen ¢ und ¢ durch folgende Formel ansgedriickt :

T

-';) |' da?

at = {(55) + (D) + G} a +{(G5) + (GL) +

oder, in abgekirzter Schreibweise, durch

~ 1 a2 i {02 e
ds® = 1%(“?) det - js(-\;) do?,

Die Gleichung irgend einer sphiirischen Ellipse ist ¢ = ;. wenn o, eine Konstante
bedeutet, und daher ihr Bogenelement:

ds; = J J%f(":;;)_ dd

Die Gleichung irgend einer sphiirischen Hyperbel ist ¢ = 4y, und daher ihr Bogen-

element:
WD mNe
dse = 3 ' T
g | A% ( Mr) - o
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Daher ist das Flichenelement do irgend eines sphirischen Kegelschnitts:

i A | ) SCE) a0 a0 @)

- g = = L e : 4
Die allgemeinen Relationen (1) lehven, dass sich 1%( . ) der Form nach nicht von
- LT

T da 2 . 5 £ 2 s . . . <
JS('% \) unterscheiden kann. Es wird daher nicht nothwendig sein, beide Formeln (2),
~d 0

sondern nur eine von ihnen zu integriren. In der That wissen wir ja aus der geometri-
schen Betrachtung, dass sich sphiirische Hyperbeln und Ellipsen ihrer Natur nach nicht
von einander unterscheiden.
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Hieraus folgt:

ded W By
8In® 4

—o ! e =1 £ = T .= T
_da da Qg SlN~ g —sSIn- §
(-3)

(' i ):' . ( 2 .'.')3 . sin?e—sin?d
= : = P,
A Da. i

sin®s — gin? ¢
dezeichne ich daher mit U den Umifang

&
Ad

_ des sphiirischen Kegelschnitls ¢ = ai,
mit SE seinen Flicheninhalt, so ergiebt sich mit Riicksicht darauf, dass die Punkte .'-I{‘LlL'..‘i

einzelnen Ellipsenquadranten durch die Grenzen ¢ = o und ¢ = s beherrscht werden:

. (* |5 o —sin® 8 :
{J=4¢r !I — dd (4)
J I sin? e—sgin® o
__/-. 1 i (sin* ¢ —sin? 8) deo dd
AR | —_—  — — —————— (0)
£ J o ¥(sin® ¢— sin® 5) (sin’s — sin® o)

Die Formel fiit 7 kann zuniichst an den beiden speziellen Filllen o=s und ¢= 7

w3

bhewahrheitet werden. Fir ¢ = s wird

U=4r | dd =4rs; fir e = 5 wird:
2

o
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Es stellen diese beiden Werthe die Periphericen der Grenzkurven dar, die wir

besprochen haben.
Das allgemeine Integral

ist ein elliptisches Integral der

sin®
sin®

4p

cos g dd o8
S [i{_.-‘ = 2y

sin®s —sintad

sin® gy —sin* d .
sin® s —sin? @
p

dritten Gattung. Durch die Substitution

§—sin? 4 LA
= sIn” ¢
o] — 51" a0 E1n- o,

kann es leicht auf die Normalform gebracht werden. Da

so ist ¢ ein reeller Bogen zwischen o und —-.

=

entsprechen die Grenzen

5 ;
0 V<8 < o< = I8l

und o in Bezug auf ¢.

Aus der Substitutionsformel folet sofort:

win? &

sin*s sin ¢ cos @ de

d@:(_,,-_ :
811" &y e : sinfs ... 8
sind cosd | 1- sin® ¢

CO8* 8 (!

C05%d = —

sill & €os § €08 © I.-l -

sind cosd =

‘sin? s

Daher ist dd = (

und

_[sin® oy —sin® g . . sin 7y
e ) =

, sin® s —sin® 4 COS ¢

sin® s cos® ¢
8N 8

8In% oy

: —!) o g -
_8in® @y '3 (1 5in® &

gin? a

sin® ¢

)

= .. also

sin? &

sin® ¢

sin? oy

st
] — — 8in® ¢
SN oy -

sin @ de

,-;;“-__- F:) IL " :r

sin® o g

(.L'-iuB 8 |
ST =T Tiw
.8in? &y ; ( aind g

sin® oy

Den Grenzen ¢ und s in Bezug auf 4
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e _ g,
ta? 7
g0 wird:
- gin a; Sin” & " 2t de
{J = 4r.—— ] — — 1 - — - -— L —
cos s . sin® & 3 | f

| gin®e . - w i
el " .em-g) I 1— % sin® g
L gin® ay

Tch bemerke, dass hierin #* ein reeller, positiver, echter Bruch ist.
Die entwickelte Form des Intesrals ist die Legendre’sche Normalform der dritten
Gattung. Es folgt aus ihr die Jacobi'sche vermittelst der Substitution
=8 u
dg=damwu du
Den Grenzen o und — in Bezug auf ¢ entsprechen n Bezug auf » die neuen o

und K. Die Bezeichnungen der elliptischen Funktionen und Transzendenten sind durch-

gehends hier und in dem Folgenden die Jacobi'schen.

I's wird das transformirte Integral:

. L ] 'Y
: sinay sin® s 5 du
{,. — -l.r' Fiar [ I— T —_— S
coss “ sin® oy Sinf 8 . g
el SIN® amt
S1I1° 0y
SIn® 8 , COS"s cos® s y :
Dy ——— = =z — 1€ -—— — 1 ist, s0 1st:
S11° 0y CO5" ay C0B3" &y

. gin® ¢
2 < 7

sin® oy
Daher sefze ich
sin® &

S0 = #sin*am(fa-+K) und erhalte:
1 vy |

- udo "‘ du
1 Sin’s sin® amu 1 — z%sin?am (ze -+ ) sin® amu
— ——— 511" A1 ! i ?
sin® oy E "

h.
e 2 gin®am (da-- &) sin? amu
] 4 du

= i 3 0 - T
=. 1 — #* sin? am (fa - A ) S0 amu

K

-, sinam(fa—+K) |-'-x: sinam (i 4 K) cosam (ia + K) dam ({a+K) du
cos am (ta— K ) dam (fa -~ 1C) .. 1 2sin®am (ia -+ A )sin® amw
_  sinam (ia-- K) A, -
= K 4 : : T (K, ia |-J'r\‘] g

cos am (ia - K) Jam (ia -+ K)

Man erkennt, dass 77 (K, ta— K0) zu der dritten Art der cirkuliiven Klasse der
elliptischen Integrale dritter Gattung gehort, zu derjenigen némlich, bei welcher




— 2’ sin? am (ia—+ K) zwischen — »* und —1 liegt. Wire es fiir irgend einen Zweclk
nithig, I7 in Reihen zn entwickeln, so wiire diese Bemerkung von Wichtigkeit.

YVermittelst der Formeln:
Il (K ia+ K)= K Z (ta- K

% 7 M (za 4 K) !
und Z (ia - K)=—— Jisst sich
= (262 =}—= i )

unser Integral auch durch die @-Funktion ausdriicken. FEs wird dann:
.y du
it m* g

o Hj!rﬁ:

g cos am (da -+ K) Jam (ia K ) B (a4 A)
SIN-anmw i .

bl s ﬁl B fjn "'!.“.!;'I S =) & (fa - K )

und daher:
7T | sin ay (-l sin? s , il 1., sinam (i 4+ K) & (ia— K)
Jo=4a7 ., e A L =t - : - s = . 3 =
: COS § sin?a;- 1 cosam (ia+ A7) dam (za~-K) * 6 (la 4 K)

LA (.l’ll.‘*"llt]l;rr FAT) dam (0 - K @ a0 )

sinam (ra K 8 (P a= k)

Die elliptischen Funktionen dieser Formel beziehen sich siimmtlich auf den Modul

fr y2 o

Die Konstante « ist durch die Gleichung definirt:

i E % = cosis

sSiIFam (dg—-K)= ——
CO5" g

Wollte man nichit den eanzen Umfang des sphiirisel

1en Kegelschnitts , sondern nur
ein Stiick desselben rektificiren, so hitte man in dem Intecral (4) statt o und s die-

Jenigen beiden Werthe von 4 als Grenzen einzufithven, welche den Endpunkten des be-

Ligen die beiden Grenzwerthe von 4 in ver-
schiedenen Quadranten, so wiirde man das Integral theilen miissen , im ithrigen aher
dieselben Transformationen wie oben anwenden.

treffenden Ellipsenbogens entspriichen.

Fiie den Flicheninhalt des Kegelschnitts & = &, hatten wir die Formel gefunden:

[ “ i l" f.“-'iil": 7 — :‘-'i]J"J J:.I |'in' ilr?
pe

o o V(8in® o —sin? &) (sin? ¢ — sip? d)

sin® 7 da sin® d dg ‘i da |

= 442 [|__

Vsin® o — sip? &

V'sin® s — sin®d.) Vsin® o — sin® s

[ &
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Diese Integrale lassen sich, da in ihnen die Variablen separirt vorkommen, leicht
durch elliptische Funktionen infegriren.

dad

= 0 T g
% V8= s — s10* o

1) Wir setzen:

sin?s—sin?d =sin?s cos® e .

Da sin®s = sin?d ist, so ist ¢ ein reeller Bogen zwischen o und Den Grenzen

9
o und s entsprechen in Bezug auf ¢ die neuen o und .

Iis 18t: \ sin’s sin ¢ cos @ de
g = - : o

sind cosd
sin® @ = sinssin® g,
cos?d = 1 —sin®ssin’e, also

sins cos ¢ de

dd = o,
11 —sin® s sin ¢
dd de
Vsinfs —sin®d 11 —sin?s sin*o

Setze ich nun sin?s = #% woraus folgt, dass #* ein reeller, positiver, echter Bruch
ist, so wird: o

o

i do

| sin® s — sin*d

9 * ; o

¢ Vsin?e —sin®s

Man setze cos?s — cost g = cos?

scos’ e, so wird

cos? o = c0s? s sin? @y

sin?e = 1 — cos?s sin?¢, oder, wenn ich
cosls =1 — »* = x? setze:

sinfe = 1— x?sinfe.

Den Grenzen s und o entsprechen die neuen:

T . f[costay
— und ¢, = arc sin | — —) .
5] ) y
2 cos
3 coss cos ¢ de
Dann wird: do = - ——

V1 — »?sin¢

Ty
dea

“ Veosts — cosio
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oder, wenn ich u; durch die Gleichung definire am w = ¢,
a7y i

de =

l e — I () — ik
Feosts — cos*e

5
O 5
sin®d da

3) Das Intearal | —— geht mittelst der bei dem ersten Integral an-
; 2 “ Vsin® & — sin® @ 3

gewandten Substitution iiber in:

aq ITE
[ sin?s sinfe de ‘ 1 — (1 — #2sinte)
| ————x = - - L |'|§.-
YY1 —axsin?e SVl — x> 5in%
[ de SSAE Bor
— — |}l —2atsin'e do.
v ¥l — #sin*g ¥ Ayt

Das zweite Integral ist ein elliptisches von der zweiten Gattung. Mittelst der Sub-
stitution ¢ = am » geht es sofort in die Jacobi'sche Normalform iiber:
K

} dfamu du = E (K), wofiir wir kurz & setzen wollen.

Dann wird also:

> 3
— l'r\---::-. i

© Vsin?s — sin? d

4) Das letzte Integral [ LA

A Veosts

- wird mittelst der Substitution cos®s —cos?s =cosscos?e
cos o

transformirt in l| 1 — x% sin’e g, oder, wenn ich wieder ¢ = am » setze und u
¥
durch die Gleichung definive: am w; = ¢, in:

11
Al (x) (x,) u

By

4_' dfamu du = F Jfamu du — J dfamu du
"I. o o
= E (x1) — B (w1, 1) .
Wir haben daher gefunden:
S =42 Ix"». () |__é1|z| ) — By, 1)) — (K (x) — -fﬂljz'l_J [_‘-"\ () — H]___IJ
— ]I K(x) & (1) 4 K (1) 8 (1) — K (%) K (1) — K (2) By, 11) 4y (K () — S{xr\jg .
Nach einem bekannten Satze von Legendre ist aber

I ) : i ;
K (x) G (#) - K () & () — K (») K () =

b2

folglich ist:

"o

q_jf' = Dmr? — 452 {ff () B (w1, 1) — ws [K (x) — &

(r._l:}} :




11

Das erste Glied dieser Formel bedeutet den Flicheninhalt einer Halblkugel, das
yweite Glied muss daher den Flicheninhalt desjenigen Kugelstiickes darstellen, welches
die sphiirische Ellipse a=a; zu jener Halbkugel erginzt. DBedenken wir nun, dass die
Quadraturformel fiiv dieses Ergiinzungsstiick offenbar

A ‘ (sin*e — sin? d) da dd !
k" —— ist,

. /E“ £
1

¢ y/(sin? ¢ — sin?s) (sin® s — §in?4)
so werden wir die Integralformel aufstellen diirfen:

2 5E i
(sin*a — sin?d) do dd 3 - s e
' = .'\_u}T'-,r.-:,xn—u.Iff\'(.x]—-—"i:’,{zln‘j.
¢ < Y(sin? ¢ — sins) (sin*s — sin®d) _

Die Flicheninhalte der beiden Grenzkurven ergeben sich aus der Formel fir %

sofort, wenn man o, = & resp. = - setzf. Fiir a; = ¢ wird #; = K (%) und daher 7 =o;
fit o1 == wird w =0 und daher &= 2zs%. Ginge man umgekehrt davon aus,
dass fir o F gleich dem Flicheninhalte der Halbkugel, also gleich 27+ sein

muss, und dass gleichzeitig die von uy abhiingigen Glieder verschwinden, so erhielte man

ritckwiirts den Legendre’schen Satz.

III. Die geometrischen Eigenschaften der Wellenoberfliche.

Die Haupteigenschaften der Wellenoberfliche sind bekannt. Ich werde mich daher
hier darauf beschriinken, zu zeigen, mit weleher Leichtigkeit sie bet Benutzung unserer
Variablen erkannt werden kinnen.

Indem ich die Variablen & und & auf die Wellenoberfliche anwende, wiihle ich zu
Im iibrigen werden die Vorstellungen und Bezeich-

festen Axen die beiden Strahlenaxen.
Wenn dann die Gleichung der Wellenober-

nungen des ersten Abschnitts festgehalten.
fliche in der Form
”'.' .f-'d

2 8
l'r —

und fiir @, 4, ¢ die Reihenfolge a = & = ¢ festgesetzt ist, so wird der Winkel s durch
die Gleichung definirt:
1 ] 1 I
= I.-’.:* b2 — e
cos?s = 7 1 , oder durch: ginfe =1 7
= . = i




(6, ), (6,3)
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Wenn ich nun die Gleichung der Wellenoberfliiche mittelst der Formeln (1) trans-
formire und dabei beriicksichtige, dass

(sin? ¢ — sin? s) (sin® s — i

n?d) I 8in® o sin® 4 C0s* ¢ cos® a
—— =1 - i

sin“ s cos?s sin’ s costs

S,

s0 wird sie:

a’r?  ginfesin?d B2yl ([ sin*asin? 4 cns'—'m-n-—"':i) ¢2o?  costocos?d

a?— ot sin? & ol - — r_ai_[l:’ B Cos® & R costs 7
1 1 1 |
; b sin®o sin? @ B costacos?s Sin o sin* 4 cos? o cos? &
e AF A DR il T o sinfs costs O
P ol
1 1 I
B sintosin?é & BB costa cos? g
i T [5 0RO
PER 7

Fithrt man nun fiir sin®s und cos? s die vorhin angegebenen Werthe ein, so ergiebt sich
die Gleichung:

1 1 1 1
(T8 TR, s
1 —- T sin? @ - o [ cos? ¢ cos?d = o .
72 al __,_ = o2
Wenn ich nun fiir einen Augenblick
1 1
gl at S Ll S h
1] =% 8o =m?, sin®d = n? setze,
c? a?
s0 wird meine Gleichung:
m* n? (1 —m?) (1 — n?)
— o —— e e R oder
i) —_—

ar— () mint =0,

Hieraus aber folgen die beiden Wurzeln:

&1 = m? y Jg = n2 gy
1 1 1 1
.11'9 a@” A il_'ﬂ: ¥ L) ‘
oing 2 R SN
: =5ll"o, — - — b
I 1 i g




oder in etwas anderer Form:

e e

i & COR* g 5 sin® a
e il
1 1 |5 | 1 | ;
= ( — ) - ( — -_,-)c.rm.a:_’;: ()
2 [t (= ‘_': i (1
] ] |t
- —— (05% o sin? o (7)
.":-_ f."’ P

|
B3|
pr—
w31 -
|
>
j S—
|
b
—
k| =
B
p—
77
=
—

7)

il

Diese Gleichungen sind den Physikern bekannt, sind aber meines Wissens niemals
direkt aus der Gleichung der Wellenoberfliche, sondern stets durch ganz andere Be-
trachtungen abgeleitet worden. Wir kuiipfen an sie die weitere Diskussion.

Die Gleichungen (6) bestimmen im allgemeinen fiir jeden Werth von » und » d.h.
filr jede Richtung des Radius Vektors zwei verschiedene Lingen desselben. Die Ober-
fliiche besteht also aus zwel Nappen. Gemeinsame Punkte finden sich nur in den durch

w =0 resp. » = o charakterisirten Richtungen. Da sin o stets grosser als sin d ist, so

e | : 1 AT ; : .

ist — stets erosser als , also 72 = 71. Daher ist (6, «) die Gleichung der inneren,
J"; = J'd £

(6, ) digjenige der Hdusseren Nappe.

Da # allein von o, » allein von 4 abhingt, so liegen die Radien Vektoren von
oleicher Linge sowohl der einen, als auch der anderen Nappe je auf einem Kegel 2. O.
Beide Kegel haben die Strahlenaxen zu Fokalaxen, sind also konfolkal und schneiden
sich daher unter rechten Winkeln. Die Radien Vektoren der Wellenoberfliche stellen
gich daher als Kanten zweier Schaaren von konfokalen Kegeln dar, so zwar, dass jeder
Radius Vektor sowohl aufl einem Kegel der ersten, als auch aul einem der zweiten
Schaar liegt. Die Radien Vektoren jeder einzelnen Nappe gehoren immer nur zu den
Kegeln einer und derselben Schaar. Hieraus folgt weiter sofort:

Alle Punkte der Wellenoberfliiche, welche gleich lange Radien Vektoren haben,
bilden sowohl auf der einen, als auch auf der anderen Nappe sphiirische Kegelschnitte

(fitr 7 = ¢ wird ja &, und fiir # = ¢ wird ¢ konstant) und zwar — wenn es gestattet
ist, diese Unterscheidung festzuhalten — auf der inneren Nappe sphirische Ellipsen, aunf
der dusseren sphiivische Hyperbeln. s ist bekannt — und kann z. B. aus der Fresnel-

schen punktweisen Konstruktion der Wellenoberfliiche leicht nachgewiesen werden — dass
die einer konstanten Linge des Radius Vektors der einen Nappe entsprechenden Radien
Vektoren der anderen Nappe variiren wie die Radien Vektoren eines Ellipsoids, dass
ihre Endpunkte also auf der Oberfliche eines Ellipsoids liegen. Daher schneidet das
System von Kegeln, dessen Kanten die Radien Velktoren der inneren Nappe sind, die
finssere Nappe in ellipsoidischen Kegelschnitten und zwar ellipsoidischen Ellipsen, das
zweite System die innere Nappe in ellipsoidischen Hyperbeln.

Wenn man in den Formeln (1) irgend eine der drei Variablen », &, ¢ vermittelst
der Gleichungen (7) eliminirt, so erfiillen die resultirenden Werthe von @, y, 2 die all-
gemeine Gleichung der Wellenoberfliche identisch, gleichviel, ob man zu jener Llimina-
tion (7, ) oder (7, 7) benutzt hat. Die beiden iibrig bleibenden Variablen stellen daher
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gin Koordinatensystem auf der Wellenoberfliiche dar und zwar auf der inneren oder aunf
der dusseren Nappe, je nachdem man die Gleichung (7, «) oder (7, &) zur Elimination
benutzt hat. In der That bedeutet ja diese Elimination geometrisch nichts anderes, als
dass man sich auf diejenigen Punkte des Raumes zu beschriinken gedenkt, welche auf
der einen oder auf der anderen Nappe der Wellenoberfliiche liegen.

Wir haben schon erkannt, dass, wenn wir » eliminiren, jenes Koordinatensystem
auf jeder der beiden Nappen aus einer Schaar sphirischer und einer Schaar ellipsoidi-
scher Kegelschnitte besteht. Dass sich die Kurven der beiden Schaaren unter rechten
Winkeln schneiden, folgt schon aus unseren geometrischen Betrachtungen, folgt aber auch
analytisch aus der leicht zu beweisenden Gleichung:

da da : dap duy dz 0z
R e e e = 0
2g 3d da g g dg

Offenbar kinnte man an dieser Stelle in Bezug auf die ellipsoidischen Kegelschnitte
dahnliche Aufgaben behandeln, wie wir sie in dem zweiten Abschnitte in Bezug auf die
sphiirischen Kegelschnitte geltst haben, indessen wiirde uns dies Thema hier zu weit
fithren und mag daher spiterer Bearbeitung vorbehalten bleiben.

Dass die Grenzen der Variablen ¢ und o wieder o und s resp. s und — sein

miissen, folgt, unabhiingig von unseren fritheren allgemeinen Betrachtungen, leicht auf
folzende Weise:
Die Gleichung der inneren Nappe ist

1 1
"'l-l f : “
—
1 1 5
o rl.'."I
Ihre Radien Vektoren variiren von ¢ bis 4, Fiir » = ¢ ist ¢ = —. Dieser Werth

¥

von o repriisentirt einen in der ayEbene liegenden Kreis mit dem Radins e. An diesen
Kreis reihen sich die sphirischen Ellipsen an, deren allgemeine Gleichung o = o, ist.
Den Schluss bildet diejenige Kurve, deren Gleichung man erhiilt, wenn man » = b setzt.
Diese Gleichung ist:

1
4l S Tood
i = sin’ g, oder, was dasselbe ist:
(i a”

sin? ¢ = 8in® ¢, woraus o = ¢ folgt.

Es ist diese Kurve ein in der =z Ebene liegender, zwischen den Strahlenaxen aus-
gespannter, begrenzter Kreishogen mit dem Radius 4.  Die Gleichung der iusseren
Nappe ist:

1 | <
E Y P

b
=
[
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Ihre Radien Vektoren variiren von & bis a. Fir » =0 wird die Gleichung wieder

1 1

4= as e . P T

= = sin®d, woraus § = folgt.
oir 2 _F?"

Diese Gleichung stellt zwei Kreisbbgen mit dem Radius & dar, welche von den
Strahlenaxen bis zur ay Ebene reichen. An diese Grenzkurven schliessen sich die sphé-
rischen Hyperbeln mit der allzemeinen Gleichung # =0, an und enden mif derjenigen
Kurve 6 = o, deren Gleichung man fiir #»o = o erhillt. Diese Gleichung reprisentirt
einen in der zy Ebene liegenden Halbkreis mit dem Radius a.

Man erkennt, dass die vorliegenden Betrachtungen nicht nur die Grenzen von @
and & festestellt, sondern auch ein vollstindiges Bild von dem geometrischen Baue der
Wellenoberfliiche geliefert und namentlich auch diejenigen Kurven ermittelt haben, in
denen die Oberfliche von den drei Hauptebenen geschnitten wird.

[II. Die Kubatur der Wellenoberfliiche.

Das Raumelement dadydz wird in den Variablen 7, o, ¢ durch das folgende

ersetzt:
;\-.'n" :‘ ¥ o ()
| 39’ dg” 20
i B 8
(L} ol dY
\‘ S T dr L]r?{[r)‘ .
o -l\ a o o

ot

3

o <
¥

t

dg \(F'af}-

Aus den Formeln (1) folgt ganz allgemein:

dz singsind ? reosasind da  rsSingcosd
ar sins '@ sin & T S sin &

:‘!.{a' 1 e ——rr -

T = . ¥ (8in* ¢ — sIn° ) (811

37  §inscoss

dy 7 §in®s — 8N o .
- — 51l @ CO8 7
T e

da Sins coss ’ 8i

- 8in

Dy 7 Jein® ¢ —sin®s .. . ~

e ' — —— GIN 0 COS.0 ;

o0 S 8 COS & s5In= & — 5IN° o

dz COS g COSd D2 »Sin g cOsSd B2 F C0R o SING

27 to8s D@ .. . .CoB® 24 Cos &
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Daher ist das Raumelement in den neuwen Variablen eleich:

l sin o sin & , CoSa singd ; SN & COS 0

t Iir' {[r’? li‘}

: I T e BT G G WA sin*e—s8incs , .
e o |V (8I0% ¢ — sin® ) (sin%s r'l.ll-u]., 5 —=— Sl 0 COR o, J — ——— 811d COS
Sl0° s COsS* s i SN e — sins S10* & —8In* o
- s} 3 . . 1 & |
| COs & CO8 o y — 8l ¢ CO850 3 — C03 o 51N o |

oder entwickelt:

."i' I[f' Iln‘- lil‘} ’

o (cos® ¢ 8in* & — sin? g cos? J) V(sin® ¢ — sin® ) (sine s
sin? s cos® s

sin? 4)

sin® s sint & T e e e |
—, — sin® g ¢os? @ — ——
5in® ¢ — sin® & sin® s — sin? J|

— &in? ocos? @ ’

2 (510 ¢ — sin® g) dr de da

V(siu? & — sin® 5) (sin? s — sin’ 0)

Da sin? & << sin? ¢ ist, so ist der entwickelte Ausdruck fiir das Raumelement ne-
gativ. Es ist dies nur ein Fingerzeig filr die Aufeinanderfolge der Integrationsarenzen,
ob man niimlich von dem kleineren zum grdsseren
kleineren Werthe der Variablen zu integriren habe.
fertigen, dass, wenn man die Grenzen in der

oder von dem grisseren zu dem
In der Folge wird es sich recht-
von uns angenommenen Reihenfolge ein-
fahrt, das Element positiv genommen werden darf. [ch werde daher von vorneherein
das Vorzeichen des Zihlerfaktors umkehren.

Wir erhalten den Rauminhalt irgend eines Korpers, wenn wir das Element

in Bezug auf » von o bis »

3 T i B 1 i
i 7 =

) <
0 0 0 B G B 5

integriven und das Resultat mit 8 multipliciren.

Nenne ich den Rauminhalt J, so ist also ganz allgemein :

:} S 1 ‘ | 2 'Ill? g — S1n? -'}|' I";li' I?{:I' |ir}
o & FV(sin® g —sin?s) (sin® s — sin® J)

oder, indem ich die Integration nach ausfithre:

§=5(( »

Dies Integral zeigt, dass man mittelst der Variablen ¢ und ¢ den Rauminhalt aller

derjenigen Oberfliichen berechnen kann, deren Radius Vektor eine solche Funktion von V
o und 4 ist, welche die Variablen separirt enthilt. Zu diesen Oberflichen gehirt die ¢
Wellenoberfliche,

Bevor ich zu derselben ithergehe, mache ich

von der allzemeinen
Formel in aller Kiirze eine Anwendung

auf die Kugel.
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Bei der Kugel ist » konstant und daher:

DB ' | (sin? ¢ — sin? d) de da
2 ¢ o )(sin® o — sin? §) (sin? s — sin® d)

Berechnung des Flicheninhaltes sphirischer Kegelschnitte haben wir den

Bei der

Werth dieses Imtegrals gleich - ermittelt. ks ergiebt sich daher fiir J der bekannte

Werth — 7+%. Ebenso leicht liesse sich der Inhalt kegelformiger Stiicke der Kugel er-

mitteln, deren Spitze der Mittelpunkt und deren Grundfliche ein Kegelschnitt einer der
beiden Schaaren wire.
Um den Rauminhalt der #dussseren Nappe der Wellenoberfliche zu erhalten, habe
(8) filr » den sich avs der Gleichung
i 1 .

Ry '-"”"\?;!"’} 2 e Si]ll_l d

 phd €= f

Bezeichne ich diesen Rauminhalt mit VW, so wird:

ich in der Formel

ergebenden Werth zu setzen.

: r in*a — sin’d) de {Iu
'\"\ s = ( e — = —_————

082 4+ —sin? g ) - , (8inf o — sin® s) (sin®s — sin® d)
" 1 > §

__ 8 sine do da
3 | | Vsinte — sins 1 | e < i ST
| l L.Uu-n 4 eniag ), i sin® s — sin® 4
s/ ot
o T -
£ LI -l‘\
d ) : sinfo do Ry
i T __4' die ll A [P 1 z 2 e
Vs e — sin s I ' 0824 - — :-am-’u} : I sin®s — sin2 8
- o= [l -

&

Die Integrale in Bezug auf o sind uns bekannt. Wir haben gefunden, dass, wenn

— »* ‘also cos*s = x,° setzten:
1

wir sin’s
_:;

‘ sin*a do i

| da S,
‘ — = K () wurde.
¢ ¥sinta — 8Nt 8

Daher wird:

w0

o o8 . A, )
: | dd i i sin®a da
s

280
& (#1) 1 -] = 1 i) e
’ [ = 0080~ = Rin? H‘J (sin® s — gin%a)
as i :

=/ e o
o

o

1 ; b farey o
l ( —; cos?d + —; sin? r?) (sin* ¢ — sin®
(L= [Eh

-
i)
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Um die Natur der noch iibrig bleibenden Integrale zu erkenmen, bringen wir sie
auf eine algebraische Form. Setzen wir zuniichst

1 -+ cos2d . l—c0s28 § .. 1—cos2s
cost o = J ", sin?d = - , Sinfs == —
) 2 2
so wird das erste Integral:
(3 dd
' el SR :
I St E) — = ( e ) cos2d - = cos2d — cos2s
2ol tal L 2
3 :
9 s dd

e e

-------- — 0520 ’ (cos2d — cosZs)

und das zweiie:

5 l ( i ('rl‘ | ri_) ' %( l. = &g )CGFE'T) ; L (cos2 d — cosZ s)
& A IS — cos2d) do X
dis .___.I__:_ = _l _;_ 7 3 :
(' Ci .‘-’E') I l ff :- LEE—L‘D.%?. ] I (cos28 — cos2 s)
N b
Setzen wir c0s2d =y, 8o wird

dy
V1—q?
Den Grenzen o und s entsprechen in Bezug auf y die neuen: 1 und cos2s, und
daher gehen die beiden Integrale in die folgenden iiber:

{]r.}: _

| 4 _..cu.-i'.‘\' IIJ}‘
VSR e i OO i neidl 1T ) S
1 1 ) ' 5 ] y 5] 1 i, = !
(:3_-”— ez gl | | ‘ _.+_3
{ () ! o
q Tt l | I =y (y —cos2s) (1 —u%)
T 2 al I l & &
oder, wenn wir die Faktoren des Radikandus nach der Grijsse ihrer Parameter ordnen:
4 15 008 2% {'t..‘,f
(1 TERAN AT, TR e TH= ]
j —:jJ St - —_
e - | 02 (5 L 2 ' a2 -
LY. 1 | ¥ BT (—1) (y —cos2s) (g} 1)
G = ?—@J




9 2 < 08 23 ____{_h‘ — - 1[]! 1[:; dwil
3 3 = '|— o Al L= =
s a-. : of a* l L a? g a® l ; o
e ‘ g 1 (y —1) (y —cos2s) (y-+1)
I i a? | &gt ]

Man erkennt, dass beide Integrale elliptische von der zweiten Gattung sind.

Da &% — 1 = cog2s —~—1 ist, und da die Variable y sich zwischen den

¢ a?
Grenzen 1 und cos2s bewegt, so reduzire ich die Integrale auf die Normalform mittelst
der Substitution:

1 1
Al e e Do gt ?,:‘ o= R
et L cosZs — 1 .Bintg = - . Binfe .
i 1 1 Il | 1 1
THE T T R e
i c a” 08 28 — G o o
1 1 1 3
¢ a gl

Diese Substitution bestimmt einen Bogen ¢, der zwischen o und = liegt. Den

Grenzen 1 und cos 2s entsprechen in Bezug auf ¢ die neuen: o und —-.

Aus der Substitutionsformel folgt sofort:

T
7 13 2

ll"f - ° a* /| a e d
i —_ — — . Bllg COSg (g
L, o Lop il g
| ) B | g i
lJ T j
c? a?
1 ]
g=—10c08ds 1 — cos 2s Rt he at i)
2 — ] . COB* ¢ i
atw | F'a a
Ty g B
{‘: rJ'. r"' 7] 2
1 ] ] 1 1
i 1 o* bt e \ | o? J_'l;_"’ 7 a’ Ter
- = — 8in? ¢
TN [ 1 I s
a? I at b f.3 _r-'_—' = r_t
s o |
& gt




20
oder, wenn wir:

= {* sefzen, = — {1 — A*sintg).

Man erkennt leicht, dass o < 4* =< 1 ist, denn es ist:

P 2 al 2 g " otk

. = — 7 und 1 ist kleiner als

f? 2 @ | a il 52
1

Wir brauchen endlich noch die Formel:

&
1 1 1 1
e Tt
L a® ; o a*
Y = s ) L L
1 1 1 1
o2 ol 52 a® |
1 — ot 8In ¢
/]
[id

Wenn wir diese Werthe in die Integrale substituiren, so wird :

. w3

2 y —1 e !]_-_f_,f_ y : i . h? o gt ' sin? ¢ de

(=g e A TR L ] v [(]-') I—R sty

(4

L
o
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Setzen wir jetzt:
¢ = amuy :
- AL , 80 wird:
de = V1 — 4*sin*amu du

1 ]
B R 3K ()
[53? | il Csin? ¢ | dg o i

2 e
=y = | du— — sin® ama du
¥l — A% sin? ¢ I

| LR 5 K (4)

S s Il 3 (1 — d*amu) du

0 L
[

= at 1 sy eI
= (i) — {——- 5o ( K (1) — t‘l’* i*‘-l)
TERR e i i
— : ( K(H)—b t-ﬂ)

Daher ist:

: 1 l
= :': l H‘l'l iy ﬂ; iy
% l | — N el

LI{." 1 1

]

2 N
o S [ L Lk i =8 1
K1 — A*Ein? ¢ I ! ; ' 1_ sk
¢ b at b &

LT

Ebenso wird:

LKD)

1 1 3 s
' — (1 — Lfamu) du = 5 ( K()—& ) ) )
jo : v

(A

sin? ¢ dg
| = ism‘-':lmu gni=
L2

L

V1 — 2%sin? o
o

S e '
T n i | R 9 e gt T
S 'f_ & SIS '.I.-L__ ——— ‘ E(Dh—8&.() l

i [ 1 \Vi— sty 1]
] P a* b




]
| R

Wir haben daher fiir den Rauminhalt der iusseren Nappe folgenden Ausdruck

gefunden:
1 1
\‘\’ o Ii‘ 'S 1;,5|:, ! ,'\' l,ﬂ] | FI::-_J_I..S; q),| ‘ — f\- [.7.1] = i" - [Jr\ffj = (:UJ‘ I =
EEE [ 1 L BT e s ¢
2 b P 5 Las
| 1 1
16 (0 PR I 2o e =5 157 T b : !
o KD |6 (n) — K| +0601) I ; O (=) + K () [ :
I-._' / a? '

Die Moduln # und 2 sind durch folgende Relationen mit einander verbunden:

| 1 1 ] 1
P i '”-: ot ’ o2
A= — = —— 8% s = =
| 1 ]
.J‘J‘e r"I I!-'r fa l‘l‘!
1 ] ] ] |
; al L TR a? ;
pa— e - )84 8 = ——— 2
! I ST I P
FZ] ot ¥ gt 02 fi

Um den Rauminhalt der inneren Nappe zu finden, habe ich in der Formel (8) fiir »
denjenigen Werth zu setzen, der sich aus der Gleichung

1 1 E s :
— = — cos? ¢ 4 — sin? ¢ ergiebt.
o2 -

i ik

Bezeichne ich diesen Rauminhalt mit W,, so wird:

T

Wi = 3 (ein? ¢ — gin® @) da dd
.:' —) '-: — ——r = :'”_ — —————e—
] 0 l . gy i 5ol by o s L
I- 5 C08% & -+ —sin*e ) (5in® ¢ — sin’ &) (sin® s — sin® J)
", -/ o= e i ¥
[ -;_:_
g da E sin? ¢ deo
3 Vsin? s — sin? @ el ".__.é__ g T =1
I' — c03? 0 -+ 8in* g ) (sin® o — gin? 8)
) 8 i L (i .
] &
i Ch
sin? 4 dd : de ‘
V'sin? s — sin® ¢ {1 4 I SR b ik
|-' — 008° ¢ -+ — sinfe ) (sin? ¢ — sin® 5)
o/ . G? ¢ 3 il |

-} ¥
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Die Integrale in Bezug auf & sind ung bekannf. Wir haben friiher gefunden:

{[!? ~
= K (%),
— S1° 0

¢ ein? a'da

‘—- S

Isin®* s — sin® 4

= K (%) — 8 (%) .

Daher wird:
T I“: - - ? ‘.";r ‘: ] ].’
W= 2 | b iy
3 ' G il (e (00, T, DO T
1 J (—-,,clr.u-w;—;— — 81N ,;) (sin®a — SIn° §)
| L i

l[.ril' l

— [ K@x—§& (2 2 _ e i —
) ; {r_f-_' g l

Die beiden Integrale dieser Formel sind von derselben Natur wie diejenigen, die
Nichts destoweniger kinnen wir ihre Werthe nicht ohue

Von

wir soeben behandelt haben.
weiteres aus den vorigen ableiten, weil ihre Grenzen ganz andere geworden sind.
den Grenzen aber hiingt die Reduktionsformel und der Werth des Moduls ab.
Es bleibt uns daher nichts anderves iibrig, als auch in Dezug auf diese Integrale
diejenigen Transformationen vorzunehmen, die wir bei jenen als niitzlich erkannt haben.

Iis 1st:

- sin* g de 2 [ (1 — cos 2a) do
1 _4 SRS R = sl R e 1 2 e
I — cosPo + — sin’a (sin?a—sin?s) AT g ‘ - = —
a? o2 f [ @
. | — —¢082¢ [ (cos 28— cos 2a)
o I | 1 1 [ ¢
| i f.fl‘l I
E do 4 (Y2 deo
]' (—;_, cos® g —sin*a ) (sin’ o -—sin®s) ) , [ =t
5 4 : . l | 00820 | (cos 25 — cos 2 o)
Setzen wir nun wie friiher cos 20 =y |
dg = —

den Grenzen s und : in Bezug auf y die neuen: cos 2s und — 1. Dann wird das erste

Integral gleich:
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4 a1 (1 —uwy) dy
1 1y | | 1 ] ]
( P a_;-') ' i + a’ \ | o2 _']I— ”'_j | :
| I 1 i | ] | i = ! (cos 28 — ) (1 —¥7)
oder geordnet:
2 s —1 (y—1 dy A
( 1 .l_ ) I 1 8 1 1 i sy
2 a? ¢ ' a? I I e ad .
I T | = I Yy — (y—1) (y —cos2s) (y+1).
| e ey | [ iiG e 10 GD
Cosla [ ||‘."‘I l .'3 i H"’ l
Das andere Integral wird:
4 w4 ii-{.-'
T Tyed ol 3 0 M1
( c* T .rfl" [ B ';.: p [ ' .-l_ a ‘
[} =
] S 1 I — oy — [ (y — 1) (y—cosZs) (y+ 1)
i i | 1 g - :
tos 2a o2 ar l l 2 ol J

Da die Wuorzeln des Radikandus, von der grissten angefangen, wieder in der frii-

heren Ordnung

1 1

¢ at i

1 1 1, cos2s,—1
i

auf einanderfolgen, die Grenzen des Integrals jetzt aber cos 2s und — 1 sind, # also in
dem letzten Intervall liegt, so bewirke ich die Reduction anf die Normalform durch fol-

gende Substitution:

1 1
7 cos s 1l 4-cos2s . c? G ey
= sin? ¢ = —— sinfe.
y—1 2 : T ,
SR

Der Winkel ¢ ist reell und liegt zwischen o und . Den Grenzen cos2s und

entsprechen die neuen: ¢ und j

Aus der Substitutionsformel folgt:

1 1
tilf.f ir :‘-,-_-_ e "{}"’ o St
(y — e ] 1 Sl ¢ COS ¢ (g




1 &7 g sin® @
: 1 1 : - T kel I _
N e? @t 9 b2 he ot @t = i5. bt b .i — A% BIn% @
1 ] 1 1 1 1 1 =i [ 1 = |
T E 2 73 ik 0
¢ a” (- o [} {'r S L 4 =
] — 1 ]- S1N° ¢ I 1
‘ . J_!l" c= a?
/1* bedeutet das Komplement des Moduls 22, ist also gleich 1 — 2%,
e )
: et ia?
; T I K ol
VR 72 7 : : y 41 ot e 2 e
- 2ain? o) - = i Cos ;
e — = 1 (1 — 4% sin® ¢) ; ) N 05° ¢
i A i a?

in die Integrale ein, so wird:
3] —1 [..-’r_ ]J []_f;'
LA L 7 2 iy TN
3 ‘ —y—73 1 |1 y—=coszs)(y-1)
‘ :_ at }
s 6=
1 B2 g% at dez
1 LAl ,| V(1 — A2sin? @)

i 02 “:'.' o

IV T
G\ 343 [ _=ri]

c* a -

= b
w3 F 2 = -{"'!- |
o i T e
= i { o2 a’ J
e V (1 — 4® sin? ¢)?

Durch die Substitution: ¢ = amu
: LK (A

itber in * _d“

< de
fdfamu

geht i
J Y
o

(1—/A*sin?g)?
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Es gilt aber ganz allgemein die Formel:

3 esinam (e, x). cosam (w , x) i : #?
il (_ A3 25 08 L ) =Mam(w, x) — — ; 5
D w dam (@ , %) dram(w , %)

folglich ist in unserem Falle:

A=

d [ A¥sinam(u, 4) cosam(u, i.ﬂ') — Mam(u, )
W PR Pam ()

du ~dam (2, A1)

Integrire ich diese Formel von o bis K(4), so verschwindet die linke Seite und

ich erhalte:

2K (&) AR (R
du 1 1 - 1 3 e
—  =— | famudu= 5 - E (K, 4) = 5 0 (4).
¥ Lamu AT A? { : A2 ¢ (1)

Daher ist:

1 1 ‘_": 1 ]
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T 1 1 \a-twe. O 1oL EE 1o
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Ferner wird:
L 1 1 I Kl 1 1
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Daher ist:

?[ ) 1 l ] 1
i a2 0N L A (s 1 e
i Y sin?e 5= 2 ,- — =B+ 2. — fy
= Il T sin'y d¢ BT w6 +2. 5 T L (A1)
e 7 -
b = |'|\l"_— Ai? sin? ¢ )?
1 1
S g 1 S
L y el e P o
- 2.1 | &) + 2 T K (4;) .
@ b a " b
Hieraus ergiebt sich:
o | L
gt ) N - - e a? gy
W g =0 i i K (2) G(4) — (ﬂ () — & (x]) i K () — 5(4) |
I b & at " b 2 b A
' 1 1
16 1 Sl @ @ __ 1 o - )
=4 — A (#HE (h) — T al &) Eh)— T K (A,}.(f\.f_z]—{-,:_z!) ;
|7 3 & T3 &%
I | |
1“ ] f L] PO g - g}
= B K(2)(G (x) — K L:{)) + & (&) | K(z) - -'L 27
@ b |

Der Rauminhalt des zwischen den beiden Nappen liegenden Stiickes der Wellen-
oberfliche ist daher gleich:

|
War W= 2 T‘i,l KO (8 () — K()— 1- K (86 —K()

a®
1_1
- 1}_\ ot a”,_.,...l_e.c.
+ — K (1) § (i) — I () ) + 57— (G §A) 8@ EM)) |
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E. Hutt.
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