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Durchgang der Strahlen durch eine Linse.

& 1.

Der Brechungsexponent fiir den Uebergang des Lichtes ans Luft in ein anderes Mittel sei n.
Licgen mehvere brechende Mittel vor, so werden die zugehorigen n durch angehiingte Indices von
einander unterschieden. Gleichzeitig seien die n eine Bezeichnung fiir die Mittel selbst.

Auf einer geraden Linie sei gegeben ein Punkt €. Um denselben als Mittelpunkt denke
man eine Kugel beschrieben. Einer ihrer Durchsehnittspunkte mit der geraden Linie heisse IV, der Scheitel
der Fliche, die gerade Linie selbst heisse Axe. Ein beliebiz begrenztes Stiick der Kugelfliche,
welches aber den Punkt N enthalt, sei die Trennungsfliche eines Mittels » von einem Mittel «,.
Aus dem Mittel » fallen auf die Trennungsfliiche Lichtstrahlen, die entweder divergirend von einem
Punkte des Mittels » ausgehen, oder convergirend durch einen Punktl des Mittels n, verlaufen, also
iiberhaupt durch einen beliebig liegenden Punkt P gehen. Diese Strahlen werden an der Trennungs-
fliche gebrochen und verlaufen im Mittel n,. Fs soll iiber das Vorfiandensein und die f"’.’f"l .
e .‘Ju;'-".l"-'.s‘,",-l'rgr:'.’f.\l,u.--'.f;.n:','f--- ol ¥ Irjr;’a,'ra-';"ar.w',u Strahfen -a;f.&'r'fférfl'l'u H'f'}‘-'l..f;'.rﬂ, botd

Jekanntlich wird diese Aufgabe in allen Lehrbiichern der Physik und vielen besonderen Ar-
beiten einer mehr oder weniger ausfithrlichen Behandlung unterworfen. Aber alle mir hekannten
Darstellungen, mit wenigen Ausnahmen, machen ausser anderen willkiirlichen Annahmen, die ich
hier nicht weiter erwiihnen will, entweder die:

Von aflen a-.r_.u_.l’.f.r"-" nden Strafilen brauclen nur r?-{:.u betrachtet zu i‘f'F'f'rJ"rf'H,_ welelhe l

mid |4';|"J' Azxe tn etner .E—‘I"'-'H Jila;l""llllll".’l'. llb}
oder die:
Von allen "'*!f"”'f""“?"” Strallen brauchen nwr die betrachiet zuw werden, welche l
mit der Lante PO dep l'1:,-'J|lr|'.|'.|-’Jrflf,'rfll’f,‘-'lf-f-ﬂ'{.-f des FPunlites P mit dem ,Uiiir'i‘,mm’.'tc der
brechenden Flicke gleiche und lleine (8. 2, d.) Winkel bilden.

Aber das Licht verbreitet sich, von einem lenchtenden Punkte ausgehend, thatséichlich nach
allen Seiten. In jeder der unendlich vielen durch den Punkt I° gelegten und die brechende Fliche
schneidenden Ebenen giebt es also unendlich viele Strahlen, welche wirkllich zur Brechung kommen.
Wo bleiben diese Strahlen bei der Annahme (b.)?

Bei der Annahme (b,.) wihlt man zu jedem Punkte P einen hesondern Punkt der brechen-
den Fliche, nimlich den Durchschnittspunkt der Linie Z2C mit derselben, und betrachtet nun allein
die Strahlen, welche in unmittelbarer Nihe dieses Punktes cinfallen. Warum wihlt man gerade
diesen Punkt, und wo bleibt auch hier die grosse Zahl aller iibrigen wirklich zur Brechung gelan-

(by.)

genden Strahlen?

Ohne vorhergehende besondere Begriindung kann also weder die Annahme (b.) noch (h,.)
gemacht werden und doch diirfte man in den vorher erwihnten Darstellungen vergeblich nach einer sol-
chen suchen, wenn nicht etwa die Thatsache dafiir gelten soll, dass ohne diese Annahmen die auf
sie begriindete mathematische Entwicklung unméglich wire.

Aber jede noch so elegante analytische oder geometrische Betrachtung kann niemals etwas
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anderes ergeben als die sicheren Folgen derjenigen Voraussetzungen, unter welchen sie angestellt
wurde, und so bleibt denn, wenn diese Folgerungen physikalische Bedeutung haben sollen, immer
noch die Frage nach der physikalischen Begriindung der Annahmen, mit welchen die mathematische
Betrachtung beginnt.

Nun kann vor jeder geometrischen oder analytischen Behandlung der Aufsabe der Vorgang
experimentell untersucht werden. Dann zeigt zuniichst der Fall der Reflexion an einer Kugelflache,
dass bei einer grossen Zahl von Stellungen cines leuchtenden Gegenstandes vor derselben von die-
sem Gegenstande scharfe, demselben fihnliche reelle oder virtuelle!) Bilder entstehen. s #0igt sich
ferner, dass bei gewissen anderen Stellungen des leuchtenden Gegenstandes die Bilder wohl noch
vorhanden sind, aber aufhiren, deutlich und dhnlich zu sein. Dasselbe lisst sich experimentell nach-
weisen bel dem Durchgange des von einem leuchtenden Gegenstande ausgehenden Lichtes durch eine
Linse (ein von zwei Kugelflichenstiicken begrenztes brechendes Mittel), und es darf dann in einer
physikalischen Betrachtung nach Analogie geschlossen werden, dass unter tibrigens gleichen Bedin-
gungen auch in den Fillen scharfe, dem Gegenstande dhnliche Bilder entstehen werden, welche sich
der direkten experimentellen Untersuchung entzichen, nimlich bei dem Uehergange des Lichtes aus
einem beliebigen Mittel durch Brechung an muwr einer Kueelfliche in ein anderes Mittel.

In allen diesen Fillen, in welchen man also durch den Versuch das Vorhandensein scharfer
Bilder als nachgewiesen betrachtet, wird man nun annehmen miissen, dass Jedem lenchtenden Punkte
des Gegenstandes ein bestimmter recller oder virtueller Punkt des Bildes entsprichf, weil sonst das
Entstechen deutlicher Bilder nicht zu erkliven wire. Oder mit anderen Worten: Die oben aufae-
worfene Frage (a.) wird dahin beantwortet: Tn allen den Féllen, in welchen der Versuch duas
Fntstehen scharfer, dem Gregenstande dhnlicher Bilder nachweist, 1at auch das Vorhandensein
CTRES f}H.l'f!l"f.‘.'-"l":'a'-'t?f-'\'!-fhr.'f'r!f_h‘ aller zur Walirnelmung beitragenden gebrochenen oder reflectirten | (c.)

Strahlen als nachgewresen zuw betrachten. so dass nur noeh die Frane nach der Lage dessel-
g 3 o i

ben zu entscheiden bilerht,

Sobald nun der in (c.) liegende Schluss gestattet wird, darf auch wohl die Annahme (h.)
oder (b;.) gemacht werden, und ich wiisste nicht, wie (b.) oder (by) anders hegriindet werden sollte,
als durch (c.).

Wird aber (c.) zugestanden, also das Vorhandensein des in (a.) erwiihnten Durchschnitts-
punktes als nachgewiesen erachtet, so braucht man, um iber die Lage desselben zu entscheiden,
die Annahme (h.) oder (by.) gar nicht mehr. Fs gendigt dann, zwei beliebiy ausqewihite, durch 1
den Punkt P gehende einfallende Straklen zu betrachten, die beiden wu dicsen gehirigen ge- |
brockenen Strahlen wnd den Durelschnittspunlt des letzieren. Dieser ist dann der in (1)
gesuchte Punlit. Die Auswahl der beiden einfallenden Strahlen ist nach (e) nur dadurch
beschrdinlt, dass die zu thnen gekirigen gebrochenen Strahlen auch wirllich zu Wahrnelmung

l (d.)

JrJf'f:‘r':k.yﬂ*u MEESEN.

Durch das Vorstehende erachte ich fiir nachgewiesen, dass die gewdhnlich gemachten An-
nahmen (b.) oder (b,) wenigstens einer Begriindung durch den Versuch bediirfen, dass eine solche
Begriindung zugleich (c.) als richtig nachweist, und dass man dann (b.) oder (b;.) gar nicht mehr
braucht, sondern so verfahren kann, wie in (d.) angegeben ist. Dadurch wird aber, wie ich im
Folgenden zu zeigen beabsichtige, die analytische Behandlung der weiteren Frage nach der Lage
des Durchschnittspunktes sehr viel einfacher und doch ebenso weit giiltig, als mit den Annahmen (b.)
oder (b

1) reell, wenn das Bild sich auf einem Schirm auffangen lisst, virtuell, wenn o8 nur mit den Augen wahrnehmbar ist.
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Die Versuche, welche zur Begriindung von (c.) §. 1. vor einer analytischen Behandlung der
Frage (a.) §. 1. angestellt sein miissen,') lehren nun ferner, dass die Bilder um so schiirfer und dem
Gegenstande wm so dhnolicher werden, je mehr folgende Bedingungen erfiillt sind:

a) Das das Mittel » vom Mittel », trennende Kugelflichenstiick muss von einer Curve begrenzt
sein, deren Punkte zu N und € (§. 1.) moglichst symmetrisch liegen. Man denke es sich also
entstanden durch den Durchschnitt einer auf der Axe NC senkrechten Ebene mit der Kugel um €,

b) Die Axe NC geht durch einen Punkt & des leuchtenden Gegenstandes, welcher miglichst sym-
metrisch liezen muss zu der den Gegenstand begrenzenden Curve.?) Ist dann ferner # irgend
ein Punkt des leuchtenden Gegenstandes, auch seiner Grenze, so muss das Verhiltniss von
PG« NG eine Fleine Grissse sein.

¢) Alle in Betracht zu ziehenden Winlkel miissen flein sein.

d) Mit Jlein werden hier Grissen bezeichnet, deren Masszahlen so beschaffen sind, dass ihre Qua-
drate und hoheren Potenzen gegen die Masszahl selbst vernachlissigt werden dirfen. Auf
Winkel angewendet heisst dies, dass der sinus arcus®) und tangens als gleich zu erachten sind,
der cosinus aber gleich 1 ist.

Von dem Punkte # (§ 1.) fille man ein Loth aut die Axe, der Fusspunkt sei X. In der
nach beiden Seiten hin unbegrenzt gedachten Axe nehme man willkiirlich einen Punkt O im Mittel
n an, miglichst weit entfernt von N, und bestimme die Lage des Punktes X der Axe durch die
Masszall der Linie OX. Gelangt man von O nach X im Sinne der Richtung won Punliten des
Mittels n z2ur brechenden Fldache, so sei die Masszahl von OX pesitiv, dagegen negativ wenn X zu 0
im entgzegengesetzen Sinne liegt. Der Einfachheit wegen werde die mit ihrem Vorzeichen behaftete
Masszahl der Entfernung eines Punktes der Axe von O mit dem Zeichen des Punktes selbst be-
nannt, also X fir OX geschrieben, ebenso N fir ON, C fir OC.

Die beiden durch # gehenden einfallenden Strahlen, welche nach (d.) §. 1. willkiirlich aus-
guwihlen und allein zu betrachten sind, seien:

1. der Strahl 2C ., also der durch P gehende einfallende Strahl, der die Richtung nach dem
Mittelpunkte der Fliche hat;

2, der Strahl PN, also der im Scheitel der Fliche auffallende Strahl.

Von diesen beiden muss nach (d.) §. 1. nachgewiesen sein, dass die zu ihnen gehirigen ge-
brochenen Strahlen zur Walrnehmung beitragen. Aber wegen der Voraussetzung ¢) dieses §., wo-
nach P : NG, also hier PX zu NX ., immer eine keleine Grosse ist, liegen die Strahlen 1. und 2.
jedenfalls innerhalb des von P auf die Fliche auffallenden Strahlenkegels, und es werden daher die

1y Hat man durch Versuche gezeigt, dass die von sinem leuchtenden Punkte ausgehenden nund an einér con-
caven Fliche reflectirten oder durch eine biconvexe Linse gegangenen Strahlen einen recllensVereinigungspunkt haben,
so kann man in den Verlauf des reflectirten oder zweimal gebrochenen Strahlenbischelsieine zweite reflectirende Kugel-
fliche oder eine neue Linse stellen, so dass die Steahlen reflectirt oder zum Durchgang gezwungen werden , ehe sie
sich vereinigt haben. Hierdurch lisst sich experimentell das zeigen, was in Frage (a.) § 1. eingeschlossen und auch
in der oben folgenden Behandlung mit einbegriffen sein soll, dass die aus dem Mittel = einfallenden Strahlen auch
dann einen reellen oder virtuellen Veremigungspunke haben Linnen, wenn sie convergirend nach eimem Punkte des Mittels

ny auf die des Mittel n vom Mittel 1y trennende Hiiche follen.
2) Da im optischen Sinne der lenchtende Gegenstand eine Fliche ist, so wird der obige Ausdruck gestatiet sein.
3) Die Masszahl des zum Winkel als Centriwinkel gehorigen Bogens eines Kreises, dessen Radius gleich der
Liingeneinheit ist.
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Strahlen 1. und 2. ebenso gut zur Wahrnehmung beitragen, wie irgend welche anderen Strahlen dieses
Strahlenkegels. Genauer lisst sich die Sache experimentell nicht nachweisen.?)

Beide Strahlen 1. und 2. liegen in der durch £ und die Axe gelegten Ebene, so dass
von jetzt ab die ganze weitere Betrachtung auf das zurickgefithrt ist, was in dieser Ebene vor sich
geht, also auch durch Zeichnung verfolgt werden kann.

In der Ebene durch 7 und die Axe liegt P auf einer beliebigen aber bestimmten Seite der
Axe. Die mit ihren Vorzeichen behafteten Masszahlen aller Lothe von Punkten dieser Ebene auf
die Axe werden mit y bezeichnet und von einander unterschieden, falls dies nothig wird, durch an-
gehiingte Indices. Liegen die Lothe mit P auf derselben Seite der Axe, so werden ihnen positive
Masszahlen zuertheilt, negative im entgegengesetzten Falle.

Betraclhten wir nun zundchst Strahi 1.

Derselbe geht bekanntlich ungebrochen durch die Flache, oder der zugehiivige gebroekene
f.\'h'm’:‘ff l'li'r’_r,ff -!‘-'-' -'F.Hr'.i‘ tflt'.l' J'IlJ.f'r,'a'l:'E"e‘-'.rlr)'r'.rf r'{rr' Jr.rjnf.l. a'”'l H.ur.l'l ST .r'u er f';'."-'f'.'fu,r.':‘: von H'lf : il j"rn’)'if 20
Punicten des Mitiels n, . Desshalb liegt auch der zu suchende Punit £, nfimlich der Durchschnitts-
punkt der zu den Strahlen 1. und 2. gehirigen gebrochenen Strahlen, én der Linze PC. Yon dem
Punkte ./ denke man ebenfalls ein Loth auf die Axe gefiillt, welches in X, treffe. Die mit ihrem
Vorzeichen versehene Masszahl des Lothes £.X, werde mit y, und, wie oben festgesetzt, OX, mit
A, bezeichnet.

Liegt ein Punkt p so zu einem Punkte ¢, dass man auf der Verbindungslinie pg von)
p nach ¢ gelangt in der Richtung von Punkten des Mittels # zu Punkten des Mittels =, , 50[
soll der Punlt p vor ¢ legend genannt werden. Im entgegengesetzen Falle heisst p hinter e
g liegend. J

Der Punkt # kann nun zwel verschiedene Lagen haben:

a) P !’ie'_r,.'-' so, dass X wvor O, dann ist O — X I;'au.w'-'.ia!, l oA
A) I liegt so, dass X hinter €, dann st C— X negativ, l Sidehigate
y ist, wie festgesetzt, immer positiv.

Der spitze Winkel, den FC mit der Axe bildet, so wie sein arcus werde mit 3 bezeichnet.

Dann ist:

im Falle ¢) tg7 = — -’."._1__ —
,; (wegen ¢) und d) dieses §.) (1.)
im Falle §) tgr = = ,-_.‘\_} = 5

1) Die grozse Zahl der in § 1. und § 2. gemachten und durch den Versuch nur theilweise sicher zu be-
griimdenden Annahmen macht es sowohl vom physikalischen wie besonders vom mathematischen Standpunkte aus wiin-
schenswerth, die Aufgabe ohne diese Annahmen zn behandeln, Hier hat nun zuniichst Gauss in seinen dioptrischen
Untersuchungen gezeigt, dass die Annahmen a) his d) des § 2. hinreichen, um nachzuweisen, dass alle gebrochenen
Strahlen sich in efmem Punkte schneiden, so dass also (c.) §. 1. cing nothwendige Folge der obigen Annahmen wird.
Ferner hat Herr Seidel im den Sitzungsberichten der Mitnclener Academie 1866 11, pag. 263 ff. den |"‘1IE'1:iJ_‘.{:ll1:.:,' des
Lichtes durch ein System von Kugelflichen ohne besclriinkende Anmakmen untersucht und zur numerischen Berechnung
des Verlaufs der Strahlen besonders geeignete Farmeln gegeben, Endlich sind alle moglichen Probleme der Brechung
und Reflexion einer strengen also von heschrinkenden Anpahmen freien Behandlnng nach einer einheitlichen Methode
unterworfen worden in dem Werke: Rithig, die Probleme der Brechung und Reflexion, Leipzig, bei Teubner 1876, Dort
hat auch das hier vorliegende Problem ein strenge Behandlung erfahren und dann ist gezeigt worden, wie durch An-
bringung ciner praeecis definirten Vernachlissigung aus den streng richtigen Formeln die hier zu entwickelnden Gauss’-
schen entstehen. Aehnlich kann jetzt mit jedem beliebigen speciellen Probleme verfahren werden, denn man hat nur
nithig, die Besonderheiten eines speciellen Problemes in die von mir gegebenen allgemeinen Formeln in vorgeschrie-
bener Weise einzusetzen, um jedes Problem streng geltst zu haben,
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P,, ein Punkt der Linie PC, kann ebenfalls zwei verschiedene Lagen haben. Durch den
Punkt € ist nimlich die ganze Linie PC in zwei Theile getheilt, es kann nun:
a,) P, liegen auf dem Theile der Linie PC, der P enthilt.
R P, liegen auf dem Theile der Linie PC, der P nicht enthdlt.
Finden gemeinschaftlich statt die Fille:

a) und a,) so ist: C— X, positiv, ¥, positiv A) und a,) so ist: C— X| negativ, %, positiv
f = _-.;"‘l— — s == — __'.'!r—l__ ——
tgr —X, 7 g7 =) 7
a) und 5,) so ist: C—X, negativ, y, negativ F) und 4,) so ist: C— X, positiv, y, negativ
i - Eeriigfd]
iy = =————— = r oy = —t— e a
f_,l', = {(_ a\l—-lj i i C = ~\1 i

Setzt man die so eben gefundenen Werthe von 7 gleich den zugehdrigen vorher in (1.) gefundenen,
so entsteht in allen Fillen dieselbe Gleichung:

L o)

= 2
Dies wiire also efne Gleichung zur Bestimmung der unbekannten Grissen z, und X; durch die gege-
benen y und X. Es handelt sich jetzt darum, eine zweite Gleichung aufzufinden. Betrachten wir
dazu Strahl 2,
Der spitze Winkel, den der im Mittel n verlaufende Theil der Linie PN, der einfallende

Strahl, mit der Axe bildet, so wie sein arcus, werde mit » bezeichnet. » ist dann der Einfallswin-
kel. Die Axe ist das Einfallsloth. Der zugehirige gebrochene Strakl, also der im Mittel », verlau-
fende Theil der Linie NP, bilde mit der Axe den spitzen Winkel »,. Dann ist v, der Brechungs-
winkel und zugleich der spitze Winkel den Linie NP, iiberhaupt mit der Axe bildet, gleichgiiltig,
ob der Theil der Linie NP, gemeint ist, der mit dem gebrochenen Strahle identisch ist, oder der
andere. Nach dem Brechungsgesetz ist dann:

7 8Ny = 7, SI0 ¥
oder wegen c¢) und d) dieses §.:

ny = ¥ (3.)
Nun kann P wieder zwei verschiedene Lagen haben:
ay) P liegt s0, dass X vor N, dann ist N—X positiv 1 :
ol S SR S : SR AL (wegen (e.))
fa) P liegt so, dass X linter N, dann st N— X negativ ] = :
Im Falle a) ist: tgv = % = |
W et - (wegen ¢) und d) dieses §.) (4.)
S i et i S T [
Im Falle f;) ist: (tgv = g

Nach dem Brechungsgesetze miissen der einfallende Strakl, also der im Mittel n verlaufende ]
Theil der Linie PN und der gebrochene Strakl, also der im Mittel », verlaufende Theil der } (f.)
Linie PN, auf verschiedenen Seiten der Awze liegen.

Finden nun gemeinschaftlich statt die Fille:

@) a,) ay) so befindet sich P vor der Fliche im Mittel », da N— X positiv (ag) ). Weil »; positiv
ist () und «;)) so liegt wegen (f.) £, auf der Riickverlingerung des gebrochenen Strahls
iiber NN hinaus, also auch im Mittel ». Es ist daher auch N— X, positiv. Dann folgt:

gy, = TET = ¥

@) a,) f;) so befindet sich P hinter der Fliche im Mittel »;, da N—X negativ (g5)). Weil y,
positiv ist (a) und a;)), so liegt wegen (f.) £, auf dem gebrochenen Strahle, also auch

im Mittel #,. Es ist daher auch N—X, negativ. Dann folgt:
4
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a_'._-}-yl — —

1

) ) u5) so liegt P vor der Fliche, wie in a) @) ). Weil y, negativ ist, so liegt wegen ()
£y auf dem gebrochenen Strahle, also im Mittel »,. s ist also N— X, negativ. Dann
folgt:

Yy = e =

@) ) fy) so liegt P hinter der Fliche, wie in «) ;) #). Weil y, negativ ist, so liegt wegen (£)
Py auf der Rilckverlingerung des gebrochenen Strahls iiber N hinaus, also im Mittel n.
Es ist daher N— X, positiv. Dann folgt:
s e e 4 R PP
ey = ‘\-I 1
7) ay) ag) so folgt dasselbe wie fiir @) a,) a,)
3) a;) F5) so folgt dasselbe wie fir o) o,) )
7) By) ay) so folgt dasselbe wie fir «) j3,)
&) B F) so folgt dasselbe wie fiir «) 3,) /)

—

’I well es in allen Fillen nur auf das Vorzeichen
von u, und die Lage des Punktes X zo N
\ ankommt.

-

Setzt man nun in allen Fiillen die gefundenen Werthe von v, und die zugehdrigen Werthe
von v aus (4.) in die Gleichung (3.), so entsteht wieder in allen Fillen dieselbe Gl tohung:
e i n, - -‘.-'?'#I 5@ (2.)
o T

Dies ist also die zweite Gleichung zur Bestimmung der Grissen # und X, aus den gegebenen y
und X. Mit den !’_:;r.’(':-'r-ﬂunlr;rcn (2.) und (5.) kann also jetst der zu einem geqgebenen Punlete P qe-
.fafi.—-z'gr? Funlet Py gefunden werden. )

1

‘.;. .
Die Gleichungen (2.) und (5.) des § §. 2. enthalten jede beide Unbekannten.
chung mit nur einer Unbekannten zu gewinnen, -dividire man (5.)
—X C—X,
N N X
Hierin sind sowohl die Entfernungen der Punkte X und X, von (
Um nur die Entfernungen von einem dieser Punkte,

wird, in dt,r Gleichung zu haben, setze man:

X=N_X—(N_0O) C—X, = N—X,—(N—-C)

in die \'nrstehemlst Gleichung ein. Dann geht sie iiber in

Um eine Glei-
§- 2. durch (2.) §.2. Dann folgt:

als auch die von N enthalten.
fiir welchen man dann naturgemiss N nehmen

1) Die Betrachtung der zahlreichen Fille, welche dennoch zu denselben Gleichungen fihren, ist nnver
lich, weil sie in der That alle moglich sind. Die brechends
convex, N— C negativ. In jedem dieser Fille kann P vor oder hinter der Fliche liegen und in jedsm der nun ent-
standenen Fille kann n = niy oder » < ny sein.  Dies giebt, wie oben, ebenfalls acht Fille, Eine Rednction dersel-
ben kinnte man durch folgende tetrachtung versuchen, wenn man
n, y, X mit ny, ¥y, Xy, vertauscht, Da fiur die geometrische Betrachtung ferner der einfallande Strahl mit dem ge-
brochenen vertanscht werden kann, so wird klar, d 185, wenn die lnrl:ru_‘]-’un der Gleichungen (2.) und (5.) fir den
Uebergang ans dem Mittel = in tlm Mittel ny durch Brechung an ciner concaven Fliche, z. B. in allen Fillen bewie-
sen ist, (2.) and (5.) auch richtig bleiben fiir den Uche gang aus eimem Mittel my in ein Mittel n durch Brechung an
einer convexen Kliche. Hieraus erhellt, dass die dnzall der so eben erwikiten acht il
werden kann. Aber abgesehen davon, dass auch o
man sich leicht Ilhl']ltll;_\l'.‘,ﬂ kann, die hier verge
lich micht einfacher wird, wie die oben gew ihlte,

wenn auch nur in der I'{:rm dersalben, ein erst

neid-
* I'liche kann niimlich eoncay sein, N— € positiv, oder

Die Gletohungen (2.) wund (3.} bleiben "’”.‘:"-".""'-';' rl.

arf die Hilite reducird
ben eigentlich nur vier Fille zu betrachten waren, und dass, wie
schlagene Form der Herleitung der Gleichungen (2,) und (5.) eigent-
wiinschte ich hauptsiichlich eine Darstellung zu vern weiden, welche,
spiter zu gewinnendes Resnltat vorwegnimmt.
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N o AN—(
e m G e e =0 o)
oder in:
Ty T i a i"il — 1 [,1)

1'\7_—- :‘LT 2 _-\"-—j‘.\_—_ T j— (1.—
hierzu nehme man (5.) §. 2:

N s | (
s g e B (2

so sind (1.) und (2.) jetzt die beiden Gleichungen, welche die Unbekannten bestimmen.
Im Falle der Reflexion an eimer Kugelfliche ist in (1.) und (2.) nin, = —11) zu setzen.

Dann wird 1 1 9
L =
N—X N- -.\1 N-—
y Y1
N—X = N—-X
Ist der absolute Werth des Radius der reflectirenden Fliche p, so ist, wenn die Flache concay,
N—C = p, ist sie convex, N—C = —p. Fihrt man dies in die vorstehenden Gleichungen ein,

8o sind dadurch die beiden Falle getrennt.

Fallen aber die aus dem Mittel » kommenden Strahlen nach der Brechung an der ersten Fliche
auf eine zweite des Mittel », von einem Mittel n, trennende Kugelfliche mit dem Mittelpunkt
und Scheitel N, so erhiilt man den Durschnittspunkt 5 (X,, y.) der an dieser Fliche gebrochenen
und im Mittel %, verlaufenden Strahlen, indem man in (1) und (2.) P, (X,, »,), n, an Stelle von
P (X, y), n und P, (X5, ys), my an die Stelle von P, (X, y,), n, schreibt. Es ist daher:

.I.F
H.‘-, '.i.'l 2 Jf?— Hi
bl bR S et S (3.)
N = N, — Oy
HL 5, e o Jjn {1;)

Hl ..\‘.1 == -.\.l ?tn-‘ ‘\.l = J\..g
und es handelt sich jetzt darum, den Punkt 7, oder die Grossen X,y yy direkt anszudriicken durch
den Punkt P oder die gegebenen Griszen. X, . s sind also die Grissen -1"-1: Yy aus den (Flei-
chungen (L) bis (4) zu eliminiren. Nach (1.) ist:

My i y—n H._ .
N—X, = N—C 3 N—X
Fiir (5.) kann geschrieben werden:
s ] L my—ny
M=% N V=X = N
Ty H]

Fithrt man hier den so eben gefundenen Werth fir N—X :», ein, so folat:
.ri‘.-,—ul

g 1 N ] 5)
N—X, N—N 1 | N—C -
iy - il T

=t =%

In (5.) ist die verlangte Elimination von X, geleistet. Zur Vereinfachung, und weil die Constanten

des Problems in (5.) in eigenthiimlichen Verbindungen auftreten, fithre man folgende abkiirzende Be-
zeichnungen ein: . ;
‘\1_‘__‘\1. =

d Ty — 2 flg — 12 :
= — . — . = — = {{}'J
n, n, N—( N,—C}

e s S ] el o =

1) Den Beweis dieser leicht zn begrindenden und sehr hekannten Behauptung unterlasse ich hier. Ein sol-

cher befindet sich in meinem oben citirten Werke pag. 2.
4%
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Bringt man nun das erste Glied auf der linken Seite von (5.) nach rechts und nimmt dann von
beiden Seiten die umgekehrten Werthe, so folgt:

1 1 1
S — = ——— _ oder; ——M S - = —d (1)
Ty e T P L RSN e e
=X VN SN A

Ni— N = d, die Entfernung der beiden Scheitel ist die sogenannte Dicke der Linse. o ist der
Natur der Sache nach positiv, weil die zweite Fliche im Sinne des Verlaufs der Strahlen auf die
erste Fliche folgen muss,
Zur Elimination von y, multiplicire man (2.) mit (4.), wobei n,y, sich heraushebt, so dass
man erhilt:
i JRE R e s LT g
(*'\ —X) {"\-1 —X 1\I . {‘\‘r""‘ :"—1](-""".— ,\'._.]
Auch hier ist wieder X, zu entfernen. Dazu setze man die Gleichung in die Form:
u_..'f L _-\'r— X .NIL — .\': ) AT— _"I.. ; I- \'I'___\ L ]
N—X, '

nys  M—X, N—X, = N—xX,
Mit Hiilfe des oben gegebenen Werthes von gt N—X, und der in (6.) eingefiihrten Bezeichnungen
folgt nun weiter: y

ny N—X : (A A i N\

e — x|t s ) (8.)

Tally Ny — Ay L] N—X :
Aus der Gleichung (7.) ist X, direkt zu bestimmen durch X und dann aus (8.) y, durch y. Die
gestellte Aufzabe der Elimination des Punktes Ly (X, »,) ist also geldst.

§. 4.
Es 1st natiirlich, den Versuch anzustellen, ob die Gleichungen (7.) und (8.) nicht durch
Einfithrung anderer Constanten in einfachere Formen ithergehen.

Sei zu diesem Zwecke X = oo, y endlich, also: |
— g - =) 't}
N—X l

Es gehen also die einfallenden Strahlen durch einen Punkt 7 des Unendlichen, der sich in endlicher
I‘:IJUEI'HIII]:;:',' von der Axe hﬁ;fiﬂ[lut, ader alle f’?’!{j"‘l"”’"”"a’.’ll“[}.’f Strahlen sind der Awve parallef,
Bezeichnet man das zu diesem Punkte gehorige X; mit F;, so folat aus (7.) §. 3.:

S = _;.'. = —d
1.
e
N,—F,
oder [ Ny i1y ny (b - &) 4 dif, g

mltt+h— = | = —dit, + di - - 3 02—l — L = 3
: !N —F : N,—F, ny, -+ dt N, — F,

2 A Ho (1, =~ di)

N,—F, = =t (2.)

ny (T4 &) + dit,
Aus (8.) §. 3. folgt mit (1.) dieses §.:

ny N o 7y [ d -]
e (= Y T 1 =TT}
(N —X) N—ml gt
dieser Gleichung ist nur zu geniigen durch:
Yy =0

da alle ibrigen Grossen endliche Werthe haben. Man erbiilt also mit (c.) und (d.) des §. 1. das
Resultat: :

Alle parallel der Aze einfallenden Strahlen schneiden sich nach dem Dhurchgange durch) )
die Linse in dem durch (2.) bestimmten Punlte der Awe F,. Dieser heisst zweiter Brennpunlt. | =
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Ya b
‘7\-[1_{.._1'3 e 0
Man sucht also den Punkt P(X, #) von solcher Eigenschaft, dass die durch denselben gehenden ein-
fallenden Strahlen nach der Brechung parallel der Awe austreten. Das X dieses Punktes werde
mit # bezeichnet. Dann ist nach (7.) § 3.:

Sei ferner X, =— w0, y, endlich, also
(3.)

_-H,l_ B = —d
B
T N=F
o n : 0 e % my(t + ) + die,
I:H -{_t + \- ] = ‘—d” EL’ N—F : N—-F =t ﬂki E
i e ) (4.)

“ny(t+ 1) + dity
Aus (8.) § 3. und mit (3.) dieses §. folgt:

;.r[’\—-'-‘\‘] e ;\T—FI_L(J P ?_1_ E:
SR 73 Y | ' n,('_’_ = .F)_l

Dieser Gleichung ist nun zu geniigen durch:
y = i,
Man erhiilt also mit (¢.) und (d.) des §. 1. das Resultat:
Alle durch den Punlt F [_Fu-.-.iumm durch (4.)) der Awe gehenden einfallenden Sh'ﬂﬁ-l

len treten nack dem _Jr-’i”'l.'jl.rf'-:!h'-r}“' dureh die Linse !r?u?‘rtf."{'faft’?' Axe ans. Dieser Punkt heisst erster) UJ)
Brennpunit. 1
Man bestimme jetzt X; aus (7.) §. 3.
Zuniichst folgt: ; ;
- [’ L/ —— -
e i\ 2 _J_f__'_t 53 —‘\ o f:‘i_ —l—__f-'{f\]{\\ — ‘L}—|—tf?€.
it o iy : at _‘_J_ﬂ._ : J:L N— _-\.} —+ ﬂ.
1N, — X, I\
Hieraus: ; :
g iy e n (N — X) 4 nn
L N — X, £ {ny + i) (N— X))+ dn
Also:
ty(7y - i—u','e'hl’\ — \“J_L.r?:efl—l—?i 3[\ —X)+any, ng 5)
(n, + dt) (N — X) + dn TN — X, -

Fasst man die beiden Glieder des Zihlers auf der linken Seite zusammen, welche N — X
enthalten, so wird der Coéfficient n,(¢ - ~+ #,) -+ dtt,. Dies ist aber der Nenner auf den rechten Seiten
der Gleichungen (2.) und (4.) dieses §. Wird er der Abkiirzung wegen mit g bezeichnet, so ist also:

J.?l{ﬂ == fl\} -t -[f!!.l = q 1
und nach (2.) und (4.): - (6.)
nlng -+ d) = (N, — Fy)g 3 oy +dt) = — (N— F)g |
Mit (6.) folgt jetzt aus (5.) _
Senie i‘f-”\);—t\rﬁ e e AN Y e ) 6 i
: N—X 0 (=gl N— X) -+ dnn, (N, — 1) g (N — X)) + dnn,
also:
. : (N— f’; alN — X)) - dnng =
s }“f(_”r 2 (1)

In (7.) tritt rechts die Grisse F'— X, oder die I.ntft,ruun" des Punktes X vom ersten
Brennpunkt auf, ferner die Grosse N, — Fj, . Es ist daher natiirlich, diese letatere Grosse auch
links einzufiihren, oder (N, — %) + (F, — X,) fiir ¥, — X, zu schreiben. Thut man dies und schafft
dann N, — F, auf die rechte Seite, so wird:
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i e (Ny — Fo)g(N — X) + dnny — (N, = Fﬂ{f

g <y =X

Durch Zusammenfassen des ersten und letzten Gliedes im Zihler rechts falls X fort, so dass man
erhiilt:

X)g

LY L N—F){(N, —F) dnn
F—X) (F—X,) = &Y — &) (&) —L5)q + dnng (8.)
: q
Hierdurch ist also die Gleichung (7.) des §. 8. durch Einfahrung der in (2.) und (4.) definirten
Constanten in eine hichst einfache Form gebracht. Zur weiteren Vereinfachung der auf der rechten
Seite von (8.) neun entstandenen Constanten bemerlke man, dass nach den Gleichungen (6.):
— (N — &) (N, — )g® = mng[n + nyelt 4 ny i, + Pt = nng(ni - dy)
ist, oder:
(VN —F) (N, — F)g? + dnngg = — nngn? (2:)

Desshalb geht (8.) iiber in:
Mgy

= - . 'r'a - .
Versuchen wir nun, die Gleichung (8.) des §. 3. in ihnlicher Weise zu vereinfachen. Nach der
selben ist:

(F— X)(F,— X,) = (10.)

iy T ‘-”l i ar'u. [.‘\l — X3 -4 dn

Mg iy _:a,| N, — '_\',., )
oder wegen (6.) dieses §.:
e - E_-\, = J"':_,Ir;t N—X)+ “(.lm2
Ya nny (N, — Xy)

Setzt man hier den Werth von N
es bleibt:

= 4‘\ aus (7.) ein, so hebt sich der iililer rechts ;,:a:;-au.r.{.'_ unid
1 '

IR N, ey s il AN
Ha L gl — Xy)
Der zweite Werth rechts ist wegen (10.) gleich dem ersten urspriinglich entstandenen.
Die Gleichungen (10.) und (11.) gestatten nun die Berechnung des Xy, ya zu gegebenen
X, y oder umgekehrt in bedeutend einfacherer Weise als die Gleichungen (6.) und (7.) des §. 3.
Sie werden also von jetzt ab statt dieser angewendet.

(11.)

S0 D
Fasst man den durch die Gleichungen (10.) und (11.) gesetzten Zusammenhang des Punktes
P mit dem Punkt P; rein mathematisch. also unabhiingig von jeder physikalischen Bedeutung auf,
so st durch diese Gleichungen jedem Punkte P einer belichigen durch die Axe gelegten Ebene ein
Pankt 7, derselben Ebene in eindeutiger Weise zugeordnet. Man kann sich dann die Aufeabe
stellen, solche Punkte 2 und £, aufzusuchen, fir welehe diese Zeru.—-rfwm;,r in wtllleiirlich vorgesclirie-
bener Weaise stattfindet. Unter der grossen Zahl hierdurch méglicher Aufgaben, wihlen wir zunichst
die folgende: Es sollen diejenigen Punfite P und P, gesucht werden, fur welche
‘ Y = Ys (L.)
(TR
Bezeichnet man die X und X, dieser Punkte mit A und fy, so ist wegen (1.) dieses 8.
und mit (11.) des §. 4. sofort:
H—H =

iy i l'.'?._,

My — i, = — (2.)

i = {
Der Punkt /7 heisst nach Gauss erster Hauptpunkt Ll zweiter Hauptpunkt. Sie liegen auf der Axe,
ihre Lage ist eindeutig bestimmt durch die Gleichungen (2.) und sie haben wegen (L) folzende be-
merkenswerthe Eigenschaft:
Legt man durch I und My Ebenen senkrecht sur Awe, so trifft jede der Aze pm'cc?—]
lele Linie Ebene H in P und Ebene M, in dem durch die Gleichungen (10.) und (11.) des} (a.)
8 4. zugeordneten Punkite P, [
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e P R e e A . (hioht e= P AR e 1 3 9
Man kann die weitere Frage stellen: Giebt es Punkte die sich selbst entsprechen, fiir welche

also X = X, und g
pag. 92.

y, ist? Die Frage ist niher untersucht in meinem oben citirten Werke
Hier will ich nicht weiter darauf eingehen.

Nach der Annahme (c.) des §. 1. gehen alle durch P gehenden einfallenden Strahlen nach

o 3 1
der Brechung durch den zugehorigen Punkt P

Desshall muss ein einfallender Strakl PPY, der

also durch zwei willkiirliche seiner Punkte bestimmt ist, nach der Brechung auch durch die

den Punkten P und P’ sugeordneten Py und Py gehen, oder der zugehirige gebrochene

Strakl muss Py, Py sein,

(b.)

Man kann desshalb die weitere Frage anfwerfen:
Giebt es feste einander zugeordnete Punkte L und L, von der Beschaffenheit, dass|

j.r-r.l'r.-a' lll”ll'llillr,'!-'illjllﬂ {:.;ff_flr!fili’.-”'lf-"ﬁ Strall f’,rﬂr”r,-.n;.'[fy,-' wird setnenm .ﬁflr}r"!rxujl‘.{,'gllfrrz :)I'(;.l"u‘ur’:}f'mi‘rf’.ﬂ. Strahle _jl:}:', .Iftﬂ "J ( )

Das Loth vom Punkte L auf die Axe t

versehene Masszahl .
nach den Gleichungen (10.) und (11.) §. 4:

o
H.Hz ey
— .;

(J"— K) (F,— K,)

a°
Der Strahl 2L schneide die Axe im Punkte f2.
die Tangente des spitzen Winkels, den 7. mit
if
TR

Dieselben Grissen fiir

reffe diese in A, Es habe die mit ihrem Vorzeichen
L, werden mit K, und wm, bezeichnet. Dann ist

e ( 1t -
ey T S
Tl g (I, — IG)
Dann ist, wie auch / und L zur Axe liegen migen,
derselben bildet, gezeben durch:

T 1 \ Th
T—k ) . (4.)

JH:

fy My ]' (3)

Der Strahl P.L. schneide die Axe im Punkte K, Dann ist die Tangente des spitzen Winkels, den

P, L, mit der Axe bildet, wie vorher:
Ha

RS

da PL Im.'r?ﬁr:’ P, sein soll, so miissen die Briche in (4.) gleich denen

Gleichung fithrt

s =K i
aus (4.) folgt: s =X
i y—m ;

aus (5.) ebenso:

g

!l‘.-_. —h .I'r\’r_, t:-" )

in (D.) sein, was zu der

Ty
R,—K, )
D fi' iE _..'_.r.l_( .”\_-.— .\F J_
y = .!f —
g )
2 et .‘-.r,.'._,. — My

fiilhrt man diese Werthe von A — K und R,— K, in (6.) ein, so folgt:

Yo — Thg

=X (7.

Driickt man m aus (3.) dieses §. durch m, und y aus (11.) §. 4. durch g, aus, so folgt:

- i |{,|'-'
S iy =
Fiir K-
Bestimmt man nun F}, —
K, —X, L 1] J

]

r:l"

K an Stelle von X;.

#) Diese Gleichung kann ohne Hulfe von (4.) (5.) und (6.) sofort gewonnen werden.

— X)ys — (7 — K)my

(8.)

- X, schreibe man (F,— Xp)— (I, — K3).

- X, aus (10.) §. 4. und F,— K, aus (3.) dieses §., so erhilt man:

1 I_ .«mzn’:
ey mr ff?

1) Diese Gleichung folgt genau, wie (2.) §. 2.

3 K- X
(F—X) (F'— K)

)
i hier: tritt an die Stelle von € dort; = an Stelle von x4,

Denn der Bruch links

bestimmt die Tangente des spitzen Winkels, den L mit der Axe bildet und in gleicher Weise der Bruch rechts die
Tangente des spitzen Winkels, den Py Lo mit der Axe bildet. Dies wiive aber durch eine neue geometrische Betrach-
tung erst zu zeigen und desshalb it die obige Herleitung vorgezogen worden.




Fiihrt man (8.) und (9.) in (7.) ein, so folgt:
(F— Xy —(F— E)my = (ya—mt5). (F— X) (F—K) . ——

7y fg
indem alles iibrige sich heraushebt, oder:
ya (F—X) 1——(3*‘~ff‘;—ff_-] —my(F— K) [1—i""- - X) J =0 (10)
: T Ty ¥gftg
gestellten Forderung (c.) gemiiss soll diese Gleichung ddentisch erfilllt sein, fir alle Werthe
X und y,. Dies ist nicht anders moglich, als durch
Olee Ji (Pt e g 10 (1.
: Ty g
den Gleichungen (11.) und aus (3.) folgt dann:
Frduge SACIGlaIC A0S pU T s o %
q s ¥ r‘f |,{ ] ..J.,I

mi= 0 : My — )

Die oben gesuchten Punkte Z und L. sind also durch die Gleichungen (12.) gefunden. Man
ersieht daraus, dass nur zwei Punkten der Awxe die oben in (c.) geforderte Eigenschaft zukommt,
Die Punkte werden daher jetzt mit A und K, bezeichnet. Auch kann man das Resultat aussprechen:

Die durch (12.) bestimmten Punilcte der Awe K und K, haben die Figenschaft, r!'f.r.c'.ﬂ-h

der zu cinem Stralle PK gehirige gebrochene Strahl dureh I geht und PK parallel vst. Diesed (d.)
Punkte heissen Knotenpunicte. ;

st Ty = W, oder das Mittel Tig dasselbe wie das Mittel ", gehen also z. B. die Strahlen
aus Luft durch eine Linse in Luft, so lehren die Gleichungen (2.) und (12.), dass K mit H und K,
mit H, zusammenfilll. Dann fhaben also die Hm:ju';-ar.lr.l".'!a auch die in (d.) aufgestellte Eigen-
schaft der Knotenpuniite. (&)

Aus dem Vorstehenden erhellt endlich folgende geometrische Construction des Punktes Fy
zu einem gezebenen P,

Durch P ziehe man eine Parallele zur Axe. Die Durchschnittspunkte mit den in / und
H, zur Axe senkrechten Ebenen sind einander zugeordnete Punkte (Satz (a.) §. 5.). Sie migen p
und p, heissen. Der Strahl Pp geht als ein zur Axe paralleler durch den Punkt X = co, y end-
lich. Der zugehiirige gebrochene Strahl ist also die Linie pof7% (Satz (a.) §. 4., (a.) und (b.) §. 3.).
Dann ziehe man PF. Der Durchschnittspunkt mit der Ebene durch £ sei p'. Durch p’ ziehe man
eine Parallele zur Axe, welche die Ebene durch £, in pj schneide. Diese Parallele zur Axe p'p; geht
durch den Punkt X, = o0, #, endlich, also durch den /' zugehirigen Punkt. Desshalb, und weil
sie durch pi, den p’ zugeordneten Punkt geht, ist sie der zum Strahle £/ zugehidrige gebrochene
Strahl. (Satz (b.) §. 4., (a) und (b.) §. 5.) Der Durchschnitt der durch p" zur Axe Parallelen
mit der Linie pof, ist der gesuchte Punkt 7. ((c.) § 1.

Zieht man PK und durch XK, eine Parallele zu PK, so muss diese durch . gehen. (Satz
(d.) 8. 5.) Dies kann auch zur Construction von F; benutzt werden.

Druck von J. Dreeger’s Buchdruckerei (Cs Feicht) in Berlin.




Fiihrt man (8.) und (9. in (7.) ein

(F—X)ys—(F
indem alles iibrige sich heraushebt,
n(F—X)[1—(F—kK)

Der gestellten Forderung (c.) gemi
von X und g, Dies ist nicht andc

0=

mit den Gleichungen (11.) und
F—K =
m.=

Die oben gesuchten Punkte

ersieht daraus, dass auwr zwer Pun

Die Punkte werden daher jetzt mit .
Die durch (12.) bestimmten

der zu einem Stralle PK gehirige

Punkte heissen Knotenpunlie.

Ist ng = n, oder das Miti
aus Luft durch eine Linse in Luft,
mit H, zusammenfillt. Dann haber
schaft der Knotenpunlite.

Aus dem Vorstehenden erhe

zu einem gegebenen L

Durch P ziehe man eine H
I, zur Axe senkrechten Ebenen sind
und p, heissen. Der Strahl Pp gehl
lich. Der zugehirige gebrochene St
Dann ziehe man £F. Der Durchscis
eine Parallele zur Axe, welche die Ef
durch den Punkt X, = <0, g, endl
gie durch p%, den p' zugeordneten |

Strahl. (Satz (b.) §. 4., (a.) und (
mit der Linie p,fy ist der gesuchte
Zieht man PA und durch A

(d.) § 5.) Dies kann auch zur Cor

Iiruck von FRUTERS

Rl LR CiEl e I ELICAT) 10 HECO.

(10.)

(11.)

0
(12)
|

izen (12.) gefunden. Man
rte Kigenschaft zukommt.
das Resultat anssprechen:
e ligenschaft, rffr.ﬁ'{"l
i pm‘m’fuf tat. Diese (d.)
m also z. B, die Strahlen
1), dass K mit H und I
) aufyestelite Figen-

g 4 ©)

struction des Punktes £

inkte mit den in /7 und
(a.) § 5.). BSie mdgen p
i Punkt X = o, 3 end-
§. 4., (a.) und (b.) §. 5.).
| ¢/. Durch p’ ziehe man
Parallele zur Axe p'ph geht
nkt. Desshalb, und weil
¥" zugehdrige gebrochene
h p' zur Axe Parallelen

: durch 7, gehen. (Satz
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