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Uie Friedrichs- Werdersche Gewerbeschule hat die Aufgabe zu den Studien auf technischen Hoch-
schulen vorzubilden. Fiir die Mehrheit dieser Studien ist die Mathematik die grundlegende Wissenschaft;
dem Techniker, dem Ingenieur soll sie das stets bereite Werlzeug, das ihm vollig geliinfice Organ
bei seiner Arbeit sein. Fiir die akademischen Studien sind in der Regel 3 bis 4 Jahre bestimmt;
hischstens ein Drittel dieser Zeit, vorwiegend das erste Studienjahr, kann auf rein mathematische
Studien verwendet werden. Hieraus folgt mit Nothwendigkeit, dass der Studirende aus der Schule
eine mathematische Vorbereitung mitzubringen hat, durch welche er in die grundlegenden An-
schanungen und Methoden der hoheren Mathematik eingefiihrt und zu wissenschaftlicher Arbeit in
diesem Giebiete gebildet ist. — Der Techniker, der Ingenieur muss u. a. mit den Methoden und Resul-
taten der neueren synthetischen Geometrie, wie sie zuniichst durch Steiner's bahnbrechende Ar-
heiten begriindet und demniichst weiter entwickelt sind, vertraut sein, weil ihre Kenntnis fiir wesent-
liche Theile seiner Studien sachlich die Voraussetzung bilden und weil kein andres Gebiet der Mathe-
matik in anniihernd gleichem Masse geeignet ist, die Energie riumlicher Anschanung auszubilden,
welche fiir ihn ein sehr wesentliches Element formaler Bildung ist. — Fir diese Studien ist es nun
besonders wichtig, dass der Studirende schon auf der Schule in sie eingefithrt sei, dass er im leben-
digen Wechselverkehr mit dem Lehrer sich in die neuen Anschanungen cingelebt habe, weil ohne diese
Voraussetzung es ihm mit Riicksicht auf die anderweitizen Verhiiltnisse nicht maglich sein wiirde,
den akademischen Vortrag in selbststiindiger Weise zu verwerthen. Te¢h habe seit einer Reihe von
Jahren die Grandlagen der neueren synthetischen Geometrie in der Oberprima der Friedrichs - Werder-
schen Gewerbeschule behandelt und ich kann die Versicherung geben, dass die Erfolge gute gewesen
gind, Derselbe Gegenstand wird nur an wenigen hoheren Lehranstalten in den Kreis des Unter-
richts gezogen, vielleicht weil es an zur schulmissigen Denutzung ceeigneten Biichern darither fehlt.
Ich habe deshalb geglaubt, etwas Niitzliches zu thun, wenn ich den von mir befolgten Lehrgang ver-
iffentliche, wodurch ich gleichzeitig meinen Schiilern forderlich zu sein hoffe.

Ich muss bemerken, dass unsere Schiller in die Oberprima Kenntnis der analytischen Geo-
metrie der graden Linie, speciell eines Theiles derjenigen Entwicklungen, welche sich in Hesse's
sVorlesungen« finden, und Kenntnis der wichtigsten Eigenschaften der Kegelschnitte mitbringen,
wie sie Steiner in seiner populiren Vorlesung entwickelt und wie gie Geiser auf Grund jener
Vorlesung dargeleat hat. An diese Vorkenntnisse sowie an den Inbalt der beiden ersten Theile meiner
sElemente der Mathematike hatte selbstverstiindlich meine Behandlung anzukniipfen. Ich habe meiner
Behandlung die Anschanungen-der »Geometrie der Lage,« wie sie sich im Anschluss an die Arbeiten
von Staudts entwickelt hat, zu Grunde gelest, einerseits, weil ich es fiir gut halte, dass die Schiiler,
welche bis dahin fast ausschliesslich an der Hand metrischer Relationen fortgeschritten sind, sich
gine Zeit lang und bis zu einem gewissen Ziele mit ganzer Energie der Betrachtung und Entwickelung
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von Lagenbeziehungen hingeben (ohne jedoch mit ﬂ\i[‘]ﬂ‘l"‘*(‘]lt'l Strenge metrische Erirterungen
ginzlich auszuschliessen), andrerseits, “LI.]. mir ein aufl diesen Grundanschanungen bernhendes Buch
zu Gebote stand, welches ich den Schiilern als Hillfsmittel empfehlen konnte, ndmlich der erste Theil
von Reye's Geometrie der Lage, obgleich es kein eigentliches Schulbuch ist.

Ich bitte nicht aus dem relativen Umfange, welchen ich dem einen oder anderen Theile des
Gegenstandes in der folgenden Darstellung gewidmet habe, auf die relative Wichtickeit zu schliessen,
welche ich ihnen beilege. — Da die folgende Abhandlung kiinftiz auch von meinen Schiilern benutzt
werden soll, so habe ich mitanter Gegenstiinde, die ich fiir sehr wichtic, zugleich fiir sehr geeignet
zu ganz selbststindiger Bearbeitung durch die Schiiler halte, ganz kurz und nur andeutungsweise be-
handelt; in &hnlicher Weise haben andere Gesichtspunkte auf dic Raumvertheilung Einfluss geiibt.
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§ 1. Die synthetische Geometric lisst die Gesammtheit geometrischer Gestalten aus Grund-
gebilden entstehen,

Die einfachsten Grundgebilde sind die Punktreihe exrster Ordn ung, das Strahlenbiischel
L O. und das Ebenenbiischel L 0. Die Punktreihe I. 0. ist die Gesammtheit der Punkte einer
Graden. Das Strablenbiischel L 0. ist die Gesammtheit der geraden Linien einer Ebene, die durch
einen Punkt gehen. Das Ebenenbiischel I. O. ist die Gesammtheit der Ebenen, welche eine Grade
gemein haben. — Die Gesammtheit aller Strablen und Ebenen, die durch cinen Punkt gehen, nennt
man ein Strahlenbiindel, die Gesammtheit aller Punkte und Graden, die in einer Ebene liegen,
ein ebenes System.

§ 2. Um die Elemente eines Grundgebildes von einander zu unterscheiden, einzeln zu fixiren,
kann man sich analoger Mittel bedienen, wie die amalytische Geometric in den Koordinaten, spezicll
in den Verhidltniskoordinaten.

Wenn man in einer Punktreihe L O. 2 feste Anfangselemente (Punkte) e und & willkitr-
lich annimmt, so ist die Lage jedes dritten Elementes ¢ durch den absoluten Werth des Ver-
hiiltnisges fr:' zweideutig bestimmt; und wenn man die Zeichenbestimmung hinzufiigt, dass el und

(2]

bl gleiche Vorzeichen haben, wenn sie gleich gerichtet sind, entgegengesetzte im entgegengesetzten
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Fulle, so ist die Lage des Punktes / durch den algebraischen Werth des Verhiltnisses i
A
deutig bestimmt.

Ebenso wenn man in einem Strablenbiischel 2 Anfangselemente (Strahlen) ¢ und & willliir-
lich aber fest annimmt, so ist die Lage jedes anderen Stralles ¢ durch den in gleicher Weise auf-
sinal

gefassten algebraischen Werth des Verhiiltnisses ' s A eindeutiz bestimmt.
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Ebenso in einem Ebenenbiischel.

§ 3. Die niichste Aufgabe ist, zwei Grundgebilde derart anfeinander zu bezi then, dass je-
dem Elemente des einem Gebildes ein und nur ein Element des anderen Gebildes (selbstverstindlich
gegenseitig) entspricht.

Es sind 6 Combinationen moglich, niimlich 3 fiir die Beziehung von 2 gleichartigen Gebilden
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(2 Panktreihen, 2 Strahlenbiischel, 2 Ebenenbiischel) und 3 fiir die Beziehung von zwei ungleichartigen
Gebilden (Punktreihe und Strahlenbiischel, Punktreihe und Ebenenbiischel, Strahlenbiischel und Ebe-
nenbiischel.)

Gleichgiltig, welcher Art die auf einander zu beziehenden Gebilde seien, so werden in dem
cinen irgend zwei Anfangselemente ¢ und 5 und in dem andern ebenfalls irgend zwei Anfangsele-
mente o/ und & angenommen; zwischen diesen besteht gar keine gegenseifige Abhiingigkeit. Soll nun
irgend ein Element ! des einen Gebildes irgend einem Elemente I des andern Gebildes zugewiesen
sein, so muss zwischen den sie bestimmenden Verhiilinissen A und A’ eine Abhingigkeit bestehen.
Ist diese in der Weise der analytischen Geometrie ausgedriickt, so muss sie, da die Beziehung eine
cindeutige sein soll, durch eine Gleichung ersten Grades, also durch eine Gleichung von der Form

pik gl vl +3=10 (1)
ansgedriickt sein. Sobald die Constanten p g» s d. h. deren Verhiltnisse gegeben sind, ist die Ab
hingigkeit vollkommen bekannt und somit ersichtlich, dass die gegenseitige Abhiingiglkeit von 3
Constanten, von 3 Bestimmungen abhiingt. Weist man insbesondere 3 willkiirlich gewahlten Ele-
menten [, I, I, des cinen Gebildes 8 ebenso willkiivlich gewiihlte Elemente des andern Gebildes /
I, I zu, so miissen die sie bestimmenden Verhiltnisse 2, 4, 4; 4] 4; iy den 3 Gleichungen geniigen:

pids + gl iy +5=0

Phady + giy vl +-8 =10 (2)

E?'::_-r)-;’s - qﬁft 4= rdf -5 =0
Durch dieselben sind die Grossen ;¢ r 8, d.h. ihre Verhiiltnisse, eindeutig bestimmt; durch Substitution
in die Gleichung (1) erhilt man die verlangte Relation in vollkommen bestimmter Form. Damit
hat man aus den Gleichungen (1) und (2) die Grissen p ¢r s eliminirt, und darauf allein kommt es
an; es fiihrt also jeder andere Eliminationsweg zu demselben Ziele; das Eliminations-Resultat ist
einfach die Gleichung:
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eine Gleichung, welche vollstindig an die Stelle von (1) tritt und durch welche die Werthe von p

grs fiir die gegebenen Bestimmungen unmittelbar ersichtlich sind.

§ 4. So einfach, analytisch gesprochen, die durch die Gleichung (3) gegebene Bezichung
ist, so wenig gcometrisch anschaulich ist sie in ihrer Allgemeinheit. Sie lisst sich folgendermassen
auf eine sehir anschauliche Form bringen:

Wenn man als Anfangselemente ad o’ &' zwei Paar einander zugeordnete Elemente der
beiden Gebilde nimmt, so muss die Gleichung (1) auch erfiillt sein, ‘wenn ! mit ¢ und ' mit o’ zu-
sammenfillt, d. h. fir 2 =0 und 2’ = 0; ebenso wenn / mit b und & mit & zusammentillt, d. h.
fir A= und 2 = o ; folglich miissen dann p und s den Werth Null haben, die Gleichung (1)
also sich auf gh 4-ri’ =0 (4)
reduciren; diese sagt aber nur, dass }'.-J',- constant ist.

Wenn also 3 Elemente @ 4! des einen Gebildes willkiirlich 8 Elementen o' &' I des andern
Giebildes zucewicsen sind, so ist zu jedem Elemente m des einen Gebildes das zugehirige m! des
L=} kl J (=] {=]
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andern gegeben durch die Gleichung — = 7 daraus erhdlt man:
fu 4




al am _ sinal sinam
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§ 5. Das Doppelverhilltnis — oder — : —— resp. — : —— welches schon vorher von
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Anderen, namentlich yon Mobius in fruchtbarster Weise betrachtet worden war, ist von Steiner zur
Grundlage der synthetischen Behandlung der Geometrie gemacht worden. Fr ist dabei selbstver-
stindlich von anderen Grundanschauungen ausgegangen. Dieselben sind auf den ersten Seiten seiner
»Systematischen Entwickelunge klar dargelegt. Er weist daselbst nach, dass zwei Punkireihen I. O,
gwoi Strahlenbiischel I 0., eine Punktreihe I. O. und ein Strahlenbiischel I. O. derart auf einander
bezozen werden kionnen, dass jedem Elemente des einen Gebildes ein Element des andern Gebildes
gesenseitig zugewiesen ist, und dass zwischen je zwei Gruppen von 4 Flementen, die einander zu-
gewiesen sind, die obige Gleichung besteht; diese Beziehungen nennt er projektivische,

Die sGeometrie der Lage,« welche bei dem Aufban der geometrischen Gestalten die
Massbezichungen ausschliesst,” fasst aus der Steinerschen Beziehung das Eine heraus, dass darin je 4
harmonische Elemente des einen Gebildes 4 harmonischen Elementen des andern zugewiesen sind,
und definirt umkehrend zwei projektivisch auf einander bezogene Grundgebilde als solche, in
welchen je 4 harmonische Elemente des einen Gebildes 4 harmonischen Elementen des andern zu-
georduet sind. Sie hat aber um ihres selbststindigen Aufbaus willen dann vorab 8 Aufgaben selbst-
stindig zu losen:

1. Harmonische Elemente unabhiingig von Massbestimmungen zu definiren.

2. Nachzuweisen, dass man von 3 Elementen eines Gebildes ausgehend durch harmonische
Elemente zu allen Elementen des Gebildes gelangen kann.

3. Dass durch die obige Definition der projektivischen Bezichung die Elemente der beiden
Gebilde gegenseitiz eindeutig einander zugewiesen sind.

Harmonische Elemente.

§ 6. 1. Wenn zwei Dreiecke ¢fy und 87, in zwei verschiedenen Ebenen so gelegen sind,
dass je zwei entsprechende (entsprechend bezeichmete) Seiten derselben sich schneiden (also in je
einem Punkte der Durchschnittslinie der beiden Ebenen), so gehen die drei Verbindungslinien je
zweier entsprechenden Eckpunkte aa, 87, 77, durch einen Punkt, die beiden Dreiecke sind Schnitte
eines und desselben Dreikants.

2. Wenn zwei Dreikante ebe und a,b,c, mit verschiedenen Scheiteln so beschaffen und ge-
legen sind, dass je zwei entsprechende Kanten in einer Ebene liegen (also in einer Ebene, welche
die beiden Scheitelpunkte enthiilt), so haben die beiden Dreikante ein und dasselbe Dreieck zur
Sehnittfizur,

3. Der Satz (1) gilt auch dann, wenn die beiden Dreiecke in derselben Ebene liegen,
wie sich durch eine einfache Grenzhetrachtung ergiebt; aber auch ohne eine solche lisst er sich ele-
mentar ans (1) ableiten. — Er heisst dann:

Wenn zwei Dreiecke efy und o3, in einer Ebene so beschaffen und gelegen sind, dass
die drei Durchschnittspunkte entsprechender Seiten in einer Graden liegen, so gehen die drei Ver-
bindungslinien entsprechender Eckpunkte durch einen Punlkt.

Man lege durch diec Grade, in welcher die drei Durchschnittspunkte entsprechender Seiten
liegen, eine Ebene, ziehe in derselben durch die drei Schnittpunkte drei Grade, welche ein Dreieck
bestimmen, das entsprechend mit «,f,7, bezeichnet sei, so sind ¢ und a3y, nach (1) Schuitte
eines Dreikants, dessen Scheitel o heisse; ebenso sind 37, und a8, Schnitte eines Dreikants,
dessen Scheitel o, heisse; hierdurch ergibt sich, dass « «, #, ¢ o, in einer Ebene liegen, dass also
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ae, durch denjenigen Punkt geht, in welchem oo, die [ibene der beiden gegebenen Dreiecke schneidet;
aus demselben Grunde gehen 38, und 7y, durch denselben Punkt.

4. Umgekehrt: Wenn 2 Dreiecke afy und a2y, in einer Ebene so beschaffen und gelegen
sind, dass die drei Verbindungslinien entsprechender Eckpunkte durch einen Punkt gehen, so liegen
die drei Durchschnittspunkte entsprechender Seiten in einer Graden.

Der gemeinsame Punkt der 3 Graden heisse t; durch demselben lege man eine belichige
Grade und wiihle in ihr 2 Punkte ¢ und ¢,, mache o zum Scheitel eines Dreikants iiber ¢f;y und
a, zum Scheitel eines Dreikants iiber a5, so haben dieselben nach (2) ein Dreieck a8, gemein;
afi und a3, liegen in einer Ebene und schneiden sich in einem Punkte der Durchschnittslinie ihrer
Ibenen: ebenso schneiden si b 8, und a8, in einem Punkte der Durchschnittslinie ihrer Ebenen,
folglich schueiden sich «2 und «3, in einem Punkte derjenigen Linie, in welcher die Ebene des gege-
benen Dreiecks von der Ebene des Dreiecks e,9,r, geschnitten wird; in derselben schneiden sich aus
gleichem Grunde ay und ey, S und 27 .

5. Wenn zwei vollstindige Vievecke a3rd und a,3,7,9, derselben Ebene so beschaffen und
gelegen sind, dass 5 Durchschnittspunkte entsprechender Seiten in einer Graden liegen, so liegt
der Durchschnittspunkt des sechsten Paares entsprechender Seiten in derselben Graden.

Es migen die Schuittpunkte von af ay «d fr [0 resp. mit ey, aypy .0, fiy, 4,9, in einer
Graden liegen, so sind die Dreiecke ey und ¢y, in dem Falle (3), folglich gehen die Graden
ua, 38, vr, durch einen Punkt; ebenso sind die Dreiecke «33 und e84, in dem Falle (3), folglich
gehen die Verbindungslinien aa, 33, d9, ebenfalls durch einen Puankt, d, h. die 4 Graden aez, 53,
v1, 00, haben einen Punkt gemein, folglich sind die Drejecke ard und a6, in dem Falle (4), mithin
liecen die Durchschnittspunkte von ey «d yé mit resp. a5, a,8, 7,0, in einer Graden. — Der analoge
Satz gilt, wenn die Vierecke in verschiedenen Iibenen liegen.

6. Parallel mit 5. geht der Satz: Wenn 2 vollstindige Vierseite abed und abiexdy derselben
Ebene so beschaffen und gelegen sind, dass 5 Verbindungslinien entsprechender Eckpunkte durch
einen Punkt gehen, so geht auch die sechste Verbindungslinie entsprechender Eckpunkte durch den-
selben Punkt. — Der entsprechende Parallelismus findet fiir die folgenden Bitze statt.

7. Wenn ein vollstiindiges Viereck derart verdnderlich ist, dass b seiner Seiten durch 5 feste,
in grader Linie liegende Punkte gehen, so geht die sechste Beite stets durch ecinen festen Punkt
derselben Graden.

Um ein vollstindiges Viereck zu konstruiren, von welchem 5 Seiten durch 5 gegehene Punkte
gehen, wihle man willkiirlich einen Punkt in der Ebene als Hekpunlkt, verbinde ihn mit 8 der
cezebenen Punkte, so hat man 3 Seiten (einseitig begrenzt), wihle in einer derselben willkiirlich
einen Punkt als zweiten Eckpunkt, verbinde ihn mit den® beiden andern gegebenen Punkten, so hat
man zwei weitere Seiten und dadurch das Viereck.

8. Lisst man von den 5 festen Punkten in (7) zwei mal zwei Schnittpunkte gegeniiberste-
hender Seiten des Vierccks mit der Graden in einen zusammenfallen, so erhilt man den Satz:

Wenn ein vollstindiges Vierseit derart veriinderlich ist, dass 2 gegeniiberstebende Fckpunkte
und der Durchschnitt der sie verbindenden Diagonale mit einer zweiten Diagonale fest sind, so ist
auch der Durchschnitt der festen Diagonale mit der dritten Diagonale fest.

Wenn 2 vollstiindige Vierseite ein Paar gegeniiberstehende Eckpunkte sowie den Durch-
schnitt der sie verbindenden, also ihnen gemeinsamen Diagonale mit einer zweiten Diagonale gemein
haben, so haben sie auch den Durchschnitt der gemeinsamen Diagonale mit der dritten Diagonale gemein.

§ 7. 1. Von drei Punkten einer geschlossenen Linie — auch einer Graden, die als eine durch
das Unendliche gehende in sich geschlossene Linie betrachtet wird — sind je zwei als aufeinander




folzende anzusehen; ebenso bei 3 Strahlen eines Strahlenbiischels 1. O. und bei 3 Ebenen eines Ebenen-
biischels I. O.

2. Vier Punkte ciner geschlossenen Linie — auch einer Punkireihe I. 0. — kinnen auf
dreifache Art in zwei Punktenpaare zusammengefasst werden; in einer und nur einer dieser drei
Combinationen werden die Punkte des einen Paares durch die Punkte des anderen Paares getrennt.
Ebenso bei 4 Strahlen eines Strahlenbiischels 1. 0. und 4 Ebenen eines Ebenenbiischels 1. 0.

3. Wenn durch 4 Punkte einer Punktreihe I. O. 4 Strahlen eines Strahlenbiischel I. 0. oder
4 Ebenen eines Ebenenbiischels I 0. gelegt werden, so entspricht eine Combination von gegenseitig
sich trennenden Punktenpaarven einer Combination von sich frennenden Strahlen- resp. Ebenen-
paaren. — Entsprechendes gilt, wenn 4 Strahlen eines Strahlenbiischels I. O. durch eine Grade ge-
schnitten werden oder wenn durch sie 4 Ebenen eines Ebenenbiischels I. 0. gelegt werden ; auch
wenn 4 Ebenen eines Ebenenbiischels von einer Graden oder einer Fbene geschnitten werden.

4. Zwei gegeniiberstehende Eckpunkte ecines vollstindigen Vierseits werden stets durch die
Sehnittpunkte der sie verbindenden Diagonale mit den beiden andern Diagonalen des Vierseits von
cinander getrennt. — Folgt aus 2 und 3.

§ 8. Definition. Je 2 gegeniiberstehende Eckpunkte eines vollstindizen Vierseits werden
durch die beiden Schnittpunkte der sie verbindenden Diagonale mit den beiden andern Diagonalen
desselben Vierseits harmonizeh getrennt.

Folgerung. Auch die Schnittpunkte einer Diagonale mit den beiden andern Diagonalen
werden durch die in der ersten Diagonale liegenden Eckpunkte harmonisch getrennt.

Beweis. Man nenne die 4 Seiten des vollstindigen Vierseits abed, die Diagonale, welche
ab mit ed verbindet e, diejenige, welche ae mit &d verbindet £, diejenige, welche ad mit be ver-
bindet g, die Verbindungslinie von ef mit fg heisse ¢, die Verbindungslinie von ¢d mit fg heisse m;
ab und ed werden durch ¢f und ey harmonisch getrennt. almd bilden ein vollstindiges Vierseit,
welches mit dem urspriinglichen die Diagonale e vollstindig, die Diagonale ¢ der Lage nach gemein
hat; die dritte, die Verbindung:linie von /d mit me geht durch ¢f; ebenso geht die Verbindungs-
linie von le mit bm durch ¢f; die Verbindungslinie von ¢! mit am durch eg und die Verbindungs-
linie von </ mit bm ebenfalls durch eg; folglich sind ef und eg zwei gegeniiberstehende Eckpunkte
eines vollstindigen Vierseits, und die Schnittpunkte der sie verbindenden Diagonale mit der dritten
Diagonale sind ab und ed, folglich werden auch ef und eg durch «? und ¢d harmonisch getrennt.

Man spricht dempach von einer Gruppe von 4 harmonischen Punkten und versteht
darunter eine Gruppe von zwei Punktenpaaren einer Graden, die sich gegenseitig harmonisch trennen.

Eine Gruppe von 4 harmonischen Punkten ist durch 3 derselben vollstindig bestimmt, wenn
zugleich die Art der Zuordnung gegeben ist. Man konstiuirt zu o4 den vierten, dem 7 zugeordneten
Punkt, indem man durch e¢fy willkirlich 3 Grade a by legt, welche sich in einem Punkte schneiden,
auf ¢ einen Punkt beliebig wiihlt, ihn durch 2 Grade ¢ und & mit « und @ verbindet und in dem
vollstindigen Vierseit abcd die dritte Diagonale zieht.

§ 9. Definition und Lehrsatz. 1. Ein vollstiindiges Vierseit bestimmt mit jedem ausser
seiner Ebene liegenden Punkte ein Gebilde, welches vollstindiges Vierseit im Raume genannt
wird. Die Seiten des ebenen Vierseits bestimmen die Flichen des Vierseits im Raume, die Ecken
die Kanfen, die Diagonalen die Diagonalebenen.

2. Ein vollstindiges Viereck bestimmt mit jedem ausserhalb seiner Ebene gelegenen Punkie
ein Gebilde, welches vollstindiges Vierkant genannt wird. Die Ecken bestimmen die Kanten,
die Seiten die Flichen.

3. [Eine Gruppe von 4 harmonischen Punkten einer Graden s bestimmt mit jedem ausser-
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hall der Graden gelegenen Punkte o eine Gruppe von 4 Strahlen, welche 4 harmonische Strahlen
(harmonisches Strahlenbiischel) genannt werden, weil sie von jeder durchgelegten Graden in
4 harmonischen Punkten geschnitten werden. — Denn man lege durch s eine beliebige Ebene, mache
in ihr ein Paar zugeordnete Punkte von den gegebenen zu gegentiberstehenden Lckpunkten eines
vollstiindicen Vierseits, das andre Paar zu Schnittpunkten der sic verbindenden Diagonale mit den
beiden andern Diagonalen; dieses Vierseit bestimmt mit ¢ ein vollstindiges Vierseit im Raume,
welches von jeder durchgelegten Ebene in einem vollstiindigen ebenen Vierseit geschnitten wird.

Ein harmonischer Vierstrahl wird auch bestimmt durch ein Paar gegeniiberstehende Seiten
eines vollstiindizen Vierecks und die Verbindungslinien ihres Durchschoittspunktes mit den beiden
andern Durchschnittspunkten gegeniiberstehender Seiten.

4. Fine Gruppe von 4 harmonischen Punkten bestimmt mit einer ihren Triiger nicht schnei-
denden Graden eine Gruppe von 4 Ebenen eines Ebencnbiischels I. 0., welche man 4 harmonische
Ebenen oder ein harmonisches Ebenenbiischel nennt. Es hat die Eigenschaft, von jeder
durch die zuerst gegebene Grade gelegten Ebene in einem harmonischen Strahlenbiischel geschnitten
zn werden, demnach auch von jeder anderen Ebene, demnach auch von jeder Graden in 4 harmo-
nischen Punlkten.

Ein harmonisches Ebenenbiischel wird auch gebildet durch ein Paar gegeniiberstehende
Ebenen eines vollstindicen Vierkants und durch die Verbindungsebenen ihrer Durchschuittslinie mit
den beiden andern Durchschnittslinien gegeniiberstehender Ebenen.

5. a. Eine Gruppe von 4 harmonischen Punkten wird von jedem ausserhalb ihres Tragers
licgenden Punkte durch ein harmonisches Strahlenbiischel und von einer jeden ihren Triiger nicht
schneidenden Graden durch ein harmonisches Ebenenbiischel projicirt.

b. FEin harmonisches Strallenbiischel wird durch jede Grade seiner Ebene in 4 harmonischen
Punkten geschpitten und von jeder durch seinen Mittelpunkt gehenden Graden in einem harmonischen
Ebenenbiischel projicirt.

¢. Bin harmonisches Ebenenbiischel wird von jeder Graden in 4 harmonischen Punkten und
von jeder Iibene in einem harmonischen Strahlenbiischel geschnitten.

Es ergeben sich hieraus zahlreiche Sitze und Konstruktionen, welche hier nicht aufgeziihlt
werden sollen.

§ 10. Durch § 8 und 9 ist die erste der 3 in § 5 gestellten Fragen erledigt ; folgendermassen
erledigt sich die zweite. Es seien die Punkte « 2y in einer Graden gegeben; man konstruire zu
ihnen den vierten harmonischen &, indem man « 7 als zogeordnet betrachtet, den vierten harmo-
nischen =, indem man oy als zugeordnet betrachtet, den vierten harmonischen #, indem man 77
als zugeordnet betrachtet; man bildet weitere Combinationen und gelangt dadurch zu einer unbe-
schriinkten Zahl von Punkten der Graden; es ist die I'rage, ob man so zu einem belichig gewithlten
Punkte » der Graden gelangen kann; wie viele einzelne Operationen dazu ndthig sind, ist gleich-
giiltig, thre Anzahl kann unendlich gross sein; folglich ist die Frage die, ob man sich jedem Punkte
x ins Unendliche nébern kann, oder umgekehrt, ob es eine endliche Strecke pvo giebt, zu deren
Grenzen man gelangen kann, withrend kein innerhalb der Strecke gelegener Punkt errveichbar ist; die
letzte Frage verneint sich sofort, denn zu g v und jedem ausserhalb gelegenen Punkte giebt es einen
diesem letzteren zugeordneten vierten harmonischen Punkt, der zwischen . und » liegt. -— Die gleiche
Betrachtung gilt fiir Strahlenbiischel 1. 0. und Ebenenbiischel 1. O.
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Die projektivischen Beziehungen der Grundgebilde.

§ 11. Definition. Zwei Grundgebilde I. O. heissen projektivisch auf einander bezogen,
wenn jedem Elemente des einen Gebildes ein Element des andern Gebildes (gegenseitig eindeutig)
derart zugewiesen ist, dass je 4 harmonischen Elementen des einen Gebildes 4 harmonische Elemente
des anderen Gebildes entsprechen.

Man kann, um zwel Grundgebilde projektivisch auf einander zu beziehen, 3 Elemente des
einen willkiirlich auswihlen und ihnen 3 ebenso willkiirlich gewihlte des andern zuweisen; dadurch
ist die Zuweisung durchaus vollzogen. Hier ist die dritte Frage des § 5 zu erledigen. — Fassen
wir zuniichst zwei Punktreihen ins Auge.

Es seien den Elementen « 7 der einen Graden die Elemente &, 4, , der andern Graden zu-
gewiesen. — Man gelange auf einem in § 10 vorgezeichneten Wege im ersten Gebilde zum Punkte 4
und zum entsprechenden Punkte 2, des zweiten Gebildes; man gelange auf einem andern Wege,
ehenfalls nach § 10, im ersten Gebilde nochmals zum Punkte 2 und im zweiten entsprechend zum
Punkte 2/, es fragt sich, ob 4, von A verschieden sein kann. Man kann die Frage folgendermassen
formuliven: Man kehre den ersten der Wege, auf welchem man zu 4 gelangt war, um und schliesse
an ihn den zweiten an, so gelangt man im ersten Gebilde von A durch « gy zu 4 zuriick auf einem
sich cyklisch schliessenden Wege; entsprechend gelangt man von 4, durch o, f# y; zu Zf; schliesst
sich dieser Weg auch cyklisch?

Man lege die beiden Punktreihen so, dass ihre Triiger die Punkte 2 und 4, gemeinsam haben,
so liegen von A4, ausgehend je 2 entsprechende Punkte in grader Linie, welche simmtlich durch einen
Punkt gehen; daraus folgt, dass 4/ mit 4 folglich mit 4, zusammenfillt.

Ebenso erlediet sich die Frage fiir Strahlenbiischel und Ebenenbiischel.

§ 12. 1. Zwei ungleichnamige Grundgebilde sind insbesondere dann projelitivisch auf ein-
ander bezogen, wenn jedem Elemente des einen Gebildes das in ihm liegende, resp. das dureh ihn
gehende Element des andern Gebildes zugewiesen ist; fir eine Punktreihe und ein Strablenbiischel
ist dabei vorausgesetzt, dass sie in einer Ebene, fiir ein Strahlenbiischel und ein Ebenenbiischel,
dass sie in demselben Strahlenbiindel liegen. — In dieser Lage heissen die Gebilde perspektivisch
licgend. Zwei projektivisch auf einander bezogene ungleichnamige Gebilde liegen perspektivisch,
sobald drei Elemente des cinen durch die entsprechenden Elemente des andern gehen resp. in
ihnen liegen.

2, Zwei in einer Ebene liegende Punktreihen sind insbesondere dann projektivisch auf ein-
ander bezogen, wenn die Verbindungslinien entsprechender Punkte simmtlich durch ecinen Punkt
gehen; in den gemeinsamen Punkten der beiden Graden sind dann stets entsprechende Punkte vereinigt.
In dieser Lage heissen die Punktreihen perspektivisch liegend. — Zwei in derselben Ebene
liegende projektivische Punktreiben liegen perspektivisch, sobald 3 Verbindungslinien entsprechender
Punkte durch ecinen Punkt gehen, — Es findet das stets dann statf, wenn in dem gemeinsamen
Punkte der beiden Graden zwei entsprechende Punlte vereinigt sind.

Man hat darin ein sehr einfaches Mittel, 2 projektivische Grade in perspektivische Lage
zit bringen und dadurch zu jedem Elemente des einen Gebildes das entsprechende Element des andern
Gebildes zn konstruiren. — Gleiche Entwickelungen ergeben sich fiir 2 Strahlenbiischel in einer
Ebene, fiir 2 Strahlenbiischel in einem Strahlenbiindel, fiir 2 Ebenenbiischel in einem Strahlenbiindel.

§ 138. A. 1. Wenn 2 projektivisch auf einander bezogene in einer Ebene liegende Strahlen-
biischel 1. 0., ¢ und o, nicht perspectivisch (schief) liegen, so kann man auch ohne sie nach § 12
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in perspektivische Lage zu bringen, zu jedem Elemente des einen Riischels das entsprechende Element
des andern Bischels durch Konstruktion finden. Die projektivische Beziehung sei dadurch gegeben,
dass den Strahlen a b ¢ des Biischels ¢ die Strahlen a, &, ¢, des Biischels o, zugewiesen sind. — Man
lege durch den Schnittpunkt von @ und @, die beiden Graden s und s;, betrachte sie als Triiger
zweier Punktreihen, welche projektiviseh und perspektivisch auf o und o, bezogen sind, so sind sie
auch projektivisch anf einander bezogen und liegen perspektivisch, weil im gemeinsamen Punkte von
« und @, entsprechende Punkte vereinigt sind. Die Schnittpunkte von s mit ade heissen «/y;
die Sechnittpunkte von s, mit @, b, ¢, heissen @, f,7;; der Schuittpunkt von 43, und yy, sei a,, so
bestimmt jede durch o, gezogene Grade auf s und s, ein Paar entsprechende Punkte und somit
ein Paar entsprechende Strahlen der Strahlenbiischel ¢ und ¢,. Wihlt man also im Strahlenbiischel
o einen willkiirlichen Strahl d, welcher s in ¢ schneidet, zieht da,, welche Linie s, in 4, schneidet,
so ist die Linie ¢,d, der Strahl d,.

9. Der Schnittpunkt dd; heisse z- Man lasse d in kontinuirlicher Drehung alle Lagen
im Strahlenbiischel o einnehmen, so wird , in kontinuirlicher Drehung alle Lagen im Strahlenbiischel
a. annehmen; der Punkt = wird eine kontinuirliche Punktreihe, eine Curve dorchlaufen, welche mit
jeder Graden hichstens 2 Punkte gemein hat; sie heisst deshalb eine Punktreihe oder eine Curve
zweiter Ordnung. — Zu den Punkten dieser Curve gehoren auch ¢ und o, denn dem Strahle
go, des Strahlenbiischels o entspricht ein Strahl des Strahlenbiischels a,; diese beiden Strahlen schnei-
den sich in o,; aus gleichem Grunde ist ¢ ein Punkt der Curve.

3. Die in 1. gegebene Konstruktion lehrt auf jedem durch o resp. o, gezogenen Strahle d
resp. d, den zweiten Schnittpunkt = mit der Curve finden. — Fallt d mit oo, zusammen, 80
fallt = mit o, zusammen; der dem Strahle oo, des Strahlenbiischels o zugeordnete Strahl des Strahlen-
biischels o, ist Tangente der Curve im Punkte o . Ebenso bestimmt man die Tangente der Curve
im Punkte o

4, a,0, schneide s im Punkte 2 und oo, schneide s, im Punkte Z,, so sind auch und 2,
Punkte der Curve. — Da s und s, willkinlich durch irgend einen Punkt der Curve gezogene Linien
sind, so ist hierdurch gelehrt, wie man in jeder durch einen gegebenen Punkt der Curve gezogenen
Graden den zweiten Schnittpunkt mit der Curve konsfruiren kann.

5. Lisst man s mit ¢, und s, mit ¢ zusammenfallen, so fillt o, in den Schnittpunkt der
Tangenten in ¢ und o, , ist also von der Wah! derjenigen entsprechenden Strahlen @ und «,, mit welchen
man s, und s zusammenfallen liisst, unabhingig; demnach gehen die Verbindungslinien von a4 mit
ab,, von a,¢ mit ae, von bye mit e, n. s w. simmtlich durch einen Punkt. In Worten: Fasst
man irgend 2 Paare zugeordneter Strahlen zusammen und bringt sie kreunzweise zum Durchschnitt,
o gehen deren Verbindungslinien durch einen festen Punlkf.

6. Das einfache Sechseck ozo,pedio hat die Kigenschaft, dass die 3 Durchschnittspunkte
sogeniiberstehender Seiten in einer Graden liegen (do,d,). In diesem Sechseck sind mpa/, ganz
willkiirliche Punkte der Curve; o und o, sind auch Punkte der Curve, aber sic nehmen zuniichst
als Mittelpunkte der Strahlenbiisehel, durch welche die Curve erzeugt wird, eine singuliive Stellung
ein; es ergibt sich jedoch, dass alle andern Punkte der Curve an ihre Stelle treten kinnen.

Man lasse zu dem Ende « und «, andre Lagen annehmen, jedoch so, dass sie immer ent-
sprechende Strahlen der Strahlenbiischel ¢ und o, bleiben, so durchliult aa, die vorher erzeugte
Curve; die 5 iibrigen Eckpunkte des obigen Sechsecks bleiben fest, die Seiten 7w, oy, o und
oA, bleiben ebenfalls fest; die Seiten pa und A, drehen sich um die festen Punkte p und 4, und
erzengen auf den Graden oz und o,7 2 Punktreihen & und d,, auf welche sie projektivisch und perspek-
tivisch bezogen sind; somit sind die Punktreihen 6 und 4, zu einander projektivisch und liegen perspekti-

2
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visch, da alle Verbindungslinien entsprechender Punkte durch den Punkt &, gehen. Folglich sind die
beiden Strahlenbiischel g und A, projektivisch anf einander bezogen, sobald je 2 solche Strahlen
einander zugewiesen sind, welche sich auf der Curve IL O. schneiden. — Hieraus folgt;

7. Zwei Strahlenbiischel, deren Mittelpunkte auf einer Curve II. O, liegen, sind projektivisch
auf einander bezogen, wenn jedem Strahle des einen Biischels dexjenige Strahl des andern Biischels
zugewiesen ist, welcher mit ihm einen Punkt der Curve gemein hat.

Wenn 4 Punkte einer Curve II. O. mit einem Punkte der Curve ein harmonisches Strahlen-
biischel bestimmen, so bestimmen sie mit jedem Punkte der Curve ein harmonisches Strahlen-
biischel. 4 solche Punkte heissen harmonische Punlkte.

Eine Curve IL O. ist durch 5 Punkte vollstindig bestimmt. — Hierin ist auch der Fall
enthalten, wo 2 Punkte in einen zusammenfallen, sofern nur die Richtung ihrer Verbindungslinie,
der Tangente in dem Punkte, gegeben ist; ebenso wenn 2 Paar Punkte zusammenfallen. Diese Be-
merkung gilt fiir alle folgenden Entwicklungen.

In jedem einer Curve IL O. eingeschrichenen einfachen Sechseck liegen die 8 Schnittpunkte
gegeniiberstehender Seiten auf einer Graden. (Pascal'scher Satz). Auch die Umkehrung des Pas-
cal’schen Satzes folgt aus der obigen Entwickelung; doch liisst sie sich folgendermassen direkt ab-
leiten. -Sie lautet:

Wenn die 3 Schnittpunkte gegeniiberstehender Seiten cines einfachen Sechsecks auf einer
Graden liegen, so liegen die 6 Eckpunkte auf einer Curve IT. 0. Es seien 123456 die Eckpunkte
eines cinfachen Sechsecks, die Schnittpunkte (12, 45) (23, 56) (34, 61) liegen in einer Graden;
man projicire von zweien der 4 Eckpunkte, die weder seseniiberliegende noch aufeinanderfolgende
sind, von 1 und 5, die 4 iibrigen Eckpunkte und zwar von 1 auf 34 und von 5 auf 23 (3 ist von
1 und 5 durch je einen Eckpunkt getrennt, 4 und 2 liegen 1 und 5 cegentiber), so erhillt man die
beiden Punktreihen

(12, B4) i i A (34, 61)
und 2 3 (23, 45) (23, 56)
Dieselben haben einen Punkt gemein und die 3 Verbindungslinien der iibrizen Paare entsprechender
Punkte, namlich 12, 45 und die Verbindungslinie von (23, 56) mit (34, 61) gehen nach der Voraus-
setzung durch einen Punkt, wodurch der Satz bewiesen ist.

8. Yon einer Curve I O. seien 5 Punkte gegeben; es soll der zweite Schnittpunkt einer
durch einen der 5 Punkte gelegten Graden mit der Curve, und die Tangente in irgend einem der ge-
gebenen Punkte konstruirt werden. — Auflisung mittelst des Pascal'schen Satzes.

9, Wenn die beiden Strahlenbiischel perspektivisch liegen, so ist in diesem Grenzfalle das
Erzeugnis ein System zweier Punktreihen I. O. als Grenzfall einer Punktreihe IL. O.

10. Eine metrische Relation: Wenn man ein Strahlenbiischel doppelt gelegt denkt und das
cine derselben in der Ebene verschiebt und dann um einen belichigen Winkel dreht, so sind dicse
beiden Strahlenbiischel projektivisch auf einander bezogen, wenn man je zwel Strahlen einander zu-
weist, welche in der urspriinglichen Lage sich deckten; sie liegen schief und erzeugen einen Kreis.

B. Ganz analoge Entwicklungen ergeben sich fiir 2 nicht perspektivisch (schief) liegende
projektivische Punktreihen. Es ergibt sich insbesondere: Die Gesammtheit der Verbindungslinien
entsprechender Punkte zweier in einer Ebene schief liegenden projektivischen graden Punktreihen ist
ein geometrisches Gebilde, welches zunichst die Eigenschaft hat, dass durch keinen Punkt der Ebene
mehr als 2 der Verbindungslinien gehen, und welches deshalb Strahlenbiisehel zweiter Ord-
nung genanut wird. — Dasselbe umhiillt eine krumme Linie. Durch jeden Punkt eines Strahles
geht noch ein zweiter Strahl; die Grenzlage, welche der Schnittpunkt cines festen Strahles mit einem
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beweglichen Strahle beim Zusammenfallen beider annimmt, heisst der Berithrungspunkt des
fosten Strahles. — Die beiden projektivischen Punktreihen, welche das Strahlenbiischel II. O. erzeugen,
gehiren auch zu den Strahlen des Bischels; ihrem gemeinsamen Punkte entsprechen die beiden
Jerithrungspunkte. — Zwei grade Punktreihen, deren Triiger Strahlen eines Strahlenbiischels II. O.
sind, sind projektivisch auf einander bezogen, wemn je zwel solche Punkte derselben auf einander
bezogen sind, die auf einem Strahle des Biischels liegen. — Wenn 4 feste Strahlen des Biischels
auf einem Strahle des Biischels eine Gruppe von 4 harmonischen Punkten bestimmen, 50 bestimmen
sic auf jedem Strahle eine solche Gruppe. Solche 4 Strahlen werden harmonische genannt. — Ein
Strahlenbiischel I1. Q. ist durch 5 seiner Strahlen, die ganz willkiirlich gewihlt werden, vollstindig
bestimmt, — In einem einfachen Sechsseit, dessen Sciten Strahlen eines Strahlenbiischels II. O. sind,
schneiden sich die 3 Iauptdiagonalen in einem Punkte (Brianchonscher Satz); und umgekehrt. —
Darauf griindet sich eine Reihe von Konstruktionen.

(AB). Die Sitze unter A. und B. finden eine wichtige und folzenreiche Vereinigung in dem
Satze: Wenn 2 Dreiecke o beschaffen und gelegen sind, dass ihre 6 Eckpunkfe auf ciner Curve I1. O.
liegen, so sind ihve 6 Seiten Strahlen eines Strahlenbiischels IL O., und umgekehrf, Der erste
dieser beiden Sitze erweist sich folgendermassen: Es seien die 3 Eckpunkte des einen Dreiecks 123,
die des andern 4 5 6, so ergibt sich aus dem Pascal'schen Satze, dass die 3 Schnittpunkte (12, 45)
(23, 56) (34, 61) in einer Graden liegen, folglich gehen die 3 Verbindungslinien von 6 mit 1, von
3 mit 4, von (12, 45) mit (23, 56) durch einen Punkt, folglich sind 6 (23, 56) 3 1 (12, 45) 4 dic
Fckpunkte eines einfachen Sechsseits, dessen Seiten Strahlen eines Strahlenbiischels IL 0. sind;
diese Seiten sind 56, 23, 31, 12, 45, 46 und das sind zugleich die Seiten der beiden gegehenen
Dreiecke.

C. Durch Projektion der Figur in A erhilt man analoge Entwickelungen fiir 2 projek-
tivisch schief liegende Ebenenbiischel im Strahlenbiindel; das Erzeugnis heisst: Kegel II. 0. Dem
entsprechend wird eine Curve II. O. auch ein Kegelschnitt genannt.

D. Durch Projektion der Figur in B. erhilt man entsprechende Entwickelungen fiir 2
schief liegende projektivische Strahlenbiischel im Strahlenbiindel; das Erzeugnis heisst Ebenen-
biischel IL. O.

§ 14, A. 1. Es seien «fyd 4 Punkte einer Curve IL. O. und resp. abed diec Tangenten
in ihnen an dieselbe Curve. Das durch die Durchschnittspunkte gegeniitberstehender Seiten des voll-
stindigen Vierecks « 7y 6 gebildete Dreieck und das durch die Diagonalen des vollstindigen Vier-
seits @ b e d bestimmte Dreieck sind dieselbe Figur. Ergibt sich leicht aus dem Pascalschen Satze.

92, Die Gesammtheit der Tangenten einer Curve IL 0. bilden ein Strahlen-
bischel IL O.

Beweis. In der Figur unter 1 betrachte man #7d und e d als fest und lasse a die
Curve durchlaufen und gleichzeitig a die Curve umrollen, so dass e eine Tangente in ¢ bleibt; «a
schneide dic Tangenten & und ¢ in den Punkten 3, und 7,, so ist zu beweisen, dass die auf den
Graden & und ¢ erzeugten Punktreihen 4, und 7, projektivisch sind.

Man nenne den Schuittpunkt von «f mif yd 1

) » » ay mit g6 2
» » » admit By 3
und die ihnen gegeniiberliegenden Seiten I 1T III,
so ist I die Diagonale, welche b mit c¢d verbindet
7 IT » y  ac mit bd »
] 111 » ] ad mit be ¥
2!




dann liegt 3, stets in I, einem Strahle des Strahlenbiischels (ed)

o B T, » » » (&d)
Diese Strahlen T und II schneiden einander in dem beweglichen Puunkte 3 der festen Graden gy,
olelich sind die Strahlenbiischel (ed) und (bd) perspektivisch und somit projektivisch auf einander be-
zogen; also die Graden b und ¢ riicksichtlich der Punktreihen 2, und projektivisch auf einander bezogen.

B. Die ganz analoge Entwicklung gilt fiir Strahlenbiischel L. O. Inshesondere ergibt sich
der Satz: Die Gesammtheit der Berithrungspunkte eines Strahlenbiischels IL O.
bilden eine Curve IL. O, (Punktreihe II. O.)

(A.B) In derselben Figur wie in A. 2. ist & der Mittelpunkt eines Strablenbiischels, welches
yiischel (ed) projektivisch ist, indem der bewegliche Strahl du dem beweglichen Strahle I
entspricht; die beiden Biischel liegen perspektivisch, da de und I sich im Punkte 5 der festen Graden
3y schueiden. Daraus ergibt sich, dass das Strahlenbiischel & ritcksichtlich des Strahles da der Punkt-
veihe b riicksichtlich des Punktes 2, und auch der Punktreihe e riicksichtlich des Punktes y, projek-
tivisch ist; und daraus folgt der Satz:

Wiihit man einen beliebigen Punkt einer gegebenen Curve IL. O. und eine beliebige Tangente
derselben Curve, macht den Punkt zum Triger ecines Strahlenbiischels I. O. und die Tangente zum
 ¢iner Punktreihe L O., und weist jedem Strahle des Strahlenbiischels denjenigen Punkt der
Punktreihe zu, in welchem sie von der Tangente geschuitten wird, welche die Curve im zweiten Schnitt-
punkte des Strahles beriihrt, so sind die beiden Gebilde projektivisch auf einander bezogen.

Folglich auch: Die Tangenten in 4 harmonischen Punkten einer Curve IL O. schneiden jede

dem Strahler

fiinfte Tangente der Curve in 4 harmonischen Punkten; sie heissen harmonische Tangenten.
Ausdruck derselben Sitze fiir Strahlenbiischel II. O,

C.D. Analoge Siitze fiie Kegel II. 0. und Ebenenbiischel 1T, O.

§ 15. 1. Zwei Punktreihen IL O. (Curven II. 0.) sind projektivisch auf einander bezogen,
wenn je 4 harmonischen Punkten der einen 4 harmonische Punkte der andern zugewiesen sind; die
iektivische Bezichung ist vollstindig bestimmt, wenn irgend 3 Punkten der einen Punktreihe irgend
3 Punkte der andern zugewiesen sind.

2. Eine und dieselbe Curve II. O. kann Triger zweier projekfivisch anf einander bezogenen
Punktreihen sein. Wenn dieselben mehr als 2 Paar Punkte entsprechend gemein haben, so fallen
sig mit allen entsprechenden Punkten deckend auf einander.

3. Es seien afy...und a f, 7, ... vesp. entsprechende Punkte zweier solcher Punktreihen,
welche dieselbe Curve I, O. zum Triiger haben, so sind die beiden Strahlenbiischel I O « (&, 7, 77 - - Jh
und e, («@y...) projektivisch auf einander bezogen und liegen, da sie den Strahl ag entsprechend
remein haben, projektivisch, d. h. die Schnittpunkte von «f, und «,3, von «r, und ¢ ... licgen
einer Graden; vermdge des Pascal’schen Satzes liegt aunf derselben Graden auch der Schnittpunkt

mit fFy (Sechseck w3 ja,4y,). Folglich: Wenn man die Punkte zweier projektivischen
Punktreihen, welche dieselbe Curve IL O. zum Triiger haben, kreuzweise mit einander verbindet,
so liegen die Schnittpunkte je zweier zusammengehorigen Verbindungslinien auf einer Graden. —
Wenn diese Grade die Curve schneidet, so sind in solehem Schnittpunkte 2 entsprechende Punkte der
beiden Punktreihen vereinigt; wenn sie mit der Curve keinen Punkt gemein hat, so haben die
Punktreihen keine zusammenfallenden entsprechenden Punkte. —
4. Wenn ein Punkt Mittelpunkt zweier projektivisch auf einander bezogenen Strahlenbiischel
L. . ist und dieselben mehr als 2 Paar Strahlen entsprechend gemein haben, so fallen sie mit allen

Al

YO ".’;.'l

1y afay 3 71 .. .) bedeutet ein Strahlenbischel, dessen Mittelpunkt « ist, dessen Strahlen aa, af,; ary ... sind
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Paaren entsprechender Strahlen deckend auf einander. — Um zu untersuchen, ob 2 konzentrische
projektivische Strahlenbiischel Strahlen entsprechend gemein haben, legt man durch ihr gemeinsames
Centrum eine Curve 1. O. (einen Kreis), bezieht die beiden Strahlenbiischel 1Ju1':~..1]ckti\'isc}1 auf diese
Curve und ermittelt dic gemeinsamen Punkte dicser Punktreihen IL O. nach 3.

5. Wenn cine Grade Triger zweier projektivisch auf einander bezogenen Punktreihen 1.0O.
ist und dieselben mehr als 2 Paar Punkte entsprechend gemein haben, so fallen sie mit allen Paaren
entsprechender Punkte deckend auf einander. — Um zu untersuchen, ob 2 projektivische Punkt-
veihen L. O., die denselben Triiger haben, Punkte entsprechend gemein haben, projicict man sie von
pinem und demselben Punkte aus, bezieht die beiden so entstehenden konzentrischen Strahlen-
biischel perspektivisch auf die Punktreihen und untersucht nach 4., ob und welche Strahlen dieselben
entsprechend gemein haben.

6. Aufgabe. Eine Curve IL O. ist durch 5 Punkte gegeben; es sollen die Punkie gesucht
werden, welche sie mit einer gegebenen Graden gemein hat. Man mache 2 der 5 Punkte ¢ und g,
zu Mittelpunkten zweier projektivischen Strahlenbiischel, welche die Curve erzeugen, indem man sie
mit den 3 andern gegebenen Punkten « 2y verbindet und die Strahlen e a7 oy den Strahlen o,a
a,4 o,y zuweist, 50 bestimmen die beiden Strahlenbiischel perspektivisch auf der gegebenen Graden
2 Punktreihen, welche denselben Triiger haben und projektivisch auf einander bezogen sind; es han-
delt sich nur darum, nach 4. diejenigen Punkte zu finden, welche diese Punktreihen entsprechend
gemein haben. — Ist die Curve durch 5 Tangenten gegeben, so fithrt man die Aufgabe auf die vorige
zuriick, indem man in den Tangenten (oder in 3 derselben) die Berithrungspunkte konstruirt.

6. Aufgabe. Eine Curve II. 0. ist durch 5 Tangenten gegeben; es sollen von einem ge-
gebenen Punkte Tangenten an dieselbe gelegt werden. —

§ 16. Einige Form-Eigenschaften der Curven 1L O.

. Fine Curve IL O. kann unendlich entfernte Punkte haben; man kann zwei Strahlen-
biischel projektivisch so auf einander beziehen, dass zweimal 2 entsprehende Strahlen einander parallel
sind, und zwar auf unendlich viele Arten.

9. Wenn 2 Strahlenbiischel projektivisch so auf einander bezogen sind, dass sie mehr wic
2 Paare paralleler Strahlen haben, so sind je zwei entsprechende Strahlen parallel, die Strahlen-
biischel liegen perspektivisch; ihr perspektivischer Durchschnitt ist die unendlich entfernte Grade;
das Erzeugnis der beiden Strahlenbiischel ist ein System von 2 Graden, von welchen die eine in un-
endlicher Entfernung liest. — Abgesehen von diesem Grenzfalle hat demnach eine Curve IL. O. nie
mehr als 2 unendlich entfernte Punkte.

3. Wenn in einer Curve IL O. 2 verschiedene unendlich entfernte Punkte vorhanden
sind, so liegen die Tangenten in ihnen in endlicher Entfernung: sie heissen dann Asymptoten.

Beweis. Es seien 12345 gegebene Punkte einer Curve IL O., 123 in endlicher Entfer-
nung, 4 und 5 in unendlicher Entfernung, durch zwei nicht parallele Richtungslinien gegeben; es
soll die Tangente im Punkte 5 gefunden werden; es werde der mit 5 im Beriihruugspunlkte vereinigte
Punkt 6 senannt, so dass also die Seite 56 zu konstruiren ist. — Der Schnitt von 12 mit 45 ist
der unendlich entfernte Punkt von 12; der Schuitt von 34 mit 61 ist der Punkt, wo ecine von 3
parallel zur Richtungslinie nach 4 gezogene Grade eine andere von 1 parallel zur Richtungslinie
nach 6 d. h. nach 5 gezogene Grade schueidet; dieser Schnitt liegt notbwendig in endlicher Ent-
fernung; die Pascal'sche Linie ist die Parallele von diesem Schuittpunkte mit der Linie 125 dieselbe
schneidet die Linie 23 in endlicher Entfernung; die Grade, welche von diesem Punkte parallel zur
tichtungslinie nach 5 gezogen wird, ist die Tangente in 5, die Asymptote.

4, Tine Curve IL. O, kann nur eine Tangente in unendlicher Entfernung haben. — Kine




Curve IL O. kann stets darch 2 projektivische grade Punktreihen erzeugt werden; sie hat nur dann
eine Tangente in unendlicher Entfernung, wenn die unendlich entfernten Punkte der beiden Punkt-
reihen einander entsprechen; dann sind alle andern Projektionsstrablen Verbindungslinien von Punk-
ten in endlicher Entfernung, liegen also selbst in endlicher Entfernung.

5. Eine Curve IL. O. welche einen und nur einen unendlich entfernten Punkt hat,
hat eine unendlich entfernte Tangente, das ist die Tangente in diesem Punkte. Denn sobald eine
Curve 1L O. eine Asymptote, d. h. eine Tangente in endlicher Entfernung mit unendlich entferntem
Berithrungspunkte hat, bat sie noch eine zweite; es ergibt sich das sofort, wenn man die Curve
durch 2 Strahlenbiischel entstehen liisst, von welchen das eine den gegebenen unendlich entfernten
Punkt o zum Mittelpunkf hat (es ist ein Parallel-Strahlenbiischel), das andere irgend einen beliebigen
Punkt o, der Curve. — Die gegebene Asymptote als Strahl des Parallelstrahlenbiischels o entspricht
demjenigen Strahle von o, welcher der Asymptote parallel ist; in dem Strahlenbiischel o, giebt es
einen ganz bestimmten, welcher dem unendlich entfernten Strahle des Parallelenstrahlenbiischels o
zugewiesen ist; der unendlich entfernte Punkt dieses Strahles von ¢, gehirt demnach der Curve an.

6. Kine Curve IL O. kann auch ausschliegslich Punkte in endlicher Entfernung haben. —
Wenn zwei gegebene Graden derart zu Trigern zweier projektivischen Punktreihen gemacht werden,
dass derjenige Punkt in jeder von jhnen bestimmt wird, welcher dem unendlich entfernten Punkte
der anderen entspricht und gleichzeitig der Berithrungspunkt der einen der beiden gegebenen Gra-
den, so ist die projektivische Beziechung vollstindig hergestellt, — Wenn der Berithrungspunkt
zwischen dem Schnittpunkte der beiden Graden und dem in derselben Graden dem unendlich ent-
fernten Punkte der andern Graden zugewiesenen Punkte liegt, so umhiillt das durch die beiden pro-
jektivischen Punktreihen erzeugte Strahlenbiischel eine Curve, welche keinen unendlich entfernten
Punkt hat.

7. Eintheilung der Curven IL O. in Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln je nachdem
die Curve mit der unendlich entfernten Graden keinen Punkt, zwei getrennte Punkte oder einen
Punkt (zwei zusammenfallende Punktr) gemein hat. — (Die hier definirten Namen, auch andere wie
Kegelschnitt u. 8. w., sind dem Schiiler schon frither auf Grund anderer Definitionen bekannt ge-
worden. Wann und wie der Nachweis zu fithren ist, dass nicht verschiedene Gebilde mit demselben
Namen bezeichnet sind, ist nach individuellen Verhiiltnissen des Unterrichtsganges zu entscheiden.)

§ 17. 1. In jedem Punkte einer Curve IL O. gibt es eine und nur eine Tangente; diese
hat ausser dem Berithrungspunkte keinen Punkt mit der Curve gemein.

In jeder Tangente einer Curve IL O. gibt es einen und nur einen Beriihrungspunkt; durch
ihn lisst sich keine zweite Tangente an die Curve legen.

2. Jede Grade, welche mit einer Curve IL O. einen Punkt gemein hat und nicht Tangente
an sie in diesem Punkte ist, hat mit ihr noch einen zweiten Punkt gemein.

Von jedem Punkte, durch welchen es eine Tangente an eine Curve IL. 0. gibt und welcher
nicht Punkt der Curve ist, lisst sich noch eine zweite Tangente an die Curve legen.

Diese Sitze 1. und 2. sind schon vollstindig in § 13 enthalten und hier nur des Zusam-
menhanges mit dem Folgenden wegen rekapitulivt.

4. Ein Punkt, von welchem sich keine Tangente an eine Curve IL O. legen liisst, heisst
ein innerer; ein Punkt von welchem sich 2 Tangenten an die Curve legen lassen, heisst ein
iunsserer.

Kine Grade, welche keinen Punkt mit einer Curve IL. O. gemein hat, heisst eine dussere;
eine Grade, welche mit der Curve 2 Punkte gemein hat, heisst eine schneidende, eine Sckante.

4. a. Es bezeichne 7 einen Punkt in endlicher Entfernung auf einer Curve IL O., ¢ und
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e, zwei durch ; gezogene Sekanten derselben (von welchen sich keine im Grenzfalle der Tangente
befindet): wenn ein Punkt # die Curve durchliuft, so werden von demselben beim Ueberschreiten von

+ beide Sekanten ¢ und e, Giberschritten, 3 geht aus einem Winkelrauvme in dessen Scheitelwinkelraum
iiher. — Es ergibt sich das sofort, wenn man die Curve durch 2 projektivische Strahlenbiischel or-

zougt denkt, deren Mittelpunkte ¢ und o, da liegen, wo die Sekanten ¢ und e, die Curve zum zweiten
Male schneiden.

Wenn dagegen ¢ eine Tan'gente ist, ¢ nicht, so wird ¢ nicht iiberschritten, wol aber e
Dies ergibt sich auf dieselbe Weise, wenn man ¢ in p annimmt. (Eine Curve IL O. hat weder
einen Wendepunkt noch eine Spitze).

b. Es bezeichne ¢ eine Tangente einer Curve IL. O., welche nicht Asymptote ist, (deren
Beriihrungspunkt in endlicher Entfernung liegt), ; und j; 2 Punkie der Tangente, von welchen
keiner im Berithrungspunkte liegt. Wenn eine Tangente & die Curve umrollt, so wird sie, wenn sie
¢ iiberschreitet, keinen der Punkte y y; iiberschreiten, d.h. wenn sie vorher ¢ in einem Punkte,
der zwischen y und y, liegt, schnitt, so wird sie das auch nachher; entsprechend im entgegengesetzten
Falle. Es ergibt sich das sofort, wenn man die Curve durch 2 projektivische Punkireihen erzengt
denkt, deren Trizer s und s, die zweiten Tangenten durch y und y, sind.

Ist dagegen ; Berithrungspunkt, 7, nichi, so wird ; iberschritten, nicht aber . —
Ergibt sich auf dieselbe Weise, indem man ¢ selbst als Tréiger der Punktreihe s annimmt.

5. a. Es bezeichne y einen Punkt in unendlicher Entfernung, die Tangente in ; liege in
endlicher Entfernung (sei eine Asymptote). Es seien ¢ und e, zwei nach ; gerichtete Sekanten,
doch keine die Tangente in 7, so ergibt sich auf diesclbe Weise wie unter 4., dass wenn ein be-
weglicher Punkt 3 die Curve durchliuft, er beim Ueberschreiten von j in demjenigen Parallelstreifen
ce,, dem zwischen ¢ und e, liegenden oder dem durchs Unendliche sich erstreckenden bleibt, in
welchem er vorher war, so dass von den beiden Linien ¢ und e¢; keine tiberschritten wird. Wenn
dagegen ¢ die Tangente in y (die Asymptote) ist, so wird ¢ berschritten, ¢, nicht.

b. Es bezeichne ¢ cine Asymptote der Curve, y und y, 2 Punkte der Asymptote in end-
licher Entfernung. Wenn eine Tangente b die Curve umrollt, so wird sie, wenn sie durch ¢ hin-
durch geht, keinen der Punkte 7y, tiberschreiten; sie wird nach wie vor durch einen dusseren Punkt
yon j7, gehen. Ist dagegen y der Berihrungspunkt, y, nicht, so wird j iiberschritten, 7, nicht;
s folgt das wie oben.

7. Es sei y ein fester Punkt einer Curve II. O. und ¢ die Tangente in demselben; ¢ sei
¢in beweglicher Punkt, welcher die Curve kontinuirlich durchléuft, ohne umzuwenden. — Wenn 4
wiihrend seiner Bewegung immer mit einem festen Punkte » in ¢ verbunden ist, so wendet xd, wenn
& den Punkt 7 itberschreitet, in seiner Drehung um; wenn dagegen d withrend seiner Bewegung stets
mit einem festen Punkte », ausserhalb ¢ verbunden ist, so wendet »d nicht in dem A ugenblicke
um, wo & den Punkt y iiberschreitet, sondern iiberschreitet x;. —

Es sei ¢ eine Tangente einer Linie IL O. und y ihr Beriihrungspunkt; o sei ein beweg-
licher Strahl, welcher die Curve in kontinuirlicher Drehung umhitllt, d. h. so umhilllt, dass ihr Schnitt-
punkt mit irgend einer Tangente diese stets in gleicher Richtung durchlimit. — Der Schnitt von
d mit einer durch y gezogenen Graden k& wird, wenn d durch die Lage ¢ hindurchgeht, in j um-
wenden; dagegen wendet der Schnitt von & mit einer festen Graden %, welche nicht durch 7 geht,
nicht in dem Augenblicke um, wo d durch die Lage ¢ hindurch geht, sondern iiberschreitet den
Punkt /&, e.

8. Umgekehrt: Wenn man einen festen Punkt » in der Ebene einer Curve I O. mit cinem
beweglichen Punkte ¢ der Curve verbindet, welcher dieselbe in kontinuirlicher Bewegung, d. h. olme dass
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einer der erzeuzenden Strahlen umwendet, durchliuft, so wird der Strahl #d in seiner Drehung umwenden,
so oft er die Lage einer Tangente annimmt, und nie anders. Wenn also » ein fusserer Punkt ist,
so wendet der Strahl @ zweimal um, und diege beiden Lagen theilen das Strahlenbiischel » in 2 Ab-
theilungen, von welchen die eine diejenigen Strahlen enthilf, welche die Curve zweimal schneiden,
die andere diejenigen, welche mit ihr keinen Punkt gemein haben. Ist # ein innerer Punkt, so wendet
xd nie um; jeder innere Punkt hat also die Eigenschaft, dass jede durch ihn gezogene Grade die
Curve in 2 Punkten schneidet.

Wenn man eine feste Grade % in der Ebene einer Curve IL O. mit der beweglichen Tan-
gente d dieser Curve zum Durchschnitt bringt, und man lisst die bewegliche Tangente die Curve
in kontinuirlicher Bewegung, d. h. so umrollen, dass der erzengende Punkt in jeder von 2 Tangenten,
welche die Triger der erzeugenden Punktreihen sind, die betreffende Tangente ohne umzuwenden
durchliuft (oder dass der Deriihrungspunkt die Curve ohne umzuwenden durchliuft), so wird der
Punkt %d in seiner Richtupg umwenden, so oft er mift einem Punkte der Curve zusammenfillt, also
zweimal, wenn /% die Curve in 2 Punkten schneidet; jede die Curve schueidende Grade wird also
durch den Schoittpunkt in 2 Abtheilungen getheilt, von welchen die eine ausschliesslich innere Punkte,
die andere ausschliesslich fiussere Punkte enthiilt. Ist dagegen /% eine die Curve nicht schneidende
Grade, so wird %d dieselbe in ihrer ganzen Linge stets in gleicher Richtung durehlaufen: jede die
Curve nicht schneidende Grade hat also die Eigenschaft, dass sie ausschliesslich dussere Punkte

enthiilt.

Polaritéat.

§ 18. A. 1. In der Figur zu § 14. A. 2. gehoren der Punkt 1 und die Grade I der Art
zusammen, dass letztere die 6 folgenden Punkte enthiilt: den Schoittpunkt von ad mit gy, den
Schnittpunkt von er mit 24, den Punkt @b, den Punkt ed, denjenigen Punkt, welcher von 1 durch «
und # harmonisch getrennt ist, und denjenigen Punkt, welcher von 1 durch 3 und & harmonisch
getrennt ist. — Die Linie I ist durch 2 dieser 6 Punkte vollstindig bestimmt. Dadurch ergibt
sich bei neuer Bezeichnung Folgendes:

2. In der Ebene einer Curve II. O. sei ein fester Punkt 3 gegeben; durch denselben werde
eine die Curve in zwei Punkten » und 1 schneidende Grade gezogen; man lege in » und 4 2 Tan:
genten an die Curve, welche sich in e schneiden und konstruire zu x A y den vierten, dem 7 zu-
geordneten harmonischen Punkt &, so ist die Lage der Linie d= von der Richtung der durch ; ge:
zogenen Graden »4 unabhingig; sie heisst die Polare des Punkies y und soll mit e bezeichnet
werden; 7 heisst der Pol von e

3. Man konstruirt nach 1. und 2. die Polare eines Punktes in Bezug auf eine Curve IL O.,
indem man durch denselben 2 Grade zieht, welche die Curve schneiden, in dem hierdurch bestimm-
ten vollstindigen Viereck, dessen Eckpunkte auf der Curve liegen, die beiden andern Paare gegen-
iiberstehender Seiten zieht und deren Durchschnitte verbindet. — Die Verbindungslinie ist die Polare.
— Konstruktion der Polare eines gegebenen Punktes in Bezug auf eine Curve II. 0., die durch
b ‘Punkte gegeben ist.

4. Die Polare eines dusseren Punktes ist zugleich die Beriihrungssehne der beiden von dem
Punkte an die Curve gezogenen Tangenten. Die Polare eines inneren Punlktes hat mit der Curve
keinen Punkt gemein. Die Polare eines Punktes der Curve selbst ist die Tangente in diesem Punkte.

Wenn der Punkt ¢ ein innerer Punkt ist, und man lisst die Linie z4 in Kkontinuirlicher
Drehung in einem und demselben Sinne alle Richtungen annehmen, so durchliuft der Punkt é die
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canze Linie ¢ in einem und demselben Sinne; ebenso durchliuft e die ganze Linie ¢ in einem

und demselben Sinne (§ 17. 8.5 — Beide Richtungen sind dieselben; denn wiiren sie entgegen-
gesefzt, so miissten ¢ und & jedenfalls einmal zusammenfallen; das ist aber unmiglich, weil solches
Zusammentreffen nur in einem Punkte der Curve moglich ist. — Die Ponkte jedes Paares d= werden

dabei durch die Punkte ecines jeden andeven solehen Punktenpaares getrennt; denn nenne man eine
feste Lage von @ &, und eine feste Lage von < & und lasse & resp. ¢ von d; resp. e ausgehend
die ilinen zulkommenden Lagen einnehmen, so werden zuniichst dz und d,¢, sich gegenseitig trennen,
und wenn & den Punkt e, erreicht und iiberschreitet, wird gleichzeitiz e den Punkt &, erreichen
und itherschreiten; denn =7 ist nach der Definition die Polare von d,, folglich ist e auch die Be-
rithrungssehne zweier von 4, an die Curve gelegten Tangenten, woraus folgt, dass 4, und =, mit
cinander vertaunscht werden kénnen. — Wenn der Punkt y ein dusserer ist und man die Linie
z4 alle ihr dann zukommenden Lagen annehmen lisst, so durchlinft der Punkt ¢ alle inneren
Punkte der Linie ¢, der Punkt e alle dusseren Punkte derselben Linie; die beiden Punkte 4 und
e werden dabei stets durch digjenigen beiden Punkte, in welchen die Curve von der Linie ¢ ge-
schnitten wird, harmonisch getrennt.

B. Eine entsprechende Entwicklung kniipft sich an die Betrachtung des Strahlenbiischels IL. O.
Insbesondere ergiebt sich der Satz: In der Ebene einer Curve IL O. sei eine feste Grade ¢ ge-
geben; in derselben werde ein fusserer Punkt gewiihlt, von welchem die beiden Tangenten & und !
an die Curve gezogen werden; die Verbindungslinie der Berithrungspunkte heisse e und der vierfe
harmonische Strahl zu %le, dem ¢ zugeordnet, heisse &, so ist dic Lage des Punktes de unabhiingig
davon, weleher Punkt in der Linie ¢ gewiihlt wird; er ist der Pol von e

(C.D.) Entsprechende Siitze fiir den Kegel II, O.

& 19. (A.B.) 1. Die Polaren aller Punkte einer Graden schneiden sich in einem Punkte,
dem Pole der Graden. Fiir alle dusseren Punkte der Graden folgt das aus § 18. B.; fiiralle inneren
Punlkte daraus, dass sie von dem Pole der Graden durch die Curve harmonisch getvennt sind, —
Die Pole aller Graden, die durch e¢inen Punkt gehen, liegen auf einer Graden, der Polaren des Punlktes.
Fiir alle die Curve schneidenden Strahlen folgt dies aus § 18. B.; fiir alle die Curve micht schnei-
denden Strahlen darans, dass sie von der Polare des Punktes durch die Curve harmonisch getrennt sind.

2. Hieraus ergibt sich eine einfache Construktion des Poles einer Graden in Bezug auf
eine Curve I1. 0., die durch ihrve Punkte, resp. durch 5 derselben, und der Polaren eines Punktes in
Bezug auf eine Curve, die durch ihre Tangenten, resp. durch 5 derselben gegeben ist.

3. Fin Dreieck in der Ebene einer Curve II. O., welches die Eigenschaft hat, dass jeder
seiner Eckpunkte Pol der gegeniiberstehenden Seite in Bezug auf die Curve ist, heisst Polardreieck.
Jeder Punkt 5 ist gemeinschaftlicher Eckpunkt von unendlich vielen Polardreiecken; jeder Punkt
£ in der Polare von y ist ein zweiter Eckpunkt eines solchen Dreiecks; durch ;- und 4 ist das
Dreieck vollstindig bestimmt. — Von' den 3 Eckpunkten eines Polardreiecks ist stets einer und nur
einer ein innerer.

4. Wenn in einer Curve II. 0. 3 Punkte a8y gegeben sind und ausserdem die Bedingung
dass ein gegebener Punkt A Pol einer gegebenen Graden ! in Bezug aunf die Curve sein soll, so ist
dadurch die Curve im Allgemeinen vollstindig bestimmt, denn es sind dadurch noch 2 Punkte der
Curve bestimmt. Nur in dem Falle, wo A in einer der 3 Seiten des 4 «fr liegt, ist die Aunfgabe
einerseits tiberbestimmt, andrerseits unbestimmt. Es muss nimlich, wemn 4 in 23 liegt, 4 von A
durch ¢ und g harmonisch getrennt sein; wenn diese Bedingung erfiillt ist, so ist auch derjenige
Punkt 4, welcher von 3 durch 4 und 7, harmonisch getrennt ist, ein Punkt der Curve; alle Kegel-
schnitte durch «3yd gentigen den Bedingungen und keine anderen. — Hieraus folgt der Satz:

]

kl
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Wenn von einer Curve IL O. 1 Punkt « und die 2 Bedingungen gegeben sind, dass ein gegebener
Punkt 2 Pol einer gegebenen Graden I, und ein anderer gegebener Punkt g Pol ciner ebenfalls
gegebenen Graden s, sei, so ist die Curve dadurch vollstindig bestimmt, — Wenn von einer Curve
II. 0. 3 Tangenten ade gegeben sind und ausserdem die Bedingung, dass cine gegebene Grade [
Polare eines gegebenen Punktes 4, in Bezug auf die Curve sein soll, so ist dadurch die Curve im
Allgzemeinen vollstindig bestimmt. Nur in dem Falle, wo / durch cinen der drei Eckpunkte des 4
abe geht, ist die Aufgabe einerseits iiherbestimmt, andrerseits unbestimmt; wie zuvor. — Wenn von
einer Curve II. O. eine Tangente e und die zwei Bedingungen gegeben sind, dass eine gegebene Grade
! Polare eines Punktes 4, und eine Grade m Polare eines Punktes g, sei, so ist dadurch die Curve
vollstindig bestimmt.

(C.D.) Entsprechende Siitze fiir die Kegel IL O.

§ 20. (A.B) 1. Die Polaren von 4 harmonischen Punkten einer Graden bilden ein harmo-
nisches Strahlenbiischel.

jewels. Nach § 19. 1. gehen die 4 Polaren durch einen Punkt, — Man mache von den
4 gegebenen Punkten ein Paar zugeordnete zu gegeniiberstehenden Eckpunkten eines vollstindigen
Vierseits und das andere Paar zugeordneter Punkte zu Diagonal-Schuittpunkten dieses Vierseits,
so sind die Pole der Sciten dieses Vierseits Eckpunkte eines vollstindigen Vierecks, die Polaren des
cinen Paares der gegebenen Punkte sind ein Paar gegeniiberstehende Seiten dieses Vierecks und
dic Polaren des anderen Paares sind Verbindungslinien ihres Schnittpunktes mit den beiden an-
dern Schnittpunkten gegeniiberstehender Seiten. — Damit ist der Satz bewiesen.

2. Umkehrung von 1.

3. Eine Punktreihe I. O. und das von ihren Polaren in Bezug auf eine gegebene Curve 1L O.
gebildete Strahlenbiischel 1. O. sind projektivisch auf cinander buug.,c,n “LllllJLl’]l‘!]l Punkte der Punkt-
reihe seine Polare zugewiesen ist.

4. Die Polaren der Punkte einer Curve IL O. in Bezug auf eine andre gegebene Curve IL O.
umhiillen eine Curve IIL O.

Denn man wihle auf der ersten Curve 2 Punkte o und o,, mache dieselben zu Mittelpunkten
zweier Strahlenbiischel I. 0., welche die Curve erzeugen, so sind dieselben projektivisch auf einander
bezogen. — Diesen Strahlenbiischeln entsprechen polar 2 Punktreihen, die dadurch projektivisch auf
einander bezogen sind und somit ein ebenes Strablenbiischel IL O. erzeugen; die Projektionsstrahlen
sind die Polaren der Punkte der ersten Curve, wodurch der Satz bewiesen ist.

9. Umkehrung von 4.

(C.D.) Entsprechende Siitze fiir den Kegel I O.

§ 21. Man nennt zwei Punkte in Bezug auf eine Curve IL O., mit welcher sie in einer
Ebene liegen, polar konjugirt oder kurz konjugirt, wenn der eine in der Polare des andern
liegt. Man nennt 2 Graden in Bezug auf eine Curve I O., mit welcher sie in einer Ebene liegen,
polar ]mnj ugirt oder kurz konjugirt, wenn die eine durch den Pol der andern geht. Man
nennt 2 Strahlen in Bezug auf einen Kegel IL O., durch dessen Mittelpunkt sie gehen, konjugirt,
wenn der eine in der loicueb::nc des andern liegt. Man nennt 2 Ebenen in Bezug auf einen Kegel
IL. 0., durch dessen Mittelpunkt sie gehen, konjugirt, wenn die eine durch die Polare der andern geht.

§ 22.Y) 1. Der Pol der unendlich entfernten graden Linie einer Ebene in Bezug auf eine
Curve IL O. in dieser Ebene heisst ihr Mittelpunkt. Derselbe ist in der Ellipse ein innerer, in
der Hyperbel ein dusserer Punkt; in der Parabel ist er der unendlich entfernte Punkt der Curve.

2. Jede durch den Mittelpunkt gezogene Grade ist die Polare eines unendlich entfernten

1) Die in diesem § entwickelten Beziehungen sind vorwiegend metrische.
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Punktes, halbirt somit alle Sehnen einer gegebenen Richtung. Umgekehrt: Der geometrische
Ort der Mitte einer Sehne von gegebener Richtung ist eine grade Linie, welche durch den Mittel-
punkt geht; sie heisst Durchmesser.
3. Je 2 Durchmesser, die im Sinne des § 21 konjugirte Linien sind, heissen konjugirte

Durchmesser. — In der Parabel ist jeder Durchmesser der unendlich entfernten Graden konju-
girt, — In der Ellipse und in der Hyperbel halbirt jeder Durchmesser die dem konjugirten Durchmesser
parallelen Sehnen. — In der Hyperbel lassen sich vom Mittelpunkte als dusserem Punkte 2 Tangen-

ten an die Curve legen; es sind die Asymptoten; ihre Beriihrungspunkte liegen in unendlicher
Entfernung. In jeder Asymptote sind ein Paar kovjugirte Durchmesser vereinigt. Jedes andre Paar
lconjugirter Durchmesser wird durch die Asymptoten harmonisch getrennt.

4. Je zwei Durchmesser einer Ellipse bestimmen durch ihre Endpunkte ein der Curve ein-
geschrichenes Parallelogramm; dasselbe gilt fiir die Hyperbel, sofern sie von den Durchmessern ge-
sehnitten wird. In jedem einer Ellipse oder einer Hyperbel eingeschriebenen Parallelogramme sind
die Seiten konjugirten Durchmessern parallel; die Diagonalen sind Durchmesser; die Eckpunkte Be-
vithrungspunkte der Seiten eines der Curve umschriebenen Parallelogramms. — Die Verbindungslinien
eines Punktes der Curve mit den Endpunkten eines Durchmessers sind konjugirten Durchmessern
parallel und heissen Ergénzungssehnen.

5. Die Diagonalen des einer Curve II. O. umschriebenen Parallelogramms sind konjugirte
Durchmesser, die Berithrungspunkte der Seiten sind Eckpunkte eines eingeschriebenen Paralle-
logramms.
6. Durch 2 Paare konjugirter Durchmesser und 1 Punkt, resp. 1 Tangente ist eine Curve IL O.
vollstiindig bestimmt.

7. Unter den konjugirten Durchmesserpaaren einer Ellipse und einer Hyperbel gibt es stets
1 Paar, die aufeinander senkrecht stehen; sie heissen die Axen der Curve. — Entsprechender Satz
fiir die Parabel. — Im Kreise sind je 2 konjugirte Durchmesser auf einander senkrecht. — Wenn
in eciner Ellipse 2 Paar konjugirte Durchmesser auf einander senkrecht stehen, so ist dieselbe ein
Kveis. — Iine Hyperbel, in welcher die Asymptoten auf einander senkrecht stehen, heisstgleichseitig.
— Finige Spezial-Eigenschaften der Parabel ergeben sich als Grenzfille der obigen Entwicklungen.

8. In ciner durch 5 Punkte oder 5 Tangenten gegebenen Curve IL O. den Mittelpunkt und
zu irgend einem Durchmesser den konjugirten zu konstruiren. — Eine Curve IL O. ist durch 5 Punkte

i

und den Mittelpunkt vollstindig bestimmt; ebenso durch 3 Tangenten und den Mittelpunkt.

Involution.

§ 23. 1. Wenn cine Grade Triger zweier projektivischen Punktreihen ist, so ist jeder
Punkt gleichzeitig ein Element der einen und der andern Punkfreihe. — Es sei « ein Punkt der
einen Punktreihe, «, der entsprechende Punkt der andern; mit «, ist ein Punkt 2 der ersten Punlt-
reihe vereinigt; ihm entspricht im Allgemeinen nicht der mit e vereinigte Punkt der zweiten Punkt-
reihe. — Wenn dieser besondere Fall eintritt, dass der mit « vereinigte Punkt der dem 3 entsprechende
Punkt 3, ist, so sagt man, die beiden Punkte « und «,, oder 8 und 8, oder auch « und 3 ent-
sprechen einander doppelt. —

Dieselbe Erwigung und dieselbe Bezeichnung gilt auch fiir 2 projektivische Strahlenbiischel
L. 0. einer Ebene, die denselben Mittelpunkt haben, fitv 2 Ebenenbiischel 1. O,, welche dieselbe Axe
haben, fiir 2 Punktreihen II. O., welche dieselbe Curve II. O. zum Triger haben, fiir 2 ebene Strahlen-

ax
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biischel IL. O., welche dieselbe Curve zum Triiger haben, fite 2 Strahlenbiizchel II O. im Strahlen:
biindel, welche denselben Iegel 11 O. zum Trager haben, fiie 2 Ebenenbiischel IL. 0., welche den-
selben Kegel zum Triiger haben. —

2. Wemn afyd.... und zApv.... paarweis entsprechende Punkte zweier projektivischen
Punktreihen sind, so dass « dem %, 3 dem Z ete. entsprieht ist, so soll diese Bezichung durch die
Bezeichnung e fyd.... A x4 pv. ... angegeben werden.

3. Wenn in einer Graden, welche der Triger zweier projektivisch auf einander bezogenen
Punktreihen ist, ein Paar Elemente einander doppelt entsprechen, so findet dasselbe fiir alle Paare statt,

Beweis. Es seien «fyd irgend 4 ganz willkiirlich gewiihlte Punkte der Graden; man
mache dieselbe zum Triger zweier projektivischen Punktreihen, indem man den Punkten ey resp.

!

die Punkte #ad zuweist, so dass also « und 2 einander doppelt entsprechen, so handelt es sich da-
rum, zu & als Punkt der ersten Reihe den entsprechenden Punkt der anderen Reihe zu konstruiren.
— Man ziehe durch « eine belicbige zweite Grade, verbinde einen beliebig in der Ebene der heiden
Graden, ausserhalb beider Graden gewiihlten Punkt o mit 26, nenne die Punkte, in welchen diese
Verbindungslinien die zweite Grade schneiden, resp. 4y,4;, den Schnittpunkt von dy, mit o2, nenne man

f, 80 ist afByo ® afy.0, & BBpo R Budy
folglich entspricht dem Punkt & der ersten Punktreihe der Punkt y der zweiten; die Punkte 3 und
d enteprechen einander doppelt, weil « und 2 einander doppelt entsprechen. — Dadurch ist der

Satz bewiesen.

4, In gleicher Weise ergibt sich aljgemein: Wenn in zwei gleichartigen Gebilden
I. oder II. 0., welche denselben Triger haben und projektivisch auf einander bezo-
oen sind, ein Paar Elemente einander doppelt entsprechen, so findet dies fiir alle
Paare statt.

5. Definition. Wenn in 2 gleichartigen projektivischen Gebilden L oder IL 0., welche
denselben Triiger haben, ein Paar entsprechende Elemente einander doppelt entsprechen, so dass dies
filr ‘alle Paare entprechender Elemente stattfindet, so sagt man, die beiden Gebilde liegen involu-

torisch oder bilden eine Involution. — Man fasst auch hiufig die beiden Gebilde als ein
einziges auf und nenut es ein involutorisches. —
Ein involutorisches Gebilde ist durch 2 Punktenpaare vollstindig bestimmt, — Wenn in

ciner Involution ein Paar entsprechende Elemente zusammenfallen, so werden diese beiden Elemente
als eins aufoefasst, und dieses Element wird Ovdnungselement genaunt. Iin involutorisches
Gebilde kann nie mehr wie 2 Ordnungselemente haben,

6. Beispiele. a. Die polar konjugirten Punkte einer Graden in Bezug auf eine Curve
IL. 0. bilden eine involutorische Punkfreihe. Wenn die Grade die Curve nicht schneidet, so trennen

je 2 Punktenpaare der Involution cinander gegenseitic. — Wenn die Grade die Curve schneidetf, so
ist jeder der beiden Schnittpunkte ein Ordnungselement. Jedes andere Paar zugeordneter Punkte
witd durch die Ordnungselemente harmonisch gefrennt. — Die Gesammtheit der Punktenpaare,

welehe 2 feste Punkte harmonisch trennen, bilden eine involutorische Punktreibe, in welcher dic
festen Punkte die Ordoungselemente sind.

Wenn in zwei projeltivischen Punktreihen L. O., welche denselben Triger haben, derjenige
Punkt der ersten Reihe, welcher dem unendlich entfernten Punkt der zweiten Reihe entspricht, mit
demjenigen Punkte der zweiten Reihe vereinigt ist, welcher dem unendlich entfernten Punkte der
ersten Reihe entspricht, so liegen die beiden Reihen involutorisch: und umgekebrt. — Der Punkt,
welcher dem unendlich entfernten Punkte (doppelt) entspricht, heisst der Mittelpunkt der Invo-
lution. — Zwei projektivische Punktreihen I O. lassen sich stets so in dieselbe Grade legen, dass
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die den unendlich entfernten Punkten entsprechenden Punkte zusammen fallen, und zwar kann dies
auf doppelte Weise geschehen, niimlich so, dass entsprechende Hilften der beiden Punktreihen
auf einander fallen, oder nicht entsprechende Hilften, d.h. dass im ersten Ialle je 2 ent-
sprechende Punkte durch den Mittelpunkt der Involution: und den unendlich entfernten Punkt nicht
oetrennt werden, und dass im zweiten Falle je 2 entsprechende Punkte durch die genannten Punkte
getrennt werden. — Hieraus folgt die metrische Relation, dass in 2 projektivischen Punktreihen stets
2 Reihen von unendlich vielen Paaren entsprechender gleich langer Strecken existiven; jeder Punkt
ist gemeinsamer Endpunkt zweier Strecken, welche den entsprechenden Strecken der andern Punkt-
reihen gleich sind.

b. Die polar konjugirten Strahlen eines Strahlenbiischels I O. in Bezug auf eine Carye 11. O.
bilden ein involutorisches Strahlenbiischel. Ist der Mittelpunkt dessclben ein innerer, so trennen je
2 Strahlenpaare einander gegenseitig; ist derselbe ein fusserer; so sind die beiden von ihm ausge-
henden Tangenten Ordnungselemente: durch sie werden je zwei andre Strahlenpaare harmonisch ge-

trennt. — Inshesondere sind die konjugirten Durchmesser einer Ellipse oder Hyperbel zugeordnete
Strahlen eines involutorischen Strahlenbiischels. — Im Falle der Ellipse hat dieses Strahlenbiischel

keine Ordnungselemente; je 2 Paare trennen einander gegenseitig. Im Falle der Hyperbel sind die
Asymptoten Orvdnungselemente, welche jedes andre Strahlenpaar harmonisch trennen. In Folge hier-
yon nennt man hiufig ein involutorisches Gebilde I. oder II. 0., welches keine Ordnungselemente
hat, ein elliptisches, und ein solches, das Ordnungselemente hat, ein hyperbolisches.

Die (Gesammtheit der Strahlenpaare eines Strahlenbiischels I. O., welche durch 1 Strahlen-
paar desselben Bischels barmonisch getrennt werden, bilden ein involutorisches Strahlenbiischel.

¢. Kinige metrische Relationen: Zwei Strahlenbiischel I. 0., welche denselben Mittelpunkt
haben, in derselben Ebene liegen und so auf einander bezogen sind, dass jedem Strahle des einen
der auf ihm senkrechte des andern zngewiesen ist, sind projektivisch aunf einander bezogen und liegen
involutorisch ; indem man das Gebilde als ein Strahlenbiischel auffasst, nennt man es ein rechtwinklig
involutorisches Strahlenbiischel.

Schueidet man dasselbe durch cine beliebige Grade, welche nicht durch das Centrum des
Biischels geht, so wird dieselbe Triiger einer involutorischen Punktreihe, sobald man diejenigen Punkte
als einander zugeordnet ansieht, welche auf zugeordneten Strablen des Biischels liegen. — Derjenige
Strahl, welcher auf der Graden senkrecht steht, bestimmt den Mittelpunkt der involutorischen Punkt-
reihe. — Der Abstand des Centrums des Strahlenbiischels von der Graden ist die mittlere Propor-
tionale zwischen den Abstinden je zweier zugeordneten Punkte vom Involutionsmittelpunkte. Je
zwei zugeordnete Punkte sind Endpunkte des Durchmessers eines Kreises, welcher durch den Mittel-
punkt des Strahlenbiischels geht; alle diese Kreise haben also denjenigen Strahl des rechtwinkligen
Strahlenbiischels, welcher auf dem Triiger der Punktreihe senkrecht steht, zur gemeinsamen Sehne.
— Da eine involutorische Punktreihe I. O, durch 2 Punktenpaare, insbesondere also durch den Mittel-
punkt und ein Paar zugeordnete Punkie vollstindig bestimmt ist, so ist in jeder involutorischen
Punktreihe, in welcher ein Paar zugeordnete Punkte auf entgegengesetzen Seiten des Mittelpunkts
liegen, das letztere fiir je 2 zugeordnete Punkte der Fall; das Produkt ihrer Abstinde vom Mittel.
punkte ist konstant; die Gesammtheit der Kreise, welche iiber den Abstinden je zweier zugeordneten
Punkte als Durchmessern beschrieben werden konnen, haben eine gemeinsame Sehne.

Wenn man von den beiden projektivischen Punktreihen I. 0., welche involutorisch liegen
und von welchen je 2 zugeordnete Punkte auf entgegengesetzten Seiten des Involutionsmittelpunktes
liegen, die eine um den Involutionsmittelpunkt herumdreht, so dass die beiden Hilften mit einander
vertauscht werden, so liegen die beiden projektivischen Punktreihen anch in dieser neuen Lage in-
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volutorisch; es liegen dann je 2 entsprechende Punkte der Involution auf ein und derselben Seite
des Mittelpunktes; die Involution hat Ordnungselemente, welche gleichweit vom Mittelpunkte entfernt
sind. — Jede involutorische Punktreihe I. O. mift Ordnungselementen lisst sich anf diese Weige ent-
standen denken. — Die Gesammtheit der Kreise, welche die Abstinde zweier zugeordneten Punkte
zu Durchmessern haben, haben auch in diesem Falle die Grade, welche auf dem Triger der invo-
lutorischen Punktreihe in dem Mittelpunkte senkrecht steht, zur Linie gleicher Potenzen, die
aber in diesem Falle keinen der Kreise schneidet, so dass auch die Kreise keinen Punkt unter sich
gemein haben. —

§ 24. A. 1. Die Verbindungslinien entsprechender Punkte einer involuto-
rischen Punktreihe II. 0. gehen simmtlich durch 1 Punkt. Derselbe heisst das Invo-
lutionsecentrum, seine Polare die Involutionsaxe.

Ein Paar entsprechender Punkte werde mit («3,) und {«,f) bezeichnet und dadurch angedeutet,
dass jeder Punkt beiden projektivischen Punktreihen angehiirt, welche involutorisch liegen; ein zweites
Punktenpaar sei (yd,) und (7,4). — Man mache « zum Mittelpunkte eines Strahlenbiischels a(a, 8,50,
und e; zum Mittelpunkte eines Strahlenbiischels a,(af7d), so sind dieselben projektivisch auf einander
bezogen, da a,f .0, & afrd ist; dieselben haben den Strahl ae, entsprechend gemein, folglich liegen
die Schnittpunkte von «% und &4 (den Tangenten in « und «)), von ar, und a7, von ad, und a0
in einer Graden; und bezeichnet man irgend ein andres Paar entsprechender Punkte mit (s%) und
(5,7), so schneiden sich auch ae, und «,e, sowie ax, und e,» in derselben Graden; demnach gehen
die Linien aa, yp, es, siimmtlich durch 1 Punkt, den Pol jener Graden.

Ist das Involutiomscentrum ein #usserer Punkt, so hat die Involution Ordnungselemente,
kein Paar entsprechender Elemente wird durch ein andres getrennt; ist es ein innerer Punkt, so hat
sie keine Ordnungselemente; je 2 Paare zugeordneter Elemente trennen einander gegenseitig.

2. Umkehrung von 1. Wenn man eine Curve II. O. durch ein beliebig gelegenes Strahlen-
biischel 1. O. schneidet, so bilden die Schnittpunkte eine involutorische Punktreihe II. O., in welcher
Jje zwei solche Punkte einander zugeordnet sind, welche auf ein und demselben Strahle liegen.

3. Wenn eine involutorische Punktreihe II. O. Ordnungselemente hat, so wird jedes andre
Paar zugeordneter Elemente durch die Ordnungselemente harmonisch getrennt. — Es seien « und
v die beiden Ordnungselemente, « und @, ein Paar zugeordneter Elemente, so bilden die Tangente
im Punkte 2 und die Verbindungslinien desselben Punktes g mit « v und «, ein harmonisches Strah-
lenbiischel. Der Satz folgt auch aus § 23. 6 b.

4. Um in einem involutorischen Strahlenbiischel I. 0., welches durch 2 Paare zugeordneter
Strahlen « und @, b und &, gegeben sei, beliebig viele Paare zugeordneter Strahlen zu konstruiren,
verfiihrt man am einfachsten so, dass man durch den Scheitel ¢ des Strahlenbiischels ein Curve IT. O.
(z. B. einen Kreis) legt; dann erzeugt das Strahlenbiischel auf der Curve eine ihm perspektivische
involutorische Punktreihe II. 0. @, 33,; der Durchschnittspunkt der Verbindungslinien ae, und /33,
ist das Involutionscentrum; jede durch ihn gezogene Grade, welche die Curve in y und 7, schneidet,
bestimmt dadurch 2 einander zugeordnete Strahlen oy und oy —

Ist die Curve ein Kreis und yy, ein Durchmesser, so stehen die beiden Strahlen auf einander
senkrecht; demnach gibt es in jedem involutorischen Strahlenbiischel I. 0. ein Paar auf einander
senkrechte Strahlen; sobald mehr wie 1 Paar senkrechte Strahlen vorhanden sind, sind sie simmtlich
paarweise auf einander senkrecht; dann ist das Involutionscentrum der Mittelpunkt des zur Kon-
struktion verwandten Kreises.

5. Die Konstruktion entsprechender Punkte einer involutorischen Punktreihe 1. 0., welche
durch 2 Punktenpaare gegeben ist, und entsprechender Ebenen eines involutorischen Ebenenbiischels
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I. 0., welches durch 2 Ebenenpaare gegeben ist, wird auf 4. zuriickgefihrt, indem man ein Strahlen-
bitschel konstruirt, welches zu der Punktreihe, resp. zu dem Ebenenbiischel perspektivisch liegt.

6. Aufgabe. In einer durch 5 Punkte oder 5 Tangenten gegebenen Curve IL. O. zu einem
belicbigen Durchmesser den konjugirten, ferner die Axen, im Falle der Hyperbel die Asymptoten zu
konstruiren.

(B.O.D)) Entsprechende Sitze fiir das Strahlenbiischel II. O. in der Ebene, das Strahlen-
biischel 11. O. im Strahlenbiindel und das Ebenenbiischel 1I. O.

§ 25. A. 1. Die drei Paare gegeniiberstehender Seiten eines vollstindigen
Vierecks werden von einer Gradenin 3 Punktenpaarven einerinvolutorisehen Punkt-
reibe I. 0. geschnitten,

Beweis. Iis seien xipv die Eckpunkte eines vollstindigen Vierecks, die Grade g werde von
#¢ und v in « und o, von x4 und pv in 2 und B, von v und Ax in und 7, geschnitten. —
Der Schnittpunkt eines Paares gegeniiberstehender Seiten — x¢ und Av — heisse 0. — Dann ist
(durch Vermittlung von 2) axop & efay, und (durch Vermittlhmg von ») axop & ey, ; mach
§ 23. 3. ist aya,B, R a8 ay, folglich ist afa,y, R ayfay, mithin entsprechen o und ¢, einander doppelt,
wodurch der Satz bewiesen ist.

9. Wenn von den Punkten xiuv keiner in dem von den 3 andern gebildeten Dreiecke liegt,
g0 hat die involutorische Punktreihe Ordnungselemente, wenn auf jeder Seite der Graden g eine
grade Anzahl der gegebenen Punkte liegt, und hat keine Ordnungselemente, wenn auf jeder Seite
von g eine ungrade Anzahl der gegebenen Punkte liegt. Wenn dagegen die 4 Punkte solche Lage
haben, dass einer in dem von den 3 andern gebildeten Dreiecke liegt, so hat grade umgekehrt die
involutorische Punktreihe Ordnungselemente, wenn auf jeder Seite von g eine ungrade Anzahl der
gegebenen Punkte liegt, und hat keine Ordnungselemente, wenn auf jeder Seite von g eine grade
Anzahl der Punkte liegt.

3. Aus (1.) ergeben sich andre Auflosungen von Aufgaben, die in § 24 geldst sind:

a. TFine involutorische Punktreihe I. O. sei durch 2 Paare zugeordneter Punkte « und ¢, £
und A, gegeben: zu einem beliebigen Punkte ;» den zugeordneten j, zu konstruiren. — Man lege
durch afy 8 Grade abe, welche ein Dreieck bilden, verbinde ac mit £, durch die Grade &,, be mit
«, durch die Grade a,, so sind abea, b, 5 Seiten eines vollstindigen Vierecks, dessen sechste Beite,
die Verbindungslinie von ab mit a,b,, die gegebene Grade im gesuchten Punkte y, schneidet.

b. TLin involutorisches Strahlenbiischel sei durch 2 Strahlenpaare ¢ und «;, & und &, ge-
geben; zu einem beliebigen Strahle ¢ den zugeordneten e, zu konstruiren. — Man beziehe das Strahlen-
biischel auf eine belichize grade Transversale und filhre dadurch die Aufgabe auf die vorige zuriick.
— TInshesondere kann man als Transversale die unend)ich entfernte Grade wiihlen.

4. Wiihlt man auf einer Curve IL 0.4 beliebige Punkte, betrachtet dieselben
als Eckpunkte eines vollstindigen Vierecks und schneidet die Figurdurch eine be-
licbige Grade, so sind auch die Schnittpunkte mit der Curve ein Paar zugeordnete
Punkte derjenigen involutorischen Punktreihe, welcher die Schnittpunkte mit je
zwei gegeniiberstehenden Seiten des Vierecks angehoren.

Beweis. Die Eckpunkte des Vierecks heissen, wie in (1) xApy, die Schnittpunkte seiner
Seiten mit g seien ebenso bezeichnet wie in (1), die Schnittpunkte von g mit der Curve heissen ¢
und 4, so sind die Strahlenbiischel A(xudd,) und p(xudd)) nach § 13 projektivisch auf einander be-
zogen, folglich ist g,00, & y#0d, & 2,yd,d, wodurch der Satz bewiesen ist.

5. Die Gesammtheit der Curven I1I. O., welche sich durch 4 gegebene Punkte legen lassen,
heisst ein Kegelschnittbiischel. — Zu den Kegelschnitten des Biischels gehiren auch die 3
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Paare gegentiberstehender Seiten des Viereeks als Grenzfillle. Man kann die Curven des Biischels simmtlich
erhaltén , indem man durch einen der gegebenen Punkte eine Grade willliiirlich aber fest leet, und
jeden threr Punkte als fiinften Punkt eines Kegelschnittes ansieht; oder auch, indem man einen der
4 Punkte als Mittelpunkt eines Strahlenbiischel I. 0. ansieht und jeden Strahl als Tangente eines
durch ihn und die 4 Punkte vollstindig bestimmten Kegelschnitts befrachtet. — Auf diese Weise
wird das Kegelschnittshiischel zu einer Punktreihe I. 0. und zu einem Strablenbiischel 1. 0. in eine
sehr wichtige und folgenrciche Beziehung gesetzt; sie kann des Raumes wegen hier nicht weiter
entwickelt werden.

6. Die Curven eines Kegelschnitthiischels bestimmen aul einer Graden, so-
fern sie dieselbe schneiden, die Punktenpaare einer Involution.

Wenn die Involution Ordnungselemente hat, so gibt es unter den Curven zwei, welche die
Grade berithren. —

7. Aufgabe. Eine Curve II. O. zu konstruiren, welche durch 4 gegebene Punkte geht
und eine gegebene Grade beriihre. — Aus dem Vorigen ergibt sich die Aufldsung, sowie auch, dass
die Aufgabe im Allgemeinen zwei Auflisungen hat, welche in eine zusammenfallen und unméglich
werden konnen.

8. Ein wichtiger Grenzfall ergibt sich, wenn (nach der Bezeichnung unter 1) bei Festhaltung
der Graden x4 und av die Ponkte » und A in einen zusammenfallen, cbenso die Punkte g und v in
einen zusammenfallen. — Dann besteht das Kegelschnittbiisehel aus der Gesammtheit der Curven,
welehe die beiden gegebenen Graden in den Punkten (x1) und (zv) berithren; die 4 iibrigen Seiten
des Vierecks fallen in eine Grade, die Berithrungssehne, zusammen. Auf jeder durchgelegten Graden
ist deshalb der Schnitt mit der Berithrungssehne ein Ordnungselement der involutorischen Punktreihe,
deren Triger die Grade ist. Hieraus ergibt sich die Auflisung der

Aufgabe: Eine Carve IL 0. zu konstruiren, von welcher 3 Punkte und 2 Tangenten gegeben
sind.. Die 3 Punkte seien « 3, die Tangenten 4 und e. Man ziche die Grade «3; dieselbe schneide
d und e in & und e; man konstruire in derjenigen involutorischen Punktreibe, welehe dureh die Punlten-
paare «5 und Jde gegeben ist, die Ordnungselemente; sie heissen 2 und A'; man ziche die Grade ay,
welche  und ¢ in 4, und £, schneide, konstruire in derjenigen involutorischen Punktreihe, welche durch
die Punktenpaare ¢y und d;e, gegeben ist die Ordnungselemente; sie heissen g und g/, so ist Ag die
Berithrungssehne einer Curve II. 0., welche der Aufgabe geniigt, und von welcher hierdurch 5 Punkte
gegeben sind; da die Graden Jg', Xz und Xy’ in gleicher Weise der Aunfgabe geniigen, so hat
dieselbe 4 Auflosungen, sofern nicht 2 der 3 Punkte « 3y durch die Graden d e getrennt werden,
in welchem Falle die Aufzabe unmiéglich sein wiirde.

9. Aufgabe. Zwei Curven II. 0. seien durch je 5 Punkte efyey, und afgyi,pm, gegeben,
so dass sie also 3 Punkte gemeinsam haben; den vierten gemeinsamen Punkt & zu konstruiren. Man
ziehe &,4,, konstruire ihre zweiten Schoittpunkte Z, und &, mit den beiden Curven (wo 4, der ersten,
g, der zweiten Curve angehirt), so sind g4, und &4, Punktenpaare einer involutorischen Punkt-
reihe I. O., welche durch das Kegelschnittbiischel o3y0 bestimmt wird.  Man bringe 22 zum Durch-
schnitt mit £,4, in o, konstruire den zu o zageordneten Punkt @ in der involutorischen Punktreihe
€4, so enthilt ye den Punkt 4, der somit konstruirbar ist.

10. Aufgabe. Zwei Curven II. O. seien durch je 5 Punlte afemdy und aflypy, gege-
ben, so dass sie also 2 Punkte gemein haben; die beiden andern gemeinsamen Punkte ; und 4 zu
konstruiren (sofern deren. vorhanden sind). — Man ziehe e,4;, konstruire ihre zweiten Schnittpunkte
4g, mit den Curven, so sind &4, und &4, Punktenpaare einer involutorischen Punktreihe 1. O., die
durch das Kegelschnittbiischel agyd bestimmt ist; man ziehe 7z, bestimme ihre zweiten Schnitte




25

s, und 7, mit den Curven, so sind 4,2, und 7y, Punktenpaare einer zweiten involutorischen Punkt-
reihe, die durch dasselbe Kegelschnittbiischel bestimmt ist; es seien die Punkte, in welchen die Trii-
ger der beiden involutorischen Punktreihen &4, und 7,2, von «f geschnitten werden, o und ¢, so wie
die ihnen resp. zugeordneten Punkte @ und o', so geht we’ durch die Punkte yd, die also kon-
struirbar sind, sofern sie existiren.

11. Aufgabe. Zwei Curven 1L O. seien durch je 5 Punkte gegeben; eine dritte Curve
II. 0. zu konstruiren, welche durch die ihnen gemeinsamen Punkte geht, (sofern deren vorhanden
sind.) Die gegebenen Punkte seien ey, 4,p, und e,9,4,1,. — Die Aufgabe ist unbestimmt; man
kann, um sie zn einer bestimmten zu machen, einen Punkt » der Curve willkiirlich annehmen. Man
lege durch v eine Grade =, welche jede der beiden Curven in 2 Punkten schneidet; die Grade » ist
Triiger einer involutorischen Punktreibe, in welcher die Schoittpunkte mit je einer der beiden ge-
gebenen Curven einander zugeordnet sind; konstruirt man den zu v zugeordneten Punkt, so hat man
einen Punkt der gesuchten Curve; auf diesem Wege kann man 4 Punkte der Curve konstruiren, die
mit v zusammen dieselbe vollstindig bestimmen.

12. Wenn zwei Curven I1. O. zwei Punkte ¢ und # gemein haben, so ist die gemeinsame
Sekante of Triger einer involutorischen Punktreihe, deren zugeordnete Punkte in Bezug auf jede
der beiden Curven polar konjugirt sind, und in welcher « und g Ordnungselemente sind. — Wenn
eine Grade zu zwei Curven 1L O. dic Bezichung hat, dass je zwei Punkte derselben, welche in Be-
zug auf die eine Curve polar konjugirt sind, auch in Bezug auf die andere polar konjugirt sind,
die involutorische Punktreihe aber, deren Triiger sie hierdurch ist, keine Ordnungselemente hat, so
hat die Grade mit keiner der beiden Curven einen Punkt gemein, hat aber Bezichungen zu ihnen,
welche wesentlich mit denen iibereinkommen, die eine gemeinsame Sehne zweier Curven, die 2 Punkte
oemein haben, zu den Curven hat. — Aus diesem Grunde heisst die Grade eine ideale gemeinsame
Sekante: man nennt sie auch die Verbindungslinie zweier imaginiiren Punkte, welche die Curven
gemein haben. — Hierdurch lisst sich der Begriff des Kegelschnittbiischels dahin erweitern, dass
es durch 4 reelle, oder durch 2 reelle und 2 imaginire, oder durch 4 imaginire Punkte bestimmt
ist. — Auf die hieran sich anschliessende ausserordentlich reiche Entwicklungsreihe — auf welche
. a. schon die Aufgaben in 10 und 11 hinweisen — soll hier, des beschriinkten Raumes wegen,
nicht eingegangen werden.

B. An das vollstindige Vierseit schliesst sich eine Reihe von Entwicklungen, welche der
an das Viereck angeschlossenen vollstindig parallel geht. — Der wichtigste Satz derselben ist:

Die Gesammtheit der Tangentenpaare, welche sich von einem gegebenen Punkte an diejenigen
Curven II. O. legen lassen, welche 4 gegebene Graden zu Tangenten haben (eine Kegelschnitt-
schaar), bilden ein involutorisches Strahlenbiischel. Daraus folgt die Auflosung der beiden wich-
tigsten Aufgaben: Eine Curve II. O. zu konstruiren, welche 4 gegcebene Graden zu Tangenten hat
und durch einen gegebenen Punkt geht. Und: Eine Curve IL O. zu konstruiren, welche 3 gege-
bene Graden zu Tangenten hat und durch 2 gegebene Punkte geht.

CD. Entsprechende Entwicklungen ergeben sich im Anschluss an das vollstindige Vierkant
und das vollstindige Vierseit im Raume fir den Kegel II. O.

§ 26. Brennpunkte. (Metrische Relationen.) Es sei eine Curve 1L O. % und ein Strahlen-
biischel I. 0. & gegeben; die Pole der Strahlen von ¢ in Bezug auf % erfiillen eine Punktreihe I. O. s,
welche zu ¢ projektivisch ist, wenn man jedem Strahle von o seinen Pol zuweist. — Fillt man von
den Punkten von s auf die beziiglichen Polaren Lothe, so sind dieselben den Strahlen eines Strahlen-

biischels I. 0. g, parallel, dessen Mittelpunkt beliebig gewiihlt ist, dessen Strahlen auf den Strahlen des
4
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Biischels o senkrecht stehn, und welches zu diesem projektivisch ist, wenn man jedem Strahle von o
den auf ihm senkrechten Strahl von o, zuweist. — Dieses Strahlenbiischel o, werde projektivisch und
perspektivisch auf die unendlich entfernte Grade bezogen, so sind die Lothe, welche von den Punkten
von s auf ihre Polaren gefillt sind, die Verbindungslinien der entsprechenden Punkte zweier projek-
tivisch auf einander bezogenen Graden, von welchen die cine in unendlicher Entfernung liegt; sie um-
hiillen also im Allgemeinen eine Parabel.

2. Die beiden erzeugenden Graden liegen im Allgemeinen schief gegen einander, denn
der Pol desjenigen Strahles von &, auf welchem s selbst senkrecht steht, liegt im Allgemeinen in
endlicher Entfernung auf s; dieser Punkt entspricht dem Punkte der unendlich entfernten Graden,
welehen sie mit s gemein hat (ist der Berithrungspunkt der Parabel in s). Die Durchmesserrichtung
der Parabel steht auf dem durch ¢ gelegten Durchmesser der gegebenen Curve % senkrecht; die
Tangente im Scheitel der Parabel erhillt man, indem man durch den Pol desjenigen Strahles von o,
welcher die Durchmesserrichtung der Parabel hat, ein Loth auf die Durchmesserrichtung fillt, d. h
eine Parallele zu dem durch o gehenden Durchmesser der Curve % zieht. — Nur wenn & ein Punkt
ciner der beiden Axen der Curve ist, licgen dic Graden s und die unendlich entfernte Grade per-
speltivisch; in diesem Falle gehen die simmtlichen Linien, um die es sich handelt, durch einen Punlkt
derselben Axe. — Es liisst sich dies auch folgendermassen beweisen: Es sei o ein Punkt einer Axe @}
man lege durch den Pol eines Strahles von ¢ ein Loth gegen den Strahl, derselbe schneide die Axe
a im Punkte ¢, so ist r Mittelpunkt eines Strahlenbiischels, welehes zu o projektivisch ist, wenn
man jedem Strahle von ¢ den ihm konjugirten von = zuweist; 3 von diesen Strahlenpaaren stehen
senkrecht zu einander, folglich alle.

3. Es sei o ein Strahlenbiischel L 0., dessen Mittelpunkt auf einer Axe « liegt, = der Mittel-
punkt desjenigen Biischels, welches von den auf den Strahlen von & senkrechten und gleichzeiliz
ihnen (polar) konjugirten Strahlen gebildet wird, so sind diese beiden Strahlenbiischel projektivisch
auf cinander bezogen, wenn jedem Strahle des einen der ihm konjugirte des andern zugewiesen ist;
dieselben erzeugen auf der andern Axe 2 ihnen perspektivische, demnach projektivisch anf einander

bezogene Punktreihen. — Es seien o und 7' 2 einander zngeordnete Punkte dieser Punktreihen, so
sind sie nach 2. die Mittelpunkte zweier Strahlenbiischel von solcher Beziehung, dass jeder Strahl
des einen Bischels auf dem ihm konjugirten Strahle des andern Biischels senkrecht steht. — Die
Punktreihen ¢" <" liegen involutorisch, denn die Hohen eines Dreiecks schueiden sich in einem
Punkte. — Wenn die Punkte & = vom Mittelpunkte aus nach derselben Seite liegen, so liegen o <
auf entgegengesetzten Seiten des Mittelpunlkts, und umgekehrt. — Demnach ergibt sich:

In jeder der beiden Axen einer Curve II. O. bilden die Mittelpunkte je zweier Strahlen-
biischel von solcher gegenseitigen Beziehung, dass die Strahlen des einen auf den konjugirten Strahlen
des andern senkrecht stehen, eine involutorische Punktreihe, in welcher je 2 zusammengehirige
Mittelpunkte einander zugeordnet sind; ausserhalb der Axen gibt es solche Punktreihen, solche
Paare von Strahlenbiischeln L O. nicht. — In jeder der beiden Axen ist der Mittelpunkt der Curve
Mittelpunkt der Involution. — In der einen Axe hat die Involution Ordnungspunkte, in der andern
nicht. — Die Ordnungspunkte der Involution heissen Brenn punkte. FEin Brennpunkt ist demnach
der Triger cines rechtwinklig involutorischen Strahlenbitschels, in welchem die einander zugeordneten
Strahlen polar konjugirt sind.

4. Jede Curve II. O. hat 2 Brennpunkte in einer Axe. — Die Axe, welche die Brennpunkte
enthalt, heisst Hauptaxe. Die Brennpunkte sind innere Punkte: denn jedes involutorische Strahlen-
btischel I. O. aus konjugirten Strahlen, dessen Mittelpunkt cin dusserer Punkt ist, hat Ordnungs-
strahlen, kann also kein rechtwinkliges sein. — In der Ellipse liegen die Brennpunkte in der
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grossen Axe; denn wenn man in demjenigen Rechtecke, welches der Ellipse umschrieben ist,
von cinem Lckpunkte ein Loth auf seine Polare (die Verbindungslinie der Scheitel der Haupt- und
der Nebenaxe) fillt, so schneiden dieselben die grosse Axe auf derjenigen Seite vom Mittelpunkte,
auf welcher der betreffende Eckpunkt liegt, die Nebenaxe auf der entgegengesetzten. — In der Hy-
perbel ist die Hauptaxe dicjenige, welche die Hyperbel schneidet, denn die andere Axe hat keinen
innern Punkt. In der Parabel liegt ein Brennpunkt in unendlicher Entfernung; der andere Drenn-
punkt liegt in der Mitte zwischen den Punkten, wo die Tangente und die Normale eines Punktes
der Parabel die Axe schneiden.

5. Wenn man von einem Punkte ausserhalb einer Curve II. 0. 2 Tangenten an die Curve
legt und deren Winkel halbirt, so sind diese beiden Halbirungsstrahlen konjugirte Strahlen in Bezug
auf die Curve und stehen auf einander senkrecht, bestimmen also in der Hauptaxe 2 zugeordnete
Punkte derjenigen Involution, deren Ordnungspunkte die Brennpunkte sind; deshalb bilden sie auch
mit denjenigen Strahlen, welche den Ausgangspunkt der beiden Tangenten mit den Brennpunkten
verbinden, gleiche Winkel. — Daraus folgt: Wenn man von einem fusseren Punkte einer Curve IL. O.
9 Tangenten an die Curve zieht und denselben Punkt mit beiden Brennpunkten verbindet, so bildet
die eine Tangente mit der einen Yerbindungsline denselben Winkel, wie die andre Tangente mit der
anderen Verbindungslinie. — Eine Curve IL O. ist durch einen Bremnpunkt und 3 Tangenten voll-
stiindig bestimmt.

Eine Tangente einer Curve II. O. bildet mit den Verbindungslinien ihres Berithrungspunlktes
mit den Brennpunkten gleiche Winkel. — Daraus folgt:

Wenn man an die Gesammtheit derjenigen Curven I 0., welche dieselben Brennpunkte
haben, (Ellipsen und Hyperbeln, wenn beide Brennpunkte in endlicher Entfernung liegen, Parabeln,
wenn einer in unendlicher Entfernung liegt, wo also die Parabeln den einen Brennpunkt und die
Lage der Axe gemein haben) von einem festen Punkte die Tangentenpaare zieht, so bilden dieselben
¢in involutorisches Strahlenbiischel mit Ordnungsstrahlen.

@ 7wei durch einen Bremnpunkt gezogene senkrecht gegeneinander stehende Strahlen sind
konjugirt, d. h. der Pol des einen liegt auf dem andern. Zieht man also von einem dusseren Punkte
des cinen Strahles 2 Tangenten an die Curyve, so wird die Verbindungslinie der Berithrungspunlkte
durch die beiden vom Brennpunkte aus gezogenen Strahlen harmonisch getheilt, also bilden die Ver-
bindungslinien des Brennpunktes mit den Berithrungspunkten mit den beiden ersten Strahlen sleiche
Winkel. — Demnach: Der Winkel der Verbindungslinien eines Brennpunktes mit den beiden Be-
rithrungspunkten zweier Tangenten wird durch die Verbindungslinie desselben Brennpunktes mif
dem Schnittpunkte der beiden Tangenten (resp. durch den darauf senkrechten Strahl) halbirt. —
Nennt man die Polare eines Brennpunktes Leitlinie, so hat man den Satz: Die Verbindungslinie
gines Bremnpunktes mit einem Punkte 4 der zugehorigen Leitlinie steht auf der Verbindungslinie
desselben Brennpunktes mit dem Bertthrungspunkte giner vom Punkte 4 an die Curve gezogenen
Tangente senkrecht.

7. Es seien « g irgend 2 Punkte einer Curve 1L O., ¢ ein Brennpunkt, ¢ der Schnittpunkt
der Tangenten in ¢ und 3, # der Schnittpunkt von g mit der zu ¢ gehirigen Leitlinie /, so stehen
¢d und ¢x auf einander senkrecht, ¢d sowohl wie ¢« bildet mit ¢a und ¢f gleiche Winkel, ¢ und
3 werden durch » und ¢4 harmonisch getrennt. Hicraus ergibt sich, dass eine Curve I1. 0. durch
einen Brennpunkt und 3 ihrer Punkte vierdeutig bestimmt ist.

8. Zieht man von « und 8 Parallelen zu ¢d, welche die Leitlinie 7 in «; und 2, schneiden,
so werden auch diese Punkte «, und 2, durch z und ¢d harmonisch getrennt, also auch die Strahlen ga,
und ¢, durch ¢d und ¢x harmonisch getrennt, folglich bildet ¢d sowohl wie ¢x auch mit gz, und ¢3, gleiche

g*
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Winkel, folglich ist J gaa, ~ ¢33, , folglich: ¢a:¢f = au,:53, . TFillt man von « und £ Lothe
aw, und A2, auf 7, so ist ew:8F, = aa,:53, folglich ga:ef = auy:fR,; potaa, = ¢f:58,, d. h.

das Verhiiltnis des Abstandes eines Punktes der Curve von einem Brennpunkte zum Abstand des-
selben Punktes der Curve von der zugehbrigen Leitlinie ist fiir alle Punkte ein und dasselbe. —
Der konstante Werth dieses Verhiltnisses fiir den Brennpunkt ¢ soll & heissen.

9. Heissen die beiden Brennpunkte einer Ellipse oder Hyperbel ¢ und ¢', ihre beiden
Leitlinien 7 und 7', der Berithrungspunkt ciner beliebigen Tangente «, ihve Schnittpunkte mit 7 und
' 2 und 4, so sind die rechtwinkligen Dreiecke gal und ¢'«l’ fhulich, folglich ga:ui = ¢'a: ¢'¥';
folglich, wenn man von « ein Loth auf 7 fillt, welches 7 und 1 resp. in ¢, und «] schueidet, so ist
guiaw, = ¢'aiaa; d.h. der konstante Werth von e ist fir beide Brennpunkte derselbe. Und ferner

po -+ pla pa— ¢'a
E=E—— !
ag, - aa; ity — ey

Nun ist aber im Falle der Ellipse aa, 4 ¢«/ und im Falle der Hyperbel ae, — «a’ der Abstand
der beiden Leitlinien von einander, also kkonstant, mithin ist im Falle der Ellipse die Summe der
Abstinde eines Punktes von den Brennpunkten, im Falle der Hyperbel die Differenz der Abstinde
eines Punktes von den beiden Bremnpunkten konstant. Diese konstante Smmme oder Differenz ist
der Abstand der beiden Hauptscheitel, ist die Linge der Hauptaxe. Im Falle der Ellipse ist
die Hauptaxe kleiner als der Abstand der Leitlinien, ist e <1; im Falle der Hyperbel ist die Haupt-
axe grosser als der Abstand der Leitlinien, ist e= 1. — Versteht man in der Doppelgleichung
. ! !

Sack S-I—f — 0 2, unter a speziell einen der beiden Scheitel, folglich unter ¢, und al
ag, -+ aa; ao, — ad,
die Schnittpunkte der Hauptaxe mit den beiden Leitlinien, so ergibt sich, dass e auch das Verhiltnis
des Abstandes der Brennpunkte von einander zur Hauptaxe ist.

Im Falle der Parabel ist =1, da der Scheitel in der Mitte zwischen Brennpunkt und
Leitlinie liegt. — Hierdurch ist der Zusammenhang mit den elementaren Eigenschaften der Kegel-
schnitte vollstindig hergestellt.

Regelschaaren und Regelflichen.

§ 27. 1. Zwei projektivisch anf einanander bezogene Graden s und s, im Raume, welche
keinen Punkt mit einander gemein haben (nicht in einer Ebene liegen), erzeugen eine Regelschaar,
d. h. eine kontinuirliche Folge von Graden, welche die enfsprechenden Punkte von s und s, mit
einander verbinden. Diese Regelschaar erfilllt also eine Fliche, die man Regelfliiche nennt. —
Keine 2 Graden der Schaar haben einen Punkt mit einander gemein.

2. Wenn man s zum Triiger eines Ebenenbiischels I O. macht, welches perspektivisch auf
§; bezogen ist, und s, zum Triiger cines Ebenenbiischels, welches perspektivisch auf s bezogen ist,
so sind dadurch die Ebenenbiischel projektivisch auf einander bezogen, die Schuittlinien entsprechen-
der Ebenen sind die Strablen der unter 1. erzeugten Schaar; das Erzeugnis zweier projektivischen
Punktreihen, deren Triiger keinen Punkt gemein haben, ist also dasselbe, wie das Erzeugnis zweier
projektivischen Ebenenbiischel, deren Axen keinen Punkt gemein haben.

3. Wiihlt man 3 beliebige Projektionsstrahlen ¢¢, £, der Punktreihen s und & (drei Strahlen
der durch sie erzeugten Regelschaar) und zieht eine Grade sy, Welehe die 3 Graden ¢ ¢, ¢, schneidet,
so schneidet sie die simmtlichen Strahlen der Regelschaar. Denn macht man s und s wie in 2. zu
Trigern zweier Ebenenbiischel, so erzeugen dieselben auf s, 2 projektivisch auf einander bezogene
Punktreihen; diese haben vermige ¢4, ¢, 3 Punkte entsprechend gewmein, folglich alle, — Die Grade




s, ist Triiger ciner Punktreihe, welche zu s resp. s, projektivisch ist, wenn diejenigen Punkte dieser
Strahlen einander zugewiesen sind, welche durch die Strablen der Schaar ¢, 4,. .. verbunden sind.
Fs gibt unendlich viele Graden, welche die Graden ¢, 4, schneiden; sie erfiillen dieselbe Regelfliiche,
wie die durch s und s, erzeugte Regelschaar; sie theilen je 2 der 3 Strablen ¢ ¢, und ¢ etwa 1,
und ¢, projektivisch, wie man sofort erkennt, wenn man ¢ zur Axe eines Ebenenbilschels macht,
welches man perspektivisch auf ¢, und 7, bezieht. — Demnach ist eine Regelfliiche vollstindig be-
stimmt durch 3 Graden, von denen nicht 2 einen Punkt gemein haben. Sie ist der Triiger von 2 Re-
gelschaaren von solcher Beschaffenheit, dass nie 2 Strahlen derselben Schaar einen Punkt gemein
haben, dagegen jeder Strahl der einen Schaar durch jeden Strahl der andern Schaar geschnitten
wird. -— Je zwei Strahlen der einen Schaar werden durch die simmtlichen Strahlen der anderen
Schaar in projektivischen Punkireihen seschuitten. — Je zwei Strahlen der einen Schaar sind die
Axen projektivischer Ebenenbiischel, deren entsprechende Ebenen durch die Strahlen der anderen
Qehaar bestimmt sind. — Wenn 4 Strahlen der einen Schaar einen Strahl der anderen Schaar in 4
harmonischen Punkten schneiden, so sehneiden sie jeden anderen Strahl dicser Schaar in 4 harmo-
nischen Punkten und heissen harmonische Strahlen. — Sie bestimmen gleichzeitig mit jedem
Strahle der anderen Schaar ein harmonisches Ebenenbiischel und kinnen ebenso gut hierdurch de-
finirt werden.

§ 28, 1. Wenn man einen Strahl s der einen Schaar festhilt, und den Strahl ¢ der an-
deren Schaar alle seine Lagen durchlaufen lisst, indem man ihn lings eines anderen Strahles s, der
ersten Schaar entlang cleiten lisst, ohne dass ;¢ umwendet, so durchliuft der Punkt s¢ die Grade s
kontinuirlich ohne umzuwenden, und die Ebene st dreht sich kontinuirlich um &, ebenfalls ohne um-
zuwenden. — Demnach:

Durch jeden Punkt einer Regelfliche gehen 2 Grade, weleche ganz in derselben liegen; durch
keinen mehr wie 2. Jede Ebene, welche 1 Strahl emer Regelfliche enthiilt, enthiilt noch einen ZWel-
ten Strahl derselben, niemals 3. Line Grade, welche mit einer Regelfliche 3 Punkte gemein hat,
lieat ganz in derselben. Eine Ebene, welche wit einer Regelfliiche 2 Graden s und ¢ gemein hat, hat
ausser denselben keinen Punkt mit der Fliche gemein, da jede in it durch einen solchen Punkt ge-
zosene Grade ganz in der Fliche liegen, die Fliche also mit der Ebene zusammenfallen wiirde. —
Alle durch den Punkt st in der Ebene s¢ gezogenen graden Linien haben mit der Fliche nur den
Punkt s¢ gemein; sie sind Tangenten der Fliche; alle durch den Punkt s¢ ausser der Ebene st
und alle in der Ebene s¢ ausser durch den Punkt st gezogene Graden haben 2 Punkte mit der Fliche
semein und sind nicht Tangenten. Die Ebene sty der geometrische Ort der Tangente im Punkte st,
ist die Tapgentialebene in st; der Punkt s¢, der Schnittpunkt aller Tangenten der Regelfliche in
der Ebene st, ist der Beriihrungspunkt.

Fine Grade, welche Triiger von 3 Tangentialebenen ist, liegt in der Fliche und ist Triiger von

unendlich vielen Tangentialebenen. — Eine.Grade, welche mit der Fliiche 2 Punkte gemein hat, ist
Triiger von 2 Tangentialebenen. — Kine Grade, welche die Fliche berithrt, mit ihr 1 Punkt gemein
hat, ist Triger 1 Tangentialebene. — Eine Grade, welehe mit der Fliche keinen Punkt gemein hat
ist Triger keiner Tangentialebene. Umkehrung dieser Sitze.

§ 29. 1, a. Der Schnitt einer Regelschaar mit einer Bbene, die nicht Tangentialebene ist,
i<t eine Curve IL 0. — Denn betrachtet man die Regelschaar als das Erzeugnis zweier projekti-

vischen Ebenenbiischel, deren Axen irgend zwei Strahlen der anderen Schaar sind, so werden die-
selben durch die Ebene in zwei projektivischen Strahlenbiischeln geschnitten, deren Erzeugnis die Curve
IL O. ist. — Dieselbe Curve ist auch der Schnitt derselben Ebene mit der zweiten Regelschaar.
Folglich ist der Schuitt einer Regelfiiche mit einer Fbene, die nicht eine ibrer Tangentinlebenen ist,
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eing Curve II. 0. Durch jeden Punkt der Curve gehen 2 Strahlen, die den beiden Schaaren ange-
hiren, und ihre Ebene schneidet die Schnittebene in einer Graden, welche Tangente der Fliche und
der Schnitteurve ist.

1. 'b. Wenn man die Strahlen einer Regelschaar von einem Punkte, der nicht der Regelschaar
angehort, projicirt, so bilden die projicirenden Ebenen ein Ebenenbiischel IL 0. (umbhiillen einen
Kegel IL 0.). — Denn betrachtet man die Regelschaar als das Erzeugnis zweier projektivischen
Puanktreihen, deren Tréger irgend 2 Strahlen der anderen Schaar sind, so bestimmen diesclben mit
dem gegebenen Punkte 2 projektivische Strahlenbiischel mit demselben Mittelpunkte in verschiedenen
Ebenen; die Verbindungsebenen entsprechender Strahlen sind dieselben, wie diejenigen, welche die
Strahlen der gegebenen Regelschaar von den gegebenen Punkten aus projiciren. — Dasselbe Ebenen-
biischel IL O. projicirt auch die zweite Regelschaar von demselben Punkte aus. — Man kann also
sagen, dass eine Regelfliche II. O. von einem Punkte, der nicht in der Fliche liegt, durch ein Ebenen-
biischel IL. O. projicirt wird. — Jede Ebene des Ebenenbiischels I1. Q. enthiilt zwei Strahlen, die den
beiden Regelschaaren angehiren; die Verbindungslinie ihres Schnitt punktes mit dem gegebenen Punlkte
ist Tangente sowohl der Regelfliiche als des Ebenenbiischels.

2. a. Die Gesammtheit der Tangentialebenen einer Regelfliche IL. 0., deren Berithrunsgpunkte
in einer Ebene, die nicht Tangentialebene der Fliche ist, liegen, also nach 1. a. eine Curve IL O.
erfilllen, ist ein Ebenenbiischel II. 0. — Denn man wiihle 3 der Tangentialebenen 4 B ¢, deren Be-
rithrungspunkte « 37 seien, so schneiden dieselben einander in einem Punkte a; dieselben Ebenen
A B € schneiden die Ebene der Curve in 3 Graden a b e, welche Tangenten der Curve sind. Pro-
jieirt man nun von o aus einerseits die Gesammtheit der Tangenten der Curve, andererseits die Ge-
sammtheit der Strahlen der einen oder der anderen Regelschaar, so erhiilt man 2 Ebenenbiischel 1L 0.,
welche 3 Ebenen und die in ihnen liegenden Beriihrungsstrahlen gemein haben, also identisch sind.

2. b. Die Gesammmiheit der Punkte ciner Regelfliiche, in welchen sie von den Ebenen
eines Ebenenbiischels IL. O. beriihrt werden, welches die Strahlen der einen oder der anderen Schaar
von einem gegebenen Punkte aus projicirt, liegen in einer Ebene, erfiillen also eine Curve IL 0.
— Denn man wihle 3 solche Berithrungspunkte « 77, deren Tangentialebenen A B (' seien, so liegen
dieselben in einer Ebene S. Diese schneidet nun sowohl die Regelfliche I 0. als auch denjenigen
Kegel IL O., welcher von dem gegebenen Ebenenbiischel 1L 0. umhiillt wird, in einer Curve II. O.;
diese beiden Curven stimmen in 3 Punkten und den Tangenten in ihnen itherein; sie sind also
identisch.

§ 30. 1. Die Regelfiichen unterscheiden sich danach, ob zu ihren Tangentialebenen die
uncndlich entfernte Ebene gehort oder nicht gehért. Der Fall, dass die unendlich entfernte Ebene
mit der Fliche keinen Punkt gemein hat, kann nicht vorkommen. Eine Regeltliiche, welche die
unendlich entfernte Ebene zur Tangentialebene hat, nennt man hyperbolisches Pa raboloid; ecine
solche, welche die unendlich entfernte Ebene nicht zur Tangentialebene hat, nennt man einschaliges
Hyperboloid.

2. Da jede Tangentialebene eine Grade der einen Regelschaar und gleichzeitig eine Grade
der anderen Schaar enthillt, so muss im hyperbolischen Paraboloid die eine Schaar sowohl wie die
andere Schaar eine unendlich entfernte Grade enthalten. Eine unendlich entfernte Grade ist durch
cine in endlicher Entfernung liegende Ebene gegeben; demnach miissen die Strahlen jeder einzelnen
der beiden Schaaren einer bestimmten Ebene pavallel sein. Und umgekehrt, wenn die Strahlen der
einen Schaar einer Ebene parallel sind, was zur Folge hat, dass dasselbe auch fiir die Strahlen der
anderen Schaar stattfindet, so ist die Fliche ein hyperbolisches Paraboloid. — Dasselbe wird von
einer Ebene in einer Ilyperbel oder in einer Parabel geschnitten; das Letztere nur dann, wenn die
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Sehnittebene durch den Berithrungspunkt der unendlich entfernten Fhene geht, d. h. wenn die
Schnittebene der Schnittlinie der beiden Ebenen parallel ist, welchen die Strahlen der beiden Schaaren
parallel sind.

Anm. Es lisst sich leicht direkt elementar mit Massbestimmungen beweisen, dass, wenn die
Strahlen der cinen Schaar einer Regelfliche eiver Ebene parallel sind, dies auch fiir die Strahlen

dor anderen Schaar stattfindet. — Es scien a a, a, irgend drei Strahlen der einen Schaar, b b, b, irgend
3 Strahlen der anderen Schaar. — Das einfache Viereck aba,b, wird durch die Ebene a,b, so geschnit-

ten, dass dic 2 mal 4 Abschnitte der 4 Seiten in 2 Gruppen von 4 nicht zusammenstossenden zerfallen,
welche die Bedingung erfilllen, dass das Produkt aus den 4 Strecken der einen Gruppe gleich dem Pro-
dukte aus den 4 Strecken der anderen Gruppe ist; sind nun b &, b, einer Ebene parallel, so sind die
Abschnitte auf @ den Abschnitten auf a, proportional, folglich sind auch die Abschnitte anf b den
entsprechenden auf &, proportional, folglich auch @ a, a, einer Ebene parallel.

3. Das einschalige Hyperboloid wird von der unendlich entfernten Ebene in einer Curve
I1. 0. geschnitten; die Gesammtheit der Tangentialebenen, welche die Fliiche in ihren unendlich ent-
fernten Punkten beriihren, bildet einen Kegel IL O., Asymptotenkeg el; jeder Strahl dieses Kegels
ist einem Strahle der einen Schaar und zugleich einem Strahle der anderen Schaar parallel; jeder
Strahl der Fliche ist cinem Strahle des Asymptotenkegels parallel; die Strahlen der Regelfiiche sind
cinander paarweise parallel. — Das einschalige Hyperboloid wird von einer Ebene in ciner Ellipse,
Hyperbel oder Parabel geschnitten, je nachdem die Schnittebene keinem Strahle, zweien Strahlen
oder cinem Strahle des Asymptotenkegels parallel ist.

§ 31. 1. a. Durch eine gegebene Curve 1L O. lassen sich unendlich (unendlich mal un-
endlich) viele Regelfliichen IL O. legen. — Man wihle 2 willkiirliche Punkte der Curve o und a,,
mache sie zu Mittelpunkten zweier Strahlenbiischel in der Ebene der Curve und beziehe dieselben
projektivisch so auf einander, dass sie die gegebene Curve erzeugen, lege durch ¢ und o, 2 Graden
¢ und s,, die weder mit einander noch mit der gegebenen Curve in einer Ebene liegen, mache s
und s, zu Triigern zweier Ebenenbiischel 1. O., welche perspektivisch auf die beiden Strahlenbiischel
o und o, und dadurch projektivisch auf cinander bezogen sind, so erzeugen dieselben eine Regel-
fliche IL. 0., welche die gegebene Curve zur Qehnitteurve hat. — Dieselbe lisst sich auch so er-
zeugen, dass man eine Grade lings der Graden s und s, und der Curve gleiten lisst.

1. b. Zu einem gegebenen Kegel IL O. gibt es unendlich (unendlich mal unendlich) viele
Regelflichen IL O., welche mit ihm von demselben Ebenenbiischel II. O. umhiillt werden. Man
withle 2 willkiirliche Ebenen des Ebenenbiischels, S und S,, mache sie zu Triigern zweier Strahlen-
biischel, welche den Mittelpunkt des Kegels zum gemeinsamen Mittelpunkte haben, und beziehe die-
selben projektivisch so auf einander, dass sic das gegebene Ebencnbiischel erzeugen; wiihle in S und
S; 2 Grade s und s,, von denen keine durch den Mittelpunkt des Kegels geht und die einander
nicht schneiden; mache s und s, zu Triigern sweier Punktreihen I. O., welche perspektivisch auf
die beiden Strahlenbiischel und dadurch projektivisch auf einander bezogen sind, so erzeugen die-
selben eine Regelfliche IL O., welche von dem gegebenen Ebenenbiischel umhiillt wird. — Dieselbe
lisst sich auch so erzeugen, dass man eine Grade lings der beiden Graden s und s, und des ge-
gebenen Kegels 1L O. gleiten lasst.

9. a. Durch 2 Curven IL 0., welche 2 Punkte mit einander gemein haben und in 2 ver-
schiedenen Ebenen liegen, lassen sich unendlich viele Regelfliichen legen. — Die beiden Curven seien
a und b, ihre gemeinsamen Punkte ¢ und ¢,. Die Tangenten der Curven @ und & im Punkte o
milssen auch Tangenten der gesuchten Fliche sein; die heiden Tangenten bestimmen eine Ebene S,
in welcher die beiden durch ¢ gehenden Strahlen einer durch die beiden Curven gelegten Regel-




fliche liegen miissen; ebenso bestimmt sich fiir den Punkt o, eine Ebene S,. Zieht man in der
Ebene S dureh den Punkt ¢ eine belicbige Grade s, legt durch dieselbe eine Ebene, welche die
Curve a im Punkte @, die Curve & im Punkte @ zum zweiten Male schueidet, legt durch 2 und
a, eine Ibene, welche S, in einer Graden s, schneidet, und macht nun die Graden s und s, zu Axen
zweier Ebenenbiischel und bezieht dieselben projektivisch auf einander, indem man der Ebene S
dic Ehene s,o, der Ebene sa, die Ebene S,, der Ebene sef die Ebene s,e9 zuweist, so erzengen
die beiden Ebenenbiischel eine Regelschaar, welche die Curven @ und & zu Schnittcurven hat. — So
wie die Lage von s gewiihlt ist, ist die Regelfliche eindeutizg bestimmt.

Statt den Strahl s in S durch o willkiirlich zu wiihlen, kann man « und 2 willkiirlich wihlen;
wenn man dem « eine feste Lage anweist und 2 die ganze Curve & durchlaufen lisst, so erhilt man
alle Regelflichen, welche die beiden gegebenen Curven enthalten. Wenn a4 die Ebene S in 4 und
die Ebene S, in A, schneidet, so sind ¢l und o4, die Linien s und s,, die Triiger der beiden die
Regelschaar erzeugenden Ebenenbiischel. — Wenn 4 und 4, in cinem Punkte der Schnittlinie von
S und 8, zusammenfallen, so ergibt sich der Grenzfall des Kegels; man erhiilt denselben, indem
man durch « und die Grade SS, eine Ebene legt; dieselbe schneidet die Curve & im Allgemeinen
und hochstens in 2 Punkten; es gibt deshalb im Allzemeinen und hichstens unter den durch @ und
b zu legenden Regelflichen zwei, welche sich im Grenzfalle des Kegels befinden. — Im Falle des
Kegels liegen die Tangenten in « und 2 an e und & in einer Ibene, gehen also durch einen Punkt
von ga,. Wenn demnach das begrenzie Stiick von gg, in Bezug auf beide Curven a und # innere
Punkte oder in Bezug auf beide Curven dussere Punkte enthiilt, so gibt es 2 Kegel; wenn dagegen
das begrenzte Stiick von s, in Bezug auf die eine der beiden gegebenen Curven innere Punkte, in
Bezug auf die andere dussere Punkte enthiilt, so gibt es keinen Kegel.

Wenn die Corven e und & Hyperbeln sind, und man nimmt fiir « einen unendlich entfernten
Punkt von a, gleichzeitig fiir 4 einen unendlich entfernten Punkt von 5, so ist die erzengte Fliche
ein hyperbolisches Paraboloid. — Sind also « und & Hyperbeln, so gibt es unter den erzeugten Regel-
flichen 4 hyperbolische Paraboloide, welche in 2 resp. in 1 zusammenfallen, wenn an die Stelle
einer Hyperbel eine Parabel tritt oder wenn beide Hyperbeln in Parabeln iibergehen.: in diesem
letzten Falle bietet das Paraboloid einen besonders zu beachtenden Grenzfall. — Ternere lehrreiche
Grenzfille treten ein, wenn die gemeinsamen Punkte der beiden Curven nicht beide in endlicher
intfernung liegen.

2. b. Zu 2 gegebenen Ebenenbiischeln I O. mit verschiedenen Mittelpunkten, welche 2
Paare Ebenen gemein haben, gibt es unendlich viele Regelflichen, welehe von beiden Ebenenbiischeln
umhiillt werden. — Die Entwickelung geht der unter 2. a. parallel. —

§ 2. Die Entwickelungen in § 27 bis 31 enthalten eine Anzahl ven Grenzfillen, welche
besondere Deriicksichtigung verdienen; einige derselben sind schon berticksichtigt worden. — Die-
selben entstehen dadurch, dass die Triiger der die Regelschaaren erzengenden Punktreihen oder
Ebenenbiischel I. 0. einen Punkt gemein haben; ferner dadurch, dass die Schnittebenen die Flichen
in graden Linien schneiden, endlich dadurch, dass der Mittelpunkt der Projektion in der Fliche liegt.

§ 33. 1. Man kann irgend 2 Regelschaaren projektivisch auf einander beziehen, d. h. so auf
einander beziehen, dass je 4 harmonische Strahlen der einen Schaar 4 harmonischen Strahlen der
anderen entsprechen; man kann zu dem Ende irgend 3 Strahlen der einen Schaar 3 Strahlen der
anderen Schaar zuweisen. — Man kann insbesondere die beiden Regelschaaren derselben Regelfliche
projektivisch auf einander bezichen. Man schneide zu dem Inde die Regelfliiche durch eine beliehige
Ebene, die nicht Tangentialebene ist, mache die Schuittcurve zum Triiger zweier projektivischen
Punktreihen, indem man den Punkten « # y der Curve die Punkte a; 3, r, derselben Curve zu-
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weist, withle 2 Punkte derselben Curve ¢, und o, so sind die beiden Strahlenbiischel ¢,(¢3y ...) und
a(a, 3,7, - . .) projektivisch auf einander bezogen; fasst man nun die durch « 3. .. gehenden Strahlen
der einen Regelschaar, und die durch «, & ..., gehenden Strahlen der anderen Schaar ins Auge
und nennt sie resp. abc...s und a, b, ¢, ...s, so ist das Ebenenbiischel s(abe...) ® s(a,fe,...)
und dadurch ebe... Rade .. ¢

Die 3 Ebenen aa, bb, ce, gehen durch einen Punkt; die Ebenen berithven die Regelfliche
in 3 Punkten o' 3 #'; die Ebene '’y schneidet die Fliche in einer Curve II. 0. und die Strahlen

i
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s und s, in 2 Punkten o und o ; dieselben sind Mittelpunkte zweier Strahlenbiischel 1. O., welche
die Schuittcurve o’c’«’ 3y’ erzengen und vollstindig bestimmen; demmach liegen alle Schnittpunkte
entsprechender Strablen der beiden Regelschaaren in der genannten Schnittebene und erfiillen eine
Cuarve IL. 0., welche von den Ebenen des Ebenenbiischels umhillt wird. — Demnach umbhiillen die
Strahlen @e,, 43,, yr, eine Curve IL. O.; ebenso in jeder anderen Schnittebene; wenn insheson-
dere die Schnittebene dureh den Mittelpunkt des Ebenenbiischels 11, O. gelegt wird, so gehen simmt-
liche Verbindungslinien durch einen Punkt. — Da umgekehrt sich durch jede Curve IL. O. unendlich
viele Regelflichen legen lassen, so ergibt sich: Wenn eine Curve IL 0. Triger zweier projelktivischen
Punktreihen ist, so umhillen die Verbindungslinien entsprechender Punkte eine Curve IL O.; die-
selbe kann sich auf einen Punkt reduziren; dann tritt der Fall der Involution ein. —

2. Die Erzengung der Curven IL O. durch 2 projektivisch schief liegende Graden erscheint
hier als Spezialfall des Vorigen, insbesondere die perspektivische Lage zweier projektivischen Punlkt-
reihen I. 0. als ein Spezialfall der invelutorischen Lage zweier projektivischen Punktreiben IL 0.

3. Der Entwickelung unter 1. und 2. geht eine andere, die sich an den Kegel 1I. O. an-
schliesst, durchans parallel. — Entsprechende Sdtze ergeben sich auch fiir das Strahlenbiischel I1. O.
in der Ebene und das Ebenenbiischel II. O.

Die Riicksicht anf die dem Umfange des Programms durch den Etat gezogenen Grenzen
nithigt mich hier abzubrechen. — Der synthetischen Geometrie werden im Sommer-Semester vier
wiichentliche Stunden in Ober-Prima gewidmet; es wird ausser dem Vorstehenden hauptsiichlich noch
die Erzeugung der Flichen zweiten Grades durch reziproke Strahlenbiindel resp. durch reziproke
ebene Systeme nebst einigen ihrer wichtigsten Eigenschaften durchgenommen.

Gallenkamyp.
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