
Die

Geometrie.

Einleitung.

i. Erklärung. Die Geometrie handelt von
der Verglcichung und Ausmessung der Größen im
Raume. Sie setzt die Vorstellung vom Raume
als bekannt voraus, welche auch dem menschliche»
Verstände so eigen und gleichsam angeboren ist, daß
sie keiner besondern Erläuterung bedarf.

2. Erklärung. Größen im Raume sind
alle diejenigen, bey welchen der Begriff, daß sie oder
ihre-Theilc nebeneinander sind. Stattfindet; das ist,
alle diejenigen, bey welchen man auf die Lage der
Theile sieht.

z. Erklärung. Die Gränze einer Größe
im Raume ist der Ort, wo sie aufhört, oder gleichsam

Brandet Geometrie. A
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die Abscheidung, wodurch sie von dem übrigen Raume,
den wir uns als unendlich denken, abgesondertwird.

4. Erklärung. Ein g c 0 m e t ri sch e r Kv r-
per ist ein von allen Seiten oder ringsum begrenz¬
ter Raum.

Anmerkung. Man unterscheidet dm geometrische»

Körper von dem physischen Körper. Dem letztem nämlich

kommen mehrere Eigenschaften, Härte, Undurchdringlich-

keit n. s. w. zu, worauf aber die Geometrie, welche bloß

ans die Größe des Raumes sieht, keine Rücksicht nimmt.

Der geometrische Körper ist bloß eine Abtheilung des Rau¬

mes, in welcher also andre Abtheilungen, das heißt,

andre geometrische Körper gar wohl gedacht werden kön¬

nen, statt daß in dein Raume, wo 'ein physischer Körper
ist, durchaus kein zweyter physischer Körper Platz finden
kaun.

5. Erklärung. Die Gränze, welche einen
Theil des Raumes von dem andern scheidet, heißt eine
Fläche. Daher heißt die Gränze eines Körper»
seine Oberfläche.

6. Erkärung. Eine Fläche ist eben, wenn
sie an der einen Seite genau so ist, wie an der an¬
dern; hingegen ist sie krumm, wenn dieses nicht
Statt findet.

Stellt man sich nämlich vor, daß eine Fläche
eine Abtheilung des Raumes nach einer gewissen Nich-
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tung, z.B. von Norden nach Süden aufrecht stehend,

bildet: so wird an dieser Fläche, wenn sie eben oder

«ine Ebene ist, die Ostscite völlig so beschaffen seyn,

wie die Westseite. Dieses ist hingegen nicht der Fall

bey einer krummen Fläche; denn diese ist nothwendig

hohl oder eingebogen an der einen Seite, wenn sie

erhaben oder ausgebogen, an der andern ist.

7. Erklärung. Einer undum begränzte Fla«

ehe heißt eine Figur, und zwar eine ebene Fi¬

gur, wenn die Fläche eine Ebne ist.

So wie nämlich der Raum im Allgemeinen als

unendlich oder unbegränzt gedacht wird: so ist auch die

ebne Fläche oder die Ebne als unbegränzt anzuneh¬

men; denn man kann sich jene Scheidewand, die

wir vorhin annahmen, als nach Norden und Süden,

nach oben und unten so weit erweitert denken, wie

man will. Soll also nur ein bestimmtes Stück dieser

Ebne betrachtet werden: so muß man dieses Stück

durch Gränzen von dem übrigen Theile der Fläche

absondern, und das so rundum begränzte Stück der

Ebne heißt eine Figur.

8. Erklärung. Die Gränze, durch welche

ein Stück einer Fläche von dem übrigen Theile der¬

selben abgesondert wird, ist eine Linie. Jede Fi¬

gur wird also ringsum von einer Linie begränzr,

welche ihr Umfang heißt.

A s
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9. Erkl a r u n g. Eine Linie ist gerade, wenn
alle ihre Theile nach einerley Richtung liegen, oder
wenn sie an der einen Seite ganz so ist, wie an der
andern. Krumm sind hingegen alle Linien, bey
welchen dieses nicht Statt findet.

10. Erklärung. Die Gränze der Linie ist
ein Punct.

Will man nämlich von der unbegränzt fortgehen¬
den Linie nur ein bestimmtcs Stuck betrachten, so ist
das Ende dieses Stückes der Punct, der End-
p u n c t.

11. Folgerungen. Dem Puncte kann man
also keine Größe zuschreiben, denn er ist bloß die
Gränze, wo eine Linie oder ein Stück derselben auf¬
hört, daher läßt sich auch von dem Puncte für sich
allein nichts weiter sagen.

Die Linie hat bloß eine Länge, aber keine Breite,
denn sie dient nur zur Begrenzungder Fläche: —
sie würde schon ein Stück der Fläche selbst seyn,
wenn man ihr Vreice beylegte. Die Fläche hat zu¬
gleich Länge und Breite, aber keine Dicke oder Höhe
und Tiefe. Der Körper endlich hat Länge, Breite
und Dicke oder Höhe.

Man sagt daher, die Linie habe nur eine Ab¬
messung, die Fläche habe zwey Abmessungen und der
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Körper habe drey Abmessungen, und diese Ausdrücke
bedürft» nun keiner weitem Erklärung.

12. Erklärung. Die Geometrie handelt also
zuerst von den Linien und ebnen Figuren, und dieser
Theil heißt die ebne Geometrie, dann aber von
den Körpern im zweyten Theile, welcher die kör¬
perliche Geometrie heißt.

Die ebne Geometrie»

Erster Abs ch nitt.

Von geraden Linien und Winkeln.

iz. Grundsah. Wenn man eine gerade Linie
für sich allein, (nicht in Verbindung mit andern Li¬
nien,) betrachtet, so kann eine gerade Linie sich von
der andern durch gar nichts unterscheiden, als durch
ihre Länge. Gerade Linien also, die gleich lang

sind, sind einander völlig gleich.

Bey krummen Linien ist dieses anders, denn wenn
z, B> in rig. i. auch die Linie ade eben so lang wäre,
als 6sk, ft würde doch niemand beyde ganz gleich nen¬
nen, da ihre Gestalt verschieden ist-

14. Ob zwey gerade Linien einander gleich sind,
würde man. erfahren/wenn man sie an einander hielte.



oder auf einander deckte. Legt man nämlich den End«

punct der einen auf den Endpunct der andern, und die

ganze Linie auf die andre: so muß auch der zweyte

Eudpuncr jener auf den zweyten Endpunct dieser fallen,

wenn beyde gleich sind.

Au merkn uq. Bey krummen Linien findet eine

ähnliche Bestimmung der Gleichheit nur selten Statt; wir

werden aber überhaupt für jetzt allein bey der Betrachtung

gerader Linien stehen bleiben.

15. Grund saß. Wenn zwey Puncte be¬
stimmt sind, durch welche eine gerade Linie gehen
soll: so ist dadurch ihre Lage völlig bestimmt.

Es ist nämlich nicht möglich, zwey von einander

verschicdne gerade Linien zuziehen, die gleichwohl beyde
durch zwey gegebne Puncte uöc und IZ gingen. (?-Z. 2.)

Durch den einzigen Punct L sind unzählige gerade
Linien möglich, wie ^.IZ, IZtH lZO, aber nur eine der¬

selben geht zugleich durch den zweyten Punct /L.

16. Dagegen ist es dann aber auch möglich,

durch jede zwey Puncte eine gerade Linie

zu ziehen. Und selbst da, wo man nicht diese Linie

nlic der Hand wirklich ziehen kann, findet doch nie¬
mand Schwierigkeit, sich dieselbe zu denken, oder halt
eine solche Linie, etwa von einem Puncte der Erde

nach einem Puncte der Sonne gezogen, für unmöglich.



Auch kann man sich jede gerade Linie
über ihre End puncte hinaus, so weitman
tvill, verlängert denken.

17. Das gewöhnliche Instrument, dessen man
sich unter dem Namen des Lineals bedient, um gerade
Linien zu ziehen, ist bekannt genug.

Um zu prüfen, ob die Seite eines Lineals gerade
sey, dient folgende Regel: Man ziehe zuerst an der
Seite ade des Lineals z.) welche gerade
seyn soll, die Linie alzc, alsdann kehre man das Lineal
um und lege es wie Lv, daß nämlich der Endpunct a
in a und c in e bleibt und ziehe nun an derselben
Seite des Lineals hin die Linie ad"o. Wenn nun das
Lineal gerade ist, so muß ak"o mit ado einerley seyn,
oder das Lineal muß wieder an die zuerst gezogne Linie
anpassen; im entgegengesetzten Falle, wenn die beyden
Linien aloo, ak"c verschieden sind, ist das Lineal nicht
gerade.

18. Grundsaß. Zwey gerade Linien kön¬
nen einander nur in einem Puncte schneiden.

Hatte die gerade Linie (?ig. 2.) mit der gera¬
den Linie noch einen zweyten Punct gemein, so
würde sie ganz mit zusammenfallen, oder gar nicht
von derselben verschieden seyn.
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Erklärung. Wenn zwey gerade Linien^
die in einer Ebne liegen, einander schneiden, wieW,
(lL (?lZ. 4.), so sind sie gegen einander geneigt;
und die Größe der Neigung oder die Lage der Li^
uicn gegen einander wird bestimmt durch die Größe
des Winkels LIlL, den sie mit einander machen.

20. Erklärung. An dem Winkel L?.L,
welcher von der graben Linie W, LL gebildet wird,
heißt li, nämlich der Punct, wo die Linien einan¬
der schneiden, der Scheitel Punct des Winkels,
die Linien LL und LL aber heißen seine Schen¬
kel.

21. Da die Größe des Winkels bloß von der
Lage der Linien abhangt, und nichtvon ihrer Länge:
so bleibt die Größe des Winkels ungeändert, wenn
man auch gleich die Schenkel länger oder kürzer an¬
nimmt.

22. W i llk üh r l ich cr Sa h. Man bezeich¬
net gewöhnlich eine gerade Linie dadurch, daß man
an ihre beyden Endpuncte Buchstaben setzt, und dann
unter der Linie (?-Z. 2.) diejenige, welche von
^ bis k reicht, oder deren Endpunkte ^ und L
sind, versteht.

Einen Winkel bezeichnet man durch drey Buch¬
staben, deren einen man an den Scheitelpunktund
ciuc» an jeden Schenkel setzt. Um alsdann die Win-
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kcl zu benennen, z. B. den in ?!g. 4. , schreibe man
den am einen Schenkel sichenden Buchstaben voran,
den am Scheitel in der Mitte, und den am andern
Schenkel stehenden hinten, also (6I6IZ. Statt des
Worts Winkel setzt man auch wohl dieses Zeichen

also <! L16L. Zuweilen schreibt man dafür
kürzer der Winkel 16.

Hiernach bedeuten inlkig. g. cnv,
vier verschiedne Winkel, hingegen /cLL und OL^., auch
5NL und S.NL sind einerley Winkck.

2 z. Grund saß. Zwey Winkel sind

einander gleich, wenn sie auf einander gelegt,

einander decken.

Sind ^nämlich (?ig. 6.) die beyden Winkel
und Dick' so beschaffen, daß, wenn man, 16

auf 16 und die Linie auf 161) legt, auch die
Linie 1ZL auf 161' fallt: so decken sie einander und
sind offenbar einander gleich. Ucbrigens kommt es
hier auf die Lange der Schenkel nicht an, sondern
die Winkel können gleich seyn, wenn auch die Schen¬
kel des einen länger, als die des andern sind.

24. Erklärung. Menn man von irgend
einem Puncte (6 der graben Lime (?ig. 7.) eine
grade Linie (6O zieht, welche gegen die erstere geneigt
ist: so entstehen zwey Winke', welche beyde ihren
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Scheitel in 6 und den Schenkel 6l) gemeinschaftlich
habe», und deren beyde andere Schenkel 6^., Lk
zusammen eine einzige grade Linie bilden. Diese bei¬
den Winkel heißen Nebenwinkel.

!

25. Erklärung. Wenn (61'g. 8>) die gerade
Linie 61 auf der geraden Linie so steht, daß die
beyden Nebenwinkel einander gleich sind: so heißen
diese Winkel rechte Winkel, und die Linie» stehen
senkrecht, lothrccht, pcrpendicu l är auf
einander, (welche letztere drey Ausdrücke gleichbedeu¬
tend sind).

26. Grundsatz. Alle rechte Winke!
sind einander gleich.

Es ist nämlich klar, daß bey einer jeden geraden
Linie die gleichen Nebenwinkel bey der einen völlig
so ausfallen werden, wie bey der andern.

27. Weil alle rechte Winkel gleich sind, so
kann man nach einem, ein für allemal verfertigten
Winkel - Lineale alle rechte Winkel zeichnen. Ob
ein solches rechtwinklichtcs Winkel-Lineal richtig ge¬
arbeitet sey, bestimmt man dadurch, daß man (?ig. 8.)
eine grade Linie 611 zieht, dann an diese den einen
Schenkel des Winkel-Linealslegt und am andern
Schenkel die Linie 61 zieht. Ist nun das Winkel-
Lineal richtig: so muß, wenn man jetzt den einen
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Schenkel an 61 legt, der andere ganz genan an der

Verlängerung vvn 66, nämlich an 66 anliegen.

2g. Willkührlicher Satz. Man bezeich¬

net die Größe des rechten Winkels durch 6; also

661 22 6 heißt: der Winkel 661 ist ein rechter
Winkel.

29. Erklärung. Winkel, die kleiner als

e in rechter Winkel sind, heißen spitzige Winkel;

diejenigen hingegen, welche größer, als ein rechter

Winkel sind, nennt man stumpfe Winkel.

So ist in7. der Winkel äLO stumpf, aber

LW spitz.

zo. isier Lehrsatz. Zwey Neben?

Winkel ^lüO, D6L, welche nämlich auf

einer geraden Linie liegen, betragen zu¬

sammen genau so viel, als zwey rechte Win¬

kel. (Ilg? 7.)

Beweis. Es muß allemal möglich seyn, durch

Leine grade Linie, wie 66, so zu ziehen, daß die

Nebenwinkel .^.66, 66V einander gleich werden;

dann sind beyde rechte Winkel, wenn ch.6k eine

grade Linie ist; und offenbar ist auch ^.61) 6>6V

22 ch.66 -s- 6LV 12: 26.

zi. Eben so einleuchtend ist, wenn von dem

Puncte L einer geraden Linie ^.6 mehrere gerade



Linien LO, KT, L? an derselben Seite der Linie
gezogen werden, daß dann die Summe aller an ö

gebildeten Winkel -s- OW ^ LL? -s-
zweyen rechten gleich ist. (?ig. 9.)

Auch wenn man mehrere einzeln gegebne Winkel
hätte, und fügte dies- so an einander, daß alle Schei¬
tel in !Z fielen und allemal zwey Winkel einen Schen¬
kel gemeinschaftlich hätten: so würde die Summe die¬
ser Winkel zweyen rechten gleich seyn, wenn die äu¬
ßersten Schenkel, wie KL eine einzige gerade Linie
bildeten. (big. 9.)

Z2. 2tcr Lehrsatz. Wenn (?iZ. 10.)

die Summe der Winkel -ch DLL so

viel beträgt, als zwey rechte Winkel: so bilden

die Schenkel LL eine einzige gerade

Linie.

Beweis. Ware ^.Lk nicht gerade, so würde,
wenn man L^ über L hinaus verlängert, diese Ver¬
längerung nicht mit LL zusammenfallen; wir wollen
also annehmen, sie fiele in L?. Wäre dies der Fall,
so würde ^.LO OLft 121 2 K. seyn (§. zco.) und
wenn zugleich, wie vorausgesetzt ist, ^.LO OLK
22: 2 K seyn soll, so ist dies unmöglich, sobald L?
von Lö verschieden ist.

zz. Auch wenn (?iZ. 9.) mehrere Winkel ^.kv,
VW, LLft, chkL zusammen so viel betragen, als
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zwey recht?, und man fügt sie so an einander, wie I-z.
9. zeigt, daß nämlich die Scheitel zusammenfallen und
jede zwey Winkel an einander liegend, einen Schenkel
gemeinschaftlichhaben, so werden die äußersten Schen¬
kel LkL, LL eine einzige gerade Linie ausmachen oder
KL wird die geradlinigte Verlängerung von ^ZZseyn.

Z4. ztcr Lehrsatz. Wenn (?iZ. 11.)
um eine!; Punct Q rund um, in derselben Ebne,
Winkel liegen, die alle L zum Schcitelpunct
haben: so ist die Summe aller dieser Winkel
vier rechten Winkeln gleich.

Beweis. Zieht man durch L irgend eine grade
Linie LH, so sind alle an der einen Seite derselben
liegende Winkel zweyen rechten gleich LLL -s- LLO
-s- OLkl 212 2 L und alle an der andern Seite
siegende gleichfalls zweyen rechtem gleich, 6Ls^ -s- /eL?
-s- LLL -s- LLH 221 2 L, also alle zusammen
^.Lö -s- LLL> -s- OLL -s- LL? -s- LLs^ 22:
4 k.

Z5. Auch umgekehrt: wenn man mehrere Win¬
kel hat, die zusammengenommen vier rechte ausma¬
chen, und man fügt diese so aneinander, daß ihre
Scheitel in einen Punct fallen und jeder Schenkel
zweyen, ganz außerhalb einander liegenden Winkel»
gemeinschaftlichgehört: so fällt der äußerste Sehen-
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kel des letzten Winkels mit dem äußersten 'Schenkel
des ersten Winkels zusammen. Es kann nämlich in
Lig. 12., wenn ALL-s-LLO-s-OLL LLL
-4- LLA 22 4 L ist und man an ALL den Win¬
kel LLO, daran OLL und ferner LLL und LLA
fügt, der äußerste Schenkel des letzten Winkels nicht
etwa in La oder Ll> fallen, sondern er fällt in LA.

z6. Erklärung. Wenn zwey gerade Linien
(Lig. iz.) AL und LO einander in L durchschnei¬
den: so entstehen um den Punct L vier Winkel.
Von diesen nennet man allemal die beyden einander
gegen über liegenden, wie OLL, ALL Scheitel¬
winkel oder Vcrtical Winkel, daß also ALL
der zu OLL gehörige und LLL der zu ALO ge¬
hörige Scheitelwinkel ist.

zy. chter Lehrsatz. Wenn I Z.)

zwey gerade Linien AL, (HO einander schnei¬

den: so sind die Scheitelwinkel einander gleich,

nämlich ALO — OLL und ALO — LLO.

Beweis. Da sowohl AL, als OL eine
gerade Linie ist, so macht OLIZ mit ALO und auch
ALL mit ALO zwey rechte Winkel. Man hat
also (§. zo.) OLL -P ALO 22 2 L 22 ALL
<4- ALO, also OLL im ALL. Eben so läßt sich
zeigen, daß LLL 22 ALO sey.
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z8. ?ter Lehrsah. Wenn an einer¬
ley Puncte L, aber an entgegengesetztenSeiten
der geraden Linie (I'iZ. 14.) zwey gerade
Linien LO, so gezogen sind, daß die
einander entgegengesetzten Winkel gleich wer¬
den, nämlich — DI-O, so ist DLO
eine einzige gerade Linie.

Beweis. Wäre DLL nicht gerade, so könnte

man DL geradlinige verlängern, nnd diese Verlänge¬

rung LL würde nicht mit LL zusammenfallen; dann

aber wären ^LL und DLL als Scheitelwinkel ein¬

ander gleich und es könnte nicht zugleich DLL ^

^LL seyn. Es ist also unmöglich, daß die Ver¬

längerung der Linie DL von LL verschieden jey.

Zweyter Abschnitt.

Von den gcradlinigtcn Figuren und vom Kreise.

Zy. Erklärung. Eine Figur heißt gerad¬

linige, wenn sie von lauter geraden Linien einge.

chlossen ist; die geraden Linien, welche sie einschlie¬

ßen, heißen die Seiten der Figuren.

4s. Grundsatz. Zwey gerade Linien
können allein keine Figur bilden, oder keine
Fläche rings um begränjen.



Es giebt also keine gcradlinigte Figur, die we¬

niger als drey Seiten hätte.

41. Erklär u n g. Da jede geradlinige« Figur

eben so viele Winkel oder Ecken als Seiten hat:

so'nennt man eine dreyseitige Figur ein Dreyeck

oder Triangel, eine vierseitige Fignr ein Vier¬

eck, die fünfscitige ein Fünfeck, u. s. w. Auch

nennt man allgemein alle Figuren, welche mehr als

vier Seiten haben, Polygone oder Vielecke.

42. Erklärung. Eine geradlinigte Figur

heißt gleichseitig, wenn alle ihre Seiten gleich

oder von einerley Länge sind, und gleich winklicht,

wenn alle Winkel, welche die Seiten mit einander

machen, einander gleich sind.

4z. Grund saß. Wenn man innerhalb

einer Figur einen Punct annimmt, (?i^.

15.) so wird jede gerade Linie, welche mau

durch diesen Punct ziehen kann, den Um¬

fang der Figur wenigstens zwey mal

schneiden, wenn man sie hinreichend verlän¬

gert.

Denn wenn man von K nach der einen Seite

weit genug fortgeht, so wird man endlich die Grän¬

zen der Figur überschreiten und «ben das wird erfolgen



wenn man nach der gerade entgegengesetzten Rich¬
tung weit genug fortgeht. Ob übrigens diese gerade
Linie den Umfang der Figur nicht etwa in mehr
als zwey Puncten schneiden könne, das muß aus
der besondern Beschaffenheit einer jeden einzelnen
Figur erst bestimmt werden.

44. Grundsatz. Die gerade Linie ist
die kürzeste, welche sich zwischen zwey gegebeneu
Puncten ziehen laßt.

Die gerade Linie ^.k (kig. 16.) ist nämlich
kürzer als irgend eine krumme ^kk oder eine aus
mchrcrn geraden Stücken zusammengesetzte Linie
^LOK, die durch die Endpuncce von ^k ges en.

45. Erklärung. Unter der Entfernung
zweyer Puncte von einander, versteht mau die äuge
der kürzesten, also der geraden Linie, welche sich
zwischen beyden ziehen läßt.

46. 6ter Lehrsatz. In jedem Drey¬
ecke (?iZ. 17.) ist allemal die Summe zweyer
Seiten größer, als die dritte Seite.

Dieses ist eine unmittelbare Folgerung ans
§. 44., es ist nämlich ^k -j- ß>- KL und KL
-P^L>. ^rk.

BrandeS Eromctrie. K

O
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47. 7ter Lehrsatz. Wenn (IiZ. 18.)
von den Endpuncten ö und L einer Seite
des Dreyeckes gerade Linien LO, tck)
nach einem innerhalb des Dreyecks liegenden
Puncte O gezogen werden: so ist die Summe
dieser beyden Linien kleiner, als die Summe
der beyden andern Seiten des Drey¬
ecks, oder es ist ÜD D<ü ^ -st- _^(j.

Beweis. Man vcrlängre öO nach ö, so ist

(§. 46.) Lö < L4 -st- oder welches einer¬

ley ist

LO -st- Oö <1 L^, -st- zugleich ist

ö>0 -< Oö-st-öL, also wenn

man addirt (Arithm. §. 77.)

LO -st- Oö -st- OL ^ L4 -st--st- Oö-st-öO

und wenn man gleich viel von beyden abzieht, noch

LO -st- OL -< L4, -st- -st- öL, das ist, weil

-st- öL — ist, öl) -st- OL <! L.^ -st- ^.L.

sts. Außer den geradlinigtcn Figuren lasst» sich zwar

unzählige krummlinigte denken, welche wie big. 19. ent¬

weder bloß durch krumme Linien oder theils durch gerade,

theils durch krumme begränzt werden; wir betrachten aber

unter allen diesen Linien allein die Kreislinie, welche zu¬

gleich die einfachste krumme Linie und diejenige ist, von

welcher sich die meisten und leichtesten Anwendungen machen
lasse».
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49. Erklärn n g. Die Kreislinie ch.lZLk)
(ssiZ. 20.) ist eine krumme Linie, welche die Eigen¬
schaft hak, daß sie ganz in einer Ebne liegt, und zu
gleich jeder Punct derselben von dem Puncte L,
welcher ihr Mittelpunct oder Centrum heißt,
gleich entfernt ist. Die Figur, welche von der Kreis¬
linie eingeschlossen wird, heißt ein Kreis oder Cir-
kel 0. Die Kreislinie selbst heißt dann der Um¬
fang, der Umkreis, diePcripherie des Kreises.

Anmerkung. Man nennt die Versicherte des Krei¬
ses oft auch den Kreis; richtiger aber ist es, sie Kreis¬
linie zu nennen.

50. Die Entstehung des Kreises kann man
sich vorstellen, wenn man sich denkt, eine gerade Li¬
nie InL werde um ihren einen Endpunct II gedreht;
denn dann beschreibt der andre Endpunct L eine
Kreislinie, wenn LL immer wahrend der Drehung
in einerlen Ebne bleibt. Mai? sieht daher leicht ein,
daß es möglich ist, um jeden Mittelpunkt einen Kreis
von jeder Große zu beschreiben, da man nur die um

herumgedrehtegerade Linie größer oder kleiner
anzunehmen braucht.

51. Ftcr Lehrsatz. Wenn mau durch

den Mittelpunct ZZ eines Kreises eine gerade

Linie LO zieht: so kann diese die Kreislinie in

nicht mehr als zwey Puncten L und D schnei¬

den. (i 2y.)

B 2



20

Beweis. Es ist unmöglich, daß an einerley

Seite von I? zwey vcrschicdne Puncte der gerade» Li¬

nie O und ? gleich weit von L entfernt liegen.

Sollte die gerade Linie D?> die Kreislinie in

mehr als zwey Puncten?, z. B. in V, O und

schneiden, so müßten wenigstens zwey derselben an

derselben Seite von L liegen, wie I) und ?; da nun

der Mittelpunct ist, so müßte dann, nach der Na¬

tur der Kreislinie (§. 49.), LO 22: L? seyn, wel¬

ches unmöglich ist, sobald I' und O zwey von ein¬

ander verschiedene Puncte sind, die an einerley Seite

des Mittelpunkts liegen. Die durch den Mittelpunkt

des Kreises gezogene gerade Linie schneidet also die

Kreislinie nicht mehr als einmal an jeder Seite des

Micrelpunctes.

52. Erklärung. Wenn man die durch den

Mittclpuuct L des Kreises gezogne gerade Linie so

weit verlängert, bis sie die Kreislinie in L und O

schneidet, so heißt das durch die Kreislinie abgeschnit¬

tene Stück k>O der Durchmesser oder Diame¬

ter des Kreises. Hingegen heißt jede vom Mittel-

puncre bis an den Umfang gezogene gerade Linie, wie

k>Il, OZÜ, LL ein Halbmesser oder Radius des

Kreises.

5z. yter Lehrsatz. Alle Durchmes¬
ser desselben Kreises sind einander gleich. —
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Denn der Durchmesser ist doppelt so groß als der
Halbmesser, und daß alle Halbmesser einander gleich
sind, erhellt aus §. 49.

54. lotcr Lehrsatz. Alle Kreise,

die gleiche Halbmesser haben> sind einander völ¬

lig gleich.

Beweis. Wenn man die Mittelpuncte dieser
Kreise auf einander legt und dieFlächen auf einander
deckt, so müssen alle Puncte im Umfange des einen
Kreises auf den Umfang des andern Kreises fallen,
weil, wegen der Gleichheit der Halbmesser beyder
Kreise, alle Puncte im Umfange des einen Kreises
eben so entfernt vom Mittelpuncte sind, als die
Puncte im Umfange des andern Kreises.

55. iiter Lehrsatz. Jeder Durchmes¬

ser theilt die Kreislinie und den ganzen Kreis in

zwey völlig gleiche Halsten, die daher Halb¬

kreise heißen.

Beweis. Diese Halbkreise passen genau auf
einander. Wenn (k'ig. 21.) ein Durchmesser
ist, und man stellt sich vor, der Halbkreis /elstU
werde so auf ^stlülZ gelegt, daß beyder Mittelpunkt
in L und für beyde der Halbmesser in
fällt, aber gegen hin zu liegen kommt,
so muß auch die Kreislinie stcllU genau auf .stllüö
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fallen. Denn fiele sie zum Beyspiel in ^UlZ, so
müßte doch der auf irgend einen Halbmesser LL fal¬
lende Punct 6 des einen Halbkreises eben so weit als
L vom Mirrelpuntte abliegen, weil beide zu einerley
Kreise gehören. Dieses aber findet nur Statt, wenn
rl mit L zusammen fallt, und folglich muß ^<!l'>
ganz mit zusammenfallen, weil eben das für
alle Puncte gilt, die man Statt cl annehmen kann.

56. Erklärung. Jedes Stück der Kreis¬
linie, wie KL (ssiZ. 20.) heißt ein Kreisbogen
und die gerade Linie KL, welche von einem Ende
des Kreisbogens .nach dem andern gezogen wird, heißt
eine Sehne.

57. ite Aufgabe. Auf einer gerade»

Linie LO ein Stück abzuschneiden, welches ei¬

tler gegebnen Linie gleich ist. (LiZ. 22.)

Auflösung. Man nehme den einen End¬
punct L der Linie LO zum Mittelpunkte und ziehe
um denselben einen Kreis oder ein Stück ei¬
nes Kreises, dessen Halbmesser " ist; dann ist
das Stück L?, welches der Kreis oder Kreisbogen
von der geraden Linie abschneidet, der gegebnen
gleich.

58. 2te Aufgabe. Au einen Punct

O (biA. 22.) eine gerade Linie zu ziehen, die

einer gegebnen gleich ist.
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Auflösung. Man ziehe um I) als Mittel¬
punct einen Kreis, dessen Halbmesser 212 ist,
so ist jeder Halbmesser OH eine solche Linie, wie ver¬
langt ward.

59. Erklärung. Zwey Kreise sind con-
ccn krisch, wenn sie beyde einerley Mittelpunkt ha¬
ben; hingegen excentrisch, wenn ihre Mittel¬
punkte nicht zusammen fallen.

Also sind ttLD und (?i°. 2z.) conccntrische

Kreise, deren gemeinschaftlicher Mittclpnnct L ist.

6c>. Erklärung. Zwey Kreislinien schnei¬
den einander, wenn die eine theils innerhalb,
theils außerhalb der andern liegt. Zwey Kreise be-
rühren einander, wenn die Kreislinien zwar ir¬
gendwo an einander treffen, aber gleichwol entweder
der eine Kreis ganz innerhalb des andern, oder jeder
ganz außerhalb des andern liegt; im erstem Falle be¬
rühren die Kreislinien sich von innen, im letz¬
tem Falle berühren sie sich von außen.

In 26. schneiden sich zwey Kreise und 7, ic sind

die Dnrchschnittspnncte. In lig. 29. berührt der Kreis

die Kreislinie von innen und ist der Be-

rührnngspnnct; in ?ig. zc>. berühren sich zwey Kreise von

außen in dem Puncte L.

61. i2tcr Lehrsatz. Zwey concen-
trischc Kreislinien können in keinem Pnnctc;n-
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sammentrcffen, einander weder berühren, noch

schneiden. (IiZ. 23.)

Beweis. Wenn man irgend einen Radius
L? de§ größern Kreises zieht, so schneidet der klei¬
nere Kreis diesen Radius nicht in ?, denn sonst wä¬
ren die Haldmesser beyder Kreise und folglich diese
selbst einander völlig gleich. Sollen also conccntrische
Kreislinien von einander verschieden seyn, so können
sie gar keinen Punct gemeinschaftlich haben.

62. Grnndsatz. Wenn zwey Kreisli¬

nien cinandcr schneiden, so können sie einander

nicht inwenige r als zwey Puncten schneiden.
— Denn wenn man, auf der einen Kreislinie fortge¬
hend, zuerst von außen in den andern Kreis hinein¬
kommt: so muß man bey fernern Fortgang auf dersel¬
ben Kreislinie doch auch wieder aus dem andern Kreise
herauskommen, oder den Umfang desselben nochmals
schneiden, weil mau sonst nicht an den außerhalb die¬
ses Kreises liegenden Punct gelangen könnte, von
welchem man ausgegangen ist.

^ 6z. i zter Lehrsatz. Zwey Kreise

können einander nicht schneiden, wenn die Sum¬

me ihrer Halbmesser kleiner ist, als die Entfer¬

nung der Mittelpuncte von einander.

Beweis. Die Kreislinien erreichen einander
gar nicht, und jede litgt ganz außerhalb der andern.
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Wenn (ssiZ. 24.) LklX und OKI-?! disje
Kreise sind, deren Mittelpuncte in ^ und K liegen,
so werden beude Kreise die zwischen den Mittelpunc-
ten gezogene Linie Z^K irgendwo in L und l) schnei¬
den, weil jeder der beyden Halbmesser kleiner als
ist. Daß nun nicht beyde Kreislinien die gerade Li¬
nie ^.K in einerley Puncte L schneiden önncn, er¬
hellt daraus, weil sonst die beyden Halbmesser 22
^L und — KL und ihre Summe 22 )LL -s- KL
122 ^k wäre, gegen die Voraussetzung; aber es kann
auch sonst nirgends einen Dnrchschnittspunct geben.
Denn sollte ein Punct seyn, der beyden Kreisli¬
nien gemcimchaftlich wäre, so ist allemal, wenn man
^.15 und l 15 zieht, (§, 46,-) /-.I5 -P L15 > ^k,
also da ^ssI5 22 ^ssL, so ist KI5 > KL, und folglich
gewiß größer als kl), weil schon k diesen Halbmes¬
ser übertrifft. Zeder Punct 15 der einen Kreislinie
liegt also weiter vom Mittelpuncte der andern entfernt,
als der Halbmesser der letztern betragt.

*64. ichter Lehrsaß. Zwey Kreis¬

linien können einander nicht schneiden, wenn der

Unterschied ihrer Halbmesser größer ist, als die

Entfernung der Mittelpuncte von einander.

Beweis. In diesem Falle sind die Kreise alle¬
mal ungleich, und jeder Punct der kleinern Kreislinie
liegt dem Mittelpuncte des größern Kreises näher,
als irgend ein Punct der großem Kreislinie, (ll^.
25.)

Es sey des kleinern und K des größern Kreises
Mittelpunct und der Unterschiedder Halbmesser, unm-
lich Kl) — .ssL größer als ^K. Man verlängere die
durch beyde Mittelpuncte gehende Linie H.L, bis sie
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(st schneidet (§. 51.); sollten nun beyde Kreislinien
einander schneiden, so konnte es in Ist oder in (st oder

in einem Puncte geschehen, der nicht in dieser geraden
Linie liegt. Es kann aber erstlich I) nicht ein Ducch-

schnittspunct seyn; denn wenn auch der kleinere

Kreis durch O ginge, so wäre der Unterschied der Halb¬

messer dem Abstände der Mittelpuncte von einander

gleich, nämlich LO — sstO in ^stL, gegen die Vor¬

aussetzung; der kleinere Kreis wird also diese Linien

in einen Punct L schneiden, der von O verschieden

ist, und es wird ^stO >- ststtst seyn, weil List —

> List — vstlst seyn soll. Auch (st kann kein Durch-

s6)!iitrspunct seyn; denn da stXstU der größere Kreis

ist, so ist Ltst > und folglich noch weit mehr
ststL -ss- L(st >- sstl; der Punct (st liegt also außer¬

halb des kleinern Kreises. Endlich kann auch kein

außerhalb der geraden Linie O(st liegender Punct H

im Umfange des größer» Kreises zugleich im Umfange

des kleinern Kreises liegen. Zieht man nämlich sstlst,

List, so ist (§. 46.) ILss. -ss sstL >- IstL, oder weil

List List ist, lstsst ss- sstL >- LOuud folglich

wenn man von beyden Größen ^stL subtrahirt Istsst

ist Ist. Da nun istl) > istL, so ist noch mehr

IIK und Ist liegt' um mehr als den Halb¬
messer vom Mittclpuncte des kleinern Kreises

entfernt. Alle Puncte der größern Kreislinie liegen

also außerhalb des kleinern Kreises.

*65. izter Lehrsaß. Zwey Kreis¬

linien schneiden einander allemal, wenn die

Summe ihrer Halbmesser größer und zugleich

die Differenz ihrer Halbmesser kleiner ist als die

Entfernung ihrer Mittclpuncte von einander.
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Beweis. Wenn man die einzelnen Falle durch¬
geht: so findet man, daß a'lemal, wenn diese Voraus,
schimgen Statt finden, einige Pnncte der einen
Kreislinie innerhalb und einige Puncte derselben außer¬
halb des andern Kreises liegen.

Erster Fall. In ?ic-. 26. sind und
Lkn? zwey Kreise, deren Mittelynncre L, sind.
Bey diesen Kreisen sey zwar dieSumme
der Halbmesser größer als aber je¬
der Halbmesser einzeln genommen, klei¬
ner als — Man ziehe durch die Mitcel-
pnnctc cine gerade Linie und verlängeresie, bis sie beyde
Kreislinie» zum zweytenmale schneidet, (ä'ig. 51-)
Da nun jeder der beyden Halbmesser kleiner ist, als

so schneidenbeyde Kreislinien die Linie Kdl in
Puneien L, I), die zwischen cX. und (ü liegen; weil
aber doch ^cZZ -P Ll) p» so liegt ö, der Punct
in der Kreislinie Wl' dem Mittelpunkte L des andern
Kreises näher als L), und folglich liegt L innerhalb
des andern Kreises Dagegen liegt b, näm¬
lich der Punct, wo die verlängerte LK die Kreislinie
LL?' abermals schneidet, außerhalb des Kreises
denn da schon LlX >- Ll), so ist noch mehr

> (IlO. Die Kreislinie LLb' liegt also theils
innerhalb, theils außerhalb des andern Kreises und
beyde Kreislinien schneiden einander.

Zweyter F a ll. Zn I'iZ. 27. ist der HaIb-
inesserL des c irre >r Kreises ^ K, dem
Abstände der beyden Mittelpunkte von
einander gleich; der Halbmesser des an¬
dern Kreises aber entweder ebenfalls die¬
ser Entfernung gleich oder kleiner, als
dieselbe.
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In diesem Falle geht der Umfang des erste»
Kreises durch den Mittelpunct ^ des zweyten Krei¬

ses und liegt also zum Theil innerhalb des letztem.
Man verlängere die durch beyde Mircelpuncce gezogene

gerade Linie ^.L bis sie die erstere Kreislinie »och ein¬
mal in H schneidet. Weil wir nun in diesem Falle

annehme», daß der Halbmesser des zweyte» Krei¬

ses nicht größer als A.L ^sey, so ist gewiß ^cL
LH oder >- sVL und II liegt außerhalb deS

Kreises LIuID; also sind wieder einige Theile der Kreis¬

linie innerhalb, einige außerhalb des audern
Kreises.

Dritter Fall. Es sey endlich (?ig. 28.)
derHalbmcsserLI des einen KreiscsULI

größer als die Entfernung ^.L der Mit-

relpunccc von einander, so werden ebenfalls

die Kreislinien einander schneiden, der Halbmes¬

ser des zweyten Kreises mag größer oder

kleiner als diese Entfernung oder ihr gleich

seyn, wofern nur der U n cersch ied der Halb,

Messer kleiner, als die Entfernung ^L
der Mittelpuncte von einander ist. Man

verlängre die durch beyde Mittelpuncte ^ und L ge¬

zogne gerade Linie bis sie in I), U, I. ch jede Kreis¬

linie zwevmal geschnitten hat. (§. 51.) Wenn nun

Ll der Halbmesser des größern Kreises IVL und

der Halbmesser des kleinern Kreises LL? ist: so soll

nach der Voraussetzung LI — ^L seyn, also

(Arithmetik §.77.) LI .^,L-i-oder LI <sL?;

es liegt also I innerhalb des Kreises LL?, dessen

Mittelpuuct .H. ist. Hingegen liegt der Punct I), wo

die gerade Linie D? den größern Kreis IOL zum

zweytenmal schneidet, außerhalb des Kreises LL?;

denn da wir annehmen -< LL>, so ist gewiß
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.4L, als» ist N um mehr als den Halb«

Messer vom Mittelyuncte dcS kleinern Kreises entfernt.
Ais» schneiden sich auch diese Kreise.

66. i6ter Lehrsatz. Wenn eine

Kreislinie eine andre Kreislinie von innen be¬

rührt, so liegt der Bcrührungspnnct in der Ver¬

längerung der dnrch beyde Mittelpunctc gezog¬

nen geraden Linie und die Kreislinien haben au¬

ßer diesem Puncte sonst keinen gemein.

Beweis. Wenn (?ig. 29.) 4«LD und
.4«?« die Kreise sind, welche einander von innen be¬
rühren, so ziehe man zwischen ihren Miuelpunctcu die
gerade Linie «I, und verlängere diese von dem Mittel-
Puncte I des größern Kreises durch « bis sie in -4 den
Umfang des größern Kreises trifft. Dieser Punct 4.
wird derjenige seyn, wo beyde Kreislinien einander be¬
rühren ; denn läge der Berührungspunct anderswo in

auf dem Umfange des großer» Kreises: so hätte
man (§.46.) 151 ^ 1511 -ch- III, oder weil die Halb¬
messer 151 — .41, auch 41 «15 -s- «I oder .4.1
— «I < «15, das ist 4« «15. Es liegt also
der Punct 4 im Umfange des größern Kreises , dem
Mittelpuncte « des kleinern Kreises näher, als irgend
ein andrer Punct 15 im Umfange des größern Kreises
demselbenliegt; läge also 15 zugleich im Umfange des
kleinern Kreises, so läge.4 innerhalb dieses Kreises,; und
da « und andre Puncte der größcrn Kreislinie außer¬
halb der kleinern Kreislinie liegen, so würden die
Kreislinien einander nicht berühren, sondern schneiden.
Sollejn also zwey Kreislinien einander von innen be¬
rühren, so kann der Berührungspunct nirgends anders
als in .4 liegen.



* 67. g t c?l n fgabe. Um zwey gegebene
Mittelpuncte !I und I (I'iZ. 29.) zwey Kreise
zu beschreiben, die einander von innen berühren.

Auflösung. Man nehme den Halbmesser
des einen Kreises willkührlich an, verlangte Ibl

bis sie diesen Kreis in K schneidet, und nehme keV zum
Durchmesser des andern Kreises, so berühren sich die
Kreise von innen in

Oder, — man nehme die Halbmesser der bey¬
den Kreise so an, daß ihr Unterschied Ikk dem Ab¬
stände der Mittclpunete von einander gleich sey.

Beweis. Die letzte Regel kommt mit der er¬
sten überein, denn es ist 1.^. — H.H. IU. Daß
die nach dieser Regel gezeichneten Kreislinien in ei¬
nen Punct gemein haben, erhellt von selbst; sie haben
aber auch keinen andern Punct gemeinschaftlich,weil
für jeden Punct X. auf dein Umfange des großem Krei¬
ses UlK > ist, und also kK außerhalb des kleinern
Kreises liegt, wenn K auf dem Umfange desselben ist.

"68. I 7 t 0 r L e h r sa h. Wenn zwey
Kreise einander von außen berühren: so liegt der
Berührungspunkt in der zwischen den beyden
Mittelpunkten gezogenen geraden Linie und die
Kreislinien habe» sonst keinen Punct mit einan¬
der gemein.

Beweis. Wenn (?iZ. zo.) die beyden Kreise
KVIl? und KK.I.M einander von außen berühren:
so liegt kein Punct des einen Kreises innerhalb des
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andern. Wenn also 15, der Berührungspunkt wäre,

so müßte kein Punct im Umfange des Kreises l-I505l
dem Mittelpunkte 0 des andern Kreises näher liegen,

als demselben liegt. Man ziehe die Linie ^.0

zwischen den beyden Mittelpunkten. Da der Mittel¬

punkt 0 außerhalb des um ^ bcschricbncn Kreises

liegt, so schneidet diese Linie den Umfang des letz¬
tern Kreises L150IVl irgendwo in L. Sollte nun

15 der Berührungspunct beyder Kreise seyn, so
würde, wenn man 015, KI5 zieht, 015 -si K15 >-

seyn, und weil — ^15, (indem IZ und
15 im Umfange des um .K beschriebncn Kreises lie¬

gen) 015 -f- !-> ^.0 oder 015 > P.0 —
015 > OK seyn. Der Punct 1) liegt also dem

Centro des zweyten Kreises näher, als 15 demselben

liegt; und wenn 15 der Berührungspunct wäre, so

läge L innerhalb des Kreises Ll)1ü? und die Kreise

schnitten einander. Da also alle Puncte der Kreisle
nie 1U51IVI weiter als ö von 0 entfernt sind, so

müssen die Kreise sich in dem in der Linie 1^0 lie¬

genden Punct L berühren, wenn sie sich bloß von

außen berühren sollen, ohne sich zn schneiden.

^ 69. 4te Aufgabe. Zwey Kreise um
die gegebnen Mittelpunkte ^ und L so zu ziehen,
daß sie einander von außen berühren. (?ig. zo.)

Auflösung. Man ziehe zwischen den beyden

gegebenen Mittelpuncren die gerade Linie ,/LO und

nehme die Halbmesser der beyden Kreise so an, daß

die Summe derselben dieser Entfernung genau gleich

werde. Die so beschriebenen Kreise berühren einan¬
der von außen.

Beweis. Wenn man die Halbmesser so annimmt,

daß -j- LO m chO, so gehen beyde durch den
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Punct haben aber keinen ander» Punct mit einan¬

der gemein, weil jeder andre Punct X. im Umfange
des einen Kreises um mehr als den Halbmesser UL

des andern Kreises von dessen Mittelpunkte entfernt
liegt.

" 70. Anmerkung. Diese Sätze enthalten^ alle
mögliche verschiedene Fälle, die bcv der Lage ercentri-
schcr Kreise vorkommen können. Sind nämlich zwey
Mittclpuncte gegeben, m» welche Kreise von gegebenen
Halbmesser» gezeichnet werden sollen, so kann die Lage fol¬
gendermaßen verschieden seyn: 1. die Summe der beyden
Halbmesser ist kleiner, als dir Entfernung der Mittelpuncte
von einander; dann erreichen die Kreise einander gar nicht
nnd einer liegt ganz außerhalb des ander». 2. Die Sum¬
me der Halbmesser ist der Entfernung der Mittelpuncte
von einander genau gleichdann berühren die Kreise ein¬
ander von außen und die Summe der Halbmesser ist grö¬
ßer als die Entfernung der Mittclpuncte von einander
und dabey zugleich die Differenz der Halbmesser klei¬
ner, als der Abstand derMittelpuncte von einander; dann
schneiden sie einander; oder d- dabey zugleich die Differenz
der Halbmesser gleich dem Abstände der Mittclpuncte von
einander; dann berührt die kleinere Kreislinie die größere
von innen; oder es ist e. zugleich die Differenz der Halb¬
messer größer als der Abstand der Mittclpuncte von ein¬
ander, dann liegt der eine Kreis ganz innerhalb des an¬
dern, ohne daß die Kreislinien einander; berühren.oder
schneiden.

Dritter Abschnitt.

Von den Dreyecken.

71. 5 te Aufgabe. Ein gleichseitiges

Dreyeck zu zeichnen, dessen Seiten jede der ge¬

gebenen geraden Linie gleich sind. (IiZ.

3l.)



Auflösung. Man ziehe eine gerade Linie
und schneide darauf LO gleich der gegebenen
ab, (§.57.); ziehe nun um den einen Endpunct O
als Mittelpunct einen Kreis, dessen Halbmesser

OO ist, und mit demselben Halbmesser um den an¬
dern Eudpunct O als Mittelpunct einen zweyten
Kreis. Nach dem Puncte ll, wo die Kreislinien
einander schneiden, zieht man von dem Mittelpunkte
aus die geraden Linien Lll, Oll, so ist LOll dat
verlangte gleichseitige Dreyeck.

Beweis. Die Kreislinien schneiden einander,
weil jede durch den Mittelpunct der andern geht,
und das Dreyeck ist gleichseitig, weil die drey Seiten
Radien gleicher Kreise sind.

Da die Kreislinie Oll? durch den Mittelpunct
O des andern Kreises geht, so liegt sie theils inner¬
halb des letztem; aber auch theils außerhalb, weil
ihr Mittelpunkt L auf dem Umfange des andern
Kreises liegt, und also Theile, die wie I' sich jen¬
seits des Mittelpunkts befinden, außerhalb des Krei¬
ses LllL seyn müssen. Daß aber Oll llL "

LO ist, übersieht man leicht; denn Oll und OL
sind Halbmesser des Kreises LllO und OL, Lll
sind Halbmesser des Kreises Olll', also Oll m OL
und OL ^ Lll, folglich auch Oll ^ Lll. Jede
der Seiten ist also im weil LO nn ge¬
nommen ist.
Brandet Geometrie- El
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72. 6 te Aufgabe. An die gegebene

gerade Linie 6H (k'iZ. Z2.) ein Dreyeck zu

zeichnen, dessen drey Seiten den drey gegebenen

Linien 0O, gleich sind, vorausge¬

setzt, daß die Summe je zweyer dieser Linien

größer ist, als die dritte.

Auflösung. Mau nehme auf der geraden

Linie 0H das Stück IX der einen der gegebenen

Liniengleich, und zeichne nun den einen Endpunct

I als Mittelpunct um dem Halbmesser II. — LI),

und um den andern Endpunct X mit dem Halbmes¬

ser XlVI cm XX einen Kreis. Nach dem Puncte

X, wo die Kreislinien sich schneiden, ziehe man von

den Mittelpuncten I, X aus die geraden Linien IX,

XX, so sind die Seiten des Dreyecks IXX den ge¬

gebenen Linien gleich.

Beweis. Die Kreise schneiden sich, weil 0

innerhalb, und I. außerhalb des andern Kreises liegt.

Wir haben angenommen, daß je zwey der gegebenen

Linien zusammengenommen mehr betragen, als die

dritte, daher ist IX -s- 15.55 > IX., und weil 155 mc

10 und XX m X<^, auch 10 -f- Xt) !> IX, oder

10 -j- Xt^ > 10 -f- X0, folglich (Arithm. §.78.)

X() >- X0, und da sl im Umfange des Kreises

liegt, dessen Mittelpuncr X ist, so liegt 0 innerhalb

dieses Kreises. Ferner ist 15! IX 5» XX, und
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IX " II, also II. -s- IX XX, ldas ist XI. >
XX, XI. l-> X<), I. liegt also außerhalb des Krei¬
ses t^XXI; und da O und I. beyde im ttmsange
des andern Kreises liegen, so schneiden sich beydeKreiS-
linien (§. 60.), weil einige Puncte der einen inner¬
halb, einige außerhalb der andern liegen. Wenn
aber beyde Kreislinien einander schneiden, so ist offen¬
bar, daß die Seiten den gegebenen Linien gleich sind,
denn es ist IX ^X, IX ^ II. — LI), XX
— XlVI xi-.

* Der Beweis, daß die Kreislinien einandw
schneiden müssen, laßt sich leichter aus §. 65. fuhren.
Es ist nämuch erstlich die Summe ihrer Halbmess c
größer ais die Entfernung der Mittelpunkte XX -s-
IX > IX, und zugleich zweyten« die Differenz der
Halbmesser kleiner, als sener Abstand, denn aus IX
-P IX >. XX, folgt IX > XX — IX, oder
XX —. IX IX.

7Z. l8tcrLehrsatz. Wenn in zwey Drey¬

ecken und OXX (?iZ. zz.) der Winkel

in dem einen dem Winkel LO? im andern

gleich ist, und es ist zugleich jede der Seiten,

welche im erster« Dreyecke an diesem Winkel

anliegen, einer der Seiten gleich, welche im

zweyten Dreyecke dem gleichen Winkel anliegen,

nämlich — DL, und ^.0 — D?: so

sind die Dreyecke einander völlig gleich, nämlich
C 2
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auch die dem gleichen Winkel entgegenstehende
Seite LL — und die den gleichen Seiten
gegenüber stehenden Winkel L — Z5 und (5
-

Beweis. Wenn man' sie auf einander kgl,

so decken sie genau einander. '

Stellt man sich vor, das Drevcck ODI' werde

so auf ^LL gelegt, daß der Punct I) auf ^ und

OD längs falle, so kommt auch D auf D zu lie<

gen, weil ^ OD; zugleich fallt OD auf

weil die gleichen Winkel nn DOD einander

decken; (§. 2z.) und endlich fallt D anf O, weil

12: OD. Wenn aber dieses geschieht, so muß auch

die Linie DD auf fallen, weil ihre Endpunkte

zusammenfallen, und zwischen diesen keine zwey ver¬

schiedene gerade Linien möglich sind. Die Dreyecke

decken also einander genau und es ist LL 22 DD,

der Winkel — ODD und — ODD.

74. 19 ter Lehrsatz. Wenn in zwey
Dreyecken /VLL, ODI' (I'ig. Z4.) zwar zwey
Seiten in dem einen so groß wie im andern sind,

— O15 und ^<5 — O?, aber der Winkel,
welchen sie einschließen, ist im einen Dreyecke
größer als im andern UO?: so ist
auch die Seite, welche diesem Winkel gegen-
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über steht, größer in demjenigen Dreyecke, wel¬

ches dem größern Winkel hat, nämlich TL

Beweis. Man lege das Dreyeck O?? so

auf ^.KL, daß O auf und ? auf L fällt, so wird

U? zwischen und fallen, weil der Winkel

TU? < L^L. Nach der verschiedenen Gestalt der

Dreyecke kann dann der Endpunct T dieser Seite ent¬

weder gerade auf die Seite KL fallen, (wie ?>g. z6.)

oder innerhalb des Dreyecks ^RL, (wie ?iZ. zz.)

oder außerhalb desselben, (wie ?ig. Z7.) und in allen

diesen Fällen läßt sich aus §. 46.47. zeigen, daß

T? ^ KL ist.

Erster Fall. (?!g. z6.) Wenn man U

aufund ? auf L legt, und es fällt T ge¬

rade in die Linie TU, so ist offenbar??, wel¬

che hier durch ?L vorgestellt wird, Kleiner als KL,

weil nothwendig die Seite U? oder zwischen

und v^.L fällt. 5

Zweyter Fall. ?>g. 35.) Wenn ^?L das

auf ^.LL gelegte Dreyeck ist, und es fällt ? in¬

nerhalb ^KL, so ziehe man KT. Weil nun

(§. 47.) ^k KL >- ?L, und nach der

Voraussetzung des Lehrsatzes ^.k ^ U? , so

ist KL >- ?L, und ?L stellt hier die Seite ?.?

des zweyten Dreyecks vor.

4
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Dritter Fall. (kiZ. 37.) Fallt k außer-
halb.d es Dreyecks ^LKL, so ist KL kt? -ch-
t?L und ^k <! Kl?, also (Arirhm. §. 77.)
wenn man abdirt, KL -f- L.K <1 kl? -s- ^l?
Lk KL, das ist KL -I- ^k-s- KL;
und weil nach der Voraussetzung ^.k"k/r, so ist
KL -< KL. Also ist allemal (kig. Z4.) die Seite
kk < kg, wenn -LK — OK, und ^L — OK,
aber KOK -<-K^.L ist.

75. 2 Oster Lehrsatz. Wenn in zwey
Dreyecken M-L, L.II (IiZ. ZZ.) alle drey
Seiten in dem einen so groß sind, als im andern,
nämlich — DI, — DI, und LL ^
Dn : so sind die Dreyecke einander völlig gleich,
und folglich in beyden auch die Winkel, welche
den gleichen Seiten gegenüberstehen, nämlich
LM - IM, ML - MI, und ML
- OII.

Beweis. Wäre dieses nicht der Fall, sondern
es wäre irgend ein Winkel L deS einen Dreyecks grö¬
ßer, als der ähnlich liegende Winkel k des andern
Dreyecks: so würde, weil ^.ö 22: OK und KL ^
KK ist, aber L >- k seyn soll, L.L > OK seyn
(§. 74.) ; diese Linien sind aber gleich, und folglich kann

nicht k > k, und eben so wenig ö -< k seyn, wenn
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aber k — R, so erhellt die Richtigkeit des Lehrsatzes
aus§. 7Z.

76. 2 l st e r L e h r sa tz. Wenn zwar in zweyen
Dreyecken (RiZ. 34.) zwey Seiten in dem
einen so groß sind, als im andern, — DR
und — DR, aber die dritte Seite in dem
einen größer ist als im andern, DR t» DR:
so ist auch der Winkel, welcher Äiescr letztem
Seite gegenüber steht, größer in demjenigen
Dreyecke, welches die größere Seite hat, D^D
> DDR.

Beweis. Wäre nicht DO?, so
müßte entweder ^ oder LL.L <! ROR
seyn. Im erstem Falle würde, weil ^ OL und

^ O?, auch (§. 7z.) IZL LR seyn, und im
letztern Falle (§. 74.) KD <l DR, welches beydes der
Voraussetzung entgegen ist.

77. 7te Aufgabe. An eine gerade
Linie ^D einen Winkel zu zeichnen, welcher
einein gegebenen Winkel gleich ist. (RiZ. Z8«)

Auslösung. Man nehme auf den Schenkeln
des gegebenen Winkels willkührliche Stücke LI), DD
und ziehe R»R. Dann schneide man auf der Linie



^ ' "V»St»

Anmerkung. Sollte an dem Puncte n dieSpitze

des zu zeichnenden Winkels liegen und die Oeffnung des

Winkels nach der linken Seite hin seyn, so müßte man

die Seite, welche — ev ist, ron II aus, und die, welche

— VL ist, von i aus ziehen.

78. 8te Aufgabe. An eine gerade

Linie ein Dreyeck zn zeichnen, in welchem

ein Winkel dem gegebenen Winkel O gleich ist,

und in welchem die diesen Winkel einschließenden

Seiten, den Linien O, gleich sind. (?ig.

39-)

Auflösung. Mau zeichne an der geraden

Linie ^.L einen Winkel, welcher dem Winke! 6

gleich ist. (§. 77.) im L, und nehme auf sei¬

nen Schenkeln Ll im O, LL mi L, und ziehe ILl

so ist L1L. das verlangte Dreyeck.

79. Erklärun g. Ein Dreyeck heißt gleich-

schenklicht, wenn es zwey Seiten hat, welche

einander gleich sind, wie Lig. 40., wo im L.L.

Die beyden gleichen Seiten ^L heißen die

Schenkel des Dreyecks und man sieht gewöhnlich

die dritte Seite, welche jenen nicht gleich ist, als die

Grundlinie oder Basis des Dreyeckes an, ob-

«in Stück LIZ 212 LL ab, und zeichne über ein

Dreyeck, in welchem LO mm LO, und OL im OL

ist, so ist der Winkel LLOmi OLL. (§. 7;.)
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gleich sie eigentlich nur dünn so heißen sollte, wenn sie,
wie in I ig. 40. zugleich die untere Seite des Drey¬
ecks ist.

Auch das gleichseitige Dreyeck ist also gleich-
schenklicht, aber bey diesem ist die Basis zugleich eben
so groß als jeder der Schenkel.

80. Um ein gleichschenklichtes Dreyeck zu zeich¬
nen, bedarf es keiner besondern Regeln, da man in
§. 72. ein gleichschenklichtes Dreyeck erhalten würde,
wenn zwey der gegebenen Seiren einander gleich wa¬
ren.

81. yte Aufgabe. Einen gegebenen

gcradlinigtcn Winkel zu Halbiren. (14^. 41.)

Auflösung. Es sey der Winkel, wel¬
chen man durch eine von dem Scheitelpunkte aus gezo¬
gene gerade Linie Lt? in zwey gleiche Winkel zerlegen
soll. Man nehme auf den beyden Schenkeln Lk
gleiche Stücke öL) W, deren Länge übrigens
willkührlich ist, und ziehe f)L. lieber W als Grund¬
linie, errichte man ein gleichseitiges Dreyeck (§. 71.),
OZÜ?; und wenn dieses geschehen ist, so ziehe man
durch L und ? die gerade Linie : diese halbirt
den gegebenen Winkel.

Beweis. Die Dreyecke lZO?, W? sind
völlig gleich nach §. 75. denn nach der Construction



^ ,

42

ist KI) mr LO und OO mr OO, »der M ist beyde»

Dreyecken gemeinschaftlich, also stnd alle Seilen indem

«inen Dreyecke so groß, als im andern und daher dir

ahnlich liegenden Winkel gleich, OLft mr OLO.

82. rote Aufgabe. Eine gegebene

gerade Linie in zwey gleiche Hälften zu theilen.

Auflösung. Um die gerade Linie (I?iZ.

42.) zn halbircn, errichte man über dieser Linie ein

gleichseitiges Dreyeck (§. 71.) und eben so

zeichne man an der andern Seite dieser Linie das gleich¬

seitige Dreyeck ^OIZ und ziehe dann OO, so theilt

diese Linie jene in zwey gleiche Theile

Beweis. Die Dreyecke ^ftOO, LLO sind

einander gleich (§. 75.) und daher auch die Dreyecke

WL gleich. (§. 7z.) Weil nämlich im

LL, ^O im LO und Oft! rm OL, so sind in den

Drcnecken ^.LO, LLO die ahnlich liegenden Winkel

gleich, also der Winkel . LOO. Dann aber

sind auch die Dreyecke IZLO völlig gleich,

weil ein Winkel mit den einschließenden Seiten in dem

einen so ist, wie im andern; es ist also — LO,

wie verlangt ward.

8z. Sl n in crkn n g. Statt der gleichseitigen Drey¬

ecke in undL.V8 in Og. /s2. kann

man auch -glcichschcnklicl.tc zeichnen, in denen nur die

Seiten O? m Ll' (lig. /si.) und ft!^ — ftL und



43

rri OS (Ng. 42.) sind, denn bloß auf die Gleichheit die¬

ser Seiten kommt eS hier au.

84. ilte Aufgabe. Durch den Punct
L, welcher in der Linie liegt, 42.)
eine gerade Linie zu ziehen, welche auf
senkrecht steht.

Auflösung. Man nehme von k aus auf

die gleichen Entfernungen K-^ 121 KlZ und

errichte über /rlZ ein gleichschenklichtes Dreyeck

^LIZ, dessen Schenkel 220 KL; alsdann ziehe

man Lk, welches die verlangte senkrechte Linie ist.

Beweis. Nach der Construction ist ^k 22-

kk, und ^L 22 LL, und die Seite KL 22 KL,

beyden gemeinschaftlich, daher sind -^KL, LKL

völligLleiche Dreyecke, und also die ahnlich liegenden

Winkel gleich, daher der Winkel -^KL 22 LKL;

weil nun diese beyden Winkel Nebenwinkel sind, im

dem -^.KK eine einzige grade Linie ist, so sind beyde

rechte Winkel (§. 25.)

85. 2 2 ter Lehrsatz. In jedem gleich-
schenklichten Dreyecke sind auch die beyden Win¬
kel gleich, welche den gleichen Seiten gegenüber
stehen.

Beweis. In dem Dreyecke .^IZL (kiZ. 4z.)

sey 22 L.L. Man Halbire die dritte Seite KL
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in D, (§. 82.), so sind die Dreyecke ^.LO, ^Lv

einander ganz gleich, weil ^.L ^ ^.L, LI) —

LL> und beyden Dreyecken gemein ist, (§.75.)

also ist der Winkel ^.LO m ^LO.

86. Im gleichseitigen Dreyecke sind alle

drey Winkel gleich groß, weil für jede zwey der

Beweis sich so, wie eben geschehen, führen läßt.

87. 2 zster Lehrsatz. Wenn im Drey¬
ecke >>Lü (IiA. 44.) zwey Winkel einander
gleich sind, : so sind auch die
beyden Seiten gleich, welche den gleichen Win¬
keln gegenüber stehen,

Beweis. Ware nicht ^.L " ^L, sondern

eine größer, ^L >- ^.L, so könnte man LA ^L

nehmen, und dann (§. 78.) beweisen, daß das Drey¬

eck ALL dem ^LL völlig gleich wäre; denn es ist

-ej ALL m: ^LL und LL — LL, und nach der

Voraussetzung AL i^i^.L; und wenn dies wäre, so

würden die Dreyecke ALL, .^LL einander decken,

was sie doch offenbar nicht thun, da das eine nur

ein Stück des andern ist; also ist nicht ^L >- ^.L.

88. Wenn ein Dreyeck drey gleiche Winkel

hat, so hat es auch drey gleiche Seiten, oder ist gleich¬

seitig.
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8y. 24 sier Lehrsatz. Wenn in einem
Dreyecke 4L0 (k'iZ. 45.) ein Winkel größer
ist, als ein anderer, > L: so ist anch die
Seite größer, welche dem größern Winkel ge¬
genüber steht, als diejenige, welche dem klei¬
nern gegenübersteht, nämlich Vckl > .40,

Beweis. Man zeichne an OK den Winkel

OOK ^ (§. 77.) und verlängere den Schenkel

OO, bis er 4L in O schneidet, dann ist (§. 87.)

OO OL; aber offenbar ist (§. 46.) OO 4V

> 40, also auch 4O OL >- 40 oder 4IZ

> 40.

<)o. 2 5 ster Lehrsatz. Wenn in einem
Dreyecke (I'iZ. 45.) die eine Scire
größer ist, als die andere 4lü, so ist auch der
Winkel größer, welcher der größern Seite, als
der, welcher der kleinern Seite gegenüber steht,
nämlich (ü > L.

Beweis. Wäre nicht 0 >- L, so müßte ent¬

weder 0 ^ L oder 0 L seyn, im erstem Falle

müßte 4.0 ^ 4L seyn, (§. 87>) und im letztern

Faste 40 4ö, (§. 89.) welches beydes der Vor¬

aussetzung entgegen ist. Es ist also 0 > L.

91. Zn jedem Dreyecke steht also dem

größesten Winkel die größestc Seite und
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dem kleinsten Winkel die kleinste Seite

gegen über.

92. 25ster Lehrsatz. Wenn in einem

gleichschenklichtcn Dreyecke 4LL (I'rg. 4z.), die

Grundlinie LL in O halbirt, und ans dem

entgegengesetzten Winkel ^ nach D die Linie

gezogen wird, so halbirt diese den Winkel

^4 und das ganze Dreyeck, und steht auf der

Grundlinie LL senkrecht.

Beweis. Da 221 im gleichschenk-
lichten Dreyecke und — LO, weil in O die
Grundlinie halbirt ist, endlich ^,1) 221 so ist
(§. 75.) der Winkel 22 serner beyde
Wmkel an O gleich, und also (§. 25.) rechte Winkel,
und endlich das Dreyeck selbst halbirt.

yz. 27ster Lehrjatz. Wenn in einem

gleichschenklichten Dreyecke.4 LC, (11^. 4z.),

die Linie den von den gleichen Schenkeln

eingeschloßeneu Winkeln halbirr: so halbirt sie

auch die gegenüberstehende Seite LL, und das

ganze Dreyeck, und steht auf der Seite LC

senkrecht.

Beweis. Weil 22

un d der Winkel 221 LeZD, so folgt (§. 7z.)
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daß Lv 22 co, LOH. 22 — k seyn.
(§. 2). 28-)

94. 2 8 ster Lehrsaß. Wenn man in

einem Dreyecke (?iZ. 46.), die eine

Seite verlängert: so ist der äußere Winkel

am Dreiecke, welcher nämlich durch die eine

Seite LL, und die geradlinigte Verlängerung

der andern gebildet wird, größer als einer von

den beyden Winkeln die inner?

halb des Dreyeckes dem Winkel O, über wel¬

chen hinaus die Seite verlängert ist, gegenüber

liegen.

Beweis. Mit Hülfe der Linie welche
in L halbirt,- zeichnet man einen Winkel

der — und offenbar kleiner als LLb> ist; eben
so einen Winkel 212 der kleiner als
ist, aber ^LI — LLl).

Man Halbire LL in II, ziehe und ver¬
längere sie nach b' bis L? 122 ; dann ziehe man
(W, so ist das Dreyeck bck'L dem gleich,
(§- 7Z-), weil auch der von gleich großen Seiten
«ingeschloßne Winkel LL? 221 LL^., indem diese
Winkel Scheitelwinkel sind, (§. 37.) In diesen
Dreyecken sind also die ahnlich liegenden Winkel
gleich, nämlich LL? 22 Offenbar aber ist
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ecke ist die Summe zweyer Winkel allemal klei¬
ner als zwey rechte Winkel.

Beweis. Verlängert man (kig. 47.) irgend
eine Seite KL des Dreyecks nach O: so ist (§. 94.)
der Winkel ^LO !> ^.KL, und auch H.LO >- L^ssL
es ist aber ^LO ^ ^-Lk 22 2K, also ^sskL-s-
.-ssLö -< 2 kund auch WLK-^- k.ssL <l 2K. Hätte
man die Verlängerungan einem der andern Winkel
angebracht, so hätte man eben so gefunden, daß auch
.ssKL -ju K.^L 2 k sey.

LLK -< KLO, weil k zwischen den Schenkeln des
Winkels KLO liegt, und man hat also den äußern
Winkel KLO großer, als den einen innern entge¬
gengesetzten Winke WKL.

Daß aber auch K^L^ KLO, erhellt aus der
Vcrglcichung von K^L, mit WLI, wenn man KL
gradlinichr nach I verlängert. Es ist nämlich ^.LI
22 KLO, weil cS Scheitelwinkel sind; und wenn
man WO — LL, LIck 22 OK nimmt, so ist
auch der Winkel ^.LO 212 L^k, (§. 7z.) weil die
Dreyecke.ssLK, LOK außer den zwey gleichen Sei¬
ten auch den Winkel 22 LLkl haben, der
von jenen Seiten eingeschlossen wird Weil nun WLO
--! ^.LI nnd KWL 22 .^LO, KLO 22 ^Ll, so

ist auch lkssL KLO.
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96. Ein Dreyeck kann daher nie mehr als
einen Winkel haben, weicher ein rechrer ist, und
nie mehr als einen stumpfen Winkel enthalten.

Erklärn» g. Man nennet daher ein Dreyeck
rechtwink licht, wenn es einen rechten Winkel
enthält; stu m p fwink lieh t, wenn es einen Win¬
kel hat, der größer, als ein rechter ist; und spitz¬
wink licht, wenn alle drey Winkel spitze Winkel
sind.

97. Erklärung. Zm rechtwinklichtenDrey¬
ecke giebt man die Seiren, welche den rechten Win¬
kel einschließen, den besondern Namen Cacheten;
die Seite hingegen, welche dem rechten Winkel ge¬
genüber liegt, heißt die Hypotenuse.

98. Zöfter Lehrsatz. Eine Kreislinie

kann von einer geraden Linie in nicht mehr als

zwey Puncten geschnitten werden. (lig. 48.)

Beweis. Sollte die gerade Linie OL von
der Kreislinie in drey Puncten, 4., L, 6 aeschnit,
ren werden, so müßten diese drey Puncte alle ,
entfernt von dem Mittelpuncte ? des Kreis. >eyn.
Es läßt sich aber zeigen, daß ein stumpfer
Winkel und folglich >- 1<! ist. Wenn näm¬
lich — 5L: so ist der Winkel
also jeder derselben kleiner als ein rechter, weil sonst

NrandcS Geometrie. D
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ihre Summe nicht kleiner als zwey rechte wären.

Ist aber -< k, so ist OLO !> k, (§. zo.)

und folglich ILK der größcste Winkel im Dreyecke

kLK, daherdie größeste Seite, (§. 91.) und

also 6? >- Hätte man einen Punct Ich zwi¬

schen ^ und L für den dritten Durchschmttspuncc

angenommen, so hätte man ch-HL p» also

chchchL > IL.V und 111 <! ch L.

99. i2te Aufgabe. Durch den Punct

(!, welcher außerhalb der Linie liegt, eine

gerade Linie zu ziehen, welche auf der gegebenen

senkrecht steht. (?1Z. 49.)

Auflösung. Jenseits der Linie nehme

man einen Punct 6 willkührlich an, und ziehe um

den Mittelpunkt L mir dem Halbmesser L(? einen

Kreisbogen, welcher die Linie in zwey Puncten

O und O schneiden wird. Das durch den Kreisbogen

auf der geraden Linie /chL abgeschnittene Stück OH

Halbire man in? (§. 82.) und ziehe OI- , so ist L?

die verlangte durch L gehende Perpendicularlinie.

Beweis. Da LOO die gleichen Schenkel

OO um OO Hat, so erhellt die Richtigkeit des Satzes

aus §. 92.

100. Daß es nicht möglich sey, durch einen

in der geraden Linie ^,3 liegenden Punct L mehr
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als eine senkrechte Linie zu ziehen, (?ig. ?c>.) erhel¬
let von selbst; denn wenn ZuL, OL beyde senkrecht
wären, so müßte 212 ^.LO 222 llLL seyn.
Aber es ist jetzt auch einleuchtend, daß sich von dem
außerhalb der geraden Linie liegenden Puncte
I) nur eine Linie OL senkrecht auf e^IZ ziehen
läßt; denn wäre auch Ojh auf senkrecht, s»
hätte das Dreyeck L>Lk bey L und I zwey rechte
Winkel, gegen §. 9;. 96.

101. Hieraus folgt auch: Wenn man (?ig.
51.) in der Mitte der Grundlinie LL ei¬
nes g leichschenklichten Dreyecks
eine Linie auf LL senkrecht errichtet: so
geht diese durch die Spitze wo die glei-
chen Schenkel sich schneiden. Sie kaun
nämlich nicht in OL fallen, weil die von ^ nach
O gezogene Linie allemal auf ölll senkrecht ist, (§. 92.)
und es also keine andere, hiervon verschiedene senk¬
rechte Linie geben kann, die auch durch O ginge.

Ferner: Wenn man aus der Spitze ^
des gl eich scheu kl ichten Dreyecks, wo sich
die gleichen Schenke! schneiden, eine Li¬
nie auf die Grundlinie senkrecht zieht:
so halbirt diese die Grundlinie; denn sonst
müßte es zwey durch ^ gehende auf LL senkrechte
Linien geben. (§. 92.)

D 2
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Punct (H außer der geraden Linie liegt: so

ist i. die von (ü gegen senkrecht gezogene

gerade Linie LI) (I'iZ. 52.) die kürzeste, welche
sich von L an die Linie ziehen laßt, und
2. wenn man irgend eine andere gerade Linie

von an zieht: so ist diese desto län¬
ger, je weiter der Punct I' von D entfernt ist.

Be'iveis. 1. Wenn LO die senkrechte, und

LL irgend eine andere gegen gezogene gerade

Linie ist: so hat das Dreyeck (ilOL, in L> einen rech¬

ten, als seinen größesten Winkel, und folglich ist LL

die größeste Seite, (§. 91.) also filll -q Elln, und

diese» findet allemal Statt, In mag so nahe, als man

will an O fallen.

2. Sind LL, L? zwey nicht senkrecht an

gezogene Linien, so ist LInIs ein äußerer Wnikel am

Dreyecke E!k)L, folglich Llnl'' >. LW, ^ II

(§. 94.) und L? >- LIn, (§.91.) weil der stumpfe

Wmkel allemal der größeste im Dreyecke ist. s§.9;.)

10z. Es giebt also keine zwey verschiedene

von L an gezogene gerade Linien, weiche an

derselben Seite der senkrechten LO lägen, und

dabey gleiche Lange hätten; sondern, wenn von L

zwey gleiche Linien an gezogen werden: so muß
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nochwendig die eine a» die eine, die andere an die

andere Scire der von 6 an ^.3 gezogenen senk?

rechren Linie fallen.

104. g2ster Lehrsatz. Wenn (?iA.

zz.) in zwey Dreyecken zwey

Winkelindem einen so groß sind als im andern,

nämlich und ^ DIchs,

und es ist die zwischen ihnen liegende Seite in

beyden gleich groß, 3L — Idl : so sind die

Dreyecke einander völlig gleich.

Beweis. Legt man das Dreyeck OK? so

auf ^.36, daß k auf 3, ?? auf 36, also ? auf

6 fälle, so fällt ?O längs 3^., und es ist zu bewei¬

sen. daß ?O mi 3^ sey. Wäre nicht KO im 3^,

so sey ?O im 36, und man ziehe 66. Dann

harre man in den Dreyecken 636, OK?, 63 mm

Odch 36 mi OK, und den Winkel 636 mi OK?,

und würde also (§. 7z.) schließen, daß diese Dreyecke

ganz gleich waren, also der Winkel 663 im O?k.

Da nun nach der Voraussetzung des Lehrsatzes ^63

um OI'K seyn sott, so kann nicht 663 im Ol' k

seyn, und dieser Widerspruch findet immer Statt,

wenn 6 von ./L verschieden ist; es muß also O auf

^ fallen und dann echeller, daß 3^. im. dl^O, ^.6

im O? und der Winkel mm O sey.
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ZZster Lehrsatz. Wenn in zwey

Dreyecken O^, (?iZ. zz.) zwey

Winkel deö einen, zweyen Winkeln des andern

gleich sind, nämlich ^ — O und L — ; und

es ist eine Seite, welche dem einen gleichen

Winkel gegenübersteht, in beyden Dreyecken

gleich groß, LL — : so sind die Dreyecke

einander völlig gleich.
Beweis. Man kann beweisen, daß auch die

zwischen den gleichen Winkeln liegende Seite in bey¬
den Dreyecken gleich sey, nn OL. Ware dieses
nicht der Fall, sondern >- OIÜ, so nehme man
LQ Dk). Dann würden die Dreyecke
Ochl? gleich seyn, weil der Winkel L ^ L und die
diesen einschließenden Seiten im einen so groß, als
im andern sind; daraus aber würde folgen, daß der
Winkel L(?L — ZÜO?, da doch der Winkel L6<I!
<§. 94.) als äußerer Winkel am Dreyeck großer
als ist, und L.H.G " LO? angenommen wor¬
den. Es kann also nicht L6L m DUkt, und folg¬
lich nicht LL LO seyn, sondern inuß mit ^
zusammenfallen, oder seun, woraus dann
nach §. 7z. und §. 104. die Gleichheit der Dreyecke
folgt.

106. Z4ster Lehrsatz. Zwey rechte

winklichre Dreyecke OLI' (läg. 54.)
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sind einander völlig gleich, wenn die Hypotenu¬

sen einander gleich sind — II? und eine

der Cachetcn in dem einen so groß ist, als im

andern, —DL.

Beweis. Die Gleichheit der Dreyecke würbe

erwiesen seyn, wenn die Gleichheit der andern Cathete

erwiesen wäre, und diese erhellt daraus, weil die

entgegengesetzte Voraussetzung auf unrichtige Folgerun-

gen führt. Nimmt man nämlich an, es sey.^L

> vk und — vk, so würden, wenn man

KL zieht, die Dreyecke ^rkL, Okk gleich seyn, weil

in beyden der rechte Winkel von Seiten, die in dem

einen so groß als im andern waren, eingeschlossen wür¬

den, (§. 7z.) dann harre man also KL ^ L? und

weil KL ^ kk angenommen ist, auch KL rrtr KL.

Aber KL, KL sind gerade Linien, die von dem Puncte

k aus, an einerley Seite der senkrechten bis an

die Linie ^L gezogen sind, und sie können also un¬

möglich gleich seyn, (§. ioz.) folglich ist auch nicht

^L — OK, sondern ch.L " OK, wenn die Vor¬

aussetzungen des Lehrsatzes Statt finden, und dann

sind beyde Dreyecke ganz gleich.

*107. z zster Lchrsa tz. Wenn zwey

Dreyecke IDckck" (?iA. 55.) einen glei¬

chen Winkel haben, ^.IZL —Dill', und zwey

gleiche Seiten, welche diesen Winkel nicht ein-
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so sind die Dreyecke einander völlig gleich, wenn

zugleich diejenige Seite, welche dem gleichen

Winkel gegenüber steht, größer ist, als die, wel¬

che demselben anliegt, nämlich und
Och^ Och.

Beweis. ES kommt nur darauf an, zu be¬

weisen, daß auch die dritte Seite in bcvden gleich

sey, öt! ^ L?, und dieses beweiset man daraus,

weil die entgegengesetzte Supposition ergeben würde,

daß es an einerlei) Seite der Senkrechten ^.11 zwey
gleich große von cV an LL gezogene gerade Linien

gäbe. — Nach der verschiedenen Gestalt der Dreyecke

sind hier zwey Fälle möglich.

Erster Fall. Wenn die beyden Sei¬

t en ^.k, ^.L, welche als den Seiten O?.,

O? des andern Dreyeckes gleich gegeben
sind, an verschiedenen Seiten der von

oder O auf die dritte Seite gezogenen

senkrechten Linien liegen, (chic;. ;z.)

Da zu erweisen ist, daß lüV im l?L seyn muß,
so nehme man an, dies sey nicht der Fall, sondern es

sey lü? — IZ6. Zieht man dann ^6, so hätten
die Dreyecke einen gleichen Winkel,

L — lü, und die anliegenden Seiten wären in bey¬

den Dreyecken gleich, daher (§. 7Z.) die Dreyecke

einander völlig gleich, und O?, also auch

Dieses letztere ist aber nicht möalich,

wenn zwey verschiedene au einerley Seite

der senkrechten vLI! befindliche Linien sind (§. 10z.)

und wenn sie auch an verschiedenen Seiten derselben
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fielen, so mußte doch noch der Canstrnction L dem
Puncte bl näher lieo.cn, als 1> demselben ltegt. und
dann wäre (§. loch) <s.^L, also nothwendig

^ .^L, weil XL > angcnvmincn ist. Es
kann also in den Fallen, wo -i^L ^ -^iä isr^ nicht
„/VL 122 ^L, und folglich n cht tuk' -< LL sccin.
Eben so laßt sich an- H> 102. zeigen, daß auch nicht
Ich h» LL seyn kann.

Zweyter Fall. (?ig. 56.) Liegen die
Seiten vLK, ^.L an^einerien Seite
der senkrechte» ^.11, und man wollte an¬
nehme», es sey entweder 'Ich 22: LL, oder auch
Ich' 22t Lg: so müßte in jenem Falle 22t LI',
in diesem 222 LI seim (»ach §. 7g.); cS ist aber
nach §. IO2. allemal ^ /LL, und > ^LL,
also kann keiner jener Fälle Statt finde», weil!)?
2t2 ^.L ist.

* ioZ. izte Aufgabe. An die ge¬
rade Linie ein Dreyeck zn zeichnen, i» wel¬
chem ein an dieser Linie anliegender Winkel
dem gegebenen Winkel L! gleich ist, in welchem
ferner die eine an diesem Winkel anliegende,
aber nicht aufVL fallende Seite der Linie D
und die jenem Winkel gegenüberstehende Seite
der Linie gleich ist. (?i^. 57.)

Auflösung. Erster Fall, wenn diedem
gegeben enWinkelentgegen stehen deScite
größer ist, als die anliegende kü > I).

An die Linie zeichne mau den Winkel L?8
— L (K. 77.) und nehme auf seinem Schenkel l ich
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das Srück in: O. Uni den Mittelpunct lZ

ziehe man mit dem Halbmesser lil — U eine»

Kreisbogen U>Idl, und nach dem Puncte 1, wo die¬

ser die Linie .4.K schneidet, ziehe man lUI, so ist U ttl
das verlangte Dreyeck. — Der Kreis, wovon (M

ein Bogen ist, schneidet zwar die Linie zweymal,

aber nur einer dieser Durchschnirtspuncre kann an der

Seite von ssll liegen, wo der gegebene Winkel sich

befindet, (in derFigur rechter Hand,) weil IUI j> b l^

ist, also UUl der senkrechten Linie näher liegt, als lil
oder die ihr gleiche Linie (§. 102.); der zwente

Durchschnitrspuncc giebt also hier kein Dreyeck, wel¬
ches den gegebenen Winkel in sich faßte.

Zweyter Fall. Ist hingegen die Seite,

Welche dem gcgcbenen Winkel gegenüber¬

steht, kleiner als die anliegende, wie der

Fall seyn würde, wenn (Uä". 57.) dem Winkel 22
0 eine Seite 122 U), anliegen, und eine Seite 22

X gegenüberstehen sollte; so zeichnet man zwar wie¬
der den Winkel t?UZZ 22 L, nimmt U kU 22 I), und
zieht um H mit dem Halbmesser HU 22 X den

Kreisbogen UlVl; aber dieser schneidet jetzt.ssö zwey¬

mal an einerley Seite von U und die beyden Drey¬

ecke UUIU und Ul^lVI enthalten beyde den Winkel

22 L, die anliegende Seite 22 U'I? 22 L),

und die gegenüberstehende Seite HU 22 kllVl 22 X,;

beyde Dreyecke entsprechen also der Forderung der
Aufgabe.

Daß hier beyde Durchschnitte U und lVI an ei¬

nerley Seite von W' fallen, erhellt wieder aus §. 102.
denn die Perpendicularlinic auf fällt zwischen U

und lXss (§. 97.) und da IäU -< lj?, so liegt die

erstere der senkrechten Linien näher als die letztere.
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* ic?y. Hrerairs erhellet, warum in §. 107.

die Bedingung nöthig war, das; die Veire-, welche

dem in beyden Dreyecken gleichen Winkel gegenüber¬

steht, die größere seu. Alle übrigen Bedingungen

treffen bey den beyden Dreyecken cklckss. und cklcklVl

(1'iZ. 57.) zu, denn sie haben den Winke! cklsick,
und die Seit« sill gemein und die jenem Wmkei ge¬

genüberstehenden Seiren sind gleich, Hl, uur lckiVI,

weil aber hier Ickck, -q Icksi, so sind die beyden unglei¬

chen Dreyecke möglich.

Es könnte sogar der Fall eintreffen, daß sich aus

zwey gegebenen Seiren und einem Winkel kein Drey¬
eck so zeichnen ließe, daß die kleinere Seite dem gege¬

benen Winkel gegenüber stände. Ware nämlich in

19-g. 57. die Linie 45. kleiner als die von Ick gegen
Xil gezogene senkrechte Linie: so würde der um Ick

mir dem Halbmesser ^ beschriebene Kreis die

Linie /rö gar nicht schneiden, sondern ganz oberhalb

derselben liegen.

110. Die Anwendungen, welche sichren den bisheri¬

gen Lehrsätzen machen lassen, sind noch ziemlich beschränkt;

indeß geben sie uns doch Mittel an die Hand, um wenig¬

stens alle vorqezeichnetcn Figuren in eben der Größe ab¬

zuzeichnen. Außerdem setzen sie uns in Stand, Winkel

auf dem Papiere zu zeichnen, die gegebenen Winkeln auf

dem Felde gleich sind, und umgekehrt, Winkel im Felde

abzustecken, welche vorgezeichneten Winkeln auf dem Pa¬

piere gleich sind. Endlich fuhren sie doch auch schon zu

Methoden, um Entsemungcn zu bestimmen, die man

nicht unmittelbar Messen kann, obgleich die in den blshe-
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rigen Sätzen begründeten Methoden noch eben nicht die

allcrbegucmsten sind.

irr. i 4 te Aufgabe. Eine Figur zu
zeichnen, welche einer gegebenen geradlinigem
Figur völlig gleich ist. (I'iZ. 58.)

Auflösung. Man theile die gegebene Figur

in lauter geradiinigte Drepecke, indem

man die Linien LL, LL nach allen Wmkel-

punctcn zieht. Dann zeichne man zuerst ein Dreyeck,

welches dem Dreyecke völlig glejch ist, füge an

die Linie ein zweytes, welches genau

gleicht, und so fahre man fort, ei» Dreyeck an das

andere zu fügen, bis die Figur völlig abgezeichnet

ist. Bey dieser Abzeichnung muß man Sorge tragen,

daß die Seiten jedes Dreyecks auch die gehörige Lage

erhalten, daß nämlich im Dreyecke die Seite

L? rechts und links zu liegen komme und so

weiter.

112. Nach dieser Anleitung kann man jede

Charte oder ähnliche Zeichnung abzeichnen. Zieht man

nämlich zwischen allen Hauptpuncten gerade Linien,

so erhält man eben eine solche an einander hängende

Reihe von Dreyecken, wie ?ig. 58. und kann also

alle diese Hauprpunctc auftragen. Kommen in der

Charte krumme Linien vor, etwa Flüsse, oder Land.-
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strafen, oder Grenzen zwischen verschiedenen Besitzun¬

gen: so kann man wenigstens einige Puncte dieser

krummen Linien auf die vorhin angegebene Art in die

Zeichnung eintragen, und es ist dann leicht, die übri¬

gen Theile dieser Linien, allenfalls nach dem Augen¬

maaß dazwischen zu zeichnen.

71z, Welcher Methode man sich bedienen will,

um die Dreyecke abzuzeichnen, hängt von Uniständen ab.

Bey kleinen Dreyecken pflegt man am liebsten »ach §.72.

zu verfahren; Hinzegen, wenn die Dreyecke so groß sind,

daß man die Länae der Seiten nicbt gut auf einmal mit

dem Zirkel fasten kann: so ist eS bester, einen Winkel

zuerst zu zeichnen; und auf seine Schenkel die Länge der

Seit.» stückweise aufzutragen. (§. 7L.) Auch konnte es

wohl kommen, daß man a >6 einer Seite und den beyden

anliegende» Winkeln das Dreyeck bestimmen müßte,

wozu die Regel erst in der Folge (§, vorkommt.

Dieses würde besonders dann nöthig senn, wenn auf der

abzuzeichnenden Charte bloß die Richtung bcr beyden übri¬

gen Seiten angegeben wäre, ihr Dnrchschnittspunct aber,

oder die Sp tzc des Dreyecks ans der Charte nicht mehr

Platz gefunden hätte.

114. 15 te Aufgabe. Eine gerade

Linie auf dem Felde so abzustecken, daß sie durch

zwey gegebene Puncte geht.

Auflösung. Man bezeichnet diese beyden

Puncte durch aufgestellte Stangen und setzt zwischen
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sie andere Stangen so, daß wenn man das Auge

an einer von jenen Stangen oder Stäben halt, die

zwisch ngesetzt n einander und auch die zweyte zuerst

aufgestellte Stange verdecken, oder so, daß dann alle

genau hinter einander zu liegen scheinen. Dann ste¬

hen alle diese Stangen in der geraden Linie, oder in

einer gegen die Erde senkrechten Ebne, weiche be¬

zeichnet werden sollte.

115. i6te Aufgabe. Eine gerade
Linie auszumessen.

Auflösung. Man nimmt irgend eine gerade

Linie als Maß an, und versucht, wie oft dieses in

jener enthalten ist. Auf dem Papiere geschieht die¬

ses, indem man den Zirkel um so viel öffnet, als das

Maß beträgt, und dann untersucht, wie oft man

diese Länge neben einander aus der Linie absetzen kann.

Auf dem Felde bedient man sich der Maßstäbe oder

Meßkettcn.

Anmerkung. Das eigentliche Verfahren hierbc»

und alle Vorsichts - Maßregeln, welche eine genane ,

Messung erfordert, können hier nicht ans einander gesetzt

werden, da es uns hier bloß um Andeutung der Anwen¬

dungen zu thun ist.

116. lyte Aufgabe. Einen Winkel
aufdcm Papiere zu zeichnen, welcher einem auf
dem Felde gegebenen Winkel gleich ist.
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Auslösung. Man stelle eine ebene Tafel ge¬

nau im Scheitelpunkte des auf dem Felde gegebenen

Winkels horizontal auf, das heißt so, daß keine Seite

sich mehr als die andere gegen die Erde neige. Man

setze in der Richtung der beyden Schenkel des Winkels

Merkmale, etwa Stangen oder Stäbe. Man lege

nun auf jener Tafel ein Lineal so, daß es durch den

Punct auf der Tafel geht, welcher gerade über dem

Scbeitelpuncte des auf dem Felds gegebenen Winkels

liegt; richte es genau nach dem in dem einen Schen¬

kel aufgestellten Merkmale, und ziehe längs des Lineals

auf der Tafel eine Linie. Endlich verfahre man für

den andern Schenkel eben so, indem man das Lineal

wieder an den Punct bringt, der gerade über dem

Scheitelpunkte liegt und es nach dem andern Sche»,

kel richtet. Dann ist auf dem Papieee der verlangte

Winkel gezeichnet.

Beweis. Stellt man sich vor, die Tafel sey

unmittelbar auf die Erde gelegt, so kann man den

Scheitelpunkt als auf der Tafel ^.IZLO selbst (?lZ.

59.) i» L liegend betrachten. Zieht man dann über

die Tafel und auf der Erde hin die Linien L?,

nach den auf dem Felde bemerkten Gegenständen

<?, so ist offenbar der verlangte Winkel aufs Papier

gebracht, indem der Winkel auf dem Felde sich durch

nichts als durch eine größere Länge der Schenkel von

dem auf dem Papiere unterscheidet. Man übersieht
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stimmen, bedient man sich der Diopter-Lineale und Fern¬
rohre; statt der einfachen Tafel gebraucht man den Meß¬
tisch, welcher mit gehörigen Vorrichtungen, nm genau ho¬
rizontal und genau über einen gewissen Punct gestellt zu
werden n. s. w. versehen ist.

Iig. iLte Aufgabe. Einen Wiukel

auf dem Felde abzustecken, der einem auf dem

Papiere gegebenen Winkel gleich ist. (Il'iA. 59.)

Auslosung. Man stellt die Tafel eben so
wie in der vorige» Aufgabe; legt das Lineal an den
einen Schenkel Istch des gegebenen Winkels und be¬
merkt einen Punct I', der genau in der verlängerte»
Richtung dieses Schenkels liegt. Eben so verfahrt
man, während die Tafel »»verrückt bleibt, mit den»
andern Schenkel und bemerkt zugleich genau den Sehest
telpnnct, welcher nämlich gerade unter dem Puncte Ist
liegt: so ist das verlangte geschehen.

119. iyte Aufgabe. Einen Wiukel

auf dem Felde abzustecken, welcher eben so groß

ist, als ein anderer, gleichfalls auf dem Feld«

gegebener Winkel.
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aber leicht, daß cS in der Hauptsache keinen Unter¬
schied macht, wenn die Tascl auch nicht auf der Erde
liegt, sondern sich in einiger Hohe befindet.



65

Auflösung. Man bringe den gegebene»

Winkel auf die Tafel (§. 116.) und gehe nun mit

der Tafel nach dem Scheitelpuncte des neuen abzu¬

steckenden Winkels, wo man dann nach §. nL- ver¬

fährt.

i2o. 2oste Aufgabe. Die Entfer¬
nung zweyer Puncte und L auf dem Felde
zu bestimmen, wenn man diese nicht unmittelbar
messen kann. (lag. 60.)

Auflösung. Erster Fall. Man nehme

einen Standpunct O, von welchem aus

man nach den beyden Puncten ^ und L

kommen und dahin messen kann. Dann

verlangte man die gerade Linie LL nach O, und

nach D; messe und LL, und nehme LD rnr

OL LL. Endlich messe man OD, so ist die

Entfernung OD mit einerlei), also hierdurch

bestimmt.

Beweis. Es sind " DLO Scheitel¬

winkel (§. 37.) und di« Dreyecke ^.LD, DLO

gleich nach §. 7Z.

Zweyter Fall. Wenn man von dem

angenommenen Standpuncte O nur nach

dem einen Endpuncte^. der zu bestimmen¬

den Linie hinmessen kann. Dann kann man

PrandeS Eromctric. E
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lvetl man LL nicht messen kann, so kann man auch
nicht Lv — KL nehmen. Mann verlängerealso
jene Linie über L hinaus, nehme Lk — und
setze an KL einen Winkel Lkv um L^L, (§. 119)
so bestimmt steh ein Punct v, wo die beyden im
Felde abgesteckten Linien Lv, KV, einander schnei¬
den und KV ist wieder der gesuchten Entfernung
gleich.

121. Anmerkung. Die im letzten ?. angegebenen

Methoden wird man in der Ausübung wenig brauchbar

finden; doch könnte die erste allenfalls dienen, nm ohne

alle Instrumente die Entfernung genau zu bestimmen.

Der eigentliche Grund aber, warum sie hier angeführt

sind, ist nur, einen Begriff von der Benutzung der bis¬

herigen Lehrsätze zu dem Zwecke zu geben, welche die

Feldmeßkunst eigentlich hat, nämlich Entfernungen zu be¬

stimmen, die man nicht unmittelbar messe» kann. Mau

könnte die Entfernung selbst in dem Falle finden, da

man von E aus weder nach ^ noch nach L hinmcffen

kann, aber das Verfahren ist seht viel umständlicher und

also noch weniger brauchbar, als die hier angeführten

Methoden.

Vierter Abschnitt.
Von den Parallellinien.

122. Erklärung. Zwey gerade Linien ^.L,
KV (kiß. 61.) nähern sich einander, wenn
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von den Puncten 6, Ich welche beyde in liegen,
der eine 6 der Lmie LI) näher ist, als der andere
Ich das heißt, wenn die von Q an LO gezogne
senkrechte Linie tlll kürzer ist, als die von 1Ü an Ll)
gezogne senkrechte lü?.

Hingegen sind (?>Z. 62.) die geraden Linien
^elZ, (lt) überall gleich weit von einander
entfernt, wenn alle Linien, die man von Puncte»
Ich S der einen senkrecht gegen die andre zieht, ein«
ander gleich sind, II? im KII.

12z. Grundsatz. Wenn (IäZ. 62.)

eine gerade Linie ist, und mau zieht in

derselben Ebne eine andere Linie GO so, daß

sie überall gleich weit von 2VL entfernt ist:

so wird auch LD eine gerade Linie seyn.

124. Erklärung. Gerade Linien, welche
in einerley Ebne liegen, und überall gleichweit von ein¬
ander entfernt sind, heißen Paralleliinien.

125. Grundsatz. Gerade Linien, die

sich einander nähern, müssen, wenn man sie

hinreichend verlängert, allemal einander schnei¬

den ; hingegen schneiden Parallellinien einander

nicht, man mag sie verlängern, so weit man
E 2
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will, sondern bleiben überall gleich weit von

einander entfernt.

Man kann sich nämlich nicht denken, daß zwey
gerade Linien, die auf einer gewissen Strecke sich
einander nähern, bey ihrer Verlängerungnickt fort¬
fahren sollten, sich einander in eben dem Maaße
immer mehr zu nähern; und wenn das ist, so
müssen sie endlich sich einander schneiden. Eben so
»inleuchtend aber ist, daß gerade Linien, die sich ein¬
ander gar nicht nähern, auch wenn man sie ver¬
längert, nicht anfangen tonnen, sich einander zu nä¬
hern, und daß sie sich folglich auch nicht schneiden
können.

126. z6ster Lehrsatz. Wenn

6z.) und LO zwey gerade überall gleich

weit von einander entfernte Linien sind: so

sind alle gerade Linien III'', welche auf der

einen senkrecht stehen, auch auf der andern

senkrecht.

Beweis. Es läßt sich beweisen, daß die Linien
sich einander nähern würden, wenn nicht L? auf
beyden zugleich senkrecht wäre.

Es seyeine von dem Puncte kl aus ge¬
gen LL> senkrecht gezogne Linie, und man nehme an.
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sie stehe n i chst zugleich auf senkrecht. In diesem
Falle ist es gewiß möglich, aus ? eins andre Senk'
rechte ?L gegen zn ziehen; und weil L ein
von stü verschiedenerPunct seyn soll, so kann man
nun wieder List auf LI) senkrecht setzen. Wäre
aber?LL wirklich ein rechter Winkel, so wäre noth¬
wendig (§. 91.) L? ?L, weil nothwendig
kleiner als ein rechter Winkel seyn müßte, (§.95.);
dagegen im Dreyecke st'LIst, wostststLein rechter Winkel
ist, hätte man List < st?L, und daraus würde noth¬
wendig folgen, L? > List. Nun sind L?, List,
die Entfernungen der Puncte L und L von der geraden
Linie LO und da diese gleich seyn sollen: so kann
nicht L? >. st'L seyn, sondern es muß die Vor¬
aussetzung, daß L? nicht senkrecht auf sey,
falsch seyn.

127. Erklärung. Wenn (ILZ. 6z.) zwey
Parallellinien I.L, List von einer geraden Linie Ilsti
gelchnitten werden: so nennt man die Winkel, weiche
von der letztem mit den Parallcllinien an der in¬
nern Seite der Parallellinien gebildet werden, in¬
nere Winkel, wie LstlL; hingegen diejeni¬
gen, welche an der äußern Seite der Parallellinien
liegen, äußere Winkel, wie IL^, R.!stD.

Man sagt ferner von den beyden an einerley
Seite der schneidenden Linie befindlichenWinkeln, de¬
ren einer an der inner» Seite der Parallcllinien liegt
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wie IXL, der äußere Winkel II.H.

sey dem inner» IdcL entgegengesetzt.

Endlich nennt man zwey innere Winkel, die an ver¬

schiedenen Seiten der schneidende» Linie und an den bey¬

den verschiedenen Parallcllinien liegen, wie e'cl.di,

innere Wechsel winke! und eben so zwey äußere

Winkel, die an den beyden verschiedenen Parallelli-

nien und an verschiedenen Seiten der schneidenden

Linien liegen, äußere Wechselwinkel.

128. Z ?ster Lehrsatz. WennzweyPa-

rallellinici! lüO von einer geraden Linie

IX geschnitten werden: so ist die Summe der

innern, an derselben Seite von IX liegenden

Winkel zweyen rechten gleich, XIM

^2lX (?tZ. 6z.)

Beweis. Wenn man von den Puncten I-,

X, wo die Linie IX die Parallcllinien schneidet, die

Linien XO senkrecht auf beyde Parallellinien

zieht: so iäßt sich die Gleichheit der Winkel E>I^X

lVIXlk, zeigen. In den Dreyecken (Wdi, lVIXI.

ist nämlich der rechte Winkel bey O und, IVI

gleich, beyden gemein und in beyden die Hy¬

potenuse, und OX ist — I,lVl, weil die Li,

nie» parallel oder überall gleich weit von ein¬

ander entfernt sind, daher sind die Dreyecke ganz

gleich; (§. 106.) also der Winkel OI.dl 121 lVIdil.,
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und daher weil 01^ -s- KKL 22 2K, auch
kldlk 22c 2k

129. Aus diesem Satze folgt unmittelbar,
daß bey Parallellinicn auch die Wechsel¬
winkel gleich sind, " kdlD, und
-2: Xd.v; und ferner daß j edcr äußere Winkel
dem innern entgegengesetzten gleich ist,
IIB 22: Ikv, und kldlL 22 ldil^.

izo. ZLster Lehrsah. Wenn zwey

gerade Linien .^L, EO, welche in einerley

Ebne liegen, von einer dritten IX (?iZ. 64.)

geschnitten werden, und es ist die Summe

der innern Winkel, welche an einerley Seite

von IX liegen, gleich zwey rechten, IZIiX -s-

IiXO — 2X: so sind die beyden Linien

LD parallel.

Beweis. Daß und LO einander nicht
schneiden können, erhellt schon aus §. 95. weil man
sonst ein Dreyeck erhielte, in welchem zwey Winkel
zusammen so viel betrügen, als zwey rechte, welches
unmöglich ist. Aber die Linien bleiben auch überall
gleich .entfernt von einander, denn, wenn man kdf
in ? halbirt und durch k eine willkührliche gerade
Linie <)k zieht, welche die Linien LO in ()
und k schneidet: so läßt sich die Gleichheit der auf

und LiZ senkrechten Linien Lk beweisen.
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zu eine wlllkuhrliche gerade Linie LO, zeichne an

iZl. Aus diesem Lehrsatze folgt auch, daß
zwey gerade Linien parallel sind, wenn
die Wechselwinkel gleich sind, NI.Nmil.IüL,
und wenn der äußere Winkel II.L dem in-
nern entgegengesetzten I.NO gleich ist.

iZ2. 2iste Aufgabe. Eine gerade
Linie zu ziehen, welche der gegebenen geraden
Linien parallel sey und durch den Punct
e gehe. (liZ. 65.)

Man hat nämlich erstlich in den Dreyecken ,
die Seiten kldi mc 1^1., weil I.di in ?

halbirt ist, und die umliegenden Winkel in beyden
gleich, im ?!.() nach der Varaussetzung des
Lehrsatzes, und cm !.?() (§. 57.), als Schei¬
telwinkel; hieraus folgt also (§. 104.), daß auch
der Winkcl im Wenn aber das ist,
so sind die Dreyecke kck)'!' völlig gleich, weil
sie die rechten Winkel L cm 1' haben, (indem kl3
auf und auf LO senkrecht gezogen ist),
der Winkel im und die Seiten ()(!. m:
()kk, welche dem rechten Winkel gegen über steht, (§.
105.) Cs ist also läS mi ()!' und die Linie
LO nähern sich einander nicht.
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sein Scheitel in L fällt und verlängere die so be-

stimmte Linie OL nach ?: so ist O? die verlangte

Parallcllinie. (§. izo. iZi.)

izz. Man hätte auch an der verlängerten

L6 den Winkel " LOL nehmen können:

so würde L? parallel mit seyn.

Diese Regel ist es eigentlich die man gewöhnlich

befolgt, um mit Leichtigkeit Parallellinien zu ziehen.

Man nimmt nämltch ein in Holz ausgeschnittenes

Dreyeck asio (?ig. 66.) dessen Seiten, wie beym

Lineale völlig gerade gearbeitet sind, legt die eine

Seiie desselben an die gegebene Linie 7rL und zieht

an der andern Seite hin, die Linie so, die man nach

L verlängert. An aL kann man der Bequemlichkeit

wegen ein gradcs Linial legen und dann das Dreyeck

so daran fortschicken, daß ao immer am Lineale oder

an der Linie aL bleibe; dann ist in jeder Lage des

Dreyecks ssso oder a" K" L die Seite ad oder

s" b" mit parallel.

IZ4. Völlig ähnlicher Methoden wie §. IZ2.

kann man sich auch bilden, um auf dem Felde Parale

lellinien zu ziehen, lindem man nach §. 119. gleiche

Winkel absteckt.

135. 22ste Aufgabe. Durch den
Punct <ü, welcher nicht in der geraden Linie
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den Winkel IHö dem gegebenen Winkel gleich (§.

77.) und ziehe durch L eine Linie 1)6 mit IH pa¬

rallel, (§. iz2. izz.): so ist LOL dem gegebenen

Winkel gleich. (§. 129.)

lZ6. Z9ster Lehrsaß. Wenn zwey

Linien LD beyve mit einer dritten

parallel sind: so sind sie auch unter sich parallel»

(?i.Z. 67.)

Beweis. Man ziehe eine gerade Linie 611,

welche alle drei) Linien schneidet. Da nun ^elZ mit

L? parallel; so ist 6ILi 022 6?? und weil

Lv mit ?? parallel, 6KO 22: 61.?, (§. 129.)

also auch 6IL 22: 6I5.O, und folglich chL mit LO

parallel. (Z. izi.)

1Z7. 4oster Lehrsatz. In jedem

Dreyecke ist der äußere Winkel, welchen die

Verlängerung der einen Seite mit der anlie¬

genden Seite macht, so groß als die Summe

der beyden innern entgegengesetzten Winkel

VLO — L, und daher die Summe

74

liegt, eine Linie zu ziehen, die mit

einen gegebenen Winkel macht. 65.)
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aller drey Winkel im Dreyeck gleich zweyen

rechten, ck' ck" — 2R»

(I'iZ. 68.)

Beweis. Wenn man durch L die Linie (W
Mit parallel Zieht, so ist L(W 222 ^-LL, weil
es Wechselwinkcl sind, und KLO 222 L^rL, weil
e§ äußere und innere entgegengesetzte Winkel sind,
(§. 129.) Man hat daher ^.lZL -s- lZ.^L 122
LLO, nnd ferner ^KL -j- -ch- ^LL 22^
^LL -ss" LLV 222 2K.

iZ8- Im rechtwinklichten Dreyeck ist also die
Summe der beyden übrigen Winkel '.gleich einem
rechten Winkel. Im gleichschenklichten Dreyecke ist
die Größe aller Winkel bestimmt, wenn man einen Win¬
kel kennt. Denn es ist z. B. in kiZ. 48-, wo L
122 L; der Winkel L^.L 222 2K —>2lZL^. und

der Winkel 122 — Wenn also

im gleichschenklichtenDreyecke der von den gleichen
Schenkeln eingeschlossene Winkel ein rechter ist: so

2 k — k
ist jeder der gleichen Winkel 222 222 z k,2
die Halste eines rechte Winkels.

Im gleichseitigenDreyecke (ssig. zi.) ist k 222
L 222 O und k -j- e O 222 2 ?r, also jeder
222 K k, zwey Dritteln des rechten Winkels gleich-
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IZ9« 2zste Aufgabe. Durch den
Endpunct ^ einer geraden Linie eine
Linie auf senkrecht zu ziehen. (I'iZ. 69.)

Auflösung. Man nehme auf das Stück

H.L willkührlich und errichte darüber ein gleichschcnk-

lichtes Dreyeck ^OL, dessen Schenkel ^.O 221 LO

man ebenfalls willkührlich annehmen kann. Um den

Mittelpunct O ziehe man mit den Halbmeßer 22

OL einen Halbkreis und verlanger« LO bis O, wo

sie den Kreis schneidet. Endlich ziehe man s»

ist die verlangte Senkrechte.

Beweis. Da OH, 22 Oll Halbmesser des¬

selben Kreises sind, so ist auch HOL ein glcich-

schenklichtes Dreyeck und daher sind die Winkel UOH

22 OHO und jeder derselben irr: !HOtl; eben so

OHE" OLH 22 ^ HOL, (§. 1Z7.) also 2 OHO

-s-2OH(Ü im HOtü^HOO "2k, und OHO

^ OHO — k, das ist OHO ein rechter Winkel.

140. 4ister Lehr faß. In jeder ge-
radlinigten Figur (I'iZ. 70.)
betragt die Stimme aller Winkel zweymal
soviel rechte Winkel als die Figur Seiten hat,
weniger vier rechte Winkel.

Beweis. Nimmt man irgend einen Punct

6 innerhalb der Figur an, und zieht nach allen
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Wmkclpuncten gerade Linien von 6 aus: so wirb

die Figur in eben so viele Dreyeck- getheilt, als sie

Seiten hat. Die Summe aller Winkel in diesen

Dreyecken beträgt also zwcymal soviel rechte Winkel

als die Figur Seiten hat. Alle Winkel dieser Drey¬

ecke zusammen genommen, machen aber, wenn man

die rund um den Punct 6- liegenden Winkel abrech¬

net, eben so viel ans, als alle Winkel, welche die

Seiten der Figur mit einander machen, folglich weil

die um 6 herumliegenden Winkel vier rechten gleich

sind: so ist die Summe aller Winkel der Figur so

groß als zweymal soviel rechte Winkel, wie die Figur

Seiten hat, weniger vier rechte Winkel.

Man muß hierbei) aber bemerken, daß ws«n

die Figur einwärts gehende Winkel hat, wie bey

?, hier der inwendig liegende Winkel, weicher rrr:

ist, verstanden wird, wenn von

den Winkeln der Figur die Rede ist, und nicht

der außen liegende Ein solcher Winkel,

wie hier der inwendig liegende ?, ist größer als 2

rechte und heißt ein erhabener Winkel.

141. Wenn die Figur einwärts gehende Win¬

kel hätte, so könnte es kommen, daß man den Punct

6 nicht so annehmen könnte, daß alle an die Win¬

kelpuncte gezogenen Linien ganz innerhalb der Figur

sielen, sondern einige könnten wie 611 71.)
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die Seiten der Figur schneiden. Dann
läßt sich der Beweis des vorigen Lehrsatzes nicht so
leicht übersehen, aber wenn man LL zieht: so er¬
hellet aus dem vorigen, daß die Winke! der vier
fettigen Figur betragen 211 Zle — 41s,
und die Winkel des Dreyecks LOL ^ 2?r, also
auch hier die Winkel der fünsseitigcnFigur ivk
— 4 K. Und so könnte man sich in jedem ähnlichen
Falle helfen.

i/>2. Es beträgt also die Summe der Winkel
in jedem Dreyecke — 2. zR, — glt rrr 2N,
in jedem Vierecke — 2. siU — sik — sin,
in jedem Fünfecke — 2. s^, — sik ^ 6it,

und so weiter,
in jedem Awanzigecke — 2.20R — 121 zün,
in jedem Hnndcrrecke — 2 .100u— gir — 196N.

«. s. w-

14Z. 4 2ster Lehr saß. Wenn zwey

ge rade Linien LO von einer dritten 115

(kiA. 72.) geschnitten werden, rind es ist die

Summe der beyden innern Winkel LLI. -ss

kleiner als zwey rechte Winkel: so

nähern sich jene Linien nach der Seite zu,

wo diese Winkel liegen und müssen sich also,

wenn man sie nach dieser Seite hin genug

verlängert, nothwendig einander schneiden.
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Beweis. Die Linie k?, welche ans 6O

senkrecht steht, ist nicht auf XL senkrecht, und dar¬
aus läßt sich beweisen, daß eine zweyte auf LO
senkrechte Linie (-11 K? ist.

Da die Winkel Lkk und KKK zusammen weni¬
ger als zwey rechte betragen, so ist allemal wenigstens
einer derselben ein spitzer Winkel. ES sey also I,
ein spitzer Winkel und man ziehe von dem Scheitel¬
punkts k des andern Winkele die Linie k? auf Lll
senkrecht, so wird diese an derselben Seit von kk
fallen, wo der spitze Winkel k liegt, weil sonst in
einem Dreyecke ein rechter Winkel und der Neben¬
winkel von k, welcher stumpf ist, seyn würde.
Weil nun (§. 1Z7.) in dem Dreyecke kk? die
Summe der drey Winkel " 2K. ist, nämlich

kk? "f- KKK -j- KKK 2K, dagegen aber
KKK -s- 6KK KKK < 2K, so ist

6K? KKK, also 6K? >< K und k? steht
nicht auf KL senkrecht. Zieht man nun von ?
gegen XL die Linie K6 senkrecht: so wird diese
an der Seite von k fallen, wo der spitze Winkel
6K? liegt, und eine wieder von 6 auf LO senk¬
rechte Linie 6K wird entfernter von IX. fallen, als
K?. Weil nun im Dreyecke K6?, 6 ein rechter
Winkel ist: so hat man (§. 91.) K? > ?6, und
aus eben dem Grunde ist im Dreyecke 6KK, die
Seite K6)> 6K, folglich auch k? >> 6K. Diese
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Puncte in von der Linie Ll) und es erhellet
also, daß sich der Linie nach der Seite hin nä¬
hert, wo die Winkel liegen, deren Summe kleiner
als 2H ist, und nach dieser Seite hin werden sie
also einander schneiden, wenn man sie hinreichend
verlängert. (§. 125.)

144. 2 4sie Aufgabe. Es ist (?5Z.
7Z-) eine gerade Linie ^ gegeben, nebst zweyen
Winkeln L und L, deren Summe weniger
als zwey rechte betragt; man soll aus diesen
drey Stücken erstlich ein Dreyeck construiren,
in welchem die gegebenen Winkel der gegebe¬
nen Seite anliegen; zweytens ein andres Drey¬
eck, in welchem der eine Winke! (H dieser Seite
gegen über steht, der andre L an ihr an¬
liegt.

Auflösung 1. Man nehme die Seite OL
rri ch., sehe an l) den Winkel 1DL — k und
an L den Winke! rrr: (! (§. 77.); so
werden die Schenkel v?, L? einander schneiden,
weil die Winkel O, L zusammen weniger als zwey
rechte betragen, (§. 14z.) und das nach dem ersten
Theile der Aufgabe verlangte Dreyeck bilden.

2. Um ein Dreyeck nach dem zweyten Theile
der Aufgabe z« construiren, nehme man 611 "
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„nd zeichne 'an sie den Winkel IVlIK? L, an

den Schenkel Ll.II zeichne man den Winkel L.1IL

L und ziehe LIVl niit HL parallel: so ist LlVIH

das verlangte Dreyeck, weil LlVlH — lVILL.
(§- I29-)

145. 4Zstcr Lehrsaß. Wenn man
auf den Parallellinien >LL, <ÜO gleiche Stü¬
cke nimmt ^VL — <^O (Lig. 74.) und die
Endpnncte derselben durch die geraden Linien
^dl, LO (welche sich nämlich flicht durch?
kreuhen,) verbindet: so isi auch^Ld! —LO,
und diese Linien sind ebenfalls parallel.

Beweis. Mau ziehe LL, so erhellt die

Gleichheit der Dreyecke ^.LL, DLL, weil ckcL

LO, LL " KL, ^.LL — OLL, (§. 129.);

hieraus folgt, ^L " OL und ^.LL ^ OLL und

dieser letztere Umstand zeigt, baß ^L mit LO pa¬

rallel ist.

146. 44sier Lehr saß. Wenn (LiZ.
74.) zwey Parallellinien ^L, dlO von zwey
andern lParallcllinjen LO geschnitten
werden: so sind die abgeschnittenen parallelen
Stücke gleich, 2VL — LO und ^Ld! — LO.

Beweis. Zieht man LL, so ist wegen der

Parallellit.lt der Linien, ^-LL OLL und ^.LlZ

VrandcS Geometrie, F
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OLL, und folglich sind die Dreyecke L.LL,

OLL völlig gleich (§. 104.) also .^L — OL und

A.L Oö.

147. 45ster Lehrsatz. Wenn in ei¬

ner vierseitigen Figur 74.)

^ede zwey einander gegen überstehende Seiten

gleich groß sind, — t^O, — OO:

so sind diese Seiten parallel und die einander

gegen überstehende Winkel gleich, <H — L

und — I).

Beweis. Man ziehe LL, so sind ^LL,

OLL gleiche Dreyecke wegen der Gleichheit der

Seiten (§. 75.), daher die Winkel — O, ^LL

" OLL, und ^.LL OLL. Diese Gleichheit

der Winkel zeigt, daß die Seiten parallel sind, und

auch daß L.LL -s- LLO OLL -s- LL^ oder

L.LO ^ ^.LO.

148. Auf dem letzter» Lehrsatze beruht die

Ze ichnung der Parallellinien vermittelst des Paral.

lcllincals. Dieses Insirument besieht nämlich

aus zwey Linealen ^L, LO (ILg. 74.) an welchen

in den Punct L, L, O, die so liegen, daß

^.L LO Ist, gleich lange Verbindungsstücke ^.L

^ LO befestigt sind, die sich um die Endpuncte so

drehen lassen, daß alle Stücke immer in einer Ebne
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bleiben. In welche verschiedene Lagen man nun

auch und I5D dringen mag, indem man die

Winkel ändert: so bleiben doch allemal die Lineale

GU parallel, und ändern bloß ihre Entfernung

von einander.

- isty. Anmerkung. Die bisherige Darstellung
der Theorie der Parallellinicu ist nicht durchaus so strenge,
als man von einem mathematischen Vortrage zu verlan¬
gen pflegt. Denn obgleich wohl niemand die Richtigkeit
der devden Grundsätze §. 12z. 125. in Zweifel ziehen
wird: so könnte man doch, nach der Strenge der mathc-
mathischen Lchrart, klarere Beweise für dieselben fordern.
Indeß scheint mir der hier gewählte Gang der Unter-
suclmng, weil er leicht zu übersehen ist, für den Anfän¬
ger paffender, als manche andre Darstellung dieser Lehre,
vev denen man gewöhnlich doch ebenfalls Grunosäke an¬
nehmen muß, wogegen ähnliche Erinnerungen statt finden.

Um aber den Gcübtern eine Probe von den Vcmü-
hnngen andrer Schriftsteller für diefc Lehre zu geben,
fetze ich noch als Zugabe diejenigen Sätze hicher, in wel¬
chen begenstr« in seinen LIsiileiis <Zg Astn „ich IM diese
Lehre gründlicher, wie es mir scheint, als irgend einer
seiner Vorgänger vorgetragen hat. Daß aber diese Dar¬
stellung für die Anfänger nickt paßt, wird jeder aus dem
Folgenden selbst beurtheilen könne».

* 150. Lehn sah. Wenn unter zwey Grö¬

ßen k die eine 2^ größer ist als die andere, so

ist es allemal möglich, eine Zahl n so anzunehmen,

daß 11 (.-V — ö) >. L sey, wenn L irgend eine
gegebene Größe ist. Denn sobald ri. wirklich L um
etwas übertrifft, so kann man diese», wenn gleich kleinen,
Unterschied, gewiß so viclmas nehmen, bis das Vielfache
mehr als beträgt.

Lehn sah. Wenn O eine viel kleinere Größe

als L bedeutet, so ist es gleichwol möglich, eine

F?
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Zahl n so anzunehmen, daß - ü I) werde.I!

Denn da für die Größe der Zahl n keine Gränzen vor¬
geschrieben sind, so kann man, wenn O ^ ^ ist,
doch ii — 1000000, und so weiter annehmen bis O i--

^ L. Es versteht sich, daß hicrbcy vorausgesetzt wird, O
und -V — ?. haben eine wirkliche Größe und sind nicht
— c> oder gar nichts.

* 151. Lehrsah. Zn einem jeden Drey¬

ecke kann die Summe der drey Winkel nicht mehr

betragen als zwey rechte Winkel.

Beweis. Wäre (Lig. 75.) im Dreyecke lLLL die
Summe der drey Winkel größer als zwe» rechte Winkel,
so ließe sich durch Aneinandcrrcilmng mehrerer Igleichcr
Dreyecke beweisen, daß die zusammen gesetzte Linie

^.LOIIKZ? größer als die gerade Linie tLI' seyn könnte.

Man vcrläugrc nämlich die eine Seite des Drey¬
ecks lkLL, von welchem wir annehmen, daß die Summe
der drey Winkel in demselben größer als zwe» rechte Win¬
kel ist, nehme LL — riL, den Winkel OLL — L-k.L
und LO mr rLIZ: so ist das Dreyeck LOL völlig gleich
dem -LKL, also der Winkel LLO ^ tk.L!Z. Weil nur
nun annehmen, die Summe der zdre» Winkel betrage
in jedem dieser Dreyecke mehr als zwey reckte Wmkel:
so hat Ulan iLLL >4" LXL 4" OLL 4^ OLL
4- chLL, und w.il LstL 4- lLLL " OLL 4- iVLL
ist, chLL OLL. Zieht man also LO, so muß -LL
p- LO seyn, weil die Dreyecke ch>!L, OLL zwey einan¬
der wechselsweise gleiche Seiten haben, der eingeschlossene
Winkel aber größer im erster» als im letztern ist (§. ?st.)

Verlängert man lLL weiter nach 0, nimmt LL ^ sL,
den Winkel LLL 0^ L,VL iind LL — /rli, so läßt sich
leicht zeigen, daß O1 am I>O und also ^L — LOL
— 2 (,VL LO) sey. Und so sinder man, wenn man
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mehrere solch? gleiche Dreyecke auf der verlängertenssc:
an einander reihet, baß — I!M tl^. cz (ac: — LO),
zz „ zzitllilv TT st (sstl — KV) wird, und so wird
feiner, wenn I'Ylt das nte Drcvcck ist, welches außer
sslliä diesem gleich gezeichnet worden, rti' — llmiiucc»
^ u (ssvl — LZ>). Wie viele solcher Dreyecke man an
einander reihen will, ist ganz unbestimmt, und die Zahl
n kann daher immer größer, so groß als man will, genom¬
men werde», und wie klein auch der Unterschied rL<s —
Ulr sevn mag, so kann er doch durch immer fortgesetzte
Vervielfältigung endlich > rLL und selbst 2 wer¬
den, saealdl wirklich d- SV ist. Es würde also
niöglich seyn die Reihe von Dreuecken so weit fortzusetzen,
daß — i-kal iis) > 2 cVZ werde, also 2 ssi>

inai iisi sey; das heißt, wen» in einem Dreyecke
die Summe der Winkel mehr als 2 ?> betragen kann' so
ist es möglich eine Reihe Dreyecke zu zeichnen, in welchen
die auS geraden Stücken zusammen gesetzte Linie
kleiner als die zwischen den Endpnnctenderselbengezogne
gerade Linie -K.1' scn; da nun dieses unmöglich ist, so ist
auch jene Voraussetzung unrichtig.

* 152. Grundsatz. Wenn man zwischen

den Schenkeln des Winkels Isvu.L, welcher kleiner

als ein rechter ist, irgend einen Punct O annimmt:

so ist cS allemal möglich, durch l) eine gerade Linie

zu ziehen, welche beyde Schenkel jenes Winkels ir¬

gendwo schneidet. (b'-Z. 76.)

Diese Möglichkeit ist für V gewiß sehr ein¬
leuchtend- weniger einleuchtend würde sie sevn, wen» man,
wie .EnclidcS, diesen Grundsatz auch auf die Winkel aus¬
dehnte, die großer als .u und kleiner als 2L. sind. ')

* 15z. Lehrsatz. In jedem Dreyecke ist

die Summe aller drey Winkel gleich zweyen rechten
Winkel.

"') Indeß ist es eben dieser Grundsatz, um dessen willen auch
diese Darstellung der Theorie von de« Parallcllinien nicht
für vallkommen strenge gilt.
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Beweis- Daß diese Summe nickt größer als
zwey reckte Winkel seyn kann, ist schon bewiesen; sie
kann aber auch nickt kleiner seyn, denn es läßt sich zeigen,
daß wenn in einem Dreyecke diew Summe — 2t< —
7 wäre, sich andre Dreyecke zeichnen ließen, wwrin sie
höchstens — 2R — 2?; 2tt — ts7; 2lt — 87 und so
werter se»n könnte-

Es sey, wen» eS möglich ist, (Ilg. 77.) ein
Dreyeck, in welchem die Summe der Winkel weniger als
zwen rechte, nämlich nur 211 — 7, beträgt, wo also 7
den Unterschied bedeutet, um welchen jene Summe von
zwen reckten abweicht. In diesem Dreyecke sev ^ der
kleinste Winkel, welcher also nach §, izi. allemal spitz
und zwar nicht größer als skr sevn kann- Die Schenkel
dieses Winkels tt, nerlängrc man unbestimmt nach II und
I' und weiter, und zeichne an die Seite LL des Dren-
cckcS die Winkel rrr srG« und DLL irr äUC, so
sind (ß. 10s.) die Drepeckc DLL, völlig gleich '')
und es kann daher auch im Dreyecke Dlktl die Summe
der Winkel nicht mehr betragen, als 211 — 7. Zieht
man »u» durch D eine gerade lstnie I I so, daß sie beyde
Schenke! des Winkels LtU- schneidet, welches nach 1 gs.
allciual möglich ist: so hat man die Summe folgender
Winkel

II U! -j- trcu; rri 2N — 7,
tshlll -s- DLU -s- llUtk, — Lk — 7

DIUZ -j- -s- OM ^r zkl/vder wenigstens

v(!l -s- IQL Dr 2liz»icht größer
die Summe aller dieser Winkel also nicht größer als gR

2 7, zieht man mm hicvon ab.
IWU -j- KDH CDI ir 2 ZI,
ICH "s- Zas^n Zlll^ rir 2II,

IIUO -j- DUd -j- cLÄ. rrr 2II,

Man kann hier fragen, ob auch die Schenke! ZZZ) sich
nothwendig schneiden, welche» au» y. los, wo die Drey¬
ecke als schon fertig gezeichnet angenommen wurden, nicht
als nothwendig erhellet. Indeß konnte man auch Ot)L

— .-Iklll und Dtl rrr ^ZZ nehmen, da dann dic^ Gleich¬
heit der Dreyecke vollkonnnen eben so gnr erwiese» wäre.
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so bleibt Ukt! -j- Olük -s- OLE nicht größer als 215
- 2?..

Wenn es also ein Drövcck kUtl giebt, in welchen»
die Snninie der Winkel — 2 K — 2 /, so läßt sich die
Möglichkeit eines Dreyeckes zeigen, worin die Sninmc
der Winkel gewiß nicht größer als 2K — 2?. scvn kann-
Behandelt man min das Dreyeck KLL eben s«, wie vor¬
hin das kkc, so kommt man auf ein Drcncck, dessen
Winkel zusammen mir höchstens — 2K -— st'/ seyn kön¬
nen, und ans diesem läßt sich ein andres herleiten, dessen
Winkel nickt mehr als 2k — »/, und ferner einer,
dessen Wmkcl nicht mehr als 2k — 16/ betragen kön¬
nen nnd so weiter- Da man min die Schenkel -KL, KL
immer fort, bis ins Unendliche verlängern kann: so könnte
man mit der Zeichnung von Drevccken immer fortfahren
und erhielte, je weiter man fortfährt, Dreyecke worin
die Summe der Winkel immer kleiner würde- Es würde
also möglich oder denkbar seyn, daß mau diese '-Arbeit so
lange fortsetzte, bis man ein Dreyeck erhielte, worin die
Summe der Winkel nur — 2 K — n / wäre nnd » so

groß, daß n/ — 2k, das wäre also ein Dreyeck, worin
die Summe der Winkel — 0 wäre- An einer solchen
Ungereimtheit führt die Voraussetzung, daß die Summe
der Winkel in einem Dreyecke KKL kleiner als 2K sey.
Diese Summe ist also nothwendig — 2K,

* izst. Setzt man min den Begriff von Parallcl-

linien so fest, daß es gerade Linien sind, die einander
nie schneide»: so läßt sich sehr leicht beweise», daß Li-.
nien varallel sind, wenn die Summc der in¬

nern Winkel LI,dk -s- KKD — 2K ist (Kig. 6g.);
denn wenn sie sich schnitten, so entstände ein Dreyeck,
i» welchem zwey Winkel zusammen zwevcn rechten gleich
wäre», gegen §.95- Aber auch der umgekehrte Satz, den
wir oben mir halb erwiesen und halb als Grundsatz an¬
nahmen, (Z. 125. istz.). läßt sich nun strenge beweise».

*155. Lehrsatz. Wenn zwey gerade Linien
LLL, LID (I 'iZ. 78-) mit einer dritten sie schneiden¬
den innere Winke! mache», deren Summe
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kleiner als zwey reckte ist, -s-- 2 li:
so schneiden sich die Linien nothwendig bey hinreichen¬
der Verlängerung einander an der Seite, wo diese
Winkel liegen.

Beweis- Man ziehe so, daß die Summe der
Winkel 1.^6 -s- — 2lt sim, so wird die Linie ^k>
um einen bestimmten Winkel l!,ri von dieser tLL abwei¬
chen. Zieht man nun irgend eine gerade Linie Lck, welche
6V schneidet, so istid.i 777 <!, ,nid wenn man 16
— ^1 nimmt und -^6 ziebt, so ist 1 ^6 277 iQ-V —
-Z7LI6 22 also D'V« — ZL-tl; Nimmt man
nun wieder clii — -rcr, so ist i?a.ki"— ^i,r6 7^ -i-ri,
lind man kann so durch gerade Linien, deren Durchschnitts-
pnncte mit 61) ganz genau bestimmt sind, Winkel ab¬
schneiden, die — ZK-U-; und so wei¬
ter sind- Wie klein nnn auch scvn mag, so wird
man doch durch jene fortgesetzte Cintheilung des Winkels

endlich ans einen Winkel kommen, der kleiner

als Il-Hli ist, und weil die Puncte, wo alle diese Einthei-
lungslinien die Linien Ob) stmeidcn, ganz genau bestimmt
sind, so wird sich auch für W/, der Durchschnittspnnct an¬
geben lassen. ES ist aber klar, daß auch -LL die Linie
611 schneiden muß, sobald -K.A dieselbe schneidet.

^ 156. Man kann noch bemerken, daß ^6

-st- i c-, oder 7V6 2i'6, und so anch oVii 2 6!l,
also --NI -<! 2-^6, -/rki '-l sii6, und ferner, wenn eine
Linie ^l den Winkel 5,Wl halbirt ^ gi6 und ikl

sil'6 und so weiter. Man hat also für --NI, welche
LiLkk — macht, z?s für ,Vl, welche L-ri
— macht, il ^l 716/für -ri< . welche urKl
— macht, ibb iZ?6, und jo überhaupt, wenn

eine Linie -klä den Winkel i-s-l-l — / 1,V1 macht , s»
2"

liegt ihr Durchschnitt mit6v um weniger als (211 — 1)
16 von 1 entfernt, (weil die Summe der Reihe 1

2 /s ^ g /- 16 I — 2" r ist.) Da
man nun endlich gewiß auf einen Winkel 1-^6 —
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ck. kommt, der kleiner als ist: so läßt sich ganz
2N

bestimmt angeben. daß anch diese Linie die ci> in einer
Entfernung, die kleiner als (e" — i) Fü ist, schneide«
werde-

Fünfter Abschnitt.

Von den Parallelogrammen und ihrer Ver-

gleichung mit Dreyecken und unter einander

selbst in Rücksicht ans den Flächen-Inhalt.

157. Erklärung. Eine vierseitige Figur

hcißr ei» Parallelogramm, wenn je zwey Sei¬

ten derselben parallel sind. Die gerade Linie, welche

von dem einem Eckpuncte zum entgegengesetzten ge¬

zogen wird, wie LL (ch>Z. 74.) heißt die Diago-

nallinic.

158- Aus den Lehrsätzen §. 145. 146. 147.

ergiebt sich, daß in Parallelgorammen die einander

gegenüberstehenden Sciren gleichj und die einander

gegenüberstehenden Winkel gleich sind; und daß

«ich umgekehrt alle die vierseitigen Figuren, in wel¬

chen die einander gegenüberstehenden Seiten zwey

und zwey einander gleich sind, Parallelogramme

sind.

195. 46ster Lehr saß. Wenn in ei¬

nem Parallelogramme ein Winkel cm rechter

ist, so sind alle rechte Winkel:
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Beweis. Weil nämlich (?ig. 79.) mit
LO parallel, so ist -s- LLO 2P, und
wenn ^KL! ^ lä, auch KLO — k. Zugleich ist
wegen der Parallelität von LL und O^, LsslO
-j- lüO^. — zk, also LO^ — k, und so läßt
sich dasselbe von dem vierten Winkel beweisen.

160. Erklärung. Zedes rechtwinklichte
Para llelogramm heißt ein Rechteck oder Nee tan-'
gel, wenn es aber vier gleiche Seiten hat, wie

79> so heißt es ein Quadrat.

Ein schiefwinklichtcs Parallelogramm heißt, wenn
»« vier gleiche Seiten hat, ein Rhombus oder
Raute, wenn aber die Seiten nicht alle gleich find,
«in Rhomboid.

161. Erklärung. Vierecke, in welchen
nu r zwey Seiten einander parallel sind, die übrigen
benden aber nicht parallel, heißen Trapeze, und
Vierecke endlich welche gar keine parallele Seiten
haben, heißen Trapezoide.

162. Im Trapeze können die parallelen Sei¬
ten nicht einander gleich seyn; denn sonst wäre es
«in Parallelogramm, (§. 145.) Zm Trapezio oder
Trapezoide können wohl zwey «inander gegenüber¬
stehende Seiten gleich seyn, aber dann sind die bey¬
den übrigen Seiten einander nicht gleich, und die
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gleichen Seiten nicht parallel. Eben so können im
Trapezoide wohl zwey einander gegenüberstehende
Winkel gleich seyn, dann aber sind die beyden übri¬
gen ungleich. Zn den entgegengesetztenFallen wä¬
ren die Figuren Parallelogramme (H. 146. 147.)

i6z. 2zste Aufgabe. Ein Paral¬
lelogramm au die Linie Z.L zu zeichnen, (?iZ.
80.) dessen einer Winkel gleich dem gegebenen
Winkel (^! ist und dessen Seiten den Linien
D, gleich sind.

A n sl> ösnn g. Man nehme auf -Ü.L die
Seite 66 — Oll, mache den Winkel H66 6
und die Seite 611 — O; ziehe III durch H mit
6 6, und 61 durch 6 mir III parallel: so ist
6I1I6 das verlangte Parallelogramm.

Man hatte auch, nach dem kl bestimmt ist,
um H als Mittelpunct mit dem Halbmesser III ---s
66 einen Kreisbogen und um II mit dem Halb¬
messer 61 — III" einen Kreicbogen ziehen können;
die alsdann nach dem Durchschnittspuncte I gezoge¬
nen Linien III, 61 bestimmen das Parallelogramm.

164. Um ein Quadrat zn zeichnen?
dessen Seite ---a LL gegeben ist, braucht man als»
«ur durch die Endpunkte L, 6 die Linien OL
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senkrecht auf kUÜ zn ziehen, (§. 1Z9.) Qk ^ Okü

15(1 zu nehmen, und -^O zu ziehn, welche

dann auch ^ LL seyn wird. (§. 145.)

165. Es ist also unmöglich, über der als

Scire des Quadrats gegebnen Linie l3L ein andres

Quadrat, als das eine QlZLI) zu zeichnen; das heißt:

alle Quadrate, welche gleiche Seiten ha¬

ben, sind einander gleich, und auch das Um¬

gekehrteist wahr, daß gleiche Quadrate noth¬

wendig gleiche Seiten h'abcn.

166. Erklärung. Wenn man die eine

Seite eines Parallelogramms Istlllll zo.)

als die Grundlinie dcsselbc betrachtet, so ist

die Höhe des Parallelogramms die Entfernung

der entgegengesetzten Seite HI von der Grundli¬

nie; oder es ist die zwischen diesen beyden, Seiten

gezogne senkrechte Linie gleich der Höhe des Pa¬

rallelogramms.

Eben so, wenn man im Dreyecke (I-Ig. 4z.)

eine Seite LL als die Grundlinie betrachtet,

so ist die Entfernung der entgegen gesetzten Spitze

von dieser Grundlinie, nämlich QI), die Höhe dcs

Dreyeckes.

167» 47ster Lehr saß. Zwey Paral¬
lelogramme von gleichen Grundlinien und
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gleichen Höhen, sind an Fläche einander gleich,
wenn sie auch an Form verschieden sind.

(?iZ. 8i.)

Beweis. Man kann diese Parallelogramme

^IZLO, wenn sie auch über verschiedenen,

aber gleichen Grundlinien gezeichnet sind, sich so

an einander gelegt vorstellen, daß die gleichen Grund¬

linien auf ein indcr fallen; alödann liegen die ent¬

gegengesetzten Seiten (sO, in derselben zu

parallelen Linie, weil die Höhen beyder Parallelo¬

gramme gleich sind.

Nach der verschiedenen Form der beyden Paral¬

lelogramme können dann drey verschiedene Fälle statt

finden. Es kaun nämlich der Eckpuncc L des ei¬

nen, zwischen L und O, als die beyden Eckpuncte

des andern fallen (?>g. 82.) oder L kann gerade

mit Zusammenfallen (?ig. 81-) oder L1>' kann

ganz außerhalb LO liegen (ch'iß. 8Z.) Zn allen die¬

sen Fällen läßt sich beweisen, daß die Theile der

Parallelogramme, die einander nicht bedecken, an

Flache gleich groß sind, z. B. 82.

ll?ö.

Erster Fall. Stoßen (istig. 8i>) die

End Puncte der den Grundlinien entge¬

genstehenden Seiren in O-iü zusammen.
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so sind die Dreyecke chchö völlig gleich,
weil die einander gegenüberstehenden Seiten eines
Parallelogramms gleich sind, also LO ^
.^ö, " Lö, L>^. — chö, und man hat
also die Flachen LO.-V -s- L.Oö öl-'ö -s- ^Oö,
oder ^öllL r-- ^öchch.

Zweyter Fall. Wenn, (wie chizg. 82.)
DieScitcLO des einen Paralle l 0 grammS
zum Theil mir der Seite chch des andern
zusammenfällt: so hat man doch LO ^ chl'
und daher LO — chO ^ chch — zgO oder LL
^ ÖL und wieder L^. Oö, ch.F. ^ chö,
daher (§. 75.) die Flächen Lchch. ^ Ochö und
^.öOL ^ ch.ZchL.

Dritter Fall. Auch wenn (chiZ. 8Z>)
LO und Och gar nicht zusammenstoßen, ist
LO -f- Och chch ^ OL oder LL OL,
ferner L^ Oö, ^ch ir^ öch, also die Dreyecke
chcLch rrr öOch, folglich ch.Lch — Ochch — öOch
— O(?ch oder ^LOL eier chchLö, und endlich
^LOL -f- /rLö — chchchL -f- ^Lö, das ist
.^.öOL — ch.öchch.

Die Parallelogrammesind also gleich, wie sehr
sie auch an Gestalt verschieden seyn mögen.

168. Es ist also sehr leicht, statt eines schief-
winklichtcn Parallelogramms ein eben so großes
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rechtwinklichtes anzugeben, indem man über eben der

Grundlinie ein eben so hohes, oder zwischen densel¬

ben Parallelen liegendes, rechtwinklichtes Parallelo¬

gramm zeichnet.

169. 48ster Lehrsah. Dreyecke, de¬
ren Grundlinien und deren Höhen gleich sind,
sind an Flache gleich groß. (I'iZ. 84.) nnd
halb so groß als Parallelogramme,die mit
ihnen gleiche Grundlinien und gleiche Höhe
haben.

Beweis. Wenn in den Dreyecken

Oll? die Grundlinien — Oll und die Höhen

m ?II sind, so erhält man, wenn man ^.1 mit

LO, ci mit ?? mit Oll, und ll?mit O?

parallel zieht, ein Parallelogramm ^LLI, welches

doppelt so groß, als das Dreyeck ist, weil ^.LO,

LOV gleiche Dreyecke sind, (§. 7z.) und eben so

das Parallelogramm Oll?.? doppelt so groß, als

das Dreyeck Oll?. Da nun ^.LLll und Oll??

Parallelogramme von gleichen Grundlinien und Hohen

sind: so ist ^.LLI im Oll?? und folglich sind auch

die Hälften an Fläche gleich, daß ist, das Dreyeck
— Oll?.

170. 26ste Aufgabe. Ein Rechteck
zu zeichnen, welches einen gegebenen Drey¬
ecke (I'iZ. 85-) an Flache gleich ist.
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Auflösunng. Man ziehe durch die Spitze

des Dreyecks L eine Linie LL mit der Grundlinie

parallel, Halbire die Grundlinie in (?, ziehe

durch ^ und <? bis an die Parallele W, die auf

^LlZ senkrechte» Linien ^1), so ist

das verlangte Rechteck — ^.LL. (§. 169.)

17k. 4<)ster Lehrsatz. Wenn man
ein Parallelogramm durch gerade Li¬
nien IW, (all, welche den Seiten 'parallel
sind und sich gerade in der Diagonale
durchschneiden, (IchF. 86.), in vier Theile
getheilt: so sind die beyden Parallelogramme,
durch welche die Diagonale nicht geht, cinan-
dcn gleich,

Beweis. Da so wohl als die vier

Theile Parallelogramme sind, so sind die einander

gegenüberstehenden Seiten gleich. Es erhellt da¬

her sehr leicht die Gleichheit folgender Dreyecke

— Ev/G, m cchX und

daraus ferner, daß

—icec " cl)^—Xlst.ü.—L?x,

oder ^1: HkvIiD sey.

172. 27ste Aufgabe. Ein Parall-
«logarinm zu zeichnen, welches einem gegebenen
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Dreyeck an Fläche gleich sey, eine Seite
der gegebenen Linie D, und einen Winkel
dem gegebenen Winkel D gleich habe, (kiZ»

87«)

Auflösung. Mm: nehme um D
und zeichne an den Winkel um X; man
ziehe durch ? die Linie ?? auf senkrecht, nehme
?? der Höhe des Dreyecks gleich und ziehe
durch ?, mit II? parallel; endlich ziehe man
(?II mit ?I parallel. Dann ist ein Paralle¬
logramm, welches dem Dreyecke WlZL gleich ist.

Man verlängere nun die eine Seite I? dieses
Parallelogrammsnach X, nehme IX mm der gege¬
benen Linie O, ziehe X(? und verlängere sie bis sie
in I. die gerade Linie IXH schneidet; man ziehe fer¬
ner IIVI mit IX und XlVI mit I'b- parallel, ver¬
längere Ili? nach X undnach 0: so ist
das verlangte Parallelogramm.

Beweis. Es ist X6XI um dem Dreyeck
nach §. 169. 170. und I'LIII um KOlVll^

nach §. 171. salso ist um^LL; dieses Pa¬
rallelogrammhat aber auch die Seite um IX

O und den Winkel eXiVl IIS mu X.

17z. Man kann also sehr leicht ein Rechteck
zeichnen, welches einem gegebenen Dreyecke gleich ist,

Brandes Bromcttie. G
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und dessen eine Seite eine gegebene Länge hat; denn

man braucht dann nur den Winkel L einem rech¬

ten gleich anzunehmen.

174. 2Zste Aufgabe. Ein rcchtwink?
lichtes Parallelogrammzu zeichnen, welches
einer gegebenen gradlinigtcn Figur
gleich ist, und dessen eine Seite gleich der
Linie I' ist (IiZ. 88.)

Auflösung. Man theile die gegebene Figur

durch die Diagonalen 0^., 0X in Dreyecke; zeichne

ein Nccbtcck 6IH0, dessen Seite im I', dem Dreye¬

cke gleich; an dieses füge man ein zweytes

Rechteck, dessen Seite III — ? und welches dem

Dreyecke gleich ist, H1XI. im ^IÜL, und

«den so zeichne man an XD — I" ein drittes Recht¬

eck XX.MX — IÜLO. Dann ist das Rechteck

6IVIX0 im und die Seiten desselben

60 — IVIX —

Diese verschiedenen Rechtecke kann man zuerst

jedes einzeln nach Anleitung der vorigen Aufgabe

zeichnen, und dann sie so abzeichnen, daß eins an

das andere angefügt wird, dann bilden die Seiten

0H, 111, I.ds eine einzige gerade Linie, weil sie

rechtwinklicht gegen die Parallellinien 60, III, XI.

sind.
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175- Erklärung. Da sich, wenn eine ge¬
rade Linie QI5 als Seite eines Quadrates gegeben
ist, keine zwei) verschiedene Quadrate zeichnen lassen,
welche diese Seite hatten; so nennt man auch wohl
(chig. 79.) das Quadrat QLElO, das Quadrat
der Linie QL, so daß also darunter dasjenige
Quadrat verstanden wird, dessen vier Seiten jehH
cm QL sind.

Eben so nennt man ein Rechteck (?iZ. LZ.)
desse n Seiten Ick(?, (?ö sind, der Kürze wegen das
Rechteck aus den Linien HK,

176. Wil lkü h rlicher Satz. Man be¬
zeichnet das Quadrat, dessen Seite — QL ist, durch
Qkg und versteht darunter den Flachenraum dek
Quadrats, dessen Seite im Qk ist; hingegen bezeich¬
net man den Flachcuraumeines Rechteckes,dessen
Seiten QL, LO sind durch QK.LO.

So also ist i'ig. 79. — LLg und kiF- S5°
LM0 m M . OL.

,77. goster Lehr sah. Wenn man
auf alle Seiten eines rechtwinklichtcn Dreye¬
ckes Quadrate zeichnet, so ist da«
Quadrat auf der dem rechten Winkel gegen¬
überstehendenSeite gleich der Summe dex

G Ä



Quadrate, auf den beyden, dem rechten Win¬
kel anliegenden Seiten, nämlich —

^ oder ^ ch-
(?iZ. 89.)

Beweis. Man ziehe aus dem rechten Win¬
kel L auf die entgegengesetzte Seite ^L die senk¬
rechte Linie LX, und verlangte sie bis I.- so theilt
XI. das Quadrat ^LOL in zwey Rechtecke ^LI.X,
LOLX. Jedes dieser Rechtecke ist einem der auf
den Cathetcn errichteten Quadrate gleich!, nämlich
LVIX — LLIL und ^.LLX ^ /cLIII, wel¬
ches daraus erhellt, weil LOIX und LLLL beyde
jedes doppelt so groß sind, als eines der gleichen
Dreyecke KLO, t^L?.

Zieht man nämlich von Q nach L und von
L nach O gerade Linien LO, so ist das
Dreyeck KLO in allen Stücken dem I'L.tz. gleich:
denn man hat ^.L 77: LO, LL — LL, als Sei
tsn, die zu einerley Quadraten gehören, und den Win¬
kel, welchen diese Seiten einschließen ^LL 777 II

.tz.LL 777 OLL, wenn k den rechten Winke!
LLL 777 ^LO bezeichnet. Es ist aber das Drey¬
eck .tz.LL halb so groß, als das Quadrat LLLL,
(§. 169.) weil es über derselben Grundlinie LL
errichtet ist, und einerley Höhe 777 LL mit demselben
hat, indem die Spitze ^ des Dreyeckes in der Linie
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KLQ liegt, die mit LL parallel ist, und daß LLQ

gerade sey, ist klar, denn es ist QLL " LLL ein

rechter Winkel. Eben so ist das Dreyeck LLO

halb so groß, als da? Rechteck LOLlL, weil beyde

über einerley Grundlinien LO stehen, und gleiche

Höhe m IQs haben, oder sich zwischeii einerley Pa'

rallelen LI., LO befinden. Weil nur QLll ^ LOL

und QLL — : LLLO, OLL — z LOOK, so

ist auch LLLS — LOLkL

Völlig eben so erhellet, daß, wenn man die

Linien IL, OL zieht, IQ ^ LQ, QL QO

und der Winkel IQL " LeLL, daher das Drey¬

eck IQL LQL sen, und ferner daß IQL ^

z IQLII, weil dieses Dreyeck niit dem Quadraten

einerley Grundlinie IQ und Höhe QL hat; endlich

daß OQL nn 5 LQOl., wegen der gleichen Grund'

linie QL und gleichen Höhe QIL.

Hieraus folgt dann IQOL ^ QLLIL und

QLLL-s- LL.LO — QOUL nn QLIll'LLLLL.

178. 5 ist er Lehrsatz. Wenn in ei¬

tlem Dreyecke (?iA. 90.) das Quadrat

der einen Seite LL gleich ist der Summe

der Quadrate der beyden andern Seiten: so

ist der Winkel ^ , welcher der erstem Seite

gegenübersteht, ein rechter Winkel.
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Beweis. Nimmt Man auf recht-

winklicht und so ist, wenn man OL

zieht, nach dem vorigen Lehrsatze, OLg ^

-j- ^.L,, — ^ und folglich, weil auch

LL-l — QL-i -s- QLg als Bedingung in diesem

Lehrsätze angenommen ist, DL^ — LLg, das ist,

das Quadrat, dessen Seite LiL, gleich dem Qua¬

drate, dessen Seite öL, und folglich auch (§. 165.)

LL — OLl. Daraus aber folgt (Nach §. 75.) daß

die Dreyecke ^.lZL, ^LL ganz gleich, also der

Winkel L.ssL ein rechter sey, weil ein rechter

Winkel ist.

179. 29st c Aufgabe. Es sind (I'rA.
hi.) zwey gerade Linien L gegeben, man
soll eine Linie bestimmen, deren Quadrat so
groß ist, als die Quadrate dieser beyden Linien
zusammen genommen.

Auflö su n g. Man zeichne einen rechten Wim

kel LOL und nehme auf dessen einen Schenkel

OL ^ und auf dein andern OL — L: so ist,

wenn man LL zieht, Ild die verlangte Linie, denn

es ist TL<j I)ssl>s -s. OLi Ki>.

iZo. zoste Aufgabe. Es sind zwey
Linien L (I'izz. 92.) gegeben, man soll



eine Linie zeichnen, deren Quadrat so groß

ist, als der Unterschied der Quadrate von.V

und L.

Ans! ö su n g. Man zeichne einen rechten Win¬
kel und nehme auf dessen einem Senkel UL
— L., näinlich der kleinern der gegebenen Linien
gleich; dann ziehe man um den Mittelpunct U mit
dem Halbmesser ksi? ^ — der größern gegebe¬
nen Linie einen Kreisbogen : so schneidet dieser
auf dem andern Schenkel des rechten Winkels das
Stück ssll ab, welches der verlangten Linien gleich
ist.

Beweis. Es ist " ?O<z -s- IZLg also
I'Lg — OU'i I' l)g cm L>t —'

Beyspiel zur Uebung. Linien zu zeichnen, de¬
ren Quadrate das doppelte, dreyfache, fünffache, zehnfache.
Mache, des Quadrates ^.Lvv l'lg. 79. ist, oder Linien
zu zeichnen, deren Quadrate Z mal so groß, mal so
groß als dieses Quadrat sind, oder so groß, als die Summe
dreyer gegebener Quadrate n. s. >p.

Anmerkung. Der wichtige Zolle Lehrsatz, dessen Aiu
Wendung in alle» Theilen der Geometrie häufig vorkommt, beißt
von seinem Erfinder Pythagoros, der Pylha gor ische Lehr¬
satz.

lZi. 52ster Lehrsatz. Wenn (I'iZ.
yz.) eine Linie in zwey Stücke
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TL getheilt ist: so ist das Quadrat der gam

zm Linie so groß, als die Quadrate beyder

Stücke, zusammen genommen mit zwey glei¬

chen Rechtecken, deren beyde Seiten jenen

beyden Stücken gleich sind, cö ist nämlich

Beweis. Man zeichne über der Linie chcki

das Quadrat .^lZLO, ziehe durch den Thcilungs'

punct II, L? mit IZL parallel, nehme lZI r---- W,

wodurch dann auch 61 ----- wird, weil L6 -----

und ziehe 61 parallel mit -Ü.L und 1)6.

Hiedurch ist das auf ^cL errichtete Quadrat in vier

Stücke getheilt, die alle^ Rechtecke sind. Daseins

derselben 611-16 ist das Quadrat von -VI'., denn

es hat die Seiten 6kl irr- 66 rrr rVIZ und 66

------ 611 -rrr 61 rr-- ^6,^ weil die Pnrallellinicn

auf Parallellinien gleiche Stücke abschneiden (l§.

146.); also hat 6)6116 lauter gleiche auf einander

senkrechte Seiten und .'st das Quadrat von rV6.

Das zweite Stück LL.^I hat die gleichen

Seiten L6 ----- LI — III 611 und ist das
Quadrat von W.

Die beyden übrigen Stücke -^6116, 6661

sind gleich: denn sie sind rechteckige Parallelogramme

von gleichen Seiten Sdct von gleichen Grundlinien



und Höhen, und ihre Seiren sind LI ^.L und

III ^ KL " VL; sie sind also die aus den Li¬

nien H.L, LL gebildeten Rechtecke. Die vier Stü¬

cke sind demnach ^L-t, LL-i, und zwey, die beyde

-2 .4.L.LL, nach der Bczeichnungsart §. 176.

sind.

- 182. zzster Lehrsaß. Wenn

94.) die Linie LIi gleich ist dem Unterschiede

der Linien Q.U, VI ^. so ist das Quadrat

von LL, so groß, als die Summe der Qua¬

drate von uud wenn man von dieser

Summe abzieht, zwey gleiche Rechtecke, de¬

ren Seiten die Linien sind; oder

wenn 1K> — Qst> — 'LL: so ist ÜUl ^

^.U-l — 2 QIZ»

Beweis. Man zeichne über der großem Li¬

nie das Quadrat ^VLLI), nehme LI Lg

und ziehe durch L, LL mit ^L>, und durch I,
mit /.L parallel; die letzere verlängre man »ach

L. bis IL " ^eL wird, und vollende das Quadrat

Llklg, dessen Seite LI em — LZZ rri LU

ist.

Die Figur zeigt unmittelbar, daß das Quadrat

LKIK ^ .^LLl) -st LILL — LKKL — ^.LII)
ist. Es ist aber das Quadrat der großem

Linie /-L, LILL das Quadrat der kleinern .^L,

uud QLi'l)^ II!lvl, sind gleiche Rechtecke, deren
Seiten QL) 777 KI-!, rre oVL und I)L ^ LK rrit

L.L sind.
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* I8Z. ?lus §. rFr. hätte man auch für das
Quadrat von M, M>i um — 2

* 184. 54ster Lehrsaß. Der Un¬
terschied zweyer Quadrate .V Ulch! ) und
(I'iZ. 95.) ist gleich einem Rechtecke, dessen
«ine Seite so groß ist als die Summe der
Seiten beyder Quadrate, — -ss
und dessen andre Seite so groß ist, als der
Unterschied jener Seiten — — ÜQ

Beweis. Auf den Seiten des großem Qua¬
drates nehme man 14^ um QU um ZiR, gleich der
Seite des kleinern Quadrates und ziehe durch die
Thcilunzspunctc Isl und mir den Seiten des
großem Quadrates parallel: so ist der Unterschied
beyder Quadrate QöLk) — NI6II um LVUIVI
-ss Da hier LI — fllVI um — LI,
so ist es leicht, an LZVI ein Rechteck zu zeichnen,
LIVI0?, welches gleich ZlZ^lVl ist; denn man hat
nur nöthig I4VI zu verlängern bis lVl? um IVlk
ist, und dann dlO mit lVlU, ?() mit LIVl parallel
zu zieben. Dann ist also ^kZsslk) >—> Zuk'Äl mu
UI.U0, »nd es ist OU mu — lu?, und
I.? mu I.ZVI -j- mu -s- um -ch-
L?, also OI.U() ein Rechteck, dessen eine Seite der
Summe, die andere der Differenz der Seite der
Quadrate ^.LLU, gleich ist.

Man könnte also hier sehen ^IZg — ch?g um
(ch.U -s- — bUch nach Arithm. §. 91.
wo dann (^ö -l- kuss).(QK — ll?) ein Recht¬
eck bedeutet, dessen Seiten um -j- blch und mu

— Ilch sind.
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" i85> er Lehrsätze. Wenn in

einem Dreyecke QUO 96.) der Win¬

kel O spitz ist: so ist das Quadrat der Seite

QU, welche diesem Winkel gegenübersteht,

kleiner als die Summe der Quadrate der

beyden anliegenden Seiten, und zwar ist der

Unterschied, um welchen diese Summe jenes

Quadrat übertrifft, doppelt so groß als ein

Rechteck, dessen eine Scire — QO, die andre

— QD) ist, wenn nämlich UD die von L

auf -VQ senkrecht gezogne Line ist. Oder

es ist QU't ^ UL'i ff- — 2 Q.(I!»
vc.

Beweis. An Rücksicht der Lage der senk¬

rechten Linie LU können hier zwey Fälle statt

finden.

Erster Fall, wenn LIi innerhalb des

Dreyecks fällt. (Ing. 96.) Dann ist

— LOy ff- ch,O<i, oder weil 22 LOg —-

I)L>i ist, QkU 22 1äL<j ff- Qvg — vlüi, et

ist aber QD 22 QO — OL und daher (§. 182.)

QOg 22 QL9 ff- VL<i — 2 QL.Qk), also

QLg 212 KOz ff- — 2 QL > LO, wie der

Lehrsah angiebt.

Zweyter Fall. Wenn die senkrechte

Linie öb) außer ha'Ib des Dreyecks fallt,

(bäg. 97.) Dann ist zwar wieder QLg 122

ff- 122 läsff —Otlg ff- aber nun
ist Ql) 22 — Q(ä, also Qvg> 22 vtäc, ff-

QL«i — 2 QL.VL und daher wieder QLi 22
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LIlg -t- >—' 2 Zn einem Dreve!

also, weiches einen spitzen Winkel har, ist daS

Quadrat der diesem Winkel gegenüberstehenden C ure
gleich der Summe der Quadrate der anliegenden

Seircn , weniger zwey gleichen Rechtecken, die aus

der einen anliegenden Seite, und dem Abstände der

auf diese Seire gesetzten Senkrechten, von jenein

spitzen Winkel gebildet werden.

* iz6. Es laßt sich leicbt zeigen, daß auck,

wenn chK senkrecht ans öL gezogen w re, —

LLg -st QLg — 2 LL.LL seyn würde.

* 187. 55ster Lehrsatz. Wenn ein

Dreyeck Ql'L (IiA. 97.) einen stumpfen

Winkel 2V hat: so ist das Quadrat der Seite,

welche diesem Winkel gegenübersteht, größer

als die Summe der Quadrate der beyden an¬

liegenden Seiten; und wenn man aus dem

einen Winkel L eine senkrechte Linie auf die

Verlängerung der einen an .H. anliegenden Seite

zieht, KD: so ist senes Quadrat gleich der

Summe dieser Quadrate zusammengenommen

mit zwey gleichen Rechtecken, welche aus der

Seite .Qlst auf deren Verlängerung die senk¬

rechte KI) gefällct ist, und aus dem Abstände

dieser Senkrechten von gebildet worden;

oder es ist KL'l — -st -st z

Beweis. Es ist (§. 177.) ?>Og rnl

und tlL-i rm Mg -st KIch rm Qlsg
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— Tv<j -ft DLa, oder Mi! VL 222 TV -ft
^.L unk VL^ 222 TI)^ -l— L.Lc^ -ss 2 TV.TL,
(§. isii.) KL^ — Tk^ ch TL<l -ss 2 TV.TL,
wie der Lehrsatz angiebr.

* i88- 5?ster Lehrsatz. Werm (I'iZ.
yF.) eine gerade Linie TV in dem Puncte
< ! in gleiche, in D aber in ungleiche Theile
gelheilt ist: so ist das Rechteck, dessen Seiten
die ungleichen Theile Tu), v.l) sind, zusani-
mengcncmnien mit dem Quadrate des Ab¬
schnitts 61), zwischen den beyden TheilungS-
Puncten, gleich dem Quadrate der halben Li¬
nie TV; das ist, TD.VV) ch' "
LL-i.

Beweis. Man zeichne über der Linie KL
das Quadrat KLKK; nehme LII 22: KV, ziehe
lllv nur ^k und V6 mir Klch auch Tlk mit Lk'
parallel. Dann laßt sich leicht beweisen, dasi TLKLi
— KOLK und folglich TOIK ch- KI6V 222
KLKK. Man hat nämlich Tlv 22: KIZ 722 kl)
und TL 22: Lk 222 KI , also TLKV 22 LV6V.
und daher TV IX 22 LKILik; Tvlv P KISV
222 LLL?; es ist aber TVIAl 221 chO.ck!^. ein
Aecbteck aus den ungleichen Stücken der Linie Tk
gebildet, weil eVlu 22 Kl); ferner KILL das
Quadrat des Abschnitts Li) zwischen den beyden
Thcilunaspuncten, weil KKI 222 KT KV 22
KL — KV 22 Lv und KI, 61 eben so groß sind;
endlich ist KLLK das Quadrat von TL oder voir
der Hälfte der TL.
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* 189» zifte Aufgabe. Es ist elir
Rechteck gegeben, man soll die Seite
eines Quadrates bestimmen, welches diesem
Rechtecke an Fläche gleich ist. (IQZ. 99.)

Auflösung. Man ziehe eine gerade Linie

KL, nehme auf derselben KK cm KL um KL,

Hcn beyden Seiten des Rechtecks gleich; und ziehe

durch den TheilungSpuner k die senkrechte Linie KI;

dann Halbire man KL in kl, zeichne um den Mit-
telpunct II mit dem Halbmesser IIK cm IIL den

Halbkreis KIL; dieser schneidet auf der senkrechten

Linke KI das Stück KI ab, welches der Seite deS

gesuchten Quadrates gleich ist.

Beweis. Die Linie KL ist in II in gleiche

und in k in ungleiche Theile getheilt, es ist also

<§.188.) KK.KL -j' »Ist mi IILg oder KK.KL

cm IILg. — III'g, aber auch (§. 177) kkn —

III^ — IIIg — IILfj — Illg, also KK.KL
cm KI-I, das! ist das Quadrat der Linie KI, ist
gleich dem Rechtecke aus den Seiten KK. KL.

190. Erklärung. Eine gegebene Figur

guadrircn, heißt ein Quadrat zeichnen, dessen Flä¬

che eben so groß, ais die Fläche jener Figur ist.

* Es ist also leicht, eine jede gradlinigte Fi¬

gur zu quadriren, weil man für jede nach §. 174.

ein gleich großes Rechteck und dann nach §. 189.
ein eben so großes Quadrat zeichnen kann.
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Sechster Abschnitt.

Von der Ausmessung der Flächen - Größe
gmdliuigter Figuren.

191. Erklärung. Das Abm essen einer

Größe besteht im Allgemeinen darin, daß man be¬

stimmt, wie oft eine zur Einheit angenommene

gleichartige Größe in jener enthalten sey, oder daß

man das Verhältniß jener Größe zu der als Ein¬

heit angenommenen gleichartigen Größe angebe.

192. Die Größe einer 'Linie wird also da¬

durch bestimmt, daß man angiebt, wie sie sich zu

der als Einheit festgesetzten Linie verhält; denn wenn

man zum Beyspiel das bekannte Maaß eines FußeS

zur Einheit annimmt: so will die Bestimmung,

eine Linie sey 10 Fuß lang, eben so viel sagen,

als die Länge dieser Linie verhalte sich zu der Länge

des Fußmaaßes, wie ic> zu 1.

Zur Abmessung der Flächen muß man eine

Fläche als Einheit zum Grunde lege»; da aber bey

einer Fläche nicht bloß die Größe, sondern auch die

Figur in Betrachtung kommt: so müssen wir noch

erst bestimmen, welche Art von Figuren zur Ein¬

heit am bequemsten sey. Wir werden finden, daß

das Quadrat sich am besten dazu schickt»
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!9Z. 58ster Lehrsatz. Zwey Paralle¬

logramme, welche gleiche Höhe haben, ver¬

halten sich in Rücksicht der Größe ihrer Flä¬

chen zu einander, wie ihre Grundlinien»

(?1Z. IOY.)

Beweis. Erster Fall, wenn dieGru n d-

linie das einen Parallelogramms ein

genaues Vielfaches der Grundlinie

des andern ist. Zn diesem Falle schneide man

so viele Stücke III ^ IZ5 — und so

weiter auf der Grundlinie ab als die Linie

IR enthält, und ziehe durch alle Thcilungspuncte I,

X Linien wie II. mit den Seiten LII, des

Parallelogramms parallel. Äuf diese Weise theilt

man das ganze Parallelogramm in eben so viele

gleiche Stücke als die Grundlinie, und weil jedes

dieser Stücke dem Parallelogrammen gleich

ist, indem es mit demselben gleiche Grundlinie und

Höhe hat (§. 167.) : ft folgt, das! die Fläche

eben so oft in der Fläche L1<6II enthalten sey, als

die Grundlinie in chR, oder das

I-ILZI im chft: IR.

Zweyier Fall, wenn zwar LI' kein

V i e lfach e s v 0 n L ist, aber jd 0 ch beyde cilt

gemeinschaftliches Maaß ch-^VI habe». ES

sey chch.I eins Linie, wovon sowohl -Ü.L als LI?
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ein genaues Vielfaches ist: so heißt das ge¬

meinschaftliche Maaß beyder Linien. Theilt man

mm sowohl als Zu? in lauter Theile, welche

-i- sind und zieht durch die Theilungspuncte

in jedem Parallelogramme Linien, die den Seiten

desselben parallel sind: so wird dadurch das Paralle¬

logramm in eben so viele gleiche Theile ge¬

theilt, als die Grundlinie und ???ZI in eben

so viele gleiche Theile, als die Grundlinie Zu?, und

diese Theile sind in beyden Parallelogrammen gleich

groß. Es ist also offenbar auch hier : ??6IZ

- : Zu?.

* Dritter Fall. Haben die Grund¬

linien ^.ö. Zu? ein irrationales Verhält¬

niß, so ist es freylich unmöglich eine Linie ^lVl si>

anzunehmen, daß sie für beyde ein genaues Maaß

oder in beyden genau ganze Male enthalten wäre,
weil wenn ein Vielfaches von ^.iVl ist,, nie

zugleich auch Zu? ein genaues Vielfaches derselbe«»

seyn wird, wenn das Verhältniß ^L?:?? irratis-

nal ist (Arithin. §. 178 ) Verhielte sich z. B. die

Linie zu Zu? wie 1 zu ^2, so gehen, wenn

man in 100 gleiche Theile eintheilt, etwas

mehr als 141, aber nicht völlig 142 solche Theile

auf??; und wenn man ^IZ in 1000 gleiche Theile

theilt, so gehen mehr als 1414 und weniger als

1415 solche Theile auf Zu? und so weiter. Es ist

aber einleuchtend, daß gerade eben so, wenn durch

die Theilungspuncte der Grundlinien Parallelen zu

den Seiten der Parallelogramme gezogen werden,
das Parallelogramm , in dem eben:

angeführten Beyspiele, in rooo gleiche Theile

VraadcS Eeonmrie, H
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eingetheilt wird, und das Parallelogramm lssssKII

mehr als 1414 und weniger als 1415 gleich großer

Theile enthalten wird, oder daß überhaupt die Ein-
»Heilungen der Fläche immer genau mit den Ein-

theilimgen der Grundlinien übereinkommen müssen,
weil jede Parallele zu sst?, die durch einen diesseits

I' fallenden Theilungspunct geht, ganz innerhalb
des Parallelogramms liegt, jede Parallele

hingegen, die durch einen jenseits ss fallenden Punct

geht, ganz außerhalb des Parallelogramms liegt, die

Theilungspuncte mögen so nahe an ss liegen, als sie
immer wollen. Also verhalten sich auch in diesem Falle

die gleich hohen Parallelogramme, wie ihre Grund¬
linien.

59ster Lehrsatz. Dreyecke,
welche gleiche Höhen haben, verhalten sich
wie ihre Grundlinien.

Beweis. Da (?ig. 84.) PLL — Z PVLI

und OIÜ? rrr ^ OLlk,?, aber (§. 19z.) :

OlülKl? P.L:lW, weil die Höhen dieser Pa¬

rallelogramme gleich sind: so ist auch ^LL:O1üss

195. 6ost er Lehrsatz. Parallelo¬
gramme, welche gleiche Grundlinien haben,
verha ten sich wie ihre Höhen.

Beweis. Es sey (?i°. ioi.) LL,

so verhalten sich die Parallelogramme PPOL,

wie ihre Höhen LI), LH. Da man, wenn
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die Parallelogramme schiestvinklicht sind, übcr den¬

selben Grundlinien gleich große rcchtwinklichte zeich'

neu kann, wie hier LLIO ---- so «st gewiß

.4.LOO-.IZLKO ^KOO:KLOI. Sind also

die beyden zu vergleichenden Parallelogramme, Recht«

ecke, wie LLKOO, LLIO: so kann man LI^ und

NO als die Grundlinien betrachten, und die glei¬

chen Linien .^k, LL als die Höhen; die Rechte¬

cke verhalten sich dann wie jene Grundlinien, weil

die Höhen gleich sind, nämlich LLLOO: LLlkl

nn NO: NO und folglich auch jede schiefwinklichte

Parallelogramme ^,NOO:LL6O — LO:NNl.

196. 6lster Lehrsah. Dreyecke von
gleichen Grundlinien verhalten sich wie ihre
Höhen.

Der Beweis laßt sich eben so aus dem vorigen

§. herleiten, wie §. 194 aus 19z.

197. öaster Lehrsatz. Die Flächen-
Größe oder der Flächen-Inhalt zweyer Pa¬
rallelogramme ist in zusammengesetztem Ver¬
hältnisse ihrer Grundlinien und ihrer Höhen;
und auch der Flächen-Inhalt zweyer Dreye¬
cke ist in zusammengesetztem Verhältnisse ih
rer Grundlinien und ihrer Höhen.

H s
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Bcweie. Wir haben gesehen, das cm Pa¬
rallelogrammdoppelt, dreymal, viermal so groß ist,
als ein andres gleich hohes, wenn die Grund¬
linie des erstem das Doppelte, Dreyfache, Vierfa¬
che von der Grundlinie des letztem ist; und eben
so sind bey gleichen Grundlinien die Flachen den
Höhen proportional. Größen aber, deren Verhalt,
niß auf diese Weise von zwey andern Verhältnissen
abhängt, sind in zusammengesetztemVerhältnisse der
Größen, die in den letztem Verhältnissen vorkom¬
men. (Arithm. §. 190.)

Eben dieser Beweis gilt von den Dreyecken.

iy8. 6zster Lehrsatz. Wenn man

zwey Parallelogramme oder auch zwey Dreye¬

cke hat und man drückt das Verhältniß der

Grundlinie des erstern zur Grundlinie des an¬

dern, und das Verhältniß der Höhe des er¬

stern zur Höhe des andern, in Zahlen aus:

so verhält sich die Fläche des erstern Paralle¬

logramms zur Fläche des zweyten, und auch

die Fläche des erstern Dreyeckes zur Fläche

des zweyten, wie das Product der vorherge¬

henden Glieder jener Verhältnisse, zum Pro¬

dukte der nachfolgenden Glieder derselben.
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Beweis. Wenn man ein Parallelogramm

von i Fuß Grundlinie 'und i Fuß Höhe, und ein

andres von 5 Fuß langer Grundlinie und 1 Fuß

Höhe hat: so verhalten sich ihre Flächen, wie I

zu Ist nun ein drittes Parallelogramm von 5

Fuß Grundlinie und 7 Fuß Höhen vorhanden: so

verhalt sich daS zweyte zum dritten, wie 1 zu 7,

also das crsie zum dritten wie 1 zu 5.7, wie 1:35.

Aus diesem Beyspielen erhellt auch die allge¬

meine Richtigkeit des Satzes, sowohl für Parallelo¬

gramme als für Dreyecke.

Beyspiel. Wenn sich die Grundlinien zwcver Dreye¬

cke wie ?:g, die Höhen wie 6:11 verhalte», so verhalte»

sich die Flächen wie sia: zg.

199. Mann pflegt diesen Satz auch wohl so

auszudrücken, daß zwey Parallogramme und eben so

auch zwey Dreyecke sich zu einander verhalten, wie

die Producte aus der Grundlinie eines sedc»

in seine Höhe. Aber dieser Ausdruck ist nicht von

allenZ Vorwürfen frey; denn da man keine zwey

benannte Größen, also auch keine zwey Linien in ein¬

ander multipliciren kann: so darf mann diesen Aus¬

druck nicht ohne die Erläuterung gebrauchen, welche

der vorige Lehrsatz angiebt, daß man nämlich nicht

eigentlich die Linien in einander multiplicirt, sondern

die unbenannten Zahlen, welche das Verhältniß der
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Linien ausdrücke». Wenn aber die verschiedenen

Grundlinien und Höhen in einerley Maaße angege¬

ben sind: so ist es da, wo bloß von Verhaltnissen

die Rede ist, erlaubt, die Zahlen, welche diese Län¬

gen ausdrücken, als unbenamit anzusehen, und so

kann man, wenn die Grundlinien ^.L, k-L 7 und

9 Fuß, die Höhe» IZV, Lbl 15 und 11 Fuß be¬

tragen, sehen

LV:ö<7 — 7:9,

LI):ö!ck — 15:11 und dann das Verhältniß

der Flächen AeLOL: KL<?? ^ 105:99 7-t5'-

9.11.

20O. Die bisherigen Betrachtungen leiten uns

zu der Wahl einer Flächen-Einheit, deren man

sich mit Bequemlichkeit zur Ausmessung aller grad-

linigten Figuren bedienen kann. Da nämlich alle

gradlinigtcn Figuren sich auf gleich große Rechtecke

zurückführen lassen: so ist es am bequemsten, ein

rechtwinkliehtes Parallelogramm zur Flächen-Einhcir

zu wählen, und da ist es dann am natürlichsten, das

Quadrat als dasjenige Rechteck, welches gleiche

Seiten hat, dazu anzunehmen. Wir bedienen uns

daher zur Ausmessung aller Figuren eines Quadra¬

tes, dessen Seite der angenommenen Längen-Ein¬

heit gleich ist; und eine Figur ihrem Flächen-In¬

halte nach ausmessen, heißt daher, ihr Verhältniß
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zu einem Quadrate bestimmen, dessen Seite der an¬

genommenen Längen-Einheit gleich ist.

So wie wir also verschiedene Längenmaaßcn,

Meilen, Ruthen, Fuße, Zolle, Linien, auch Elle»

u. s. w. haben, so haben wir auch eben so verschie¬

dene Flächenmaaßen, nämlich Quadratmeilen, Qua-

dratruthen, Quadratfußc, Quadratzolle, Quadratli¬

nien, Quadratcllen u. s. w. je nachdem die Seite

des als Einheit angenommenen Quadrats eine Meile,

eine Ruthe, ein Fuß u. s. w. ist.

2 «l. Z2ste Aufgabe Den Flächen-

Inhalt eines jeden Parallelogramms anzuge¬
ben, wenn desselben Grundlinie und Höhe
in einerley Langcnmaaße ausgedrückt, gegeben
sind.

Auflösung. Wenn Grundlinie und Höhe in

einerlei!) Längenmaaße z. B. in einerley Fußen ge¬

geben sind: so betrachte man die Zahlen, welche diese

Längen ausdrücken, als uubcnannte Zahlen und mul-

tiplicire sie in einander. Das Prodnct giebt an,

wie viele Flächen-Einheiten, also hier Quadrarfuße

die Figur enthält.

Beweis. Wenn 10?.) aLLV das
auszumessende Rechteck ist, und es bedeutet ab ^
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s6 " I Fnß: so ist sdcä ein Quadralfuß, und es

verhält sich

iidccl: ak^cl gizmL " I: dcrAnzuhlFuße in.iK

und oWcluiKLl)—: derltsirzahlFußc in all,

also (Arithm. §. 192.)

«Irccl: aLLll im I: dem Products der Zahlen,

die in ak und die in all

vorhandenen Fuße ausdrü¬

cken.

In jeder Reihe aLllä liegen so viele Quadrate,

als aL Fuße enthält, und es giebt so viele solcher

Reihen, als all Fuße enthält; die Summe aller

Quadrate ist also gleich dem Producte der in aL

und in all vorhandenen Anzahl von Füßen.

Daß die Ausmessung schicfwinklichter Paralle-

ogramme über derselben Grundlinie und von glei¬

cher Hohe eben so geschehe, erhellt daraus, weil

man statt jedes schiefen Parallelogramms ein eben

so großes Rechteck von gleicher Grundlinie und Höhe

zeichnen kann.

Beyspiele. Der Flächen-Inhalt eines Parallelo¬

gramms von 5 Fnß ic> Zoll oder ZZ Fuß Grundlinie und

? Fuß 2 Zoll oder 7^ Fuß Höhe, ist ,jixZ Quadrats»?.

Uebungs - Exempel. Wieviel Quadratzolle und

Quadratlinie» enthält ein Quadrats»?, wenn 1 Fuß —

12 Zoll und 1 Zoll — 12 Linien?
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Wieviel Qitadtatfuße enthält ein Rechteck von 50

Zoll Grundlinie und 17 Zoll Höhe? — Wieviele Qua¬

drat,olle enthält ein Parallelogramm von 7 Fuß lang und

Z5 Zoll breit?

2-02. Wir bezeichnete» vorhin den Inhalt

eines Rechteckes, dessen Seiten Lss) und OL sind

durch LO.VL; dieUetzsi mitgetheilten Lehren zeigen,

daß diese Bezeichnung nicht bloß willkührlich ange¬

nommen ist, sondern daß man wirklich LL> . O1Ü

als Product dieser beyden Größen betrachten kann,

weil sich der Inhalt des Rechteckes so verhält, wie

das Product der in Zahlen ausgedrückten Seiten.

Man kaun also nun auch den Inhalt eines Quadra¬

tes, dessen Seite ist " v'der

setzen, weil sich dieser Inhalt verhält wie die Qual

dratzahl der in Zahlen ausgedrückten Länge der

Seite.

20z. Diese geometrischen Untersuchungen lei¬

ten uns nun auch zu einem neuen Beweise oder zu

einer noch klarern Ansicht dessen, was in der Arith¬

metik von der Zusammensetzung des Quadrates einer

aus zwey Theilen bestehenden Zahl gelehrt ist. Der

Satz nämlich welcher hier §. i8i> bewiesen wor¬

den, ist in geometrischer Form ganz einerley mit dem

117. §. der Arithmetik. Enthielte, um bey dem dor¬

tigen Beyspiele zn bleiben, die Linie (ssiZ. 9Z.)

40 und Tö 7 gleiche Theile: so enthielte das Qua-
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drat O6M? i6os, das Quadrat WI4I 49 gleiche

Quadrate, und jedes der Recktecke und

280 gleiche Quadrate; das ganze Quadrat

L.LLO emhalt also 1602, -si- 2 . üjjc- -s- 49 22-

2209 der als Einheit angenommenen Quadrate.

Die Figur (ssig. aoz.) zeigt diese Zusammensetzung

noch naher an dem Quadrate von iz; den» hier ist

LL 22 10, ^ z, und das Quadrat

" IOO -i- 2 . zo -s- 9 ^ 169.

204. Die Regeln für die Ausziehnng der

Quadratwurzel kommen also, geometrisch betrachtet,

darauf hinaus, daß man, wenn z.B. die Quadrat-

zahl 169 gegeben ist, zuerst ein Quadrat 2" iOo,

dessen Seite ^ Züö 122 ic> bekannt ist, abzieht;

dann ein Nrcchtcck lQ)I!4 bestimmt, welches nicht

völlig die Hälfte des Restes betragt, und durch Ver-

suche die Höhe LI dieses Rechteckes so annimmt,

dasi^beyde Rechlecke lülölll, DIIIK, (deren Grund,

linicn dem ersten, die Höhen aber dem zweyten

Theile der Quadratwurzel oder der Seite des Qua-

drates gleich sind,) zusammengenommen mit dein

Quadrate des zweyten Theiles dem Reste der Qua¬

dratzahl oder der Anzahl kleiner Quadraten in

Osskllö^. gleich werde.

^ 205. Alle die Satze §. istr- 182. 184.

Z88- stimmen ganz genau mit arithmetischen und

algebraischen Ausdrücken übcrein. Denn wenn a, r>
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Zahlen bedeuten i so findet man (a -s- me a-^ -f.

2ak -j- so wie wir §. lFi. für das Quadrat
einer aus zwey Stücken zusammengesetzten Linie fan¬

den; serner (a—im a' — 2 a!z ck" b-, wie

wir §, 182. für das Quadrat einer Linie fanden, die
dem Unterschiede zweyer andern gleich ist, auch hat

man (a -j- l>) (a — b) cm i>2 — H.

und endlich wenn (I'ig. 98-) -m a, OL -ms,,

also /cD rm .1 —'s», und LD im zZ —> l>: so

ist (übereinstimmend mit §. 188.) (a — b) . I, -s-

(^z — k>)^ rm ^ (za)', weil dieser Aus¬
druck u>z — i>2 -s- jz»
wird.

206. ZZste Aufgabe. Den In¬
halt eines Dreyeckes, dessen Grundlinie und
Höhe in bekannten Langemuaaßcnvon einer¬
ley Art gegeben ijr, zu beftimmen.

Auflösung. Man mulciplicire die Anzahl

von Theilen, welche die Grundlinie enthalt, mit der

Anzahl gleichartiger Theile, welche die Höhe aus¬

machen. Die Halste dieses Producces ist die ge-,

suchte Anzahl von Flächen-Einheiten (von Quadrat

fußen, z. B.) welche da« Dreyeck enthält.

Beweis. Das ganze Produkt würde in den

mehrmals erklärten Sinne, den Znhait eines über

derselben Grundlinie errichteten gleich hohen Paralle¬

logramms angeben, wovon das Dreyeck die Hälfte

ist- (S- 169,)
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der Grundlinie und nehme die Höhe doppelt so groß

als der Quotient angiebt. — (Wie man diese Ans-

*207. g^ste Aufgabe. Ein Paralle¬
logramm zu zeichnen, dessen Flachen-Inhalt
und Grundlinie in Zahlen gegeben sind.

Auflösung. Wenn der Flächen-Inhalt in
einem Flächenmaaße ausgedrückt ist, welches mit dem

Laugenmaaße der Grundlinie übereinstimmt: so be¬

trachte man die Zahlen, welche diese Größen aus¬

drücken, als unbenaulitc Zahlen; dividire die Zahl,

welche den Fiachcnraum angiebt, mit derjenigen,
welche die Grundlinie ausdrückt: io giebt der Quoti¬

ent die Höhe des Parallelogramms in eben dem

Maaße, in welchem die Grundlinie ausgedrückt ist.

Beyspiel. Lin Parallelogramm von iickQuadrat-
suß Fläche und ir Fuß Grundlinie hat 10 Fuß Höhe.

Beweis. Der Inhalt des Parallelogramms

ist (InZ. ic?2.) die Anzahl aller in demselben ent¬

haltenen Quadrate, die Länge der Grundlinie, in

Zahlen ausgedruckt, giebt an, wieviel davon in je¬

der Reihe aL llä liegen, wenn man also jene Zahl

mit dieser multiplicirt: so hat man die Anzahl der
Reihen, das ist, die Höhe all.

* 208. Zzste Aufgabe. Aus dem
gegebeneu Flächen-Inhalte und der Grundli¬
nie eines Dreyeckes die Höhe desselben zri
bestimmen.
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brücke vcrstehn muß, ist mehrmals erinnere, und ich ge-
brauche sie min der Kurze wegen ohne fernere Erörte¬
rung.)

Beweis. Hatte man über der gegebenen
Grundlinie ein zwcymal so hohes Parallelogramm
gezeichnet, als der Quotient «ngiebr, so würde dieses
einen doppelt so großen Inhalt haben, als der ge¬
gebene ist: daS gleich hohe Dreyeck ist nur halb jo
groß und entspricht also der gegebenen Flachen¬
größe.

Beyspiel- Ein Drcveck von 112 Quadratfuft und
Z2 Fuß Grundlinie ist 7 Fuß hoch.

* 208 k>. Die beyden letzten Aufgaben führen
auch zu dem Satze, daß in gleichen Parallelogram¬
men und in gleichen Dreyecken die Höhen sich »m-
gekchec verhalten wie die Grundlinien.

* 209. Da man nach Anleitung der beyden
letzten Aufgaben eine Menge verschiedenerParallelo¬
grammen und Dreyecke zeichnen könnte, welche alle
der Forderung entsprechen, indem z. B. in 1' lg. 104.
alle über Qö errichteten Dreyecken QLL, QPO,
QllA, deren Spitzen in LL, welche mit Qö parallel
istl, liegen, die verlangte Größe haben: so konnte
Man in der Aufgabe noch ein Bestimmungsstück hin¬
zuzufügen, z. B. die Seite QL oder den Winkel
LQIZ des Dreyecks oder Parallclogromms als ge¬
geben annehmen.

210. z6ste Aufgabe. Den Inhalt
eines Trapezes zu bcstinnnen, wenn die Lange
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der beyden parallelen Seiten und ihre senkrechte
Entfernung von einander bekannt ist. (k'iz.
IO5-)

Auflösung. Man addire die in Zahlen ans«

gedruckte Länge der beyden parallelen Seilen /clä,

LO und mnlciplicire die Hälfte der Summe mit

der im gleichen Maaße ausgedrückten Entfernung

(IL dieser Seiten: so giebt das Product den Zn-

hslt des Trapezes an.

Beweis. Zieht man auch L? mit pa¬

rallel, so ist, wenn man die Multiplikation der Li¬

nien in einander richtig versteht, das Parallelogramm

22 LO.L?. (§ 2Oi.) und das Dreyeck

1'LIZ — zkss.kL.

Wenn man also ein Rechteck von der Höhe Lllu

zeichnen wollte, welches dem Trapeze gleich wäre,

so müßte dessen Grundlinie 22 -s- jöss seyn,

oder — — ' , weil2 2

— LL> -f- M ist.

2li. Z7ste Aufgabe. Wenn der
Inhalt eines Trapezes die Länge
der einen parallelen Seite und die Ent¬
fernung der beyden parallelen Seiten von
einander gegeben sind, die Lange der andern
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parallelen Seite Lv zu bestimmen. (IrZ.
105.)

Auflösung. Man dividier den Inhalt des

Trapezes mit der Enrftrnug der beyden paralle¬
len Seiten; den Quotienten verdoppele man und

snbtrahire davon /e It, der Rest giebt in eben
dem Maaße an, in welchem die übrigen Linie» aus¬

gedrückt sind, und man seht, wie immer, voraus,
daß alle Linien und Flachen in gleichartigen Maaße

gegeben sind.

Beweis. Da ^ Z/rR. LL -j-

z OL. LIch so ist, nach der Lehre von den Gieichun-

ge» '^7" — ^ e

-01- -s- O<ü, und wenn man von diesem ver¬

doppelten Quotienten abzieht, so erhält man

I)L. Uebrigcns behalt I)L cinerleiy Werth, der
Winkel sey, welcher er wolle.

212. zttste Aufgabe. Den Inhalt

einer jeden gradlinigten Figur auszurechnen,
weml man alle nöthigen Linien messen kann,
oder diese gegeben sind.

Auflösung. Man theile (si'ig. 106.) die

Figur durch die Diagonalen LL, IÜL in lau¬

ter Dreyecke, messe jedes Dreyeckes Grundlinie und

Höhe und berechne daraus den Inhalt eines jeden.

Die Summe aller Dreyecke giebt den Inhalt der
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ganzen Figur. Hiebe») wird vorausgesetzt, daß man
nach einem in gleiche Theile abgetheilten Maaßstabe
gerade Linien abmessen kann, welches auch keine
Schwierigkeit hat.

2iz. Wenn bei) der Berechnung des Inhalts
einer Figur die Linien nicht in einerlei) Maaße ge¬
geben wären, sondern z. B. die eine in Fußen, die
andere in Zollen, oder die eine in Pariser, die an¬
der in Londcnncr Fußen, so ist es durchaus nothig
sie zuerst alle in einerlei) Maaße auszudrücken, weil
sonst die Flächen-Einheit kein Quadrat, also kein
reguläres Maaß wäre.

Mau wird also mm auch Aufgaben wie folgende aus¬
losen können. Die Grundlinie eines Dreyecks ist 17 Fuß,
die Höhe 1100 Zoll; eines andern Dreyecks Grundlinie
115 Hamburger Fuß und chie Höhe 115 rheinl. Fuß; wis
groß sind diese Dreyecke, wenn izy, iz hamb. Fuß,
127 rheinl. Fuß betragen?

Andere Aufgaben. Eines Trapezes parallele Seiten
sind — 15 Ruthen 7 Fuß y Zoll und 17 Ruthen g Fuß,
ihr senkrechter Abstand von einander 25 Ruthen, wie groß
ist dasselbe, wenn die Rnthc 16 Fuß enthält?

" Eines ParallelogrammsInhalt ist — 5799z Qua¬
dratruthen, die Grundlinie 1102 Fuß, wie groß ist die
Höbe? Eines an Fläche eben so großen Drcncckcs Grund¬
linie ist 268,9 Ruthen, wie groß die Hohe? — Endlich
wie groß die Höhe eines eben so große» Trapezes, dessen
varaüclc Seiten — 5? Ruthen L Fuß und 7Z Ruthen 2
Fuß sind?



129

*214- Zyste Aufgabe. Es sind zwey
Seiten eines rechtwinklichten Dreyecks in Zah¬
len gegeben, man soll die dritte bestimmen.

A u fl ö su n g. Sind beyde Catheten gegebenen

imd die Hypotenuse gesucht, so guadrire man beyde

Zahlen, welche die Länge der Catheten ausdrücken,
addire diese O.uadratzahlcn und ziehe auS der Summe

die Quadratwurzel, die herauskommende Zahl ist die

Länge der Hypotenuse.

Ist eine Cathete und die Hypotenuse gegeben,

so subrrahirt man das Quadrat der ersten, von dem
Quadrate der letztem und zieht aus der Differenz
die Quadratwurzel, welche bann die Länge der an¬

dern Catheten angiebt.

Verspiel. Ist die eine Cathete zo, die Hvvote-

nusc 50 Fuß laug, so wird die andre Cathete — ^"(50?

— 5°2) — V^(2Z°» ^ 9°°) —

Beweis. Da das Quadrat der Hypotenuse

gleich ist der Summe der Quadrate beyder Catheten,

so folgt, daß eine Cathete sich zu der Hypotenuse

verhält, wie die Zahl, welche die Länge dieser Ca¬

thete ausdrückt, zu der Quadratwurzel au« de?

Summe der Quadrate beyder Catheten.

* 215. Bey der Auflösung dieser letztern Auf¬

gabe wird man sehr oft auf irrationale Zahlen für
die Länge der gesuchten Seiten kommen; denn z. V»

ein rechtwinklichceS Dreyeck, dessen beyde Catheten
"i sind, hat zur Hypotenuse eine Linie, deren

Länge — ^2, das ist, größer als 1,414 und klei-

Brandet Gromttrir, I

<"4
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ner als 1,415 ist. Die Hypotenuse hat folglich in
diesen Fällen zu den Cathcrcn ein irrationales Ver¬

hältniß, oder diese Linien haben kein gemeinschaftli¬
ches Maaß. Da man nun gleiwohl ein solches

Dreyeck zeichnen kann, so crheller, daß man das

irrationale Verhältniß 1:^2 durch zwey gerade Li¬
nien ganz genau darstellen kann, welches in Zah¬

len unmöglich ist.

Beyspiel. Die Seite eines jeden Quadrats ver¬
hält sich zu seiner Diagonale, wie 1 Zeichnet man
über dieser Diagonale als Grundlinie ein Rechteck, dessen

Höhe — 1, so ist die Diagonale dieses Rechtecks — V'Z,
«. s. w.

* Uebnngs-Aufgaben 1. Durch Zeichnung oder
auch in Zahlen die zweyte Seite eines Rechtecks zu be¬
stimmen, dessen Seite nebst der Diagonale gegeben ist.

2. Ein Quadrat zu zeichnen, dessen Diagonale ge¬
geben ist.

Z. Aus der gegebenen Diagonale eines Quadrats
den Inhalt desselben zu berechnen.

4. Wenn die beyden Seiten eines Rechtecks in Zah¬
len gegeben sind, die Seite cincS Quadrates, welches
dem Rechteck gleich sey, in Zahlen zu bestimmen.

5. Wenn in einer Figur (big. 106.) die Grundlinien
sind Höhen aller Dreyecke, in welche dieselbe eingetheilt
ist, gegeben sind; die Seite eines Quadrates zu bestim¬
men , welches dieser Figur gleich ist.

216. Anmerkung. Da ein Dreyeck, dessen eine

Seite — z, die zweyte — st, die dritte — 5 ist, alle¬

mal zwischen der ersten und zweyte Seite einen rechten

Winkel hat, G 177.): so giebt die Zeichnung eines solchen



IZl

DrcpcckS ein Mittel ab, um einen rechten Winkel zu

zeichnen. Manche Handwerker bedienen sich dieses Hülfs¬

mittels.

Siebenter Abschnitt.

Vom Kreise und den Linie und Winkeln im

Kreise.

217. Erklärung. Wen» man eine gerade

Linie (d'ig. 107.) zieht, weiche den Kreis schnei¬

det, so heißt das Stück ^.ZZ, .welches durch die

Kreislinie auf der geraden Linie abgeschnitten wird,

ei» Sehne des Kreises, das Stück

weiches sie von der Kreisfläche abschneidet, heißt ein

Kreisabschnitt; das Stück .4.HL der Kreisli¬

nie ein Kreisbogen, nnd zwqr der zu der

Sehne ^.15 gehörige Kreisbogen.

218. öchfter Lehrsaß. Jede Sehne

schneidet die Kreislinie nur in zwey Punc¬

ten, ^ und L, und alle zwischen .4. und ü

liegende Puncte der Sehne liegen innerhalb

des Kreises. (licz. 107.)

Beweis. Der ersie Theil des Lehrsatzes ist

§. 98 ausdrücklich bewiesen. Daß aber jeder Punct

Z -
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sich innerhalb des Kreises befinde, oder LH> <s
sey, wenn L des Kreises Mittelpunct ist, erhellet aus
§. iO2., weil im gleichschenklichtenDreyecke die
Senkrechte LL innerhalb des Dreyecks fällt nnl>
dann LU dieser näher liegt, als L^..

219. Jede Sehne theilt also die Kreislinie
in zwey Kreisbogen und die also
beyde zu dieser Sehne gehören; und eben so theilt
sie die Kreisfläche in zwey Abschnitte und

— Ist die Sehne ein Durchmesser, so
sind die beyden zugehörigenBogen und die beyden zu¬
gehörigen Abschnitte beyde gleich, nämlich Halbkreise.

220. 6zster Lehrsatz. Jede von dem
Durchmesser verschiedene Sehne (?iZ.
107.) ist kleiner als der Durchmesser.

Beweis. Wenn man an die Endpunctc der
Sehne die Halbmesser LL zieht, so ist gewiß

-j- LL, aber ^ -f- LL ist dem
Durchmesser gleich.

221. 66ster Lehrsaß. 1. Wenn eine
Sehne durch den Halbmesser L? in
halbirt wird, so steht dieser Halbmesser auf
ihr senkrecht; 2. Wenn der Halbmesser Lü'
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auf der Sehne senkrecht steht, so halbirt er
sie. z. Wenn eine gerade Linie Z?DL die
Sehne halbirt und zugleich auf ihr senkrecht
steht, so geht diese gerade Linie durch den
Mmclpunct des Kreises. (DiZ. 107.)

Beweis. Da die Halbmesser (5^. ^ <W,
so ist ein gleichschcnklichtcsDreyeck und der
Satz nr. 1. ist in §.92., und die Sätze nr. 2 und
z. in §. ioi. bewiesen.

222. 6yster Lehrsah. Zwey Sehnen
können einander nicht gegenseitig Halbiren,
wenn sie nicht beyde Durchmesser sind.

Beweis. Sollten (OZ. 107.) die Sehnen
^clZ, beyde einander in L Halbiren, so wurde
(§. 221.) der durch gezogene Halbmesser (5?
auf beyden in 15 senkrecht stehn, welches unmöglich
ist.

22z. 6gste r L e h r s a ß. Wenn auf
zwey geraden Linien LD, welche ein¬
ander scheiden, Linien OD, IO senkrecht
gezogen sind, so werden auch diese einander
schneiden. lMZ. log.)



Beweis. Wenn die Linie ei¬

nen spitzen Winkel mit einander bilden,

so würden ^ll und I'si- gehörig verlängert einander

schneiden, weil -si- ML 2U (§. 14z.);

sie würden aber am Durchschitt einen spitzen Win¬

kel mit einander machen, weil das Dreveek, welches

die verlängerten mit bäh' bilden, schon

bei) ? einen rechten Winkel hat. (§. 1Z7.) Dann

aber schneiden sich auch lNü und weil die

Summe der innern Winkel, welche sie mit der ver¬

längerten .'Vkl machen 2U ist.

Ist hingegen ein stumpfer Win¬

kel, so ist sein Nebenwinkel klU!?' spitz, und Wenn

<?ch' über ? hinaus verlängert wird, so wird sie

Zälk schneiden, und zwar unter einem spitzen Winkel

weil auch hier an 1>' ein rechter Winkel entsteht.

Und hieraus folgt weiter, weil dieser spitze Winkel

am Dnrchschnitköpunctr mit Ik)Il zusammen wenige^,

als 2?c beträgt, daß auch Dlü und einander

schneiden.

224. 4vsie Aufgabe. Eines gegebe¬
nen Kreises oder Kreisbogens Mittel¬
punct zu bestimmen, (I'iß. loz.)

Auflösung. Man ziehe in dem Kreisbogen

zwey Sehnen H.L, L(ä, welche einander in 8 schnei'
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den, Halbire sie in v und I?, und ziehe durch v

und ? die senkrechten Linien VIl und welche

einander irgendwo in I schneiden werden (§. 22z.),

dieser Durchschnittspunct ist des Kreises Mitrechnn»,

weil §. 22 l. nr. z. beyde ans die Mitte der Schnei«

senkrechte Linien, durch den Mittelpunct gehn.

225. 41 sie Aufgabe. Durch jede
drey gegebene Puncte welche nicht in
einer geraden Linie liegen, einen Kreiö zu
ziehn. (1iZ. IOZ.)

Auflösung. Man ziehe zwischen den Punc¬

ten ch., k, L die gerade Linien LL; Halbire

sie in O und I' und ziehe durch II auf ch,L, durch

? auf Ltü die senkrechten Linien 1)1, II: wo diese

sich schneiden, da ist der Mittelpunct der Kreislinie,

welche durch jene drey Puncte geht.

Beweis. Daß OI und II einander schnei¬

den, wenn RL nicht eine einzige gerade Li¬

nie ausmachen, erhelic aus §. 22z. daß aber I des

verlangten Kreises Mittclpunct sey, oder M 2»

Ik 2^ IL, folgt aus der Gleichheit der bey I) und

rechtwinkiichten Dreyecke, LlI)I 22 LD1 und

MI 2- eN. (§. 7z.)

226. Durch einen Punct lassen sich un¬

zählige Kreislinien ziehen, die in ^ einander beruh-
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ren oder schneiden können; durch zwey Puncte ch.
und I? giebt es gleichfalls unzählige Kreislinien,
weil alle Kreislinien, deren Mittelpunkt auf der
geraden Linie OI und ihrer Verlängerung liegen,
durch diese beyden Puncte gehen und sich 'in dem
selben schneiden. Dagegen giebt es nur einen einzi¬
gen Kreis, welcher durch die drey gegebenen Puncte
K, L, L geht, weil sein Mittelpunct nur in dem
einzigen Puncte I liegen kann, wo die bcndcn auf
die Sehnen senkrechten Linien einander durchschnei¬
den. Durch drey Puncte ist also der Kreis völlig be¬
stimmt und man kann nicht ganz willkührlich nsch
einen vierten Punct annehmen, durch welchen die
Kreislinie auch noch gehen soll; denn dies ist nicht
allemal, sondern nur bey bestimmter Lage dieses
vierten Punctes möglich.

227. öaster Lehrsatz. Zwey Kreis¬
linien können einander mir in zwey Puncten
schneiden, und die durch beyder Kreise Mittel¬
punkte gehende gerade Linie (HO steht ans der
durch beyde Durchschnittspuncteder Kreisli¬
nien gehende Linie /»L senkrecht»
10c).)

Beweis» Hätten die Kreise drey Puncte ge¬
meinschaftlich, so wurden ihre Mittelpuncte zusammen
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fallen und ihre Halbmesser gleich seyn, und die Kreise
wären dann gar nicht von einander verschieden.
(§. 22;.)

Saß die Mittelpunkte zweyer Kreise nicht zu¬
sammenfallen können, ist schon eben §. 61. gezeigt ;
zieht man also zwischen den beyden Mittelpunkten
die gerade Linie LO und zwischen den beyden Durch¬
schnittspuncten die Linie ^.lZ, nebst den Radien
LlZ, OR: so haben die Dreyecke O^LL,
OLL gleiche Seiten, 22t Lk, O^. 222 OL,
LO 221 LO und sind daher völlig gleich, (§.75.)
und es sind die Winke! ^LO 222 LLO, daher ist
im gleichschcuk ichten Dreyecke LO auf

senkrecht und Halbirc sie (§. 9Z.) Diese halbi-
rende Linie ist aber eben diejenige, welche durch den
andern Mittelpunct O geht und folglich der Lehr¬
sah erwiesen.

228. 7oster Lehr sah. Wenn in ei¬

nen Kreise (liA. l io.) die vom Mittelpuncte
6 aus gezogenen Halbmesser 61), 61 einen
eben so großen Winke! einschließen,als die
gleichfalls vom Mittelpunkte desselben Kreises
gezogenen Linien 6^, 66: so sind auch die
zwischen den Schenkeln dieser Winkel liegen-
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den Kreisbogen nnd ODI' einander
gleich.

Beweis. Legt man den Winkel ^KL so
aufUKI-', daß beyde Spitzen in (3, der Schenkel
KA. auf KO und KL auf KI>' fällt, welches we¬
gen der Gleichheit der Winkel möglich ist: so fällt
die Sehne L,L auf I)?, und wegen der Gleichheit
der Halbmesser, die ganzen Bogen ^LL auf UL?.

229. Zu gleichen Winkel am Mittclpuncte
desselben Kreises, oder gleicher Kreise, gehören also
gleiche Bogen; und wie man leicht übersieht, zu
einem größer» Winkel am Mittelpunctc desselben
Kreises, oder gleicher Kreise, gehöret ein größerer Bo¬
gen. Auch läßt sich leicht umgekehrt beweisen, daß
zu gleichen Bogen in gleichen Kreisen
gleiche Winkel am Mittelpunctc gehören.

Da diese Sätze noch gelten, wenn die Win¬
kel in verschiedenenaber gleichen Kreisen liegen und
chre Scheitel im Centra dieser Kreise liegen- so
folgt, daß, wenn man mit gleichen Halbmessern zwi¬
schen den Schenkeln gleicher Winkel Kreisbogen zieht,
deren Mittelpunct im Scheitel deö Winkels liegt,
dann diese Kreisbogen gleich sind, hingegen ungleich
he» ungleichen Winkeln.
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2zo. 7ister Lehrsaß. In einerley
Kreise oder in gleichen Kreisen gehören gleiche
Sehnen O? mit gleichen Bogen'
OL? zusammen, und umgekehrt gehören zu
gleichen Bogen gleiche Sehnen. Dagegen
gehört in gleichen Kreisen ein größerer Bo¬
gen mit einer großem Sehne, und eine grö¬
ßere Sehne mit einem größcrn Bogen zusam¬
men, so lange die Bogen kleiner sind, als
ein Halbkreis. (?ig. ili.)

Beweis Man ziehe die Halbmesser 6^,
iZ!), (??, so sind, wenn -VL 222 UI', die

Dreyecke IX»' völlig gleich, und (§. 75.)
folglich die Winkel 222 IXZss und eben des¬
wegen auch die Bogen BL — O?, (§. 22g.); es
gehören also zu gleichen Sehnen gleiche Bogen.

Hätte man die Bogen gleich angenommen,
222 Olssi so folgt (§. 22si. 229.) die Gleich¬

heit der Winkel 222 und daraus (§. 7z.)
die Gleichheit der Sehnen BL 222 O?.

Wäre im Gegentheil Oss >. /etü, so folgt
aus §. 76. daß OKss > und daraus ferner
(§- 229.) Und eben so, wenn man
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so isc auch (§> 74) OL )> ^.L.

2Z1. 72sier Lehrsatz. Gleiche Seh¬

nen .^0, in einerley, oder in gleichen

Kreisen, sind gleich Weit vom Mittelpuncte

entfernt; und umgekehrt, Sehnen, die gleich

weit vom Mittelpuncte abscehn, sind gleich.
(MZ. m.)

Beweis. Man halbire die Sehnen ^.L,
L>L in k und L und jiche KK, KL, nebst den
HalbmessernKL, KL. Sind nun die Sehnen
gleich ^.L nei L»L, «sso auch ihre Hälften KL ruc
LL, so ist auch KV " KL, weil im rechrwinklich-
tcn Dreyecken aus der Gleichheit der Hypotenusen
KL — KL und der einen Eathetc KL ^ LL die
Gleichheit der andern Eathete folgt. (§. 106. §.
177.) Die Entfernungen gleicher Sehnen vom Mit,
telpuncte sind also gleich.

2Z2. 7zster Lehrsah. Wenn (?ig. 111.)

die Sehnen O? ungleich sind, so ist alle-

Eben so würde umgekehrt aus der Vorausse¬
tzung, daß KK icn KL >cy, folgen KL rn LL
und ^-.L c-ec. OL.
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fernt, als die größere; und umgekehrt. Seh¬

nen die ungleich von? Mittelpunct entfernt

sind, sind auch selbst ungleich, und diejenige

ist die größere, welche am weitesten vom Mit¬

telpuncte abliegt.

Beweis. Man ziehe W senkrecht aus

dem Mittelpunkte auf die Sehnen und ziehe ferner

die Halbmesser LL, 6?. Wenn nun

also auch unter den Hälften LL W', so ist

auch das Quadrat von RL größer als das Quadrat

von k?. Weil nun (§. 177.) orco ksslcz -f-

— Wg so muß, wenn LLg >

nothwendig KLg -< LLg seyn, also LV

-< Hieraus läßt sich denn auch übersehn, daß

die vom Mittelpunkts entferntem Sehne die kleinere

sey, oder daß aus der Voraussetzung LL < Klä

folgt QL > O?.

2ZZ. 42stc Aufgabe. Es ist ein

Winkel (I'iZ. 112.) gegeben, man

soll einen andern Winkel zeichnen, welcher

das Zweyfache, Dreyfache und überhaupt ein

Vielfaches dieses Winkels sey.

Auflösung. Man zeichne mit willkührlichem

Halbmesser um den Scheitelpunct Q des Winkels
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einen Kreis oder Kreisbogen KLssll; ziehe die
zwischen dem Schenkeln des Winkels enthaltene
Sehne LL und beschreibe um L mir dem Halbmes¬
ser Ll) — LL einen Kreis oder Kreisbogen cle;
nach dem Puncte D, wo dieser den ersrern Kreis
schneidet, ziehe man HI), so ist LHl) nn Il.VL,
weil ihre Sehnen einander gleich sind LL LD,
also LH!) doppelt so groß als KHL; und wenn
man wieder I)HI) — DHL macht, indem man die
Sehne DL i- LL nimmt, so ist LHH das Drey¬
fache von LH.L u. s. w.

2Z4. ?4ster Lehr sah. In einerley

Kreise oder in gleichen Kreisen verhallen sich

die Winkeln, deren Scheitel im Mittclpnncte

liegt, wie die Längen der zwischen ihren

Schenkeln enthaltenen Kreisbogen.

Beweis. Wenn (I'ig. 112.) der Kreisbo¬
gen lZDls ein genaues Vielfaches des Bogens LL
ist, so erhellt ans dein vorigen, das; auch der Winkel
IIHI' ein eben so Vielfaches des Winkels I>HL ist,
und also.das Verhältniß der Bogen mit dem Ver¬
hältnisse der Winkel zu einander einerley ist. Aber
wenn auch IIDl' kein genanes Vielfaches des Bo¬
gens IIL ist und es läßt sich nur ein Bogen ZL-
angebe», der im Bogen LL sowohl als in läOss
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ganze Male enthalten ist, so läßt sich doch überse¬

hen, daß auch der Winkel den Winkel

eben so oft enthalte, als der Bogen LL den Bogen

L(?, und daß der Winkel den Winkel

eben so oft enthalte als der Bogen M den Bo¬

gen lä(Z. In beyden Fällen also verhalten sich die

Winkel wie die zwischen ihren Schenkel enthaltenen

Bogen.

* In den Fällen, wo die Bögen KL, LO?

ein irrationales Verhältniß haben, wo eS also kein

für beyde gcnieinscbastliches Maaß lätZ- giebt, welches

in beyden ganze Male enthalten wäre, oder in beyden

genau aufginge: so laßt es sich doch durch eben die

Schlüsse, wie §. 19z. zeigen, daß auch dann eben

das Verhältniß statt finde.

2Z5- Erklärung. Man nennt den Ab¬

schnitt eines Kreises denjenigen Theil

Mg. 110.) der Kreisfläche, welcher zwischen der

Sehne und dein zugehörigen Bogen enthalte» ist,

hingegen ist ein Ausschnitt des Kreises der

Theil der Kreisfläche, welcher durch den

Bogen .HVL und die an seine Endpuncte gezogenen

Halbmesser (?L begränzt wird.

236. 75sier Lehrsaß. Wenn in ei¬
nerley Kreise oder in gleichen Kreisen die Bo-
gen uVllL und DI! gleich sind: so sind auch
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die zwischen ihnen nnd den zugehörigen Seh¬
nen liegenden Abschnitte gleich, —
DIID, und die Ausschnitte gleich,

Beweis. Die Gleichheit der Ausschnitte er¬

hellt, weil die Winkel enn Mittelpunkte (§. 228.)

gleich sind, wenn man sie auf einander legt, eben

so wie §. 228. Da aber auch die Dreyecke OSO

— OS?, so ist AIILSA. — AcSL — OI?SO

22: OS? oder die Abschnitte LeLL.4 222 O??O.

2Z7- Aus diesem Lehrsätze folgt ferner, daß

auch die Flächen-Größe mehrerer Aus¬

schicke in gleichen Kreisen sich verhalte,

wie die Bögen. Dagegen läßt sich über das

Verhältniß ungleicher Abschnitte nicht so leicht etwas

bestimmen.

2Zst. 4Zstc Aufgabe. Einen gegebe¬
nen Kreisbogen LOI' und einen Kreisab¬
schnitt LOk'L zu Halbiren. 112.)

Auflösung. Beydes geschieht wenn man

die Sehne durch eine auf sie senkrechte Linie OI

halbirt. Dann nämlich ist der Bogen LO 222

v? unh das Stück der Fläche LOIL 222 ?OI?.
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Beweis Wenn man die Halbmesser LH.

an de»(nach §. 224. gefundenen) Mittelpunct zieht;

auch VI, welche (§. 221.) durch den Mittelpunct

gehen wird, bis an ^ verlängert, so erhellet die

Gleichheit der Dreyecke aus §. 7z. und

folglich auch daß der Winkel 22 und

daher (§. 228.) der Bogen Ll) — D?, der AuSi

schnitt L/vvL — (§. 2g6.) und dann auch

daß L^DL — -2- ^I1> , oder

LIVL 2- ?IO? sey.

239. Auf diese Weise kann man die Theilung

des Bogens fortsetzen und seyn Viertel, sein Achtes

u. s. w. bestimmen. Um aber einen Kreisbs'

gen in drey, fünf, sieben oder eine andre

Anzahl gleicher Theile zu theilen, giebt

es keine geometrische Regel, sondern man muß diec

seS durch Versuche bewerkstelligen, indem man zuerst

ein Stück LL, welches zum Beyspiel ein Fünftel

des Bogens sey» soll, willkührlich annimmt und

versucht, ob es genau fünfmal in den Bogen «ntc

halten sey, (wenn man nämlich die gleichen Sehnen

LO, OO, OK, L?, abschneidet,); findet sich

dieses nicht genau, so ändert man LL so lange bi«

es zutrifft.

240. Durch diese Methode ist man also auch

im Stande, einen jeden gegebenen Winkel in «ine

!SrandcZ Eroimnie- K
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bestitnmmte Anzahl gleicher Theile zu theiln,, und

wenn man den rechten Winkel in eben selche Theile

theilt, das Verhältniß eines jeden Winkels zum

rechten Winkel zu bestimmen. Es ist daher vor-

theilhast für die Eintheilung des rechten Winkels

ein für allemal etwas bestimmtes festzusetzen.

241. Willkührlicher Satz. Zieht man

in einem Kreise (ss-Z. 11z.) zwey auf einander senk«

rechte Durchmesser --VU, LL, so gehören zu den

vier gleichen Winkeln vier gleiche Theile der Kreis¬

linie, welche man Quadranten nennt. Jeden

Quadranten, und folglich auch den rechten Winkel,

ist man gewohnt in 90 gleiche Theile, oder nach

der jetzt in Frankreich üblichen Eintheilung in 100

gleiche Theile zu theilen, die man Grade nennt,

und zwar jene Nonagesimalgrade, diese Ccntcsimal'

grade, (das ist, Grade der Ncunzigrheilung und

Grade der Hunderttheilung). Die Nonagestmal-

grade theilt man wieder jeden in 6o Minuten,

die Minute in 60 Secunden; hingegen theilt

man nach der französischen Sitte, (die mancherley

Vorzüge vor der nlrern und bey uns noch Gangba¬

ren Eintheilung hat,) den Centimalgrad in 10a

Minuten, die Minute in 100 Secunden. Es ist

demnach bey uns l Grad --2 des rechten Win¬

kels oder des Quadranten; 1 Minute " ^-55

55-5? n»d 1 Secunden xs./5.5Z" ?Z4?s? N.
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Hingegen ist nach der Centcsimaltheilungi Grad
0,01 Iu; i Minute — 0,0001 i Secunde

212 0,000001. des rechten Winkels oder dcS Kreis,
guadrantcn.

Der ganze Kreis enthält also 560 unsrer Grade.
Die Snminc aller Winkel im Dreyecke >gc> Grade
n. s. w-

Man bezeichnet die bey uns gewöhnlichen Gra¬
de, Minuten und Secunden durch die Zeichnen
°, " indem man 7^ 19^^ schreibt für 5
Graden 7 Minuten 19 Secunden.

Beyspiele zur Verwandlung der Nonaze-
simal- in Centesinialgrade, 15° 7^ wieviel
französische Secunden oder wie viel ÄMiontheile des Qua¬
dranten? 127° 59^ jwic viel französische Grade,
Minuten, Secunden? — Hingegen 0,57592 des Quadran¬
ten, wie viel betragen die nach unsrer Sinthcilung oder
wie viel 0,6566197?

242. Diese allgemeine eingeführte Einthcilung
des rechten Winkel und des Kreisguadrantcn dicnc
uns nun, um die Größe eines Winkels genau an,
zugeben, ohne daß wir ihn vorzuzcichnen brauchen.
Jeder weiß, daß ein Winkel von 45 Grad der No,
nagesimalrheilung die Halft« eines rechten Winkels
«ft, und so ist jeder Winkel, wmn man die Größe
desselben in Grade» angiebc, ganz genau bestimmt.

Ä 2
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Um aber nach dieser Angabe ohne viele Schwierigkeit
einen Winkel zeichnen zu können, bedarf man eines
Instrumentes, nämlich eines eingetheiltenKreises,
um in Graden gegebene Winkel zu zeichnen. Ein
solches Instrument ist der Transporteur, dem
man sich als einen in 180 Graden getheilten Halb,
kreis vorstellen kann.

24z, 44ste Aufgabe. Einen in Gra»
den gegebenen Winkel vermittelst des Trans¬
porteurs zu zeichnen; und einen gezeichneten
Winkel mit dem Transporteur zu messen,

Auflösung. Soll an die Linie LL (?ig.
114.) ein Winkel " 50 Grad gezeichnet
werden: so legt man den Mittelpunkt des TranS,
porteurs in L, den Durchmesser KI) an LL, und
legt dann ein Lineal an den Mittelpunct und an die
Abtheilung, wo 50 Grad steht; dann schneidet
die Linie ^.L einen Winkel ^.LL von 50 Gra-
den ab.

Ist hingegen der Winkel vorgezeichnet,
und man will seine Größe wissen: so legt man des
Transporteurs Centrum L an den Scheitel, den
Halbmesser an den einen Schenkel des Winkels,
und fleht zu, bep welchem Grade der andere Scheu,



»49

kc! den Umfang des Transporteurs trifft; diese An¬
zahl von Graden giebt die Größe des Winkels an.

244. Auch ans dem Felde und bey astrano?
mischen und andern Beobachtungen bedient man sich
der eingetheilten Kreise, deren es mancherley unter
dem Namen Astrolabium, Quadrant u. s. w. giebt.
Alle diese kommen darin überein, daß ihr Rand,
ungefähr so wie der Halbkreis in 114. in Gra-
de, oder auch in Theile von Graden, Minuten
u. s. w. getheilt ist, und baß sich an dem Znstru?
mente ein um L beweglichesLineal befindet, weichet
im Mittelpuncte L befestigt ist, und sich rund um
diesen Punct drehen kann. Will man mit einem
solchen Instrumente horizontale Winkel, oder solche
die der Erdfläche parallel sind, messen, so muß et
mit einem Stative oder Fuße versehen sey, der so
eingerichtet ist, daß man das Instrument im Felde
aufstellen, dem Kreis genau horizontal stellen und
nach allen Seiten richten kann. Soll hingegen ein?
solches Instrument dienen, um Höhen-Winkel, das
ist Winkel die in einer gegen die Erdfläche senkreche
ten Ebne liegen, zu messen, so müssen sie in ein«
solche senkrechte Ebne gestellt und befestigt seyn, wie
die astranomischen Höhen-Quadranten, oder sich auch
genau in diese Ebne bringen lassen. Wir werden
hier nur die ersten Grundregelnüber den Gebranch
dieser Instrumente beybringen können.
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245. 4?ste Aufgabe. Einen Win¬

kel auf dem Felde mir dem eingetheilten Kreise

zn messen.

Auflösung. Ist der Winkel horizontal, so
stelle man über dem Puncte, wo der Scheitel des
zu messenden Winkels liegt, zuerst das Instrument
horizontal; hat der Winkel eine andre Lage, so bringe
man die Ebne des Kreises in eine solche Lage,
daß sie mit der Ebne des zu messenden Winkels
übereinstimmt. Dann richte man LL »ach dem
Gegenstände, der auf dem einen Schenkel des Win¬
keln liegt, lasse den Kreis in dieser Lage feststehen,
drehe aber das Lineal bis es gegen den auf dem
andern Schenkel liegenden Gegenstand gerichtet ist.
Dann giebt die zwischen und dem Lineale
enthaltene Anzahl von Graden die Größe des Win¬
kels an.

Erläuterung. Auf dem Lineale ist,
wenn das Instrument genaue Resultate geben soll,
ein Fernrohr befestigt, in welchem zwey ins Kreutz
gespannte Fäden den Mittelpunctdes Fernrohrs oder
die Axe desselben bezeichnen. Diese Axe wird eigent¬
lich nach dem Gegenstände gerichtet, oder das Fern¬
rohr so gestellt, baß der Gegenstand in der Mitte
dieses Fadcnkreuheserscheint. Auf LL, nämlich
dem Durchmesser, wo der Nullpunct der Gerade ist.



befindet sich entweder ein zweytes Fernrohr, welches
sich nicht verschieben läßt, oder man kann auch zu¬
erst ans LL stellen und das Instrument nach
dem einen Gegenständerichten, und dann, indem
der Kreis selbst unbeweglich bleibt, verschieben
bis es nach dem andern Gegenstände geeichter ist.

" 246. Mit einem so eingetheilten Kreise aber
wurde man doch noch keine so große Genauigkeit in
der Angabe der Größe eines Winkels erreichen, als
man gewöhnlich verlangt; denn selbst bey ziemlich
großen Kreisen wird der Raum, den eine Minute
auf dem eigetheilten Ringe einnimmt, doch so klein,
daß die Theilungs-Linien sich nicht fein genug zie¬
hen lassen, um noch Minuten auf dem Gradbogen
selbst anzugeben. Um den Winkel genauer anzu¬
geben, als es nach der auf dem Rande wirklich be¬
findlichen Eintheilunggeschehen'kann,ist daher noch
eine besondre Einrichtung nöthig, und es dient dazn
besonders der Nonius, wovon AiZ. 115. eine Vor¬
stellung giebt. Ist nämlich in eine gewisse
Anzahl gleicher Theile getheilt, und die gleich große
Linie (äll enthält einen Theil weniger, z. B. jene
fünf und diese vier, sy bezeichnen die Theilungsstri-
che der letztem, wenn sie neben der erstem liegt,
die Viertel der Theile auf jener, ohne daß man die
Linie ,-LK mit Eintheilungcnzu überhäufen braucht;
denn der auf chk genau neben e liegende Punct ist
um solcher Theile wie cha von vL entfernt. Ist
also ssig. 116. ein Theil des Kreisbogens, so
ist der Nonius ein Stück eines Kreisbogens All.,
welches sich längs I>6 verschieben läßr, oder viel¬
mehr sich mit dem Lineale fortschiebc. Steht nun
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daS Lineal bey I!äl und trift nicht genau an einen
Thciiungsstrich des Randes, welcher, wie ich an¬
nehmen will, in eizelne Grade ^2 ?a ^ abgetheilt
ist, so läßt sich vermittelst des Nonins bestimmen,
wie groß das Stück am ist. Sind nämlich 4 Ab¬
theilunzen des NvninS — 5 Graden, so ist eine

Grad: wenn also bey i ein Theilstrich des
Nonins und des Randes zusammen trifft, so ist der
auf dem Rande neben k, liegende Punct um
Grad von 6 entfernt, und der neben 1 liegende
Punct um 2^ Grad von cl entfernt. Das Lineal
sieht also genau Z Gerad von a entfernt. Ware
die Eintheilung des Nonins anders, daß z. B. Zi
Theile des Randes zo Theilen des Nonins gleich
wärm, so gäbe der Nonins Dreißigstel der Nand-
rhcilung und wenn die Striche cl, i genau zusam¬
men träfen: so wäre der nächste K um . ab von
e entfernt, der zweyte I um ??.ab von b u. s, w.

Dieses Nonius oder Verniers kann man sich
auch bey der genaue» Abmessung gerader Linien
bedienen.

* 247. Aber wenn auch durch diese und ahn¬
liche Hülfsmittel die Größe des Winkels bis ans
sehr kleine Theile angegeben wird; so ist man damit
noch nicht immergewiß, daß der Winkel darum bis
auf so kleine Theile genau bestimmt sey. Denn
wenn er das seyn sollte - so müßte das Instrument
ganz vollkommen genau und die Beobachtung selbst
ohne Fehler seyn; beyes aber findet nie vollkommen
statt. Ist nämlich das Instrument auch mit noch
so großer Sorgfalt gearbeitet: so ist doch keine
menschliche Arbeit ganz ohne Fehler, und eben so
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wenig kann man bis Messung des Winkels, die
Stelluna des Instruments und des Lineals ganz
ohne Fehler bewerkstelligen. Man muß daher auf
Mittel denken, den Einfluß dieser Fehler mögstlichst
zu vermindern

*248. 46ste Aufgabe. Durch Ver¬
vielfältigung einen Winkel genauer zu messen,
als es durch eine einzelne Messung geschehen
kann.

Auflösung, l. Man stelle zuerst über dem
Scheitelpunktedes zu messenden Winkels, den ich
als horizontal annehme, den getheilten Kreis auf
und richte Lssl genau nach dem einen Schenkel deS
Winkels, lasse dann den Kreis sssistehn und drehe
bloß das Lineal bis es in die Richtung des an¬
dern Schenkels hat;

2. Man befestige nun das Lineal in der Stel¬
lung, die es jetzt auf dem Kreise hat und drehe
das ganze Instrument so herum, daß dahin ge¬
richtet ist, wohin vorher Lö gerichtet war; alsdann
stelle man den Kreis wieder fest und drehe das Li¬
neal abermals nach dem zweyten Schenkel des Win¬
kels. Da nun jetzt der Nullpunct des Instruments
in lül? sieht und nrr LL!^, so zeigt jetzt
auf die doppelte Anzahl Grade,, wie vorhin.

Z. Befestigt man nun abermals das Lineal an
den Kreis, und dreht das ganze Instrument bis

in Lk, also der Nullpunct nach kommt: so
ist, wenn man wieder das Lineal nach dem zweiten
Schenkel des Winkels richtet, der jetzt abgeschittenk
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Bogen auf dem getheilten Kreise das Dreyfache das
zu messenden Winkels, und so kann man das Vier¬
fache, Fünffache u. s. w. durch Wiederholung der¬
selben Operation finden.

Bemerkung. Diese Methode hat den Vor¬
theil, daß i. die bey der Beobachtung des Win-
kels vorkommenden Fehler durch diese Vervielfälti¬
gung größtenthcils aufgehoben werden. Gesetzt näm¬
lich, man habe bey der ersten Messung des Winkels
die Linie Ktzl nicht ganz vollkommen, genau auf den
Schenkel dcS Winkels gerichtet, und dadurch den
Winkel etwas zu groß gefunden: so wird doch bey
den folgenden Operationen nicht immer derselbe Feh¬
ler vorkommen, sondern es wird sich eher treffen,
daß man auch einmal einen Fehler begehr, wodurch
der Winkel zu klein ausfällt, und folglich der Ein¬
fluß jenes Fehlers auf gehoben wird. Ist aber auch
daß nicht der Fall, so vermindert sich doch der Ein¬
fluß jenes Fehlers bey der Vervielfältigung immer
mehr; denn wenn z, B. der zu messende Winkel
wirklich — ist, man findet aber bey der ersten
Messung 50^. 1Mr so wird, wenn die zweyte
Messung ohne Fehler ist, nach derselben das Lineal
auf loczv 1^, stehn und man wird den Winkel zu
50° M ansetzen, also nur halb so viel irren, als
bev der einmaligen Messung. 2. Auch die Fehler
des Instruments verlieren hiedurch ihren Einfluß;
denn gesetzt auf dem Instrumente stände da 50°
1', wo eigentlich zcG stehn sollte: so ist doch nicht
wahrscheinlich, daß da wo stehn müßte, 100^
2^, und wo zzcG stehn müßte, 350° . 7^ stehn
wird, zumal da z6o° auf dem Instrumente, und
in der Wirklichkeit genau übereinstimmen,weil dicS
der ganze Umfang ist- Bey einer mehrmaligen



155

Vervielfältigung hat es also keinen große» Einfluß

wenn auch der Thcilstcich des Grades, wo das Li-

ncal steht, etwas falsch ist. Ware nämlich nach

der siebenten Vervielfältigung das Lineal auf ZZo°.
i". und dieser Theilstrich um l Minute falsch, so

schlösse man daraus die wahre Größe des Winkels

— zo' ^ und irrte sich doch nur um? Minute

u. s. w.

* 249. 47ste Aufgabe. Die Fehler
in der Theilung eines Winkelmessers zu
finden.

Auflosung. Ich will als Beyspiel anneh¬

men, man wolle wissen, ob das Lineal ganz genau

einen Winkel von zo Graden mit! LL mache,
wenn es genau auf den Theilstrich des zostcn Gra¬

des gestellt ist — Man stelle dann das Lineal (etwa

vermittelst einer Schraube) fest auf den Kreis und

stelle das Instrument horizontal auf. Man sehe nun
auf dem Felde ein Signal genau in der Richtung

von LL und ein zweytes in der Richtung von ;

drehe dann das Instrument, bis LL genau in die
Richtung kommt, wo eben war, und sehe ein

drittes Sicgnal dahin, wohin seht cVL gerichtet ist,
so wird das dritte vom ersten um einen Winkel von

60° entfernt seyn, wenn die zo° des Instruments

wirklich wahre zo" ausmachen. Stellt man wieder

ISO nach dem dritten Signal und in der neuen

Richtung von .F,L ein viertes, so ist dies um 90^

vom ersten entfernt, und so wird endlich das drcn-

zehnte Signal, wenn man so fortfährt um g6o"

vvm ersten entfernt seyn, das heißt es wird mir dein

ersten zusammentreffen, wenn der zoste Grad des
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Instruments genau richtig angegeben ist. Treffen

diese nicht zusammen und hat man in der Bestim¬

mung der Signale keine BeobachtungSfehler began¬

gen, so laßt sich hieraus bestimmen um wieviel der

zcste Grad des Instruments von der Wahrheit ab¬

weiche. Und so könnte man bey allen Winkeln ver¬

fahren, deren Vervielfachung auf einen oder mehrere

ganze Umkreise führt.

25c?. Da in einem bestimmten Kreise, z. B.

dessen Halbmesser — iOoc> bekannten Theilen ist,

zu jedem Winkel eine bestimmte Sehne gehört: so

ist es möglich, sich eine Tabelle der Sehnen von

2°, 2°, z" .. .. io°, 20° u. s. w. zu entwer¬

fen und diese Tabelle der Sehnen kann ebenfalls

dienen, um Winkel zu zeichnen, deren Größe in Gra¬

den gegeben ist. Man kann auch diese Sehnen

auf eine gerade Linie auftragen und dann erhalt man

das, was man einen geradlinigten Trans¬

porteur nennt.

251. 48fte Aufgabe. Einen gerad¬
linigten Transporteur zu zeichnen.

Anfiösnng. Man zeichne einen Kreis und

theile denselben genau in seine einzelnen Grade.

Dieses geschieht, wenn man Nonagesimalgrade ver¬

langt, am besten, indem man jeden Quadranten in

z Theile, jeden zu Z0 Grad, diese Striche wie¬

der in 6 Theile, jeden zu 5 Grad und so weiter

«intheilt. Man nehme nun mit dem Zirkel die Seh.-,
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nen von I Grad^ von 2 Grad, z Grad u. s. w.
ab und trage sie auf einer geraden Linie auf, indem
man immer den einen Zickelfuß in denselben End¬
punct der geraden Linie einsetzt. So trage man
alle Sehnen bis zn Itzo Graden auf, so hat man
einen geradünigtenTranspateur. Die lig. 117»
giebt als Beyspiel -an Sehne von zo°,
— Sehne von 60°, H.V nrr Sehne von 90° u.
s. w. an und man konnte so für alle einzelne Gra¬
de die Sehnen auftragen.

252. 4yste Aufgabe. 1. Einen vor--
gezeichneten Winkel mit Hülfe des geradlinig-
ten Transporteurs zu messen; 2. einen in
Graden angegebenen Winkel, mit Hülfe des
geradlinigten Transporteurszu zeichnen.

Auflösung. Wenn alle Sehnen auf dem
geradlinigten Transporteur richtig aufgetragen sind,
und mail will (?ig. 118.) den Winkel messen:
so ziehe man um einen Kreisbogen mit ei¬
nen Halbmesser welcher der zu 60° auf dem
geradlinigten Transporteur verzeichneten Sehne gleich
ist; fasse dann die zwischen den Schenkeln deö Win¬
kels enthaltene Sehne mit dem Zirkel und sehe
zu, welcher Sehn« auf dem Transporteur sie gleich
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ist, findet man sie z. B. der Sehne von 24° gleich,

so isi — 24°.

Sollte umgekehrt ein Winkel von 24 Grad

an gezeichnet weiden, so zeichne man zuerst

einen Kreisbogen LL mit einem Halbmesser, wel¬

cher der Sehne von 60° auf dem Transporten gleich ist;

trage dann von L an in den Kreis eine Sehne LL,

gleich der auf dem Transporteur stehenden, zu 24

Grad gehörigen Sehne und ziehe so ist L.Vfs

der verlangte Winkel.

Beweis. Es ist offenbar, daß man den

Winkel richtig mißt oder auftragt, wenn man einen

Kreis mit dem Halbmesser zieht, welcher bey den

auf dem Transporteur verzeichneten Sehnen zum

Grunde liegt, und auf diesem die Sehnen abmißt

und mit dem Transporteur vergleicht. Es muß also

nur bewiesen werden, daß die auf dem Transporteur

siehende Sehne zu 60°, dem Halbmesser des Krei¬

ses gleich ist, in dem die Sehnen des Transporteurs

gemessen worden. Nimmt man am Mittclpuucce

eines Kreises (Ift'g. 109.) den Winkel /cLL — 60^,

so ist die Sehne .ssl- 222 Denn im gleich-

schcnklichten Dreyeck ist dann die Summe der bey¬

den übrigen Winkel 212 2R — ---2 180° —

6o° — 120° und also jeder " 6o°, das Dreyeck

ist also glcichwinklicht. und folglich (§. L8>) auch
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gleichseitig; also in jedem Kreise die Sehne an 60°

dem Halbmesser gleich.

25z. Erklärung. Eine gerade Linie Ull

(?iZ. 109.) berührt den Kreis, wenn sie die

Kreislinie zwar irgendwo in I trifft, aber sie nicht

schneidet, sondern sich, wenn sie nach verlängert

wird, wieder davon entfernt. Eine solche Linie

heißt eine Tangente, jede andre wie IIIVM, die

durch den Kreis geht, eine Schneidende oder S»

cante.

254. yäsier Lehrsatz. Wenn man
durch den Endpunct I eines Radius <ÜI eine
gerade Linie senkrecht auflül zieht so ist diese
Linie eine Tangente und liegt ganz außerhalb
des Kreises.

Beweis. Wenn man irgend einen Punct 1.

auf der geraden Linie Ilss auch noch so nahe bey l

nimmt, so ist doch (§. 91.) LI. ssll, weil LII.

ein rechter Winkel ist, und I. liegt folglich außerhalb

des Kreises, da I gerade auf dem Umfange desselben

liegt.

25?. 77ster Lehrsatz. Wenn (Irg.
119.) eine durch den Endpuuct ulL des Ra¬
dius gezogne gerade Linie mit diee
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scm Radius einen Winkel macht, welcher

kleiner als ein rechter, ist: so schneidet! sie den

Kreis oder fallt zum Theil innerhalb des,'

selben.

Beweis. Mm, ziehe vom Mittelpuncte die

auf senkrechte Linie LL>, so ist )> LO,

(§. io2.) und O liegt folglich innerhalb des Kreises,

da ^ auf dem Umfange liegt.

256. 78ster Lehrsatz. Wenn

(?iZ. 119.) eine Tangente des Kreises ist,

so steht die von dem Berührungspuncte L

an den Mittelpunct gezogene gerade Linie auf

derselben senkrecht; Und umgekehrt, wenn

man' durch den Berührungspunkt eine auf

die Tangente senkrechte Linie zieht, so geht

diese durch den Mittelpunct.

Beweis. Wäre die durch den Mittelpunct

und den Berührungspunct gezogne gerade Linie LL

nicht senkrecht auf die Tangente, so sey eine andere

W darauf senkrecht; dann Ware aber L» LL,

(H. 102.) und H läge innerhalb des Kreises, die Li¬

nie I'k wäre also keine Tangente. Daß aber auch

allemal die durch den Berührungspuncc T auf

senkrecht gesetzte Linie durch den Mittelpunct gehe.
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ist offenbar; denn sonst müßten es zwey durch L

gehende auf Z'6 senkrechte Linien geben, indem LL

gewiß auch senkrecht auf I ist.

257. 5vst e Aufgabe. An einen ge¬
gebenen Punct I einer Kreislinie eine Tan¬
gente zu ziehen (?iA. 109.)

Auflösung. Man ziehe nach I den Radius

Ll und durch den Endpunct I desselben IH senk,

recht auf LI (§. IZ9-), so ist HZ die gesuchte Tan¬

gente. (§.254.)

*258. ziste Aufgabe. Durch einen
gcgbenen Punct welcher außerhalb des
Kreises liegt, (?iZ. 120.) an die Kreis¬
linie LLO eine Tangente zu zichn.

Auflösung. Um den Mittelpunct L de§

Kreises ULO zeichne man mit dem Halbmesser

den Kreis der also durch den gegebenen Punct

/c geht; man ziehe den Halbmesser LX und an 0,
wo diese den Kreis schneidet, die Tagente

(ü?, (§. 257.) welche den größern Kreis in ? schnei¬

det. Von diesem Durchschnittspuncte der Tangente

mit dem durch ^ gehenden Kreise, ziehe man
an den Mittclpuncr, und endlich von nach H,

wo ssL den kleinern Kreis schneidet, die Linie

so ist ^c!I die verlangte Tangente.

Beweis. Die Dreyecke und

sind völlig gleich; denn sie haben den Winkel HH-ss

NrandN Eismcttic, L
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gemeinschaftlich und M — LX, a!S
Halbmesser von einerlei) Kreisen. Da min das eine

Dreyeck bey L einen rechten Winkel hat, indem

L? cin. Tangente an L ist, so hat auch das an¬

dre bey 51 einen rechten Winkel und ^Ui ist eine

Tengente des Kreises LLL> (§. 254.)

* 259. Da die Linie L?, wenn man sie über

0 hinaus verlängert, den durch gezogenen Kreis
noch einmal in I schneidet, so giebt der NadiuS IX

noch einen zweyten Punct 15, an welchen man von
^ aus die Tangente /cX ziehen kann. Aber nußer

diesen Linien ist keine andre durch ge¬

hende Tangente an den Kreis LLO möglich.

» 260. Wenn zwey Kreise einander in L

(XiZ. zo.) oder in (Xig. 29.) berühren, so
haben sie in diesen Puncten eine gemeinschaftliche
Tangente; denn die Linie, die durch U oder auf

den Halbmesser des einen senkrecht gezogen ist, steht

auch auf dem Halbmesser des andern senkrecht. (§.

66. 68.)

261. Erklärung. Ein Winkel am Mit,

telpuncte eines Kreises oder ein Cenrriwinkel

ist derjenige, dessen Scheitel in des Kreises Mittel¬

puncte liegt; ein Winkel am Umfange des Krei¬

ses oder ein Peripherie Winkel heißt ein Winkel,

dessen Scheitel im Umfange des Kreises und dessen

Schenkel sich innerhalb desselben befinden. Beyde

Arten von Winkeln stehen auf demjenigen
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Kreisbogen, welchen ihre Schenke! zwischen sich
abschneide».

So also ist (vig. ?2>.) VW ein Winkel am Mit-
telpuncte, ein Winkel am Umfange und beyde ste¬
hen auf dem Bogen VD.

262. Erklärung. Ein Winkel im Ab¬
schnitt (?ig. 12z.) ist der Winkel, des¬
sen Scheitel im Umfange des zn diesem Abschnitte
gehörigen Bogens liegt, und dessen Schenkel durch
bie beyden Endpuncte L der Sehne des Abschnitts
gehen. Es sind also und ^OL Winkel die
in einerlei) Abschnitten liegen.

26z. 79sier Lehr saß. Wenn
121.) der Winkel am Umfange mit
dem Winkel am Mittelpuncte LLO auf
einerley Kreisbogen ZZO steht: so ist jener
halb so groß als dieser.

Beweis. Erste- Fall. Wenn (NZ.
121.) der Mittelpuncr des Kreises zwi¬
schen den Schenkeln des Winkels am Um¬
fange liegt, so ziehe man den Durchmesser
Dann ist OLL und
weil LO — auch (§. 85>) L^D
also V(D -22 mW ^ OLL.

L 2
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Eben so «st LLL m Lch.L -j- Lö^ mc 2 ilZiVL
und L.^L — ZLLL, also L.»cL -j- L^rO —
Z LLL -s- Z LLO, oder L^O — Z LLO.

Zweyter Fall. (Liz. 122.) Liegt der
Mittelpunct nicht zwischen den Schenkeln
des Winkels L^O, es stehen aber gleichwohl
L^O und LLO auf einerley Bogen, so zieht man
wieder den Durchmesser und erhalt durch ähn¬
liche Schlüsse, wie.vorhin LLL — 2. 1LVL, OLL

2velrL, OLL — LLL -m a.O^L —
2 L^VL oder LLO im 2 L^O.

264. Zoster Lehrsatz. Alle Winkel,
welche in einerley Kreisabschnitte liegen, sind
gleich, zum Beyspiel cm (l ic?.
I2Z.)

Beweis. Zieht man von den Endpunkten
L der Sehne die Radincn .^L, Lv, so ist (§. 26z.)
^Lk im 2.^.LL 2.ch.OL, also ^.LL
Ä.OL.

265. Zaster Lehrsatz. Der Winkel
im Kreisabschitte ist l. ein rechter Winkel,
wenn der Abschitt ein Halbkreis ist; 2. ein
spitzer Winkel, wenn der Abschitt, wie
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124. größer als ein Halb¬
kreis, endlich Z. ein stumpfen Winkel, wenn
der Abschnitt, wie Ilstikkl kleiner als ein
Halbkreis ist.

Bcw cis. 1. Zn kkg. 124. ist ^,Lk)Il ein
Halbkreis, also .^kkü ein Winkel im Halbkreise.
Zieht man hier durch L einen Durchmesser lZI, so
ist (§. 26Z.) 2Ü.LI — 2..^IZl und ILIÜ 222 2.1kl?,
also L.LI -st ILkü 212 2.^lZlZ. Da nun ^.LI -l-
16? ^ 2 kl, so ist ullU? 22 kl, und weil dies
für alle Winkel gilt, deren Scheitel im Umfange
liegt und die auf dem Halbkreise stehen, so ist jeder
Winkel im Halbkreise ein rechter Winkel.

2. Zm Abschnitt , welcher größer
als ein Halbkreis ist, hat man kW? 222 k M?,
aber 116? < 2 kl, also HO? < kl.

z. Wenn hingegen der Abschnitt I16?O klei¬
ner als ein Halbkreis, so ist, wenn man eine»
Durchmesser 6K. zieht, O615 122 2.116kl und
kW? — 2 . 661' , also 116k st- kW? —-
2 H6K -st 2 . K6? 222 2 . O6?. Nun aber ist

O6K -st kW? > 2 kl, also 116? > kl.

* 266. F2ster Lehrsatz. In jedem
Vierecke I.OLI' (^Z. 125.) dessen Ecken
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alle im Umfange eines Kreises liegen, betrau

gen jede zwey einander gegenüberstehende Win¬

kel zwey rechte, nämlich 4- —

2U. - ch- I'LV.

Beweis. Wenn man durch alle Winkelpuncte

Durchmesser ^.1, KI), OZv, ckk zieht, so ist (§.

26z.) ; ssLl 4- ^ ILV und I kl) 122

Z K 4- z ^Lv; also tuHO 4- ?KV

; 5LI 4- zILV 4- z OL^H. 4- s ; aber
1^1 -l- icv 4- OLuH. 4. 122 4 k, also

I^l) -j- — 2K. Und eben so laßt sich

der Beweis für uHckk -j" uH.DK führen.

^267. Lzster Lehrsatz. Wenn

(14c;. 125.) ein Viereck ist, in welchem die

Summe jeder zwey gegen einander über ste¬

hender Winkel gleich zweyen rechten Winkeln

ist: so läßt sich allemal eine Kreislinie ziehen,

welche durch alle Winkelpuncte O, L,

? des Vierecks geht.

Beweis. Man ziehe durch drey Winkelpuncte

uH, D und L eine Kreislinie, (§. 225.) und neh¬

me an, diese Kreislinie gehe nicht durch K', sondern

schneide oder ihre Verlängerung in ll oder lVI.
Dann würde im ersten Falle ^.DKIl ein Viereck

seyn, durch dessen Winkelpuncte die Kreislinie geht,

und folglich (§. 266.) ^llk 4^ ^DL 222 2 II.

Da nun uH.HL )> (§. 94.), so könnte dann

nicht zugleich ^ck'ö 4" ^.Dö 122 2K seyn, wie

doch vorausgesetzt worden. Eben so wenig kann
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der Ärei« durch ILss gehen, denn da L.KK -s_ chOK

212 2K, so kann nicht chlVssk -f- ch^lDL ^22 2K

seyn. Die Kreislinie schneidet also die Linie

nicht in II oder ZVss, sondern in ch.

* 268. ES erhellet hieraus auch, das sich
durch die Winkelpuncte ch, I), k, M eines Vier¬

eckes keine Kreislinie ziehen läßt, wenn lVl^K
^KO nicht 221 2K. Denn zieht man alsdann kk

so, das -s- I'Lll 222 2 k, so geht die durch
ch, O, k gezogne Kreislinie durch K' und kann also

nicht durch lVI gehen.

Dieses ist demnach die oben (§. 226.) erwähnte

Bestimmung der Lage, welche vier Puncte haben
müsse, wenn sich eine Kreislinie durch dieselben soll

ziehen lassen, und es erhellt, daß bey fünf Puncten,

durch die man eine Kreislinie ziehen soll, diese Be¬
dingung für jede vier, die man zusammen nimmt,

gelten müsse.

* 269. 84ster LehsaH. Wenn an
den Endpunct L eines Kreisabschnitts
(liZ. 426.) eine Tangente nach der
Seite hin gezogen wird, wo der Abschnitt,
liegt, so beträgt der Winkel im Abschnitt,
zusammengenommen mit dem Winkel, welchen
die Tangente und Sehne mit einander machen,
zwey rechte Winkel — 2 R..

Beweis. Man ziehe durch k den Durchmes¬

ser Lch und von ^ nach k die Schuc /-ch, so ist
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<§.26;.) ?KK — u, als» auch (§. lAg.) K?k

-s- KL? 22 U; ferner ist (§. 256.) ?LK -j-
KL? 222 U, also K?L — KL?. Es ist aber

KLL -l- KOL — 2?», weil die Winkelpuncte des

Vierecks KILO alle im Umfange des Kreises liegen,

also auch KOL -j- KL? 222 2K.

* 270. 8 ?ster Lchrsaß. Wenn zwey

gerade Linien KL, sich innerhalb des

Kreises in L schneiden, (I'rA. 127.) so ist

dLL so groß als die Summe der Pcriphe-

riewinkel, die auf den Bogen LL und KO

stehen, die zwischen den Schenkeln dergleichen

Winkel LLL, KLD abgeschnitten werden.

Beweis. Zieht man KL, so ist L?L 22:

LK? -s- KL? (§. 137.) aber ?KL ist ein Peri:

pheriewinkel, der auf dem Bogen LL steh utnd ?LK

ein Peripheriewiukcl, der auf dem Bogen KO

sieht.

* 271. 86ster Lehr saß. Wenn die

geraden Linien KL, DL, welche die Kreis¬

linien schneiden sich außerhalb des Kreises

durchschneiden, so ist der Winkel den sie ein¬

schließen KLI), gleich dem Unterschiede der

Perpheriewinkel, welche ans den zwischen des¬

sen Schenkeln enthaltenen Bögen KD und

LL stehen. (?1Z. 128«)

Beweis. Zieht man KL, so ist KLO —

K?L -l- LKL, also KLL 222 KLO — LKL,
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und sind Periphcricwinkel, die auf den

Bogen stchn, welche zwischen den Schenkeln des
Winkels abgeschnitten Werden.

" 272. 8?st er Lehrsatz. Wenn durch
den Punct D außerhalb des Kreises zwey
gerade Linien gezogen werden, deren eine den
Kreis in L und ^ schneidet, die andere D?
ihn in ? berührt: so ist der Winkel, den sie
mit einander machen, gleich dem Unterschiede
der Pcriphcriewinkel, welche auf den zwischen
den Schenkeln des Winkels enthaltenen Bo¬
gen stehen. (?iZ. 128.)

Beweis. Es ist nämlich, wenn man

eht, Lch'k — -I- (§. 1Z7.), also
>— I'^L, aber ist gleich

dem auf stehenden Pcriphcriewinkel (Z. 269.)

also der Lehrsatz erwiesen.

* 27z. 88stcr Lehrsatz. Wenn TII,
L? zwey aus einerley Puncte ZZ an die
Kreislinie gezogne Tangenten sind,
so ist der Winkel IM? gleich dem Unterschiede
der auf 11^? und 1113? siehenden Peripher
ricwinkel. 128.)

Der Beweis läßt sich leicht aus dem vorigen
ableiten.



Achter Abschnitt.

Von der Aehnlichkcit der Figuren.

274. Zyster Lehrsatz. Wenn (I'iZ.
129.) im Dreyecke die Linie der
einen Seite LL parallel gezogen Wird: so
sind die abgeschnittenen Stücke LL, OL und
auch den Seilen selbst proportional,
oder — u^L : .^L.

Beweis. Menn man die Linien LO, LL

zieht, so läßt sich beweisen, daß die Flächen der

Dreyecke OLL, OLL gleich sind; aber das erste

dieser Dreyecke verhält sich zum Dreyecke ^VOL,

wie LO zu ^O, das letzte zu demselben Dreyecke

wie LL zu ^L, daher LO : AO LL : ^.L.

Die Dreyecke OLL, OLL sind nämlich des-

wegen gleich groß, weil sie einerley Grundlinien OL

haben und sich zwischen einerley Paralellinien befin-

den, also gleiche Höhen haben, (§. 169.) L'S fin¬

den also folgende Proportion zwischen den Flächen

der verschiedenen Dreyecke statt: ^OL : LOL

^cOL: LOL.

Wenn man nun ^L, LL als Grundlinie der
Dreyecke ^LO, LLO betrachtet, s» haben diese
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Dreyecke gleiche Höhe, weil ihre Grundlinien in ei¬
nerley geraden Linie liegen uns ihre Spitzen in O
zusammenfallen und ihre Flächen verhalten sich (§.
194.) also wie die Grundlinien

: LOL -1- : LL, und aus eben dem Grunde
ML'.ML^MtM, weil die Spitzen in L
zusammenfallen, wenn man LO als Grund¬
linien an sieht. Wegen der Gleichheit der Dreyecke
ML — ML ist also ^L-.LL ^ M:M und
nach Arichm. §. 170. ^eL. ^L -s- LL — .M:

L>L, das ist uöeL : ^ M : ^.ö.

275. yoster Lehrsatz. Wenn die

Seiten eines Dreyeckes (ieiZ. 129.)

von der geraden Linie DL so geschnitten wer¬

den, daß so ist

OI^ der dritten Seite LL parallel.

Beweis. Aus der Proportion
^L: folgt (Arithm. §. 171.) L>v: AK —>
.^0 — ^ — ^.L, oder .^v - SO
.^L : TL. Wenn man nun OL, LL zieht, so
verhalten sich aus dem im vorigen §. erörterten
Gründen ML : ML — M : M,

^DL : LOL — ^L M.
Weil nun : LO ^ ^.L : LL seyn soll, so ist
auch ML : ML — ML: LVL, folglich ML
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22 LO?,. Diese Dreyecke stehen beyde über der
Grundlinie I)L, und da sie gleich groß seyn sollen:
so müssen ihre Höhen gleich seyn, oder ihre Spitzen
in einer Linie LL liegen, die mit LL parallel ist.
(§. 169.)

276. 52s!e Aufgabe. Eine gegebene
gerade Linie i Zv.) in eine gegebene
Anzahl gleicher Theile zu theilen.

Auflösung. An dem einen Endpunct der
Linie ziehe man willkührlichdie gerade Linie cVk
und schneide darauf gleiche Stücke von willkührlichcr
Größe /r-, 2^ alz — lm 22 cä u. s. w. und zwar
eben so viele ab, als man Theile in zu haben
verlangt. Bon dem letzten Theilungspunct 5 ziehe
man nach L die Linie W, und ziehe bann durch
alle übrige» Thciiungspunctegerade Linien mit lL
parallel: so schneiden diese auf /cB gleiche Theile

— ßli 22 ZU ». s. w. ab, und da die Anzahl
dieser Theile so groß ist, als verlangt ward, so ist
die gesuchte Eintheilung geschehen.

Beweis. Da ga parallel ist mit W, so ist
22 ch.Z : ; ist also cha 22 G so

ist auch /ist nn -» L p. und so 22 ? ch.IH wenn
221 ß ch.s u. s. W.
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27/> Sollte man.^!Z in zwey Stücke theilen,
die ein gegebenes Verhältniß zu einander haben: so
würde man auf Lck Stücke wie iLd, dl so neh¬
men, daß sie sich wie die gegebenen Zahlen oder
Linien verhielten, und durch eine mit IIZ parallelen
Linie dir die Linie LP in die verlangten Stücke
eintheilen.

278. 5Zste Aufgabe. Zu drey ge¬

gebenen Linien L, L, (ä die vierte Proportio¬

nallinie zu finden, daß nämlich L.: L — (Z:

der gesuchten Linie sey. (I iZ. izi.)

Auflösung. Man nehme auf einer willkühr-
lich gezogenen geraden Linien OX, das Stück Oi?
212 L und Xd — L, ziehe durch O eine zweyte
willkührltch Linie, und nehme auf derselben III 212
L, dann ziehe man I? und mit derselben durch l?,
KX parallele, so ist IX. die gesuchte vierte Pro-
portionallinie; denn es ist (§.274.) OX : Id 222
VI: IX.

Anmerkung. So könnre man auch zu zwey
Linien L, L die dritte Proportionallinie finden,
wenn mann III 222 I'd 222 II nähme, dann wäre
vx : XS 222 Id : IX.

279. Erklärung. Gradlinigte Figuren sind
einander ähnlich, wen bey einer gleichen An-



zahl von Seiten alle Winkel der einen den Winkeln
der andern nach der Ordnung gleich sind, das also
I'ig. IZ2. in den beyden Figuren 22: a, L 22:
b, L — c, D — 6; wenn ferner die Sei¬
ten, welche zwischen den gleichen Winkeln liegen
alle einerley Verhältniß zu einander haben, nämlich
H.L: asi 22 LL : sie 22 LO : cä 22 : <äa.

Die Aehnlichkeit besteht also darin, daß die
Figuren in der Gestalt übereinstimmen, und bloß
vielleicht an größe verschieden sind. — Ein Beyspiel
solcher ähnlicher Figuren geben (k'ig. 129.) die Drey¬
ecke H.LL, ^L>L.

2L0. Figuren die einander decken sind allemal

einander ähnlich, dabey aber noch einander gleich;
Figuren die zwar an Fläche gleich sind, aber sich
nicht decken, wie die Parallelogramme

(?iß. 82.) sind einander unähnlich.

281. Erklärung. Die Seiten, welche in

ähnlichen Figuren zwischen den in den verschiedenen
Figuren sich gleichen Winkeln liegen, wie und
»l, in I'iZ. IZ2. nennt man ähnlich liegende,
such wohl gleichnamige Seiten.

282. Willkührli eher Satz. Man ge¬

braucht zur Bezeichnung der Aehnlichkeit der Figuren
das zeichen also ist a>ic-i. Wenn
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die Figuren nicht bloß ähnlich find, sondern auch
gleich: so drückt man dies durch ^ aus.

28Z» ylster Lehrsaß. Wenn eine
Figur den beyden andern
eiZli ähnlich ist, so sind auch diese beyden
Figuren unter sich einander ähnlich.

Beweis. Wegen der Achnlichkcit sind die
Winkel nach der Ordnung gleich, ^ nn a, ^ —
o, L rrr l>, k k, L " o, L lii: g, I) iili
cl, O ^2 k, also a ^ e, k nn f, e Z, <j
rm Ii. und für die Seiten finden, weil ^LLO bey¬
den Figuren ähnlich ist, folgende Proportionen
statt:

^R:al> " KL: da " LO:cä " :6a,
^k:sk irr: LL: 5^ m LO:ZK nn O^:ks,

und hieraus folglt (Arithm. §. 177.)

sk : ek 1^1 ka : 5Z m cci: ZK äs: ks und
die Achnlichkcit der Figuren akacl und ekZK ist also
erwiesen.

284« Laster Lehrsaß. Wenn inzwey
Dreyecken alzc (?iA. igz.) die Win¬
kel nach der Ordnung in dem einen so groß
sind, als in dem andern, — a, L — k.
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(H — c: so sind die Dreyecke ähnlich, näm¬

lich auch die ähnlich liegenden Seiten einander

proportional, : erd — LL : dc —

: erc.

Beweis. Man nehme in dem größern Drey¬

e cke auf der Seite rlrL das Stück LcO — aN,

gleich der in abo ähnlich mit licgcildcn Seite

und ziehe VL mir LLl parallel: so ist (§. 104.)

akc, weil der Winkel 22

22 asto. Eben so nehme man <Ü<? — cd und ziehe

6? mit parallel, so ist das Dreyeck I'6L ^

skc. Aber nach §. 274. hat man

ch,O: 22 22 oder ak>:^öi2: ac.^S und

L<?:LL 22 LIs:^.L oder bo-lZL 22 ac:^,L.

2T5. Wäre auch nur bekannt, daß ^c. 22

und L 22 N, so wäre damit die Achnlichkeit der

beyden Dreyecke schon! bestimmt, weil dann gewiß

auch L ^ c ist, (§. 137.)

286. yzsier Lrhrsaß. Wenn (?iZ.

IZZ.) in den Dreyecken a!zc die Sei¬

len nach der Ordnung einerley Verhältniß zu

einander haben, : ad — LL : dc —

: sc: so sind die Dreyecke ähnlich, näm;
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lrch auch die Winkel gleich, welche den ein¬
ander proportionalen Seiten gegenüberstchn.

Beweis. Nimmt man auf den Seiten des
großem Dreyecks ad und 222 ao, und
zieht OK: so ist nach der Voraussetzung
222 : ^.L und folglich (§. 275.) I)k mit LL
parallel. Eben so, wenn man auf LL, LK 122 ck
und auf LH., L? — ca nimmt und Ik zieht:
so ist LK: LL — L?:L.^ und ?K mit pa¬
rallel. Zn den Dreyecken ?KL sind daher
(§. 129.) die Winkel 22 K?L «nd
222 KL? und diese Dreyecke einander gleich, (§.
104) folglich L>? 222 KL 22 Ko und das Dreyeck
.H.VK 222 ode. Da nun vVOL mit ^LL gleicht
Winkel hat: so ist dies auch mit abc der Fall und
ado 25> ^.LL.

2Z7. 94ster Lehrsatz» Wenn
iZZ») in zwey Dreyecken alzc die
Winkel — a und die anliegenden Seilen
in dem einen eben das Verhältniß zu einander
haben, wie in dem andern, "
du: ,ac, so sind die Dreyecke einander ähn¬
lich»

Beweis. Man nehme 22 sd, 22
se, so ist das Dreyeck 222 sbc; eS ist aber

Vrcmdcs Cremcteie. M
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auch OK mit KL parallel (§. 275.), weil .^.O :
.^.L 222 ^.k :.^L, folglich ist ^.KO 22: e — L,
^Ok 222 b 22 k und sind also (§. 2^4.) die Drey¬
ecke ^KL, iisic einander ähnlich.

"288. YZster Lehrsatz. Wenn in den
D reyecken ^.LL, <chc ein Winkel (a — c,
und die eine an diesem Winkel anliegende
Seite zu der ihm gegenüberstehenden im einen
Dreyecke eben das Verhältniß hat, wie im
andern, so sind die
Dreyecke wenigstens dann gewiß einander ähn¬
lich, wenn die dem gleichen Winkel gegenüber¬
stehende Seite größer als die anliegende,
> LL ist.

Beweis. Man nehme auf KL , LL — bs
und ziehe 6? mit L^. parallel: so ist LLb n
Lkrlr (§. 284.) und folglich Lk: LL ^k:
KL 212 ab: be, folglich weil LL bc, Lk:
be — ab:bc, also Lk — ab. Wenn aber Lk
2^ ab und LL — bo, und L 22 v, so ist das
Dreyeck LLK wenigstens dann dem cba gleich,
wenn ab > bc (§. 107.), und in diesem Falle ist
also auch gewiß XkL c/: abc.

289. 96ster Lehrsaß. Wen» man
(?iA. 1Z4.) in einem rcchrwinklichtcn Drey¬
ecke ans der Spitze L des rechten
Winkels eine Linie ZZQ senkrecht auf die Hy-
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potcuuse zieht: so theilt diese i. das Dreyeck

in zwey unter sich und auch dem Ganzen

ahnliche Dreyecke, und 2. theilt sie die Hy?

potenuse so, daß die Senkrechte LO die mitt¬

lere Proportionallinie zwischen den Winkeln

^1), LO der Grundlinie ist.

Beweis. Da ^.KL bey I- rechtwinklicht

ist, so ist die Summe der beyden übrigen Winkel

L -j- -5- k, und aus eben dem Grunde OKL

-I- L — R -s- also OLL — ^

und — L. Die Dreyecke ^.KL, ^l)k,

LUL sind also ahnlich, weil die Winkel in dem

einen so groß als im andern sind. Ans dieser Ähn¬

lichkeit folge denn die Proportionalität der ähnlich

liegenden Seiten, nämlich wenn mau die Dreyecke

L>KL vergleicht, ^O .RL) — LO . I)L;

also ist LO die mittlere Prvportionallinie zwischen

den Stücken der Hypotenuse.

^ 290. Dieser letztere Satz hätte' sich auch

ans §. 177. und 131. herleiten lassen, denn nach
denselben ist

^li - -s- LL - O --- - -P OL» h- 2^0. VL,

aber^lä^^l)^-s-L>ö-undLL» —
also 2 Lll- -2 2 . . OL . LO- -1- .^1). VL.

Da sich nun die Höhe gleichgroßer Rechtecke umge¬

kehrt wie ihre Grundlinien verhalten, (§. 2Oß. si):

so ist ^1) : s',O 221 LL> : L>L. Eben daS «rhellr

Mz
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ans Arithm. §. 159. weil man doch immer die Ver¬
hältnisse der Linien als in Zahlen ausgedrückt bettach¬
ten kann.

*291. 9?ster Lehrsatz. Wenn sich
zwey gerade Linien (D, (?iz. 127.)
innerhalb des Kreises durchschneiden, so ver¬
halten sich die von der Kreislinie abgeschnit¬
tenen Stücke, die an einer Seite des Dnrch-
schnittSpunctS liegen, umgekehrt wie die an der
andern Seite desselben liegenden Stücke der¬
selben Linien, nämlich (Ilss: — Isis: Issl).

Beweis. Zieht man ch.(ü und LO, so sind
die Drcuccke , DLL ahnlich wegen der Gleich¬
heit ihrer Winkel. Es ist nämlich — IÜLK,
weil es Scheitelwinke! sind, und — IZDis,

22 OLiL, weil sie Periphcriewinkeln sind,
und auf einerley Kreisbogen stehn, (§. 26z.); eS
sind also die Seiten in einerley Verhältniß, welche
den gleichen Winkeln gcgennbcrsiehn, das ist, Lin:

^ 292. 98st er Lehrsatz. Wenn zwey
geraden Linien DO sich einander in
und eine Kreislinie ^ in L, <ü, O schncibcir
(I'iZ. 128.): so werden sie, wenn A außer¬
halb des Kreises liegt, von der Kreislinie so
geschnitten, daß die Stücke, die zwischen
und dem ersten Durchschnitte mit der Kreis¬
linie liegen, sich umgekehrt verhalten, wie die
zwischen T und dem zweyten Durchschnitte
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liegenden Stücke nämlich ZZL : AL — IO:
Z^.

Beweis. Zieht man KL, ^.O, st sind die

Dreyecke KLL, KO^. einander ahnlich wegen der

respectiven Gleichheit der Winkel. Denn k ist ein

beyden Dreyecken gemeinschaftlicher Winkel, LLK ist
— 2K LLO 22 L.^I), und LLK 2K

— LL^ 22 LOK Es stehen nämlich LLO und

LKO, und so auch LLK und LOK als Periphe-

Winkel auf Kreisbogen, die zusammen den ganzen
Kreis betragen, die zugehörigen Centriwinkel betra¬

gen also zusammen 4 K und mithin diese Peripherie-
Winkel, jede zwey zusammen, zwey rechte Winkel. (§.

266.) Man hat also innerhalb der Dreyecke L ^2

K, L ^ O und daher KL : KL 22 KK : KO.

^293. 9-)ster Lehrsatz. Wenn von
zwey Linien, welche sich in D außerhalb des
Kreises IIIZO schneiden (li^. 128.), die
eine den Kreis in II berührt, die andre ihn
in L und ^ schneidet: so ist die mitt¬
lere Proportionallinie zwischen DL und

Beweis. Die Linien LO, KLl machen ahnli¬

che Drevccke, KOL, KKO; denn es ist KLI-I 22

2K — KVK — KIIK. (§. 269.) und KLL —

KKO, weil beyde letztere den Winkel im Abschnitt

LLl zu 2K ergänzen, oder mit ihm 2K betragen.

Demnach ist KV KO 112 KO : KK.
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2Y4- 54ste Aufgabe. Zwischen

zwey g egebenen Linien 15, ch (?iZ. izz.)

eine mittlere Proportionallinie zu bestimmen.

Erste Auflösung. Auf einer geraden Linie
nehme man die Stücke 2LI) 22c 5', 4)^ ^ lg
Halbire die Summe beyder oder in (5, und ziehe
um l? mit dem Halbmesser (?L einen Halbkreis. Dann
errichte man im Theilnngspuncte I) eine auf ^(1
senkrechte Linie 1^11: das Stück L11, welches die
Kreislinie auf dieser abschneidet, ist die gesuchte mitt¬
lere Proportiouallinie.

Beweis. Zieht man ^.IZ, lZ<5 so ist
ein rechtwiiiklichtes Dreyeck (§. 265.) und folglich
gilt der ganze Beweis des §. 289.

* zweyte Auflösung. Man nehme (ss-Z.
128.) auf der geraden Linie 15^, 1511 gleich der ei-
nen,^15cV gleick) der andern der gegebnen Linien;
ziehe eine Kreislinie, welche 15 L in vL und tl schnei¬
det und aus 15 an dieselbe eine Tangente 15ll (§.258-)'.
diese Tangente 1511 ist die gesuchte mittlere Propor¬
tionallinie (§. 29z.)

* 295. Erklärung. Eine Linie oder eine
Zahl in stetige Proportion theilen, heißr
fie so theilen, daß der kleinere Theil sich zum grö¬
ßern verhalte, wie der größere zum Ganzen, daß
nämlich, wenn (1>'lA. iz6.) in I> in stetige Pro¬
portion getheilt ist, Ilss: ^se — .. ft».
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* 296. 55ste Aufgabe. Eine gege¬

bene Linien (?irz,. lZ6.) in stetiger Pro¬

portion zn theilen.

Zluflösung. Im Endpuncte k derselbe er-

rich e man LEI senkrecht und nehme LL ^

Um E beschreibe man mit dem Halbmesser LE einen

Kreis, den folglich (§. 254.) Xu in k berührt;

ziehe durch ^ und E die gerade Linie : so ist,
wenn man 121 2VI2I nimmt, die Linie in 1'' ste¬

tig getheilt.

Beweis. Es ist : ^L 21a ^L : ,

(§. 29z.) aber ,^L 221 2 . LE 222 l)L, also :
222 ^LL: -s- ^L; folglich (Arilhm. §. 171.)

auch.-LL — 222 -LL ss- -Vlä — -LL: c^L,

das ist .iLS — AcL 222 AL : .EL,
oder LL' : 2EL 2222 .EL :E.ö.

* 297. Nach den Regeln der Algebra findet
man, daß wenn eine Linie oder Zahl 2222 a in steti¬

gem Verhältniß getheilt werden soll, der eine Theil
>— V; ^ 0,764m

und der andre 222 0,618 . a wird.

298. 56ste Aufgabe. Eine Figur

zu zeichnen, welche der gradlinigtcn Figur

ähnlich, und an welcher die mit

-VL ahnlich liegende Seite einer gegebenen

Linie ? gleich sey. (IH'o;. 157.)
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Auflösung. Man theile die gegebene Figur

.KKLVK in Dreyecke TZW, OLL; suche

dann zu ? und und auch zu L.L, ?

und W die vierte Proportionallinie; und bilde aus

»l> — ?, as — der ersten und Ks mr der zweyten

jener Proportionallinicn des Dreyecks ake, welches

(§. 286.) dem ahnlich seyn wird, weil chL :

sk — : as LL : Ize. Eben so bestimme

man die Linien i>cl, eä so, daß : .<>1»rnr LO :

Izck " LO : ecl sey, und zeichne an eb ein Dreyeck

dessen rechtes liegende Seite rn bcl, die links lie¬

gendes eä sey. Und so fahre man fort die ahn¬

lichen Dreyecke ahnlich liegend aneinander zu fügen,

so erhält man die ahnliche Figur ->IzL<Zc-.

Beweis. Nach der Constructlon sind die

ähnlich liegenden Seiten in einerley Verhaltnisse

: ak> — LL : ho nn LD : cck — DL : cla "

^L:ae; aber auch die Winkel sind gleich. Denn

da die einzelnen Dreyecke ähnlich sind: so ist der

Winkel rm ade, DLO — ehcl, DLL —

clkc, also — iikc, und so laßt sich auch die

Gleichheit der übrigen Winkel beweisen.

299. Man hätte statt der Diagonalen auch

eine andre Eintheilung in Dreyecke annehmen kön¬

nen wie ?iZ. iz8. bey der Figur 6HIKDIVIN,

wo 0 in der Seite liegt; und auch dann
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kann man eine dieser ähnliche Figur zeichnen, wenn

man Dreyecke, die den einzelnen Dreyecken 6K0,

6c«, »01., »0V/1, «I, Idlk. ähnlich sind,

auf ähnliche Weise aneinander fügt. Hieraus er¬

hellt dann allgemein, daß Figuren, die aus

ähnlichen und ähnlich liegenden Dreyecken

zusammengesetz sind, ähnliche Figuren

sind.

zoo» looster Lehrsatz. In ähnli¬
chen gradlinigten Figuren sind die ahnlich lie¬
genden Dreyecke ähnliche Dreyecke.

Beweis. Wenn (»>Z. IZ7>) ^IZ006

und adncl s ähnliche Figuren sind, so isi I0VV

^ oad , und : ad — ch.» : as, dann

aber ist auch (§.287.), : ad " Lk:ed, und

Wch. — daa, also auch lZ»0 n-- dacl, weil we¬

gen der Achulichkeit der ganzen Figuren der Winkel

^»0 rrr ac-ckä So läßt sich also die Achnlichkcit der

Dreyecke aed, der Dreyecken 6L0, edä

und so aller folgenden beweisen.

Auch wenn die Figuren anders, so wie

iZ8>, eingetheilt wären, so findet noch eben daS

statt; aber damit die Dreyecke wirklich ähnlich

liegende seyn mögen, so müssen 0 und 0 ähn¬

lich liegende Puncte seyn, das ist, es muß

0» : o» 0lVl: our 6!^ : gn seyn. Dann
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läßt sich beweisen, daß Z»n ähnliche Drey¬

ecke sind und daraus die Ähnlichkeit der Dreyecke

<?ObI, golr und aller übrigen beweisen.

ZOi. i visier Lehr sah. Die ganzen

Peripherien ähnlicher Figuren verhalten jsich

zu einander wie die ähnlich liegenden Seiten,

oder wie die ähnlich liegenden Diagonalen

dieser Figuren.

Beweis. Wenn (?ig. ig-7.) al> im

LL dc — Lsi) : ccl im Dll ! cts — so

ist auch -s- IlL -s- cv -s- OL -s- : al,

lzc eä -s- clo -s- ea — ad, (Arithm.

§. r/g.) Da nun auch die ahnlich liegenden Dia¬

gonalen eben das Verhältniß haben, wie die ähn¬

lich liegenden Seiten-, so erhellt, daß der Umfang

der ersten Figur sich zum Umfang der zweyten Fi¬

gur auch verhalt, wie — LO:K-l.

ZVZ. Ivarer Lehrsatz. Wenn in zwey

ahnlichen Dreyecken ukc (IuZ. 139.)

ähnlich liegende Seiten als Grundlinien an¬

genommen werden: so stehen die Höhen die¬

ser Dreyecke in eben dem Verhältnisse zu ein-

anda" ruia die alrulick lieaendc-n Seiten.



i8?

Beweis. Nimmt man die gleichnamigen

Seiten »o aiS Grundlinien an, und zieht

aus dem entgegengesetzten Winkel k, b, die senk¬

rechten Linien LD, l>6 auf und so: so ist das

Dreyeck Ä.OL co aclsi, weil beyde bey I), st

rechtwinklicht sind, und den Winkel lZscO — bacl,

also auch — abc! haben; es ist also LL>: bst

" ab ----- :ac, oder die Höhen LO, kick

den gleichnamigen Seiten proportional.

zog. ivZter Lehrsatz. Der Flächen-

Inhalt ähnlicher Dreyecke, und überhaupt aller

ahnlicher gradlinigtcr Figuren, verhält sich

wie die Quadrate der gleichnamigen Seiren,

daß nämlich (big. izy.), Flache :

Flache usicclo — ^

Beweis. Die Flächen der Dreyecke

und al,o (?iZ. verhalten sich wie die Pro¬

dukte aus der Grundlinie und Höhe eines jeden,

(§. i<)8.), also ^.Liä : abo — : ac . kst,

da aber : ac — LO : bst, (§. Z02.) so ist

auch . LO: ac. bst — :an.ac — pLL ^

z ac:^; also verhalten sich die Flachen ähnlicher Drey

ecke, wie die Quadrate ihrer ahnlich liegenden

Seiten.
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Wenn aber (Lig. IZ7.) ^.M-.sbo — AL-:
sb-, und L.LO -. eloä — OLL : rlbo — 4LL^:
sk°, so ist auch (Arithm. §. 174.) ^.LL -j- LLO
-ss- OLL: sbo -j- okiä -ss cliro — : ast^.

504. Diese Lehren dienen dem wichtigsten Theile der

Feldmeßkunst, nämlich der Zeichnung von Charten und

Grundrissen zur Grundlage. Wenn man nämlich ein

Grundstück oder auch eine größere Gegend oder ganze

Provinz in eine Charte bringen soll? so heißt das nichts

anders, als man soll auf dem Papiere eine Figur zeichnen,

die der auf dem Felde gemessenen ähnlich ist; denn man

kann alle aufzutragenden Puncte durch gerade Linien ver¬

binden, und so die ganze Gegend in Dreyecke theilen,

wodurch dann die Charte gleichfalls in eine Reihe von

Dreyecken getheilt, wird, die jenen ähnlich sind.

Z05. zyste Aufgabe. Einengenauen

Maßstab zu Abmessung gerader Linien auf dein
Papiere zu zeichnen.

Auflösung. Wenndie gegebene Linie ab (Lig.
140.) in fünfhundert gleiche Theile getheilt iverdcn
sollte-, so würde dies unmittelbar wegeis der Kleinheit
Theile nicht wohl angehn. Man theile daher die
Linie sk zuerst nur in fünf gleiche Theile so — «I

cs<z — et — kl, und ziehe durch die Puncte s,
e, ä, e, 5, K Linien auf al, senkrecht. Den am
einem Ende liegenden Theil so theile man in 10
gleiche Theile und ziehe durch die Theilungspuncre
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-wieder Linien auf ak senkrecht. Auf einer dieser
senkrechten Linien aZ nehme man zehn willkührliche,
aber gleiche Theile und ziehe durch die Theilung»-
Puncte Linien, wie 2.2; 4.4; 6.6; 8-8; Z-io
mit ak parallel. Da nun die auf ae senkrecht gezo¬
genen Theilungslinien auf ZK eben solche Stücke
abschneiden, wie auf ao, so ziehe man zwischen dem
ersten ThcilungSpuncte auf ao und dem zweyten auf
ZK eine gerade Linie, und so zwischen dem zweyten
auf ao und dem dritten auf ZK und so weiter. Auf
diese Weise erhält man eine Einteilung der Linie
ak in 500 Theile.

ES ist nämlich einleuchtend, daß die Diagonale
ZK auf der ersten mit ZK parallelen Linie »K ab¬
schneidet, auf der zweyte parallelen ^ ak, auf der
dritten ^ ak u. f. w. und diese Zehntel sind Fünf-
hunderttel von ->K.

Gebrauch dieses Maßstabes. Soll
man eine Linie auftragen, die genau z.B.
Z47. Theilen des Maßstabes gleich ist: so setzt man
den einen Fuß des Zirkels auf die durch 5 senkrecht
gezogne Linie, weil ak — zoo Theilen; setzt die¬
sen Zirkelfuß auf der siebenten mit ak parallelen Li¬
nien, von unten her gerechnet, fest, und öfnct den
Zirkel, bis er auf dieser Parallellinie, die vom vier¬
ten zum fünften Theilungsstriche gezogne Diagonale



790

erreicht. Dann sind die Zirkclspitzen genau Z47 Theile
des Maßstabes von einander entfernt.

Den» to — zoo; c.4. — 40, und der Ab¬
stand der Dieagvnalc auf dem siebten Theilstriche
von der senkrechten — 7.

Wenn man eine auf dem Papier «vor-
gezeichnete Linie abmessen soll: so faßt
man die länge der Linie zwischen den Spitzen des
Zirkels und versucht zuerst ungefähr zwischen welche
Hunderte diese Länge fallen. Für die Linie A.lZ
(ssig. 140.) würde man z. B. finden, daß sie zwi¬
schen 200 und zoo Theile betrage. Man setzt dann
den einen Zirkclfuß auf einen der Puncte ci, 0, t, I-,
und zwar auf denjenigen, wo er stehen muß, damit
der andre zwischen a und v zu stehen komme, (bey
der Abmessung von setzt man ihn in e) und
giebt Acht, wo der andre Zirkelfuß in so trifft,
(in diesem Beyspiel zwischen 50 und üo). Trifft
Min der andre Zirkelfuß nicht genau auf einen Thei¬
lungspunct in ao, so rückt man den Zirkel, indem
der eine Fuß immer auf der durch <- gezogenen
Senkrechten bleibt, von einer Parallele zur andern
fort, (hier bis zur vierten) bis der andre Firkelfuß
auf derselben Parallxlle, wo jener steht, die Diago¬
nale erreicht; geschieht dieses z. B. ans der vierte»
so kommen zu den auf da abzulesenden größer»
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— 254 Theile.)

zo6. zZste Aufgabe. Die Entfer¬
nung /Vü zweyer Gegenständeauf dein Felde
zu bestimme«, wenn man sie nicht unmittel¬
bar messen kann.

Erste Auflö sung. Mit Hülfe desMeß-
tisches und zwar erstlich aus einem einzigen
Standpuncte. 141.) Man stelle den
Meßtisch über den Standpunct L und zeichne dar¬
auf den Winkel aLfi — ^Lll. Dann zeichne man
sich eine» solchen Maßstab, wie im vorigen H. gelehrt
ist und setze fest, was für Größen auf dem Felde
durch Theile wie »lr sollen augedeutet werden z. B°
daß alc — 10 Ruthen bedeuten soll.

Kann man nun von L nach ^ und L hinmes¬
sen, so nimmt man auf dem Meßtische die Linien
La, Lb nach dem Maaße des sogenannten ver¬
jüngten Maßstabes (big. 140.) so lang, als L^.,
LL in der Würklichkeic sind, z. B. La — zc>
Theilen des Maßstabes, wenn Lv^ — zo Ruthen;
dann enthält ad so viele Theile des Maßstabes als
zehn Ruthen enthält; we.nn also ak — 40, so ist

— 40 Ruthen.

Kann man von L nicht nach L. kommen, s»
kann mall zwar Lb nach dem verjüngten Maßstabe
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bestimmen, aber nicht La. Man nehme nun einen
Punct O, wohin man von L messen kann, willkür¬
lich an und bemerke einen Punct L, der in der ge¬
raden Linie liegt, und wohin man auch von
L aus hinmesseu kann; zeichne die Winkel aL6 —
L.LO und aLk — ^.Ll? auf den Meßtisch, trage
Lä und Lk nach dem verjüngten Maßstabe gehörig
auf, (daß nämlich Lrl, Lk so viel Ruthen des ver¬
jüngten Maßstabesenthalten, als LO, L? wirklich
Ruthen,) und ziehe durch <lk eine gerade Linie: wo
diese La schneidet, in a, da wird a in der Zeich¬
nung liegen, weil das Dreyeck a6L mit dem Drey¬
ecke ^OL die Winkel aLä — _ärLL, aclL —
a^OL hat und folglich aLcl ^ 2LLO und LO:
Lk ^ L^ .La. Es ist aber aüL ^ ^.DL, weil
kLä LLV und kL:?L ^ 6L:IZL.

Eben so könnte man auch I, in der Zeichnung
bestimmen, wenn man nicht von L nach L hinmes¬
seu könnte.

Zweytes. Mit Hülfe des Meßtisches
aus zwey Standpunkten die Entfernung
H.K zu messen, (?IZ. 142.)

Man wähle zwey Standpuncte L und I),
zwischen denen man die Linie LO messen kann und
von welchen man nach ^ und L hinsehen kann.
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Man stelle den Meßtisch in L, ziehe eine nach O

gerichtete Linie Lcl, und zeichne daran die Winkel

6L-» ^ OL^., <lLb nn DLL. Alsdann bringe

man den Meßtisch nach O, nehme cO nach dem

verjüngten Maßstabe so groß wie LO nach wirk!«

chem Maße ist; stelle O über den zweyten Stande

punct und richte Oo, welche OL vorstellt, genau

nach L. An OL zeichne man die Winkel aOo —

ch.OL, IzOo LOL: so wird die von Laus nach

L gerichtete Linie ob die Oh irgendwo schneiden und

so auch die ca die Oa, und so werden die Puncte s,

l> auf dem Meßtische so bestimmt, daß ad nach dem

verjüngten Maßstab eben so viel betragt, als

nach wirklichem Maße.

Man kaun nämlich leicht beweisen, daß Drey¬

eck aOo co ^.OL, »HO c/z ^LO und so weiter.

Zweyte Auflösung. Mit Hülfe de«

Winkelmessers. Da man in diesem Falle die

Winkel in Graden ausgedrückt erhält, so unter¬

scheidet diese Methode sich dadurch, daß man die

Winkel, die vorhin sogleich fertig gezeichnet waren,

nun erst nachher aufträgt: die gemessenen Linien

aber eben so nach dem verjüngten Maßstabe zeichnet

und die zu bestimmenden Linien, wie ab, nach dem¬

selben abmißt.

Krandcs Ecoinckch N
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ZD7. 5<)ste Aufgabe. Die senkrechte
Höhe eines Punctes über einem andern L
zu bestimmen.

Auflösung. Erster Fall, wenn man
von einem angenommenen Stand pnncte
tü horizontal bis an I) messen kann.
Wenn der Winkelmesser nicht so niedrig gestellt wer¬
den kann, daß er mit L genau gleich hoch liegt:
so stelle man ihn über L vertical, das ist, senkrecht
gegen die Erdfiächc auf; richte seine Ebne nach dem
Gegenstand stelle die nach dem Nnllpnnct ge¬
richtete Linie genau horizontal und drehe das Lineal
bis es nach c^. gerichtet ist. *) Dann hat man
den Winkel in Graden, ist ein rechter
Winkel; wenn man also ok) ^ LL mißt, so kann
man ein Dreyeck zeichnen, welches ahnlich ist,
darauf die Linie, welche gleichnamig ist, abmes¬
sen, und daraus so wie iu der vorigen Aufgabe
bestimmen. Endlich addirt man LL ^ L>L hinzu,
so hat man

Zweyter Fall. Kann man nicht bis
an den Fuß L der Höhe hinmesscn, aber

-) Die Linie co, oder ».izc> stellt man horizontal,
wenn man den Winkelmesser so richtet, daß ein ge¬
nau bey 90° eingehängtes Loth, sich über dem Mit¬
telpunkt und dem Theilstrich von 270° anlegt.
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diesen doch sehn, so Muß man zwey Stand'
puncte L, lü auf der Erdfläche aunehmeu, über
denen man das Instrument ausstellt. Man bringe
es zuerst in II oder e, stelle das Instrument hori¬
zontal und messe den Winkel ccO, es wird nämlich
vorausgesetzt,daß man sich Puncte O, e gleich
hoch mit s bemerkt habe. Auf ganz ähnliche Art
stelle man das Instrument in c auf und messe, in¬
dem man den Nullpuncc nach c und das Lineal nach
O richtet, den Winkel Oce; fernst aber messe man
aus L nach dem Winkel /rcO, dessen eine Seite
ell horizontal ist, so wie beym ersten Falle. End¬
lich messe man die Entfernung LL rn: ca. Aus
diesen Stücken kann man erstlich ein Dreyeck dem
horizontalen L>cs ähnlich zeichnen, worin alle Sei¬
ten sich zu den ähnlich liegenden Seiten von Occ
verhalten, wie die auf dem Papiere für ca ange¬
nommene Länge zu cc selbst. So also bestimmt
man, wenn ea nach einem verjüngten Maßstabe
aufgetragen ist, mit Hülfe eben dieses Maßes cl)
in wahrem Maße und kann nun nach Anleitung deS
ersten Falles verfahren.

* Dritter Fall. Wenn man Nicht
bloß nach ö nicht hinmessen, sondern ö
oder I) auch nicht sehen könnte, wie bey
schief abhängigen Bergen der Fall ist: so muß man
für ^.ce ein ähnliches Dreyeck zu zeichnen suchen.
Man erhält dieses, wenn man zuerst in s das Zn-

N 2
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strument so zu stellen sticht, dciß man bey verschie¬
denen Stellungen des Lineals, ohne die Lage des
Kreises selbst zu andern, nach 0 und auch nach
sehen kann, dann den Nullpunkt »ach 0 richtet, das
Lineal nach A. dreht und dem Winkel Ar<oo mißt.
Eben so verfährt man in c mit Messung des Win¬
kels A.os, nnd mißt hier zugleich ^cb). Ist dann
co gemessen nnd nach einem verjüngten Maßstabe
aufgetragen: so bestimmt man leicht die wahre Größe
von Dann aber kann man ans dem rechten
Winkel, dem Winkel und der Seite ch.L ein
Dreyeck dem Kabä ähnlich zeichnen und BU be¬
stimmen. (§. 144. 29g.)

* Z07. st. Der letzte Fall kommt auch da vor,
wo man Öu nicht einmal ungefähr bestimmen kann,
z. V. wenn Beobachter in 0 und s ein Meteor,
eine Feuerkugel u. dgl. oder auch nur eine merkwür¬
dige Wolke u. s. w. gesehn haben. Dann hat frey¬
lich die 'Abmessung der Winkel weit mehrere Schwie¬
rigkeiten, zumal da in solchen Fällen LL oft sehr
groß genommenwerde» muß. Aber es erhellt doch
schon hieraus die Möglichkeit, auch die Höhe solcher
Metore zn bestimmen; ja man kann sich sogar eine
oberflächlicheVorstellung von der Art machen, wie
man die Entfernung des Mondes oder andrer Him¬
melskörper von uns bestimmen könnte, wenn es mög¬
lich wäre für LL eine überaus große Entfernung au,
zunehmen.

zo8. 6oste Aufgabe. Von einem
Felde oder ganzen Gegend eine Chart« zu
verfertigen»
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Man kann dieses auf mancherley Weist bewerk¬

stelligen.

Erste Auflösung, bloß mit der Kette.

Man theilt, wie ssig. 144. das ganze Feld in

Dreyecke und zeichnet aus allen gemessenen Seiten

und Diagonalen eine ahnliche Figur nach dem ver¬

jüngten Maßstabe (§. 298-)- Liegen Puncte a, l>, c

innerhalb des Feldes, die man mit austragen will:

so muß man sie durch Dreyecke, wie aclo, mit den

schon aufgetragenen Linien in Verbindung bringen,

alle Seiten messen und daraus ein ähnliches, ähn¬

lich liegendes Dreyeck in der Charte zeichnen, wo¬

durch dann a bestimmt wird.

Zweyte Auflösung. Mit dem Meß¬

tische und zwar aus Einem Standpuncte.

145.) Man trage die aus diesem Stand-

puucte L nach allen Eckpuucten oder andern merk¬

würdigen Puncten gehenden Linien L^., LL auf

den Meßtisch, oder zeichne auf demselben die Win¬

kel ^.LL, IZLO gehörig auf, messe dann die Linien

L^r, LL, LO und trage sie nach dem verjüngten

Maßstabe auf La, Lss, Lä; so sind die Puncte

lZ, O, gehörig in der Charte gezeichnet, (§. 287.)

und man kann so die ganze Chart? vollenden.

Mit dem Meßtisch ans zwey Stand-

Puncten. Man wählt sich (ssig. 142.) zwey
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Standpuncte tÜ, O und mißt ihre Entfernung
welche nun die Srandlinie heißt. Diese muß
so gewählt werden, daß sie in Vcrglcichung mit der
Entfernung der zu bestimmenden Puncte .4,, L,
eine passende Länge, auch eine solche Lage hat, daß
die Winkel der Dreyecke LLO nicht zu
spitz oder zu stumpf werden. Man zeichnet dann
jeden Punct, den man von dieser Standliuie aus ein«
kragen kaun, nach denselben Regeln, wie §. za>6. in
die Charte und erhält so eine Abzeichnung aller die«
fer Puncte. Ist die abzuzeichnende Gegend sehr
groß, oder liegen nicht alle einzutragende Puncte
so, daß man sie von der einen Standmüe aus gut
eintragen kann: so muß man mehrere Standlinicn
annehmen, wozu man z. B., als zweyte wäh¬
len könnte, wenn an der linken Seite von dix
Charte sich weiter erstrecken sollte, oder auch
wenn jenseits noch einzutragende Puncte lägen.

Dritte Auflösung. Mit dem Winkel¬
messer. Man bedient sich des Winkelmessers vor¬
züglich bey sehr großen, weitläuftigen Messungen.
Bey diesen nämlich, z. B. wenn von einer ganzen
Provinz eine Charte gezeichnet werden soll« müssen
die Hauptpunctc mit großer Genauigkeit bestimmt
werden, weil man die einmal diwch Winkelmessung
bestimmten Puncte wieber als Standpuncte anzu¬
nehmen vstegt. Man mißt bann gewöhnlichnur eine
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einzige Standlinie von ansehnlicher Größe unmittel¬
bar mit Meßstäbcn; bestimmt von ihren Endpuncten
ans die Winkel LOA., VLA. für jeden Punct ^c,
berechnet aber dann nach Regeln der Trigonometrie
die Seiten L^c, LL>. Hiedurch ist dann der Puncr

so genau bestimmt, daß man wenn es nöthig ist
1)^ wieder als Standlinie annehmen und so die
Operationen fortsetzen kann. Diese Arbeit erfordert
in solchen Fällen eine Sorgfalt und Vorsichtsmaß¬
regeln, wozu sich hier keine Anleitung geben laßt.
Wie man krumme Linien theils durch einzelne in
demselben bestimmte Puncte, theils nach Augenmaß
einzeichnet, muß ich hier nebst vielen andern Din¬
gen übergehn.

zog!. Zur vollständigen Zeichnung einer Charte
gehört endlich noch, daß man sie orientire, das
ist, die Himmelsgegenden ans derselben anzeige. Da
die Magnernadel immer (fast genau) sich nach ei¬
nerley Richtung stellt, wenn sie sich frey bewegt:
so bedient man sich hiezn eines mit einer Magnet¬
nadel versehenenInstrumentes, der Boussole.
Diese nämlich ist so eingerichtet,daß ans der Plat¬
te, üver welcher die Magneinadel sich bewegt, eine
Linie, parallel mit einem außerhalb angebrachten
Lineale gezogen ist; stellt man nun, während der
Meßtisch etwa in O ?iZ. 142. aufgestellt ist, die
Boussole oder den Kasten der Magnetnadel so, daß
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sie genau auf jener Linie still steht, lind zieht am

Lineale eine Linie ans dem Meßtische: so zeigt diese

die Richtung der Magnetnadel an; »nd wenn der

Meßtisch richtig gerichtet ist, daß Oe nach OL, Os

nach gerichtet liegen, so zeigt jene Linie die

Richtung aller dieser Linien gegen die magnetische

Nordlinie. Will man die Richtung gegen die Mit-

tagsiinie, (das ist, gegen die Himmelsgegend wo die

Sonne Mittags steht,) bestimmen, so muß man

wissen, daß in unsern Gegenden die Magnetnadel

etwa 20 Grad westlich von dem wahren Nordpunc¬

te oder von dem Puncte, welcher der mittäglichen

Stellung der Sonne gerade entgegen liegt, ab¬

weicht.

zio- Zn den Bergwerken findet noch eine an¬

dre Anwendung der Geometrie statt, von der sich

hier noch kein vollständiger Begriff geben läßt, weil

sich der Begriff von Projectionen erst in der körperli¬

chen Geometrie deutlich machen läßt. Die Gänge

nämlich, in welchen das Erz gefunden wird, gehen

nur in einzelnen Streifen durch die Gebirge, und

diesen geht man bey der Arbeit nach und arbeitet

so nach und nach an einander hängende, bald hori-

zöstrate, bald verticale, bald schiefe Gänge, die aus

einzelnen geraden Stücken bestehen, aus. Nun muß

man aber doch das Ganze auch übersehn können,

und verlangt daher Zeichnungen dieser Gänge; auch
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muß man angeben können, unter welchem Puncte

der obern Erbflache sich ein gewisser Theil des Gan¬

ges befindet.

Wenn man sich durch den Punct, wo man

in die Grube hineingeht, eine verticale, etwa von

Norden nach Süden gehende Ebne und zugleich eine

horizontale Ebne gelegt denkt, so will man hier ei¬

gentlich wissen» neben welchem Puncte der Astern

und über welchem Puncte der letztem man flch in je¬

dem Puncte des unterirdischen Ganges, Schachts oder

Stollens befindet. Könnte mau dies beydeS in zwey

verschiedenen, zusammen gehörigen Zeichnungen dar¬

stellen, so hatte man einen vertikalen und horizonta¬

len Abriß von dem Bergwerke. Man erhält diesen,

wenn man bey jedem geraden Stücke des Ganges

bemerkt, wie lang er ist, unter welchem Winkel er

gegen den Horizont geneigt ist, und um welchen

Winkel er von der nach Norden und Süden gehen¬

den Ebne abweicht. Die Regeln aber, nach wel¬

chen man die Charte selbst zeichnet gehören, noch

nicht hierher.

Nenter Abschnitt.

Von don regulären Poligonen und der Aus¬
messungen des Kreises.

zu. Erklärung. Ein Polygon oder

Vieleck heißt regulär, wenn alle seine Seiten
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einander gleich und alle Winkel einander gleich
sind.

Das gleichseitige Dreyeck und das Quadrat sind sol,
chd regulär Figuren.

ZI2. Erklärung. Ein« gradlinigte Figur
heißt in dem Kreis beschrieben, wenn der
KrciS durch alle ihre Winkelpunctc oder Ecken geht;
dagegen heißt sie um den Kreis beschrieben,
wenn alle ihre Seiten die Kreislinie berühren.

zrz. Erklärung. Man beschreibt also
um eine gradlinigte Figur einen Kreis,
wenn man eine Kreislinie durch alle ihre Winkel-
puncten zieht, und man beschreibt in dersel¬
ben einen Kreis, wenn man eine Kreislinie
zieht, welche alle Seiten der Figur berührt.

Z14. 6isteAufgabe. In einem

Kreis ein regulaires Polygon von einer ge¬

gebenen Anzahl Seiten zu zeichnen, wenn

vorausgesetzt wird, daß man die Kreislinie

in eine jede gegebene Anzahl von Theilen ein¬

theilen kann. laZ. 146.)

Auflösung. Obgleich es keine geometrische
Methode giebt, die Kreislinie in jede »erlangte Am
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zahl von Theilen einzutheilen: so kann man doch
durch Versuche dieses bewerkstelligen. Ist die Eiin
thcilung geschehen, so zieht man zwischen den Thci-
lungspimcrcn Sehnen, und hat dann nickt bloß
ein gleichseitiges, sondern auch ein gleichwinklichteS
Polygon.

Beweis. Gleichseitig ist das Polygon, weil
man bey der Eintheiiung des Kreises gleiche Sehnen
einträgt, wie §. 2Z9. ; aber auch die von den Sei¬
ten eingeschlossenenWinkel sind gleich 22:
LLV, denn sie liegen in den gleichen Abschnitten

und VLOL, und so all- ähnlichen.

Zi 5. 62fr e Aufgabe. Um ein gege¬
benes reguläres Vieleck einen Kreis zu zeich¬
nen. (I'ig. 146.)

Anflö su » g. Man Halbire zwey an derselben
Seite anliegende Winkel durch
die geraden Linien L6, (§. zi.); diese Linien
werden sich irgendwo in l? schneiden und dann ist
6 das Centrum des verlangten Kreiscs.

Beweis. Daß llk und einander schnei
den, erhellt, weil 4LL —LsLK 2K, also auch
^ -ss- Z L.4K < 2 U. Ferner ist KK -22

weil 22: MK, (§. 87.) und 2»
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weil in den Dreyecken KZss!, die Sei¬

ten 122 LL, ^-2 L(? und der Winkel

L^l? 222 LlZl? 22 Z (ÜZZ^. Eben so erhellt, daß

<?O — 222 6L u. s. w. sey.

zi6. 6zste Aufgabe. Um einen
Kreis ein reguläres Polygon zu zeichnen,
welches eine gegeben Anzahl von Seilen hat.
(liZ. 147.)

Auflösung. Man theile Re Peripherie des

gegeben»» Kreises in H., ZZ, v, L, ?, (4 in so

viele gleiche Theile, als das Polygon Seiten haben

soll, und ziehe an jeden dieser Puncte Tangenten

IL.IZ, MX, u. s. w. (§. 257.) diese werden ein¬

ander schneiden und das verlangte Polygon bilden.

Beweis. Daß die Tangenten einander schnei¬

den, erhellt aus H. 22Z. weil W, M, senkrecht

gegen die Halbmesser LL, sind, die einander

schneiden. Das so gebildete Polygon hat aber auch

lauter gleiche Seiten und gleiche Winkel: denn da

die Bogen 122 LO genommen sind, so sind

die zugehörigen Ccntriwinkel gleich ^LlZ 22 KLV,

(§. 229.) und folglich ist auch ^HIZ 222 LXO,

weil die Summe der Winkel in beyden Vierecken

.ssLLkl, LLssZX gleich viel betragt, (§. 140.) und
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die W-nrcl bey L, O, rechte sind. Was dir
Seiren betrifft, so ist wenn man IZL zieht, das
Dreyeck ULK dem KL^, völlig gleich, weil beyde
rechrwinklichtsind, und klL — HL, L.ss um Lk
als Halbmesser desselben Kreises haben. (§. io6.)
Es ist also der Winkel I^LK um HL^. und ferner
I^Lö — klLK, also auch W um LI^ um X.V,
und es laßt sich so weiter die Gleichheit der Seiten
zeigen.

Z17. 6ssste Aufgabe. In ein gebe-
nes reguläres Polygon einen Kreis zu be¬
schreiben. (kiZ. 147.)

Auflösung. Man hakbire zwey einander zu¬
nächst liegende Seiten und errichte in ihrer Mitte
die senkrechtenLinien ^L, KL. Diese schneiden
sich in einem Puncte L und wenn man um L mit
dem Halbmesser .^L einen Kreis zeichnet, so be¬
rührt dieser alle Seiten und ist also in das Vieleck
gezeichnet.

Beweis. Daß ^cL, KL einander schneiden
ist klar, (§. 22z.) und daß ^L um KL läßt sich
aus §. 104. beweisen, weil die Dreyecke L^II,
LKH, bey ö rechtwinklicht siud, und ZKL um
HL, LH haben, indem diese Linien die
Hälfte der gleichen Polygonselten sind. Es läßt sich
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aber ferner zeigen, daß auch wenn Man die übrigen

Seiten Halbirc und von L aus Linien wie Ll) zieht,

"diese nur Lö und senkrecht auf die Seiren seyn wer.'

den; denn in den Dreyecken LLLi, OLX ist bann

LI5 --- Olv, LLi — cXund v^L rnr Ll^v, (weil

im regulären Palygon rn: und

— LläL — — 5 ^.bldv), und es ist daher

(§- 7Z-) 6!O ^ bey O so gut wie bey k

ein rechter Winkel. Der Kreis berührt also alle Sei¬

ten in ihrer Mitte.

z18. Erklärung. Man versteht unter dem

Centriwinkel eines regulären Polygons

denjenigen, welchen zwey an die Endpunkte der Sei¬

ten gezogne Radien des um das Polygon beschriebe¬

nen Kreises mit einander machen; der Polygon-

Winkel hingegen ist der Winkel, welchen zwey Seiten

des Polygons mit einander bilden.

Ziy. 65ste Attfga.be. Wenn die
Anzahl der Seiten eines regulären Polygons
bestimmt ist, die Größe seines Centriwin-
kels und seines PolygvnMinkelS anzugeben.

Auflösung. Wenn der rechte Winkel in 9-?

Grade getheilt wird, so erhält man die Größe des
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Lentriwinkels in Graden ausgedrückt, wenn man

z6c> Grade mit der Anzahl der Seiten dividirt;

denn alle Centriwinkel sind gleick) groß und betra¬

gen zusammen 4 rechte Winkel. Den Polygon-
Winkel bestimmt man, wenn man den Centriwinkel

von isto Graden abzieht, denn es ist (?ig. 146.)

-j- LL6 näm¬

lich »P — LL6 »P

Beyspil- Im regulären Zwölf-Eck ist also der Cen¬

triwinkel — zo^, der Polygonwinkel — 150°; im

Hundert-Eck jener — 3^ 36^ und dieser — 176^

Z20. 66ste Aufgabe» An die Linie
(?iZ» 14!;.) ein Polygon von einer

gegebenen Anzahl Seiten zu zeichnen, wenn
vorausgesetzt wird, daß man einen in Graden
gegebenen Winkel zeichnen kann» (kiZ,
148.)

Auflösung. Aus der gegebenen Anzahl von

Seiten suche man den Pslygonwinkel und zeichne

an jeden Endpunct von ^.L, wenn diese die Seite

des Polygons seyn soll, einen Winkel L^L a--

dem halben Polygvnwinkel gleich; ziehe um

C! mit dem Halbmesser (Ü.P ---- LL einen Kreis und

trage die Sehne in der Peripherie herum, s»
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wird dadurch her Kreis in so viele Theile getheilt,

als das Polygon Seiten haben soll.

Der Beweis erhellt daraus, weil mit dem rich¬

tig bestimmten Polygonwinkel auch der Lentriwinkel

bestimmt ist.

Z21. 67ste Aufgabe. In einen ge¬

gebenen Kreis ein reguläres Sechseck zu
zeichnen.

Auflösung. Man nehme einen Punct k

auf dem Umfange des Kreises willkührlich an, unb

ziehe um k als Mittelpunkt mit dem Halbmesser

— KL die Kreisbogen L^L, LOH, ziehe

nach den Durchschnittspuncten O, Sehnen

LO, so sind dieses zwey Seiten des Sechsecks, und

es ist nun leicht, daß ganze Sechseck zu zeichnen.

Beweis. Da L.K u4.L ZZL, so ist

das Dreyeck ^.KL gleichwinklicht und folglich jeder

Winkel — 6c> Grad — ßk, (§. IZ8-), also ^rLL

— KLO AK, und so groß ist auch der Ccn-

triwinkel des Sechsecks, also ist der Bogen H.L ein

Sechstel des Kreises und ^.L die Seite des Sechs¬

ecks.

Z22. Da es leicht ist, einen gegebenen Bogen

II. zu halbsten, so ist es nun auch möglich ein
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reguläres Zwölf -Eck, -4-Eck, 48 - Eck u. s. w.
in den Kreis zu zeichnen und in der Figur 148.
würden 15.1, 151. Seiten des Zwölf- Ecks seyn. Da
man durch die Einrheilung des Kreises in vier Theile,
vermöge zweyer auf einander senkrechter Durchmes¬
ser, cm.Quadrat im Kreise und um den Kreis zeich¬
nen kann, so ergiebt sich durch Halbirung ferner das
reguläre 8-Eck, 16-Eck, Z2-Eck, 64-Eck, 128-
Eck ». s. w. welche sich also alle zeichnen lassen.
Auch zur Zeichnung des Fünf-Ecks, Zehn-Ecks und
15.'Ecks giebt es sirenge geometrischeRegeln, die
ich hier übergehe, aber das 7-Eck, 11-Eck, iZ-
Eck und ähnliche lassen sich nur durch mechanische
oder versuchsweise geschehenen Eincheilung zeich¬
nen.

" Z2Z. 68ste Aufgabe. Wenn (k lA.

184.) der Halbmesser (ÜI eines Kreises und die

Seite eines in demselben gezeichneten Polygons

II. in Zahlen gegeben sind, die Lange der

Seiten 115 eines Polygons von doppelt so

vielen Seiten in demselben Kreise gleichfalls

in Zahlen zu bestimmen»

Auflösung. Man Halbire die Lange II. in
IVl, sucbe ihr Quadrat und ziehe dies vom Quadrate
des Halbmessers ab; die Quadratwurzel aus der
Differenz giebt MlR Diese Linie lVIL ziehe man
vom Halbmesser 15L ab, um 15l>ss zu erhalten.

BrandcS Er»»icstle. O
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Dann addire man die Quadrate von X1VI, Ms
und ziehe aus der Summe die Wurzel, so hat man
IX., als Seite des gesuchten Vielecks von doppelt
so vielen Seiten.

Der Beweis ist ganz im 5 <osten Lehrsah ent¬
halten.

Beyspiel. Ist der Haldmesser 01 — i, so ist
auch die Seite des Sechsecks II. — i, also IldI — 0 ,5
und ldio ^2 V" (1 — (0 ,5)2) — V (l — 0 ,2z) —
V" c>,?5 ^ ^ 0,8660254, also KM 02: o ,izzy7/j6,

0, oi^y/^y; I<12 — 0 ,2679^9, also I<1 —
o,z>?6-z!z, als die Seite des ZwölfEckS- Und so könnte
man die Seite des atz Ecks u. s. >v. finden.

Z24. 104t e Lehr sah. 1. der Um¬

fang eines jeden in den Kreis gezeichneten

regulären Polygons ist kleiner, als der Umfang

des Kreises, und 2« der Umfang eines jeden

um den Kreis gezeichneten Polygons ist grö¬

ßer, als der Umfang des Kreises.

Beweis. Der erstere Sah erhellt von selbst,
da jede Sehne kleiner ist als der zugehörige Bogen;
aber auch den zweyten Satz wird niemand läugnen,

da die einfach gekrümmte Linie 147.) g«
wiß kleiner ist, als die Linie LLIIIZ, welche sich
mehr von der geraden Linie ch.!Z entfernt; denn man
kann es wohl als Grundsatz annehmen, daß unter

mehrern Linien, (?iZ. 16.) deren kleine sich schlangen-
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förmig krümmt, diejenige die kürzere ist, welche

sich der geraden Linie am meisten nähert, also
< ch-LOIZ.

525. Hieraus erhellt dann ferner, daß der
Umfang eines um oder in den Kreis beschriebenen
Vielecks desto weniger von dem Umfange des Kreis

ses selbst verschieden ist, je mehrere Seiten das

Vieleck hat, und daß man folglich den Umfang des
Kreises sehr nahe finden kann, wenn man den Um,

fang eines i n denselben und eines u m denselben ge¬
zeichneten Vieleckes von sehr vielen Seiten be¬

stimmt.

* 326. 6s)ste Aufgabe. Wenn der
Halbmesser eines Kreises und die Seite
eines in denselben gezeichneten Vielecks in
Zahlen gegeben sind, die Seiten des um den¬
selben Kreis gezeichneten Vieleckes, welches
eben so viele Seiten als jenes hat, zu bestim¬
men. 146.)

Auflösung. Man berechne die Senkrechte
(ZlVI 221 ML2) so wie in §. Z2g.
so findet man die halbe Seite des um den Kreis
beschriebenen Polygons durch die Proportion lVIK:

21: lVIL : ldiU, wo alles bis auf ^ bekannte
Linien sind.

Beweis. Daß man die Seite des um den
Kreis beschriebenen Polygons von gleich vielen Sei¬

lt) 2
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km erhält, wenn man KL verlängert, bis sie
die an die Mitte des Bogens gezogne Tangente
schneiden, ist daraus klar, weil der Ccntriwinkei für
beyde Polygone einerley seyn muß, da sie gleich viele
Seiten haben, salso die eine Ecke des Polygons in
die verlängerte fällt, wenn die andre in der ver¬
längerten 6.^ liegt; daß aber der Bcrührnngspnnct
dl dieser Seite in der Mitte des Bogens liegt,
läßt sich ans dem vorigen leicht einsehn. Ist aber
das, so sind l-lVIL, ähnliche Dreyecke, weil
AIL, dll, beyde auf senkrecht sind. (§. 221.
2)6.)

Beyspiel. Für das Sechseck war (Z, zoz,)
— o,g66, also Nl. — o,5/7Z5, also die Seite das um
jenen Kreis vom Halbmesser — 1 beschreibenSechsecks —
o,5?7Z5-

Z27. yoste Aufgabe. Wenn der
Durchmesser eines Kreises gegeben ist, die
Lange seines Umfangs in Zahlen sehr nahe
jN bestimmen.

Auslösung. Obgleich die wirkliche Ausfüh¬
rung dieser Rechnung für den Anfänger mit zu vie¬
len Schwierigkeiten verkünpft ist: so sieht mau doch
«in, daß es möglich ist, ein reguläres Vieleck von
sehr vielen Seiten in den Kreis und ein eben so
vielseitiges reguläres Polygon um den Kreis zu
zeichneu. Da man nun di« Seiten beyder berechnen,
also den ganzen Umfang beyder bestimmen kann, so
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erhalt man zwey Zahlen, deren eine größer, die

andre kleiner, als der Umfang des Kreises ist und

die beyde von der genauen Größe des Kreis-Um¬

fanges desto weniger abweichen, je größer die Anzahl

ihrer Seilen ist. So z. B. hat man den Umfang

des in den Kreis beschriebenen regulären 64-Ecks

22 6,27ZIO, den Umfang des um den Kreis be¬

schriebenen regulären 64 - Ecks — 6,28824 gefun¬

den, bey einem Kreise, dessen Halbmesser 212 1 ist,

und der Umfang eines solchen Kreises ist also ziem¬

lich nahe — 6,28.

Aus der Seite des in den Kreis beschriebenen

Sechsecks, welche dem Halbmesser gleich ist, suche

man die Seite das in denselben beschriebenen 12-

Ecks 24- Ecks, 48 -Ecks, 96- Ecks, 192- Ecks und

so weiter (§. Z2Z.) und daraus die Seiten der eben

so vieleckigen um den Kreis gezeichneten regulären

Figuren (§. Z26.) Die Länge der Seiten eines je¬

den solchen Polygons ergiebt seinen ganzen Umfang,

und man findet also, weil der Umfang des Kreises

z. B. größer ist, als der Umfang des in denselben

gezeichneten 192-Ecks und kleiner als der Umfang

des um denselben gezeichneten 192 -Ecks, zwey

Gränzen, zwischen welchen der Umfang des Kreises

enthalten ist.

* 328. Mass könnt« eben so aus der Seite

des in den Kreis lind um den Kreis beschriebenen

Quadrates die Seiten und den ganzen Umfalzg des
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8-Ecks, 16-Ecks u. s. w. herleiten und würde z. B.
für eiuen Kreis vom Halbm. ^ i den Umfang
des in den Kreis beschriebenen 64-Ecks finden, —
6,27310, den Umfang des um den Kreis bcschrie..
benm 64-Eckes — 6,28824; der Umfang des Krei¬
ses ist kleiner als jener und größer als dieser. Und
wenn man diese Rechnung fortseht, so findet man
den Umfang des in den Kreis vom Halbmesser —
1 beschriebenen i6Z48-Ecks " 6,283185; den
Umfang d-s um denselben beschriebenen i6z84-Ecks
-22 6,2831854- Der Umfang eines Kreises, dessen
Halbmesser — 1 ist, kann also nicht viel von
6,283185 verschieden seyn.

Z2t). I05ter Lehrsatz. I. Alle regu¬

läre Polygone von gleichviclen Seiten sind

ähnliche Figuren, und 2. der Umfang dersel¬

ben ist dem Halbmesser der um sie beschriebe¬

nen Kreise proportional.

Beweis. 1. Sie sind ahnlich, weil ihre

Winkel gleich sind und alle ihre Seiten einerley

Verhältniß haben. Der Polygonwinkcl ist nämlich
bey allen regulären Polygonen von gleich vielen
Seiten gleich groß, (§.319.) und da jeder dieser

Polygone lauter gleiche Seiten hat so verhält sich
auch die eine Seite des einen zur einen Seite des

zweyten, wie die andre Seite des einen zur andern
Seite des zweyten.

2. Wenn (ssig. 149.)

solche ahnliche Polygone sind, so ist (§. zoi.) Um-
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fang Umfang - /p? :

Ildl. Legt man nun die Polygone so, daß ihre

Mittclpuncte in ^ zusammen fallen, und die Puncte

II in einerley durch (? gezognen Linie liegen: so

fallen auch wegen der Gleichheit der Centriwinkel die

Mittelpuncte N, K und so weiter auf einerley Ra¬

dius, und die Seiten UN, L,? sind parallel, (we¬

gen der Gleichheit der Halden Polygonwmkcl

---- Hieraus aber crgicbr sich wegen der

Aehnlichleic der Dreyecke 116dl, ^,61', daß

Ildl : Ilt?, also die Seiten der ahnlichen

regulären Polygone sich verhalten, wie die Halbmes¬

ser der um sie beschriebenen Kreise, und eben so

verhält sich demnach der Umfang dieser Poly¬

gone.

* zZv. io6ter Lehrsaß. Wenn zwey

concentrische Kreise gegeben sind, so ist es

allemal möglich, in den großem ein regulä¬

res Polygon zu zeichnen, dessen Seiten den klei¬

nern Kreis nicht berühren; und eben so, ein

reguläres Polygon, um den kleinern Kreis

zu zeichnen, dessen Seiten den äußern Kreis

nicht erreichen. (?iZ. 150.)

Beweis. Wenn HIK diese con-

centrischen Kreise sind, so ziehe man eine Tangente

UIVI des kleinern Kreises, welche einen Bogen IllVl

auf dem größern Krege abschneidet. Da es nun
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allemal möglich ist, einen Bogen anzuneh¬
men, so wird es auch möglich seyn, diesenBogcn ss

z» wählen, daß ^.IZ die Seite eines regulären Vielecks

werde, welches also den innern Kreis nicht berührt.

Man übersieht leicht, daß es gleichfalls möglich ist,

ein reguläres Polygon um den kleinern Kreis zu
zeichnen, dessen Seiten den äußern nicht erreiche»,

und dieses allemal, wie nahe auch die beyden Kreise
an cinandcrn liegen mögen; indeß müssen die Poly¬

gone, welche jene Eigenschaften haben sollen, sehr

vielseitig sind, wenn die Kreise sich einander sehr
nähern.

*zzi. 107 t er Lehrsatz. Die Um¬
kreise zweyer Kreise verhalten sich wie ihre
Durchmesser, oder Halbmesser.

Beweis. Wäre nicht (sslß. 150.) Umfang

.VOss: Umfang ^ ER,: III, so nehme man

an, es sey 1lss:ER — Umfang E>s)3: Umfang

llllv und IllR ein Kreis vom Halbmesser El <

ER. Man beschreibe in dem Kreise ein re¬

guläres Polygon, dessen Seiten den Kreis RIR nicht

berühren (§. zzo.) und im Kreise E>t^3 ein ähnli¬

ches Polygon. Wegen der Aehnlichkeit dieser Polygone

verhält sich der Umfang des einen zum
Umfange des andern wie die Halbmesser

der umschriebenen Kreise, also : d, EUslUS

— ER:1H. Es ist aber > Umfang

RIR, und REUEU3 Umfang Et)3, also
kann mit jener Proportion nicht die Proportion

Umfang IRR: Umfang (X)3 ^ ER Ichs besteh«,
und es verhält sich also nicht RU: ER nn Umfang

< zu einem Kreisnmfange RIR, der zu einem

kleinern Halbmesser als ER gehört.
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Eben so zeigt man, daß das vierte Glied dieser
Proportion auch nicht der Umfang eines Kreises von
größeren Halbmesser als seyn kann. Denn
wenn HI:LX, 12: Umsanv 0()8: Umfang eines
großem Kreises als /rDss, so hätte man auch ss.IK:
'IH ^ Umfang UVI': Umfang eines kleineren Krei»
ses als (X)3 und könnte alle vorigen Schlüsse an¬
wenden um diese Proportion zu wiederlegen.

Da also die Unrichtigkeit bey der Proportionen
gezeigt ist, so erhellt daß LR.: III — : O()3,
oder die Halbmesser sich wie die Umkreise verhalten.

ZZ2. Es erhellt also aus §. Z2si. daß bey
allen Kreisen der Halbmesser sich zum Umfange ver¬

halt, wie 1 :6,283185 ungefähr, oder der Durch¬
messer zum Umfange, wie i : 3 ,1415926. Man

har dieses Verhältniß noch weit genauer berechnet,
indeß begnügt man sich gewöhnlich mit folgenden Ver-

hältnißzahlen, die mit jener näher oder weniger nahe
überein kommen. Man setzt nämlich das Verhält,

»iß des Durchmessers zum Umfange, wie 7:22 oder
100 :314, oder, (welches schon sehr genau ist,)

H3'-Z55; will man es genauer haben, so ist es

113 ,1415926536 beynahe. Ganz genau läßt die¬

ses Verhältniß sich nicht angeben, aber man hat es

so genau berechnet, daß man beu den schärfsten Rech¬
nungen sich ganz darauf verlassen kann, ja genauer

als man es je braucht, nämlich die Zahlen 3,1415....
bis auf 200 Dccimalstellen. Man würde also bey
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einem Kreise, dessen Durchmesser in Fußen durch
eine Zahl von 200 Ziffern ausgedrückt würde, den¬
noch den Umfang dis auf 1 Fuß berechnen können.

zzz. 108ter Lehrsaß. Wenn in un¬
gleichen Kreisen, (HZ. 149.) Winkel am
Mittelpunkte gleich sind, — Hdl,
so sind die Langen der zwischen ihren Schen¬
keln enthaltenen Bögen HI den gan¬
zen Peripherien proportional.

Beweis. Nach §. 2Z4. hat man: Bogen
»l: Umfang »KlVl» — Winkel »61:4kl, und
Bogen ^.IZ: Umfang ^.66^ ^ Winkel »61:4 kl,
also: Bogen »I: Bogen m Umfang »LliVlll:
llmfang

ZZ4> Hieraus erhellt auch umgekehrt, daß in
ungleichen Kreisen die Bogen »I, ^.kl zu einerley
Winkel am Mittelpunkte gehören, wenn ihre Längen
sich wie die ganzen Peripherien verhalten.

*335» lc>9ter Lehrsaß. Wenn in
ungleichen Kreisen (IIZ. 149.) ungleiche Win¬
kel am Mittelpunkte gezeichnet sind
Ildl, so sind die Längen der zwischen ihren
Schenkeln enthaltenen Bögen ^VI>(^ nnd III
in zusammengeseßtem Verhältnisse der Größe
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ripherien der Kreise.

Beweis. Sind , IWI gleiche Winkel,
so hat man Bogen Bogen III — Umfang

Uinsang HIs.lVlII, oder weil die Periphe¬
rien sich wie die Halbmesser verhalten, (§. Zzr.)
auch /rö:III — SL:6I. Ferner aber ist

^ Winke! also ist das Verhält¬
niß läl:^<ü zusammengesetztaus den Verhältnissen
<?I: t?L und ,^<?L: ^r(?L.

^ Zz6. iioterLehrsatz. Wenn (L'ig.
149.) zwischen den Schenkeln ungleicher Win¬
kel ^dd, Ildl^ aus dem Scheitelpuncte
mit ungleichen Halbmesser P. d, dH die Bo¬
gen P. V, IIIv beschrieben sind, so ist das
Verhältniß der Winkel ^dll, IldLs zusam-
ttiengcsetzt aus dem dirccten Verhältnisse der
Längen der Bogen ^VI>, IIlH und dem um¬
gekehrten Verhältnisse der Halbmesser ^d,
iid.

Beweis. Macht man den Winkel irre
HKIv, so ist ^KIZ.^r<.IL ^ Bogen Bogen
/rL. Es ist aber auch
Bogen M ^ ^6: 116 also .4.6 -n
und Winkel

: H6K —Bogen.^L: ' Bogen »Xl
oder 4L . H6 : IIX . ^6
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oder das Verhältniß : Hkk, aus
den Vechältnissen : Issic

und List : zusammcngeseht.

ZZ7. 7ite Aufgabe. EsistderDnrch-

Messer eines Kreises in Längenmaße gegeben,
man soll seinen Umfang, oder auch die Lange
jedes in Graden gegebenen Bogens in glei¬
chem Längenmaße bestimmen.

Auflösung. Um den ganzen Umfang z»

finden, multiplicire man den Durchmesser mit z, 14,
oder wenn man mehr Genauigkeit verlangt, mit
Z, 14159, so erhalt man den Umfang. — Aus die¬
sem laßt fich dann die Länge jedes Bogens finden,

indem sich z6o Gr. zur Anzahl von Graden eines
Bogens verhalten, wie die Lange des ganzen Um¬
fangs zur Lange dieses Bogens.

Beyspiele. Wenn ein Kreis 25 Fuß 10 Zoll
Durchmesser hat, wie lang ist ein Bogen von 60° 10^
— der ganze Umfang ist — 8>, 15 Fnß, also dieser Bo-

6-zZ
g" ^ zöö' '2' — i'Z, 56 Fuß.

Der Halbmesser der Erde ist — 196Z-120 Paris.
Fnß, wie groß ihr Umfang? — wie groß ein Bogen von
1 Grad, von i Minute, von 1 Secunde, oder von 115
Enden 7 Minuten? Und umgekehrt, wie viele Grade»
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Minuten und Secunden beträgt auf der Erde ein Bo¬

gen von 20000 Fuß lang?

gZ!U ?2ste Aufgabe. Wenn die
Länge des ganzen Umfangs oder eines in Gra¬
den gegebenen Bogens bekannt ist, die Lange
des Durchmessers zu bestimmen.

Auflösung. Wenn die Lange eines in Gra¬

den bekannten Bogens gegeben ist, so suche man

daraus zuerst den ganzen Umfang; die Zahl, welche

die Länge des Umfangs ausdrückt, dividire man mit

z, 14159..., so hat man den Durchmesser.

Beyspiele. Einen Bogen von 45 Grad findet

man 3 Fuß lang, so ist der ganze Umfang — 45

— 64 Fuß, und der Durchmesser — 20,27s
2,1416

Fuß.

Uebnngsansgaben. Wie viel Grade, Minuten,

Secunden enthält der Bogen, welcher dem Dmchmesser

gleich ist? Grade.
Z,l4l59..

Nach der Erdmessung in Peru fand man des

Erd-Umfangs — 5-077,7 Toisen, jede zu 6 Pariser

Fuß, wie groß würde darnach der Erddurchmesser seyn? —

Die Messung in Lappland ergab »ZF des Erd-UmfangS

^ zi6S4,s, wie groß würde dies den Erddurchmesser



geben? — Die Ungleichheit der Resultate zeigt, daß die
Erde keine Kugel ist.

ZZ9» 7Zsre Aufgabe. Eine gerade
Linie zu zeichnen, welche dem halben Umfange
des Kreises sehr nahe gleich ist.

Auflösung. Man ziehe die beyden auf ein¬
ander senkrechten Durchmesser 2VK, Oll; Halbire
den Halbmesser LO in?, und ziehe O?, welche
man verlängert, bis sie in O den Kreis schneidet.
Aus dem Puncte 6 der Peripherie ziehe man 055
auf O? senkrecht, verlängere sie und nehme IRi 122
OX. Hierauf Halbire man 015 in 0, nehme OM
um 055, und zeichne mit diesem Halbmesser einen
Kreisbogen um 0, welcher 015 in iVI schneidet.
Dann ist UVl die gesuchte Linie.

* Beweis. Diese Linie ist nicht ganz voll¬
kommen, aber doch sehr nahe dem halben Umfange
gleich, wie sich aus folgender Berechnung in Zahlen
rrgiebt.

Ist der Halbmesser des Kreises " i. so ist
0? 0 ,5, also ^ (VO- 4. o?-)

^ (1 0,25)^^1,25. Ferner (§.291.)
v? : — U? : ?0,

und (§.274.)?,? OO — ?0 : 015,
also (Arithm. §. 176.) . 150 12?

L? : 015,
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das ist 1,25 : 1, 5 X 1, — 0,5 : SS,
ober LII m — o, 6, und weil

1,25
OS : Sss m OU.?IS, oder 1 : 0,5 m 1.6 . IIS,
so ist US m 0,8 : SI^ — 1,6, und SI — 3,2.
Da nun ferner III im I SlI — 0,3, u»d IM m
SU m 0,8. so ist (§. 177.) UM m ^ (o, 64 —
0, 09) SM m ^ 0,55 m 0,74161985 und MS
— 0,05838015
also MI m 3,2 — 0,05838015 — 3,14161985
die wahre Länge des Halbkreises ist m 3,1415926
also MI zu groß um 0,0000272 des Halbmessers,
welches so wenig ist, daß man es selbst in den größ¬
ten Zeichnungen nicht bemerken kann. I

Z4O. inter Lehrsatz. Die Flache
eines regulären Polygons ist gleich einem Drey¬
ecke, dessen Grundlinie dem Umfange des Po¬
lygons, und dessen Höhe dem Halbmesser des
in das Polygon gezeichneten Kreises gleich ist.

Beweis. Jedes reguläre Polygon (ssig. 147.)
läßt sich durch die von den Endpunkten an den
Mittelpunkt gezogenen geraden Linien XS, IIS in
lauter gleiche Dreyecke theilen, deren so viele sind,
als das Polygon Seiten hat. Jedes solche Dreyeck
hat zur Grundlinie eine Seite des Poligons, und
zur Höhe den Halbmesser LL des eingezeichneten
Kreises. Ist nun das Polygon z. B. ein Fünfeck,
so erhält man ein dem ganzen Fünfecke gleiches

*) Diese Tonstruction ist sine Entdeckung von Hr. Dr. Sll'ers.
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Dreyeck, wenn man ein Dreyeck von gleicher Höhe,
und fünfmal so großer Grundlinie zeichnet, das ist,
dessen Grundlinie dem gaiizen Umfange des Poly¬
gons gleich ist.

Beyspiel. Des regulären Sechseckes Umfang war
im Beyspiele der 6zsten Aufgabe — 6. und die Höhe
ZVie i^z.) ^ o, g66, also der Inhalt — Z . 6 .
866 — 2,598, also etwas über 21 mal so groß, als das
Quadrat des Halbmessers.

Z4I. Il2ter Lehrsaß. Die Fläche

eines Kreises ist so groß, als ein Dreyeck,
dessen Grundlinie dem Umfange und dessen
Höhe dem Halbmesser des Kreises gleich ist.

Beweis. Da man in den Kreis ein Poly¬
gon von so vielen Seiten zeichnen kaun, daß der
Umfang des Kreises sich sehr wenig von dem Um¬
fange des Polygons unterscheidet: so übersteht man,
daß dieser Satz sich als «ine Folgerung des letzten
Lehrsatzes betrachten laßt.

* Man kann diesen Satz kurz so ausdrücken,
daß (?ig. 150.) Inhalt — ß LX,.^l)chX
sey, «0 den Umfang bedeutet. — Wäre
dieser Satz nicht wahr, so müßte z Lic . ^
dem Inhalte eines andern, größern oder kleinern
Kreises gleich seyn. Es sey also erstlich z
Tu Inhalt 5IU5, und UU5, ein kleinerer Kreis als
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ch,Ok'. Man zeichne in ein Vieleck, wel¬
ches den Kreis nicht berührt (§. ZZo.), so
ist der Inhalt des Vielecks rcm ^ ^ . (/ck -j-
LU-^-OU -I- ZU" U- I'k -j- Sch,), und 1v
und zugleich sein Umfang kleiner, als Das
Vieleck aber, wo der Kreis IZIZ^ ganz innerhalb
liegt, ist unstreitig größer als dieser Kreis; es ka.m,
also nicht der Inhalt von HIIv 122 z LX.

seyn, weil dieses Product größer als jenes
Vieleck ist.

Das Product ans dem halben Halbmesser in
den Umfang deS Kreises kann also nicht der Fläche
eines kleinern Kreises gleich seyn; aber auch nicht
der Flache eines gröfiern Kreises. Nimmt man
nämlich an, es sey Inhalt ^ Ll. Um¬
fang IIII'D, so würde, wenn man in jenen Kreis
das Vieleck zeichnet, welches den kleinern Kreis nicht
berührt, z LV . -s- Lv -s- M

-P tU^,) der Inhalt dieses Polygons seyn;
dieses Product ist größer als 2 (U. külX, und
kleiner als der Inhalt des Kreises also
können die beuden letzten! Größen nicht gleich seyn;
und weil es allemal möglich ist, zwischen zwey cvn-
ccntrische ungleiche Kreise ein solches Polygon zu
zeichnen, so erhellt, daß das Product aus dem hal¬
ben Halbmesser in den Umfang eines Kreises genau
die Fläche dieses nämlichen Kreises abmißt, — in
dem Sinne, welches im 6cen Abschnitte hinreichend
erklärt ist.

Z42. Hieraus erhellt nun auch, daß ein
Kreisausschnitt chIILKI. ( Z'iZ. 146.) so

Bragdcs tzconuttir. P
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groß ist, als ein Dreyeck, dessen Basis

der Bogen und dessen Hohe der
Halbmesser ist; denn (§. 2Z7.) die Flä¬
chen der Ausschnitte in gleichen Kreisen verhallen
sich wie die Bögen, also Fläche : Fläche

L,LsslOIQss Bogen : ganzen Umfang.

24z. 74ste Aufgabe. Aus dem ge¬
gebene» Durchmesser oder Umfange eines
Kreises seinen Inhalt zu berechnen.

Auslösung. Ist der Durchmesser gegeben,

so suche man den Umfang, oder umgekehrt suche
man den Durchmesser, wenn der Umfang bekannt

ist, (§> ZZ7>); dann multipiicirc man den ganzen

Umfang mit dem vierten Theile des Durchmessers
oder dem halben Durchmesser. Das Producr drückt
den Flachen - Zuhält des Kreises in eben solchen
Quadratmaße aus, als der Umfang und Durch¬
messer nn Längenmaße ausgedrückt ist.

Beyspiel. Eines Kreises, von 1 Fuß Durchmesser,

Umfang ist rrn z, 1HM6 Fuß, also der Inhalt an 0,

7ZZZS3>5 Qnadratfnß.

Der Umfang der Erde beträgt 5stoc> Meilen, wie

viel Qnadratmeilen die Dnrchschnirtsflächc ihres größten

Kreises? — wie viel beträgt dieselbe in Qnadratfnß,

nach der Angabe im zz? ?. ?



344« 75sic Aufgabe. Es ist der
Durchmesser eines Kreises gegeben, man soll
den Inhalt eines Ausschnitts von einer ge¬
gebenen Anzahl Grade bestimmen.

Auflösung. Man suche den Inhalt des

ganzen Kreises und suche dann das vierte Glied

folgender Proportion: z6o Gr. verhalten sich zu

der Gradezahl des Ausschnitts, wie der Inhalt des

ganze» Kreises zum Zuhält des Ausschnitts.

Ven spiel. Der Inhalt eines Ausschnitts von 60

Graden ist also für den Kreis von l Fuß Durchmesser

— 0, izoN997 Quadratfuß.

Z45. 76fr e Aufgabe. Den Inhalt
eines Kreisabschnitts zu finden, wenn man
die Lange der nöthigen Linie wissen kaun,
oder diese gegeben ist»

Auslösung. Wenn (InZ. 146.) der In¬

halt des Abschnitts .:Vllö^ gesucht wird, so be¬

rechne man den Inhalt des Ausschnitts

und des Dreyecks und ziehe letzteres von

ersierm ab: so hat man den Inhalt des Abschnitts«

Z46. Diese Aufgaben setzen uns in Stand,

ein Quadrat zu zeichnen, welches einem gegebenen

P 2
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Kreise oder Theile eines Kreises gleich ist, und man

kann also den Kreis quadircn, so genau als es

nur je verlangt werden kann. Mit Hülfe der biz.

151. kann man.auch dieses geometrisch so genau

thun, daß der Fehler gar nicht merklich ist. Das

Bemühen eine streng geometrische Quadratur des

Kreises zu finden, ist also für die Ausübung ganz

unnütz.

* Z47. Erklärung. Krumme Linien ücö,

61 ), (big. 152.) sind einander ähnlich, wenn
die an Lange proportionalen Stücke der einen eben

die Lage gegen einander haben, wie die gleich pro.'

portionirten der andern; daß ist, wenn man Tan¬

genten ^.6, Lb' an die Endpunctc 6 zieht

und nimmt den Bogen 21: — ücL und 611 —

— . 6D, so müssen die an 6 und II gezogenen
in

Tangenten 61, IIi> mit ^6, Lss allemal gleiche

Winkel ürI6 221 LlIIv machen, man mag für den

Bruch — nehmen, welchen Theil man will.»

Dieses ist dem Begriffe, den wir vorhin von

der Aehnlichkeit ausgestellt haben, ganz gemäß, denn

die Tanganten deuten die Richtung der krommen
Linie an der Stelle an, wo sie dieselbe berühren,

und wir haben also nach dieser Erklärung, wenn

zum Beyspiel zehnmal so lang als 61) ist,

dann eine Aehnlichkeit, wenn jedes Stück in 61)

gegen das nächste eben die Lage, wie jedes vom
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Endpuncte her ähnlich liegende zehnmal so große

Stücke in hat.

* Z48. irzter Lehrsatz. Alle Kreise
sind ähnliche Figuren, auch alle Kreisaus¬
schnitte von gleich viel Graden und alle Kreis?
abschnitte, die gleich viel Grade fassen, sind
unter einander ähnlich.

Beweis. Nimmt man auf den zwey Krei¬

sen (1'NZ. iZZ.) die Bogen ^.L, OV der ganzen

Peripherien proportinal und zieht Tangenten an die
Endpuncte dieser Bogen: so machen diese mir ein¬

ander gleiche Winkel, weil — OLI? (§. ZZZ.

ZZ4-) und -j- 22 2 IV — DlVi? 4-
Oblb'; also haben die dem ganzen Umfange propor¬

tionale Stücke der ganzen Kreislinie einerley Lage

gegen einander, und diese sind ähnliche Figuren.

Daß auch bey den Ausschnitten und

OlsllV) die Bogen ähnlich sind, erhellt eben hier¬

aus, wenn sie gleich viel Grade fassen, oder sich

auf einerley Weise zu den ganzen Peripherien ver¬

galten; aber auch die Winkel, welche die Bogen
bey und O, so wie bey k und lb mit dem Ra¬

dien machen sind gleich, da ihre Tangenten mit

dem Radien rechte Winkel bilden. Endlich ist auch

22 Bogen ^VlZ - Bogen O?, weil diese

Bogen den Peripherien, folglich auch den Halb¬

messern proportional angenommen sind.

Auch die 'Abschnitte IDV>?O sind ahn¬

lich, denn die Bogen sind es; die Bogen machen
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mir der Sehne einerley Winkel, da iti ID?

rm II — ^ OKI' (§. iz;.), und man hat Sehne
QL : Sehne OK — Bogen clL : Bogen Ob',

weil jene Sehne, als ahnlich liegende Seiten in

den ähnlichen Dreyecken QUO, Okk, sich wie die

Halbmesser QL, OK, folglich wie die Peripherien

und wie die den Peripherien proportionale Bogen
verhalten.

^ Z4y. 114ter Lehrsatz. Die Flä¬

chen zweyer Kreise, verhalten sich zn einander,

wie die Quadrate ihrer Halbmesser.

Beweis. Da (kiz. 150.) Flache IM :

Fläche QOK — I OI . Umfang OIK : Z OK .
Umfang QOK, und

(§. zzi.) Umfang OIK 6,28 ... OI ; und

Umfang QO1>' mr 6,28 . . . OK, so ist

Flache IIIK : Fläche QOK — . Li- :

6
OK-, — iO- OK- .

* z;o. Es läßt sich leicht beweisen, daß auch

ähnliche Ausschnitte sich verhalten, wie die -Qua¬
drate der Halbmesser oder Durchmesser, und dann

folgt eben dies von ähnlichen Abschnitten, denn

(I'ig. l)Z.) sind QUO, Okk ähnliche Dreyecke,

also (§. zog.) Inhalt QUO Inhalt OI.K ^
QO- : OK- , folglich da auch QaLOQ : UIzkkO

2^. QO- : OK- , so ist auch QaULQ — QUO:

OHKKO — Okk m QO- : OK-, oder Abschnitt

QaUQ : Abschnitt O!,I O QO- : OK-.
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* Z?l. 77ste Aufgabe. Einen Kreis

zu zeichnen, dessen Flache so groß sey, als

die Summe der Flächen der gegebenen Kreise

DIAv, eben so einen Kreis zn zeichnen,

dessen Flache so groß sey, als der Unterschied

dieser Kreise. (?iZ. 15z)

* Auflösung, i. Will man einen Kreis der
Summe der gegebenen Kreise gleich zeichnen, so
füge man die Halbmesser .^.L, DA dieser Kreise
rechtwinklicbt an einander, wie KA, AM (Aig.
154.) wo l^A 122 DA, AM 22- ^.D, und ziehe
UM: so ist ein mit dem Halbmesser UM gezeich¬
neter Kreis so groß, als jene beyde Kreise zu¬
sammen genommen. 2. Soll ein Kreis der Diffe¬
renz jener Kreise gleich gezeichnet werde, so zeichne
man den rechten Winkel DAD (Aig. r?4-) nehme
st»? ----- DA (AiZ. 15z.) dem Halbmesser des klei¬
nern Kreises gleich, und schneide mit DU 22: dem Halb¬
messer des großem Kreises von D aus in den an¬
dern Schenkel ein, dann ist AU der Halbmesser des
gesuchten Kreises.

Beweis. Da (§. 177.) UM- 221 AU-
AM- 22: /rO -ss- DA-, und (§. Z49.) Fläche

----- ; und Fläche DAK 22t

'' DA-, so ist AAI DAA — —^—-

(KD- -s- DA-) 22t UM-, aber eben so groß

ist ein mit dem Halbmesser UM beschriebenerKreis.



Der Bnveis für den zweyten Fall, ist diesem ganz
ähnlich.

* Z52. Auf diesen Satz gründet sich die
Quadratur der sogenannten Möndchen des Hippocra-
tcs. Zeichnet man nämlich (siig. 155.) das bey
L rcchtwinklichte Dreyeck und beschreibt über
den drey Seiten die Halbkreise
L?L, so ist erstlich aus §. 265. klar, daß der
Halbkreis IDLLIZ durch Ll geht; ferner aus §. zzo.
daß Zuhält — Inhalt -f- Inhalt
Lchö, weil das dort erwiesene auch für die Halb¬
kreise gilt. Da nun die Abschnitte
LLKL Theile der kleineren Kreise bedecken: so
müssen die übrigen Theile der kleineren Kreise zu¬
sammen, denn übrigen Theile des größeren Kreises
gleich seyn, oder -s- 112
Die Summe der mondförmigcn Abschnitte
LIlZlüL ist also dem Dreyecke ^.LL genau gleich.

Anmerkung. Diese Quadratur, die weiter keinen
Nutzen hat, zeigt, was man müßte thun können, wenn
man den ganzen Kreis quadrircn wollte; man mußte
nämlich eine Cvnstruction finden, durch die sich mit geo¬
metrischer Genauigkeit eine gcradlinigte Figur dem Inhalte
des Kreises gleich zeichnen ließe, s» wie hier das Drey¬
eck den beyden Möndchcn gleich ist. Aber die hierauf ge¬
wandte Bemühungen sind bisher sämmtlich vergeblich gc-
wesen, und da man die Quadratur des Kreises auf an¬
dere Weise nach Z. zhü. völlig genau genug finden kann:
so sind Bemühungen der Art als gänzlich unnütz zu achten-



2ZZ

Anhang einiger Aufgaben, von der Einthei-

lung geradlinigter Figuren.

* z;z. Aufgabe. Ein Dreyeck (?iZ.
156.) so zu theilen, daß die Stücke sich wie m . n
verhalten und die TheUiMgslinie durch die Spitze
gehe.

Auflösung. Man theile die Grundlinie ^,6 so,
daß -VO : vci — m : n (Z. 277.) und ziehe Lv, so
ist -VOR : LOS 22 IN : n. (§. 194.)

* Z54. Aufgabe. Ein Drcueck(?ig.
177.) so zu theilen, daß die Stücke sich wie m zu n
verhalten und die Theilungsltnie einer Seite paral¬
lel sey.

Auflösung- Da m, n in Zahlen gegeben sind,
so suche man ^in und V" (in -s- n) und theile die
Grundlinie so, daß se : 22 ^ m : 1,).
zieht man dann SO mit -rn parallel, so ist (§. zog.)
KvL : — m : m -j- n, also
Lvtl: -vsvL — in: 11.

* Z55. Aufgabe. Ein Dreyeck so zu
the ilen, daß sich die Stücke, wie in: n verhalten
und die Theilungsliniedurch einen gegebenen Punct
O der Grundlinie gehe (?iZ. 15 8-), vorausgesetzt,
daß man alle nöthige Linie messen kann, oder diese
in Zahlen gegeben sind.

Auflösung. Da alle nöthigen Linien in Zahlen ge¬
geben sind, so berechne man den Inhalt des ganzen

m ,
Dreyecks ä-LL, Mi, multipsicire ,bn mit —i—, som -h- u
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hat man den Inhalt des einen gesuchten Stücke?,
Da mm die Grundlime dieses Stücks „ 7 rVv seyn soll,
so findet man die Höhe na» ß. 208. Zieht man also
Li-' in dieser Entfernung mit parallel, so läßt sich
Qv ziehen und es wird lrixs : OL(jZ 2^ IN : n oder

III : III -si- II seyn.

^ Z56. Aufgabe. Ein Dreyeck (^ig.
i?9>) so s" theilen, daß sich die Stücke wie m : n
verhalten »nd die Thcilungslinie einer gegebenen
Linie L)L parallel sey, wenn die nöthigen Linien in
Zahlen gegeben sind.

Auslösung. Man ziehe durch die Spitze mit
Dill parallel' und berechne den Inhalt von ; ist mm
dieser größer als derjenige Theil, welcher sich zum Ganzen,
wie in : 1» ch- n verhalten soll, so laßt sich die Thei¬
lungslinie LII nach K. zzZ, finden. Wäre z. B. ckiLO
22 100, 21280, und die Stücke sollten sich ver¬
halten wie z : Z, also /rlis : rVLci 22 z : g, so ver¬
hält sich 222100 : M, also 22
Zoo : 6sto, und /.I- 22 ^ östo. Hier
nach kann man auch in andern Fällen die Rechnung ein¬
richten.

* Z57. Aufgabe. Ein Parallelogramm
(Tig. 160.) so zu theilen, daß sich die

Stücke, wie m zu 11 verhalten und die Theilungs,
linie durch einen Endpunct L gehe.

Auflösung, Mau theile die Grundlinie so, daß
H,? sich zu verhalte, wie 2 m zu in -j- n, so ist
lk? die Thcilungslinie und : L?n>L 222 ni : n
oder rVV?» ^.kZev ^22 ni: in -s- n. Denn es ist
222 ä W . und 222 . LL, wenn also

— 2 m : m -j- u, so haben die Stricke das
verlangte Verhältniß.
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* Z58- Aufgabe. Ein Trapezium (?>g.
i6l.) so zu theilen, daß siel, die Stücke, wie in :

n verhalten und die Thciluugslinie durch einen

gegebenen Punct L in einer der parallelen Seiten

gehe.

Auflösung. Man ziehe eil mit iLD, so pa¬
rallel, daß sie von bepden Linie gleich entfernt sey, in¬
dem man ^.e ^ elZ nimmt; theile eil so, daß e i :

eil m in : in -f- ii und ziehe durch e und I die gerade
Linie so ist die Theilimg geschehen. Denn man hat
den Inhalt des ganzen Trapezes i-I ee (a.O-j-l>e)
— ei, . ell und den Inhalt des Stücks lLZZickZ — ^

ei, (ltll -j- lliv) — ei,, ei. also - ivzzel) ^
ei : eil ^ m : m -j- n.

Diese Auflösung gilt nur, wenn die Linie in litfl
cinschncidct, schnitte sie in .^I> ein, >v müßte man die
Hohe des Drcoccks, welches abgeschnitten wird, so wie
in §. zzsi. suche».

* Z59. Aufgabe. Ein Trapezium

(?ig. iür.) so zu theilen, daß die Stücke sich wie
m zu n verhalten und die Theilungslinie mit einer

derjenigen Seiten, welche unter sich nicht parallel

sind, parallel läuft.

Auslosung. Man halbire lLL in ziehe tiN
mit parallel, theile cm in i so, daß tli zu c-ii wie

m: nr -P 11, dann ist iii^L.-l ; i^LDiz chß m ; n,
denn iLLW — Li, . 01 und xciiZL — in . ci,,
wenn (ii. senkrecht auf beyden parallelen Seiten ist.

* z6o. Aufgabe. Ei» Trapezium

(?ig. 162.) so zu theilen, daß die Stücke sich wie

in zu 11 verhalten, und die Theilungslinic den pa¬
rallelen Seiten parallel sei).
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Auflösung. In der Figur sind n?>, ex» dic pa¬
rallelen Seilen. Man verlängere dic beyden ander» Sei¬
ten bis sie sich in X schneiden und ziehe von X, X<I ans
die beyden parallelen Seiten senkrecht. Man zeichne nun
ein rechnvinklichtes Dreyeck Ulk, dessen eine Cathete

W. /"m, die andere ^ ^.L. /°n sey und ziehe die
Hypotenuse ici. Endlich ziehe man durch X dic gerade
Sinie XX in mllkührlichcr Richtung, nehme X7>1 ^ I

XI. (XD — alX) /"( IN -s- n) und auf der Linie
XX, XZs — XI, ziehe -d.10 mit ÜX und durch c>,
mit -4.L parallel, so ist X(> die verlangte Theilungslinie.

V e w c i s- Der Inhalt der Trapeze ^LXy u. IILLO
IVL 4- xx

ist, ^xx<z — ——! 4 . xo und tLLLX» —

L.X -s- XX»
- ?c>, und diese sollen sich zu einander verhal¬

ten , ivic m : m -f- n. Nach der Construction ist
(z. 27g.) XI. : XlVI — xn .. XO, und weil XIVI — Itl,

XI. — (XI) — HL) /'(m II), Xls - XI

/'s XX- -j- III-) — '/'(in . LV2 -j- n . HL-)

so ist (XN — /Ik) /-( in -s- 11) : XX — /'(in.
Xv- -j- ir . HL») 1 XO.

XX >/(nr. XX>- -4- n. . HL-Z
also XX - . ^ '

XX» —- /^ (ni ^ n)

Ferner ist xx : XX — : (XO — ^,L)
ItL . xx

also xx
XX» — L.L-

XX
und X0 — XX — X0

er» — iLL

^(ni.ex»--i- n. ^x-) ^ >
/^(in-s-n)

Buch hat man xx : xcz — : xy

XX : XX -j- X0 — HL : -s- Xy

-II. ^ X ry ^ ch
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, ^ ro/z« -- ,. ———" ^ rr (!v —
/ v-^( m . ci)2 ^.. „ >
t ^ ! l L.L )

Hieans folgt ^ . ?Q»
ro . r -- ^L)2

V IN »^- n ^
. rcz2

oder ro . -l- r-Y) ^ ^
. or>2 — IN .

v in n >7
^.s . ?<-2

i 0 . c ?<z ) _^ zzx . (OO — ^Z)2
IN

(cr>2
(in n)

also der Inhalt des Trapezes ^L?0 --Z.ro.
. 102 . (or> -f- ^) ni

2'rr (00 -- ^L) in -f- n'
der Inhalt des qanzen Trapezes ^LLO ist 1- Z ro

( /rL ^ er>).
Es ist aber Lö ^ rc> — -^-i> : LQ — »lso

. 10
- 1. und ! 10. (Viz -l- ?o> —rr. (er> —

in ro.(rv-^-^L)
IN -s- n ' 2

also Inhalt : >. KLV Ill^j- n ^

ro . ^ ^ ^
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oder — AlZcu ^ ^ 7^7' : a — m:
»> 1. wie verlangt wird.

* Z61. Aufgabe. Eine vielseitige Figur

^clöLOL? (?iZ. 16z.) so zu theilen, daß die

Stücke ein gegebenes Verhältniß habe, und die

Theilungslinie der gegebenen Linie KII parallel sey,
wenn man alle nöthigen Linien messen kann.

Auflösung. Man ziehe durch alle Eckpunkte die
Linien I>t, mit der gegebenen Linien <ült pa¬
rallel, messe alle nöthigen Linien, berechne den Inhalt
der ganzen Figur und aller durch diese parallele Linien
abgeschnittenen Stücke: so findet man zwischen welche die¬
ser parallelen Linien die Theilungslinie fallen muß. Gesetzt
sie fiele zwischen K.L und Ab : so crgiebt die Berechnung,
wie groß das zu ALckkdR noch hinzukommende Stück
scnn und wie es sich zu dem ganzen Trapeze ver¬
halten muß. Man kann also die Theilungslinie nach
§. 8Z9- ziehen,

* Z62. Aufgabe. Eine vielseitige Figur soll

in mehrere Stücke so getheilt werben, daß die Thci<

lungslinien in dem Puncte I zusammen laufen, und

die Stücke ein gegebenes Verhältniß zu einander ha¬

ben; — man sehr wieder voraus, daß alle nöthigen

Linien gemessen werden können. 164.)

Man berechne den Inhalt der ganzen Figur und dar¬
aus den Inhalt, welchen jedes Stuck haben soll- Man
ziehe von 1 nach allen Eckpnnctcn gerade Linien IA, IL und
so weiter, und berechne den Inhalt der so- entstehenden
Dreyecke, Soll nun TL eine der Theilungslinien sevn, so
ergiebt diese Berechnung, ob z. B. zwischen lü, l<? eine
zweyte Theilungslinie falle, welches nämlich geschieht,
wenn Lia, kleiner, aber Litt -s- größer, als das
verlangte Stück ist; auch findet man wie viel zu üm
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hinzukommen müsse, und wie sich diese Zugabe zu dem
Drcnecke Kill verhalte; man kann also -kill in dem ge¬

hörigen Verhältnisse nach S- 552. theilen.

Noch eine Aufgabe ans der Feldmeßkunst-

* z6z. Aufgabe. Die Lage der drey Puncte

K-, L, (ü (ssig. 165.) ist gegeben, und man kann
von einem vierten Puncte v, dessen Lage unbe¬

kannt ist, die Winkel und LI)L messen: die

Lage dieses Punctes O soll bestimmt werden.

Auflösung- Man zeichne nach dem verjüngten
Maßstabe die Puncte k, L, ll in ihrer verhältnißmäßi-
gen Lage richtig auf, zeichne an U und ll die gleichen
Winkel lZUll - LllL 1t — ZlOll, lind ferner an
-k und L die gleichen Winkel IKIZ — 11Z1Z, -- it —
XV1Z. Man zeichne um den Punct L, wo IW und hlll
sich schneiden mir dem Halbmesser Lö — IX! einen Kreis,
und zeichne um den Punct k', wo k? und L? sich schnei»
den, mit dem H>albmesscr kl' — IZH einen Kreis. Da
beyde Kreise sich in lZ schneiden, so schneiden sie sich noch
einmal in I), und dieser Durchschnirtspunct giebt in der
Zeichnung die richtige Lage des unbekannten Punctes an,
von woaus die Winkel gemessen worden, so daß kll nach
dem verjüngten Maßstabe die wahre Entfernung dieses
Punctes von k- ist.

Beweis. Da LLll-s-xen — 2 R — 2 lMXi,
so ist WL ^ 2. Lvll; also liegt D im Umfange des
Kreises, dessen Mittclxnnct i! ist, (Z. 26z). Eben so ist
KPL — 2KQZ, also liegt li im Umfange des Kreises,
dessen Mittelpunkt 1' ist; es muß also I) im Durch-
schnittspuncte beyder Kreise liegen.



Die körperliche Geometrie.

Erster Abschnitt.

Von der Lage gerader Linien gegen ebne Flächen,
und ebner Flachen gegen einander.

564. Grundsatz. Wenn man durch
die beyden Endpunkte einer geraden Linie
eine Ebne legt, so liegt die gerade Linie und
auch ihre Verlängerung ganz in dieser Ebne.

Es ist nämlich gewiß, daß sich zwischen jenen
zwey Puncten eine in dieser Ebne liegende gerade
Linie ziehen läßt, (§. 16.) und diese kann nicht
von der gegebenen, durch eben jene zwey Puncte
gehenden geraden Linie verschieden seyn. (§. 15.)

z6;. Es lassen sich aber durch zwey Puncte
oder durch eine gerade Linie mehr als eine Ebne
legen und die Lage der Ebne ist folglich durch zwey
Puncte nicht bestimmt. Man kann nämlich (?ig.
166.) die Ebne um drehen, und sie
in die Lagen bringen.

g66. Grundsatz. Es ist möglich,
durch jede drey gegebene Puncte eine Ebne
zu legen, und wenn diese drey Puncte nicht
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w gerader Linie liegen, so ist durch sie die
Lage der Ebne völlig bestimmt»

Man muß hiebey sich erinnern, daß wir die
Ebne als unbcgränzt oder so weit ausgedehnt, als
inan will, annehmen, und dann ist eS offenbar,
wenn man eine Ebne durch zwey Puncte gelegt hat,
und sie um die durch diese Puncte gezogene gerade
Linie dreht, daß man ihr dann allemal eine solche
Lage geben kann, daß sie auch durch den dritten
Punct geht. Liegt dieser dritte Punct nicht mit
jenen beyden in einer geraden Linier so sieht man
leicht, daß durch diese drey Puncte die Lage der
Ebne völlig bestimmt ist, und nicht ein vierter Punct,
der auch in eben der Ebne liege, ganz willkührlich
kann angenommen werden. Es lassen sich also durch
drey, nicht in gerader Linie liegende Puncte, nicht
zwey verschiedeneEbnen legen.

Z67. Hieraus erhellet, daß jeder geradlinige?
Winkel, auch jedes gcradlmigts Dreyeck, ganz in einer
Ebne liegt, da beyde durch drey Puncte völlig be¬
stimmt werden. Dagegen liegt nicht ein jedes ge-
radlinigtes Viereck ganz in einerley Ebne; denn man
kann vier Puncte, deren einer nicht mit den drey
andern in derselben Ebne liegt, durch gerade Linien
verbinden und so ein Viereck bilden, das nicht ganz
in einer Ebne liegt»

Krandc? Ecoincme-
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Zwey Parallelliuicn liegen immer in einerley
Ebne, weil dieses bey dem Begriffe der Parallele
vorausgesetzt ist; eben deswegen liegc auch icdes Pa¬
rallelogramm ganz in einer Ebne.

z68. Grundsatz. Wenn man einen

Punct I, in der Ebne (k'iZ. 166.)

und einen Punct M außerhalb derselben an¬

nimmt: se> schneidet die zwischen I. und.lVI

gezogene gerade Linie ÄIP. diese Ebne in I.,

und hat außer I. keinen Punct mit ihr gemein;

sondern wenn man nach P' verlängert,

so liegt auch I.A' außerhalb der Ebne.

Wenn eine Ebne eine solche Lage gegen

eine andere Ebne hat, daß sie durch einen Punct

L in dieser Ebne LIXO und durch einen Punct

außerhalb derselben geht: so schneiden beyde

Ebnen einander, uird der Durchschnitt bildet

eine Linie ^.15; außer dieser Linie haben beyde

Ebnen weiter keine Puncte gemein.

Z69. Erklärung. Der Punct P, wo eine

gerade Linie eine Ebne schneidet, heißt der

Durch schnittspunct; die Linie in welcher

Zwey Ebnen einander schneide!», heißt die gemein¬

schaftliche Durchschnittslinie bender Ebnen.
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Z70. isicr Lehr saß. Die Durch?
schniltölinie zweyer Ebnen ist eine gerade Linie.
(I'iZ. 166.)

Beweis. Wenn die Dnrchschnittslinit
der beyden Ebnen LIIvI) und und diese
keine gerade Linien wäre: so hätten beyde Ebnen
mehrere Puncte gemein, die nicht alle in gerader
Linie liegen, und folglich würden beyde Ebnen ganz
zusammen fallen, und gar nicht von einander unter¬
schieden seyn. (§. Z66.)

Z71. Die gerade Linie ch.lZ liegt also sowohl
in der Ebne (b'ig. 167.) als iy der Ebne

und es ist (§. 84.) möglich, in jeder dieser
Ebnen eine Linie IIv und II. durch den Punct I
senkrecht auf /ck zu ziehen. Da nun die beyden
geraden Linien IK, 11^ gewiß in einer Ebne liegen
(§> Zö?')' so 'sr es möglich eine gerade Linie
so gegen eine Ebne ic.II. zu ziehen, daß sie auf
zwey verschiedenen in dieser Ebne durch den Durch«,
schnittspunct I gezogenen geraden Linien senkrecht
stehe.

Z72. 2ter Lehrsatz. Wenn eine ge¬

rade Linie Dk? (I'iZ. lüg.) gegen die Ebne
so gezogen ist, daß sie auf zweyen

durch den Durch schnittspunct L gezogenen, in
Q s
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der Ebne liegenden geraden Linie»;
tZH, IX senkrecht steht: so ist sie senkrecht
auf alle in dieser Ebne durch X gezogene ge¬
rade Linien,

Beweis. Man nimmt auf den Linien XX,
IX die Stücke XX nn XII, XI m XX und zieht
aus einem willkührlichen Puncte X der senkrechten
Linie die geraden Linien XX, XU, XI, XX; zieht
man dann auch noch IX, XX: so läßt sich bewei¬
sen, daß XX IX, XX er- XX, XI n- XX
ist. Hieraus folgt die Gleichheit der Dreyecke XXX,
XXI; ferner wenn man in der Ebne kLIZLI) eine
willkührliche gerade Linie XM durch X zieht, so
ist, weil XX nn XM, das Dreyeck XXX ^ XXM
und XX XM; endlich auch, weil XX rrn XM,
die Winkel XXX XXM - X.

Da XXX, XXI als Scheitelwinkel gleich (§. Z7.)
und nach der Construction XXmXX, XX^XI,
so ist Winkel XXM urr XXX und XX XX
Zieht man nun in der Ebne irgend eine
willkührliche Linie XM durch X, so ist wegen der
schon erwiesenen Gleichheit der Winkel XXiVI im
XXX und Seiten XX rn XX; da auch die Schei¬
telwinkel MXX — XXX, (§. 104.) die Seiten
XM -r- XX und MX --- XX.
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Für die außerhalb jener Ebne liegenden Dreyt
ecke finden folgende Vergleichungen Start. In den
Dreyecken 6L?, M?, ist VS 122 T?, L? rn-
L? und die Winkel fiLK HLH 22z K, also
(§- 7Z- ^77-) ^ ?ü, und ans völlig ahm
lichen Gründen auch ILl im ?I wegen der völligen
Gleichheit der Dreyecke ?LI. So hat man
also in den schiefliegendenDreyecken ?HI,
die Seiten 61<, — HI, — fiH, 212
und (§. 75.) die Winkel22: IHIVI.

Da nun auch die Gleichheit von üiV! 22 <?!.,
IH 22 IN erwiesen, so ist (§. 7z.) IlVI 22 ?!.
und endlich in den Dreyecken ilVIL, iL
22 iZVI ii, also (§.75.)
die Winkel iLlVl 22 i^VI ist, wie wir
angenommenhaben, eine gerade Linie und folglich
liegen die Dreyecke ILM, ILI, in einer Ebne
und die Winkel ?LiVI, I'LI. sind Nebenwinkel,
folglich da sie gleich sind, beyde rechte Winkel.
(§. 25.) L? steht also auf I^iVl senkrecht und da
der Beweis für jede andere in der Ebne ^LLO
durch lü gezogene gerade Linie gilt, so steht L?
auf jeder solchen Linie senkrecht.

z?Z. Anmerkung. Für Anfänger ist es gut,
diesen Beweis und alle ähnliche nicht bloß an der gezeich¬
neten Fignr zu erläutern, sondern alle, nicht in der Ebne
4LLO liegende Linien durch Stifte und Fäden darzustels
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len, weil in der Figur diese Linien nickt alle in ihrem
natürlichen Verhältnisseerscheine» kennen.

Z74. Erklärung. Eine Linie steht

auf einer Ebne senkrecht, (?ig. r6g.)
wenn sie auf allen Linien senkrecht steht, die in die¬
ser Ebne durch den Durchschnittspuncc In gezogen
werden können. Die Ebne heißt dann eine

auf die Linie lu? senkrechte Ebne.

Z75. Eine gerade Linie ist also gegen eine

Ebne senkrecht, wenn sie auf zwe» verschiedenen in
dieser Ebne durch den Durchschnittspunct der Linie
mit ihr gezogenen Linien senkrecht steht. (§. Z72.)

Z76. ztcr Lehrsatz. Es ist nicht mög¬

lich durch einen Punct mehr als eine gerade

Linie zu ziehen, welche auf einer bestimmten
Ebne senkrecht stände, jener Punct mag in
dieser Ebne oder außerhalb derselben liegen»
(?iZ. 169.)

Beweis. Wollte man annehmen, es wäre
möglich, zwey durch den in der Ebne lie¬
genden Punct Zu gehende gerade Linien zu ziehen,
die beyde auf P.LLO senkrecht ständen, nämlich
lulk und luss: so ließe sich durch beyde eine Ebne
legen (§. Z67.), welche gehörig erweitert die Ebne
WLI) in einer geraden Linie III schneiden würde.
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Wären nun X?, Xll beyde auf der Ebne LKXI)

senkrecht, so müßten (§. Z74.) auch beyde auf Xll

senkrecht seyn, weiches bey geraden Linien, die mit

lull in derselben Ebne liegen, unmöglich ist. (§.100.)

Auch wenn durch I'', welcher Punct außerhalb

der Ebne LKLI) liegt, zwey gerade Linien IX,

IX auf LKW senkrecht gezogen werden könnten,

und die Ebne XIX schnitte die Ebne LKW in

III: so müßten I X, IX beyde auf lll senkrecht

seyn, welches unmöglich ist. (§. 96.)

Z77. g.ter Lehrsatz. 1. Durch einen

Punct I der geraden Linie 167.)

lassen sich nicht zwey verschiedene Ebnen le¬

gen, die beyde auf II' senkrecht waren. 2. Auch

ist es unmöglich, daß zwey Ebnen, die ein¬

ander schneiden, beyde auf derselben geraden

Linie ND senkrecht stehen.

Beweis. 1. Wäre zugleich die Ebne LlZXX

und auch die Ebne LKXII auf II senkrecht, so

müßten, wenn man IX willkührlich in der Ebne

LKXX zieht und der Durchschnitt XVI dcr durch

IX und IX gehenden Ebne mit der Ebne LKXII

bemerkt, XI und XVI beyde auf IX senkrecht seyn,

welches (§. 100.) unmöglich ist, da XI, XII,

I? in einerley Ebne liegen.
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2, Auch kann NO nicht auf beyden Ebnen
^VLOH senkrecht seyn, wenn diese sich in

schneiden; dann, zieht man von N und 0,
als den Durchschnittspuncten der Linie NO mit je>
neu beyden Ebnen, Made Linien IN, 10 nach
einem willkührlichen Puncte der Durchschnittslinie
beyder Ebnen: so würde INO ein bey N und 0
zugleich rechtwinklichtcsDreyeck seyn, wenn NO aus
allen in diesen Ebnen durch N und O gezogenen
Linien senkrecht stände. (K. 96.)

Z78. 5ter Lehrsatz. Wenn (I4Z.
170.) eine Linie auf den dreyen durch

einerley Punct ^ derselben gezogenen geraden
Linien <4I), 1^?, <411 senkrecht steht, so lie¬
gen diese drey Linien in einerley Ebne.

B e w e i s. Legt man durch zwey derselben
eine Ebne (§. Z67.) und nimmt an,

diese gehe nicht durch ^.L, so wird sie die Ebne
des Winkels L-lL in einer andern geraden Linie
1^. schneide». Dann aber wäre — R (§. Z72.)
und da L.^ö, I^.L in derselben Ebne liegen, so
können nicht beyde zugleich rechte Winkel seyn; eS
muß also 1^. mit zusammenfallen und die
durch oder und Oll gelegte Ebne auch
durch OO gehe».



-49

Z7Y. 6ter Lehrsatz. Wenn man (?iZ.
171.) von dem Puncte welcher nicht m
der Ebne I'tMI liegt, gerade Linien an diese
Ebne zieht: so ist r. die senkrechte Linie
die kürzeste; 2. wenn die Puncte lü, O, D
in der Ebne I'QIII gleich entfernt von dem
DurchschnittspuneteL der Senkrechten liegen,
so ist .4.E — 2- Z. hingegen ist

> u4K, wenn LE > und die
Puncte E, beyde in der Ebne Zs(MI litt
gen.

Beweis. 1. Zieht man von die Lim?

senkrecht und s6)icf gegen die Ebne

so ist im Dreyecke bey k ein rechtet Winkel,

also >- -^lZ. (§.91.) 2. Wenn LT 22:

— IZO, so ist im rcchtwinklichten Dreyecke auch

22 221 .^.O, weil in allen gleich ist.

(§- 7Z- !?7-) Z» Endlich wenn < LL, so

ist (§. 177.) -4" und

22 ZZL^ -s- und also

>

z8o. Erklärung. Unter der Entfernung

«ines Punctes von der Ebne t61äl, versteht

man den senkrechten Abstand jenes Punctes von der¬

selben, also (?ig. 171.)
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Z8r. isteAufgabc. Durch den Punct
iV/welcher in der Ebne LEOT liegt, (?1Z.
172.) eine gerade Linie senkrecht auf diese
Ebne zu ziehen.

Auflösung. Man ziehe durch in der

Ebne LLO6 die gerade Linie 16 willkührlich, und

in derselben Ebne ^.1 auf 16 senkrecht. Man

ziehe ferner eine, nicht in diese Ebne fallende, auf

16 senkrechte Linie A41, indem man durch 16

«ine willkühcliche Ebne 16!ll legt und in derselben

^rH senkrecht auf zieht, (§. 84-)- Endlich

ziehe man in der durch gelegten Ebne

auf ^1 senkrecht: so ist die verlangte, gegen

die Ebne LL61 senkrechte Linie.

Beweis. Da /cl beyde auf ^1 senk«

recht sind, so ist die Ebne bl^I und folglich (§. Z72.

Z74.) vrx auf /cl senkrecht. Nach der Construc-

tion ist aber auch auf H.I senkrecht, also

(§. Z72.) auf der Ebne L6O1 senkrecht, in

welcher sich die Linien ^1, .^.1 befinden.

Z82. 7ter Lehrsaß. Wenn eine ge¬
rade Linie auf der Ebne senk¬
recht ist. so ist jede mit parallele Linie
611 gleichfalls gegen diese Ebne senkrecht.
(NZ. I7Z-)
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Beweis. Wenn man durch beyde Parallel-
linicn ^k, 611 eine Ebne legt (§. Z67. ), so
schneidet diese die Ebnen 6OKK in der geraden
Linie 6/c, und ^.611 ist ein rechter Winkel, weil
6.4.K es ist (§. 128.); man muß also noch bewei¬
sen, daß 611 auch auf einer zweyten in 6OKK lie¬
genden Linie senkrecht stehe. Man zieht zu dem
Ende 61 senkrecht auf L.6 in der Ebne LOKK,
nimmt 61 22 ^.K und zieht 6L, Kit dann sind
die Dreyecke ^K6 ^ 61^, und ^.LI ^ 6IK,
daher 61 auf der Ebne 116.5. und auch auf 66
senkrecht.

Nach der angegebenen Zeichnung haben die
Dreyecke ^5K6, 6111 die Seiten /^k 121 61, ^6
12: 6^, und die Winkel 6^K 222 ^5.61 — K,
also (§. 7z.) 6ö 212 ^.1. Daraus aber folgt für
die Dreyecke ^5KI, 61k (§. 75.), weil 222
61, .5.1 — 6K, KI 221 KI, daß der Winkel
k^.1 22 I6K. Weil nun I5L ein rechter Winkel,
so ist es auch 16k, also 16 auf ^56 und L6
senkrecht und daher (§. Z72.) auf der Ebne K6^5.K,
mithin auf 116 senkrecht. 116 ist also auf 16 und
6.H., also auf der Ebne Lllkk senkrecht. (Z. Z72.)

Z8z. 8ter Lehrsatz. Wenn und
(HI beyde senkrecht auf die Ebne EDI^I'
sind, so sind sie parallel. (Hz. 17Z.)
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Beweis. Wäre 6H nicht mit parallel,

so würde es möglich seyn, durch l? eine andere

Linie mit parallel zu ziehen, und diese stände,

nach dem vorigen Lehrsatze gleichfalls auf der Ebne

LllLÜ senkrecht. Es ist aber nicht möglich,

zwey verschiedene auf derselben Ebne senkrechte Li¬

nie» durch einerley Punct zu ziehen, (§. Z76.)

also kann eine solche von (?ll verschiedene Linie

nicht Statt finden, und ist selbst mit pa¬

rallel.

z84-, 2t e Aufgabe. Durch einen Punct

welcher außerhalb der CbneLLOD liegt,

(?iZ. 174.) eine Linie gegen diese Ebne

senkrecht zu ziehen.

Auflösung. Um auf die Ebne LLOIÜ

durch ^ eine Linie ^1 senkrecht zu ziehen, zeichne

man zuerst eine willkührliche gerade Linie in je¬

ner Ebne und setze von ^ aus darauf senkrecht

(§-99-); auch ziehe man in eben jener Ebne LOW,

HI durch H auf senkrecht. Die alsdann von

^ auf HI senkrechte Linie ^cl ist die gesuchte Per-

xendicularlinie auf die Ebne LLOL.

Beweis. Da und III beyde senkrecht

auf IO, so ist (§. Z72.) auf die Ebne

senkrecht; fslglich, wenn man durch I, K.I, mir?H
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parallel zieht, auch 151 senkrecht aufMII, (§. ZF2.)

und 151. senkrecht auf M. Da nun auch M auf

III senkrecht ist, so steht M senkrecht auf der Ebne

LLVL. (§. Z72.)

Z85. yter Lehrsatz. Wenn ^.11 (?iZ»

174.) eine in willkührlicher Richtung gegen

die Ebne gezogene gerade Linie ist,

und man zieht von einem Puncte ^ dieser

Linie die gerade Linie senkrecht auf die

Ebne LLOD und verbindet die Durchschnittö-

puticte II, I durch eine gerade Linie III :

so ist der Winkel ^III kleiner, als irgend

ein anderer Winkel, welchen die Linie ^11 mit

einer andern in der Ebne LLOL gezogenen

geraden Linie IIIvI macht.

Beweis. Nimmt man UM HI, und

zieht ^M, so ist (§. Z79.) ch,M >. .4.1; man

hat also in den Dreyecken L.HI, ^,IIM, .4,11

ch.», HI HiVl und M < .4.M, also auch

(§. 76.) den Winkel MII MIM, die Linie

UM mag in der Ebne LLIIL wie man will ge¬

zogen seyn.

z86. Erklärung. Da man von einer Linie

ch.H, (lig. 174.) welche die Ebne LLVL schnei?
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dct, sagt, die Linie sey gegen die Ebne ge¬
neigt: so heißt der im vorigen Lehrsatze als der
kleinste Winkel, den LLkk mit irgend einer in der
Ebne LLOLl gezogenen Linie machen kann, bezeich¬
nete Winkel, der Neigungswinkel der Linie
^411 gegen die Ebne LLOL, die durch den Nei¬
gungswinkel gelegte Ebne -iLIkl ist also zugleich die¬
jenige, in welcher alle von Puncten der Linie ^.bl
auf die Ebne LElDbl senkrecht gezogene Linien lie¬
ge», und daß diese alle in einerley Ebne liegen, er¬
hellt aus §. 124. weil sie Parallellinicn sind.
(§. Z8Z-)

Z87- Zte Aufgabe. Den Neigungs¬
winkel einer Linie ^11 gegen die Ebne LLQQ
zu bestimmen. (QZ. 174.)

Auflösung. Man ziehe aus irgend einem
Puncte -iL der Linie ^rll, eine Senkrechte ge¬
gen die Ebne LLOL (§. Z84-), ziehe zwischen den
Durchschnictspuncten beyder Linien mit dieser Ebne
die gerade Linie Hl, so ist LLHI der gesuchte Nei¬
gungswinkel.(§. Z8Z. Z86.)

Z88. roter Lehrsatz. Wenn die Linie
parallel ist mit (IQ, so ist sie auch pa¬

rallel mit jeder Linie D?, die parallel mit
(IQ gezogen ist. (QZ. 175.)
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Beweis. Man ziehe von einem wilWhrli-

chen Puncte der Linie /ek die Linie auf

LO senkrecht, und ferner in der durch und

gelegten Ebne (§. Z67.) LL senkrecht auf LL):

so ist LO senkrecht auf die Ebne (§. Z72.)

und es sind folglich und Lb' gleichfalls senke

recht gegen diese Ebne (§. Z82.) und folglich auch

mit LL parallel. (§. Z8Z.)

Z89. uter Lehrsatz. Wenn die Win?

kel L/LD, OL? ihre Oeffnung nach dersel?

ben Seile gekehrt haben, (?1Z. 175.) und

die Schenkel des einen sind den Schenkel»»

des andern gegenseitig parallel, nämlich

parallel ZW, nnd parallel ZZ?: so sind

diese Winkel gleich, — OLI', »venn

sie auch in verschiedenen Ebnen liegen.

Beweis. Nimmt man — KO,

L? und zieht LO, so ist (§. 145.) ci)

im L? und LO, L? beyde mit

(§- 147-), also auch LO, L? unter sich parallel

(§- ZL8-). Daraus aber folgt (Z. 145.) LL ---

O?, und dann die völlige Gleichheit der Dreyecke

OlZ? (§. 7;.), in »reichen also die Winkel

^ VIZ?. ^
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Zyo. l2ter Lehrsatz. Wenn die Linien
Ll), (I"iZ. 175.) parallel sind, so

sind beyde gegen jede sie schneidende Ebne
lZIIIX unter einerley Winkel geneigt.

Beweis. Nimmt man — OL und
zieht ^.Z., LlVI senkrecht auf die Ebne 6MX,
so sind anch LlVI mit einander parallel (§. Z8Z>)
und folglich (Z. Z89-) die Winkel Ll^I. 1^: OlZIVl,
also weil ^.1.(1! — OIVlö — kl, anch die Winkel
^.LI. — LOZVl, (§. 157.) und dieses sind die
Neigungswinkel der beyden Linien LO gegen
die Ebne (§. 385.)

Z91. Erklärung. Eine gerade Linie
i st mit einer Ebne KkllR, parallel, wenn alle
Puncte dieser Linie gleich weit von de>- Ebne
(?k!I1^ entfernt sind. (Mg. 175.) Zwey Ebnen
sind mit einander parallel, wenn alle Puncte der
einen gleiche Entfernung von der andern haben, oder
wenn alle von der einen Ebne auf die andere senk¬
recht gezogenen geraden Linien gleich sind.

Z92. Eine gerade Linie kann also eine ihr pa¬
rallele Ebne nicht schneiden und parallele Ebnen kön¬
nen einander nicht schneiden, (vergleiche §. 125.)

39Z. rgter Lehrsatz. Wenn (klZ.
175.) eine gerade Linie mit einer andern
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(ÜO parallel ist, so ist sie auch mit jeder durch
LO gelegten Ebne parallel.

Beweis. Es sey eine dtirch LO ge«
legte Ebne und man ziehe von willkührlichen Puncten
der Linie die geraden Linien ^L, LO
auf die Linie LO und LlVl auf die Ebne
t-IIII? senkrecht: so ist (§. izo.) parallel mit
LO, und (§. ZL.Z.) ^ parallel mit LZVI, folg¬
lich (§. Z89-) die Winkel L^I. nr: OölVl, und
weil " IZZVIO k und ^ LO
(§. 146.) so ist — LIVI (§. 105.), also die
Puncte L gleich entfernt von der Ebne 6IM?
und mit dieser Ebne parallel.

Z94. 14ter Lehrsatz. Wenn zwey
Ebnen I^I^tlll (?iZ. 176.) paral¬
lel sind, so ist jede Linie, II?, welche ans der
einen senkrecht steht, auch auf der andern senk¬
recht.

Beweis. Zm entgegengesetzten Falle würden
nicht alle von Puncten der einen Ebne auf die an¬
dere Ebne senkrecht gezogenen Linien gleich seyn.

Zieht man nämlich II? auf die Ebne
senkrecht, und nimmt an, diese Linie sey nicht auf
H.LLO senkrecht, so wird es möglich seyn, aus Lk
eine andere Linie I?I. auf und wieder I.lVl

Brandes Econielric. R
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aufn7tz(äl? senkrecht zu ziehen (§. Z84.). Dann
hatte das Dreyeck bey I. und bey
einen rechten Winkel, also wäre (§. 91.) '!!<>. >.
Lll. und also 11^ >. I.IVT und

nicht mir parallel, welches der Vor¬
aussetzung entgegen ist.

Zyzl. 4t e Aufgabe. Durch den ge¬
gebenen Punct L ( I'iZ. 175.) eine Ebne
mit der Ebne parallel zu legen.

Auflösung. Man ziehe von k die Linie
senkrecht auf die Ebne H,LK, (§. Z84.) und

errichte nun in willkührlichen nicht mit ^ in gera¬
der Linie liegenden Puncten L, L derselben Ebne,
die auf dieselbe senkrechten Linien Ll), L? und
nehme LO " Zü? so ist die durch ö,
O, ch gelegte Ebne mit der Ebne ^,Llü parallel.

Beweis. Ware diese Ebne nicht parallel mit
so müßte eine andere durch ö gelegte mit

L4.L parallele Ebne möglich seyn, die also wenig¬
stens durch einen der beyden andern Puncte nicht
gehen würde, (H. z66.); diese schnitte also z. B.
die Linie LL> oder ihre Verlängerunganderswo a!s
in O und wäre demnach hier nicht eben so weit als
in ö von entfernt; welches mit der Voraus¬
setzung der Parallelität nicht bestehen kann.
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zy6. 15ter Lehrsatz. Wenn eine ge¬
rade Linie IX (?i^. 176.) auf zweyen Eb¬
nen senkrecht steht, so sind diese Ebnen

parallel.
Beweis. Wären sie nicht parallel, so könnte

man durch X eine andere Ebne mit H.KLI) paral¬
lel legen, »nd IX müßte auch auf dieser Ebne
senkrecht stehen (§. Z94.); es ist aber unmöglich,
baß IX auf zwey verschiedenen durch X gelegte
Ebnen senkrecht sey. (§. Z77.)

ZY7. i6ter Lehrsatz. Wenn die bey¬
den Ebnen LX6K (HZ. 176.)
parallel sind, so ist jede gerade Linie XX ge¬
gen beyde unter gleichen Winkeln geneigt.

Beweis. Zieht man XI senkrecht auf
und I.iVl senkrecht auf so ist, wegen der
Parallelität der Ebnen XI — I.lVI, folglich wegen
der rechten Winkel bey I und iVI, die beyden Drey¬
ecke XII., XlVIX gleich und die Winkel XU 1^:
I.XlVI, (§. 106.) und dieses sind die Neigungswin¬
kel der Linie I.X gegen beyde Ebnen. (§. z86.)

zy8. i?t<r Lehrsatz. Wenn mehrere
parallele Linien von zwey parallelen Ebnen
geschnitten werden, so sind die zwischen bey?

R 2
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den Ebnen abgeschnittenen Stucke gleich. (I'iZ.

176.)

Beweis. Wir brauchen dies nur für zwey
derselben IX, XI. zu beweisen. Man ziehe aus
I und I. die Linien IX., I.IVI auf XIKII senk¬
recht (§. Z84-), so ist bey parallelen Ebnen IX rn
I.XI, ferner (§.390.) IXX — 1.XXI, und X
— XI rechte Winkel, also (§. 105. 1Z7.) IX ^
XI-.

Z99. igter Lehrsatz. Wenn

175.) drey Parallel-Linien cO,

welche nicht in einerley Ebne liegen, von zwey

Ebnen LOI' so geschnitten werden,

daß die zwischen beyden abgeschnittenen Stücke

gleich sind, nn LO — , so sind diese

beyden Ebnen parallel.

Beweis. Wären sie nicht parallel, so könnte
man durch ö eine andere Ebne LX0 mir XLIÜ
parallel legen, dann aber wurde (§. Z98.) LX
X0 m X.L seyn, welches der Voraussehung enc-
gen ist.

400. 191er Lehrsaß. Wenn die

Schenkel der Winkel OL? gegensei¬

tig parallel sind, nämlich parallel mi
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LD, ^ parallel mit M, so sind die Eb-

nen dieser Winkel parallel. (?iZ. 175.)

Beweis. Man nehme LOrrr^L, M ^

so ist, weil die gleichen Linien parallel sind,

(§. 145.) LO " m L? und auch diese Li¬

nien parallel, folglich (Z. Z99.) die Ebnen der bey¬

den Winkel parallel.

401. 2oster Lehrsatz. Wenn in pa¬

rallelen Ebnen die gleichen Winkel

OL? gezeichnet sind, und es ist der eine

Schenkel des einen Winkels dem einen Schen¬

kel des andern Winkels parallel, paral¬

lel L?: so sind auch die beyden andern Schen¬

kel parallel, parallel LO, vorausgesetzt,

daß beyde Winkel an einerley Seite der Schen¬

kel LI' liegen. (?iZ. 175.)

Beweis. Wäre RO nicht mit ^ parallel,

so könnte man eine andere Linie Ldl durch ö mit

parallel ziehen. Nimmt man nun an, diese

liege nicht in der Ebne OIM, so ist gewiß der

Punct K weniger oder mehr von der Linie

entfernt, als der Punct k, weil alle Puncte der

Linie gleich emfernc von der Ebne sind;

dann wäre aber IM nicht parallel mit .'LL, und
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«s muß daher die durch ö gezogene mit pa¬

rallele Linie in der Ebne OK? liegen. Alsdann

aber kann sie auch nicht von öl) verschieden seyn,

weil in derselben Ebne nicht der Winkel Oö? inr

Nöö seyn kann, und nach §. Z89- doch diöö

— OLI seyn müßten.

402. 2ister Lehrsatz. Wenn man in
parallelen Ebnen (kiZ. 177.)
die gleichen und ähnlichen geradlinigtenFigu¬
ren II^I.M und M(1?i) zeichnet, und es sind
in diesen Figuren zwey gleichnamige Seiten
MI., <)? parallel, so sind 1. auch alle übri¬
gen gleichnamigen oder ähnlich liegenden Sei¬
ten parallel, I.I5 parallel?I>, parallel
(M, IM parallel Hss); und 2. sind die ge¬
raden Linien, welche, zwischen den beyden
Ebnen gezogen, die ähnlich liegenden Winkel¬
puncte verbinden, parallel und gleich, Mi)
^ und parallel I.? u. s. w.

Beweis. Da IKöZVl ^ d?0öy, so sind

die Seite» nach der Reihe und die Winkel nach der

Reihe gleich, lö. NO, KI ^ 0?, IM

öt), ZVII <^, und die Winkel I - ^

" 0, I ö, M — 0. 1. Wenn also MI

parallel mit so ist wegen der Parallelität der
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Ebnen und weil, IVI — (), auch (§ 401.) ZVll

mit parallel, und aus eben den Gründen wie¬

der Ik mit NO, kl. mit O? parallel, weil I "

N, k 12: O. 2. Daß aber dann IN ^2 KO —

I.? 1VI(^, und alle diese Linien parallel sind,

erhellt aus §. 145.

40Z. 22ster Lehr saß. Wenn zwischen

parallelen Ebnen (I'iZ. 177.)

mehrere parallele Linien Ills, I.?, lIVIs)

gezogen werden, welche beyde Ebnen schnei¬

den, so bilden die zwischen den DurchschnittS-

puncten in beyden Ebnen gezogenen geraden

Linien gleiche und ähnliche Figuren, in denen

die gleichnamigen Seiten parallel sind.

Beweis. Die zwischen den parallelen Ebnen

abgeschittenen Stücke der Parallcllinien sind gleich,

(§- Z98-) also sind auch die zwischen den Dnrch-

schnittspunctcn je zweyer Parallelinien, mit den bey¬

den Ebnen gezogenen geraden Linien, gleich und paral¬

lel (§. 145.) lk NO, KI. 112 Ol^, KNI —

p(^), lVII " on, und eben deswegen auch die

ahnlich liegenden Winkel gleich (§. Z89-)

404. Es ergiebt sich hieraus auch der Sah:

wenn parallele Ebnen ^IZLO, KKOII (I'ig.

177.) von einer dritten Ebne I.KO? ge-
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schnitten werden, so sind die Durch schnitts-
linien I>X,, 16 parallele Linien; denn wenn

man in der schneidenden Ebne I.? parallel mit 15.0

zieht, so ist I.? ^ 150, (§. Z9L.) folglich (§.

145.) — 10 parallel, also die Durchschnitts»
linien beyder Ebnen parallel.

405. Auch folgende Sätze lassen sich leicht be¬
weisen: wenn zwey Ebnen parallel sind, und
eine dritte Ebne schneidet die eine dersel¬
ben, so schneidet sie auch die andere; denn,

wenn sie (1iZ. 177.) 1161 schneidet, so liegt

sie theils unterhalb, theils oberhalb derselben, nähert
sich also nach einer Seite hin der Ebne und
muß, wenn man sie erweitert, dieselbe schneiden.

(§. 125.)

Ferner: wenn zwey Ebnen einer dritten
parallel sind, so sind sie auch untereinan¬

der parallel; denn wären jene beyden nicht pa¬

rallel, so näherten sie sich nach einer Seite hin ein¬
ander, und würden also gehörig erweitert einander
schneiden; dann aber schnitte eine derselben auch die

dritte und wäre folglich auch ihr nicht parallel.

406. azster Lehr saß. Wenn

!?8.) zwey gerade Linien 611, 115 von drey

parallelen Ebnen 61), 1L6 geschnitten

werden, so haben die zwischen jeden zwey
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Ebnen abgeschnittenen zwey Stücke einerley

Verhältniß zu einander.

Beweis. Man ziehe HI, so sind die Durch¬
schnittslinien 61, Xk der Ebne 6IH mit den pa¬
rallelen Ebnen Lv unter sich parallel (§. 404.),
folglich (§. 274.) 6K : 611 " IX : IH. Eben
so erhellet, daß auch XIX parallel mit XX, qlss
IlVI : IX— IX : IX, daher kl. : 6X 11-XVl :
IX und auch 6K : KX — XVI : XIX. (Arithm.

§. i7r.)

407. 24ster Lehrsatz. Wenn (?iZ.
179.) parallele Ebnend?,, LO von geraden

Linien 151, 15(5, 111, 15I( geschnitten wer¬

den , welche sich alle in dein Puncte durch¬

schneiden , und man zieht zwischen den Durch-

schnittLpuncten dieser Linien mit jeder, der bey¬

den Ebnen gerade Linien 1(5, <511, III5,

XI, und folglich LZ, gli, lile, 11, so bil¬

den diese in den beyden Ebnen ähnliche Figu¬

ren , deren ähnlich liegende Seiten sich zu ein¬

ander verhalten, wie L1 zu XX

Beweis. Legt man durch zwey dieser Linien
6K, K.X eine Ebne, so sind die Durchschnitte der¬
selben II, IX mit beyden parallelen Ebnen Para!«



266

lellinien (§. 404.); aus eben dem Grunde ist kg

mit ?(?, gl> mit <?L, lZL mit Istc parallel und

folglich die Winkel 5 222 L, g 212 <?, li — Ll,

— L. (§. zgg.) Ferner folgt aus §. 274. Lk :

— klr : LL 222 kg ?(?, und ferner, da

auch Lk : LL 222 Lg : Ll^ LIr : LL, Lk :

1^? — gl> : täkä ^ Illc : LL., die Figuren kglisi,

?6kklv sind also ähnliche Figuren, deren ähnlich lie¬

gende Seiten sich zu einander verhalten, wie Lk: LL

408. Erkärung, Ebne», welche einander

schneiden, wie (L>Z. 167.) ^LLL, sind

gegen einander geneigt und bilden einen Winkel

wenn man einen F läche n w i nkel nennt. Die

Große dieses Winkels oder die Größe der Neigung

wird abgemessen durch die Größe des Neigungs¬

winkels beyder Ebnen, (vcrgl. §. 415.)

409. Wi Ilküh r lich er Satz. Man bezeich¬

net einen Flächenwinkel, z.B. den Winkel, welchen

(Lig. 167.) die Ebnen ^KLL, LL)!kl(? mit ein¬

ander machen, durch vier Buchstaben, indem man

ihn mit benennt. Die beyden mittlern

Buchstaben sind hier die an der Durchschnittslinie

stehenden, die äußern Buchstaben stehen irgendwo

sonst, an jeder der beyden Ebnen einer.

410. Da unter einem Flächenwinkcl bloß die

Größe der Neigung zweyer Ebnen gegen einander
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verstanden wird, so können zwey Flächenwinkcl
gleich seyn, ohne daß die Ebnen, von welchen sie
gebildet werden, gleich groß sind oder einerley Figur
haben. Der Flächcmvinkel OeVIIE oder ist
also (k'iZ. 167.) eben so groß als der Flächen«"»?
kel wenn OeLII, ein Srück der Ebne

und ein Stück der Ebne
ist. So können also auch Flächen Winkel gleich seyn,
obgleich bey dem einen die Ebnen, die ihn bilden,
Dreyecke bey dem andern Vierecke sind, da es hie-
bcy bloß auf die gegenseitige Lage der Ebnen an¬
kommt.

411. Erklärung. Zwey Flächenwinkel
passen in einander, z. B. Iß/VZZE (?iA. 166.)
und (?iz. 167.) passen in einander, wenn,
indem man die Ebne auf IH.KX. so legt,
daß die Durchschnittslinicn zusammen fallen,
auch die Ebne (ch'iZ. 167.) sich dicht an

(I'iß. 166.) anlegt.

Man muß sich hiebe» erinnern, daß die Ebnen 'als
ohne alle Dicke angenommen werden, so daß also die
Ebnen, die a» einander gelegt werden, völlig, ohne den
mindesten Abstand zusammen schließen — Uebrigcns er¬
hellt ans dem vorigen Z. daß nicht die ganzen Ebnen ihrer
Größe und Figur nach ans einander zu passen brauchen,
sondern daß es bloß darauf ankommt, daß die Ebnen ih¬
rer Richtung nach an einanderschließen.
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412. Grund saß. Zwey Flachenwiu-
kel, welche in einander passen, sind gleich groß:
und gleich große Flächenwinkel passen in ein¬
ander.

DkescS ist aus der Erklärung des Ausdrucks ein¬
leuchtend.

4lg. 25ster Lehrsatz. Wenn die Eb¬
nen ^.ZZI^?, iZo.) einander
schneiden, und man zieht durch einerley Punct
I der Durchschnittslinie die Linien IIv
in der einen und IM in der andern Ebne
senkrecht auf so dient der geradlinigte
Winkel I5IM, welchen jene beyden Senkrech¬
ten mit einander machen, zur Abmessung des
Flachenwinkels

Beweis. Wenn der geradlinigte Winkel

I5IZVI zur Abmessung des Flächenwinkels

dienen soll, so muß erstlich dieser Winkel gleich groß

ausfallen, man mag I in der Durchschnittslinie

nehmen, wo man will, und zwsytcns muß der

Winkel l5IlVl wirklich mit der Neigung der Ebnen

in genauem Verhältniß stehen.

Was das erste betrifft, so ist jede in der Ebne

auf senkrecht gezogene Linie mit 151
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parallel und jede in der Ebne auf

senkrechte Linie mit IlVI parallel und folglich (§. Z89.)

der von diesen Linien, die durch einerley Punct in

gehen, gebildete Winkel gleich, man mag den

Punct I, wo man will, annehmen. Wenn also

auch Lk senkrecht steht auf in der Ebne

und IZ6 senkrecht auf in der Ebne

so ist IÜK6 ncc

Um aber zu beweisen, daß dieser ebne Winkel

auch der Neigung beyder Ebnen gegen einander pro¬

portional sey, wollen wir annehmen, der Winkel

sey durch die Linie I?, und der Winkel

TZZS durch die Linie LE> halbirt; (§. 8i>) dann

liegen die Linien IU, KL> in einer Ebne, und sind

parallel, und auch die Flachenwinkel L(?,

sind gleich, und ferner ist der Winkel UllVl

für die Ebnen N^LO, ganz eben das,

was der Winkel XllVl für die Ebne«

ist.

Da m — Z . «.IlVI.- so sind,

weil die Parallelität der Ebnen ILIlX'I, LK6 aus

§. 400. erhellt, die Linien?I, 0L parallel (§.401.),

und liegen folglich in einer Ebne, und diese Ebne

halbirt alle nach der Vorschrift des Lehrsahes gezeich¬

nete, mit X,IlVI gleich große Winkel.

Die Ebne theilt aber auch die Flachen¬

winkel in zwey gleiche Hälften, Denn,
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wenn man sich den Winkel MÜ.IZL in K^IZIü ge¬

paßt denkt, so fallt auf si)l! und OL auf KL,

MI auf ?I und ?I auf KI; und da statt Kl,

?I, MI so viele ähnlich gezogene Linien, als man

verlangt, möglich sind: so passen die Flächenwinkel

ganz in einander. Man übersieht leicht, daß eben

so, wenn ?IK — ^ MIK wäre, der Flächenwin-

kcl K^LIZK ein drittel von H-Ü.KK ist und über¬

haupt ?IK : MIK rn: K.FIIK : II^KK. End¬

lich aber ist auch I'IK gerade eben das für den

Flächenwinkel KeLKO, was MIK. für K^LK ist.

Denn da die ganze Ebne KIM? auf KL senkrecht

steht: so ist ?I auf KL senkrecht und liegt in der

Ebne I^KLO, so wie Kl auf KL senkrecht ist und

in der Ebne LKLL liegt.

Der Ebne Winkel MIK ist also das Maß des

Flächenwinkels IKLsil.

414. Erklärung. Da die Größe des Flä«

chcuwinkels KKLt? (Kig. isto. ) abgemessen wird

durch den Neigungswinkel der beyden Ebnen gegen

einander: so ist der Neigungswinkel zweyer

Ebnen KLK?, KL6K derjenige geradlinigte Win,

kel KIM, welcher entsteht, wenn man durch irgend

einen Punct I der Durchschnittslinie KL in jeder

der beyden Ebnen gerade Linien senkrecht auf KL

zieht.
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Die Ebne dieses Winkels heißt die Ebne des

Neigungswinkels.

415. Die Ebne des Neigungswinkels

steht also auf der D ur ch schn ir t sli n i e bey¬

der Ebnen senkrecht und eine jede Ebne,

weiche auf dieser Durchschnittslinie senk¬

recht steht, ist die Ebne des Neigungs¬

winkels, weil durch keinen Punct I der Durch¬

schnittslinie zwey verschiedene auf senkrechte

Ebnen möglich sind. (§. Z77.)

416. Da die Flachenwinkel durch den gerad-

linigren und ebnen Neigungswinkel gemessen wer¬

ben, so erhellen folgende Satze von selbst: Wenn

zwey Ebnen steh durchschneiden, so sind die

wie Scheitelwinkel, einander entgegenge¬

setzte Winkel gleich, und ferner, wenn eine

Ebne, wie (b'iZ. 167.) auf einer an¬

dern Ebne Lb)Iöl(? steht, so betragen die

den Nebenwinkeln ähnliche Flächenwin¬

kel zusammen zwey rechte Winkel

417. Erklärung. Eine Ebne stehtauf ei¬

ner andern senkrecht, wenn der Neigungswinkel

beyder Ebnen gegen einander ein rechter Wmkel ist.

4« 8. 26ster Lehr saß. Wenn die ge¬
rade Linie (tiZ. 171.) auf der Ebne
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?QIII senkrecht steht: so steht jede durch
gelegte Ebne gleichfalls auf ?LIII senk¬

recht.
Beweis. Zst ^LO eine solche durch

gelegte Ebne und die Linie M auf die Durch¬
schnittslinie ED senkrecht gezogen: so ist der
Neigungswinkel beyder Ebnen gegen einander und
dieser ist ein rechter Winkel, weil auf alle
durch L in der Ebne gezogene Linien senk¬
recht steht.

419. Es ist also nicht schwer, durch die in
der Ebne liegende gerade Linie LO
171.) eine Ebene auf I'KHI senkrecht zu setzen.
Man hat nämlich bloß nöthig, die auf diese Ebne
senkrechte Linie durch irgend einen Punct der
Linie LO zu ziehen, (§. zzi.) und eine Ebne
durch .örkv zu legen.

420. 27ster Lehrsatz. Wenn
171.) zwey Ebnen und auf
einander senkrecht sind, und eö ist in einer der¬
selben eine Linie LL auf die Durchschnitts-
linke LO senkrecht gezogen: so steht sie zu¬
gleich auf der andern Ebne senkrecht.

Beweis. Zieht man in der andern Ebne
die Linie auf die Durchschnittölinie LO in dem-



-7Z

selben Puncte kt senkrecht: so ist L.K0 der Neigungs¬
winkel, von welchem vorausgesetztist, daß er ein rech¬
ter Winkel sey. Es steht also K0 auf und 00, folg¬
lich auf der ganzen Ebne ^tL0 senkrecht. (§. Z72.)

421. 28sier Lehrsatz. Wenn (?iA.
181.) zwey Ebnen D00I1 und auf
einer dritten Ebne senkrecht stehen:
so steht l. auch die Durchschnittslinie jener
beyden Ebnen auf dieser dritten senkrecht, und
2. die dritte Ebne ist die Ebne des NeigungS?
tvinkels jener beyden.

Beweis. 1. Zn der dritten Ebne ziehe man
0? senkrecht ans 0t?, und 0t) senkrecht auf 01.,
wo 00, 01. die Durchschnittsliniender beyden
ersten Ebnen mit der dritten find; dann ist (§.421.)
0t) auf die Ebne HEIlVI und 0? auf die Ebne
1.10H senkrecht, folglich sind beyde Linien auf
0H senkrecht und diese ist eine Perpendicularlinie
gegen die Ebne ^LL0. (§. Z72.)

2. Da aber 110 auf ^LL0 senkrecht steht:

so ist 00 eine in der Ebne 01011, und Ml>
«ine in der Ebne I001VI auf die Dnrchschnittslinie
H0 senkrecht gezogene Linie, und folglich (§,413.)
die durch 00iVl gelegte Ebne ch.LL0 die Ebne des
Neigungswinkels jener beyder Ebnen.

Vwndei Ecs»i«eri», S
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422. 29II er Lehr saß. Wenn (1'iZ.

182.) die Ebne die Ebne EO1II1

in ch.H schneidet, und. man zieht von einem

Puncte der einen Ebne eine Linie 151.

auf die andere Ebne und eine Linie 151 ans

die Durchschnittslinie chcL senkrecht: so ist

die Ebne 1511. die Ebne des Neigungswin¬

kels.

Beweis. Es ist nämlich dann auch die zwi¬

schen den Durchschnittspuncte I und I. gezogene Li¬

nie II. auf senkrecht. Wäre sie es nicht, so

könnte man eine andere Linie IIVI auf ch.H senk¬

recht und auf diese 15^1 senkrecht ziehen, und dann

würde (nach §. Z84.) I^lVI auf senkrecht

seyn, welches unmöglich ist, wenn 151. als senkrecht

angenommen worden. Sind aber 151 in der einen

und 1.1 in der andern Ebne auf ch.il senkrecht: so

ist 1511. der Neigungswinkel. (§. 41z.)

42Z. Zvsier Lehrsatz. Wenn (HZ.

182.) die Ebne EDIIli von der Ebne

Willis, in chU geschnitten wird, und mau

errichtet in einem willkührlichen Puncte I. der

einen Ebne die ans diese Ebne senkrechte Linie

I.I5, und zieht von demselben Puncte die Li¬

nie 11. auf die Durchschnittölinie ^11 senk-
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recht: so ist auch die in der andern Ebne

zwischen den DnrchjchnittSpunttcn I und X

gezogene Linie IX auf senkrecht, und die

Ebne 1XX ist die Ebne des Neigungswin¬

kels.

Beweis. Wäre nicht 151 auf senkrecht,

so sey 150 auf /VL und 0dl auf auch I5dl
auf dl0 senkrecht; dann wäre (§. Z84.) XX senk¬
recht auf die Ebne LOX0, und es könnte nicht

zugleich 151. auf dieselbe senkrecht seyn. (§, Z76.)
Also ist 115 auf senkrecht und XII. der Nei¬

gungswinkel beyder Ebnen. (§. 41 Z.)

424. Aus dem bisherigen erhellet, daß 1.
Der Neigungswinkel einer Linie gegen
eine Ebne i» der durch die Linie auf die

Ebne senkrecht gelegten Ebne liegt (§. z86.

419.); 2. daß die Ebne des Neigungswin¬
kels zweyer Ebnen auf diese beyden Ebnen

senkrecht steht. (§. 422.) Auch erhält, daß

es (chig. 167.) keine andere durch I gelegte Ebne
geben kann, die auf beyden Ebnen senkrecht sey,
außer der Ebne des Neigungswinkels 15IIVI; denn

sonst stände (§. 422. Nro. 1.) die Durchschnitts¬

linie so wohl auf dieser, als auf der Ebne des

Neigungswinkels, die durch I geht, senkrecht (H.

416.), welches gegen §. Z76. Z77. streitet.
S Ä
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425. 5t e Aufgabe. Eine Ebne zu be¬

stimmen, welche (?5Z. 167.) durch die Linie

geht und gegen die Ebne EDIII? unter

einem bestimmten Winkel geneigt ist.

Auflösung. Man ziehe in der Ebne L0II0
die Linie IM auf KL senkrecht; errichte in einem
Puncte 0 der Linie IM eine Linie K0 senkrecht
auf die Ebne LO0II, (§. Z8i-) ">'.d lege durch
IM, K0 die Ebne KIM. In dieser Ebne zeichne
man den Winkel KIM dcmjenigem Winkel gleich,
unter welchem die verlangte Ebne gegen L0II0 ge¬
neigt seyn soll: so ist eine durch KLK gelegte Ebne
diejenige, welche gegen LOII0 unter dem verlang¬
ten Winkel geneigt ist.

Beweis. Da K0 senkrecht steht auf 00H<^
so ist die Ebne IK0 senkrecht auf 01)110 (§.419.),
also KV sentrecht auf IK0, weil sie senkrecht auf
10 ist (§. 421.). Jede durch KL gelegte Ebne
ist also auf IK0 senkrecht und folglich 1K0 die
Ebne des Neigungswinkels der Ebnen KLLI',
KL0H, und KI0 ist dieser Neigungswinkel; da
nun KI0 dem gegebenen Winkel gleich ist: so ist
die Neigung der Ebnen gegen einander so groß, als
verlangt wird.

426. Zist er Lehr saß. Wenn (?1Z.

i8z») zwey parallele Ebnen LD von
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einer dritten Ebne 13? geschnitten^ werden:

so ist diese leßere gegen beyde parallele Ebnen

unrer einerley Winkel geneigt; es ist nämlich
161111 ^ IllvO.

Beweis. Man ziehe in der Ebne ?? die
Linie 1'0 auf die eine Durchschnittslinie <311 senk¬
recht, so wird ihre Verlängerung auch aus der an¬
dern Durchschnittslinie 115. senkrecht seyn, (§.126.)
weil <311 mit 115 parallel ist. (§. 404.) Zieht
man ferner in der Ebne ^IZ die Linie llllZ auf <311
senkrecht, so ist ?OlZ die Ebne des Neigungswin¬
kels der Ebne ?? gegen .5lZ; (§. 41z.) und wenn
man diese Ebne erweitert, so schneidet sie IZ5 in

(weil die Linie ?OiVl ganz in dieser Ebne
liegt, und also die zu (ZU parallele Linie nothwen¬
dig schneiden muß,) und die Ebne 01) in 1VIV;
es ist aber (§. 404.) OK mit lVID parallel, also
(§- Z89-) 15IV1O 202 HO? 22 H und OlVIO ist
die Ebne des Neigungswinkels für die Ebnen 13?,
O.O. (§. 416.) Da nun 0? parallel lVlO , so ist

(§. 128.) der Neigungswinkel ?0L 222 OlVIO,
wie der Lehrsatz angicbt.

427. Z2ster Lehr sah. Wenn zwey

Ebnen 6O (1'iZ. i8Z>) von einer

dritten 131' so geschnitten werden, daß die

Durchschnittslinien <111, 115 parallel, und die
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ähnlich liegende» Neigungswinkel der dritten
Ebne gegen beyde gleich sind: so sind jene
beyden Ebnen LO parallel.

Beweis. Wenn 611 die Dnrchschnittslinie

der Ebnen In? und ihr gegenseitiger

Neigungswinkel ist: so steht 611 (§. 416.) und
folglich auch die als parallel zu 6H angenommene
IX. auf der Ebne IML senkrecht (§. Z82.); wenn

also die Ebne die Ebne LO in 1V1I) schnei¬

det: so stehen beyde Ebnen 6O und auf der
Ebne ?1VIO senkrecht (§. 419.) und ?lVIO ist die
Ebne des Neigungswinkel (§. 422.), also, nach
der Voraussetzung, der Winkel ?1VIU ^2

und 6IZ mit XllD parallel (§. izi.), folglich die

Ebnen ^,L, LL> parallel. (§. 400.)

42g. Anmerkung. Die bisherigen Lehren zeigen
ihren Nutzen zwar schon dadurch, daß sie die Grundlage der
ganzen körperlichen Geometrie, der Lehre von der Aus¬
messung der Körperu. s. w. ausmachen; aber es giebt
auch andere Anwendungen derselben, besonders in der Feld-
meßkunst und der Perspektive. Die letzere ist diejenige
Wissenschaft, welche lehrt, wie mau Körper oder auch
ebne Figuren, die in andern Ebnen liegen, auf einer be¬
stimmten Ebne so abzeichnen kann, wie sie dem Auge in
einer bestimmten Lage erscheinen.

429. Zu der ebnen Geometrie nahmen wir
liberal! an, daß bey Messungen auf dem Felde alle
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in die Charte (§. ZvF.) einzutragende» Puncte in

einerley Ebne liegen; aber dies ist sehr oft nicht der

Fall, und besonders in gebirgigen Gegenden kann

cS sich ereignen, dasi einige Puncte viel höher oder

tiefer liegen, als andere, und da ist es dann eigent¬

lich die Absicht des Feldmessers alle diese Puncte in

der Charte ans einerley Ebne, wozu man gewöhn¬

lich die horizontale Ebne wählt, zu projicircn,

das ist, anzugeben, wo die Puncte in der horizon¬

talen Ebne liegen, über oder unter welchen sich

senkrecht die beobachteten Puncte befinden.

4Zo. Man erhalt nämlich im Allgemeinen

die Projektion einer Linie oder Figur,

(1Ag. 177.) auf eine gegebene Ebne

läS, wenn man von allen Puncten jener Figur ent¬

weder parallele Linien, oder Linien die in einem ge¬

gebenen Puncte zusammen laufen an diese Ebne

zieht, und die Durchschnittspuncte der Linien mit

dieser Ebne gehörig unter einander verbindet.

So also ist die Projection der Figur Ml.lvr

auf die Ebne Le, (tix. 177.) und kgl-lc gleichfalls eine

Projection der Figur 1 LMil auf die Ebne tt k (i ig. 179 )

4Z1. Man übersieht leicht, daß die Projec¬

tion derselben Figur 177.) anders

ausfällt, je nachdem die Lage der Ebne vcr'

schieden ist, und je nachdem die gegen diese Ebne
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gezogenen Linie» einander parallel oder in einem oder
dem anderen Puncte zusammen laufend sind. Man
muß daher bestimmen, was für eine Projcction
man in jedem Falle verlange.

Zn der Fcldmeßkunst projicirt man fast ohne
Ausnahme durch parallele Linien auf eine horizon¬
tale Ebne; in der bergmännischenMeßkunst (§. zio.)
oder der sogenannten Markscheidekunst ebenfalls durch
parallele Linien, aber bald auf eine verticalc (das
ist senkrecht auf der horizontalenstehende) Ebne,
bald auf eine horizontaleEbne. In der Pcrspcc-
live hingegen gebraucht man Projektionen die durch
Linien, welche in einen Puncte L (?ig. 179.) zu¬
sammen laufen, gebildet werden.

432. 6t e Aufgabt. Wenn im Felde
die Standlinie cs ( k'ig. 14Z. ) horizontal
abgemessen ist, den Punct O in der Charte
einzutragen, welcher in der durch cs gelegten
horizontalen Ebne senkrecht unter ^ liegt, be¬
sonders in dem Falle, wo I) kein bestimmt
zu beobachtender Punct ist.

Auflösung. Man stelle in c und e den
Meßtisch genau horizontal auf, und drehe das Li¬
neal bis es nach der durch gezogenen Vcrticalli-
nie gerichtet ist: so schneidet sich auf dem Meßtische



28 l

der Punct ab, welcher in der Charte dem Puncte
^ entspricht.

Anmerknng- Die Forderung, das Lineal nach der
dnrch gezogenen Verricallinie zu stellen, ist in dein ge¬
wöhnlichen Falle, wo der Winkel -Vcl) und selten
erheblich ist, leicht zu erfüllen, da man dann -v im Fern¬
rohre sieht, wenn auch dieses horizontal gestellt ist- Wenn
hingegen ^cv ein großer Winkel ist, so thut man da,
wo Genauigkeit erfordert wird, besser, die Lage des
Puncts O trigometrisch z» berechnen.

* 4ZZ. ?t e Aufgabe. In einem Berg¬
werke sind 184.) die Gänge LL,

iüll, welche nicht in einerley Ebne lie¬

gen, ausgearbeitet; mau verlangt von diesen

Gangen eine Projection auf die verticalc Ebne

I <411 und die horizontale Ebne llllv.

Auflösung. Die hier verlangte Projectivnen
entstehen, wenn mau Linien von jedem Puncte
senkrecht auf die Ebnen zieht, und ich nehme an,
daß ein Punct rV, des Ganges in der verticalen
Ebne, und ein Punct ssl desselben in der bestimm¬
ten horizontalen Ebne liegt.

Um nun zuerst den horizontalen Riß zu verfer¬
tigen, ziehe man eine Linie lssK, welche dem Durch¬
schnitt der verticalen Ebne mit der horizontalen vor¬
stellt; diese Linie will ich die Nordliuie nennen und
annehmen, die venicale Ebne sey von Norde» nach
Süden gerichtet. Man messe nun die Lange des
geraden Stückes 1ÜL) des Ganges und den Nci-



282

gnngswinkcl VTt) desselben gegen den Horizont, so
kann man daraus und ans dem rechten Winkel bey

ein Dreyeck zeichnen, wo sich dann die Seite

(M als die Lange der horizontalen Projection dcS

Ganges LO ergicbt. Die Richtung dieser Projec¬

tion gegen die Nordlinic findet man, wenn man

in L einen Compaß horizontal aufstellt und den

Winkel bestimmt, welchen die verticale Ebne t)IM
mit der Nordlinie macht. Eben so bestimmt man

bey jedem Stücke ss!L> die Länge und Richtung der

Projection bis die ganze Reihe von Gängen
aufgezeichnet ist. Ist ein Stück des Ganges

genau vcrtical, so kommt bey () im horizontalen
Risse bloß der Querschnitt dieses Schachtes.

Für den verticalcn Riß muß man bemerken,

daß es in demselben nicht bloß auf die Länge der

vom Ende O eines Ganges gezogenen Vertical-

linie ankommt, sondern auch auf die Richtung ge¬

gen die Ebne (?II; man berechnet daher zwar zu¬

erst die Linie ()O, welche die senkrechte Entfernung

des Punctes sVI von der Linie IM im Verhältnisse

ergiebt, muß aber zugleich aus dem horizontalen

Nisse abnehmen, wie weit () von der auf IM senk¬
rechten Linie absteht; dann nimmt man K3 ^

diesem Abstände, der Hohe des Punctes I)

gleich und erhält IVI als Projection von O. So

verfährt man ferner für den zweyten Theil des Gan¬
ges OL, indem man den senkrechten Abstand des

Punctes ? im Horizontalrisse von ()3, die senkrecht
auf IM steht, von 3 nach 0 trägt und die verti¬

kale Höhe OI. --2 L? nimmt; dann stellt den
Punct L vor.

Es entspricht also dem Puncte L, im Hori¬

zontal Nisse 1^, im Vertical-Nisse A,
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dem Puncte O, im Horizontal-Nisse (), im
Vertical-Nisse M,

dem Puncte L, im Horizontal-Nisse 1', im
Vertical-Nisse I., u. s. w.

* 4Z4. Diese beyden Abrisse vereinigt, geben
also eine vollkommene Vorstellung von der ganzen
Lage der Gänge. Man sieht nämlich, wenn bk Nor¬
den, Iss Süden bezeichnet, daß LL etwas südlich
läuft und sich um eben so viel, als Uch senkt, dage¬
gen läuft LI) etwas nördlich und M mit starker
Senkung wieder südwärts.

4Z5> Aus der Perspektive ließen sich hier sehr
viele Aufgaben zur Erläuterung mittheilen, aber cS
würde zu weitläufig seyn, auch nur das Nöthigste

hier zu erwähnen. Die allgemeine Aufgabe der Per¬
spektive ist folgende: Wenn LOL? eine Figur oder
ein Körper von gegebener Gestalt und Lage ist, und

es befindet sich ein Auge in O (?iZ. I85-), auf
der gegebenen Ebne ^IZ, eine in dieser Ebne liegende
Figur Ski zu zeichnen, welche dem Auge 0 jene
Figur oder Körper genau verdeckt. — Offenbar ge¬

schieht dies, indem man von jedem Puncte des Um¬
risses des Körpers gerade Linien nach dem Auge

zieht und die dadurch auf abgeschnittene ebne
Figur bemerkt. Diese Figur fällt anders aus bey
verschiedener Lage der Ebne und des Auges.

Eigentlich verlangt man nun in der Abzeichnung

nicht bloß den Umriß des Körpers dargestellt
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zu sehen, sondern man will auch alle Kanten, Win¬
kel u. s. w. deutlich erkennen, wozu dann eine rich¬
tige Schattirung mit gehört. Aber alles dies
läßt sich hier bloß andeutKi.

4z6. Grund saß. Zwey Ebnen oder

drey Ebnen reichen nicht hin, um einen Kör¬

per zu bcgränzen, sondern es werden hiezu

nothwendig wenigstens vier ebne Flächen er¬

fordert.

Drey Ebnen nämlich welche sich einander so durch¬
schneiden, wie (?ig. iz6.) die Ebnen ^IZL,ch.LU,
AcEU, machen zwar eine Abtheilung des Raumes
oder umschließen einen Raum, aber dieser Raum ist
bey LLI) noch unbegränzt und es ist hier eine vierte
Ebne nöthig, um den Raum völlig auch von dieser
Seite zu begränzcn.

4Z7- Erklärung. Wenn drey oder meh¬
rere gcradiinigte Winkel (?ig. ig6.) L4.E,

so an einander liegen, daß ihre Spitzen in ^
zusammen fallen und jeder Schenkel zweyen Winkeln,
die aber nicht in einerley Ebne liegen, gemeinschaft¬
lich ist: so bilden diese ebnen Winkel eine Ecke
oder einen körperlichen Winkel; und die Ecke
heißt dreyseitig, vierseitig ». s. w. je nachz
dem der an einander gefügten ebnen Winkel drey,
vier oder mehrere sind.
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4?8- Eine solche Ecke wird also nach LLI)

hin unbegrenzt angenommen, indem man bloß die

Form des körperlichen Winkels bey ch, betrachtet,

ohne sich darum zu bekümmern, wie weit die ein¬

zelnen Flächen sich nach L, L, O hin erstrecke».

4Z9. Erklärung. Die ebnen Winkel, aus

welchen die körperliche Ecke gebildet wird, heißen

ihre Seitenflächen, hingegen heißen die Nei¬

gungswinkel der Flächen gegen einander die Win¬

kel der körperlichen Ecke; auch heißen die

Durchschnittslinien die Seiten¬

linie n.

* 440. ES läßt sich leicht übersehen, daß
alle andere körperlichen Winkel sich i» drcyseitige

zertheilen lassen, und es ist daher nur nöthig, die

dreysettigen Ecken genauer zu betrachten.

*441. Erklärung. Man nennt jede drey¬

seiti ge Ecke auch ein körperliches Dreyeck, die

drey ebnen Winkel, von dem sie eingeschlossen wird,
die Seitenflächen oder Seiten des Drey¬

ecks, und die Neigungswinkel der Ebnen gegen ein¬

ander die Winkel desselben. Es ist übrigens von

selbst einleuchtend, daß der Neigungswinkel der Ebne

gegen der Seiteufläche anliegt,

aber der Seitenflache chDll gegenüber steht,

und so auch mit den übrigen Seiten.

*442. Erklärung. Ein körperliches Drey¬

eck paßt in ein anderes, wenn die ebnen Win-
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kel, welche die Seitenfläche bilden, und die Nei¬
gungswinkel in dem einen so groß sind, als im
andern und in beyden in einerley Ordnung auf ein¬
ander folgen, so nämlich daß der Seitenfläche die
in beyden gleich ist, auch gleiche Winkel gegenüber
liegen und rechts unter sich gleiche und links wieder
unter sich gleiche Winkel anliegen.

" /ch". Anmerkung. Ebne Dreyecke kann man
auf einander decken, wenn den gleichen Grundlinien auch
die rechts liegende Seite im einen der links liegende» im
andern, und die links liegende Seite in jenem der rechts
liegenden in diesem gleich ist; denn man stellt sich dann
vor, das eine werde umgekehrt und so aufgedeckt;aber
eine solche Umkehrung findet bey den körperlichen Drey¬
ecken nicht Statt.

* 444. Grundsatz» Körperliche Drey¬
ecke sind gleich, wenn sie in einander passen»

* 445. Dagegen erhellt an« dem Vorigen,
daß zwey körperliche Dreyecke auch dann einander
in gewissen Sinne gleich seyn können, wenn sie auch
nicht in einander passen, es kann nämlich in bey¬
den die eine Seitenfläche gleich seyn, und der rechts
anliegende Winkel des einen dem links anliegenden
Winkel des andern, und so die rechts anliegende
Seitenfläche des einen der links anliegenden Seiren¬
fläche des andern gleich seyn, auch der dritte Win¬
kel in beyden gleich. Dann passen beyde nicht in
einander und weichen von der völligen Gleichheit
doch allein darin ab, daß das eine nach der rechten
Seite so gebildet ist, wie das andere nach der lin¬
ken Seite. Man kann solche Dreyecke symme¬
trisch nennen.
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* 446. ZZster Lehrsah. Wenn in den

körperlichen Dreyecken (lig. 187.) /VI5L!!),

crdcä )cde Seitenfläche deö einen einer Seitenflä¬

che des andern gleich ist, L/VL — dn.c,

^ cnci, Lssv — kaä: so sind auch die

Winkel gleich, welche zwischen den wechselsei¬

tig gleichen Seiten eingeschlossen sind, näm¬

lich LiiOVD ^ ciZctcl, -m: cclctlz,
clcad.

Beweis. Wen» man in der Ebne L^VK,

die Linie und in der Ebne O^k die Linie LO

auf -ilck senkrecht zieht: so ist LKO der Neigungs¬
winkel der Ebne L.^IZ gegen lZ.^O, und wenn man

auf ähnliche Weise eil, dcl zieht, nachdem man ae

ma ^.L genommen, so ist edel der Neigungswinkel
der Ebne cad gegen dsä; es ist also zu beweisen

daß clxl " LKO sey. Man hat /^L im an,

L^L — bao, LL^ cloa mr folglich (§.

loz.) — ali, LL im loL. Ferner ist m
sk, L/leO m Ilael, ^.KO m adel m k, also

(§. 104.) u^O im aä, LO — licl; endlich weil

.H.I) m acl, ^.L cm ac, L^O im naä (§. 7Z.)
auch LO — c<l. Hieraus erhellt daß die Dreyecke

LLO, liock einander gleich und ähnlich sind, indem

alle Seiten im einen sind, wie im andern, also

sind die Winkel LKO m cllcl und dieses sind die

Neigungswinkel, deren Gleichheit zu erweise» war.

Eben so könnte man die Gleichheit der übrigen

zwischen gleichen Seiten eingeschlossenen Neigungs¬
winkel beweisen; wobey man indeß bemerken muß,

daß nicht LOK der Neigungswinkel der Ebnen eö.kO,

L4.O gegen einander ist, weil unmöglich zugleich
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und auch chD senkrecht ans der Ebne ZssO

senn kennen, diese also nichr die Ebne beyder Nci-

gunswinkci seyn kann. (§. 416.)

^447. Z4stcr Lehrsatz. Wenn

^87«) in zwei? körperlichen Dreyecken

ulocck zwey Seiten im einen so groß als im

andern sind, i>ucc und —

kuck, und es ist die Neigung beyder gegen

einander gleich groß, so ist auch die dritte

Seitenfläche gleich und die Winkel sind gleich,

welche gleichen Seiten gegen über stehen.

Beweis. Nemmr man m ac: und zieht

LK in der Ebne L.Ü.L, kl) in der Ebne krLI)

senkrecht auf ^.L, und auf ähnliche Weise ab und

bei senkrecht auf ab, so sind LIZk), cbc! die Nei¬

gungswinkel, welche nach der Voraussetzung des

Lehrsatzes gleich sind. Die Schlüsse des vorigen

Lehrsatzes ergeben auch hier, daß LI) cm bei, üL
m bo sey, und da auch m ckcl, so ist (§.

7z.) LO cm c<l. Wir wissen aber ferner aus den
Schlüssen des vorigen §., daß m aci und folg¬

lich sind ^LO, scä Dreyecke, wo im einen die

Seiten so groß als im andern sind, daher auch die

Winkel cm ea<l. Es ist also bey den Vor¬

aussetzungen des Lehrsatzes auch die dritte Seiten¬

fläche gleich und dann erhellt die Gleichheit der übri¬

gen Neigungswinkel aus dem vorigen §.

* 448. zzster Lehrsatz. Wenn (kckc;.

l 8 8.) in jedem der körperlichen Dreyecke ^ LLI),

ttkcck eine Seitenfläche ist, welche auf einer
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andern senkrecht steht, senkrecht auf
und izac senkrecht auf kaä; und es

ist zugleich in beyden die eine am rechten
Winkel anliegende Seite, und an beyden
die dem rechten Winke! gegenüber liegende
Seite gleich groß, ^ k-tL, ^
cu6: so ist auch die dritte Seite und folglich
die ahnlich liegenden Winkel gleich.

Beweis. Man nehme 772 ae und ziehe
(W auf und eb auf al> senkrecht: so steht er¬

stere auf der Ebne L^rl), lehere auf der Ebne back

senkrecht; ist nun ferner (^l) aufund ccl auf
aä senkrecht und endlich Lb), bä gezogen: so läßt

sich die Gleichheit der Dreyecke LLI), bock und

H.LO, acä beweisen.

Da nämlich 777 sc, 777 bao,

777 »IzO — k, so ist (§. 105.) 77: uiz, öf)

^7 ba; daraus aber folgt, weil auch (ÜO .4. 777 cä«

— k angenommen und 777 oacl ist, daß

777 acl, 77 06 sey. Die Dreyecke LLl),

boc l haben also zwey gleiche Seiren LL 777 bc,

Lv 777 cc! und beyde bey K, I, rechte Winkel,

weil Lö, in der auf lZ.^O senkrechten Ebne auf

der gemeinschaftlichen Durchschnittslinie beyder senk¬

recht, also auf jeder in durch k gezo¬

genen Linien senkrecht steht, (§. 421.) und dieS

mit ck derselbe Fall ist. Hieraus erhellt, daß Lv

77- bcl und folglich, weil ,4.ö 7717 ab, — gcZ,

daß auch L^.l) — caä oder die dritte Seitenflachs

beyder körperlichen Dreyecke gleich sey.

NranbeS Geometrie,
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* 449- Dieser Lehrsatz dient um durch eine
leichte Cvnstrnctionin ssig. 14z. den horizontalen
Winkel Dce zu finden, wenn der Höhcnwinkcl ^.«1
und der geneigte Winkel ^.cs gemessen sind. Setzt
man nämlich auf einer Ebne die Ebne dcs
Winkels (I!ß. 188.) welcher dem Höhen¬
winkel gleich genommen ist, senkrecht, und fügt da¬
ran die Ebne eines Winkels der dem schief
liegenden Winkel gleich ist: so wird sich, wenn die
letztere Ebne als um beweglich angenommen
wird, der Durchschnitt mit der erstem Ebne

so bestimmen lassen, daß LKll jenem schie¬
fen Winkel gleich werde und dann ist LeVO dein
gesuchten horizontalen Winkel gleich, dessen Größe
in Graden man also in diesem Modell abnehmen
kann.

» Anmerkung. Mehrere Sätze über die
Eigenschaften der körperlichen Dreyecke werden nachher
vorkommen, wo die Beweise sich mir Hülfe der Kreise
ans der Kugel leichter führen lassen.

Zweyter Abschnitt.

Von den prismatischen Körpern und dem
Cylinder.

45l. Erklärung. Wenn man 177.)
in parallelen Ebnen die gleichen und ähnlichen ge<
radlinigten Figuren IXI.lVl, so zeichnet,
daß die ähnlich liegenden Seiten beyder Figuren ein¬
ander parallel sind, und man legt durch jedes Paar
dieser parallelen Seiten die Ebnen
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IZ50N, so heißt der von allen diesen Eb<

nen eingeschlossene Körper ein Prisma oder Eck,

säule.

452- Erklärung. Die parallelen ebnen Fi¬

guren IXI.lVl, heißen die Grund flachen

deS Prisma'S, hingegen die durch jedes Paar varal-

lcler Seiten der Grundflächen gelegten Ebnen, die

Seiten flachen des Prisma's; die Linien, wo

die Seitenflächen zusammen flößen, heißen die Sei¬

tenlinien; überhaupt aber nennt man die Linien,

wo zwey Ebnen einen Flächenwinkel bilden,Kanten.

45z. Die Grundflächen des Prima's sind also

völlig gleiche Polygone in parallelen Ebnen, die

Seitenflachen sind Parallelogramme. (§. 402.)

454. Erklärun g. Ein Prisma heißt drey,

seitig, vierseitig u. s. w. je nachdem die Grund,

flachen Dreyecke, Vierecke u s. w. sind. Ferner

nennt man ein gerades Prisma dasjenige, w»

alle Seitenflächen senkrecht auf den Grundflachen

stehen, hingegen ist ein Prisma schief, wo die

Seitenflächen unter andern Winkeln gegen die Grund¬

flächen geneigt sind.

455. Erklärung. Ein Prisma, dessen

Grundfläch en Parallelogramme sind, heißt ein Pa-

rallelepipednm und zwar ein gerades, wenn

T 2
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die Seitenflächen senkrecht auf die Grundflächen, ein
schiefes, wenn sie anders gegen dieselben geneigt
sind, und ein rech tw inklich ce s, wenn alle Sei¬
tenflächen und Grundflächen des Parallclepipcdi
Rechtecke sind.

45). Erklärung. Ein rechtwinklichteöPa-
rallelepipcdum,dessen Seitenflächen und Grundflä¬
chen sämmtlich gleich« Quadrate sind, ein Cubus
oder Würfel.

456. Der Würfel ist also ein Körper, wel¬
cher von sechs gleichen Quadraten eingeschlossen ist.

457. Erklärung. DieHöhe eines Pris¬
ma's oder Parallelcpipedi ist der senkrechte Abstand
beyder Grundflächen von einander.

458. Z6ster Lehr saß. Zwey gerade
Prismen (4111X1^1 sind gleich,
wenn ihre Grundflachen völlig gleich sind und
sie gleiche Höhe haben. 189.)

Beweis. Die GrundflächenLOss,
passen ans einander und da die Seitenflächen beyder
Prismen senkrecht auf diesen Grundflächen stehen:
so passen auch diese an einander, und wegen der
gleichen Höhen fallen endlich auch die beyden andern
Grundflächen MI zusammen.
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459» Z7st^ Lehr sah. Wenn (IrZ.
iy<z.) die beyden schiefen Prismen ^VZZ<7.DZÄ',

M völlig gleiche Grundflächen haben,
und es ist zugleich die Seitenfläche ZZLO?
des einen der ähnlich liegenden Seitenfläche
IlllviVI des andern gleich und ähnlich, und
beyde sind unter einerley Winkel gegen die
Grundfläche geneigt: so sind auch die übrigen
ähnlich liegenden Seitenflächen der Prismen
je zwey einander gleich und gegen die Grund¬
fläche gleich geneigt, und folglich die beyden
Prismen in allen Stücken einander gleich.

Beweis. Die Ebnen LLO?, issOIÜ, und
bilden ein körperliches Dreyeck, dessen Spitze

in U liegt; eben so bilden die Ebnen IlllGVl,
und (4II5I. ein körperliches Dreyeck an dem Puncte
15. Weil nun der Winkel (4L>? — IIGVl,
erer llvlXss angenommen, und der zwischen diese»
Seitenflächen eingeschlossene Neigungswinkel gleich
ist, so sind in den körperlichen Dreyecken auch die
Seitenflächen LlWi^rlXD, und diese Ebnen sind
gegen die Grundflächen unter gleichen Winkeln ge¬
neigt. (§. 447.) Wenn aber LDlü 2^ 1151., so
ist auch ci" (41.15, weil die Seitenflächen
Parallelogramme sind, und der Beweis läßt sich so
für die dritte und jede folgende Seitenfläche fort¬
setzen, daß die Figur und Neigung jeder ähnlich lie¬
genden Seitenflächen bey beyden Prismen ganz
gleich ist.

Daß aber dann die Prismen einander völlig
gleich sind, erhellt, wenn man sie in einander ge-
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paßt denkt. Legt man nämlich die Grundflächen ge-

hörig au einander, so schließen die Seitenflächen
LLL)1>', genau an einander, wegen der

Gleichheit der Neigungswinkel, und bedecken eine

die andere, weil sie ganz gleich sind; eben so schließt

an und bedeckt sie, und so jede foli

gende; also passen die Prismen in einander und sind

ganz gleich.

* 460. Z8ster Lehr saß. Wenn zweyPrismen <4111 IvlM
gleiche Grundflächen haben, und es sind über-
dein zwey an einander stoßende Seitenflächen
im einen an Größe und Gestalt genau wie
im andern 11LOI' und

<411^1^, so sind die Prismen völlig gleich.

Beweis. Zn den körperlichen Dreyecken,

deren Spiken in I) und X liegen, sind im einen

die Seitenflächen alle genau wie im andern, näm<
iich — I.KM, Lvc: -ir 1.^1, LL>5 ^

und folglich (§. 446.) auch die Neigungs¬
winkel der Ebnen ^.LOL und LLVl? gegen die

Grundfläche eben so groß, als die Neigung der Eb¬

nen und IklXlVI gegen die Grundfläche.

Wenn aber das ist, so erhellt die völlige Gleichheit

der Prismen aus dem vorigen Lehrsahe.

461. 8 rs Aufgabe. Ueber einer gege¬
benen Grundfläche 1W? ein Prisma zu con-
siruiren, dessen durch TO gelegte Seitenfläche
ein Parallelogramm von gegebener Gestalt ist.
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nnd eine bestimmte Neigung gegen die Grund¬
fläche hat.

Auflösung. Man zeichne in einer Ebne die
Figur der Grundflache, lege durch LO eine unter
dem bestimmtenWinkel gegen die Grundfläche ge¬
neigte Ebne, (§. 425.) und zeichne in derselben das
Parallelogramm ^.LOK dem zur Seitenfläche ge¬
gebenen Parallelogrammgleich. Man lege dann durch
die Seitenlinie LO und durch die neben liegende
Seite der GrundflächeOK, die Ebne LOK und
ziehe in derselben kk mit LO, und Lk mit O?
parallel: so ist auch diese Seitenfläche völlig be¬
stimmt und man kann so jede Seitenfläche aus den
vorigen bestimmen.

462. Zyst cr Lehrsatz. In jedem Pa-
rallclcpipedo (I^A. 191.) sind
jede zwey einander entgegengesetzte Seitenflä¬
chen parallele und gleiche Parallelogramme.

Beweis. Da die Seitenfläche ^KLL> so¬
wohl als die Grundfläche ^KLK ein Parallelo¬
gramm ist, so ist mit KL, mit K6 pa¬
rallel, also der Winkel O^II LKL (§. Z89.)
und die Ebnen der Seitenflächen ^OKII, KLK6
parallel (§. 400.). Da nun KL, KL, KL
parallel und gleich sind, so sind jene Seitenflächen
gleiche Parallelogramme.
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46Z. 4oster Lehrsatz. Wenn ein Pa-
rallelcpipedum 192.) von ei¬
ner den Seitenflächen <ÜD parallelen Eb¬
ne k? geschnitten wird: so verhält sich da6
abgeschnittene Parallelepipedon ZZIED zun,
Ganzen, wie die Flächen und sich
zu einander verhalten.

Beweis. Das auf der Fläche abge¬

schnittene Stück verhält sich zur ganzen Fläche

^,6, wie die Seite IiL> zu (§. 19Z.); ha¬

ben also und LO ein gemeinschaftliches Maß

so theile man sowohl als III) in lauter

Stücke, die — ^Ir sind und lege durch die Thei¬

lungspuncte Ebnen wie llilct den Seitenflächen

Und DL parallel. Durch diese wird offenbar das

ganze Parallclevipedum in eben so viele

gleiche Stücke getheilt, als die Fläche .^.6-, und das

Parallelepipednm in eben so viele gleiche

Stücke, als die Fläche L(?, und die Stücke beyder

Körper sowohl als dieser Seitenflächen sind gleich,

also ^LLO : LssLV 112 : LL.

* Auch wenn /cl) und Lv kein gemeinschaft¬

liches Mag haben: so läßt sich durch ganz ähnliche

Schlüsse, wie §. 19z. übersehen, daß auch dann

das abgeschnittene Parallclepipedum sich zum Gan¬

zen verhalte, wie die Fläche zu Xt?, weil

allemal. Wenn die Theilungslivie der Fläche dies-



-97
seits NI, fällt, auch die ganze Theilungs-Ebne dies¬
seits Lb' liegt, und letztere jenseits fällt, so bald
jene jenseits LI. liegt.

464. 4ister Lehrsatz. Wenn (?tZ.

19z.) zwey über einerley Grundfläche

stehende Parallelepipeda gleiche Höhen haben,

und es liegen überdies zwey Seitenflächen des

einen mit zweyen Seitenflächen des andern in

einerley Ebne: so sind diese Parallelepipeda

an körperlicher Größe gleich.

Beweis. Da die Höhen beyder Körper gleich
sind, so liegen die der Grundfläche entge¬
gengesetztenFlächen in einer
Ebne und weil vorausgesetzt wird, daß auch die
Seitenflächen in einer Ebne liegen
und eben so LOZW und LOlVIch in einer Ebne:
so sind die körperlichen Räume und

dreyscirige Prismen, welche völlig gleich
sind, zieht man nun von beyden den brcyseitigcn
Körper I'LlVIldeG ab undfügtbcnRaumch.OLL^G
hinzu, so erhellt die Gleichheit der Parallclpipcden.

Daß nun zuerst die Körper
IZchlKbXlllgleiche Prismen sind, erhellt aus folgen¬
dem. Da die Seitenfläche /elMIn mit LL(?lö
und eben so ch,O?clI mit LLK.H parallel ist (§. 462.)
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so ist jede der beyden gegen die Grundfläche gleich ge<

neigt (§. 426.) und es ist übcrdas wegen der parallelen

Seitenlinien die Fläche läOssss 222 (»Llsi, ^

222 ssLIv. Denkt man sich nun diese dreiseitigen

Ebnen auf einander gepaßt, so schließt sich LLKss

an und an ^OiVll genau an, weil

diese Seitenflächen als parallele Ebnen einerley Nei-

gung gegen die Seitenflächen DllllVl, haben

(H. 426.), und die Ebnen so

wie IZLDRl, ^OIVII decken einander (§. 462.).

Dann aber müssen nothwendig auch die Seitenflä¬

chen IllälVäl und so wie die Grundflächen

zusammen fallen, weil ihr« Eckpuncte

dieselben sind. Diese Prismen sind demnach völlig

gleich, und wenn man von beyden das Stück

abnimmt, so sind auch die prismatischen

Körper und LL0llIlVII.!5 an

Größe, obgleich nicht an Gestalt, gleich; und end¬

lich, wenn man zu beyden das Stück ^.OLlZdlt)

hinzu fügt: so sind die Parallelepipeda

und an Größe gleich, obwohl sie

an Gestalt verschieden sind.

Anmerkung. Man übersieht leicht, daß bcp der

Verglcichnnz der parallelcpipcdischcn Körper eben so wie

«. lg?, bev den Parallelogrammen drey verschiedene Fälle

vorkommen können, für welche aber der Beweis fast ge¬

nau derselbe bleibt.
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465» 42ster Lehrsah. Wenn über der
Grundfläche zwey Parallelepipeda
von gleicher Höhe stehen, so sind dieselben, in
allen Fallen an Inhalt oder körperlicher Größe
gleich. 193.)

Beweis. Sind^LcL>M?eu.4Lcv3?(M

diese Parallelepipeda, so liegen wegen der gleichen

Höhen die Grundflachen ZossKIss, in einer

Ebne, und wenn man die Ebnen LOIiK

erweitert und so auch die Ebnen ^V3?, LLK(^ :

so schneiden diese Ebnen einander in ^1, OIVss,

LI.; diese Linien sind parallel, (§. 404.) und die

Ebnen bilden ein Parallelcpipcdum, dessen Seiten«

flächen ^.Llkil, VLPlVl mit den Seitenflächen

OL6H des erstem in einerley Ebne lie¬

gen, und welches folglich wegen der gleichen Grund¬

fläche und Höhe (§. 464.) diesem Parallelcpipedo

gleich ist; aber eben dies Parallelcpipcdum

ist auch dem ^IZEO3I>()K gleich,

weil es auch mit diesem gleiche Grundfläche und

Höhe und die Seireuflache .^O3? mit

und mit LLI.k>ö in einerley Ebne hat.

(§> 464.) Hieraus folgt also, daß auch die Paral¬

lelepipeda und an

Größe oder körperlichen Inhalt gleich sind.
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466. 4Zster Lehrsatz. Statt eines je¬

den Parallelcpipedi^.LLOT?<^I(^iZ. 194.)

laßt sich ein eben so großes rechtwinklichtes

Parallclepipedum angegeben, welches mit je¬

nem gleiche Höhe und eine gleich große (ob¬

gleich unähnliche) rcchtwinklichte Basis hat.

Beweis. Man errichte über der Grundfläche
4KL0, die durch die Eckpuucte gezogenen senkrech¬
ten Linien 41, lZX,, 01., 041, und verlängere
dieselben bis sie die gehörig erweiterte Ebne 0100
treffen. Dann ist 4LL0050IVI ein mit 4KL0
0100 gleich großes Parallelepipedum, (§. 465.)
und ersteres steht auf der Grundfläche senkrecht;
seine Seitenflächensind also Rechtecke.Wären nun
zugleich die GrundflächenRechtecke, so wäre schon
4300051,41 das verlangte rcchtwinklichte Paral¬
lelepipedum. Zst hingegen 4300 ein schiefes Pa¬
rallelogramm, so errichte man 40, IM auf 48
und 10, 151 auf 115, in der Ebne der Grundfla-
chen senkrecht, und ziehe 0(), : so erhellt aus
K. 401. und 146. daß 40 nr: 10 112 34
151 und folglich, weil diese Linien parallel sind,

(§. 402.) Oft parallel 4,1, 41 parallel 315 und
das Parallelcpipcdum4340II510 ist ein recht¬
winklichtes. Es ist aber auch dem 43LO05341
au Größe gleich; denn die Prismen 400141
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und VlübüXI,? haben völlig gleiche Grundflächen,

sind gerade Prismen und haben gleiche Höhen, als»

sind sie gleich (Z. 458.) und das rechtwinklichte

Parallelepipcdum ist dem

11^1-lVI und folglich auch dem gleich.

467. 44ster Lehrsatz. Wenn zwey
Parallelepipeda gleiche Höhen haben, so ver¬
hält sich der körperliche Inhalt beyder zu ein¬
ander, wie die Grundflächen. (?ig. iyz.)

Beweis. Da sich statt der gegebenen paral¬

lelepipedischen Körper, wenn sie schiefwinklicht sind,

allemal rechtwinklichte Parallelepipeda angeben lassen,

(§. 466.) welche eben so große Grundflächen ha¬

ben: so brauchen wir nur zu beweisen, daß der In¬

halt rechtwinklichter Parallelcpipedcn sich bey

gleichen Höhen verhalte wie ihre Grundflächen. Man

füge demnach die rechtwinklichte Parallelepipeda

und so an einander,

daß die Seitenflachen ^IssllVI und in eine

Ebne fallen und die Seitenflächen

an einander anschließen. Erweitert man nun die

Ebne daß sie das anders Parallelcpipe^

dum in durchschneidet: so ist (§. 46z.)
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aber auch :
^LLV,
also ^lVII50LIKP : ^ ZZLVLI ^II — AlVINO -
,^LLO.
oder die gleich holten Parallelepipedaverhalten sich
wie ihre Grundflächen.

463. 45ster Lehrsatz. Wenn zwey
Parallelepipeda gleich große Grundflachen ha¬
ben : so verhalten sie sich dem körperlichen In¬
halte nach wie ihre Höhen. (?iZ. 192.)

Beweis. Nach dem letzten Lehrsatze sind
Parcllelepipeda mit gleich großen Grundflächen gleich
groß, wenn sie gleiche Höhe haben, auch wenn die
Grundflächen einander nicht ähnlich» und wenn die
Parallelepipedaschief sind; es folgt also hieraus von
selbst, daß bey gleich großen Grundflächen ein dop¬
pelt so hohes Parallelepipcdumdoppelt so groß, ein
dreymal so hohes dreymal so groß ist u. s. w. und
der Beweis läßt sich hieraus leicht allgemein führen,
wenn man die Parallelepipedain gleich große Stücke
theilt, deren Höhe dem gemeinschaftlichen Maße
beyder Höhen gleich ist, wie in §. 46z.

* Die Anwendung auf Parallelepipeda, deren
Höhen kein gemeinschaftlichesMaß haben, läßt sich
dann leicht nach §. 46z. machen.
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469. 46ster Lehrsatz. Der körperliche

Inhalt zweyer Parallclepipeden ist in zusam¬

mengesetzten Verhältnisse ihrer Grundflächen

und Höhen.

Beweis. Schneidet man nämlich gleich hohe

parallelepipedische Stücke dieser Körper ab, so ver¬

halten diese sich wie die Grundflächen-, die Anzahl

solcher Stücke aber verhält sich in beyden wie die

Hohen: also ist der Inhalt der ganzen Körper in

zusammengesetzten Verhältnisse jener beyden Größen.

470. 47ster Lehrsatz. Wenn man ein

Parallelpipedum durch eine Diagonal - Ebne,

welche nämlich durch zwey einander entgegen¬

gesetzte Seitenlinien geht, in zwey Theile zer¬

legt: so sind die so entstandenen dreyseitigm

Prismen an körperlicher Größe einander gleich.

Beweis. Es sey KRtlODssLII das Paral-

lelcpipcdum (I'-Z. 196.) welches durch die Ebne

LIttO in zwey dreyscitige Prismen getheilt wird.

Diese Prismen lassen sich zwar, wenn das Paral-

lelepipednm schief ist, nicht in einander passen; aber

wenn man durch die Endpnncle der Seitenlinie W'

die Ebnen aLcä und auf Lss senkrecht legt:

so schneiden diese in a, c, cl und in e, ß, die

übrigen Seitenlinien des Parallelepipedi und man
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erhalt zwey gerade, dreyseitige Prismen aLfle?!,

und LcclLglr, welche gleich sind, und es läßt sich

beweisen, daß das gerade Prisma aöäeLIi dem

schiefen gleich und jedes die Hälfte des

Parallelcpipcdi ^.LLOLLKII sey.

Daß erstlich aZZcleM ein gerades Prisma sey,

erhellet aus folgendem: Es sind aL, ess Durch¬

schnitte einer Ebne mit zwey parallelen Ebnen, die

nämlich beyde auf L? senkrecht stehen, folglich sind

(§. 404.) aL und eL parallel, und daher ist, weil

auch as mit Lss parallel, die Seitenfläche aLLs

ein Parallelogramm, und eben dieses findet für die

übrigen Seitenflächen Statt. Dieses Prisma ist aber

auch gerade, weil die Seitenlinien auf den Grund¬

flächen senkrecht stehen. Eben dieses gilt von dem

Prisma Lcässgss. Diese beyden geraden Prismen

sind einander gleich (§. 458.) weil die Grundfla¬

chen gleiche Dreyecke sind, indem (§.404. 146.)

gL — äc, aä — La, Lcl — Lcl, und die Hö¬

hen ebenfalls gleich; wenn sich also zeigen läßt, daß

ftdes der schiefen Prismen einem dieser geraden an

Inhalt gleich sey, so ist der Lehrsatz bewiesen. Es

ist aber sLüsLir dem ^.LOLssH an Inhalt gleich,

weil die abgeschnittenen Stücke asiciOch.eLKILL

ganz gleich find und in einander passen. Denn wenn

? auf L, auf La gelegt wird, so passen die

Grundflächen uLcl, eLft auf einander, weil die
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und ferner schließt dann flll an Dcl und elü an a^.
an, weil beyde ans einerley Puncten der Grundfläche
senkrecht flehen; endlich fallen II mit O und In mit

zusammen, weil II!r -er O6, ZÜL ^ u^s, da
achil und <chch>' rechtwinklichte Dreyecke sind, in
welchen all rrr: o?, irn In? (§. ic>6.); die
abgeschnittenen Stücke passen also in einander, und
da eben das sich für die Körper LäDLo, 1'llIILg
zeigen läßt, so ist aUclellr m- r-r
cHcjZlIe — tllZOtZI'II und folglich ist jedes drey--
seitige Prisma ^.Il!DL?II die Halste deS
Parallslcvipedi .^LLDIÜsskH, welches ent¬
steht, wenn man mit zwey Seitenflächendes Prise
ma's K? und Lv, die Ebnen OS, ?L parallel
legt und sie bis zum Durchschnitte mit den Ebnen«
der Grundflachen des Prisma's erweitert-

* 471. Die schiefen Prismen, in welche das
Parallelepipcdumzerlegt wird, sind an Gestalt nicht
ganz gleich; denn wenn der nach der innern Seite
des Prisma'S liegende Flachenwinkel ein
stumpfer ist, so ist der an der ähnlich liegenden Sei¬
tenlinie LL liegende Flächenwiiikel ?öiüO ein spi¬
tzer. Gleichwohlsind die Seitenflächen des einen
Prisma's denen des andsrn genau gleich, und die
ähnlich liegenden körperlichen Winke! zum Beyspiel
bey und (I sind nur dadurch ungleich, daß LKD

r80° — 6S!Z, und L^ZZ — 180° — 6LO.
Man kann solche Körper symmetrisch nennen,

DrandeS Eeomelrie, II
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da sie nur darin ungleich sind, daß der eine sich da
auswärts neigt, wo der andere sich seitwärts neigt
und umgekehrt.

472. 48ster Lehrsatz. Ein jedes Pris¬
ma ist an Inhalt gleich einem Parallelepipeda,
welches mit ihm gleiche Höhe und zur Grund¬
fläche ein Parallelogramm hat, dessen Flache
der Grundfläche des Prisma'S an Größe gleich
-st-

Beweis. Für das drepftitige Prisma erhellt
dieses aus §. 470. denn da (üg. 196-) das Pris¬
ma chchWIH gleich der Hälfte des Parallelcpipedi
/elZLOI.I'KII, so ist auch, wenn man die Grund¬
fläche durch die mit IZch parallele Linie IIv halbirt
und die Ebne IHIlVI mir parallel legt,
das Prisma gleich dem Parallelpipedo
^lZIlMlVlk, weil chchZIKIchMch " 1 ^.lZKV
Ich en ist, (§.467.) und es ist ferner 4LV "4.lZ115.,
(§. 169.) also das Prisma einem ebett so hohen
Parallelepipedavon gleich großer Grundfläche gleich.

Gilt aber dieses für das drepscitige Prisma, so
gilt es für jedes vielseitige, da jedes vielseitige, wie
^.lZVIKK (I'iZ. 197.) sich durch die Ebnen
LtZchl), LK15.Il in drepscitige zerlegen läßt.

47z. Alle gleich hohe Prismen sind
also an Inhalt gleich, wenn ihre Grund-
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flächen einen gleichen Flächenraum enthal¬

ten.

474. Bemerkung. Wenn man Prismen

construirt, deren Grundflächen reguläre Polygone

sind, so nähern sich diese Grundflächen desto mehr

einem Kreise, je mehrere Seiten sie haben, und da

man die Anzahl der Seiten der Polygone nach Will-

kühr Vermehren kann, so führt uns dies auf die

Voistcllung von Prismen, deren Grundflächen sich

dem Kreise sehr nähern, und so auf den Cylinder.

475. 49st er Lehrsatz. Wenn man von
mehreren Puncten I, I, (I, II einer Kreis?
linie IILII parallele Linien II, IX, II,
IIM zieht, welche außerhalb der Ebne dieses
Kreises liegen: so liegen die Durchschnitts?
Puncte I, X, I, M dieser Linie mit jeder
Ebne IO, welche der Ebne des Kreises pa¬
rallel ist, auf dem Umfange eines Kreises,
welcher dem Kreise IIIII gleich ist. (IlA.
ZY8.)

Beweis. Zieht man zwischen vier oder meh¬

rern solcher Puncte L, 1'', t?, kl gerade Linien:

so erhellt aus §. 40z. daß die zwischen den Durch-

schnittspuncten I, kl, I-, lVI auf der parallelen Ebne

gezogenen geraden Linien ein Vieleck, dem

U 2
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genau gleich, bilden. Es liegen also auch die Puncte
I, 15, 1., lVl im Umfange eines Kreises, welcher
dem genau gleich ist, und dieses findet eben
so statt, wenn man auch von mehrere Puncten des
Kreises parallele Linien an die Ebne LD ge¬
zogen hätte.

476. Erklärung. Wenn man in den pa¬
rallelen Ebnen ch.L und LV (?-Z. 198») die glei¬
chen Kreise und IIEUIVl zeichnet, und man
zieht von jedem Puncte im Umfange des einen
Kreises parallele Linien nach dem Umfange des an¬
dern Kreises, so liegen alle diese Linien auf der
Oberfläche des Cylinders. Man kann den Cy¬
linder also betrachten, als einen dem Prisma ähn¬
lichen Körper, dessen Grundflachen aber gleiche Kreise
sind.

477. Erklärung Die zwischen den Mit¬
telpuncten der Grundflächen gezogene gerade Linie

heißt die Are des Cylinders und der Cy¬
linder ist gerade, wenn diese Are auf den Grund¬
flächen senkrecht steht, und schief, wenn sie gegen
dieselben geneigt ist.

478. Die Entstehung des geraden Cylinders
kann man sich auch so vorstellen. Es sey LbtOI
(Mg. 199.) ein rechtwinklichtes Parallelogramm,
dessen eine Seite unvcrrückt, aber so fest ge-
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halten wird, baß sich die Ebnen ZÜNOI um dieselbe

drehen kann: so beschreibt die Seite LI, wahrend

man die Ebne Ld-VI ganz um N0 dreht, die

krumme Oberfläche des Cylinders, und der gerade

Cylinder ist also der Körper, welcher durch diese

krumme Oberfläche und zwey kreisförmige Grund¬

flächen begränzt wird.

Von dem geraden Cyliuder werden wir vorzüglich

hier nur reden.

479- Folgende Satze erhellen aus dem Vori¬

gen von selbst:

1. Wenn eine den Grundflächen paral¬

lele Ebne, die Oberfläche deS Cylin¬

ders schneidet: so ist der Durchschnitt

mit derselben eine den Grundflächen

gleiche Kreislinie, (§. 475.)

2. Wenn eine durch die Axe des Cylin¬

ders gehende oder auch dieser Axe pa¬

rallele Ebne die Oberfläche des gera¬

den Cylinders schneidet: so ist der

Drurchschnitt mit der krummen Ober¬

fläche und den Grundflächen ein recht-

winklichtes Parallelogramm.

* Ebnen, welche gegen die Axe oder Grundfläche

unter schiefen Winkeln geneigt sind, schneiden die

krumme Fläche des Cylinders in einer länglichen,

etwa eyfvrmigcn krummen Linie, die in der höhern
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Geometrie unter dem Namen der Ellipse vor¬

kommt, deren Betrachtung aber hier zu schwer seyn
würde.

480. Erklärung. Wenn man in die eine

Grundfläche des Cylinders eine Polygon zeichet, und

legt durch die Seiten desselben Ebnen mit der Axe

des Cylinders parallel: so erhält man ein in dem

Cylinder con struirtcs Prisma. Zeichnet man

hingegen u m die kreisförmige Grundfläche des Cy¬

linders ein Polygon, und legt durch dessen Seiten

Ebnen mit der Axe des Cylinders parallel: so er'

hält man ein um den Cylinder construirtes

Prisma.

481. Es läßt sich leicht übersehe», daß die

Seitenlinien des in den Cylinder gesetz¬

ten Prisma's der Axe parallel sind, und

ganz in die Oberfläche des Cylinders fal¬

len; denn sie gehören nach der Definition des Cy¬

linders zu denen, die ganz in seiner Oberfläcbe lie¬

gen; und eben so, wenn man durch die Punc¬

te, wo das um die Grundfläche beschrie¬

bene Polygon diese berührt, gerade Li¬

nien mir der Axe parallel zieht: so liegen

diese in den Seitenflächen des um den Cy.

linder gezeichneten Prisma's und zugleich

in der Oberfläche des Cylinders. Dieses

Prisma berührt also den von ihm umschlossenen Cy'

linder in geraden Linien die der Axe parallel sind-
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Inhalt eines Cylinders ist eben so groß, als

der Inhalt eines gleich hohen Prisma's, dessen

Grundfläche an Flachenraum gleich ist der

Grundfläche des Cylinders.

Beweis. Da bewiesen ist, das; alle vielcckigen

Prismen gleich groß sind, wenn sie gleich hock sind

und ihre Grundflächen gleichen Inhalt haben: so

gilt dies auch sür Prismen, deren Grundflächen re¬

guläre Polygone sind, die Anzahl ihrer Seiten mag

seyn so gryß sie will. Da nun sehr vielseitige Po¬

lygone sich an den Kreis und folglich sehr vielseitigen

Prismen sich an den Cylinder sehr nahe und so

nahe als man will anschließen können, wenn man

die Anzahl der Seiten groß genug nimmt, so er¬

hellt schon daraus die Nichtigkeit des Satzes auch

für den Cylinder.

* Genauer läßt sich der Beweis für den gera¬

den Cylinder so führen. Man bezeichne den körper¬

lichen Inhalt eines mit dem Cylinder gleich hohen

Prisma's, dessen Grundfläche der Grundfläche des
Cylinders gleich ist, mit ^ : so ist zu beweisen,

daß auch des Cylinders Inhalt — sey.

Nimmt man an, dieß sey nicht der Fall, so

wird ^ der Inhalt eines andern eben so hohen Cy¬

linders seyn, dessen Grundfläche entweder größer

oder kleiner, als die des gegebenen Cylinders wäre.

Es sey (?ig. 2OO.) der Halbmesser der Grund?
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fläche des gegebenen Cylinders und man nehme an,
die körperliche Größe cm K sey der Anhalt eines
geraden Cylinders von gleicher Höhe mit dem gege-
denen und von kleinerer Grundfläche, deren Halb«
Messer ^ LI). Dann wird (§, ZZv.) es möglich
seyn, um diesen neuen Cylinder ein gerades Pris¬
ma zu construircn, dessen Grundfläche 6Il1?
den Kreis KW nicht berührt und dessen Seiten¬
flächen folglich die Oberfläche des auf der Grund¬
fläche KW stehenden Cylinders nicht berühren.
Dieses Prisma ist größer als der über (D errich¬
tete Cylinder also nach unsrer Voraussetzung größer,
als K; aber des Prisma's Grundfläche ist kleiner
als der Kreis KWö, also nach §. 47z. das über

errichtete gerade Prisma kleiner als ein gleich
hohes, dessen Grundfläche dem Kreise KM', gleich
ist, und dieses ist ^ K, also das gerade Prisma
über <?blkk' kleiner als K. Auf diese beyden wider¬
streitenden Schlüsse gcräth man aber immer, wenn
man annimmt, ein über der kleinern Grundfläche
stehender Cylinder sey gleich einen: eben so hohen
Prisma, dessen Grundfläche der Grundfläche des
größern Cylinders gleich sey.

Hätte man umgekehrt angenommen, der An¬
halt K sey gleich einem eben so hohen Cylinder
als der gegebene, dessen Grundfläche aber größer sey:
so ließe sich in diesem größern ein gerades Prisma
construiren,welches den gegebenen kleinern Cylinder
nicht berührt, dieses müßte, wcnnl unsere Voraus¬
sehung richtig wäre, kleiner als K seyn; es hat
aber ein? größere Grundfläche als der kleine Cylin¬
der und gleiche Höhe, ist also offenbar größer als
K, weil K der Anhalt eines Prisma's v«n dieser
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Höhe und von kleinerer, der Grundfläch? des kleinen

Cylinders gleicher Grundfläche ist.

Der Inhalt des geraden Cylinders ist also gleich

einem Priema von eben so großer Grundfläche und

Höhe. Derselbe Beweis aber läßt sich ans den

schiefen Cylinder anwenden, wenn man die auf der

kleinern oder größern Grundflache eonüruirrcn Cy¬

linder annimmt, daß die Mictelpuncte so wohl der

obern als der untern Grundfläche zusammen fallen.

Der Lehrsatz gilt also für alle Cylinder.

48Z. 5lsier Lehrsatz. Die körperliche
Größe zweyer Prismen oder Cylinder verhält
sich l. wie die Größe der Grundflächen, wenn
die Höhen dieser Körper gleich sind; 2. wie
die Höhen, wenn die Grundflächen an Größe
gleich find; z. im Allgemeinen ist die körper- ^
liche Größe der Prismen und Cylinder in zu¬
sammengesetztem Verhältniß ihrer Grundflä¬
chen und Höhen.

Beweis. Da jedes Prisma und folglich (§.

482.) auch jeder Cylinder gleich ist einem eben ss

hohen Parallelepipeda von gleich großer Grundfilache:

so ist dieser Lehrsatz eine leichte und nothwendige

Folgerung aus den Lehrsätzen §. 467. 46z. 469.
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Dritter Abschnitt.

Von der Pyramide und dem Kegel.

484. Erklärung. Wenn (^iZ. 179 ) durch

die Seitenlinien des in einer Ebne LO gezeichneten

gere.dlinigten Vieleckes die Ebnen

täkkL, gelegt werden, welche alle

durch den Punct L gehen: so bcgränzen diese Ebnen

zusammengenommen mit jenem Polygone einen

Körper, der eine Pyramide heißt.

485. Erklärung. Das Polygon

heißt die Grundfläche der Pyramide, und die

Pyramide ist dreyseitig, vierseitig, fünf-

scitig u. s. w. je nachdem die Grundfläche es ist.

Die Ebnen 6M, NkGÜ sind die

Seitenflächen der Pyramide; und diese sind

allemal Dreyecke und ihre Anzahl so groß als die

Anzahl der Seiten der Grundfläche. Die Linien

In?, L(4, kukl, Ilk heißen die Seitenlinien,

und auch hier alle die Linien in welchen zwey der

bcgranzenden Ebnen zusammenstoßen Kanten. Der

Punct L wo die sämmtlichen Seitenfläche» zusam¬

mentreffen, ist die Spitze der Pyramide.

486. Erklärung. Eine Pyramide ist regu¬

lär, wenn ihre Grundfläche ein reguläres Polygon
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ist, und ihre Seitenflächen als gleichfchenklichte

Dreyecke sind.

487. Erklärung. Die Höhe einer Pyra¬

mide ist der icukrechte Abstand ihrer Spitze von der

Ebne der Grundfläche.

4Z8. zastcr Lehrsaß. Wenn eine Py¬
ramide IVtchllX ( 179. ) durch eine
der Grundfläche parallele Ebne geschnit¬
ten wird: so haben die Seitenlinien und die
Höhe der au der Spitze abgeschnittenenPy¬
ramide IrEZlik unter einander und zu den
Seiten der Grundflache kAlrk eben das Ver¬
hältniß, welches die Seitenlinien und die Höhe
der ganzen Pyramide unter einander und zu
den Seiten der Grundflache haben.

Beweis. Es ist schon oben (§. 407.) be¬

wiesen, daß die Grundfläche der abgeschnittenen

Pyramide der Grundfläche der ganzen Pyramide

ähnlich ist, und daß die Seiten derselben sich zu

einander verhalten, wie die ähnlich liegenden Sei¬

tenlinien 1.1, Ich der Pyramide, auch daß Ich r

1,1 nn lg: 1(» u. s. w. Wir haben also nur

noch szu beweisen, daß auch für die Hohe Im,

IM seben das Verhältniß Statt finde. Da die

Ebnen ^cL, LD parallel sind, so steht die gerade
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Linie TM auf beyden zugleich senkrecht, (§. Z94.)
und wenn man TM, km zieht so sind diese Linien
parallel, (§. 404.) und daher (§.274.) TT : Tt
^ TM : T-u. .

489» 5Zflcr Lehrsatz. Wenn die
Grundflächen LEDH, zweyer Py¬
ramiden vVLlüOD, in einer Ebne
liegen und ihre Spitzen zusammenfallen: so
verhalten sich die Flächen der Durchschnitte
einer der Grundfläche parallelen Ebne mit bey¬
den Pyramiden, kccls, iZIrill zu einander,
wie die Grundflachen. (I4Z. 201.)

Beweis. Man hat nämlich, wenn senk¬
recht auf der Ebne beyder Grundflächen ist und
diese Linie die Ebne llc! in l trifft, TT: kZ —

: M — RT : ko (§. 488-)! und LLUT :
bc<l s TLll : izcll : und TLTIT : kZlnlc rn:
I'Tll : kgl (§. Zog.), also' weil Tkll : kgll m
LL1 : de-l, auch TKIIIT : u-r KLllT :
beäs oder TWITl - LLVT — tglri^ : bccls.

49O. 54ster Lehrsatz. Wenn zwey
Pyramiden (big. 202.) und ukcäs
völlig gleiche Grundflächen haben, und es ist
dabey nicht bloß die Höhe beyder gleich,
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^ a5, sondern cS haben auch die Durch-

schnittSpuuctc ?, kder aus der Spitze gezogenen

senkrechten Linien mit den Ebnen der Grund¬

flächen eine ähnliche Lage, daß nämlich L?

— dsi, TL? ricr etzk: so sind die Pyramiden

in allen Stücken gleich.

Beweis. Legt man nämlich die gleichen
Grundflächen so ans einander, daß sie einander decken,
so fällt auch 5 auf ?, weil (§./Z.) die Dreyecke
ch'LL, klxa gleich sind, und die Senkrechte 5a fällt
mit also weil 5a — auch a mit ^ zu¬
sammen, und es erhellt daß die Seitenfläche der
einen Pyramide genau an die Seitenflächen der
andern Pyramide passen, also beyde genau gleich
sind.

* 491. 55stec Lehrsatz. Wenn zwey

Pyramiden (?i^. 202.) 5VLEDD, ntzccks

völlig gleiche Grundflächen haben, LEDH

^ kecke und es sind die der Grundfläche

anliegenden und zu derselben körperlichen Ecke

gehörenden ähnlich liegenden Winkel zweyer

an einander stoßender Seitenflächen in einer

so groß als in der andern — uke,

— uke, und die durch L uud k ge¬

henden Seitenlinien gleich, — uk: so

flnd die Pyramiden einander völlig gleich»
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Beweis. An diesem Falle haben die körper¬

lichen Dreyecke, deren Spitzen L und tz sind, alle

Sciccn gegenseitig gleich, und es ist daher die Ebne

^si.IZL »ntec eben dem Winkel wie asio gegen die

Grundfläche geneigt und unter eben dem Win¬

kel wie sbs (§. 446.). Da nun auch ----- ch>

und IZL " do, so ist (§, 7z.) ^LL — an,

— aab, und folglich an den körperlichen Ecken bey

L, 0, zwey Seiten gleich, ^.LL — setz, DLL

cketz und der Neigungswinkel beyder gegen einander

gleich, ^Li?O — aetzck, also (§.447.) auch die
dritte Seitenfläche gleich, H.LO — sc-l, und diese

beyden Ebnen gleich geneigt gegen die Grundfläche.

Dann aber folgt weiter, weil XL mn sc, DL —
cke, daß auch ----sä, ^OL ---- acle und so

lassen sich die Schlüsse fortsetzen und die Gleichheit
aller Seitenflächen und aller körperlichen Ecke bewei¬

sen, woraus dann die gleiche Lage und Länge der

aus der Spitze herabgelassenen senkrechten Linie von

selbst folgt, folglich die Gleichheit der ganzen Pyra¬
miden.

^ 492. 56ster Lehrsatz. Wenn die
Pyramiden ufxrcls nicht bloß glei¬
che und ähnliche Grundflächen haben, sondern
es ist auch in beyden eine Seitenflache gleich,

^ akc, und dabey ähnlich liegend und
in beyden gleich geneigt gegen die Grundfläche:
so sind die Pyramiden in allen Strichen gleich.
(I1Z. 2O2.)

Beweis. Die körperlichen Ecken an kZ und

tz sind in diesem Falle völlig gleich, weil zwey Sei¬

tenflächen und der eingeschlossene Neigungswinkel in
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einer so wie in der andern sind (§.447.); man
hat also den Winkel rm slas und die Nei¬
gung beyder Ebnen gegen die Grundflächen gleich,
auch weil /ck — ad, (§. 7Z.) — ae. Hier¬
aus läßt sich dann weiter die Gleichheit und gleiche
Neigung der übrigen Seitenflächen beweisen.

* 49z. 5?ster Lehrsatz. Wenn man
2OZ.) die sämmtlichen Seitenlinien oder

Kanten citier drcyseitigm Pyramide HRLd
in O, I', II, I, halbirt: so theilen
die durch diese Puncte sielegten Cbnen DIR,
ILdll, 1^(41 die Pyramide in zwey gleich
große Prismen DI4IR(4II, und
zwey in allen Rücksichten gleiche Pyramiden
LOIR, D(4L1.

Beweis. Daß zuerst die vier Puncte D, D,
6, II in einer Ebne liegen, erhellt daraus, weil

(§. 275.) sowohl D6 als DII mit ^.5 parallel
sind, da Dö : nie 33 : und DL : HD
" 3D : ^.L; es ist also auch DU mit D>6 paral¬
lel (§. Z88-) und da (§. 275.) DD mit ^6,
DD mir ^.11 parallel, so ist die Ebne DIR der
Grundfläche parallel (§. 400.) und DIR ^ /RH
und D6 122 DU (§. 402.), also ist DDD^DII
ein Prisma. Eben so erhellt daß die Ebne D6I
mit DHL parallel und DD — 611 — DI, also
auch D6IDIID ein Prisma sey. Daß diese Pris¬
men gleich sind, läßt sich zeigen, wenn man über
der Grundfläche DD6I ein Parallelepipedum con-
struirt, dessen eine Seitenfläche DDII6 ist; denn
jedes der Prismen ist halb so groß, als das Paral-
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Zslcpipcdum, 6l^l6I?KKP. Dieses erhellt für das

Prisma KKIIllK unmittelbar aus §. 470. für das

Prisma OKIGVOII aber, weil die Dreyecke ^.611,

66kl gleiche Grundlinien — 66 haben und

ihre Spitzen in 6 zusammen fallen; die Dreyecke
/c66, 666 sind also an Fläche gleich und folg¬

lich die Prismen ^>66OKK und 666KKK gleich,
(K. 47z. ) jedes halb so groß, als das Parallelepi-

pedum 66(6 KKKV. Endlich sind die beyden Py¬
ramiden LOKK, K6KI so völlig gleich, daß sie

in einander passen, denn es ist 61 22 6622-^6

-2 OK, kl — KK, 6K 22 ^V6 2- OK, also

die Grundflächen gleich, ferner 6K " ^.O 22 SO,

KK 22 3K und also die Seitenfläche K6K, KOK

gleich, die durch ähnlich liegende Seiten der Grund¬

flächen gehen, und die Neigung dieser Seitenflächen

gegen die parallelen Grundflächen ist gleich, weil

LOK, K6K in einer Ebne liegen. (§.426.) Die

Pyramiden passen also in einander. (§. 492.)

* 494. 58ster Lehrsatz. Wenn man
über der dreyeckigen Grundfläche (?iZ.
2OZ.) eine Pyramide 8.VOL und ein eben
so hohes Prisma /(.OG8K.O setzt: so ist der
körperliche Inhalt der Pyramide größer als
das Viertel und kleiner als die Halste des
Prisma's.

Beweis. Wenn man die Pyramide so wie

im vorig en §. eintheilt, so ist ^6 212 ^ ^.K, das

Dreyeck ^6lll n L.K6, und die Fläche dieses

Dreyeckes s^66 122 ^ ^.36, (§> zoz.) also das

Prisma ^c66OKK 4 . ^L6OOK, (§.48?.)

und ferner 6 KLO 22 z .136363, also 466OKK
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der achte Theil des ganzen Prisma's L.LLSK.O
und da die Pyramide größer ist, als die beyden
gleich großen Prismen ^KkäOOss und OHIlstLlO
(§. 49z.) so ist sie größer als ein Viertel des Pris¬
ma's

Zugleich ist sie kleiner als die Hälfte dieses
Prisma's, denn wenn man OK, OH ziehr, so ist
die Pyramide Ov^Kbl der 3OOO gleich, weil bey¬
der Pyramiden Grundflächenund ähnlich liegende
Seitenflächen ganz gleich sind. Die Pyramide
O/rKK ist aber offenbar kleiner, als das Prisma
L.KIIOOO; also die aanze Pyramide wel¬
che ir- 2 . O^kk -j- 2 . /rkllOOO ist kleiner
als 4 . ^.KKOOss, also kleiner als die Hälfte des
Prisma's ^LOSK.1., welches mit der Pyramide
gleiche Grundfläche und Höhe hat.

495» 59ster Lehrsatz. Jede dreysei¬

tige Pyramide ist an körperlichem Inhalte ge¬

nau so groß, als der dritte Theil des über

derselben Grundflache errichteten, gleich ho¬

hen Prisma's.

Erster Beweis. Um diesen Satz zu bewei¬
sen, müssen wir zuerst zeigen, daß alle gleich höht
dreyseitige Pyramiden gleichen Inhalt haben, wenn
ihre Grundflächen gleich groß, obgleich nicht einan¬
der ähnlich sind. Wenn man in gleichen und sehr
geringen Höhen über der Grundfläche die Ebnen
I'ig. 204. IR.O, ZVldlO parallel mit den Gr^d-

Brandts E-smttri-. K
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flächen legt, so ist, wenn LLl) — !>'<?Iil, auch

IXI. — lVIl^O, (§. 489.) und die Höhen dieser

Abschnitte sind gleich; man wird daher wohl nicht

zweifeln, daß der Inhalt dieser Abschnitte gleich

sey, welche ihrer geringen Höhe wegen sehr wenig

von eben so hohen über der Grundfläche errichteten

Priemen verschieden stnd. Eben so ließe sich aber

der Beweis für einen zweyten, dritten, vierten Ab¬

schnitt führen und so die Gleichheit der ganzen

Pyramiden wenigstens einsehen, obgleich dieser Be¬

weis nicht strenge geometrisch ist.

Seht man nun dieses voraus, daß Pyramiden,

die nicht in einander passen gleich groß sind, wenn

sie gleiche Grundflächen und gleiche Höhen haben:

so läßt sich der Beweis folgendermaßen führen.

Man errichte (?ig. 205.) über der Grundfläche

der Pyramide ein Prisma von gleicher Höhe, dessen

eine Ecke mit der Spihe der Pyramide zusam¬

men fällt; dann wird durch die Ebne eine

Pyramide abgeschnitten und wenn man durch

eine zweyte Ebne legt, so ist das Prisma in drey

Pyramiden getheilt, von

denen leicht zu beweisen ist, daß sie gleich groß sind.

Die Pyramiden und haben die

gleichen Grundflächen LDL, und sind gleich

hoch, indem sie zwischen einerley parallelen Ebnen

stehen, sie sind also an Inhalt gleich.
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Aber auch die Pyramiden ch.LV?

sind gleich; denn wenn man v??, ?LO als ihre
Grundflächen betrachtet, so sind diese gleich und die

Spitzen beyder Pyramiden fallen in ch. zusammen,
sie sind also gleich hoch und folglich an Inhalt

gleich. Es ist also das PriSma in drey gleicht

Pyramiden getheilt und die Pyramide ch.LLV ist
ein Drittel des über derselben Grundfläche stehen»

den gleich hohen Prisma'S.

* Zweyter Beweis. Da der vorige Be¬
weis nicht völlig strenge ist, so wollen wir anneh¬
men (1'lß. 206.) sey die Pyramide 3^IZL nicht
gleich dem Drittel eines eben so hohen, über der¬
selben Grundfläche errichteten Prisma's. Wäre die¬
ses nicht, so würde die Pyramide 3ch.LL dem Drit¬
tel eines gleich hohen Prisma's, entweder von grö¬
ßerer oder kleinerer Grundfläche gleich seyn. Ich
setze also zuerst, die Pyramide sey gleich dem Drit¬
tel eines eben so hohen Prisma's von der Grund¬
fläche chrvv, also 3ch.kL — ^ . ch.v?36?. Wir
haben gesehen, daß wenn man die Seiten der Py¬
ramide in H, I, I., iVI halbirt, die Pyrami¬
de 8chkL n- 2 . kl.Mch.III -s- 2 . 3KVM sey.
ES ist aber kt.Mch.HI — ^ 3N0ch.LL, wenn
3NLLchLtt das über der Grundfläche der Pyramide
in gleicher Hohe errichtete Prisma ist. (§. 494.)
Wäre also 3^KL — z ch.OV3L?, so wäre ^
ch.v?86? oder ß 3kvch.LK -s- z VSVlMVLL

^ 8kvch.LL -s- 2 3KI.M, (§. 49z.) daher
wenn man an beyden Seiten des Gleichheitszeichen»
subtrahirt ^ 3KL>chLK -s- ^ ?60NKVLL -2 2
SKI.M. oder, weil 3ll0ch.LV — 8 - S?(^KI.M,

X 2
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A -4- 4 xeonkni-Z — 2wenn die Ebne KL'III mit I'6OI>l parallel ist und
die Seitenlinien und folglich das ganze Prisma

halbirt. Dann wäre also die Py¬
ramide PKI.M — 4 -l_ >
KIII'3, gleich dem Drittel eines mit der Pyrami¬
de gleich hohen Prisma's, dessen Grundfläche22:

LLLV ist.

Halbirt man abermals die Seiten dieser Pyra¬
mide in V, >V, X, so läßt sich durch eben die
Schlüsse zeigen, die Pyramide SV^VX sey gleich
dem Drittel eines mit ihr gleich hohen Prisma's,
dessen Grundfläche rrrc V>VX -j- IZLllO sey, und
so abermals, wenn 8V, 8 ^V, 8X in V, X
halbirt sind, es sey die Pyramide 3V>VX gleich
dem Drittel eines mit dieser Pyramide gleich hohen
Prisma's, dessen Grundfläche — V^VX -P LLLO.
Durch diese Eintheilungen kommt man gewiß endlich
auf eine Pyramide, deren Grundfläche gleich LLOkü
oder kleiner als LWV ist; wenn wir nun anneh¬
men 3VXVX sey diese Pyramide, also VWX rrra
LLOL, so wäre 3VVVX gleich dem Drittel eines
gleich hohen über der Grundfläche — VWX ^
LLOIl — 2 V^VX errichteten Prisma's, oder
gleich zwey Dritteln des über der Grundfläche V^VX
errichteten, mit der Pyramide gleich hohen Prisma's;
und es ließe sich sogar beweisen, daß man endlich
auf eine Pyramide kommen könnte, die größer wäre,
als ein gleich hohes über derselben Grundflache er¬
richtetes Prisma, welches unmöglich ist. Es kann
also nicht 3^LL >> ß seyn. Aber die
Pyramide kann auch nicht kleiner seyn, als das
Drittel dieses Prisma's. Denn wäre ein
über einer kleinern Grundfläche errichtetes, mit der
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Pyramide gleich hohes Prisma, und es sollte 3^!Zt1

221 Z LkZ^efl seim: so hätte man ^ 3XO^LV

— z NOglWcle'^ 2 . ss- 2 3KI.lVI
^ 8X0^(ä3-s. 2 SZ^chlVI, ober K 8?i)1^^Vk

— D kZDXrul^ — 2 3^I.lVl; also 3X1.lVI
gleich dem Drittel eines mit dieser Pyramide gleich

hohen, über der Grundfläche Llll.lV! — ru18 212
LlI.lVI — LLccl errichteten Prisma's. Eben so

findet man, wenn in Vj, W, X die Seiten 8X,,

31., 8M halbirt find, daß die Pyramide 8V>VX

gleich seyn würde einem mit ihr gleich hohen Pris¬
ma von der Grundfläche — VVVX — LLecl und

so ferner; und da die Grundfläche VWX, wenn

man die Halbiruugen fortsetzt, bey jeder Pyramide

kleiner wird, LLeel aber einerley bleibt, so kommt

man gewiß endlich auf eine Pyramide, deren Basis

kleiner als LLml, und deren Inhalt folglich 122 o

wäre, obgleich sie noch eine bestimmte Basis und

Höhe hätte. Da nun diese Schlüsse zu Ungcreim-

hciten führen: so ist der Znhalr einer Pyramide

weder größer noch kleiner, als das Drittel des über

derselben Grundfläche errichtete gleich hohen Pris¬
ma's.

496. 6vster Lehrsatz. Jede Pyramide
ist so groß, als eine über derselben Grund?
stäche errichtetes Prisma, dessen Höhe ein
drittel von der Pyramide ist»

Beweis. Da eine jede Pyramide sich in

mehrere dreyseitige zerlegen läßt, und jede dreysei¬

tige Pyramide dem Drittel eines eben so hohen

über derselben Grundfläche errichteten Prisma's gleich
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ist: so ist auch die ganze Pyramide gleich dem Drit¬
te! eines über ihrer Grundfläche errichteten,mit ihr
gleich hohen Prisma's, oder gleich einem über die¬
ser Grundfläche errichteten Prisma, dessen Höhe nur
ein Drittel von der Höhe der Pyramide beträgt.

497. 6ister Lehrsatz. 1. Pyramiden
von gleicher Höhe verhalten sich in Rücksicht
ihres körperlichen Inhalts wie Grundflächen;
2. Pyramiden von gleich großen, wenn anch
unähnlichen Grundflächen verhalten sich der
körperlichen Größe nach, wie ihre Höhen,
und z. der körperliche Inhalt zweyer Pyra¬
miden ist in zusammengesetztem Verhältnisse
ihrer Grundflächen und Höhen.

Beweis. Da jeSe Pyramide gleich ist einem
über eben der Grundfläche errichteten Prisma, des¬
sen Höhe ein Drittel von der Höhe der Pyramide
ist: so verhalten sich zwey Pyramiden, wie diese
ihnen gleichen Prismen und daß bey diesen die im
Lehrsatze angegebenen VerhältnisseStatt finden, ist
§.483. gezeigt.

* 498. 6aster Lehrsatz. Wenn von
einer Pyramide (iriZ. 207.) durch
eine mir der Grundfläche parallele Ebne
das Stück, LEDI'QII abgeschnitten wird:
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so ist der Inhalt der abgekürzten Pyramide

LLO56II so groß, als drey vollständige,

mit diesem Stumpfe gleich hohe Pyramiden,

deren Grundflächen gleich sind den beyden

Grundflächen LGD, IL-II der abgekürzten

Pyramide und einer mittlern geometrischen

Proportional - Größe zwischen diesen beyden

Grundflächen.

Beweis. Legt man durch ikLH eine Ebne,

so schneidet diese eine Pyramide KI'LIck ab, weiche
die untere Grundfläche der abgekürzten Pyramide

zur Grundfläche und mir diesem Stumpfe gleiche

Hohe hat; und wenn man durch KLlft. eine Ebne

legt, so schneidet diese von dem übrigen Stücke eine

Pyramide ttkLO, ab, welche zur Grundfläche die
obere Grundfläche KLI) des Stumpfes und mir ihm

glcicke Höhe hat. Dies sind also zwey von dem

im Lehrsätze erwähnten Pyramiden, und es ist nur

noch zu beweisen, daß das nach Wegnahme dieser

beyden Puramiden übrig bleibende Stück IILLIs

gleich ist einer mit der abgestumpften Pyramide

gleich hohen Pyramide, deren Grundfläche die mitt¬

lere Proportivnalgröße zwischen LLI) und I'LII ist.

Nimmt man nun II für die gemeinschaftliche

Spitze der Pyramiden ULLK und Hb'Ll? an,

so haben diese gleiche Höhen, weil ihre Grundflä¬
chen LLK, KLL in einerley Ebne liegen und die

Spitzen zusammenfallen, und ihr Inhalt ist daher

der Größe dieser Grundflächen proportional, (§.497.)
nämlich WL6 HchLK — KLL : 5LK

IL : KL. Denn die Flächen I LL, k'Lö sind

gleich hohe Dreyecke, da LL parallel mit b L,
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und ihr Inhalt also den Grundlinien proportional.

Die zuerst abgeschnittene Pyramide verhalt sich also

zu dieser dritten wie : LL; aber die erste ver¬

hielt sich zur zweyten wegen der gleichen Höhe, wie

: LLO, das ist wegen der Achnlichkeit die¬

ser Figuren (§. Zoz.) wie : LO. Es ist also

«rste Pyramide : zweyte Pyramide "

dritte Pyramide : erste Pyramide mr LL : 16;

also (Arithm. §. 176.) dritte Pyramide : zweyte

Pramide — I ^: LL und folglich erste Pyramide :

dritten Pyramide am dritte Pyramide: zweyte Py¬
ramide und diese dritte ist die mittlere Proportional¬

größe zwischen den beyden andern. Sollten also

alle drey gleiche Höhen haben, so muß die Grund¬

fläche der dritten die mittlere Proportionalgröße

zwischen den Grundflächen der beyden übrigen seyn.

* 499. Wir werden in der Folge sehen, daß

der Inhalt einer Pyramide sich betrachten läßt, als
ein Product aus ihrer Grundfläche in ein Drittel

ihrer Höhe. Setze ich also hier a^;
LLO — f>2, die Höhe der abgestumpften Pyrami¬

de — e, die Höhe der oben fehlenden Stücke

<Z, so ist der Inhalt des Stumpfes — ^

<c -s- rl) — ^ fck-ä, und man hat (§. 488-)
16 : L6 m c cl : cl, und auch

rm a" : (§. ZvZ.) also 0^6: u m a : I,

und (Arithm. §. 159.) acl mr ol, ^ Izcl, also aä

käm: ck, und ä — —--; c -l- ä im ;
a-—8 a — r>

folglich der Inhalt des Stumpfes mr Z a — 0

ka 5 a^o — ^
m ^ , oder wen»
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man dlvidirt — H Z abo -s- ^ b^a, das

ist gleich dreyen Pyramiden von der Hohe — c,

deren Grundflächen sind: die der einen — x,er

zweyten — k", der dritten — ab, wo : sb
aft: b2. .

Hier ergicbt also die Buchstabenrechnung eben

das, was die geometrische Betrachtung zeigt.

* 500. 6zster Lehrsatz. Wenn ein
dreyeckiges Prisma von einer Ebne ZZID,
welche der Grundflache nicht parallel
ist, geschnittenwird: so ist der Inhalt des
Stückes dreyen Pyramiden gleich,
die gleiche Grundflächen, der Grundfläche
des Prisma's gleich, haben, und deren Hö¬
hen den Entfernungen der drey Eckouncte D,

? von der Grundflache gleich sind. (I'iZ.
208.)

Beweis. Man lege durch den einen Eck-

punet I' die Ebne so schneidet diese eine Py¬

ramide ab, deren Grundfläche mit der Grundfläche

des Prisma's einerley ist, und deren Spitze

in ? liegt. Dieses ist also eine der angegebenen Py¬
ramiden. Das übrig bleibende Stück

theile man durch die Ebne I'OK in zwey drepseitige

Pyramiden: so ist zu beweisen, daß diese den bey¬

den andern, im Lehrsatze angegebenen Pyramiden
gleich find.

Betrachtet man als die gemeinschaftliche

Spitze der beyden Pyramiden so

haben diese gleiche Höhen, weil ihre Grundflächen
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^I)?, ,'n einerley Ebne liegen; ihr Inhalt

ist also den Grundflächen vVV?, proportional

und folglich den Linien /ob), L?, weil /rOI-',

gleich yohe Dreyecke über den Grundlinien
^.O, Llb' sind. Die Linien ^.O, Lb aber ver¬

halten sich zu einander, wie die senkrechten Abstände

der Puncte O, ? von der Grundfläche, weil /.O,

L? parallel, folglich (§. Z90.) gleich geneigt gegen

die Grundfläche sind, und daher die Dreyecke ähn¬
lich sind, welche von dem aus O und lk auf

gezogenen Lothe, den Linien ^.O, L? und den in

zwischen L und den gehörigen Durch-
schnictspuncten des Lothes gezogenen Linien gebildet

werden. Die Pyramide ist also eben so

groß, als eine über errichtete Pyramide, de¬
ren Spitze in V läge.

Endlich verhalten sich die Pyramiden

wie die Flächen LL?, ?IZL, weil sie,

wenn man diese Flächen als Grundflächen betrachtet,

gleiche Höhe haben, da die Spitzen O in einer

der Grundfläche parallelen Linie liegen. Diese Py¬

ramiden verhalten sich also wie L? zu Llr,, und da¬

her aus den vorhin erwähnten Gründen, wie der
senkrechte Abstand des Punctes ? von der Grund¬

fläche zu dem senkrechten Abstände des Punctes L

von derselben. Eben sd aber verhält sich

zu einer über errichteten Pyramide, deren

Spitze in L liegt, und es erhellt also, daß das

Stück des Prisma'S so groß ist, als drey über

errichtete Pyramiden, deren Spitzen in den drey Eck¬

puncten v, L, ? lägen.

501. Erklärung. Wenn man von allen

Puncten im Umfange des Kreises (?iZ. 209.)
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gerade Linien nach einem Puncte O zieht, der nicht
in der Ebne dieses Kreises liegt: so befinden sich alle
diese Linien auf der Oberflache eines Kegels. Der
Kegel ist also ein mit der Pyramide zu vergleichen¬
der Körper, welcher aber zur Grundfläche einen Kreis
hat.

502. Erklärung. Der Kreis heißt
nämlich die Grundfläche, O die Spitze des
Kegels, und wenn man von der Spitze nach dem
Centra der Grundflächeeine gerade Linie zieht, so
ist diese die Axe des Kegels. Jede von der Spitze
nach dem Umfange der Grundfläche gezogene gerade
Linie aber, heißt eine Seitenlinie des Kegels.

50z. Erklärung. Ein Kegel ist gerade,
wenn seine Are auf der Grundfläche senkrecht steht,
aber schief, wenn sie nicht senkrecht gegen dieselbe
ist. Die Entstehung des geraden Kegels kann man
sich auch so vorstellen,daß man annimmt, ein recht-
winklichtes Dreyeck drehe sich um eine seiner Cache«
ten, während diese unvcrrückc gehalten wird, dann
beschreibt die Hypotenuse die Oberfläche eines gera«
den Kegels; und diese Hupotenuse ist in jeder Lage
des Dreyecks eine Seitenlinie des Kegels.

504. Aus den Lehrsätzen §. 475 und 407.
saßt sich leicht schließen, daß alle Durschnitte
ebner Flächen, die der Grundfläche paral«
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lel sind, mit der Kegelfläche Kreise seyn

werden, deren Halbmesser dem Abstände

dieser Ebnen von der Spitze des Kegels

proportional sind. Auch Übersicht man leicht,

daß jede durch die Axe des Kegels gelegte

Ebne mit der Oberfläche desselben zwey

gcradlinigte Durchschnitte macht, oder daß

die Durchschnitte solcher Ebnen mit der krummen

Oberflache und der Grundflache des Kegels ein ge¬

radliniges Dreyeck bilden, welches bey dem geraden

Kegel das Doppelte desjenigen Dreyeckes ist, durch

dessen Umdrehung der Kegel gebildet wird.

* Ebnen aber, welche weder durch die Axe ge¬

hen noch auch der Grundfläche parallel sind, machen
mit der Kcgclflache andere krummlinigte Durchschnitte,

deren Gestalt nach der Lage dieser Ebnen verschieden

ist. Stellt man sich vor, es sey die durch

die Axe des geraden Kegels gelegte Ebne und IM
in derselben mit der Grundfläche parallel gezogen:

so wird der Durchschnitt einer auf XvL senkrechten
Ebne mit der Kegelflache desto länglicher ausfallen,,

je größer der Winkel I'IM ist, welchen die Durch»

schnittslinie IM dieser beyden Ebnen mit IM macht.

Zieht man in der durch die Axe gelegten Ebne IM
mit OL parallel, so schneiden alle Ebnen, wie IM,

in die Linie IM ein, so lange der Winkel AIM<^

IMII, und die Durchschnitte sind krumme Linien,

die in sich selbst zurückkehren, und einen Raum

rundum bcgränzen. Diese Linien heißen Ellipsen.
Lea- man aber durch IM eine Ebne senkrecht auf

L.IM, so kann diese in IM nicht cinschneiden.
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wenn man auch die Kegelfläche nach unten noch so

weit erweitert, und der Durchschnitt einer solchen

Ebne mit der Kegelfläche ist eine krumme Linie, die

nicht in sich zurückkehrt, sondern den Raum an einer

Seite unbegränzt läßt; sie heißt die Parabel.

Ebnen endlich, die mit Lft einen Winkel machen,

der größer als ist und dabey senkrecht auf

der Ebne ch.L>L stehen, durchschneiden die Kcgel-

fiäche in einer krummen Linie, die Ebenfalls nicht

in sich zurückläuft, deren Schenkel weiter aus ein¬
ander laufen, als die der Parabel, und welche die

Hyperbel heißt. Die Ellipsen sind zwar nicht

alle ähnliche Linien, aber sie haben gewisse Eigen¬

schaften gemein, um decenwillen man berechtige ist,

sie alle als Linien von einerley Art zu betrachten.

Ein gleiches gilt von den Parabeln und Hyperbeln.

505. 64ster Lehrsatz. Jeder Kegel ist
an körperlichem Inhalt einer Pyramide gleich,
die eben so hoch ist und eine eben so große
Grundfläche hat, als der Kegel.

Beweis. Da alle vielseitige Pyramiden gleich

an körperlicher Größe sind, wenn bey gleicher Höhe

auch ihre Grundflächen gleiche Größe haben: so gilt

dieses auch noch, wenn die Grundfläche der Pyra¬

mide ein überaus vielseitiges reguläres Polygon ist.

Eine solche Pyramide aber nähert sich sehr, ja so

sehr als man will, dem Kegel und man wird also

nicht zweifeln dürfen, daß auch für ihn eben die

Regel gilt.
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* Der sirenge Beweis läßt sich auch hier auf

eben die Weise führen, wie beym Cylinder §. 482.

nur mir dem Unterschiede, daß man siatt der Pris-

nacn, die man dorr in und um den Cvlinder con>

siruirte sich hier Pyramiden in dem Kegel denkt,

deren, Seitenlinien in der Oberfläche des Kegels lie¬

gen und Pyramiden um den Kegel, deren Sei¬

tenflächen die Oberfläche des Kegels berühren. Die¬

sen Beweis wird der Leser daher leicht selbst ent¬
wickeln.

506. Ist also ein Cylinder und ein Kegel von

gleicher Höhe über einerley Grundfläche errichtet: so
ist der Cylinder dreymal so groß, als der Kegel.

507. 6zster Lehrsaß. Der körperliche
Inhalt zweyer Kegel, oder auch eines Kegels
und einer Pyramide ist l. in directem Ver¬
hältnisse der Größe der Grundflachen, wenn
die Höhen gleich sind; 2. in directem Ver¬
hältnisse der Höhen, wenn die Grundflächen
gleich sind; z. im Allgemeinen im zusammen¬
gesetzten Verhältnisse der Grundflachen und
Höhen.

Beweis. Da sich statt des Kegels allemal

eine gleich große Pyramide von gleicher Höhe und

eben so großer Grundfläche angeben läßt: so erhellt

die Richtigkeit des Lehrsatzes aus Z. 497.
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Vierter Abschnitt.

Von der Ausmessung der Körper, welche durch
ebne Flächen begränzt werden, wie auch

des Cylinders und Kegels.

508. Erklärung. Einen Körper ausmes«

scn, heißt das Verhältniß seiner Größe zu einem

als Einheit angenommenen Körper bestimmen.

Hiervon ist verschieden die Ausmessung der

Oberfläche eines Körpers, welche darin besteht,

daß man die Größe der Oberfläche mit einer als

Einheit angenommenen Fläche vergleicht.

509. Nach dem, was wir in den vorigen

Abschnitten gezeigt haben, ist es nicht schwer, den¬

jenigen Körper auszuwählen, welcher zum Maße

oder zur Einheit am passendsten ist. Wir haben

nämlich gesehen, daß statt jeder Pyramide, statt je¬

des Cylinders und Kegels stch ein eben so großes

Prisma anqeben läßt, und statt jedes Prisma's,

also auch starr jener Körper ein Parallelepipedum

(§. 472.) und zwar ein rechtwinklichtes Parallele¬

pipedum (§. 466.) angegeben werden kann. Das

rechtwinklichte Parallelepipedum ist also derjenige

Körper auf welchen alle die bisher betrachteten und

überhaupt alle von ebnen Flächen begranzten Körper

sich zurückführen lassen, und dieses selbst wird
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am bequemsten ausgemessen durch den CubuS oder

Würfel.

510. Willrührlicher Satz. Wir nehmen

demnach als Körpermaß, oder als Einheit für die

Ausmessung der Körper einen Würfel an, dessen

Seitenlinien der festgesetzten Langen 5 Einheit gleich

sind. Diese Körper-Einheit heißt dann ein Cubik-

fuß, Cubiklinie, Cubikruthe, Cubikmcile u- f. w. je

nachdem die Seitenlinie des Würfels ein Fuß, Zoll,

Linie, Ruche, Meile u. f. w. und seine Seiten¬

fläche ein Quadratfuß, O.uadratzoll, Quadratlinie,

Qradratruthe, Quadratmeile ist.

511. yte Aufgabe. Den Inhalt eines

rcchtwinrlichten Parallclepipedi zu bestimmen.

Aufiösun g. Man drücke die Länge und

Breite der Grundfläche und die Höhe des Parallc¬

lepipedi in einerley Längenmaße aus und multiplicire

die Zahlen, welche diese Längen ausdrücken, in ein¬

ander: Das Product giebt an, wie vielmal der

Körper die angenommene Körper - Einheit enthält,

oder wie viel Cubikfuße es groß ist, wenn die Län¬

gen im Fußen angegeben werden.

Beweis. Das Product der Länge und Breite

der Grundfläche in einander giebt an, wie viel sol¬

che Würfel, welche wir als Körper-Einheit ange¬

nommen haben, in einer Schichte neben einander
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auf der Grundfläche liegen können; die Höhe zeigt
die Anzahl der Schichten an, und folglich jenes
Product aus drey Factorcn die Anzahl aller solcher
Würfel, welche in dem Körper Platz finden.

512. Der Inhalt eines Parallclepipedi, dessen
Lange z. E. — 5, Breite — 6, und Höhe — 8,
wird also durch 5. 6. 8 — 240 ausgedrückt; und
der Inhalt eines Würfels, dessen Seitenlinie 22 7
wäre, ist 22 7- 22 34z, das heißt die Unzahl der
Fuße in der Seitenlinie eines Würfels verhält sich
zu der Anzahl von Cnbikfußen, die er enthalt, wie
jene Zahl zu ihrer Cubirzahl.

Beyspiele. Ein Cnbikfuß ist ein Würfel, dessen
Seite 121 12 Zoll, wie viel Cubikzoll enthält ein Cubik-
fuß, und wie viel Cubiklinien, wenn der Zoll 121 -s Li¬
nien?

* 51z. Da der Inhalt eines Würfels 22
ist, wenn seine Seite 22 a, so ist (nach Arithm.
§. IZ2.) desjenigen Würfels, dessen Seite — a-s-1,
ist, Znhalt — a^ -j- za^I) -s. zgjz» -fi. und
diese Zusammensetzung des Würfels laßt sich nun
auch geometrisch zeigen.

* 514. 66sterLehrsatz. Wenn (?iZ.
210.) die Seite eines Würfels gleich ist der
Summe zweyer Linien L<H, so laßt sich
der Würfel in folgende Stücke zertheilen: in
einen Würfel, dessen Seitenlinie 22 in

Brandes Wcometria. P
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einen Würfel, dessen Seitenlinie — LLl, in

drey gleiche Parallelepipeda, deren Höhe —

Ld und deren Grundfläche das Quadrat von

Qkl; endlich in drey gleiche Parallelepipeda,

deren Höhe und deren Grundfläche

das Quadrat von ist.

Beweis. Es sey ^LOKKKKI der Cu<

bus, dessen Seite — ss- KL. Man nehme
^.k — ^.k und lege durch k eine Ebne mit

LLLL, durch V eine Ebne mit OKIII, durch I.
eine Ebne mir KLKI parallel: so durchschneiden

diese Ebnen alle einander rechtwinklichr, weil die ihnen

parallelen Ebnen sich rechtwinklicht durchschneiden und

theilen den Würfel in acht rcchtwinklichte Parallele¬

pipeda, die wir nun näher betrachten wollen.

Das erste uXkaVXVXSK hat das Quadrat /cKaV,

dessen Seite — ^.ö, zur Grundfläche und seine Höhe

ist — Qk ^ ^ck; es sst also ein Würfel, dessen

Seitenlinien — ^lck sind. Das zweyte KV->()

k.>VX?c, das dritte akLI7X?llVIV und das vierte

VVKTXSKKl, sind einander völlig gleich, denn sie

haben die Quadrate aVVVX, aK?lX, >VK?lX, de¬
ren Seiten — ^k sind, zu Grundflachen und ihre

Höhe ist, KV KL rrr kk rm ^.L — ^.k.
Ferner sind das fünfte, sechste und siebte Stück

KXVXK'SKO, lVI^XVLKIck, aykXKIMV völ¬

lig gleich, man kann nämlich die Quadrate K>V3I,

TIVILK, ai^Okl als Grundflächen dieser Körper be¬
trachten und diese Quadrate sind gleich, indem sie
die Seiten KV " TlVI akl ^.L — c^k

" KL haben, und dann sind die Höhen kk "

LlVi kk — rlcL- Endlich das achte Paralle-
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ieyipedum !ch)IIXX?.XV 'ist ein Würfel, dessen

Seitenlinien — LL. Diese acht Stücke sind also

die im Lehrsätze angegebenen. (*)

* 515. Der Würfel, dessen Seitenlinie 22

QK -s- flL ist, laßt sich also durch -s- z .

LL -s- z . . LL^ -f- ausdrücken,
wenn man bey der Bezeichnung des Inhalts der Pas

rallelcpipeden nach eben der Regel verfahrt, wie §.

176., und §. 511. Diese Einthcüung des Wür¬
fels dient nun eben so zu Erläuterung der Lehre von

Auszichung der Eubikwurzel, wie oben die Einthei-

lnng des Quadrates (§. 20z.) die Lehre von der

Quadratwurzel deutlich machte. Wenn nämlich

22 20, LL 22 7 gleiche Theile enthielte, so ent¬

hielten die acbr Stücke des Würfels folgende Men¬
ge kleiner Würfel: QkaVI.TX>V 22 8ooo, indem

!N jeder Schichte ^.LaV, 400 liegen und es 20

solcher Schichten giebt; XXVX»IÜR.Kt) — LaXl2

LLIXlVI 22 VV'T^XSss?!, 22t 400 . 7 122 2800;
ISNATOKXD 2t n(.)VIIXkXV — SXIKlXXQ'I'l,

212 49 . 20 22 980; endlich Olr'l'IsskXXIX 227^

22 Z4Z. Der ganze Cubns enthält also 8000 -j-
z . 28vO -j- Z . 9Lo -s- Z4Z 22 1968Z.

^ 516. Auch andere Sätze, auf welche die

Buchstabenrechnung führt, lassen sich nun geome¬

trisch erläutern. So findet man z. B. daß —

22 (a- -s- a!) -f- Ir^) (a — >z) (vergl. Arith.
§. 96, wenn man dort im orten Beyspiel 0 22 0

annimmt,) und auch die geometrische Betrachtung

<7) Den muständlichen Beweis, daß 22 XX — »V
22 ltL u. ü w. se», wird der Leser dei z>ver)Ien ElM
s»s leicht selbst finde».

Y -
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zeigt, daß der Unterschied des körperlichen Inhalts
zweyer Würfel, deren Seitenlinien 222 « »ud — Iz
sind, oder daß -i^ — gleich ist dreyen paralle-
lepipedischcn Körpern, die alle gleiche Höhe " a
— Iz haben, nnd deren Grundflächen gleich find,
dem Quadrate von a, 222 a^, dem Quadrate von
I,, 222 k", nnd der mittlern geometrischen Propor¬
tionalgröße zwischen diesen beyden Flachen — al,.
Betrachtet man nämlich die Figur (?lg. 210.) und
setzt 222 s, 222 so ist der ganze Wür¬
fel ^LOI 212 a-, und das Stück QLaIV 122 li^,
wenn die Eintheilung so gemacht ist, wie §. 514.
und die übrigen Stücke des großen Würfels sind
dann folgende: I.iVIVlVI^V8 221 a.Io.sa — b),
weil ^ a, 1.^ ^ QL d, I.?' 2--
LL ^ a — k, LVHVI8m — a- (2221!,),
da VII VS ^ a, IÜV a — d: LLIIa
^lXchVX 222 k- (a —Iz), da öt -22 atä 222 b,
LO 222 g — k). Es ist also a^ — !z^ 222 (a'-->
Iz) alz (a — !a) -j- Iz^ (a — >z) 222 (a^ -s-
t>I> ^ (a — b.).

517. rote Aufgabe. Den körperlichen
Inhalt eines jeden Prisma's oder Parallele-
pipedi anzugeben, wenn die Größe der Grund¬
flache und die Höhe dieser Körper bekannt
sind.

Auflösung. Man drücke die Größe der
Grundfläche in eben solchem Quadratmaße aus, als
das Langenmaß ist, in welchem dle Höhe angegeben
worden, betrachte die Zahlen als unbekannte und
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multiplicire sie in einander. Das Product ergiebt

den Cnbik-,Inhalt des Körvers in dem Cubikmaße,

welches jenem Längenmaße entspricht.

Beweis. Da jedes Prisma (§. 478), auch

jedes schiefe Patallelepipsdum gleich ist einem eben

so hohen rechteckigen Parallelcpipedo, dessen Grund¬

fläche eben so groß ist, als die Grundflächen jener

Körper: so erhellt die Nichtigkeit dieser Auflösung

aus dem vorigen Beweise.

Uebungs-Aufgaben- i- Eines Prisma's Grund¬

fläche ist ein recktwinklichtes Dreyeck, dessen Catheten ^2

17 und ^ 35 Fuß, die Höhe des Prisma's'^: 5Fuß

9 Zoll, wie viel Cnbikzoll enthält das Prisma?

2. Wenn die Grundfläche und der körperliche Inhalt

eines Parallelepipedi gegeben ist, die Höhe zu bestimmen.

Der körperliche Inhalt sey m 1779 Cubikfuß 70Z Cubik-

zoll und die Grundfläche m 97 Quadratfnß; wie hoch ist

dieser Körper?

" z. Eines Parallelepipedi Inhalt ist gegeben ^ 1577
Cubikfuß, und seine .Höhe 19 Fuß, auch weiß man,
daß die Grundfläche ein Quadrat ist; man sucht die Sei¬
len dieses Quadrates.

" 4. Ein Prisma von 17 Fuß Höhe hat zur Grund¬
fläche ein gleichseitiges Sechseck, dessen Seite rn 2 Fuß;
man soll den Inhalt bestimmen.

" 5. Eines Würfels Inhalt ist gegeben 5798 Cu¬
bikfuß; man soll die Seite desselben in Aolle angeben.

518. ute Aufgabe. Eines geraden
Cylinders Höhe ist gegeben, nebst dem Durch?
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messer seiner Grundfläche; man soll die kör¬

perliche Größe desselben finden.

Auflösung. Mau suche den Inhalt der

Grundfläche (§. 34z.) und multiplirire damit die

Höhe, nachdem man alles in gleichförmigem Maße

ausgedrückt hat: ft erhalt mau den Cubik-Inhalt

in eben dem Maße.

Der Beweis erhellt aus dem vorigen und dem

zosten Lehrsatze.

Erempel. Eines Eylindcrs Umfang ist .... 8 Fuß,
Höhe 7 Fuß; man sucht den Inhalt.

ziy. i2te Aufgabe. Einer Ppranüde,

auch eines geraden Kegels körperliche Größe

zu finden, wenn die Höhe gegeben ist, nebst

denjenigen Stücken, woraus man die Größe

der Grundfläche bestimmen kann.

Auflösung. Man berechne den Quadrat-

Inhalt der Grundfläche, und mulciplicire sie mit

dem Drittel der Höhe, nachdem man alle Größen

in einerley Maße gehörig ausgedrückt hat. Das

Product ist der Inhalt der Pyramide oder des Ke¬

gels.

Beweis. Da jede Pyramide an körperlicher

Größe ein Drittel des über derselben Grundfläche
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«'richteten gleich hohen Prisma's ist, und jeder Ke¬

gel gleich dem Drittel des über derselben Grund¬

fläche errichteten Cylinders, so folgt diese Auflösung

aus §. 5 17. von selbst.

520. izte Aufgabe. 1. Den In.'

halt einer abgekürzten Pyramide, und 2. ei¬

nes abgekürzten Kegels zu finden, wenn die

Höhe dieser Körper nebst dem Inhalte beyder

parallelen Grundflächen gegeben ist.

Auflösung. Man suche zwischen der Größe

der beyden parallellen Grundflächen, die man als

unbekannte Zahlen betrachten kann, die mittlere geo¬

metrische Prvportionalzahl (Arithm. §. 162.) und

addire jene beyden Zahlen z» dieser; die Summe
multiplicire mau mit dem Dritte! der Höhe des Kör¬

pers: so giebt das Prodüct den Inhalt desselben.

Beweis. Der Beweis für die Berechnung

des Inhaltes der dreyseitigen abgekürzten Pyra¬
mide, wenn die jchncidende Ebne der Grundflache

parallel ist, wie hier allemal angenommen wird, er¬

giebt sich aus §. 498. unmittelbar. Aber dann

folgt auch die Nichtigkeit der Auflösung für Pyra¬

miden , die mehrere Seitenfläche» haben. Ist z. B.

(chig. 201.) die Fläche LLL ^ a^, Llöb) 122 k>^,
lme — so ist (§, 489.) LLIÜ : LIüO —

1)2. <)2
Ims : nccl, also Lscl — —-— und der Inhalts-

beyder drcyscitigen abgekürzten Pyramiden zusammen

— ? k ( -s. gc -s- --2 -j- Iz2 -s -1. —.
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wenn k ihre Höhe ist, oder dieser Inhalt — Z k

(a^ --j- Iz^ -4- , ^^i,

und hier ist -s- — LLOL ; ^—-— ^ ^ ^

. , (ll2-s-Iz2)L
22t kcäs, und — die mittlere Proportio-a

nalgröße zwischen LLOL »nd flcflo, weil (Arith.
( c>2 -j- !)^) ( !,- -s- l>2 ) ()2

§. I6-.) V --— —— —

/ 22 > <2
ist. Die 'Auflösung ist also richtig für

a

die vierseitigen, und wie man leicht Übersicht für je¬

de vielseitige Pyramide.

Der Inhalt des abgekürzten Kegels
(?ig. 209.) ist offenbar gleich dem ganzen Kegel
O.4.L, weniger dem Kegel Olüss. Ist mm der
Grundfläche Halbmesser 222 a, der Grundfläche
L? Halbmesser 22 I) und des abgekürzten Kegels
Höhe — 0, so ist die Hohe der Spitze Däüss, 22c

1)0
- -, weil a: K — c -s- : O1<k, also (nach §.
s — c»

Z4Z, 519.) der Inhalt von 112

(c^j -) und der Inhalt von OLss, — ^ .a — I)
k>L

z, 1415 . 1)2 . . ^ 222 Z, 1415 . G

z. tLZ
V u — 0 ,> g
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und hier ist Z, 1415 - s» der Inhalt der einen,

Z, 1415 . 1,2. der ^Inhalt der andern Grundfläche

und z, 1415 . sk die mittlere Proporcionalgröße

zwischen beiden.

* 521» 14t e Aufgabe. Den Inhalt
eines abgestutzten Prisma'S zu sinden, wenn
dasselbe durch eine mit der Grundfläche nicht
parallele Ebne abgeschnitten ist, und die nöthi¬
gen Stücke gegeben sind.

Auflösung. Die zur Berechnung nöthigen

Stücke sind der Quadrat-Inhalt der Grundfläche,

und die Höhen aller obern Eckpunkte. Man theile
dann das Prisma in lauter abgestutzte dreyeckige

Prismen und berechnet den Inhalt eines jeden, in¬

dem man seine Grundfläche multipiicirt mit dem

arithmetischen Mittel (Arithm. §. 149.) zwischen

der Höhe seiner drey Eckpunkte über der Grund¬
fläche.

Anmerkung. Eigentlich brauchten, wenn die Fi¬
gur der Grundfläche gegeben ist, nur die Höhen dre»er
Eckpuncte bekannt zu seyn, da durch diese die Höhe der
durch sie gelegten Ebne über jedem andern Puncte der
Grundfläche bestimmt ist, und sich berechnen läßt. Indeß
liegen bey dieser Berechnung noch «ndere, hier nicht er¬
läuterte Lehren zum Grunde-

522. 15teAufgabe. Den Inhalt eines
zeden Körpers, welcher von lauter ebnen Flä¬
chen eingeschlossen ist, zu bestimmen, wenn
man alle nöthigen Linien messen kann»
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Auflösung. Mau muß suchen, den Körper
so einzutheilen, daß man die Stücke als Prismen,
Pyramiden oder abgekürzte Pyramiden berechnen
kann. Wenn dieses auf keine bequemere Weise mög¬
lich ist: so läßt sich wenigstens jeder Körper der
von Ebnen begränzl wird, in lauter dreyscitige Py¬
ramiden eintheilen und so berechnen. Ost kann es
mich vortheiihaft seyn, sich ein Stück an den Körper
angefügt zu denken, wenn er dadurch eine mehr regu¬
läre Gestalt erhält, und man muß dann den so ver¬
größerten Körper und das angefügte Stück jedes be¬
sonders berechnen.

Uebnngs-Anfgaben. i. Wie viel wiegt ein Cy¬
linder von Eichenholz, dessen Länge reu s Faß 7 Zoll nnd
Dicke oder Durchmesser ^ 2 Fnß z Avll; wenn man daS
Gewicht des Cnbikfnßes Eichenholz zu 70 Pfund annimmt?

2. Der großen Pyramide von Memphis Grundfläche
ist nach Pocock 69z ins Gevierte, ihre Höhe sig> Fnß,
wie viel Cnbikfuß enthält sie?

5 z. Wenn dieselbe Pyramide auf der halben Höhe
horizontal abgeschnitten würde, wie groß bliebe der un¬
tere abgestumpfte Theil?

ä. Eines Kegels Durchmesser an der Grundfläche ist
75 Fuß, seine Höhe ist eben so groß, wie groß sein In¬
halt?

" 5. Die Festnngswälle und Seedciche sind gewöhn¬
lich fünfseitigc Prismen, deren Grundflächen vcrtical ste¬
hen. Hat nun ein solcher Wall, welcher durch rLLL
(üg. 2ii.) im Grundrisse vorgestellt wird, bey L eine
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Ecke und es soll der Inhalt des Körpers berech¬
net werden, wo trv senkrecht auf die Längcnrichtung ist,
so har man hier den Fall der igten Aufgabe. Es stelle
kliiWr.ivM diesen Köroer vor, wo i^l auf
senkrecht und es sey die Hohe 10 — iz Fuß, die Breite
der obern Fläche 16 — 10 Fuß, 1^0 — 7a Fuß, I'I. ^2
27 Fuß, die Länge KM 2^ 250, TlVk 222 200 Fuß, so
läßt sich dieser Körper berechnen, wenn olle auf die Lan-
genrichtung senkrechte Querschnitte gleich ssird. Uebrigens
bedeuten hier ?0, 6? die von 1 und 6 senkrecht auf die
Fläche KIMM herabgezogenen Linien,

" 6. Man bauet im Oldcnbnrgischen an der Weser
zur Ablenkung des Stromes vom Ufer Buschwerke, die
ohngefähr die Gestalt haben, wie cM6viZ?6lllk (Mg.
212). Hier stellt nämlich 6QKIII6 den Boden des
Flusses vor, ULK? die obere, etwas gegen den Ho¬
rizont geneigte Fläche des Werkes, welche die Kapve
heißt; die Seitenflächen ^Qkk und L66? sind gleich
stark gegen den Horizont geneigt. Bep /riZLld schließt
sich das Werk an das Ufer an und ist hier ein
ans den Horizont senkrechter Querschnitt; ist nun ?? der
Endpunct der Kappe, und Kl 6k. eine durch IM senkrecht
gelegte Ebne, so ist, nach der Anlage des Werks, Lk
eben so gegen den Horizont gen-igt, wie tVO, und wenn
^1,, IZIVI, NF, ?c> auf den Horizont senkrecht sind, s»
sind die Dreyecke ^61) und IMK ähnlich, und scl.Q —
LiriE, ?MK — 106. Bon der Spitze geht ein abge¬
flachter Ansatz voraus, den man bey der Berechnung von
dem übrigen Körper absondern kann.

Es sey dieses Werkes horizontale Länge L? 22 2gc>
Fuß, Breite der Kappe -rL 22 ig Fuß, Höhe am Ufer
m 222 6 Fuß, die Neigung der Seitenflächen betragen
Z Fufi auf 1 Fuß Höhe, so ist QK — zvie 22 z Fuß;
die Höhe an der Spitze sey IM ^ sio Fuß, Abhang der
Kappe ;>? 22 g Fuß. Aus diese» Stücken läßt sich der
ganze Inhalt bestimmen, wobey man dann annimmt, daß
der Boden des Flusses 6OK6 ganz eben sey; wäre dies
nicht, so müßte man das ganzc'Werk in mehrere Theile
zerlegt berechnen; serner nimmt man den ganzen Körper
als durch Ebnen begränzt an, obgleich insonderheit die
Spitze gewöhnlich mehr abgeründet ausfällt.
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* 52z. In der ebnen Geometrie ließen sich

statt aller geradliuigten Figuren gleich große Recht¬

ecke und statt dieser eben so große Quadrate zeich¬

nen; da es uns nun hier möglich ist statt eines je¬

den durch ebne Flächen bcgranzte» Körpers ein rechts

lvinküchres Parallelcpipeduin anzugeben: so kann

man die Frage auswerfen, ob sich nicht alle solche

Körper aus die Gestalt des Würfels zurückführen
ließen. Man nennt dieses, «inen Körper cnbiren,

wenn man einen Würfe! angiebt, der mit diesem

Körper gleichen Inhalt hat.

* 524. 16te Aufgabe. Es ist ein
rechtwinklichtes Parallelcpipcdumgegeben; man
soll die Seite eines eben so großen Würfels
bestimmen.

Erste Auflösung. Sind die Seitenlinien des

Parallelepipedi in irgend einem Längenmaße abge¬

messen angegeben: so findet man daraus eine Zahl,

welche den Cubik-Inhalt bestimmt, und die Cubik-

wurzel ans dieser Zahl giebt die Seite des gesuchte»

Würfels in eben jenem Langenmaße an.

Diese Auslosung ist eigentlich arithmetisch; geo¬

metrisch läßt die Aufgabe sich durch die bisherigen

Lehren nicht vollkommen, sondern nur nähcrungs-

welse auflösen, auf folgende Art.

Zweyte Auflösung. Wenn das gegebene

rechtwinklichte Parallelcplpedum zur Grundfläche kein

Quadrat hat, so zeichne man (§. isi9-) ein der

Grünfläche gleiches Quadrat und errichte darüber ei»

mit jenem Parallelepipedo gleich hohes Parallelepipe-

dum: so sind diese an Inhalt gleich, aber der Auf-
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gäbe ist noch kein Genüge geschehen, wenn nicht zu¬
fällig die Höhe eben so groß, als die Seite der

neuen quadratischen Grundfläche ist. Man suche also

zwischen der Höhe und zwischen der Seite der

Grundfläche die mittlere geometrische Proportionalli-

nie (§.294.), und bilde ein rechtwinklichtcS Paral«

lcpipedum, dessen Höhe dieser Linie gleich ist, und
in dessen rechtwinklichtcn Grundfläche eine Seite

dieser Höhe, eine aber der Seite der Grundfläche
des vorigen Parallelepipedi gleich ist. Dieses Pa-

rallelepipedum kommt der cubischen Form näher,
als das vorige. Man suche nun wieder zwischen

beyden Seiten der Grundfläche die mittlere geome¬

trische Proportionallinie und mache sie zur Seite einer

quadratischen Grundfläche über welche ein mit dem

vorigen gleich hohes Parallelepipednm errichtet ist,

so hat man abermals ein der cubischen Form noch

näheres Parallclepipcdum und so kann man die An¬

näherung zur cubischen Gestalt immer weiter treiben.

Wir wolle» dieses an dem Beyspiele eines Parallele¬
pipedi näher bestätigen, dessen Grundlinie die Seite ^2
1 hat und quadratisch ist, und dessen Höhe 2. Nach
den ebnen gegebene» Regeln findet man folgende gleich
großen Parallelepipedcn.
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* 525- klm die Größe der Oberfläche sol¬

cher Körper, die von lauter Ebnen eingeschlossen sind,

zu berechnen, bedarf es keiner besondern Regeln;

indem man bloß nöthig hat, jede Seitenfläche nach
den Regeln der ebnen Geometrie zn bestimmen.

Die Berechnung der Oberfläche der geraden Cylin¬

der und Kegel erfordert eine besondere Betrachtung.

* 526. 67s!er Lehrsatz. Die Größe

aller Seitenflächen eines geraden Prisma's

wird bestimmt durch das Product aus dem

Umfange der Grundflache in eine der paral¬
lelen Seitenlinien.

Beweis. Die Seitenflächen des geraden
Prisma's sind sämmtlich rcchtwinklichte Parallelo¬

gramme, deren Höhe mit der Seitenlinie oder Hohe
des Prisma'S einerley ist, und welche zu Grundli¬

nien jedes eine Seite der Grundfläche haben. Jede
Seitenfläche wird also bestimmt durch das Product

aus der Höhe in eine Seite der Grundfläche; also
die ganze Oberfläche des Prisma's, wenn man die

Grundflächen nicht mit dazu rechnet, durch die

Summe dieser Produkte oder durch das Product
aus der Höhe in die Summe aller Seiten der
Grundflach».

^ 527» 68ster Lehrsatz. Der Inhalt

der krummen Oberflache des geraden Cylinders

wird abgemessen durch das Product aus den»

Umfange der Grundflache in die Höhe des
Cylinders.

Beweis. Der Beweis beruht auf dem Satze,
baß die Oberfläche einet jeden in den Cylinder be-
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schrieben?» Prisma's kleiner, die Oberfläche eines

jeden um den Cylinder beschriebenen Prisma's aber

größer ist, a!S die Überfläche des Cylinders.

Es sey nun (chig. 20"?.) L.ü. der Halbmesser

der Grundfläche des Cylinders, und sei»

Umfang: so behaupten wir, die krumme Cylinder¬

flache sey — II . wenn II des Cylinders

Höhe ist. Wäre dieses nicht, so müßre das Pro-
duet H . der Fläche eines größern oder auch

eines kleinern Cylinders gleich seyn, und wir neh¬

men daher zuerst an, II . sey der Fläche

des Cylinders gleich, dessen Höhe im H und dessen

Grundfläche " 1)1? kleiner als Zn die¬

sem Falle wäre es möglich, ein Polygon um diesen
kleinern Kreis zu zeichnen, dessen Seiten den grö¬

ßer» nicht berühren, (§. zzo.) und folglich auch

ein gerades Prismas um den kleinern Cylinder zu

construiren, dessen Seitenflächen den größern Cylin¬
der nicht berühren. Dieses Prisma's Oberfläche ist

II . KHIKD^ss und sie muß größer seyn, als

die Oberflache des kleinern Cylinders, das Prodnct
H . ^KIÜ.Ü. aber ist größer, als Hl . 6HIXDIVI

und es kann also der kleinere Cylinder nicht gleich

H . ^LIu^. seyn.

Eben so wenig kann eines eben so hohen Cy¬

linders Oberfläche m H . seyn, wenn seine

Grundfläche einen Umfang NOKS'I größer als

hat. Denn wäre dieses, so könnte man
in dem größer» geraden Cylinder ein gerades Pris¬

ma consirnircn, dessen Seitenflächen den kleinem

Cylinder nicht berührten. Dieses Prisma's Umfang
wäre also größer als und folglich seine

Oberfläche großer als H . des Cylinders
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Oberfläche aber, in welchem dieses Prisma gezeich¬

net ist, hat eine noch größere Oberfläche, die folg¬

lich nicht m Ist . seyn kann. Dieses Pro¬
dukt kann also nicht der Oberfläche eines kleinern

und auch nicht der Oberfläche eines großem L'.flin-

ders gleich seyn; sondern es ist genau der Ober¬

fläche desjenigen gleich, dessen Grundfläche den Um¬

fang hat, und dessen Höhe — I! ist.

* 528. ynster Lehr saß. Die Summe

aller Seitenflächen einer regulären Pyramide

(§. 486.) wird abgemessen durch das Pro¬

dukt aus dem Umfange der Grundfläche in

die Hälfte der aus der Spitze auf irgend eine

Seite der Grundfläche gefällte senkrechte Linie.

Beweis. Da die Oberfläche der regulären

Pyramide aus lauter gleichen, gleichschenklichten

Dreyecken besteht: so findet man die ganze Ober¬

fläche der Pyramide, (nämlich mit Ausschluß der

Grundfläche,) wenn man eine Seitenfläche mit der

Anzahl der Seitenflächen oder der Seiten der Grund¬

fläche multiplicirt. Zedc Seitenfläche aber wird ab¬

gemessen durch das Product aus ihrer Grundlinie,

welche eine Seite der Grundfläche ist, in der halben
Höhe oder die Hälfte der aus der Spitze auf diese

Seite gesetzten senkrechten Linie; und folglich da

alle Seiten der Grundfläche gleich sind: so ist die

Oberflache gleich dem Producte aus dem ganzen tim¬

fange der Grundfläche in die Hälfte jener Hohe
einer Seitenfläche.

Ist nämlich der Grundfläche Seite 221 s, die

Anzahl der Seiten 22c u, die Höhe einer Seiten«

Brandts Beoimtri». A
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fläche — b, so ist jede Seitenfläche rm ^ ass, der

Umfang der Grundfläche rm im und die ganze

Oberflache — ^ nalz.

^ 529. 7 lfler Lehrsatz. Die krumme
Oberfläche des geraden Kegels wird abge¬
messen durch das Prodnct aus dem Umfange
der Grundlinie in die halbe Seitenlinie.

Beweis. Es ist gewiß, daß die Oberfläche

jeder in dem Kegel construirteu Pyramide kleiner,
die Oberfläche jeder u m denselben construirteu Py¬

ramide aber größer ist, als die Oberfläche des Ke¬

gels. Wenn aber dieses wahr ist, so läßt sich der

Beweis leicht führen. Setzt man nämüch die Sei¬
tenlinie des Kegels — K, den Umfang seiner Grund¬

fläche (UiA. 21Z.) gleich dem Kreis - Umfange
und nimmt an ^ li . sey

nicht gleich der Oberfläche des über der Grundfläche

errichteten geraden Kegels, dessen Sei¬

tenlinie — ss ist: so wird dieses Product gleich

seyn müssen, der Oberfläche eines geraden Kegels,
dessen Spitze mit der Spitze des vorigen zusammen

fällt, und dessen Grundfläche denselben Mirrelpunct

hat, aber entweder größer oder kleiner als
ist. Es sey also Z Ir . gleich der Ober¬

fläche eines geraden Kegels, dessen Grundfläche
ist und dessen Spitze mit der Spitze des über

stehenden geraden Kegels, dessen Seiten¬
linie 122 ss, zusammen fällt. Man zeichne um den

Kreis ein reguläres Polygon XlUlVIdkO,

dessen Seiten den Kreis U6IZI nicht erreichen, und

errichte über diesem Polygon als Grundfläche eine

Pyramide, deren Spitze mit der unsers Kegels zu-
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Pyramide ist ^ l>, weil sie mit der Bcrühmngs-

linie der Pyramide und des Kegeis einerley ist,

und die Oberfläche der Pyramide ist daher ^ ^ Ir .

> Z ss . Die Oberfläche

dieser Pyramide ist aber gewiß kleiner, als die

Oberfläche des geraden Kegels, dessen Spitze mit der

Spitze der P-ramide zusammen fällt, und dessen

Grundfläche I'LIssl ist; da nun schon der Pyramide

Oberfläche größer als K I- . ist, so muß

es die Oberfläche dieses letztem Kegels noch mehr

seyn, und es erhellt aus §. ZZO. daß ^ Ir .
Olu^. nicht gleich seyn kann, der Oberflache eines

geraden Kegels, dessen Grundfläche chtslH >

^ZZLOIÜ, »ud dessen Spitze mit der Spitze des

über errichteten geraden Kegels, dessen

Seitenlinie " Ir ist, zusammen fallt.

Aber eben jenes Producr kann auch nicht gleich

seyn der Oberflache eines geraden Kegels von klei¬

nerer Grundflachs — wenn die Spitze die¬

ses letztem wiederum mit der Spitze jenes zusammen

fällt. Es sey Polygon ein in den Kreis

so gezeichnetes Polygon, daß seine Seiten

den Kreis nicht berühren, und über dieser

Grundfläche sey eine Pyramide errichtet, deren

Spitze mit den Spitzen jener Kegel zusammen fällt.

Da die Höhe der Seitenflächen dieser Pyramide klei¬

ner als 1> ist (§. Z7y.)? so ist ihre Oberflache klei¬

ner als s ii X Kreis - Umfang eben

diese Oberflache aber ist größer, als die Oberfläche

d-s über der Grundfläche errichteten geraden

Kegels, der mit der Puramide einerley Spitze hat,
und z Ii . chUäLDiü kann auch nicht der Oberfläche

eines solchen kleinern Kegels gleich seyn. Dieses
3-
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Produtt ist also gleich der Oberfläche eines geraden

Kegels von der Grundfläche und der Sei¬
tenlinie 22 Ii.

* 5Zo. 72ster Lehrsatz. Eines abge¬
kürzten geraden Kegels Oberfläche ist
gleich dem Producte ans der Seitenliniein das Arithmetische Mittel zwischen dem Um¬
fange beyder Grundflächen. (?iZ. 209.)

Beweis. Des ganzen Kegels Ober¬

fläche ist — ß . Umfang 2VL, des abgeschnit¬
tenen Stückes LDb', Oberfläche — ! DU . Um f.

L?; also des Stumpfes Oberfläche — ^ >

Umf. — z OL . llmf. tü?. Da nun :
VIl — : U?, (nach §. 274.) und OL

2-- Umf. : Umf. U? (nach §. ZZr.), so hat

^ . Umf. L? ^
man DU 212 — ^ —, also die Oberflache

Umf.

des Stumpfes — j ^rO . Umfang —

? . ( Um f. L?)- ^ ^.^^(Umf.^L)-
Umf. Unrf. ^

— ( Umf. Aber aus Arithm. §. 171. folgt,
aus : Olü 22 Umf. : Umf. L? auch

— Umf. ^ — Umf. :

,e ( Umf. ^L)- - ( Umf. L?)-
Umf. ; alch

(^.v — I)L)

22 (Umf. -f- Umf. lu?) . 2^.

(f(v — W)
und die Ob erfl äche des Stumpfes tttt .

(Umf. ^ -s- Umf. L?) 22 z /rL . ( Umfang

-s- Umf. W'). Dieses Product aber ist das
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im Lehrsätze angegebene, da ^ (ttmf. L.ss! ^ Umf.

Zst?) das arithmetische Mittel zwischen den beyden
Umfangslinieu ist.

" 5Zi. Die Oberfläche eines geraden Cylin¬

ders ist als« gleich einem Parallelogramm, dessen

Höhe der Höhe des Cylinders und dessen Grundlinie

dem Umfange seiner Grundfläche gleich ist.

Des geraden Kegels Oberfläche ist gleich einem

Dreyeck, dessen Höhe der Seitenlinie des Kegel«

und dessen Grundlinie dem Umfange der Grundflä¬
che des Kegels gleich ist.

Endlich ist die Oberfläche des abgestutzten ge¬

raden Kegels einem Trapeze gleich, dessen Höhe die
Seitenlinie des Stumpfes ist, und dessen parallele

Seiten dem Umfange beyder Grundflächen gleich sind.

Es ist also nun leicht die Oberflächen dieser

Körper zu berechnen.

^ Ueb u iigs - Ztiifgab e. Die Oberfläche eines Cy¬
linders und Kegels zu bestimmen, deren gleiche Grund¬
flächen 5 Fuß Halbmesser haben und deren Höhen gleich,
10 Fuß sind.

Fünfter Abschnitt.

Von Körpern, welche einander ähnlich sind»

^ 5Z2. Erklärung. Körper, welche von

ebnen Flächen eingeschlossen werden, sind einander

ähnlich, wenn ihre ähnlich liegenden körperlichen

Winkel ganz gleich sind, und die ähnlich liegenden
Seitenlinien des einen alle unter einander eben da«

Verhältniß haben, wie die des andern.
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Was hier ähnlich liegend heißt, wird man

auS dem, was von ähnlichen ebnen Figuren gesagtist, leicht übersehen. Sind nämlich (I-Z. 274.)
ch. und a gleiche körperliche Ecken, in welchen L/VlZ

cab, cm: das, LKlü — cas, sp sind

hier ab ähnlich liegende Seitenlinien und es
muß : ah 221 : as — : as " Ll)

: scl u. s. w. seyn, auch die körperlichen Ecken V
rrnb,(3 — o,OnireZ,ln^s, wenn die Kör¬

per XiZLIDL, absclo ähnlich seyn sollen.

^ ?Z3- 5>i?tan kann fragen, ob solche ähnli¬

che Körper möglich stnd und cS ist daher nörhig,

daß wir die Ähnlichkeit auf einfachere Bedingungen

zurückführen; wir werden indeß nicht alle Falle

dnrchgchn, wo sich ans wenigen uvrausgesehten Be¬

dingungen die Ähnlichkeit der Körper erweisen läßt.

^ 534- 73ßcr Lehr saß. Zwey drcysti-
tige Pyramiden sind einander ahnlich, wenn
sie zwey Seitenflächen haben, die gegenseitig
einander ahnlich sind es nlacc und
ro 4-ccl und diese sind zugleich unter einerley
Winkel gegen einander geneigt und auf ähn¬
liche Weise au einander gefügt, so nämlich daß
die gleichen Winkel der ähnlichen Figuren ei¬
nerley Lage gegen die Seitenlinien kc
haben. (I'iZ. 275.)

Beweis. Da — abo, .^OlZ — asb,

Lkl) — sbil, LLb) " bcä seyn sollen, und die

Ebne gegen L(lk) unter eben dem Winkel

geneigt ist, wie abs gegen beul, so snw (§. 447-)

die körperlichen Eckcn bey IZ und l> und bey L und
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e ganz gleich, also auch die Winkel — ac6,

.4.KO irr: atzcl und jede der Seitenflächen in der

einen Pyramide eben so wie in der andern gegen

die Grundfläche geneigt. Da nun ferner, nach den

Voraussetzungen des Lehrsatzes, : LL atz :
tzo und : LL — so : tza; auch RL! : L!I)

— tzo : ccl und LL : Ll) — tzo : tzcl, so ist
auch : LO " ao : acl, und : lZI) —

atz : tzcl; aljo sind die Dreyecke c/? atzä und

^LO r.a> aacl, daher die Winkel LD^e irn tzcla

und Ll)^ rrr ccla, folglich (§. 446.) die körper¬

lichen Ecken O, <! gleich, und aus ähnlichen Grün¬

den die körperlichen Ecken a gleich. Also sind

in diesen dreyleitigen Pyramiden die ähnlich liegen¬

den Ecken ganz gleich und alle ähnlich liegende

Seitenlinien gleich prvpvrtivnirt, auch alle ähnlich

liegende Seitenflächen ähnliche Figuren.

* 5Z5. Eine leichte Folgerung hieraus ist
folgende: wenn man von einer dreyseitigen Pyrami¬

de ein Stück vermittelst einer Ebne abschneidet,

welche der Grundfläche oder einer Seitenfläche pa¬

rallel ist: so ist auch das abgeschnittene Pyramidali¬

sche Stück, oder die Spitze der Puramide, der gan¬

zen Pyramide ähnlich. Diese Achnlichkcit findet

gleichfalls Statt, wenn man bey vielseitigen Py¬
ramiden die Spitze durch eine der Grundfläche pa¬

rallele Ebne abschneidet.

* ?Z6> 74ster Lehrsatz. Zwey ähn¬

liche von lauter Ebnen eingeschlossene Körper,

lassen sich in gleich viel ähnliche und ähnlich

liegende dreyscitige Pyramiden zerlegen. (Is-Z.

214.)
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Beweis. Man lege durch drey Eckpnncte

L, D die nicht in einerley Seitenflächen lie¬

gen, eine Ebne und so mich durch L, D: so

schneidet man eine dreyseitigc Pyramide D-üSL ab.

Legt man serner durch XsiD eine Ebne, so ist

eine zweyte dreyscitige Pyramide und

L^.LD sind noch zwey dreyseitige Pyramiden. Theilt

Man auf ahnliche Weise den Körper »lmfles ein,
und nimmt an, daß die körperlichen Winkel — a,

k nci k>, L — c, D — cl u. s. w. und daß die

ahnlich benannten Seitenlinien gleich proportionirt

sind, so ifl die Pyramide D^oLK der flock ähn¬

lich; denn zwey ihrer Seitenflächen sind gegenseitig

ähnlich, ^LL n ake, LLD co Kcfl und wegen
der Gleichheit der körperlichen Winkel ist die Nei¬

gung der Ebnen ^LL und DLL eben so groß, als
der Ebnen akc und clko. An die ähnlichen Seiten

A.LD, akfl dieser Pyramiden schließen sich die Py¬

ramiden V^LD, lakfl an, deren Achnlichkeit dar¬

aus erhellt, weil L.LD an- akä, (wegen der schon

erwiesenen Achnlichkeit der vorigen Pyramiden,)
L?D c/: KUI und diese Seitenflächen gleich gegen

«inander geneigt sind, da der Flnchenwinkcl >"LDL
— kkflo und ^.LDL — akflc, also auch si'LDL

— ^LDL mo kkflc -—> akflc. Und so erhellt auch

die Achnlichkeit der übrigen ähnlich liegenden Pyra¬
miden.

Dieser Beweis ist nun zwar nur an einem

Beyspiele geführt, und folglich nicht völlig allge¬

mein; aber man übersieht doch, wie der Beweis

in jedem andern Falle geführt werden müßte.

* 557« 75ße.r Lehrsatz. Wenn zwey
Körper aus ähnlichen dreyseitigen Pyramiden
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auf ähnliche Weise zusammen geseht sind: so
sind diese Körper ähnlich.

Beweis. Wen» (?ig. 214.) die Pyramide
n cl-.cd, I'chVK ^ i-.6I>. cO

«alcl, L^LO ,/> eaocl, und diese Pyramiden sind

auf ähnliche Weise zusammen gefügt: so sind fol¬

gende Flächcnwinkel gleich (^/clZf) ^ caf>6,

^ sadä, daher auch die Summe beyder
kalza, und aus ähnlichen Gründen ^

eassi, — c?i>e.k; da »UN auch die Gleich¬

heit der ähnlich liegenden ebnen Winkel an L. aus

der Ähnlichkeit der einzelnen Pyramiden erhellt: so

ist die körpwiiche Ecke ch. der Ecke a ganz gleich

und so die übrigen ahnlich liegenden unter sich gleich.

Daß aber alle ähnlich liegende Seitenlinien gleich

xroportionirt sind, erhellt aus der Ähnlichkeit der

einzelnen Pyramiden, denn eS ist : Ll) "

sl> : K6; und LO — 56 : Ia6, also such
: chch) ^ al> : 56 u. s. w.

5Z8. Es laßt sich leicht erweisen, daß zwey

gerade Prismen einander ähnlich sind, wenn sie ahn,

liche Grundflächen haben und ihre Höhen sich zu ein¬
ander verhalten, wie ähnlich liegende Seiten der

Grundflächen; denn alsdann sind die ähnlich liegen¬

den körperlichen Ecken gleich, und die ähnlich liegen¬

den Seitenlinien proportionirt. Hieraus aber folgt,

daß zwey gerade Cylinder einander ähn¬

lich sind, wenn ihre Höhen sich verhal¬

ten, wie die Peripherien der Grundflä¬
chen.

Eben so sind zwey reguläre Pyramiden (§.486.)

einander ähnlich, wenn ihre Grundflächen ähnlich
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sind, und ihre Höhen eben das Verhältniß zu ein¬
ander haben, wie die ähnlich liegenden Seiren der
Grundflächen. Daraus läßt sich dann weiter schlie¬
ßen, daß zwey gerade Kegel ähnlich sind,
wenn ihren Höhen sich verhalten, wie die
Durchmesser der Grundflächen.

539« ?6ster Lehrsatz. Der körperli¬
che Inhalt ahnlicher drcyscitigcr Pyramiden
ist dem Cubuö ihrer ähnlich liegenden Seiten
proportional.

Beweis. Da bey ähnlichen Pyramiden (?ig.
215.) adoä die Grundflächen LEO, loock
ähnliche Figuren sind: so verhalten sie sich wie die
Quadrate ähnlich liegender Seiten, LEO : Irscl 112

: lxz2. Legt man nun durch und an
Ebnen ans die Grundflächen senkrecht und zieht
->s senkrecht ans die Grundflächen:so sind die kör¬
perlichen Drenccke an E und s gleich, welche von
den Ebnen ^.LL, LEO, L.LO und von den Eb¬
nen aas, esfl, acrl gebildet werden; denn sie ha¬
ben die gleichen Seitenflächen ^rEO " accl und
wenn man diese so an einander legt, daß ae auf
/cE, flo auf OE fällt, so legen sich auch wegen
der gleichen Neigung dieser Ebnen gegen die Grund¬
flächen die Ebnen LEO, ecul an einander. Weil
nun durch einerley Linie (wenn sie nicht senk¬
recht auf LED ist,) nur eine einzige auf LEO
senkrechte Ebne möglich ist: so müssen die Ebnen
„/s.LL, acs zusammen fallen und folglich die körper¬
lichen Dreyecke in einander passen. Es ist also der
Winkel ^LL acs und weil bey L, s rechte
Winkel sind, so ist das Dreyeck ^.LL n aas, da-
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her : Qss. im an : as und : na rm LL:
ho, weil : so — LL : k>o. Da »u» der In¬
halt der Pyramide ussIZLO mr 4 . LLQ und
der Inhalt von sdccl im ^ a<z . IzLcl: so ist
^.KLO : aöoä " IL . LLO : no . flcci cm

LL- - öo^.

^ 540. 77st cv Lehrsatz. Der körperli¬

che Inhalt jeder zwey von Ebnen Flächen be-

granztcn ähnlichen Körper ist den? Cubus ih¬

rer ähnlich liegenden Seiten proportional.

Beweis. Theilt man (?iZ. 214.) die ahn¬
lichen Körper alixxlok in die ähnlichen
Pnramiden, wie §. 5Z6. ein: so hat man (§. 5Z9.)
O/rllL : clalm mi /VIZ^ : n!^ ; lnkcl
im Isss- : nlzZ ; : aakä ^ : na-
— : sk^, und 1 eaccl mi :

ul^ ; also (Arithm. Z. 174.) OQlsL -j-

-ch-L/^v-j-L/.LlZ : claho -g- lakcl -s- enlcl ch-
vnccl " : al>^, das ist QLLDlüls : afloclok
im : al,^.

* 541. Daß auch der Inhalt ahnlicher Cy¬
linder und ähnlicher Kegel dem Cubus des Durch¬
messers der Grundfläche proportional ist, läßt sich
aus §. 5Z8- leicht übersehen.

Das aber bedarf keines Beweises, daß die
Oberflachen solcher ähnlicher Körper dem
Quadrate ihrer ähnlich liegenden Seiten
proportional sind; denn der Begriff der Achn-
lichkeit führt unmittelbar darauf, daß die ähnlich
liegenden Seitenflächen ähnliche Figuren sind, und
dann ist der eben angeführte Sah eine nochwendige
fast von selbst aus Z. zoz. erhellende Folgerung.
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Sechster Abschnitt.

Von der Kugel und den Linien und Kreisen

an und auf der Kugel.

542. Erklärung. Die Kugel ist ein

Körper, dessen Oberfläche die Eigenschaft hat, daß

jeder Punct in derselben von einem bestimmten Puncte

in der Kugel, welcher ihr Mittelpunkt oder Cen¬

trum heißt, gleich entfernt ist.

Man kann sich die Entstehung der Kugel so

vorstellen, daß man annimmt, ein Halbkreis werde

um seinen Durchmesser gedreht, während dieser selbst

unverrückt gehalten wird.

54Z. Erklärung. Jede vom Mittelpuncte

der Kugel an ihre Oberfläche gezogene Linie, heißt

ein Radius oder Halbmesser der Kugel; und

wenn man einen Radius durch den Mittelpunct ver>

länycrt, bis er nochmals die Kugelfiäche trifft, so

ist das zwischen beyden Durchschnittspuncten mit der

Kugelfläche enthaltene Stück der geraden Linie ein

Durchmesser der Kugel.

Daß aber jede durch den Mittelpunkt gezogene

gerade Linie die Oberfläche der Kugel zweymal schnei¬

det, und nicht öfter, übersieht man leicht, aus §.

542. in Vergl. mit §. 51.
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544. Alle Halbmesser der Kugel sind

gleich, und folglich auch alle Durchmesser, da

diese doppelt so groß sind als die Halbmesser.

545- 78ster Lehrsaß. Wenn die Ober-

berfläche der Kugel von einer Ebne geschnit¬

ten wird: so ist die Durchschnittslinie ein

Kreis, und die vom Mittelpnncte der Kugel

auf diese Ebne senkrecht gesetzte Linie geht

durch den Mittelpunct des Kreises, welchen

die DurchschniltSlinie bildet.

Beweis. ES sey die Kugelflache ^ZZLlZ

(?ig: 216.) von der Ebne 661)6 geschnitten und

61 die vom Mittelpuncte 6 der Kugel auf diese Ebne

senkrecht gesetzte Linie, welche die Ebne in I schnei¬

det. Zieht man nun nach verschiedenen Puncten v,

H der Durchschnittslinie 661)6 die geraden Linien

6O,Iv, 611. III: so sind 66, 61) Halbmesser

der Kugel, also 66 22 61). Da nun die Drey¬

ecke 61)1, 661 beyde bey I rechtwinklicht sind: so

hat man in- — 61)2 ^

— 6I2, uz derselbe Beweis

für alle andere Puncte 6, 6 u. s. w. gilt, das, 16

— 16 — II): so ist die Durchschnittslinie ein

Kreis, und sein Mittelpunci liegt in der durch den

Mittelpunct der Kugel auf seine Ebne senkrecht ge¬

setzten Linie.
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546. Es erhellt hieraus von selbst, 1. wenn

im Mittelpunkte I der Durchschnittslinie

einer Ebne mir der Kugclflachc die Linie

16 senkrecht ist, so gehe diese durch der

Kugel Mittelpunkt; 2. wenn mehrere pa¬

rallele Ebnen die Kugelflache schneiden,

so liegen die Mittelpuncte aller durch sie

mit der Kugclfläche gebildeten Durch¬

schnittslinien in einer geraden Linie, in

welcher sich zugleich der Kugel Mittel¬

punkt befindet.

547. 7yster Lehr sah Wenn die Ku-

gclobcrfläche von zwey verschiedenen Ebnen

EI^Db', 15I5IVI geschnitten wird: so sind die

Durchmesser der kreisförmige» Durchschnitts-

linicn desto größer, je geringer die Entfernung

der schneidenden Ebnen vom Mittelpunkte ist.

(I'iZ. 216.)

Beweis. Zieht man vom Mittelpuncte 6

der Kugel die geraden Linien 6dl, 61 »ach den

Mittelpuncten der kreisförmigen Durchschnitte und

6kl, 611 nach ihren Peripherien: so liegen 11, 15

in der Oberflache der Kugel, und es ist daher 611

— 615. Da nun 61" 611" — 61" und 15dl 2

— 615^ — 6dl^: so ist offenbar III > 15dl,

wenn 61 < 6dl, oder diejenigen Durchschnitte
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sind di- größer», welche dem Mittelpunkte am näch¬

sten sind.

548. Erklärung. Unter allen Kreisen, die

sich auf der Kugel ziehen lassen, sind also diejenige»

die größesten, deren Ebnen durch den Mittelpunkt

gehen, wie (?ig. 216.) und diese heißen

daher größte Kreise der Kugel.

549. Man kaun auch umgekehrt schließen,

wenn ein Kreis auf der Kugelfläche ein

größter Kreis ist: so geht seine Ebne durch

der Kugel Mittel punct. Ferner: alle grö¬

ßesten Kreise auf derselben Kugel haben

mit der Kugel einerley Durchmesser, und

sind folglich gleich groß; auch theilt jeder

größte Kreis die Kugel in zwey völlig

gleiche Hälften, die daher Halbkugeln hei¬

ßen. Endlich unter den übrigen, also kleiner»

Kreisen sind diejenigen gleich groß, wel¬

che gleich weit vom Centro der Kugel enr,

fernt sind.

550. Zostcr Lehr saß. Wenn zwey auf
der Kugelfläche gezogene Kreise
ZgLID einander schneiden: 217.) so
schneiden sie sich in zwey Puncten L, D.

Beweis. Die Durchschnittspuncte müssen in

den Ebnen beyder Kreise liegen, also in ihrer
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meinschaftlichen DurchschnittslinieKO; aber diese
kann die Kugelfläche nur in zwey Puncten schnei¬
den, weil sonst der Kreis, welcher aus dem Durch¬
schnitte der durch KI) und den Mittelpunct der Ku¬
gel gelegten Ebne mit der Kugelfläche entsteht, die
gerade Linie OK in mehr als zwey Puncten schnei¬
den müßte.

5>i. Zwey größte Kreise schneiden ein¬
ander allemal, weil ihre Ebnen durch der Kugel
Mittelpunct gehen, und sie Halbiren einander,
weil ihre Durchschniktsliuiebeyder Kreise Durch¬
messer ist. Umgekehrt sind auch zwey Kreise
auf der Kugelflache,die einander gegenseitig
Halbiren, nothwendig größte Kreise; denn ihre
Durchschnittslinie muß durch beyder Mittelpunct ge¬
hen und folglich ihre Mittelpuncte zusammen fallen.
Wollte man nun annehmen, dieser gemeinschaftliche
Mittelpunct beyder Kreise wäre nicht der Kugel
Mittelpunct: so ließe sich vom Centra der Kugel
nach jenem gemeinschaftlichenMittelpunkte eine ge¬
rade Linie ziehen, die auf den Ebnen beyder Kreise
senkrecht seyn müßte, (§. 545.) welches unmöglich
ist- (§- Z77-)

* 552. Zister Lehrsatz. Wenn die
Oberflächen zweyer Kngcln einander schneiden:
so liegt die Durchschnittsliniebeyder Kugel«
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flachen akclZ ganz in einer Ebne und ist ein
Kreis. (I iZ. 218-)

Beweis. Man lege durch die Mittelpuncte
L beyder Kugeln eine Ebne: so schneidet diese

beyde Kugciflächen, und die Durchschnitte sind Kreise
->LOo und aL?c, auf deren geiiicinschasclichen Seh¬
ne ac die durch beyde M-ttelpuncte gezogene Linie

senkrecht steht (§. 227.). Nimmt man nun
in die Durchschnittslinie beyder Kugciflächen irgend
einen andern Punct e, und zieht die geraden Linien

und k-z, und auch nach den Endpuncten der
Sehne ae die Linien ^.a, La: so sind XeL,
ganz gleiche Dreyecke, weil die Seiten des einen
völlig den Seiten des andern gleich sind, und daher
die Winkel Hieraus aber erhellt,
daß die Dreyecke ^ak, ganz gleich sind, wenn
k der Durchschnittspunct der Linie XtZ mit der
Sehne ae ist, (§. 7Z-); das Dreyeck — ^,ks hat
also eben so wie das ^.ia bey 5 einen rechten Win,
kel, und steht aus gleichen Gründen auf jeder
von k nach der Durchschnittslinie beyder Kugciflächen
gezogenen geraden Linie senkrecht, und alle diese Li¬
nien liegen also in einer Ebne (§. Z78>): und s»
wie ak 222 ek, so sind alle von t an diese Durchs
schnittslinie gezogenen geraden Linien gleich. Die
Dürchschnittslinie ist also ein Kreis, auf dessen Ebne
die zwischen den Mittelpunkten der Kugel gezogene
gerade Linie senkrecht steht, und durch den Mittel,
vunct der Durchschnittslinie geht.

* 55Z' 82ster Lehrsatz. Es ist mög¬
lich durch jede vier Puncte ZZ, L, O, (l die
nicht in einer Ebne liegen, und von denen

Brande» SeomcNie. A a
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nicht drey in derselbe» geraden Linie liegen,

eine Kugelstäche zu legen, und durch diese vier

Puncte ist die Lage und Größe der ganzen

Kugel bestimmt. (kiZ. 217.)

Beweis. Da die gegebenen Puncte so an¬

genommen sind, daß nicht drey in gerader Linie lie¬

gen, so kann man durch jede drey derselben einen

Kreis legen (§. 225.). Es sey also durch O, O,
L der Kreis OOOL und durch O, O, L der Kreis

LO-IK gezogen: so schneiden sich die Ebne» dieser

Kreise in der geraden Linie OK. Man Halbire die

Sehne LO in II und ziehe in der Ebne des einen

Kreises IIL, in der Ebne des andern III' durch II

senkrecht auf LO: so steht (§. 419.) die Ebne

OHO oder ihre Erweiterung OOL auf beyden Eb¬
nen OLOO, und LO^L senkrecht; und da (§.

224.) der Mittelpunct des Kreises LO^K in der

Linie IIL oder ihrer Verlängerung, und des Krei¬

ses OOOK Mittelpunct in IIO liegt, so liegen die
in diesen Mittelpunkte I, X senkrecht gegen die Eb¬

nen der Kreise errichteten geraden Linien 1k, O.K

beyde in der Ebne OOLO, und müssen sich also

schneiden, weil die eine senkrecht auf IIL, die an¬
dere senkrecht auf OII ist. Da nun (§. 545.) der

Mittelpunct jeder durch den Kreis O.KOO gehenden

Kugelfläche auf der geraden Linie X.K und der Mit¬
telpunct jeder durch den Kreis ^.OLIZ gehenden

Kugelfläche in der geraden Linie Ik liegt: so ist k

der einzige Punct, wo der Mittelpunct einer Kugel¬

fläche, die durch jene beyden Kreise geht, liegen

kann. Zugleich aber ist einleuchtend, daß eine durch

.H.OLK gehende Kugelfläche, deren Mittelpunct k

ist, auch durch OKOO gehen muß; denn die Ent«
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fernung aller Puncte im Umfange des Kreises ^.KLO
von O ist — OO — '/'(OI-^LI») und aller
Puncte in des Kreises OOOO Umfange Entfernung
von 1. ist ebenfalls gleich groß und — OO, also
liegen beyde Kreise ganz in der Oberflache, der
Kugel.

554. 8zster Lehrsatz. Wenn (?ig.
217.) ein auf der Kngelfläche gezo¬
gener Kreis ist, und man verlängert die durch
den Mittelpunkt desselben und den Mittel?
punct I. der Kugel gezogene gerade Linie, bis
sie die Kngelfläche in schneidet: so ist IVl
von allen Puncten im Umfange des Kreises
DLID gleich entfernt.

Beweis. Zieht man nach irgend zwey
Puncen O, O jenes Kreises die geraden Linien
MO, MO: so ist MO- OK»-j- MO.» und
MO- — OK- MK-, also MO — MO,
weil OK — OK und MK senkrecht aus des Krei¬
ses Ebne ist. (§. 545.)

555. Erkarung. Wenn der Punct M auf
der Oberflache der Kugel von jedem Puncte der auf
der Kugelfläche gezogenen Kreislinie OOOO gleich
entfernt ist: so heißt M der Pol dieses Krei¬
ses und die durch M und des Kreises Mittelpunkt
gezogene gerade Linie Mdl die Axe dieses Kreises-
(Olg. 217.)

Aa 2
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556. Erklärung. Kreislinien auf der Ku<
gelfläche, deren Ebnen parallel sind, heißen Paral-
lelkreise.

557. Aus §. 554. erhellt, daß die Are des
Kreises LMl) aus seiner Ebne senkrecht steht, und
zugleich durch seinen und der Kugel Mittelpuuct
geht; auch, daß es für jeden Kreis zwey Pole M,
N giebt, wo nämlich die Axe in die Kugclfläche
einschneidet; ferner, daß alle Parallelkrcise einerley
Pole und einerley Axe haben.

558» 84ster Lehrsatz. Wenn durch
eines Kreises 219.) Pole ?,

auf der Kugelfläche, ein Kreis
gezogen wird, so ist r. dieser Kreis ein größ¬
ter Kreis; 2. er halbirt den Kreis
Z. die Bogen, welche zwischen dem einen
Pole ? und dem Kreise enthalten
sind, sind gleich,

Beweis. 1. Dieser Kreis ist ein größter,
weil seine Ebne durch der Kugel Mittelpunct geht,
(§- 557») 2. er halbirt den Kreis weil
seine Ebne durch des letztern Mittelpuncrgeht, und
ihre gemeinschaftliche Durchschnittsltniefolglich ein
Durchmesser des Kreises ist. z. Da die
Sehnen ^ und im ()^, so sind
auch die ihnen zugehörige» Bogen gleich. (Z. 2Z0.)
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559« 85stcr Lehr saß. Wenn durch
die Pole ?, der Parallclkreise

zwey größeste Kreise und
gelegt sind (?iZ. 219.): so enthal¬

ten die zwischen diesen Kreisen abgeschnittenen
Bogen der Parallclkreise eine glei¬
che Anzahl Grade, oder II? verhält sich zum
Umfange (Ulll eben so, wie zum
Umfange

Beweis. Da die Ebnen H.KLO, D?6U

beyde senkrecht stehen auf den Ebnen der größesten

Kreise LKKO (§. 419.): so ist sowohl

HPLO, als Ul? LI4 die Ebne des Neigungswinkels

dieser größten Kreise gegen einander (§> 42z.), und

KIU sowohl als KUH. ist der Neignngswinkel der

Ebnen LKKO gegen einander; also klk

122 HUK, und daher Lk : — H.K :

H.VLDH.. (§. ZZZ.>

560. Die Längen der Bögen U?, H.K, wel¬

che zwischen den durch die Pole dieser Parallelkreise

gehenden Keifen H.KKL, LK?II abgeschnitten wer¬

den, verhalten sich also zu einander, wie die gan¬

zen Peripherien dieser Parallelkreise, und sind also

desto kleiner, je näher die Parallelkreise den Pole»

liegen. (Z. 547.)
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Bedeuten ?, die Pole der Erdkugel, so
sind sUssöll Meridiane und Z?, ^r, so
wie ss, ö Orte, die unter gleicher Länge liegen;
der Längen-Unterschied von Zü und ? ist
also eben so groß, als der Längen - Unterschied von

und k, und es erhellt hieraus, daß zwey auf
einerley Parallclkreise liegende Orte bey .gleichem
Längen-Unterschiedeeinander desto näher liegen,
je näher sie dem Pole sind, und daß daher ein Grad
der Länge in der Nähe des Poles weit weniger
Meilen enthält, als am Aequator. Die Grade der
Breite hingegen bleiben überall gleich, da sie ans
den Meridianen, welche alle große sie Kreise sind,
abgemessenwerden. (*)

561. Erklärung. Eine Ebne berührt die
Kugel, wenn sie zwar an die Oberfläche der Kugel
antrifft, aber doch ganz außerhalb derselben liegt.

562. Eine solche berührende Ebne kann also
nur an einer Stelle die Kugel berühren; denn be¬
rührte sie dieselbe an zwey von einander entfern¬
ten Puncten: so ließe sich zwischen diesen eine in
jener Ebne liegende gerade Linie ziehen, die ganz
außerhalb der Kugel läge; aber jede zwischen zwey
Puncten der Kugclsiäche gezogene gerade Linie liegt
innerhalb der Kugel. (§. 218.)

s ) Daß die Breitengrade auf der spharoidischen Erde un¬
gleich auSfallcn, gehört nicht hichcr.
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56z. 86ster Lehrsatz. Wenn durch

den Endpuuct L des Halbmessers LL der

Kugel (IiZ. 220. ) eine Ebne auf diesen

Halbmesser senkrecht gesetzt wird, so berührt

diese die Oberfläche der Kugel, und umgekehrt,

wenn eine Ebne die Oberfläche der Ku?

gel in L berührt, so steht sie auf dem nach

L gezogenen Halbmesser LL der Kugel senk?

recht.

Beweis. Wenn auf der Ebne senk¬
recht ist, so ist sie die kürzeste Linie, die sich von L
an diese Ebne ziehen laßt (§.379.); liegt also lZ in
der Kugel Oberfläche, so liegt jeder andere Punct
der Ebne außerhalb derselben. Nimmt man dage¬
gen umgekehrt an, ILbll sey eine die Kugel in L
berührende Ebne, so muß der Halbmesser LL senk¬
recht auf derselben stehen, weil sonst die von O
senkrecht auf diese Ebne gezogene Linie kürzer als
LL wäre, und also ein Punct der Ebne innerhalb
der Kugel liegen würde.

564. Alle gerade Linien also die man in der
Ebne IkZX, welche die Kugel in L berührt, durch
diesen Berührungspunct zieht, sind Tangenten
der Kugelfläche, und jede derselben, wie IL, ist
eine Tangente desjenigen größten Kreises, dessen
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Ebne durch LI und den nach k gezogenen Halbmes¬

ser LL der Kugel geht.

* 565. Erklärung. Wenn zwey größte
Kreise Wk'L, einander in dem Puncte L

auf der Kugelfläche durchschneiden, so bilden sie

zusammen einen sph arischen Winkel

* 566. Die Größe dieses sphärischen Winkels
ist ganz einerley mit dem Winkel, welchen die im

Durchschuittspuncte L an diese Kreise gezogene!»
Tangenten mit einander machen; denn es ist ant

dem, was oben §. 25Z. von den Tangenten gelehrt

worden, klar, daß jede Tangente eben die Züchtung

hat, welche die Kreislinie an derjenigen Stelle hat,
wo sie von der Tagente berührt wird.

* 567. 8?stcr Lehrsatz. Der spharische

Winkel 220.) welchen zwey

größte Kreise mit einander bilden, ist gleich

dem Neigungswinkel der Ebnen dieser Kreise

gegen einander; und, wenn taKI, IViX'

die Axcn jener Kreise sind, so ist der sphäri¬

sche Winkel gleich dem Winkel

welchen diese Aren mit einander machen.

Beweis. Sind IL, XIZ Tangenten der bey¬

den Kreise im Durchschnittspuncte L; so stehen sie

aus'der Durchschnirrslinie beyder Kreis - Ebnen wel¬

che ein Durchmesser ist, senkrecht, und es liegt die
eine in der Ebne des einen, die andere in der Ebne

des andern Kreises, IlZIv ist also selbst der Neigungs¬

winkel beyder Ebnen gegen einander. (§. 41z.)
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Zieht man ferner durch den Mittelpunct L
der Kugel in den Ebnen der beyden Kreise Lk und
LO senkrecht auf die Durchschnittslinic KL, so ist

KLO der Neigungswinkel beyder Ebnen gegen ein¬
ander, und die Ebne KLO auf beyden Kreis-Eb¬

nen senkrecht (§. 425.), diese Ebne geht also durch

die Axen beyder Kreise, weil sie durch den Punct

L geht, wo diese senkrecht errichtet sind, und da
KLK 212 KLO 122 k, so ist KLK KLO, gleich

dem sphärischen Winkel KLO.

* 568. i?te Aufgabe. Die Größe

eines auf der Kugel gezeichneten fphärischen

Winkels I IW in Graden zu bestimmen, wenn

auf derselben Kugel ein in seine z6c> Grade

getheilter größter Kreis gezeichnet ist. (liZ.

22O.)

Auflösung. Man nehme von dem Durch¬
schnittpuncte L an auf jedem der beyden Kreise die

Bogen kk, LO jeden — yo^ oder gleich dem

Quadranten eines größten Kreises, und ziehe durch

k, O einen größten Kreis: so enthält der Bogen

KO eben so viele Grade als der sphärische Winke!
KLO; und da man den Bogen KO nach dem auf

der Kugel eingetheilten größten Kreise abmessen

kann, so hat man auch die Größe des sphärischen
Winkels.

Beweis. Da Lk 221 LO 222 yo°, so sind die

zugehörigen Winkel am Mittelpunkte LLK 122 LLO

" k, und es ist daher, weil KL die Durchschnitts¬
linie beyder Kreis-Ebnen, KLO der Neigungswin¬

kel, also KLO — dem sphärischen Winkel KLO. Der



378

Bogen eines durch ? und ss) gelegten größten
Kreises, enthalt aber eben so viele Grade als der
Winkel und folglich so viele Grade als der
sphärische Winkel

569. iM Aufgabe. Eines gegebenen
größten Kreises Pole Q, M zu be¬
stimmen. (?iZ. 220.)

Auflösung. Man ziehe einen auf diesen
Kreis senkrechten größten Kreis (§.425.), nehme
auf demselben M 112 90^, so ist jenes Krei¬
ses Pol.

Beweis. Der Bogen (?ID, dessen Mittel-
Punct mit dem Mittclpuncte der Kugel zusammen
fällt, halt eben so viele Grade als der Winkel am
Mittelpuncte 6LI1, welcher daher ein rechter ist.
Da nun auch die Ebne ss,(Iss) senkrecht auf LLO,
so steht (§. 421.) L(Z senkrecht auf der letztere
Ebne und ist des Kreises KOL Are, daher <?, ZVI
seine Pole.

570. 19t e Aufgabe. Einen größten
Kreis auf der Kugel so zu ziehen, daß er
durch der beyden größten Kreise LIH, LDH
Pole ZI,, gehe. (ZlZZ. 220.)

Auflösung. Man nehme von dem Durch-
schntttspuncte L der bepdcu Kreise die Bogen Lb'
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— ^ 90^ und lege durch ?, v und den
Mittclpunct der Kugel einen größten Kreis: so ist
dieser derjenige, welcher durch beyder Kreise Pole
geht-

Beweis. Da M — LO m 90°, so ist
LL? " LLl) " Ic und die Ebne auf die
Ebnen beyder Kreise senkrecht, durch deren Mittel«
punct sie geht; eben diese Ebne geht also auch durch
die in den Mittelpuncten dieser Kreise senkrecht er«
richteten Axen (§. 419.) und folglich durch die Pole
beyder Kreise.

* 571. Erklärung. Wenn auf der Kugel-
flache drey größte Kreise ^.KOlVI, ^
gezeichnet sind (?ig. 220.): so bilden diese ein
Dreyeck I'IZZ), welches ein sph arisch es Drey¬
eck heißt. Die Bogen I'K, 1L>, LO sind die
Seiten und die sphärischcn Winkel L, ?, O die
Winkel des sph arischen Dreyeckes.

* 572. Da die Ebnen aller dieser Kreise durch
der Kugel Mittelpunkt gehen: so bilden sie an die¬
sem Mittelpuncte (ü ein körperliches Dreyeck, dessen
Seitenflächen 1ZLO, ZL? sind, und es
laßt sich daher für jedes körperliche Dreyeck ein ihm
entsprechendes spharisches und so umgekehrt angeben,
weil die Durchschnitte der Ebnen mit einer um den
Mictelpunct L beschriebenen Kngelfläche von willkühr«
lichem Halbmesser ein spharisches Dreyeck bilden«
Die Betrachtung der sphärischen und der körperlichen
Dreyecke erläutert sich also gegenseitig.
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^ ?7?> Aninorkung. Man kann die Untersuchung
über svhürische Dreyecke auch auf solche anwenden, deren
Seiren größer als >8o Grad sind; wir aber werde» hier
nur von denjenigen sphärischen Dreyecken reden, in denen
keine Seite größer als igo° ist. Einige von den folgen¬
den Sätzen gelten bloß für solche Dreyecke, und z. B.
nicht für das Dreyeck, welches durch die Bogen
LI', 1D gebildet wird, wo R/rsv tgo° ist. (ÜZ.
22c,.) Zn der Folge werden also unter sphärische» Drey¬
ecken keine andere verstanden, als an denen jede Seite
kleiner als r so" ist.

* 574« 88ster Lehrsatz. In jedem

sphärischen Dreyecke ist die «Summe zweyer

Seiten größer als die dritte, 4- LI) >
KL. (LiZ. 220.)

Beweis. Es sey kk größte Seite des
sphärischen Dreyecks: so ziehe man die Sehne KL,
zeichne in der Ebne KOK, den Winkel 00k 122
DLL, und nehme OK ^ 00; dann sind die
Dreyecke 00K, OKK völlig gleich, weil 00 —
0?, KO beyden gemein und 00k — KOK, also
06 -n KL. Da nun, wenn man auch kk zieht,
im ebnen Dreyecke kkk, kk -s- Lk >. kk, so
ist, weil L0 kk, kk >. 0K. Die Dreyecks
K00, KOK haben also zwey gegenseitig gleiche
Seiten ?0 -n KO, 00 — OK, aber die dritte
ist im einen größer als im andern kk )> K0,
daher der Winkel KOK )> K00 (§. 76.). Der
Bogen kk enthält eben so viele Grade als der
Winkel K00 -s- 00k, der Bogen KK> so viele
als KOK), kk) so viele als KOK); da also K00
> KOK) und K00 rr- KOK», so ist kk > KL»
-s- kk), weil dieses Bögen gleicher Kreise sind.
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* 575» 89ster Lehrsatz. Wenn auf
der Oberflache der Kugel zwey Puncte L
bestimmt sind, so ist der Bogen eines
durch sie gehenden größten Kreises die kürzeste
Linie, welche sich auf der Kugelfiäche zwischen
diesen Puncten ziehen laßt. (?iZ. 221.)

Beweis. Nimmt man a», eine andere auf

der Kugclflache gezogene Linie sey kürzer als

der Bogen ^.OjZ eines größten Kreises: so ziehe
man durch einen willkührlichcn Punct L jener Linie

die Bogen H.L, W größter Kreise; dann ist (§.

574.) -st Lk. Legt man nun durch
^ und einen andern zwischen und L liegenden

Punct L jener Linie einen größten Kreis und so auch

durch L und L «inen größten Kreis: so ist

-st LL und folglich -st LL -st
LL. Nimmt man mehrere Puncte 6, H, I auf

der Linie an, und zieht zwischen und 6;

zwischen <?, I'; zwischen 1'', II; zwischen II, L;

zwischen L und 1 u. s. w. Bogen größter Kreise:

so läßt sich aus dem Vorigen übersehen, daß die

Summe aller dieser Bogen ^6 -st 6? -st ?I^

-j- HL -st LI -st Ik größer als ist; und da
man solcher Puncte so viele als man will anneh¬
men und dadurch die Summe dieser Bogen der

Linie so nahe bringen kann, als man will;

so ist und die kürzeste Linie,

die sich zwischen ^ und L auf der Kugclflache zie¬

hen läßt, weil der für geführte Beweis für
jede andere Linie gilt.

* 576. yoster Lehrsatz. In jedem
spharischen Dreyecke beträgt die Summe aller
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drey Seiten weniger als z6o Grade. (?ig.
220.)

Beweis. Man verlängere auf der Kugelfla¬

che die zwey Seiren I)?, DL bis sie sich in

abermals schneiden (§. 551.): so ist -j-

)> LI>', aber m — 180", (§. 551.)

also M -s- Iv -j- tät) < ^Lv <
z6o°. Aus eben dem Grunde ist auch im sphäri¬

shen Dreyecke die Summe ^,15 -s- L? -s-

> Z6o°.

* 577. AuS den vorigen Lehrsätzen erhelle zu¬

gleich, daß in einem körperlichen Dreyecke

jede zwey Seitenflächen zusammen größer sind als die

dritte, chLO -s- LLO ?LV, und daß die
Summe aller dreyer kleiner als züo° oder als vier

rechte Winkel ist.

* 5?8. yisier Lehrsatz. In jeder viel¬
seitigen körperlichen Ecke ist die Summe aller
Seitenflächen kleiner als vier rechte Winkel»
(xiZ. 222.)

Beweis. Es sey an eine fünsseitige Ecke,

deren Seitenfläche

ch'L-.L sind. Man erweitere die Seitenflächen

bis sie sich in schneiden, dann ist OA.L

1)^.(3 -s- (§. 577.), und eben so, wenn
die Ebnen sich in durchschneiden,

-< -s- weil nun
D in einer Ebne liegen und auch

so wie ?Ich.lZ, in einer Ebne, so bilden diese

eine dreyseitige Ecke, deren Seitenflächen zusammen

größer, als die Seitenflächen der fünfseitigen Ecke,
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nämlich IkcVL -P -P -s-
L/ck) -I- O^IÜ -ss -P l?^k, und da die

Summe der drey Seitenflächen des körperlichen Drey¬

eckes kleiner als z6c> Grad ist: so ist die

Summe der fünf Seiten der fünfseitigen und so

jeder andern vielseitigen Ecke kleiner als z6a Grad.

* 579. Y2ster Lehr saß. Wenn man
von den Eckpuncten O, ?, O eines auf der
Kugelfiache gezeichneten Dreyeckes L?O die
Durchmesser der Kugel LO, III, IOV zieht,
welche in O, II, die Kugelssäche abermals
schneiden: so bilden die größten Kreise, aus
denen das Dreyeck HO? entstand, zwischen
den Puncten O, II, ^ ein zweytes sphari-
scheS Dreyeck , dessen Seiten und Win¬
kel eben so groß sind, als die Seiten und
Winkel des Dreyeckes LID und die in bey¬
den Dreyecken gleichen Winkel stehen den
gleichen Seiten gegenüber. (?iZ. 220.)

Beweis. Den beyden spharijchen Dreyecken

LID, entsprechen die körperlichen Dreyecke,

deren Seitenflächen LL!?, ILl), Lt^I) u. ULL,

LLX sind. Betrachtet man diese, so sucht

man, daß die Ebnen HL1Ü, /eLlü eben so gegen

einander geneigt sind, wie ilö, OLIZ, denn jene

Ebnen fallen mit den Erweiterungen der letzter» Eb¬

nen zusammen und die Neigungswinkel jener und

dieser Ebnen sind, so wir Scheitelwinkel einander

entgegengesetzt (§. 417.); die spharischen Winkel al¬

so, welche mit diesen Neigungswinkeln übereinstim¬

men, sind gleich, ^ 1' kZV. Aus eben den
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Gründen sind auch folgende Winkel jener sphärischen

Dreyecke gleich, ,^IM — OLL und kl-l-L im

I'llL, die beyden sphärischen Dreyecke haben also
alle Winkel übereinstimniend gleich. Für die Seiten

finden folgende Vergleichungcn Statt. Da
m Lvö m 180° (§. 551.), so ist .4.L im VL,

und eben so, da IM? m L?L m iZo": so ist

HL m ?L, lind so auch — O?; also ist

auch jede Seite des einen Dreyeckes einer Seite des

andern gleich, und zwar stehen die gleichen Seiten

den gleichen Winkeln gegenüber.

* 582. Obgleich aber die einzelnen Stücke in

diesen beyden Dreyecken gleich sind, so sind doch die

Dreyecke selbst nicht so einander gleich, daß man

sie auf einander passen könnte; denn die zugehörigen

körperlichen Dreyecke passen nicht in einander, weil,

wenn auf OLL so gelegt wird, daß die

einander entsprechenden Puncte, wo nämlich die glci«

chen Winkel anliegen, auf O, L auf L kom¬

men, dann das eine körperliche Dreyeck oberhalb,

das andere unterhalb LLV zu liegen kommt. Diese

sphärischen Dreyecke sind also nur symmetrisch
und nicht völlig gleich, (vergl. §. 445. 471.)

* 581. 93stcr Lehrsatz. Wenn in zwey
Manschen Dreyecken erbe auf einer¬
ley oder auf gleichen Kugeln zwey Seiten des
einen, zweyen Seiten des andern gegenseitig
gleich sind, und der von diesen Seiten einge¬
schlossene Winkel ist gleich, nd,

— dc, L k: so ist auch in bey¬
den die dritte Seite gleich und die Winkel
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sind gleich, welche gleichen Seiten gegenüber-

stehn. (b'iZ. 22Z.)

Beweis. Mai: lege die gleichen Seiten KL,
ko so auf einander, daß die Puncte ö, fi, wo die
gleichen Winkel sich befinden, zusammen fallen.
Kommt dann zugleich a mit X auf einerley Seite
von LL zu liegen: so erhellt aus der Gleichheit der
sphärischcn Winkel lä, k, daß die Bogen ö^., da
auf einander fallen, und daß die Dreyecke ganz ein¬
ander decken, weil ^ da einander bedecken.
Fällt hingegen a nach cl zu, so läßt sich aus §. 579.
übersehen, daß LLc! auf das zu ^ckiL symmetrische
Dreyeck passe» würde; und da dieses mit
gleiche Seiten und Winkel hat, so erhellt auch dann
die Richtigkeit des Lehrsatzes.

* 582. ychster Lehrsatz. Wenn zwey

spharische Dreyecke die ans einerley Kugel

oder auf gleichen Kugeln gezeichnet sind: eine

gleiche Seite haben L(ü — (IiZ. 22Z.)

und die beyden anliegenden Winkel sind im

einen so groß, als im andern ZZ — >1, (l —

c: so ist auch der dritte Winkel gleich, und

die Seiten sind gleich, welche gleichen Win¬

keln gegenüberstelln.

Beweis. Man lege den Bogen bo so auf
Ltl, daß l> auf k, c auf L zu liegen komme;
fällt dann das Dreyeck alm mit auf einerley
Seite von KL: so ist klar, daß der Winkel sl>L den

und der Winkel acl> den uscLö decken und
der Durchschnittspunct a auf fallen werde. Fie¬
len aber alm auf verschiedene Seiten von

Brandes Geometrie. B d
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L<ü, so würde asso auf das zu ^.lZL symmetrische

Dreyeck passen; also auch dann ^ a, —

ak u. s. w. seyn.

" 58Z. Y5ster Lehrsaß. Wenn in zwey
sphärischen Dreyecken die drey Seiten im ei¬
nen so groß sind als im andern: so sind auch
die Winkel gleich, welche gleichen Seiten ge¬
genüberstehn.

Beweis. Da dieser Lehrsatz (§. 446.) für

die den sphärischcn Dreyecke» zugehörigen körperli¬

chen Dreyecke bewiesen ist-, so folgt von selbst seine

Richtigkeit für die sphärischen Dreyecke.

* 584. c)6ster Lehrsatz. In einem
gleichwinklichten sphärischcn Dreyecke
wo L4r ist 1. der aus der Spitze
ZZ nach der Mitte der, dritten Seite gezoge¬
ne Bogen ZZO auf diese Seite senkrecht,
und 2. sind die Winkel gleich, welche den
gleichen Schenkeln gegenüberstehn,

(?iZ. 224.)

Beweis. Wenn nr: OL genommen und

— Lk ist: so sind sslOL Dreyecke

deren drey Seiten zwey und zwey gleich sind; und

es sind daher (§. 58Z.) auch die Winkel gleich,

die den gleichen Seiten gegenüberstehn, also

Tri LOL --- k, (§. 417.) und — LLO.

^ 585« Dieser Beweis laßt leicht übersehen,

baß in einem gleichschenklichten sphärischen Dreyecke
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der Bogen eines größten Kreises, weicher von L
auf senkrecht gesetzt wird, auch derjenige ist,
welcher den Winkel und die Seite LL halbirt.

^ 586. c>7stcr Lehr saß. Wenn in ei¬
nem sphärischen Dreyecke XLtÜ (?iZ. 224.)
zwey Winkel gleich sind, X. rnz so sind
auch die Seiten gleich, welche diesen Win¬
keln gegenüberstehn.

Beweis. Man Halbire in O und ziehe
durch O einen auf senkrechten Bogen; dieser wird
durch L gehen; denn gienge er nicht durch L, son¬
dern läge so wie k)iü, so wären (§. 58z.) die
Dreyecke lbOL, gleich, weil Xl) — Ll),
On^I), und es müßte O? nrr OL
seyn, welches unmiglich ist. Geht aber der senk¬
rechte Bogen durch L, so erhellt aus §. 582, daß
^6 rrn LlZ.

* 587. Auch bey spharischen Dreyecken ist also
die Gleichheit aller drey Seiten mit der
Gleichheit aller drey Winkel nothwendig
verbunden, wie bey ebnen Dreyecken.

^ 588- <)8ster Lehrsatz. Wenn in ei¬
nein spharischen Dreyecke ein Winkel bestimmt
ist, und zwey Seiten, deren eine jenem Win¬
kel gegenübersteht: so ist dadurch das sphä-
rische Dreyeck noch nicht völlig bestimmt»
(I'iZ. 225.)

Beweis. Soll des spharischen Dreyecks eine
Seite — XL, der anliegende Winkel —

Bb 2
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seyn und die diesem Winkel gegenüberstehendeSeite
: so läßt sich, wenn Zlä senkrecht ans eQl

ist, ein Bogen Lei öO an oder ihre Ver¬
längerung ziehen, wenn man Otn — c!L nimmt.
(§. 584-) Dkan hat also zwey Dreyecke /rläll),
XlZcl, die ganz ungleich sind, doch aber zwey Sei
ten und einen Winkel, welcher der einen Seite ge¬
genübersteht, gleich habe».

' Anmerkung. Ist ei» rechter Winkel, so ist
dies der Fall des ststg. H. und dann ist das Dreyeck völlig
bestimmt-

* 589. yyster Lehrsatz. Die Gestalt

eines spharischen Dreyeckes ist nicht völlig

bestimmt, wenn zwey Winkel nebst einer

Seite gegeben sind, und diese Seite dem ei¬

nen gegebenen Winkel gegenüberstehen soll.
(I'rA. 226.

Beweis. Sollen nämlich eines spharischen
Dr eyecks zwey Winkel — L^.ö und — LL^, seyn:
so läßt sich zwar aus diesen Stücken und einer
Seite ---- Lö ein Dreyeck ^.LIZ zeichnen; aber da
die ganze Ebne ch.La unter einerley Winkel gegen
^.La geneigt ist, so ist der Winkel kab L^kl,
und wenn man LO senkrecht auf oder deren
Verlängerung zieht, LO — bLi nimmt und Lb
zieht, so ist auch im Dreyecke Lab, dessen eine
Seite Llka ist, ein Winkel Lab oder lkab — L^VL,
der zweyte Lba — LL^., weil (§. 584.) LbK
— LLb, und die Seite Lb r^ Lö; es lassen sich
also aus den gegebenen Stücken zwey ganz verschie¬
dene Dreyecke ag.Lö und aLb zeichnen, wo a5L
mr — ^L nur dann 22- al^L seyn kann,
wenn beyde Quadranten sind.
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* 59^' ivoste r Lehr saß. Wenn man
auf den größten Kreisen, (?i^. 227.) wel¬
che das sphärische Dreyeck bilden, die
Bogen 2II) 22 — 90°; Lss — Ld
22 90»; ZZII 22 III 22 yo° nimmt, und
durch die Puncte O und 1.^, I' und 6 , II
und I gröch-e Kreise legt; so sind i. die
Dnrchschn ttspuncte dieser Kreise die Pole der
Seilen des sphärischcn Dreyecks und
2. bilden diese drey größten Kreise ein Drey¬
eck, dessen Seiten die Winkel des erster» und
dessen Winkel die Seiten des erster» Drey¬
eckes zu 180" ergänzen, das heißt, es ist

-I- IKI. — 180°, I-KN -j-

180° u. s. w.

Beweis. 1. Da 22 ID 22 90°, s»

ist ^ der Pol des durch L und O gelegten größ¬
ten Kreises, weil ^.0 auf dem Mittelpuncte der

Kreisebne senkrecht steht, also dieses Kreises
Are ist. Aus eben den Gründen ist k der Pol det

Bogens L der Pol des Bogens

Denkt man nun sich die Bogen Lkl. und LX ge¬

zogen, so sind beyde 22 90° oder Quadranten;

denn jeder vom Pole L an den Bogen L.I. gezo¬

gene Bogen eines größten Kreises ist 90°, weil der

durch LZ5 und der durch I.I5 gehende größte Kreis

sich gegenseitig Halbiren und der Pol L in der Mitte

der einen Hälfte liegt (§. 558. Z.) und eben das
von k gilt. Hieraus folgt, daß 15, der Pol des

Bogens Lö ist; denn die Ebizxn der Kreise 15(1,

I5K gehen, da sie größte Kreise sind, durch den



Z9o
Mittelpunct 0 der Kugel, und da LZtW — LZ0K
222 kl, so ist K0 des Kreises L?L! Axe und k
sein Pol. Aus eben den Gründen ist I, des Bo¬
gens und lVl des Bogens Pol.

2. Es ist aus §. 56z. bekannt, daß der Bo¬
gen ?<? eben so viele Grade halt, als der svhärische
Winkel KL?, da nun ZK.? — ?K 2122 90°: so
hat man 180° 002 LZ? -s- ?K — L.? -ch .^.LK,
und aus eben dem Grunde LZVI -s- ^KL 222 180°,
und ?lVl ch- L^.L 22 i8c>^; die Seiten des letz¬
ten: Dreyeckes ergänzen also die Winkel des erstem
zu t8v°.

Aber weil auch LZ? 222 LZl — 90°, so ist ?I
in Rücksicht der Anzahl von Graden 222 ?LZI. Da
nun L? 222 ?I — 90°. so ist M -s- ?k -j- ?L
-2 180° — l? -s- ?L — k-ZKI ch- KL. Aus
denselben Gründen ist ^.L -ch K?KI 222 180° 222
.A.K -s- LZ?ZVl, und es ergänzen die Winkel des
letztern Dreyeckes die Seiten des erster« zu 180°.

* 591. lOlstcv Lehrsaß. Jedes spha-
rischen Dreyeckes Winkel betragen zusammen
genommen mehr als zwey rechte und weniger
als sechs rechte Winkel. (I'iZ. 227.)

Beweis. Wenn man aus dem gegebenen
Dreyecke .H.KL das Dreyeck L.LZVI so herleitet, wie
im vorigen §.: so ist L.^.L -^2? — ?ZVI, .^.KL ^2

— LZ1VI, ^.LL 222 2k — LZ?, also cV -s- L
L 6kl — ?ZVI — LZZVI — LZ?, und diese

Summe allemal kleiner als sechs rechte Winkel.
Aus dem §. 576. aber ist auch bekannt, daß

?lVl -j- L.ZVI -j- LZ? < 4K, also ist auch ^ -s- L
-t- c > 2k.
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^ 5y2. iO2ter Lehrsah. Wenn die
drey Winkel X, 15, <ü eines sphärischen
Dreyeckes gegeben sind, so ist dadurch auch
die Größe der Seiten des Dreyeckes, wel¬
ches auf einer gegebenen Kugelfläche diese
Winkel enthält, völlig bestimmt. (IrZ. 227.)

Beweis. Man zeichne auf eben derselben

Kugelfiache ein Dreyeck, dessen Seiten KI- igo°
-— L, klVl " 180° — liVl — 180^ —

sind: so sind die Winkel, welche in diesem

Dreyecke jeder Seite gegenüberstehn, völlig bestimmt,

(§> 58Z-) vder es ist unmöglich, daß sie bey mehr¬

maliger Zeichnung eines solchen Dreyeckes, das eine¬

mal so, das anderemal anders ausfallen könnten.

Nimmt man aber dann KO rrr 1-6 mr 90°, k?

rrr KI irr: 90", lVlk " Mk ^ 90°: so ergiebt

sich aus den durch die Puncte O und 6, ? und

I, k und H gezogenen größten Kreisen ein Dreyeck

^riZL, dessen Winkel den gegebenen -ss, k, L

gleich sind, und die Seiten dieses Dreyeckes sind

Xk 180° — ZVss, " 180° — I-, L6

— 180° —. k, also sind diese Seiten völlig be¬

stimmt, weil die Winkel k, I-, IVI des vorigen

Dreyeckes es waren.

zyz. A nin crknng. Diese Lehrsätze machen die
Grundlage der soharischen Trigonometrie aus,
einer Wissenschaft, welche lehrt, aus dre» gegebenen
Stücken des spbärischen Dreyeckes die übrigen Stücke zu
bestimmen. Man bedient sich hierbei) der Tafeln und der
berechneten Hnlfslinicu, von denen wir in der ebnen Tri¬
gonometrie reden werden, und gebraucht die sphärische
Trigonometrie besonders häufig in der Astronomie-

* 594. Erklärung. Reguläre Körper

heißen diejenigen von ebnen Flächen begränzten Kör-
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ver, deren Seitenflächen lauter gleiche reguläre Po¬

lygone sind.

* 595. Die Untersuchung über diese Körper,

in welchen Fällen es möglich fty, einen Raum rund

um mit lauter gleichen regulären Polygonen zu be-

gränzen, u. s. w., läßt sich hier nicht vollständig

mittheilen, sondern mir werden nur einiges darüber

anführen. Diese rcaulären Körper, deren überhaupt
nur fünf möglich sind, habe» alle die Eigenschaft,

daß ihre sämmtlichen Ecken in einer Kugelflache lie¬
gen, und daß sich auch eine Kugclflache angebeil

laßt, welche alle Seitenflächen von innen berührt;

aber es ist nicht ganz leicht, die Seitenlinie eines

regulären Körpers, der in eine gegebene Kugel oder

um dieselbe beschrieben sep, anzugeben, und da die

Untersuchung keinen großen Nutzen hat, so werden

wir dabey nicht verweilen.

* 596. logcer Lehrchah. Es giebt

nicht mehr als fünf verschiedene reguläre

Körper.

Beweis. In jedem Eckpuncte eines regu¬

lären Körpers stoßen mehrere gleiche Polygone zu¬

sammen und bilden eine körperliche Ecke, deren

Seitenflächen also alle gleich sind. Da nun alle

Seitenflächen einer körperlichen Ecke zusammen im¬

mer weniger als vier rechte Winkel betragen, (§.

578.): so ist es nicht möglich daß z. B. fünf Qua¬
drate eine fünfseikige Ecke bilden, denn die Summe

dieser fünf Seitenflächen würde crccc 5P seyn. Es

sind demnach nur folgende fünf verschiedene Ecken,

die ans regulären Polygonen gcbilt t werden, mög¬

lich: Gleichseitige Dreyecke können zu einer dreyset-
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tigen, vierseitigen oder fünfseitigen Ecke verbunden
werden; reguläre Vierecke und Fünfecke aber nur zu
einer dreyscitigcn Ecke. Bilden drey reguläre Drey¬
ecke eine körperliche Ecke, so ist die Summe der
Seitenflächen — Z . 60" — 180°; ist die aus
diesen Dreyecken gebildete Ecke vierseitig, so ist die
Summe der Seitenflächen " 4 . 6o° — 240°;
ist sie fünfseitig, so wird diese Summe — 5 . 6o"

Zoo°; bey einer sechsseitigen Ecke würde ste ^
6 . 6o° ^ 4 k seyn und eine solche Ecke ist also
nicht möglich.

Drey Quadrate bilden eine dreyscitige Ecke,
deren Seiten zusammen 270° betragen, und die
Seiten einer aus regulären Fünfecken gebildeten dren-
seitigen Ecke betragen zusammen z. 108° — 324°.
Wollte man aber drey reguläre lSechsecke zu einer
körperlichen Ecke verbinden: so enthielten die Sei¬
tenflächen zusammen z . 120°, das ist 4!^, wel¬
ches unmöglich ist.

Es find also nicht mehr als drey von rcglären
Dreyecken, ein von regulären Vierecken und ein von
regulären Fünfecken begränzter Körper möglich.

* 597. Hieraus läßt sich indeß noch nicht
übersehen, ob wirklich diese Körper möglich sind, ob
nämlich eine gewisse Anzahl solcher regulärer Figu¬
ren sich wirklich so an einander fügen lassen, daß
sie den Körper ganz begränzcn, sondern der Lehrsatz
zeigt nur, daß es nicht mehrere reguläre Körper
geben kann. Weitere Untersuchungen zeigen, daß es
allerdings fünf solche Körper giebt: Das Teiraö-
drum, welches von vier gleichseitigen Dreyecken
eingeschlossen wird, deren je drey eine körperliche
Ecke bilden, ist eine Pyramide, deren Grundfläche
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und Seitenflächen gleiche Dreyecke sind; das Octvs-

drum, wird von acht gleichseitigen Dreyecken be-

gränzt, und man erhalt dasselbe, wenn man ober¬

halb und unterhalb eines Quadrates Pyramiden er¬
richtet, deren Seitenlinien den Seiten des Quadra¬

tes gleich sind, seine Ecken sind vierseitig; im Ico-

sat-drum sind die Ecken fünsscicig und die gleichen

Seitenflächen sind zwanzig gleichstitige Dreyecke,

(ssig. 22g.); das Heraödrum oder der Würfel
wird von sechs Quadraten, das Doder ad drum

von zwölf gleichseitigen Fünfecken gebildet. (tAZ.
229.)

Siebenter Abschnitt.

Von der Ausmessung der Kugel und ihrer
Oberfläche.

*598. Bemerkung. Wenn man die Hälfte

eines regulären Polygons von einer geraden Seiten¬

zahl um die durch den Mittelpunct des darin ge¬

zeichneten Kreises gezogene gerade Linie Qt? dreht,

(ch ch. 2ZO.): so begranzt die durch das Polygon bey
der Umdrehung beschriebene Fläche einen Körper,

welcher einer mit dem Halbmesser QUI beschriebenen

Kugel desto näher kommt, je vielseitiger das Poly¬
gon angenommen wird. Wenn man den Durch¬

messer so zieht, daß er zwey Eckpunct: des

Polygons verbindet, welches immer möglich ist,

wenn die Anzahl der Seiten des ganzen Polygons

eine gerade Zahl, nämlich 4, 6, oder 8 ». s. w.

ist: so besteht dieser Körper ans zwey Kegeln, und

einer größern oder kleinern Anzahl abgestutzter Ke¬

gel, deren beyde Grundflächen parallele Ebnen sind.
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da, wenn man verlängert, bis sie die Linie

inl!VI schneidet, die Linie AA6 bey ihrer Um¬

drehung um 1VIS einen Kegel beschreiben würde.

Die Betrachtung eines solchen Körpers wird uns

also zur Vorbereitung auf die Berechnung der Größe

einer Kugel und ihrer Oberfläche dienen.

* 599. Erkärung. Wenn man sich vor¬
stellt, daß eine ebne Figur wie um eine

festgehaltene gerade Linie herumgedreht wird:

so heißt diese die Are des auf solche Weise be¬

schriebenen Körpers.

* 6oo. Erklärung. Wenn man den Kreis-

Ansschnitt 2Z5.) KLkZ oder um eine

durch den Mittelpunct des Kreises gehende Axe

dreht: so heißt der durch die Umdrehung dieses Aus¬

schnitts entstehende Körper ein kegelförmiger

Kugel-Ausschnitt, und man kann diesen voll¬

ständig nennen, wenn er, wie bey der Umdrehung

von um geschieht, keine innere Höhlung

hat, hingegen ausgehöhlt, wenn der Kreis-Aus¬
schnitt UIIL um eine solche Axe wie /rlä gedreht
wird, wo der Raum um welchen die Fläche

ZMK durchlaufen würde, wem» man auf sie Rücksicht

nähme, leer bleibt, oder eine kegelförmige Höhlung
bildet.

Ware der Theil kk! des Polygons um -Kkl

gedreht: so würde man den entstehenden Körper ei¬
nen kegelförmigen Ausschnitt des polygo¬

nischen Körpers nennen können.

^ 6c>!. Tochter Lehrsatz. Wenn eilt

Dreyeck (I'iZ. 2Z1.) um seine eine
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Seite ZZlü als Are gedreht wird: so ist sein
Inhalt gleich dein Drittel eines Cylinders,
dessen Höhe — LC und dessen Halbmesser
— HO, wo nainlich H^O die aus der Spitze
H. auf LL senkrecht gesetzte Linie ist.

Beweis. Jedem das Dreyeck /.OL sich um
LL dreht, beschreibt eS einen geraden Kegel (§.
50Z.), dessen Größe gleich ist dem Drittel eines
Cylinders von der Höhe OL, dessen Grundfläche
den Halbmesser — L^ hat (§. 506.). Eben so
,st der durch ^ckL beschriebene gerade Kegel gleich
dem Drittel eines Cylinders, dessen Höhe 112 LL
und dessen Grundfläche den Halbmesser ^L hat.
Da nun die beyden Cylinder, mit denen wir die
Stücke des Körpers verglichen, einerley Grundfläche,
deren Halbmesser — H.L ist, haben: so ist der
ganze Körper dem Drittel eines Cvlindcrs dieser
Grundfläche gleich, wenn desselben Höhe — LL
-j- LL ^ KL i st.

Fiele die Senkrechte ^.L, wie k'ig. 2Z2. außer¬
halb des Dreyecks: so hätte man den durch ^KL
entstandenen Kegel gleich dem Drittel des Cylinders
vom Durchmesser .^L und der Höhe KL; und den
durch ^.LO entstandenen Kegel gleich dem Drittel
eines Cylinders von gleicher Grundfläche und der
Höhe LL; also den durch Umdrehung des Drey¬
eckes entstandenen Körper gleich dem Unterschiede
beyder oder dem Drittel eines Cylinders von eben
jenem Durchmesser und der'Höhe KL — LL
2^ KL.

5 602. 105t er Lehrsatz. Wenn (OZ.
2zz.) der gicichschcuklichte Triangel H.LL
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um eine durch die Spihe (wo nämlich

die gleichen Schenkel einander schneiden) ge¬

hende Axe gedreht wird: so ist der In¬

halt des dadurch beschriebenen Körpers gleich

zwey Dritteln eines Cylinders, dessen Grund¬

stäche den Halbmesser ^ hat, und des¬

sen Höhe — I t? ist, wenn minilich Klivie

ans LC senkrechte Linie und 1'^ das auf

der Are durch die gegen dieselben senkrechten

Linien Ct? abgeschnittene Stück ist.

Beweis. Erster Fall. Wenn die ver¬

längerte Grundlinie LL des gleich schenk«

lichten Dreyeckes die Axe schneidet.

Es sey O der Durchschnittspunct, so beschreibt bey der

Umdrehung das Dreyeck ^.IZL) einen Körper, dessen
Inhalt gleich dem Drittel eines Cylinders von der

Höhe 22 ^.O, und dem Halbmesser 222 L?, und
das Dreyeck einen Körper gleich dem Drittel

eines Cylinders von der Höhe — und dem

Halbmesser — LL. Der Unterschied beyder ist der

Körper, dessen Inhalt wir suchen. Bezeichnen wir

die Zahl z, 14159 - - welche nach §. ZZ2. das

Verhältniß des Umfangs zum Durchmesser angiebt,
durch?r, so sind (§. Z41.) die Grundflächen der

beyden erwähnten gleich hohen Cylinder 222 .

und — Ti- . also (§. 518.) der In¬

halt beyder Cylinder 222 ?r . . lZch^, und —

-?r . /.I) . der Inhalt des durch das Drey¬

eck erzeugten Körpers ^ ^ ?r. Xl) . (

— L?-) 22 z 7r . (CS -ss- öss) (M —kss).

Zieht man nun öli mit O2L parallel, so ist LH

22 LS — b?, und man hat (§. 2L4.) :
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ähnlich sind, indem die Winkel Lmm I), wegen der

Parallelität von I)^V, ferner lö — II mm ei¬

nem rechten Winkel; es ist also das Prrduct ^li) .

ei-I mm . LL, oder da (AI mm L(^ — M,

/rv . (LS — L?) im . LL, also unser

Körper mm L ar . /z.1^ . LL . (L(l -s- ?IZ.) Da
Zu zwischen L und L in der Mitte liegt, so ist,

wenn man Zul senkrecht auf die Axe zieht, 2 . Zul

mm tükZ-^-M, und da die Dreyecke LlX, LUL!
ahnlich sind, weil ULlZ -s- IILL mm 90° und Zu^I

-s- ZuO^ mm 90°, aber WQ mm LO.äc, also 1IQS
Zu^rl und bey H und I rechte Winkel: so ist

LL : Llss mm : LI, oder LL . Zul --- MI .

^lu, das ist RL . M?) — 2 ^Zu . 6V,

weil L6 -j- M — 2 . L1; der Inhalt unsers

Körpers ist also mm G . » . .^Zu^ . zgleich

zwey Dritteln eines Cylinders von der Höhe mm tZch'
und dem Halbmesser mm

Zweyter Fall. Wann die Grundlinie

LL der Axe O^. parallel ist (ssig. 2Z4.).
Dann beschreibt das Rechteck ^ZulZZs' einen Cylin¬

der, und das Dreyeck ^IZ? einen Kegel, dessen

Znhalt ein Drittel jenes Cylinders ist; also ist
der durch das Dreyeck erzeugte Körper gleich

zwey Dritteln eines Cylinders von der Höhe —
L.? und dem Halbmesser mm ^rlu. Da eben das für

das Dreyeck ^.ZuL gilt, so erhellt auch hier die

Richtigkeit des Lehrsahe.

* 6c>Z» 2oste Aufgabe. Der Aus¬
schnitt LUD eines regulären Polygons wird
um eine Axe 11^ gedreht, die durch des
hineingezeichneten Kreises Mittelpunct geht;
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man sucht den Inhalt des durch diese Um¬
drehung entstehenden Körpers. (?iZ. 230.)

Auflösung. Man bestimme den Haldmesser

OU des in das Polygon gezeichneten Kreises, und

suche den Inhalt dieses Kreises. Man z-ehe ferner

aus den Endpuncten L und I) des polygonischcn

Bogens KLO die Linien IM, OO senkrecht auf

die Axe, und multiplicirs den gefundenen Inhalt je¬

nes Kreises mit zwey Dritteln der Höhe NO: sso

ist das Prvduct der ZuHalt des kegelförmigen Aus¬

schnittes des polygonischen Körpers.

Beweis. Wenn man von allen Eckpuncten

des Polygons L, L, O, gerade Linien an den

Mittelpunct O zieht: so entstehen lauter gleiche,

gleichschenklichte Dreyecke von den gleichen Höhen
nn O?; der Inhalt des durch die Umdrehung eines

jeden erzeugten Körpers ist gleich zwey Dritteln ei¬

nes Cylinders vom Halbmesser " O? und von der

Höhe, welche durch die aus den Endpuncten der
Seiten auf die Axe senkrechten Linien auf der Are

abgeschnitten wird. Es ist also der durch das Dreyeck

LKO beschriebene Körper tz er. OK' . Nt), der

durch das Dreyeck LOH erzeugte rrri I v . .

<)O und daher der ganze zu bestimmende Körper "
- » . . NO, wie die Auflösung ergab, wenn

v hier die Bedeutung hak, wie im vorigen §,

* 604. Wenn also AKLOKLL die Hälfte

eines Polygons von einer geraden Anzahl Seiten
ist, so daß in und O zwey Ecken in denselben

Durchmesser fallen: so ist der Inhalt des ganzen

durch die Umdrehung dieses Polygons entstandenen

Körpers — I ?r. . A(?.-
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* 605. 106ter Lehrsatz. Der körper¬
liche Inhalt einer Kugel ist gleich zwey Drit¬
teln eines Cylinders, dessen Grundflache dem
größten Kreise, und dessen Höhe dem Durch¬
messer der Kugel gleich ist.

Beweis. Es sey ZUKI)K?K ein Halbkreis

(?ig. 2Z5.) durch dessen Umdrehung eine Kugel

hervorgebracht wird, so behaupten wir, daß dieser

Kugel Zuhält 102 ^ 77 . Zli- . KK sei), wo näm¬
lich des größten Kreises Zuhält — w . ZK- und

v 22 g, 14159 . . ist. Wollte man nun anneh¬

men, der Inhalt der Kugel werde nicht durch dieses

Product ausgedrückt, so würde dies Premier den

Zuhält einer größern oder kleinern Kugel angeben.

Man nehme also an, ß- 7? . Zk^ . ZK sey

der Zuhält einer größern Kugel vom Halbmesser KI.

Man zeichne um den Halbkreis ZLKK ein Poly¬

gon alwcicssg, dessen Seiten den mit dem Halbmes¬
ser III uni II gezeichneten Kreis nickt berühren: s»

bildet dieses Pechgon bey der Umdrehung einen sol¬

chen Körper, wie wir im vorige» §. betrachtet ha¬

ben und der ZuHalt desselben ist 22 A ir . ZU- ,

UZ, welches Product größer ist als K ?r . ZK- .
ZK, weil ag > KK; dieser polygouische runde
Körper ist also größer als ß ?r . ^k^ . -^6 und

gewiß kleiner als die mit dem Halbmesser KI be¬
schriebene Kugel; und da sich allemal, wenn III >

KZ (§. gzo.) ein solcher Körper innerhalb jeuer

Kugel beschreiben läßt, so kann das Product ß -r .
ZK" . ZK nicht einer Kugel von größerm Halb¬

messer als Z.K gleich seyn.
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Halbmesser IIZVI gleick seyn. Denn wenn man den

Kreis IVI()(^3 mir dem Halbmesser I114I 4.IZ
um 15 zeichnet, und um denselben ein Polygon

ml4(I)?(^?cs, welches den KreiS ^4.Lhs(5 nicht be¬
rührt, so würde der durch die Umdrehung dieses

Polygons entstehende Körper mr . 11IVI- . sm,
seyn, also gewiß kleiner als . ^4(5,

weil so wohl IllVk .4.1-1, als auch ms ^4(5.

Dieser polygonisch runde Körper ist aber größer als

die mit dem Halbmesser 1IIVI beschriebene Kugel,

Und folglich diese noch weit mehr kleiner, als .

^415 2 . .4^. Dieses P.oduct kann also keiner an¬

dern Kugel gleich seyn, als der mit dem Halbmesser

beschriebenen, deren Durchmesser — .4.(5 ist;

aber ?r . 4.?!^ . ^4(5 ist der Inhalt eines Cylin¬

ders, dessen Halbmesser dem Halbmesser der Kugel,

und dessen Höhe dem Durchmesser der Kugel gleich

ist. (§. Z41. 527.)

" 606. Aus völlig ähnlichen Schlüssen läßt

sich herleiten, daß der durch die Umdrehung

des KceisanSschuittes LH4. entstehende

kegelförmige Kugelausschnitt gleich ist

zwey Dritteln eines Cylinders, dessen

Grundfläche dem mit dem Halbmesser ^,11

beschriebenen Kreise und dessen Höhe —

^41' ist, wo nämlich .41' durch die auf die Ax«

senkrechte Linie L'l abgeschnitten wird.

607. 2 iste Aufgabe. Aus dem ge¬
gebenen Halbmesser einer Kugel (?iZ,
217.) ihren Inhalt zu finden»

V-andes T c
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Auflösung. Man suche den Inhalt eines

Kreises vom Halbmesser IAVI (§. Z4Z.) und multi-

plicire denselben mit zwey Dritteln des Durchmes¬

sers ZVIldl; das Product giebt den Inhalt der Ku¬

gel in eben solchem Cubikmaße an, als das Längen¬

maß ist, nach weichem der Durchmesser der Kugel

angegeben worden.

Beyspiel. Ist einer Kugel Halbmesser211 roFuß:

so ist der Inhalt ihres größten Kreises m zist,>59

Quadratfuß und der Inhalt der Kugel 122 ? . 20 . z-st,

159 22 stig8 ,8 Cubikfuß.

Beweis. Der vollständige Beweis ist in §.

605 enthalten. Für 'Anfänger mag es genug seyn,

folgendes zu bemerken. Wenn (?ig: e:z6.) im

Halbkreise der Halbmesser In? senkrecht auf

ist und durch die an L, L gezogenen Tau¬

genten ein Rechteck .^OLIZ, durch die Sehnen

luk aber ein gleichschenklichtes Dreyeck gebildet wird:

so würde, wenn man diese Figur um die fest ge¬

haltene Linie ?? drehte, das Rechteck einen Cylin-

der, der Halbkreis eine Halbkugel, und das Dreyeck

einen Kegel beschreiben. Die Halbkugel ist also grö¬

ßer, als ein über derselben Grundfläche stehender,

gleich hoher gerader Kegel, und kleiner, als ein

über derselben Grundfläche stehender gleich hoher ge¬

rader Cylinder. Daß die Halbkugel genau das

Mittel zwischen dem Kegel und Cylinder hält, läßt

sich zwar hieraus nicht übersehen; aber wenn man
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den Halbmesser bey O, H, I in lauter gleiche

Theile theilt, und durch die Theilungspuncte ÜX,

IVIX, O? mit XL parallel zieht, und sich die

Rechtecke U0()L, , XXl.V um X? ge¬

dreht denkt: so beschreiben sie gerade Cylinder, die

ganz innerhalb der Kugel liegen. Eben so beschrei¬

ben die Rechtecke XI., VI, 'VII Cylinder,

deren Summe größer als die Kugel ist; und wenn

man den Halbmesser in recht viele Theile eintheilt:

so ist die Summe jener Cylinder immer weniger

von der Summe dieser verschieden, und diese Sum¬

men kommen zwey Dritteln des durch das Rechteck

XLLO entstandenen Cylinders immer naher, je klei¬

ner die Höhen der einzelnen Cylinder und je meh¬

rere folglich derselben sind, und je naher ihre Sum¬

me mit der Halbkugel übereinstimmt.

6oZ. 22ste Aufgabe. Den Inhalt
eines kegelförmigenKugel-Ausschnittes,der
durch den Kreisausschnitt Klliü beschrieben
wird, und eines Kugel-Ausschnitts, welchen
der halbe Kreis - Abschnitt X.L1' beschreibt,
zu bestimmen, wenn der Halbmesser XU und
die Höhe X/l des Bogens bekannt sind
(?iZ. 2Z5.)

Auflösung. Um den kegelförmigen Aus¬

schnitt zu bestimmen, multiplicire man den Inhalt

eines Kreises vom Halbmesser XII mit zwey Drit¬

teln der Höhe XI; um aber den Kugel-Abschnitt
C c 2
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zu berechnen, der .ins Umdrehung der Fläche
vnlstchr, ziehe man von Mcm kegelförmige» Aus¬
schnitte den Kegel ab, welchen das Dreyeck
beschreibt.

Anmerkung. Da der kegelförmigeAusschnitt,
welchen KLII beschreibt rw Zer . . KD und
der Kegel, den beschreibt . (33'- .
II'!' ist, auch LI- irr QlZ- — Hr-, und 177
— QÜ — ^.1', so läßt sich auch der Abschnitt
ganz durch.4,11 »nd ^43' ausdrücken.

* 6oy. zzstc Aufgabe. Aus dem ge¬
gebenen Inhalte der Kugel ihren Halbmesser
zu finden.

Auflösung. Man dividirs den gegebenen
Inhalt mit ^ . 3,14159, das ist mit 4,18879.
und ziehe aus dem Quotienten die Cubikwurzcl;
.diese giebt den Halbmesser der Kugel in eben solchen
Längenmaße an, als das Cubikmaß ist, in welchem
,der Inhalt angegeben worden.

Beweis. Wir haben §. 605. gesehen, daß
eine Kugel vom Halbmesser /rti und Durchmes¬
ser — 4.(3, den Inhalt ow A . 3 ,14159 . 4.11^ .
4(3; das ist, weil 4(3 2 . 411, den Inhalt
^ ^ . 3,14159 . hat Ist also dieser

Inhalt gegeben mr a, so ist 22 411^
4, 18879

und 4H.
4,18879

Ucbungs - Aufgaben. Wenn der Erde Umfang
Z400Meilen beträgt und sie eine genaue Kugel wäre; wie
groß würde ihr Inhalt seyn?
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" Wenn ein Cubikfuß Eisen Pfund wieatz wie
diel Aolle Durchmesser hält eine ^pfundige Kugel-

* 6l<z. io7ter Lehrsatz. Wenn der
Ausschnitt LIIDC eines regulären Polygons
(k'iZ. 2Z7.) sich um eine durch den Mittel-
pnnct des gezeichneten Kreises gehende Are
dreht: so ist die Oberfläche, welche von den
Polygon-Seiten LCD beschriebenwird, gleich
der krummen Oberfläche eines geraden Cylin¬
ders, dessen Grundfläche dem in das Polygon
gezeichneten Kreise und dessen Höhe — ckll'
ist, wenn die Linien Llss, I)? aus den End-
puncrcn des Polygon - Stückes auf die Are
senkrecht gezogenen sind.

Beweis. Die Seite K6 beschreibt bey der
Umdrehung einen abgestutzten Kegel, dessen Ober¬
fläche, wenn ich wieder ?r für die Zahl z, 1415z
sehe, — . LL . (IZ6 -s- Ö'I) ist, weil der skm-
fang der beyden Grundflächen — 2^ . LL und
— 2v . LI ist (§. zzo.). Zieht man nun auS
dem Mittcipuncte lil des in das Polygon gezeichne¬
ten Kreises die Linie 116 senkrecht auf LL: so hal-
birt diese L6, und 116 ist der Halbmesser dieses
in dem Polygone beschriebenen Kreises. Wenn man
nun 615. aus die Axe senkrecht zieht, so ist 615
Z (86^61), und jene Oberfläche ist m: 2v.
LL . 615. Zst nun ferner llsi mit der Axe pa¬
rallel: so sind die Dreyecke 11615 ähnlich,
denn sie haben bey 6 und 15 rechte Winkel und es
ist 61»' ^ L615 90^ — 6615 c-r 664,
also auch LL6 6615. Folglich ist 6L : 66
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— : LX, oder KL . 6X " XX . KX "

XI . eil. Die durch XL beschriebene Oberfläche

ist also 22 2 . v . XI . eil und aus eben den

Gründen die durch LO beschriebene Oberfläche 212

27? . IX . eil, also die von KLO beschriebene

Oberfläche — 2?r . XX . eil, das ist, so groß,

als die Oberfläche eines Cylinders, dessen Grundflä¬

che den Umfang — 2?r . ell oder den Halbmes¬

ser 2H Xil hat, und dessen Höhe 22: XX ist.

^ 611. Wenn also das halb- reguläre Poly¬

gon ^»XXOXXXX (Xig. 2ZO.) sich um die durch

den Mittelpunct ll gehende Axe Xk dreht: so ist
die durch dasselbe entstandene Oberfläche — 2-5- .

X? . gleich dem Producte aus dem Umfange

des darin beschriebenen KeciseS in den größten, näm¬

lich zwischen zwey entgegengeschten Eckpuucten gezo¬

genen, Durchmesser des Polygons.

^ 612. Um diese Lehren auf die Kugel anzu¬

wenden, müssen wir noch folgende sehr einleuchtende

Grundsähe vorausschicken. 1. Wenn eine Kugel

ganz innerhalb einer andern Kugel liegt,

so ist die Oberfläche der erster» kleiner,
als die der lehcern. 2. Wenn um die klei¬

nere Kugel, auf die hier mehrmals angege¬

bene Art, ein runder pvlyg 0 nischer Körper

beschrieben ist, dessen Seiten die größere

Kugel nicht berühren: so ist die O berfläcb«

desselben kleiner, als die Oberfläche der

größern Kugel, z. Wenn in einem Kreise

ein Polygon gezeichnet, und durch die Um¬

drehung des Kreises und Polygons um
eine Axe eine Kugel, und in derselben ein

runder polygonischer Körper entstanden:
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so ist des letzter!! Oberfläche kleiner als
die Oberfläche der Kugel. 4. Dagegen ist

die Oberfläche der Kugel kleiner als die

Oberfläche eines Körpers, der durch Um-

drehung eines um den Kreis gezeichneten

P 0! yg 0 ns entsteht.

^ 6lz. lOtztcr Lehrsatz. Die Ober¬

fläche der Kugel ist gleich der krummen Ober¬

fläche eines geraden CylindcS, der mit ihr

gleichen Halbmesser hat, und dessen Höhe

dein Durchmesser der Kugel gleich ist.

Beweis. Ist (?-Z. 2Z5.) der Kugel

Durchmesser, Pick ihr Halbmesser: so bchauprcn wir,

daß ihre Oberfläche — 277 . Pick . P(ck sey. Wir

wollen annehmen, dies sey nicht der Fall: so wurde
das Product 27t . Pick. Ptck, (wo v die Bedeu-

tung wie §. 60;. hat,) gleich seyn, entweder einer

Kugel: Oberfläche von größenn, oder kleinerm Halb¬
messer »ls Pick.

Es sey also icki )> IIP, so nehmen wir an
271- . Pick . Ptck drücke die Größe der Oberfläche ei¬

ner mit dem Halbmess.r III beschriebenen Kugel

aus. Zeichnet man mm nur den Kreis vom Halb¬

messer Pick ein reguläres Polygon glzociesg, dessen

Seiten den mit dem Halbmesser Hl um Ick beschrie¬

benen Kreis nicht berühren, so ist die Oberfläche des

durch die Umdrehung um die Aste IX durch das

Polygon armg erzeugten Körpers kleiner als die

Oberfläche der Kugel vom Halbmesser III. Es ist

aber die Oberfläche des polygonischen Körpers "

27r . Pick . ag größer als 27r . Pick . Pick, und

da die Kugelfläche vom Halbmesser HI noch größer
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seyn, und folglich kann keiner Kugel Oberfläche —

277 . Ali . AK seyn, wen» ihr Halbmesser

Ali und also ihr Durchmesser > AK ist.

Nimmt man nun im Gegentheil an, einer

Kugel vom Halbmesser lilVl IIA Oberfläche sey
dem Producte 277 . Ali . AK gleich: so wird

sich um den mit dem Halbmesser lilVl um I! be¬

schriebenen Kreis ein Polygon zeichnen lassen, wel¬

ches den Kreis AKK nicht berührt, und des aus
der Umdrehung dieses Polygons entstehenden Kör¬

pers Oberfläche ist größer, als die Kugelfläche vom

Halbmesser liM. Diese polygonische Oberfläche ist
22 277 . lilVl . ms 277 . IiA. AK; und da

die Kugelsiachs vom Halbmesser illVl noch kleiner

ist: so kann weder sie, noch irgend eine Äugelsiächc,

deren Halbmesser kleiner als Ali ist, gleich 277 .

AIZ . AK seyn. Dieses Product drückt also die

Oberfläche der Kugel vom Halbmesser All aus, und

diese ist eben so groß, als die krumme Oberfläche

eines geraden Cylinders vom Umfange — 277 .

AH und der Höhe — AK.

* 614. Da die Fläche eines größten Kreises

der Kugel vom Halbmesser Ali, gleich 77 . Ali^

ist (Z, Z4l.), und die Oberfläche der Kugel 22:

2 ?r. All . AK 22 477 . Ali-: so ist die Ober¬

flache jeder Kugel viermal so groß, als

die Fläche eines größten Kreises dessel¬
ben.

*615. 2chsi cAufgabe. Aus dem Halb¬

messer einer Kugel ihre Oberfläche zu berech¬nen.
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Auflösung. Man multiplicire das Quadrat

ihres Halbmessers mir 4^, das ist mit 12,566Z7.

Das Produkt giebt die Oberfläche der ganzen Ku¬

gel an.

* 616. Erklärung. Man nennt einen Ku¬

gel-Abschnitt denjenigen Theil der Kugel, wie

Zsdl? (?iZ- 217.) welcher durch eins Ebne von
der Kugel abgeschnitten wird. Eine Zone heißt

derjenige Theil der Kugclflache, welcher zwischen

zwey parallelen Ebnen abgeschnitten wird.

* 617. Erklärung. Zieht man vom Mit-
te'puncte der Kugel einen Durchmesser der Kugel

senkrecht auf die Ebne, welche den Abschnitt macht,

oder auf die beyde» parallelen Ebnen, welche die

Zone begranzen: so hecht im ersten Falle das inner¬

halb des Kugel - Abschnitts liegende Stück dieses
Durchmessers die Höhe des Abschnitts LNIß"

(k'iZ. 217); im zwepten Falle heißt der senkrechte
Abstand der beyden Ebnen, welche die Zone bilden,

die Höhe der Zone.

* 618. 2zste Aufgabe. Aus dem ge¬

gebenen Halbmesser einer Kugel und der Hö¬

he eines von derselben gemachten Abschnitts,

oder einer auf derselben gezeichneten Zone,

die Oberflache des Abschnittes oder der Zone

zu bestimlnen.

Auflös u n g. 1. Man multiplicire das

Product aus dem Halbmesser der Kugel in die

Höhe des Abschnitts mit 2?r: so hat man bi^
Oberfläche des Abschnitts; 2. und um die Obere



fläche der Zone zu finden, multiplilire man das
Prodnrr aus der Kugel Halbmesser m die Höhe der
Zone mir 2v.

Daß man so dir Oberfläche richtig finde, läßt
fich aus §. 6ro. durch ganz ähnliche Schlüsse her¬
leiten, wie diejenigen waren, deren wir uns §.
6iz. für die Oberflache der ganzen Kugel bedienten.

* 619. Unter den Vergleichungen, die man
zwischen dem Zuhalte und der Oberfläche von Ku¬
geln und Ci'lindcrn anstellen kann, ist auch noch
folgende merkwürdig: Wenn eine Kugel mit einem
Cylinder einerley Durchmesser hat, und des Cylin¬
ders Höhe ist dem Durchmesser der Kugel gleich,
so ist die Kugel ihrem Inhalte nach gleich zwey
Dritteln des Cylinders, (H. 605.) und auch die
Oberfläche der Kugel ist gleich zwey Dritteln der
ganzen Oberfläche des Cylinders, wenn man näm¬
lich die Grundflächenmit dazu rechnet. Zst näm¬
lich der Kuael Durchmesser21:0, so ist ihr größter
Kreis " 4?rss)', und ( §. 614.) die Oberfläche
der Kugel — die krumme Oberfläche des
Cylinders aber arv', (§. 527.) und die beyden
Grundflächen zusammen ; also die ge¬
stimmte Oberfläche des Cylinders — und
diese verhält sich zur Oberfläche der Kugel, wie der
Inhalt des Cylinders zum Znhalt der Kugel.

Uebungs-Aufgaben. Wenn der Erde Halbmes¬
ser im gzy,fiz6->c>Meilen angenommen wird, ihre Ober¬
fläche in Qnadratmeilen anzugeben.

Die Höfte der heißen Zone auf der Erde ist cm
ihres Halbmessers:wie viel Qnadratmeilen enthält

' M .. '
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» 620. loyter Lehrsatz. Zwey Kugeln
verhallen sich ihrem körperlichen Inhalte nach
wie die Cubi ihrer Halbmesser; die Oberflä¬
chen zweyer Kugeln aber verhalten sich, wie
die Quadrate ihrer Halbmesser.

Beweis. In lig. 2rZ> sind der beyden

Kugeln Halbmesser und Ll, ihre Durchmesser
— LH und 115, also ihr ZuHalt (§. 605.)

ßv . . (sH und . Il^; da mm
— 2^S und IN. — 2 . LI: so verhalt sich

die Größe der einen Kugel zur Größe der andern,

wie tzv . ^(4^ zu . LI^ , das ist, wie die
Cubi der Halbmesser. Die Oberfläche beyder Ku¬

geln ist 122 2V . und 2-r . IZI . iLl

oder — 4?r . ^6^ und 4^ . kl^; die Ober¬

flächen verhalten sich also wie die O.uadrate der
Halbmesser.
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Die ebne Trigonometrie.

Erster Abschnitt.

Von den trigonometrischen Hülfslinien.

* i. Erklärung. Die Trigonometrie lehrt
wenn von den Seiten und Winkeln eines Dreyeckes
drey Stücke, die von einander unabhängigsind, in
Zahlen gegeben worden, die drey übrigen Stücke,
berechnen.

Anmerkung. Da die gegebenen Stücke von einan¬
der unabhängig seyn müssen: so dürfen es beym ebnen
Dreyecke nicht die drey Winkel seyn.

* 2. Erklärung. Die ebne Trigono¬
metrie beschäftigt sich mit der Auflösung der ebnen,
geradlinigten Dreyecke, die sphärische Trigono¬
metrie mit der Auflösung der sphärischen und kör¬
perlichen Dreyecke.

Nur die ebne Trigonometrie werden wir hier ab¬
handeln.

* z. Bemerkung. Der Vortheil der tri-
zvnvmetrischm Rechnung beruht hauptsächlich darauf.
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daß inan gewisse Hülfslinien oder Hülftzahlen in Ve-

sonders dazu verfertigten Tafeln ausgerechnet findet,
und sich dieser bey allen Rechnungen bedienen kann.

Dahee ist es nöthig, diese Hülfslinien näher kennen
zu lernen; ihre Verbindung mit den Dreyecken wird

sich in der Folge von selbst zeigen.

* 4. Bemerkung. Wenn man (ssig. i.s)
um den Scheitel L eines Winkels mit will¬

kürlichem Halbmesser einen Kreis zieht: so enthält
(Gcom. §. zoz.) der Bogen /ek eben so viele

Grade, als der Winkel oder verhalt sich
zum ganzen Kreisumfangc wie der Winkel zu

vier rechten Winkeln, und man sagt daher wohl, der
Bogen /VL sey das Maß des Winkels ^LL,-und

beyde stehen in einer bestimmten und nothwendigen
Verbindung mit einander.

^5. Erklärung. Wenn (ssi-z. 1.) um den
Scheitel L eines Winkels als Mittelpunct der

Kreisbogen gezogen ist, und man zieht von dem
Endpuncte des einen Schenkels die Linie LO auf den

andern Schenkel senkrecht: so heißt das Verhältniß

der Linie OK zu LL oder der Quotient der

Sinus des Winkels ^.Lö, und auch der Si¬

nus des Bogens ^L.

Man nennt auch wohl die Linie OL selbst den

mit dem Halbmesser LL zusammen gehö¬
rigen Sinus.

* 6. Zieht man für denselben Winkel mit ei¬
nem andern Halbmesser den Bogen ak, und vom

Endpunkte des einen Schenkels, Kä auf den andern
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Schenkel senkrecht; so ist der Quotient — — ^ob Eö
und folglich braucht man, wenn man unter dem Si¬
nus diesen Quotienten versteht, gar nicht auf die
Größe des Halbmessers zu sehen. Wollte mau aber
die Linie OK selbst als den Sinus oder als die Si-
nusliuie ansehen: so müßte man allemal den Halb¬
messer, zu welchem dieser Sinus gehört, mit bemer¬
ken. Wir werden unter dem Namen Sinus allemal
jene» Quotienten verstehen.

* 7. Erklärung. Ist in dem Endpuncte .4.
des einen Schenkels eines Winkels (k'iZ. 2.)
die Linie auf diesen Schenkel senkrecht errichtet:
so schneidet der andere Schenkel Lk ein Stück
auf dieser senkrechten ab, und man nennt nun den

Quotienten oder das Verhältniß des auf der

senkrechten Linie abgeschnittenen Stückes zum
Abstände derselben von L, die Tangente des
Winkels ^.LL oder die Tangente des Bo¬
gens -^.R, welcher zwischen den Schenkeln diese»
Winkels um den Scheitel als Mittelpunct beschrie¬
ben ist.

* g. Erklärung. Wenn man die Figur
(5AZ. 2.) eben so zeichnet, wie im vorigen §.: so

OK
heißt der Quotient ^ oder das Verhältniß deS
längern Schenkels LL zum kürzern die Se¬
eante des Winkels -Ü.LK, oder die Secanre
des Bogens .^k.

* 9. Zeder Winkel hat also eine bestimmte
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Tangente und Secante, da der Quotient ^ und

auch ^ beständig bleiben, man mag L^,, wie
man will, nehmen.

Man muß übrigens bemerken, daß die Namen
Tangente und Secanre hier etwas anders bedeuten,
als in der Geometrie; auch, daß man wohl die Linie
^Lk,die mit dem Halbmesser^LL zusammen¬
gehörige Tangente, und mit eben der Ein-
schankung die Linie L? die Secante des
Winkels ^Lk nennt.

* 10. Erklärung. Wenn (?ig. z.) die
Winkel ^Lk, KL? zusammen einen rechten oder
90 Grade betragen: so sagt man, der Winkel LL?
ergänzt den Winkel ^>.LK zu einem rechten
MZinkel. Betragen hingegen ^.Lö, KLl zusam-
mcn zwe» rechte: so sagt man, LIL ist des Win¬
kels ^LLK Ergänzung zu zwey rechten Win¬
keln. Auch ergänzt der Bogen L? den Bogen

zu 90 Graden u. s. w.

* 11. Erklärung. Wenn der Winkel KL?
(?ig. z.) den Winkel ^.Lk zu 90 Graden ergänzt,
und es ist von einem Puncte des einen Schen¬
kels des Winkels LL? auf seinen andern Schenkel

senkrecht gezogen : so ist ^ des Winkels KL? Si-

n»s, und dieser heißt zugleich der Cosinus des
Winkels ^Lk, welcher KL? zu einem rechten
Winkel ergänzt.

Ist auf dem Schenkel L? senkrecht errichs
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tet und bis dahin vsrlänaert, wo des Winkels LL?
511

andrer S6)enkel sie trifft: so ist ^ des Winkels

?LL Tangente und des Winkels H.LL Cotan-

gente; und ^ des Winkels Secante undLss
des Winkels Co secante.

D3
* 12. Umgekehrt ist --- des Winkels ILV

Cosinus, desselben Winkels Cotangente, und

seine Cosecante.

* iz. Wenn (ss-Z. 4.) mehrere Winkel .H.LL,
an dem gemeinschaftlichenSchenkel ge»

zeichnet sind und in L einerley Scheitelpunct haben:
so verhalten sich, wenn man LL — LL nimmt
und aus L, L die Linien LO, O? senkrecht aus
den gemeinschaftlichenSchenkel zieht, diese Linien
UM, zu einander, wie die SinuS der Winkel
^.LH, Eben so verhalten sich, wenn in ^
die Linie senkrecht auf errichtet ist, die
Stücke ^.S, wie die Tangenten und die Li¬
nie» Lt?, zu einander, wie die Secanten der
Winkel ^Lk,

Auf ähnliche Weise, wenn LI auf ^Ldl senk¬
recht gezogen ist, so daß ^ ^ »"d

-s- Td!I ^ H.: so verhalten sich die aus L,
L auf L! senkrechten Linien, bdL, I-kl, wie die
Cosinus der Winkel ^OiZ, ^ed!L; und eben so IlVl^
Idi, wie die Contangenten.LlVI, wie die Co-
secanten der Winkel
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* 14- Erklärung. Endlich führt, wen» man
die Figur (lig. Z.) ganz so, wie §. ii. 12. zeich-

«et, nach den Quotient den Namen Quersi-

nus, oder Linus versus und -^ 7- den Namen

Quercosinus, oder Losinns versus.

* 15. Wilikü hol icher Satz. Man be¬
zeichnet eines Winkels A.LL Sinns durch 3in. ^ssLö,
feinen Cosinus durch Los. ^Lö, seine Tangente
durch ?aiiA. 4.LL, seine Cotangente durch LotanZ.
astLö und so durch Lee. ^ssLö, Lasso. L.LL, Lin.
vors. ^LL, Los. vors. QLV, die Secante, Cose-
cante, den Qucrsinus und Quercosinus desselben
Winkeis.

" 16. Erklärung. Die bisher betrachteten
Linien, aus deren Vergleichung mit einem zugehö¬
rigen Halbmesser die Quotienten entstehen, welche
wir Sinus, Tangenten u. s. w. nennen, heißen
überhaupt die trigonometrischen Linien, weil
man sich ihrer zuerst zu trigonometrischen Rechnun¬
gen bedient hat. Die mit den Namen Sinus, Co¬
sinus, Tangens u. s. w. belegten Quotienten nen¬
nen wir trigonometrische Functionsn. Aus
oben dem Grunde nennt man die Tafeln, in wel¬
chen die Sinus, Tangenten, Cosinus, Cotangen¬
ten u. s. w. für alle Winkel berechnet sind, stri-
gonometrische Tafeln, obgleich man sich ihrer
auch zu sehr vielen andern Rechnungen außer den-
trigonometrischen bedient.

* 17. Rekapitulation. Wenn man also auf
den Schenkeln eines Winkels ^Lk! (big, z.) die glei-

Vrandcs Sicomcme, D d
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chen Entfernungen Lä- im Lkl und auch auf der
gegen ^.L senkrechten Linie L? im nimmt:
so stellt die vom Endpuncre L des einen Schenkels
auf den andern Schenkel senkrecht gesetzte Linie Oö
den Sinus, die auf L? senkrechte Lö den Cosi¬
nus vor; die aus dem Endvuncte des einen Schen¬
kels senkrecht auf denselben errichtete und durch den
andcm Schenkel bcgränzte Linie stellr die Tan¬
gente, das auf dem andern Schenkel abgeschnittene
Stück die Secante, und endlich die auf dem andern
Schenkel des Ergänzungswinkels in 5' senkrecht er¬
richtete und durch den verlängerten Schenkel LL be-
gränzte Linie die Cotangente, und das auf
diesem Schenkel abgeschnittene Stück LH die Cose-
cante vor. Betrachtet man aber, wie es in den
Tafeln geschieht, die Sinus, Tangcmcn, Secanten

u. s. w. als Zahlen, so ist (?iZ. Z-) ^

im 3in. — Losin. m: Lin.

(90° — ^LL.) ; ^ rm 1m.Z. /rLL ; ^ —

Lotang. ^ Soo. ; -- ^ ^
" Losoo. ^.Lö.

^ ist. Bemerkung. Wir haben bisher nur
den leichtsten Fall, da ein spitzer Winkel ist,
betrachtet; es ist aber nothwendig die Sinus, Tan¬
genten u. s. w. auch für stumpfe Winkel zu kennen.
Nehmen wir nun (?iZ. 5.) auf dem Schenkel L?
des stumpfen Winkels die willkührliche Ent¬
fernung L?, und ziehen gegen den andern Schen¬
kel die Linie senkrecht: so trifft diese nicht den
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Schenke! selbst, sondern seine Verlangenmg; offen¬

bar aber ist hier für den stumpfen Winkel ebendas, war in I'iZ. Z. LU für den spitzen Winkel
v?

war; also ist ^ Sinus des stumpfen Winkels

Schwieriger als die Bestimmung des Sinus ist

bey stumpfen Winkeln die Bestimmung der Tangen¬
te; denn wenn man auf dem einen Schenkel des

Winkels die Linie AcP senkrecht errichtet: so Wird

diese Linie von dem andern Schenkel gar nicht ge¬

schnitten, wohl aber von seiner Verlängerung LS,

und wir betrachten nun als 1'anZ. und

sehen hier ^eS als negativ an, weil ihre Richtung

der entgegengesetzt ist.

* 19. Bemerkung, ttebcrhaupt ist es nöthig,

hier wo es nicht bloß auf die Größe, sondern auch
auf die Richtung der Linien ankommt, eine gewisse

Richtung als diejenige festzusetzen, welche für posi¬

tiv gelten ffoll, und einen bestimmten Anfaugs-

punct anzunehmen. Stellen wir uns (ffig. 4. )

vor, daß der Schenkel Lk! um gedreht wird, so

daß der Winkel wächst oder größer wird, wah¬

rend der Schenkel unveränderlich in seiner Lage
bleibt: so wächst auch des Winkels Sinus und wir

betrachten daher den Punct k), wo die senkrechte

Linie den unveränderlichen Schenkel .4.L schneidet,

als den Anfangspunct der Sinus, weil dieser End¬

punct immer auf der bestimmten Linie /VL bleibt,

die Höhe des andern Endpunctes aber sich ändert

und von k! nach kö u. s. w. fortrückt. Betrachte»

wir also den Sinus des spitzen Winkels als positiv,

indem wir Oö als positiv ansehen: so wird die vom

Dd Z
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andern Schenke? auf diesen gefällte Senkrechte alle¬

mal positiv, wenn sie mit OK auf einerley Seite

von^L oder ihrer Verlängerung liegt, negativ hin¬

gegen würde sie seyn, wenn sie auf die entgegenge¬
setzte Seite fallen könnte.

Für den Ergänzungswinkel LLI des eben be¬

trachteten ist ^ der Sinus, und wir neh¬

men daher aus eben den Gründen OI als die Linie
an, in welcher der Anfangspunkt des SinuS von
LOI oder Oos. .H.OK liegt, und betrachten die Co¬

sinus als negativ, wenn sie an die andere Seite
von LI fallen.

Die Tangente eines Winkels ist allemal prs-
vortional dem Stücke, welches durch den einen

Schenkel des Winkels abgeschnitten wird auf der
Linie welche auf dem andern Schenke! in dem

bestimmten Puncte senkrecht steht; und man über¬

sieht leicht, daß hier der Anfangspuncr ist und
die Tangenten allemal positiv sind, wenn das abge¬

schnittene Stück auf eben der Seite von

wie bey spitzen Winkeln liegt.

Aus ebeu dem Grunde ist I der Anfangspuuct

der Cotangenten und diejenigen Cotangenten positiv,

für welche IÜ/T auf derselben Seite, wie bey spitzen
Winkeln liegt.

Für diese bisher betrachteten Linien lag der

Anfangspunct immer auf dem als unveränderlich an¬

genommenen Schankci dcS Winkels 4.LL oder seiner

Ergänzung zu 90 Graden; bey der Secante und

Cosecante aber liegt er im Mittelpuncte, und beyde

sind positiv, Mn.n die sie abmessenden Linien
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Lo/l auf den Schenkeln des Winkels selbst liegen,

negativ aber, wenn sie auf der Verlängerung dieses

Schenkels über L hinaus liegen.

* 20, ister Lehrsatz. Wenn zwey

Winkel chCist, zusammen zwey rechts

betragen: so sind die Sinus beyder Winkel

völlig gleich, die Cosinus hingegen sind zwar

an Größe gleich, aber der Cosinus des spitzen

Winkels ist positiv, der des stumpfen negativ.

6.)

Beweis. Zieht man, um auf den Schen¬

keln der Winkel gleiche Stücke abzuschneiden, den

Kreis nimmt au dem Schenkel L^ den

Winkel )eLD LLL, und zieht aus O und k
Linien auf den andern Schenkel oder dessen Verlain

IÜD

gcrung senkrecht: so ist ^ -- S!n. ^.LO Sin.

LLL und irr Sin. ^.LiZ, und es ist

offenbar (Geom. §. 104.) ssk — üD, also diese

Sinus gleich nnd beyde positiv, weil die sie abmes¬

senden Linien b'L, ISO au einerley Seite von ch.6-
liegen.

Zieht man von: Endpuncte V des einen Schen¬

kels die Linie KI senkrecht auf Lkl, welche mit dem

andern Schenkel einen rechten Winkel macht, so ist

IL diejenige Linie, welche den Cosinus des Winkels

chLL vorstellt und zugleich ist Los. chLI) ^ Los.

VLL arr > also da IL II), so sind die Co-
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sinus der beyden Winkel, die einander zu zwey rech¬

ten ergänzen-, gleich groß, aber für den ftnmvfcn

Winkel ist der Cosinus negativ, weil lk die entge¬

gengesetzte Lage in Vergleichung gegen IO hat.

" 2l. Betrachtet man den Cosinus eines Win¬

kels als den SinuS desjenigen Winkels, welcher je¬

nen zu yo Grad ergänzt, das nämlich Los. ^ —

Sin. (90° — .'V) - so findet man für den stumpfen

Winkel eben das Resultat, wie vorhin. Für den

stnmpfin Winkel ist nämlich (Arithm. §. 87.) die

Ergänzung negativ, weil hier ^>.90°, das heißt,
zu dem gegebenen Winkel kommt keine Ergänzung

hinzu, sondern man muß etwas abziehen, um 90"
zu erhalrcn", der Sinus eines negativen Winkels ist

aber selbst negativ, wie wir in der Folge z-igcn
werden.

* 22. AuS den Bisherigen läßt sich Folgen¬

des übersehen. Wenn der Winkel (IRu. 6.)

sehr klein ist, so ist auch sein Sinus sehr klein;

wird der Winkel großer, so nimmt auch der Sinus

zu, bis der Winkel " 90° wird. Für den rechten
cn

Winkel ist der Sinus, Sm. 90° 22 —^ " 1,

weil hier die aus kk senkrecht aufgesetzte Linie
mit dem Schenkel lM einerley. Wird der Winkel

größer als ein rechter, so nimmt sein SinuS ab

und wird desto kleiner, je näher der stumpfe Win¬

kel zweyen rechten kommt, so daß man übersieht,
daß der Sinus 12: 0 wird, wenn der Winkel oder

Bogen 22 180° ist.

Der Cosinus eines Winkels ist am größten,

wenn der Winkel am kleinsten ist, Los. c>^ — 1 22

Lin. 90°; er nimmt ab, wenn der Winkel wächst
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und es ist Los. 90" — o; wird der Winkel >. 9O°,
so ist der Cosinus negativ und der negative Cosinus
wächst bis der Winkel gleich zwey rechten wird, wo
dann Los. 180° — — 1.

* 2Z. 2ter Lehrsatz. Wenn die Sum¬
me zweyer Winkel 4- — 2 li.,
so ist IXnZ. XLIÜ5 22 — 'IsnA. LL<4, und
LotunA. — LokaiiZ. LLL.

Beweis. Zeichnet man wieder ^.LO 22

LLK, so ist ^.Lv ^LLK, und

LX

L^

l'ang. ^LL, weil die Tangente des stum¬
pfen Winkels durch das auf der Linie von dem
verlängertenSchenkel KL abgeschnittene Stück ^k
bestimmt wird. Da nun eben dieser

^.k
Linie der Lage nach entgegengesetztist, so hat man

Lk

L.L

7 und l'anZ. ^.Lö 22 — l^ng. LL6.

Ferner ist des spitzen Winkels ^.LI) Cotan-
KIVI ^

gcnte 22 , des stumpfen Winkels ^LLK Co¬

tangente denn die Cotangente
KX ^ IIXI
KL " " Lk '

eines Winkels wird bestimmt durch das auf KIVI
von dem Schenkel Lk abgeschnittene Stück KM,
und daß KX 22 l l!Vl erhellt aus der Gleichheit der
Winkel KLK 22 IILV 22 90° — KLK.

<2



424

* 24. Für den Winkel ^2 0° ist auch die

Tangente — 0, und sie wächst zugleich mit dem

spitzen Winkel. Wird der Winkel — 90°, so ist
sein andrer Schenkel lük-I parallel mit und

beyde können sich gar nicht schneiden, die Tangente

also, welche sür Winkel, die wenig von 90°

verschieden waren, schon sehr groß ward, wird nun

völlig unendlich, das ist, es giebt auf der Linie

gar keine Begränzung mehr, durch welche die Tan¬

gente des rechten Wmkels abgeschnitten würde.

Wird der Winkel stumpf, so fängt die Verlänger¬

ung des andern Schenkels an, in die nach der
andern Seite verlängerte cinzuschneiden; und

so wie zu Winkeln, welche wenig kleiner als 90°

waren, erstaunlich große positive Tangenten gehören,

so gehören zu Winkeln, die wenig größer als 90°
sind, erstaunlich große negative Tangenten; und die¬

ser Uebergang aus dem Positiven ins Negative kann

uns nach dieser Ucberlegung nicht befremdend er¬

scheinen.

Zieht man die Linie auf I^tl! senkrecht
und also, da — jsi, mit Lsiü. parallel: so er¬

hellt, daß für den Winkel " o gar keine bestimmte

Cotangente abgeschnitten wird, also diese unendlich

ist. Nimmt der Winke! etwas zu, so nimmt die

Cotangente, welche für sehr kleine Winke! erstaun¬

lich groß ist, ab, und wird — 0, wenn der Win¬

kel um 90° ist. Für stumpfe Winkel ist die Cotan¬

gente negativ und wächst niit dem zunehmenden

Winkel, bis sie zuletzt für den Winkel oder Bogen

von 180° an der negativen Seite unendlich oder

unbearänzt wird.

25. zter Lehrsatz. Wenn (?iZ. 6.)
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- !8o°: so ist 8ec.

— ^ 8ec. LLt4 aber Losec. -m

eossc. LLL.

Beweis. Zst ^LD VL<5, so ist Leo.
(1^1^

.^.LO im v. , — Lec. LL<5; für den stumpfen
4.1^.

Winkel ^LL aber ist Leo. 4.LL mi cm —>

--^, weil wir (V. als negativ ansehen, wenn cZ

nicht auf dem Schenkel des Winkels selbst, sondern

auf seiner Verlängerung abgeschnitten wird.

Aus den Vorigen erhellet auch, daß Sosec.

ch.LV me und Lasso. ch.LK — —

und beyde sind positiv, weil L5l, LZVT beyde

wirklich auf den Schenkeln der Winke! selbst liegen.

* 26. Des Winkels mc o Secante ist cm 1,

weil dann Ll^l in ch.L fällt, also Leo. cm

wächst der Winkel so wächst auch die Secante

bis sie für den Winkel mc 90° unbegrenzt oder un¬

endlich wird. Für stumpfe Winkel, welche wenig

größer als 90°, ist die Secante sehr groß und, aus

den bey der Tangente erwähnten Gründen, negativ;

sie nimmt dann bey wachsenden stumpfen Winkeln

ab und Leo. iZc>° ist — 1. Ferner iU Loseo.
0° positiv und unendlich groß, nlcil keine Bcgrän-

zung der Linie kilVT siatt findet; die Cosecante
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nimmt dann ab für wachsende spitze Winkel, und
Lossc. 90° ist — 1; dann aber fängt die Co-
secante wieder an, mit dem Winkel zuzunehmen und
bleibt positiv bis Lvsec. igcE unendlich wird.

* 27. Willkührlichcr Satz. Wenn eine
Linie so, wie die Tangcmc des rechten Winkels uns
begränzt ist: so drückt man dieses durch das Zeichen

<5? «>- aus, und schreibt zum Beyspiel: ImiZ. 90°
" c/z, welches gelesen wird, die Tangente von 90°
ist unendlich.

* 28. Erklärung. Wir haben bisher im»
mer nur Winkel betrachtet, welche kleiner als nlä
sind; man kann aber auch -s-LtzX) als einen
Winkel ansehen, welcher größer als 2lä ist, und
solche Winkel nennt man convepe oder erhabene,
start daß diejenigen, welche 2kl sind, concav
oder hohl heißen. Zu diesen Winkeln gehören also
auch Bögen, die größer als 180° sind.

* 2Y. 4tcr Lehrsaß. Für Winkel,
welche größer als 180° und kleiner als
sind, erhalt man 8üi. (iZv" -s- — —
8in. LvZ (tZc>" -s- uü.) — — Los.
'I'ciiiA. (lZo-s-^) — 'I'riiig. : Lolang.
(180° -s- ^.) m (HolunA. X; 8se. (180
4. 8ec. Losec.
— Losec.

Beweis. Es war 8in. 180° — o und für
größere Winkel, wie i8o°-^<?L0, wird ne¬
gativ, also Li». (igo°-s-i?LO) negativ, aber an
Größe — 5in. 6LO, weil für mr 6(äO
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auch ül) " ?o ,vird. Die negativen SinuS
wachsen bis der Winkel — 180° -st 90° — 270"
wird, dann ist Sin. 270° — — 1, und für grö¬
ßere Winkel nimmt der Sinus ab, bis Sin z6o"

0 . Lo-. (18°° -l- ecv) ist - ^ ^
wenn LLL LLL, also Los. (t8o°-s-LL0)
— — Los. LLL. Der Cosinus ist also für Win¬
kel zwischen 580° und 270" abnehmend und nega¬
tiv; Los. 270° — 0; der Cosinus größerer Win¬
kel Los. (iffo^-st-LL?) — >— Los. 6L? —

L>p
-st- Los. (r8o° — 6L?) positiv — ^ und end¬
lich Los. z6o^ rrn -st- 1.

Nach §. 2Z. würde iZo" — 0, und
wenn man den Schenkel OL des convexen Winkels
i8o° -st- LLL verlängert, bis er die auf dem an¬
dern Schenkel senkrecht errichtete Linie in trifft,

so ist l'anA. (180° 4- LLL>) " —— — 1ÜMZ°

k^LIZ — l^anZ. LLO. Die Taugenten sind also
positiv für Winkel die zwischen iZo" und 270° lie¬
gen; 1'ang. 270° ist — c/? und die Tangente grö¬
ßerer Winkel ist negativ, weil der Schenkel LL des
Winkels 180° -st- LL? in und nicht in ^.15
cinschncidet.

Die Betrachtung der Durchschnitte des Schen¬
kels convcxer Winkel mit lVM crgiebt: Lotang.
" ca> LotanZ. (180°-st-6LL) — Lotang. LLL,
also positiv, wenn 180° -st LLL>j-< 270°; Lotang.
27^ — 0; Lolaiig. (rZo^-stLL?) — Lotaog.
LL?, also negativ und wachsend, wenn LL?

endlich Lotang. z6c>" — (0,
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Die Secante eines Winkels, welcher zwischen

180" und 270° liegt, ist negativ, weil der Schen¬

ke! LO nicht selbst in cinschnsidet; hingegen ist

die Secante positiv für Winkel, die >- 270° und

Z6o°, weil E? der Schenkel eines solchen Winkels

in oder vielmehr in ihre Verlängerung ein-
schneidet. Endlich ist die Cosecante aller Winkel

zwischen 180° und z6o" negativ, weil weder LO

noch L? in cinschncidcn. Daß die Größe der

Secanten und Cosecantcn sich so verhalten, wie der

Lehrsatz angiebt, läßt sich nun leicht übersehen.

* zo. Bemerkung. Da wir die Bogen

als positiv ansehen: so müssen wir

offenbar Bogen, wie H.? als negativ betrachten, und

es sind aiso die Schenkel eines negativen Winkels

ganz einerley mit den Schenkeln des convexen

Positiven Winkels, welcher — z6o° — ist,

Ist also ein solcher negativer Winkel —

so läßt sich leicht folgender Lehrsatz beweisen.

* zi. zter Lehrsaß. Für einen nega¬

tiven Winkel — ^.LD: ist 8in.
.— — — 8in. (^os. —

^ Los. tXciss) ; MnA. -

— — '1'i.uig. (lolttNA. —

— — dmeniI. 8öc. — L.lüO "
8ec. (üossc» — — — Lo-

«sc.

Der Beweis ist leicht zu führen, und es er¬

klärt sich nun auch was wir §. 21. bemerkten.

- Z2. Bemerkung. Die bisherigen Lehren
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zeigen, daß man die Sinus, Tangenten und Se¬
kanten nur für Winkel zu berechnen braucht, die
kleiner als 90 Grade sind, und dieses ist der
Grund, warum man in den wirklich berechneten Tas
fein auch nur für selche Winkel dicke trigonometri¬
schen Functioncn angeben findet, da eben die Sinus,
Tangenten u. s. w. welche zu Winkeln unter 90
Graden gehören, auch, positiv oder negativ genom¬
men, allen großer» Winkeln zugehören.

Da man in den Tafeln nicht bloß die SiuuS
und Tangenten, sondern auch Cosinus und Cotan¬
genten zu finden wünscht: so hat dies zu einer be¬
sondern Einrichtung Anlaß gegeben. Wir haben ge¬
sehen, daß cincS jeden Winkels ^ Cosinus — Liii»
(90° — ist; hat man also Sinus und Cosi¬
nus eines Winkels z. B. van zo Graden, so hab
man auch Cosinus und Sinus seiner Ergänzung zu
90 Graden, also hier des Winkels von 60 Grad.
Man findet daher in fortgehender Reihe in den Ta¬
feln nur die Sinus und Cosinus, die Tangenten
und Cotangenten und auch wohl die Secantcn und
Cosecanten aller Winkel, welche kleiner als 45 Gra¬
de sind, und man würde nun auch ohne weitere
Nachwcifimg z. B. den Sinus größerer Winkel fin¬
den, da Sin. 72° — Los. u. fi w. ist; um
aber das Aufsuchen zu erleichtern findet man in den
Tafeln unten und am hintern Rande jeder Seite
die Anzahl von Graden und Minuten bemerkt, wel¬
chen die Zahl als Cosinus zugehört, die man für
den Ergänzungswinkel als Sinus aufgeführt findet
u. s» iv.

* ZZ. Zn diesen Tafeln, welche man in den
in der Arithmetik K. 2Z0. angeführten Sammlun-



4Zv

gen von Schulze, Vega und andern findet, sind
die Sinus, Cosinus, Tangenren und Cotangenten

für alle Winkel von Minute zu Minute, angeführt

und eS ist nun leicht auch für Winkel, die Theile

von Minuten enthalten sich auszuhelfcn, indem man

eben so verfahrt, wie be>) dem Logarirymen im 2zr

§, der Arithmetik. — Die Secantcn und Cosecan,
rcn findet man nicht in allen Tafeln mir bemerkt,

weil es, wie wir bald sehen werden, leicht ist, diese

aus dem Cosinus und Sinus herzuleiten.

Dagegen enthalten alle diese Tafeln die Logm

rühmen der Sinus, Tangenten u. s. w. Da näm¬
lich alle diese trigonometrischen Functionen Zahlen

sind: so giebt es für sie Logarithmen, die man be¬

sonders zu berechnen nöthig gefunden hat, weil es

zu schwierig seyn würde, Sinus und Tangenten,

die durch eine ziemliche Reihe Ziffern in Decimal-

brüchcn ausgedrückt sind, in einander zu multiplici-
ren und durch einander zu dividir-m, »nd dieses

vermeidet man, wenn man die Logarithmen dieser

Zahlen anwendet.

Zweyter Abschnitt.

Von der Bestimmung der trigonometrischen
Functionen aus einigen gegebenen Stücken.

* ZH. Willkührlicher Sah. Wenn der
Sinus oder die Tangente eines Winkels zu einer

Potenz erhoben werden soll: so drücken wir dies so
ans: 8in.- ^ »der Lc-S.2 H., welches die zweyte

Potenz von 3in. ^ und die dritte Potenz von
lfAs. bedeutet.
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^ Z5» 6ter Lehrsatz. Für jeden Win¬
kel — ist 8in." X -s- (^c»8.2 — i.

Beweis. Wenn der Winkel ^LO — ^ ist

(Lig. 6.), so ist Sin. Los

^ ^ ^ . OL^-j-LL»— also Sin." ^ -L Los." — .L^. ' L^7
es ist aber (Geom. §. 177.) LO^ — LID^
LL" — L^^, weil LI), L^. Halbmesser dessel¬
ben Kreises sind; also Sin.2 ^ -j- Los.^ ^ 1.

* ?6. Zst also eines Winkels -iV SinuS gege¬
ben: so findet man seine» Cosinus, Los. ^ —
V"(i —Lin.2 und so umgekehrt aus dem Co-
finus den Sinus.

* Z7- Ninimt man ( ssig. 6.) den Winkel
LL?—^.LO, und zieht die Sehne O?, so steht
diese auf D.L senkrecht; und da L? ^ LID, so
ist die Linie LO, welche den Sinns von ^lD oder
^LID vorstellt, die Hälfte der Sehne I'O des dopt
peltcn Bogens l'ID. Aus Geom. §. g2i. erhellt,
daß die Seite des in den Kreis beschriebenen regu¬
lären Sechseckesdem Halbmesser des Kreises gleich
ist, also die Sehne von 6o° gleich dem Halbmesser.
Stellt nun IDLk' den Winkel von 60 Graden vor:
so ist für OL^ss — zc> Grad, IDL — ^ LID, und

1 LID
Sin. ZO° — — 0,5; und hieraus

findet man Los. Zo° — ^"(1 — Sin." zo°)

°^(i —0,25) — ^0,75

0,8660254.
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" ZF. ^ Aus einer andern Uebrrlsgung laßt sich
der Sin. 45° bestimmen. Ast nämlich (kig. 6.)
^LD ^45°, so ist auch OLK --- kl)L ^ 45°,
also KI) — KL, und daher (Geom. §. 177.)

^ KO^ i,k»
LO- ^ 2 . KV-, oder ^ z und

Sin. 45° — Los. 45° — " 0,7071068°
V ^

" 39. Auch der Sinus von iZ Grad last
sich durch eine leichte geometrische Betrachtung be¬
stimmen. Es sey (kig. 7.) der Winkel QLK —
z6 Grad, so sind die Winkel ch°KL — LQL —
72-, und wenn den Winkel L4.L halbirr, so

Zs" ist OQL QLV folglich 4.V VL.
Ferner ist A.VL — VQL -j- ^.Lv — 72° —
QKV, und folglich die Dreyecke ^.V3 co L.4K,
da QLL — V.6.K z6° , und ^.VL L/cL
— 72°; man hat daher KV KQ — LQ : KL,
und weil Qk — Qv — VL, indem sowohl L.KV,
als V^.L gleichschcnklicht, so ist KV : VL ^
VL : KL, und der Halbmesser KL in O in stetn
aer Proportion getheilt, (Geom. §. 296.). Setze
ich nun VL ^ x, so ist KV — KL — x, und
die eben gefundene Proportion giebt KL — x : x
— x -. KL, folglich X- — KL- — KL . x, oder

zG 4- KL . x — LL° und auch
X- KL ° x ^ KL- KL- ^ KL^

^zkL-.
Die Größe, welche hier vor dem Gleichheits¬

z eichen steht, ist das Quadrat von x-s- s kL; und
man findet daher, wenn man aus den an beyden
Seiten des Gleichheitszeichens stehenden Größen die
Quadratwurzel zieht, x-j- z KL — ^^KL-—-
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^ - V 5 , , LL . 5
^ — U»d x " — ^ LL -s- '-—.

Da nun ^.L um IDL um x und im SI->.i8°,

so ist 8!-.. iz° mi ^ ^ -j-- "

^) — I 2,2z6o68o2 — r i»2Z6o68O2

4 " 4 "4

— 0,8090170 — SIu. 18°.

* 40. 7t c c Lehr saß. Für jeden Winkel
8in.

^ ^ hat man laiiZ. ^ ^ lüolanZ.

^ ^ " c^7s7^'

" 8In. ^

Beweis. ?!g. 6. zeigt, daß wegen der Aehne

lichkcir der Dreyecke ^.R. : Lii im LID : LL, oder
.411 LID LID

<L4 LL' " LL ^

8in. i4LID LID LL

(L^^LID' LÖ ^ Lö ^
iv

Los. ^Lll. Zn denselben Dreyecken ist

auch Lk : L^. — LID: LL, pdcr rm 5oo.

LID 1

^ W " xc? "» l° !"-'

Brande» Geometrie, E e
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die Vergleichmig der Dreyecke LLlZVI, LIV, daß
kDVl Iv Los. ^LQ
-— — —- oder Lotane. ^.LU 222
LII LI" ^ 8iu. .^Lv

LM LO ^ ^
und daß 122 — , das ist Losec. ^LO 222

I

3in. ^,LI)

* 41. Da Los. ^.222 —- Sin.2

. , „ . ^u>. ^

so ist auch ^"ö- ^ — ^117^^)'' Lmang.
v^(l ^— 3in.2

/r 22- — . und es lassen sich also8in.

Tangente und Cotangente, und auch Sccauts und Co<

secante aas dem gegebenen Sinus berechnen.

Da Sin. z<zv — o,z, so istr

lang. zo° 22 ^ 22 22 0,57735.

^ 42. Aus der Gleichung "LanZ. 122
3in. ^ .

folgt auch ^anß.2 ^ 222
(1 — 81H.2 ch.)

-, UNd ^ l LiU.2 ^ ,
1 — S>ie.- ^ ^

TanZ.2 — LIn.^ oder lasA.^ .?ss 222 VinS
1'an^.^ ^

^. . (1 ^ang.^ ^), und also —s-ck. ..^2
1 -s- t kiiig.'
Tarne. ^e.

222 3in.^ oder 3in. 222 --gs, 2^22^'
-st-Taus." ^.)

so daß also aus der gegebenen Tangente der Sinus

bestimmt wird, und so lassen sich überhaupt, wenn
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unter den sechs Größen Sinns, Cosinus, Tangens,
Cotangens, Sccans und CosecauS eines Winkeis
eine gegeben ist, dicübrigcn leicht bestimmen. Die
Gleichungen, welche zu dieser Bestimmung dienen,
lassen sich leicht auS den bcnden leisten Lehrsätzen
herleiten. Auch für den Sinns versus und Cosinus
versus finden ähnliche Bestimmungen statt, die wir
aber hier übergehen dürfen.

Anmerkung. Der letzte Lehrsatz zeigt uns
auch, warum die Secante und Cosecante in den
Tafeln allenfalls fehlen dürfen; da nämlich Leo. ^ crir

-—^so braucht man überall, wo mit derLosm.
Secante multiplicirt werden soll, nur mit dem Co,
sinus zu dividiren, und etwas ähnliches gilt für die
Cosecante.

* 4Z. Wenn man nach diesem Lehrsatze die
Tangente des Winkels von 90° ausdrückt: so ist

90° weil Los. 90° — 0. Um diesen
Ausdruck richtig zu verstehen, muß man überlegen,

daß der Quotient — immer größer wird, je kleiner

man x annimmt, und daß folglich die Tangente er¬
staunlich groß wird, wenn der Winkel nahe an 90

Grad kommt; der Quotient — wächst ohne Gräm» x
zen, wenn x immerfort abnimmt, und man betrach¬
tet daher Z- als unendlich, weil ^ die Gränze ist,

welche der Quotient — erreichen kann, wenn x umx
werfort abnimmt.

C e 2
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* 44. Fter Lehrsatz. Wenn (I'its. 8.)
ein Winkel /VLL gleich ist der Summe zweyer
Winkel, ^LL ^ ^Lv -j- VW, so ist
8in. ^LL ^ 8L1. .4LV . Los. VLL. -s-
Los. ^Lv . 8io. vt L, oder überhaupt,
8ir>. (^V-s-L) — 8in. ^ . Los. L -j-
Los. . 8In. L und ferner Los.
— Los. ^ . Los. V — 8in. 8 in. L.

Beweis. Man ziehe LL, OL senkrecht auf

ch.L, und L6 senkrecht auf LO: so ist ^

Sin. ^LO; Los.^rLO;^ ^Sin. OLL;

Los. OLL; und —^ " Sin. .^.LL "
LL

Sin. (^.LO -s- OLL) und -- Los. (4LO

Zst nun auch 61 auf chO senkrecht, und 611
parallel mit ^VL gezogen: so ist das Dreyeck L6I
c/z LOL und daher LO : OL ^ L6 : 61 oder

^ 61 61
1 : Sin. ^LO nn Los. OLL : und ^ . —.
Sin. L.LO . Los. OLL, auch LO : LL rir-

LL L6 LI ,
L6 - LI, oder --^--<5- LÖ' ^ 'ft

LI , LI
I ! Los. ch.LO — Los. OLL : daher ^
^ Los. ^.LO . Los. OLL.
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Ferner ist das Dreueck L6O LOL, weil
den O und L rechte W>nkel sind, und 1I6L —

6LL, «Ist auch L6O — LOL — 90° — O6L

^ 90° — 6LL. ?lns dieser Aehnlichkeit folgt
LO : LL L6 : LI1, oder I : Los. ^LO

LII LO

^ Sin. OLL : also ^ Los. /1.LO .

Sin. OLL; und ferner LO : OO — L6 : 116,

oder 1 : Sin. .^LO — Sin. OLL : also

II (ir I>H

^7 — sin. ^LO . Sin. OLL. Da nun ^LU LO

?O . OK 16 , OK

" LÖ LO " LO ^ LÖ ^ "

so ist Sin. (»-eLO -j- OLL) n- Sin: ^LO .
Los. OLL Los. .^LL . Sin. OLL; und fers

LL LI 116

ner weil .-^77 — 744 — 7^ — Las. ^LL; Lo,.

(^.LO -s- OLL) ^ Los. L.LO . Los. OLL —
Sin. ^.LO . Sin. OLL»

* 45. Dieser Lehrsatz ist noch richtig, wenn

auch einer der Winke! XÖO )> 90^ ist. Diesen
LO

Fall stellt Lig. 9. vor und hier ist Sin.

^eLO; ^ m Sin. OLL; ^ — Sin. ^rLL;
1iL LL

ferner — 7.— — Los. ^LO; Los.OLL;LO LO

-- 5L „
und — Los. H.LL. Aus der Aehnlichkeit



4?8

der Dreyecke DLL, 6LI, 15614 folgt hier ^

^ Sin. ^4LD . Los. DLL und .

oder — — Sin. DLL. Los. ^.LD, also

^ L!^ " ^
DLL . Los. .4LD. Man muß hier bemerken, daß der
Cosinus des stumpfen Winkels negativ ist, und des-

LL LL
halb Los. ^.LD — — —— oder -s- ^ — —>
Los. 4LD. Wenn man hierauf achter: so crgiebt
sich die obige Rechnung aus den Lehren von entge¬
gengesetztenGrößen von selbst.

LI
Für Los. ^.LL findet man: —— Los.LD

LL 1L
^.LD . Los. DLL und ^ — Sin.

I LI-f-IL ^
^4LL . Sin. DLL, also ——— — — Los.

^.LD . Los. DLL -f- Sin. /rLD . Sin. DLL
— — (Los. /rLD . Los. DLL — Sin. ^.LD .
Sin. DLL.)

* 46. Aus dem Sahe: Sin. (^r -s- L) —
Sin. ^ . Los. L -j- Los. ^ . Sin. L folgt,
wenn man L — ^4 annimmt. Sin. 2^. 22: 2 .
Sin, ^4 . Los. ^4; und aus Los. (^4-f"^) —
Los. ^4 ^ Los. L 2^5 Sin. ^4 > Sin, L folgt Los.
2.4 ^ Los4 — Sin.^ ^4. Ferner, wenn man
L — 2 4 setzt. Sin. z^4 — Sin. ^4 . Los. 20V
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-s- Los. . 8in. 2eV 22 Sin. .4. . Los.' —

8iu.^ 4^ 23in. . (Iios.2 222 Z . Li,i. ^ .

Los.^ — 3in.^ und Los. z^. ^ Los.^

^— z 8in.' ^ . Los. iL

Beyspiel. Da Sin. 50° 22 z, und Los. zo^ 22

^ , so ist Sin. 900 — z . z.Z— ^22Z— H22I

und Los. 90° 22 ?—Z - ? . 22 0.8 2

5 47. 9t er Lehr sah. Wenn und R

zwey Winkel bedeuten, so ist sin. (.4 — L)

^ sin ^ . Los. R — Los. 2^ . sin. L,

und (ins. (^2—L) — Los. ^ . Las. L

-s- sin. .4. . sin. L.

Beweis. Wenn (?iZ. io.) />LK —

^LL> — L, so ist DLL — —L; zieht man

nun L>L, lki' auf 2^L, und LL auf ÖL, auch

?kk auf KL und auf OL senkrecht, so ist
L» — M ^ ^ ^

/ —' " —' ^)> Weil mm die

Dreyecke KIIK', LLO, LI? einander ähnlich sind,

so ist LO : LL 22 L? : KKI, das ist 1 : Los.
. LKI KH .

Ik 3iii, : —— und —— ^2: 3in. . Los.

k. Ferner LO : OL 22 5L : ?I, also -- —

^ . . KN — 6k^

LÖ " ' ' ^ LO^

-22 3in. ^ . Los. k — Los. - 8iu k —

Sin. (4 — lk.)
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Aus ähnlichen Gründen ist 6O : 6)6 22 66 :

61, also 22 Sin. . L!n. L und 6O : 66

16
— 66 : 16, also 22 60s. . 60Z. 6;

<41 u. 16!

aber —^— — 60s. — L) — 605. .4, .
60s. 6 Sin. . Sin L.

*48. roter Lehrsatz. Wen» u. 4> zwey

Winkel bedeute», so ist IQNZ. --

4?UNA. — 4ung. L

1-4 luNZ. /V . 'I'uistst 4»"

Beweis. Wir fanden (§. 44.) Sin. (A 4- L)

22 Sin. . 605. 6 -s- 6os. X . Sin. L und
60s. -st 6) 22 6c>s. . 60s. 6 — Sin.

^ . Sin. L, da nun (§.40.) lang. (4,-st 6) 22

Sin. ^ . 60s. 6 -st 6ns. . Sin. 6

60s. . 6ns. 16 — Sin. 4». . Sin. L ^

man hier im Zähler und Nenner mit 60s. .
Sin.

6os. 6 und bemerkt daß ^ 2 — laug. L.;
60s. /e

— lang. 6, st wird lang. stV-stl6) 22
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Wege findet man aus 1 nng. (ch.—L)—'
Los. —L)

8in. ^ . Los. L — Los. ^ . Lin. ö

" Los. ^ . Los. L -l- L.n.

54.-m l'-'NA. ^ — ?0NZ. L
I l'ang. ch. . lang. L'

* 49- Ist -.4. ^ L, so ist lang. 2^
2 . l^aim. „

. Wenn man also weiß, daß lmm.
I — l'ang.

45° I, so ist ^ang. 90° — ^7^ " 7'
Dieser Ausdruck zeigt nach den schon oben §. 4Z.
gemachten Bemerkungen an, daß die Tangente um
bcgränzt wird.

* Zo. Aus diesen Lchrsäkcn lasten sich sehr viele
andere ableiten, von denen wir hier mir einige wenige
bemerken wollen.

Da 3io. — Lin. ^. Los. l3 -s- Los.
. 8i,i. L, und 3ii>. — L) — 3in. . Los»

L — Los. A. . Lii>. L, so ist 8in. -s- 3in.
—L) ^ 2 . 3io. . Los. K und 3in.

— 3in.(^.—L) —2.Los.e^ . 3in.L. Ferner giebt
Los. — Los. ^ . Los. k — 3in. .iV .
3in. k und Los. — L) — Los. ^ . Los. L
Liii. ^ . Lin. fil, daß Los. -ft Los.
L^. — L) — 2 . Los. ch.. Los. L und Los.

Los. 122 2. 3In. . Lin. L.

^ 51. iiter Lehrsatz. Wenn eines

Winkels I, Sinns und Cosinus gegeben sinv^

so findet man für die Hälfte dieses Winkels
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I — Los. ^ ^
8in. ^ ^( ); t^os. ^ ^ —2 "

^.r u-lüos.^. . 8iu. ^
>. ); ^ aus. ^ 212 ——-7-.

2 " l-si-Los. ^

Beweis. Wir fanden §. 46. Los. 2^
Los.2 .4— Liu.^ also auch Los. Los.^

— Lin." ?.4.; da nun Los.2 22: 1 —

Kin." Z^., so ist Los. .4. — 1 — 2 . 3in.2

oder 2 . Lin.2 ^^.221 1 — Los. daher 5in.

1 — Los. ^ ^ c- ,
ZL. — . Hatte man statt 3n,.2

V 2

^4 — l — Los.2 j/r geseht, so würde man

Los. 22 2 . Los.^ ^>— 1, also Los^ —

i-st-Los. 1 Los. ^r
—' , und Los. z.4. — >L—! .

2 2

erhalten haben.

AuS den Werthen für den Sinus und Cosinus

ergiebt sich für die Tangente, l^ng. ^ ^. —
3in. z ^ i — Los. .4.

Los. ß- X 1 Los. X

— Los. ^.) (1 'f- Los. r — Los.2 ^

(i-l-LolTX)» ^ ^ (i^Los^)2
3,11.2 ^ 3in.

(i-x-Los. I ^ Los,

^ 52. Diese verschiedenen Ausbrücke können

dienen, um aus einem bekannten Sinus den Sinus

des halben Winkels, des Viertels u. f. w. herzulei¬
ten; und so läßt es sich einsehen, wie es möglich

ist, die Sinus aller Winkel von Minute zu Minute
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zu berechnen. Bequemere Methoden giebt hiezu die

AnalosiS an die Hand, welche wir aber hier, wo es

ohnehin nicht unsere Absicht ist, zur Berechnung der
trigonometrischen Tafeln Anleitung zu geben, über¬

gehen tonnen.

Aus den bisher mitgetheilten Ausdrücken oder
Formeln lassen sich nun viel mehrere, ja fast un¬

zählige herleiten, die zur Vereinfachung weitläufti-

gcr Rechnungen sehr oft ihre Anwendung finden;

hier aber mag es genug seyn, nur einige wenige
anzuführen, von denen nur nachher Gebrauch ma¬

chen werden.

* 54. i2ter Lehrsatz. Wenn ^ und

D zwey Winkel bedeuten, so ist allemal 8Q1.

^ -s- 8in. L — 2 . 8in. j (^. -s- V) . »

Los. f — L) und 8iu. ^ —LI11. IZ
— 2 . 8io. ^ (.4. -— L) . Los. Z -s- L).

Beweis. Aus dem vorigen Lehrsatze folgt,

daß 28,11.2 z (Q-j-lZ) — 1 — Los. (X-s-8)
— 1 — Los. -H. . Los. L -s- 3i„. Q . 8in. L,
und 2L0S." z (Q.— lZ) 122 1 -s-Los. (Q— ?-)

— 1 -s- ^ns. ^ . Los. L -s- 3iri. . 8i„. L.

Das Product aus beyden ist also 481,1.2

(Q.-j-II) . Los.^ ^ (Q— 1Z) — 1 -s- 2 . 8in.

^ . 3in. L -s- 3in.2 ^ . 3in." L — Los.2 ,
Los.2 lg, und weil Los.2 Q . Los.2 Z m Los.2

— Los.2 ^ ^ 3in>2 L — 1— 3in.2 .4. —.

3in.2 1Z -s- 3i„.2 Q . 8in.2 L ist, auch 48,11.2

2 (Q.-^-k) . Los.2 - ^—zg) — 2 . 3i„. Q .

8i„ k -f- 3i„.2 Ar 3ii ,.2 IZ. Was hier hin¬

ter dem Gleichheitszeichen steht, ist das Quadrat

vom 8,ii. Q. -s- Lin. ö, und wenn man folglich
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an beyden Seiten des Gleichheitszeichens die Qua¬
dratwurzel auszieht, so ist 2 . 8in. ! (4,-s-L) .Los.
5 (4— L) — 8iu. 4. -s- 3in. L.

Eben so findet man Sin." Z —L) m:
1—Los. 4^. Los. R— 3in^..8inL

, und Los.» I2
. , r4-Los, 4,. Los. IL—8in^.8in.L

(-V-I- K) ^ -! ,

daher 4 . 3in4 — 8) . Los.^ ^ .
"i — 28-0. ^ . 3in. Il >—' Los4 .
Los.2 K 4- 3in4 4. . 3lu.^ ll . — 4- 28111.
4 . 8i,i. iz -s- 3in.^ ^ -s- 3iu4 k, daher 2 .
8ii>. ^ — L) . Los: 4 (4. -j- L) — 8in.
>— 8in. L-

^55. izter Lehr saß. Bey jedem
8in. -I- 8ui. ü

W°-.h- der Wink-l L ist

'lanZ. z (^ 4- 14)

Beweis. Aus den im vorigen §. für 8In.
^ -s- 3iu. V und 3in. ^ — 3Iii. L gefundenen

8in. ^ 4- 8in. L
W-..H-N. f°>z- -

8in. ^ . Los. D (4,— L)
^—?r-—und wenn8>n. ^ (4. — k) . Los. 2 (44"^)

man h-er im Zähler und Nenner mit Los. ^
--j- ö) Los. z (4, >— L) dividirt, so wird

3in. 4. -j- 8in. L 'Lang. ^ (illr 4" äZ)-
8üi. 4. — 8in. L 4'anZ. z (H. — k).
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lang, z - lZ)

lang, z ch- L) . (3ir>. — Lin. L.)

Liii. -j- 3In. L.

Dritter Abschnitt.

Von der Auflösung der Dreyecke»

Von rechtwinklichten Dreyecken.

^ 56. 1 sie Aufgabe. In einem recht?

wiuklichten Dreyecke (?ig. 11») ist

außer dem rechten Winkel die Länge der

Hypotenuse und ein Winkel L gegeben;

man sucht die beyden Calheten.

Auflösung. Um die Cathete zu finden,

welche dem gegebenen Winkel L gegenübersteht,
multiplicire man die Hypotenuse mit öln L, daS

Product giebt die Lange der Seite

Will man die Cathete bestimmen, welche an
dem Winkel L anliegt, so multiplicire man die H»-

potenuse mit dem Cosinus des Winkels L, so er?

hält man die gesuchte Seite.

Beweis. Nach der Definition, welche wir

vom Sinus gegeben haben, ist " Si-I. C,

also rrrr . öin. L und ferner, weil (lng.

6') ^ ^ ^ ist hier ^
— Los» L und — LL. Los. L.
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" 57- Da die trigonometrische» Functionen

in Decimalbrüchen, gewöhnlich durch 7 Ziffern aus¬

gedrückt sind, so würde die verlangte Multiplikation
etwas beschwerlich seyn, besonders wenn auch die

Seite durch eine große Zahl ausgedrückt würde;
man bedient sich deswegen zu diesen Rechnungen fast

immer der Logarithmen, und muß sich daher erin¬

nern, daß, um zwey Zahlen in einander zu multi¬

pliciern, die Logarithmen addirt werden, und daß

man hingegen die Logarichmcn von einander subtra¬

hier, wo die Zahlen durch einander sollen dividirt
werden.

Beyspiel. Es se» lZE — 15797 Fuß, »nd E ^
zt° - 7' . 57", man sucht

Um hier KL und KL mit Hülse der Sinus¬
tafeln zu berechnen, muß man noch folgendes be¬

merken. Da die Sinus sämmtlich ächte Brüche

oder 1 sind: so müßten ihre Logarithmen nega¬

tiv seyn, z. V. da Lin. zo° —0,5 ist, LoZ. Lin.

— LoZ. 5 — 1 — 0,69897 — 1; aber
man hat diese negative Kennziffer für die Anord¬

nung der Tafeln unbequem gefunden und daher den

Logarithmen die Kennziffer gegeben, welche sie haben
würben, wenn man jede der trigonometrischen Zahlen

mit 10000000000 mulrjplicirte; daher ist LoZ. 3in.

90° — 10, UvZ. Siii.ZO° — 9,69897, und überhaupt
die Kennziffer um 10 größer, als sie für die Zahl,

welche den Sinus, Cosinus u. s. w. ausdrückt, ei¬

gentlich seyn sollte. Will man also die Logarirhmen

so gebrauchen, wie sie dem Werthe der Sinus und

übrigen trigonometrischen Funktionen entsprechen- so
muß man allemal von dem Logarithmus der Tafeln

10 Ganze abrechnen, und z. B. Lc>Z. Sin. 0.°

1'. 0,4637261 — 4 selM, weil dieser Log«,'
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rithme in den Tafeln ^ 6,4657261 ist. Wendet
man dies auf unser Beyspiel au, so ist

lbog. 15797 — 4,1985746
Tog. Sin. Z1°. 7'. 57" 121 c>,?lZ5o64 — e

Z,YI208I0

welches der Logarithme von 8^67,55 ist, also ist
" 8167,55 Fuß.

Da die Tafeln nicht den zu zr°. 76 57" gehörigen
Logarithmen enthalten, sondern nur die zu z>°, 7'- und
Zl^- 8' gehörigen: so muß man jenen Logarithmen durch
Einschalten finden. Um dieses zu erleichtern, steht in
den Tafeln hinker jedem Logarithmen, unter der Ucber-
schrift K l>, das Sechstel der Differenz zweyer ans ein¬
ander folgender Logarithmen, oder die Angabe, wie viel
sick für 10 See. der Logarithmc ändert, und man findet
also leiclrt in unserm Erempel die Aenderung für 50"
und für 7". Ob für diese hinzukommenden Secunden
etwas addirt oder subtrahier werden mnß, sieht man an
jedem Falle leicht; da nämlich Uog. LW. zi°7'

Lin. zr° 8', so ums? man hier wegen der 57" zu I >og.
sin. z>°7^ etwas addiren; hingegen ist I-og. Oos.

78 ToZ. Los. z>° 8', also auch Oog. Los. z r° 7^
57" < I.VA. Los. ZI°76

* 58- 2t e Aufgabe. Im rechtwinklig

ten Dreyecke (?iZ. 11.) ist außer

dem rechten Winkel auch der Winkel

und eine Cathetc gegeben; man sucht

die beyden andern Seiten.

Auflösung. Da mit dem Winkel E! auch L
90° — L gegeben ist, so ist es einerley, wcli

che Cathete gegeben ist, um nun 1. die andere Cas
thete zu finden, mulriplicire man mit der
Tangente des an L.L anliegenden Winkels; will
man hingegen 2. die Hypotenuse bestimmen, so di-
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vidire man QL mit dem Cosinus dos anliegenden

Winkels. In beyden Fallen erhält man die gesuchte
Linie.

Beweis. Da 1'anZ. L — so ist

rn QL . 1'ang. L; ferner folgt aus — Lo-

sin. <Ü, daß LL — sch-

* 5y. zte Aufgabe. Ju einem recht-

winklichreii Dreyecke sind die beyden

Carhetcu gegeben; man sucht die Hypotenuse

und die beyden an ihr anliegeden Winkel.

Auflosung. Um die Hypotenuse z» finden,

könnte man (nach Geom. K. 177.) die Quadrat¬

wurzel aus der Summe der Quadrate beyder Ca<

theten suchen; da aber dies öfters etwas mühsam

ist, so bestimmt man besser zuerst die Winkel und
daraus die Hypotenuse. Um einen Winkel L zu

bestimmen dividirt man die diesem Winkel gegen¬

überstehende Seite mir der ihm anliegenden Carhete,

und sucht die gefundene Zahl unter den Tangenten,
dann ist der neben dieser Tangente stehende Winkel

der gesuchte. Mit Hülfe dieses Winkels ist es leicht

ans §. 58. die Hypotenuse zu bestimmen.

Beweis. Man hat — CanZ. L, und
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Beyspiel. Es scv srcl nr 1577, .LL mi yoy,
so ist I.0K. 909 — 2.Y5LS6Z9.

I,og. ib?7 ^ Z,-S7ii?-7.
I.og. — — 0.2792673 — 0,7607z22 — k.

wo der letzte Ausdruck hier brauchbarer ist, da >uan unter
den Logarithmen der Tangenten sogleich 9.760563? als
I.oA. 't'auZ. 29° 57^ findet, und den Unterschied für ia
Secunden cm o.aoocsiL?; weil nun unser Logarithmen
jenen um 1635 übertrifft, so gehört er zu m 34,6
Secunden und es ist L mc 29.° 57'. zst", 6.

* 60» 4t e Aufgabe. Es ist im rechte

winkuchten Dreyecke die Hypotenuse und eine

Cathete gegeben; man sucht die übrigen Win?

kel und die dritte Seite des Dreyeckes.

Auflösung.. 1. Um den Winkel zu besinn«

men, welcher der gegebenen Cathete gegenübersteht,
dwidire man die Cathete mit der Huporenuse, das
Product ist der Sinus des gesuchten Winkels.

2. Will man den Winke! bestimmen, welcher

der gegebenen Cathete anliegt: so dwidirt man die

Cathete mir der Hupotenuw, und erhält dann den

Cosinus des Winkels, welcher an dieser Carhete an¬
liegt.

z. Endlich findet man dann die andere Ca¬

thete nach den Regeln des 58 §.

Beweis. In Isig. 11. ist — S!u. L

" Los. L, und dann . 1'anZ. ö.

Von schtefwinklichten Dreyecken.

61. 5t e Aufgabe. In einem schicft

winklichten Dreyecke 2VÜL, (b'iZ. 12.) sind

Drandcs Beomcttie, I f
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zwey Winkel nebst einer Seite gegeben; man
sucht die übrigen Stücke zu bestimmen.

Auflösung. Man suche zuerst auch den drit¬
ten Winkel; multiplicire dann die gegebene Seite
mit dem Sinus des Winkeis, welcher der gesuchten
Seite gegenübersteht und dividire das Produet mit
dem Sinus desjenigenWinkels, welcher der gege¬
benen Seite entgegensteht.

Beweis. Zst die gegebene, die ge¬
suchte Seite, so ziehe man aus auf die dritte
Seite die Linie senkrecht; dann ist nach den

Begriffen vom SinuS —— " Sin. L und - —

Sin. L, also . Sin. L nn .
. Sin. L

Sin. L, nnd folglich ^—, wel-

ches die in der Auflösung angegebeneNechnungs-
Regel ist. Wollte man LL bestimmen,so müßte
man LL> senkrecht auf ziehen und fände dann
LL — . Sin. . Sin. nn

. Sin. .4.
LL . Sin. L, also LQ ii- '

^ 62. 6te Aufgabe. Es sind im Drey¬
ecke (?iZ. 12.) zwey Seiten

gegeben, und ein Winkel E!, welcher
einer der gegebenen Seiten gegenübersteht;
man sucht die übrigen Stücke.

Auflösung. 1. Man suche zuerst den Win¬
kel L, welcher der andern gegebenen Seite gegen-
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übersteht. Der Sinus dieses Winkels wird gefun¬
den, wenn mau den Sinus deS gegebenen Winkels
mit der diesem Winkel anliegenden Seite muitipli-
cirt und das Prvduct mit der ihm gegenüberstehen¬
den Seite dividirt.

2. Alsdann findet man alle übrigen Stücke
mit Hülfe der vorigen Aufgabe, da ans zwey be¬
stimmten Winkeln auch der dritte «ekannr ist.

Beweis. Aus dem vorigen §. erhellt, daß
LX . Lin. L rm LX . Lin. L, also LIn. ö —

. 3in. ül
öX '

* 6z. yte Aufgabe. Es sind im Drey¬

ecke XLE zwey Seiten XL, Llü gegeben,

nebst dem eingeschlossenen Winkel L; man

sucht die Größe der übrigen Winkel und die
dritte Seite.

Auflösung, i. Um zuerst die beyden übri¬
gen Winkel zu finden, ziehe man den gegebenen
Winkel L von r8o° ab, um die Summe der bey¬
den übrigen Winkel ^ -ch- L — — L zu
bestimmen.

2. Man addire die beyden Seite und sublra-
hire sie von einander.

z. Man multiplieire die Differenz beyder Sei,
ten mit der Tangente von 2 °der mit
der Tangente der halben Summe der gesuchten
Winkel, das Product dividire man mit der Sum¬
me der gegebenen Seiten: so ist der Quotient die
Tangente von z (X — L), wenn X der größere

Zf2
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z, folglich Q3 4" LL — i>«l

der gesuchte Winkel, oder 30 die größere der ge¬
gebenen Selten lst.

4. Har uian mit Hülfe dieser Tangente den
W ' kü — z -—L) bestimmt: so addire man
dies: zu der in Nro. 1. gefundene!, halben Sum-
V! «der Winkel, w^s dann herauskommt, ist de»
größte der beyden gesuchten Winkel.

5. Ist dieser Winkel bestimmt, so findet man
leicht a, ch die übrigen gesuchten Stucke.

Analytischer Beweis. Da die Seiten
3L, welche den gesuchten Winkeln gegenüber-

sieben, gegeben sind: so hat man nach §. 61. VL —
LL . 3in.
^ Sin. S
3>n. ^ -l- 3in. L

—^und 30 — ^3 — Qk ^
3 nz. O

3!II. ^ —- 3in. 0
^——. Multiplicirt man nun, wie die3in. O

Zsuflösung angicbt, 30— H Z mit l'anZ. > -f- 0),
und dwidirt den Quotienten mit /.3-j- 30, so
...^„ ».... ^""L- T l.^ 0) (3in. — 3-n. 0)
erhalt man —, —-—-—

8lN. -f- 3,1!. 0
und aus §. 55. ist bekannt, daß dieser Ausdruck —
lanu. z b-4—O) ist; also ist auch 'raiiZ. — 0)

(30 — ^3) . Bnm. -f- 0) '
^ "

einmal den Winkel Z — 0) gefunden, so ist
offenbar ! (^'— 0) -f- ? 4^ 0)

Geometrischer Beweis. Wenn (Aig.ig.)
^c3, 30 die gegebenen Seiten sind: so ziehe man
um 3 mit einem dcr firmern Seite gleichen Halb-
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mcsser den Kreis verlängere Lk, bis

sie in I> den Kreis schneidet, ziehe ^k>, und

endlich k? parallel mit ^O. Da hier LO — 15?.

222 ^.L, so ist Lv Lk -s- ^3 und L? —
KL — /LK, auch ist 5 weil ?L mit rVU parallel,

(Geom. §. 274.) Lk : L!) — ?k : oder

KL — : KL ^3 222 ??. : QO, oder
KL — Q3 ?k

L(X^^L ^ X»' bewiesen, daß

^ 1'ane. 5 — Lh
die,er Quotient auch sey.

Lan-z. z -s- L)
Da v.^k ein Halbkreis, so ist (Geom. §. 265.) der
Winkel OeXK 200 90°, und '.veil k? mit l)/v pa¬

rallel, so ist auch 222 90°, und folglich L.I)

" Xk . karig. ch.kk> und KI' 222 . 'scMF.
. KL 'Qmn.

also — 722 . 2727, und es Ware f-r-
r aiiA.

, .. kang.Ls^—L)
nerzubcwe-'en. daß - ^ ^ ^ ^

i ang.eVLL I anA. ^ (/V-s-L)
sey. Vergleicht man die in der Figur vorkommen¬

den Winkel, so ist ch.3L> als äußerer Winkel an»

Dreyeck, ^LI) KQL X' ^rLL 222 L^tk -s-
kk^; da nun das Dreyeck KL^e die gleichen Schen¬

kel kX, LK hat: so ist K.^K 222 K?Q, daher

Le5.L -p. QLK 222 2 . M..^, oder LkX — ^

(^-s-L). Ferner kä.L 222 K^L — ö^k —

K^.L — z (ö^L-Z-LL/-,) 222 Z K^L— ZKLrV
— 2 (^>—L) und also wirklich kanZ. kX? —

'I'anA. 2 (^- — L)z und ßl'aiiZ- " 1'anA.

s (X-j^L).

" 64. Zweyte Auflösung der vorigen

Aufgabe. 1. ?lstan dividire die größere gegebene
Seite mit der kleinern, fuchs den Quotienten in der
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Tafel der Tangenten, und bemerke den Winkel,

welcher zu dieser Tangente gehört, welchen ich P
nennen will.

2. Von diesem Winkel ziehe man 45 Grad

ab, und mulriplicire die Cotangente des halben ge¬

gebenen Winkels mit der Tangente von (G — 45°)'.

so ist das Product die Tangente des Halden Unter¬

schiedes der beyden gesuchten Winkel.

Ist also (Tig. 12.) LL, ^.!Z und K gegeben
KL

und LL > ^.L, so setzt man 121 Tang. ^

und sucht in den Tafeln S »ud Tang. (S — 45°)

auf; dann ist Tang, ß (A—L) — Tang. (S—45°).

(solang. A L.

Beweis. Da (§.48-) Tang. (<? — 4;°) 122

Tang V — Tang. 4^ ^ .
— so hat man hier

I -s- Tang. ^ . Tang. 45°
LL

/X

—- Tang. (G-^45°), weil Tang. <?

^ ^ Xö

222 — und Tang. 45° 222 I ist; hieraus folgt, daß

Tang. (<p —45°) 22 -st, und die

letzte Gleichung giebt also Tang. 5 —L)
lZL —

22 Lotang. , k ^ ^ 1-ang. 5

(^. 4-(ü) denn da L — ißo--
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— — L ist, so hat man ^ k — yo° —> ^

0lso LcNang. z k 2W MinZ. ? (^.-s-^)
und unsere lehre Auflösung kommt demnach auf die

erste zurück. Die lchtcre ist dann vorzüglich brauch¬

bar, wenn nicht die Seiten KL und ^k selbst,

sondern ihre Logarithmen gegeben sind.

Beyspiel. Es sen KK — lgo?, — gor,
und K ^ 15° 6': so ergicbt sich nach der ersten Auflö¬

sung: Lk! 4- ^ 2Zoy; LC — 4.L — 705; Igo»

— L — ,66° 52' — ^ 4^ k, also z -j- e) —
8Z°. 26'; ferner

log. 7o5 — 2,8stgi.gyl,
I.og. lang. 6z°. 26' " o,9Zg!i?aZ.

Z,787°59^-
I>og 2Z0Y — Z,Z6Z,s2ZY.

0,42z 6zzz l.og. ranz. 69°
20' 55" also Z (— k) — 69°. 20'. zg."

r (rL-s-l) — 8?° 26^
und ^ in lg 2° 46'. ZZ".

k - -4° z' 27"

Nach der zweoten Auflösung hat man
log. 1507 — Z,-7L"zz.
log. 802 — 2,904,7/46.

0,2759z 69 211 log. lang. S,

also <? - 6i°.Z8'.44"-^: <? — 45°- >6°gg'.44".
log. laug. 16°. 58'. 44" — 0,481766/4 — I.

I,oz. Lotaiig. 6° Z4' c>.YZ8» ?0Z.

0,4256567 m I.oz.
lang. 69°. zo'ZZ".

* 65. Man kann die dritte Seite auch auf

folgende Weise bestimmen: Sind (k!g. 12) ^k
und KL nebst dem Winkel K gegeben, so ist die

auf KL senkrechte Linie — 7^k . 8in. L und

ferner Lk> — . Los. L, also VL 2-: KL —
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a^L Los-. L, aber AD- ^ AV» 4- OL-

Aö» Sin.» L 4- KL- 4- AL» Los.» L . —
2 . AL . LL . Los. L — AL» 4- LL- — 2 .

AL . LL . Los. L, weil Sin.» R 4- Los.» V

— 1 ist. Diese Auflösung stimmt mit dem 55sten

Lehrsatze der ebnen Geometrie übercm, da in der

dortigen Figur OL — LL . Los. L.

^66. 8te Aufgabe. Alle drey Sei¬

ten eines Dreyecks sind gegeben; mau sucht

die Winkel. (?iZ. 12.)

Erste .Auflösung. Man suche die Quadrate

der beyden Seiten, welche an dem gesuchten Winkel

anliegen, und addire sie zu einander; von der Sum¬

me ziehe man das Quadrat derjenigen Seite ab,

welche dem gesuchten Winkel gegenübersteht; endlich

dividire man den Nest mit dem doppelten Producte

aus den an dem gesuchten Winkel anliegenden Sei¬

ten. Der Quotient, welchen man findet, ist der

Cosinus des gesuchten Winkels.

Beweis. Aus dem vorigen §. erhellt, daß
AD- ^ AL- 4- LL- — 2AL . LL . Los. L

sey, also 2 . AL . LL . Los. L — AL- 4....^a ,_-^^L»-AL»

wie die Auflösung angiebt.

Zweyte Auflösung. Die vorige Auflösung

ist für chie Rechnung mit Logarithmen nicht recht

brauchbar, und deshalb die folgende angemessener.

1. Man addire zu der Seite, welche dem ge¬

suchten Winkel gegenübersteht, die eins anliegende
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Seite, ,md ziehe von der Summe die andere anlie»
gende ab.

2. Man subtrahire jene erste anliegende Seite
von der geaemiberstehenden, und addire die ander«
anliegende Seite.

z. Diese deichen Größen multiplicierman in
einander, und dwidire das Product mit dem vier¬
fachen Producte aus den beyden an dem gesuchten
Winkel anliegenden Seiten.

4. Die Wurzel aus diesem Quotienten ist der
Sinus des halben gesuchten Winkels.

Sucht man im Dreyeck IWd den Winkel
so findet man hiernach
--- . . ^ .(kd-i-^K-^d). (kd-f-^d-^L)

Beweis. Da (§. 51.) Sin.^ ^ (1 —.
dos. -t^.), so ist dosin. 'V — l — 28in.^ D
Man findet daher aus der ersten Auflösung 1 —

/rk2 /VL-j— KL-
. H.L

-f- — Ld»
28m.- ^ — 1 2 . . ^d ""
Ld» —(.^d —^.L)- ^ c-- . r a— --- , oder 2 . 8m.- Z ^ "2 . . ^d
(Ld -j- /rk — ^ed) . (Ld -s. ^d —

2IK . .^d
woraus sich leicht die Formel der zweyten Auslosung
herleiten laßt.

* 67. Diese acht Aufgaben enthalten aste
Faste die bey der Berechnung der Seiten und Wim

2 . 8in.2 ^ ^2 ^ , oder
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kel von Dreyecken vorkommen können. Unter die«
ftn Aufgaben ist eine, nämlich die sechste, wo das
Dreyeck durch die gegebenen Stücke nicht immer
ganz bestimmt ist. Sind nämlich ll'iZ. 14. iVl?, ^L!

^ ^>. ^iü.Lin. L
nnd (..gegeben: so findet man Sin. L — —,

und dieser Sinns kann zu zwey Winkeln, L und
(iZo" — L) gehören, je nachdem das Dreyeck
Ac?D und ^lk)L dasjenige ist, auf welches sich die
Auflösung bezicht. Hat man nämlich — ch.v,
so ist KI». U Lln. A.lDL und die Auflösung
paßt für beyde Dreyecke, daher man in willkührlich
vorkommenden Fällen aus andern Umständen wissen
muß, ob der Winkel bey L spitz oder stumpf sey.

Mit Hülfe dieser Aufgaben kann man sich alle
andern gewöhnlich vorkmmenden Aufgaben, welche
die Dreyecks betreffen, auflösen; wir wollen noch
einige derselben anführen.

* 6z. 9te Aufgabe. Dm Inhalt eines
Dreyeckes zu bestimmen, wenn zwey Seiten
mit dem eingeschlossenen Winkel gegeben sind.

Auflösung und Beweis. Sind (?iZ.
12.) die Seiren ch.lZ, LL und der Winkel L ge¬
geben, so findet man die Höhe ch.U> — . Lin.
U And also den Inhalt 22 ^ A.K . KL . Lin. L .
und es ist leicht diese Formel auch in Worte» aus¬
zudrücken und darnach zu rechnen.

69. iote Aufgabe. Es sind (?iZ.
12.) die Winkel des Dreyeckes gege-
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ben und die Seite LL; man sucht den In¬
halt.

Auflösung und Beweis. Man hat I.K
KL . 8in. L ... <?> i.— und die Hohe I.O —8In. ^

KL . 8i->. L . öin. k
Lin. I. ^

z KL- . 3in. L . 8in. ö
Lin.

also den Inhalt

* 70. iite Aufgabe. Aus den drey
Seiten eines Dreyeckes den Inhalt zu fin¬
den. (?iZ. 12.)

Auflösung. 1. Man suche folgende vier
Größen (^k-s-KL-f-I.L); OK-s-LL—I.L);
(^ö-s-^L —KL); und (^L-s-LL —/ck).

2. Diese multiplicire man in 'einander und
ziehe daraus die Quadratwurzel; so ist das Vierret
dieser Wurzel der gesuchte Inhalt.

Beweis. Der Inhalt des Dreyeckes ist Nach
§. 6g. — I . ^K . KL . 8in. K. wo aber 8in.
K hier nicht als gegeben angenommenwird. In
der ersten Auflösung der Mn Aufgabe fanden wir
„ ^L--fikL--^L- ^

^L(l — Las.- k) nr -s-Los. k) (1 — Los. k)^,
-(^.k- 4- KL- -s- 2^k . KL — ^L-)

>-!

2 . . KL
— KL- 2I.K . KL)

2I.K . KL
oder
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Auflösung der Uebungö - Aufgaben
in der Arithmetik»

§. 56. ^)ie Beyspiele geben nach der Reihe fol¬
gende Resultate:

i O,lZ72ZI.

Subtractions - Ex empel. < 0,034621.

f 4,97^6z.

l 0,0266152619938.

Multiplications, Exempel. < 194736,78042056.

f 0,00000000412832.

t 1305,4569.

Divisions-Exempel.

f 0,0005649156.

* §. 97. istes Exemp. der erste erhält z66ß>
der zweyte 1200, der dritte i8Z?-

2tes Exemp. ist §. 98. ausgelößt.

* §> 99- Ztes Exemp. ist §. 100. ausgelößt.

4tes Exemp. x 214^-5 ; x

210Z-S.
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* §. 101. 6tes Eremp. X — ^

?LST'

7tes Excmp. x — 77; ^ — 61;
- — — Z8-

§. 129. Die Wurzeln find 255949,15709.
215726,2062406.

6160014,61120z.

^^2 — 1,4142156.

-^2, 5— 1,5811588.
75^ 1,6585124.

V"i2 — 5,4641016 und V24 — 4,8989795.
z s

* §- 1Z7- V10 --- 2.154455; >^12 — 2,

2894286; '/'iZ —2,551555; -^25 — 2,924018:

^100 — 4,641589.

* §. 156. Die Progression 2 . 5,7 . 5,4 .

7,1 . 8,8 . ». s. w.

und 15 . 21^ . 28^ . Z5? . 42 . u. s. w.

Das dreyzigfte.'Glied der ersten Progression — 51,5.

der zweyten 22: 210^.

Die Progression, wo zwischen 15 und 25 dreyziz
mittlere Prvportionalzahlen bestimmt sind, ist

15 - 15?^. i5?i - i5?r - i6/-x «. s. w.

7 -P 9 -P 11 U. iz .j. 15 17 ^ 19
21 -4- -j- 55 — 515.

16 i4Zz -j- 151.5 12^ z —
115^.

-6 -1- 155^ -l- I4ZZ "l- iZ?s ^ '5- "l- z —
I8I-.

§. 162. Man hat

:o: 51,6227766 — 51,6227766 : 100;

und 100 : 141,42156 — 141,42156 : 200;
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H. !8l- Giebt izy Rthlr. 16^ Ggr.
§. !82. 565 Rchlc. 15 Ggr. 7z Pf.
§. iZz. 4,0095 Meilen in 1 See.
K. 134. 6,442 Meilen in 1 Sec.
§. 187. 750 Arbeiter.
§. izz. 1901 Rchlr. 4 Ggr. ri Pf.

beynahe.
§. 1H9. findet man 22Z6D As.
§. 192. findet man 8ZZ Rthlr. 18 Ggr. 4Z Pf.
§. 19Z. findet man, das Capital muß zu 5x00

i^ent ausgechan werden.
§. 194. findet man Tage.
§. 195. Hier müßte start der Zahl 1589,4

Meilen, stehen 1606,7 Meilen, und wenn man die¬
sen durch Verwechslung entstandenen Fehler cerngirt,
so erhalt man 87,9991 Tage.

* §. 197^ Gewinn des ersten 196ZZ, des zwey¬
ten 236,7, des dritten 492,7.

* §. 200. x — 125; zf rrr 175; ? rrr 200.
* §. 201. x irr 52z Meilen.
* §. 2v2. Der erste legt 20^, der zweyte

29z? Meilen zurück.

* §. 20z. Uebung«-Aufgaben.Hier muß statt
1524 stehen 1,524; dann findet man Geschwindig¬
keit des Mars zur Geschwindigkeit der Crde, wie
0,81025 zu 1.

Zweyte Aufgabe. Giebt in den verschiedenen
Fällen von der besten Waare,



465

^ 340 mittlern —.150 schlechtesten 22 10.

Z5Z- — 1^64 — — 30.
zü6Z 8Z? — — 50.

40O — —. 2 —. 120.

Dritte Aufgabe. Die zu theilende Summe ist

20ooNrhlr. und der erste bekommt 125, der zweyte
375, der dritte 625, der vierte 87;.

Vierte Ausgabe. Der Jupiter würde wieder

in Opposition kommen, nach 398,87 Tagen 22 r

Jahr 33,62 Tagen.

* §. 212. Die Auflösung §. 224.

* Z. 213. Giebt 657,542 Nthlr.

* §. 214. Die Auflösung §. 235.

* Z. 234. Erstes Exemp. 70810,6.'

Zweytes Ex. 17,1288 Tgr.d. Elle.

104"
* §. 236. Man findet — - 22: 1,480243,100^

also 40 . m . (1,04/° — 1) 22 0,04 . 1,04!° .
4 . 1,480243

4000 und in — —
0,480243.

in 22 12,329 Promt.

* §. 237. Der Einsatz beträgt nach dem Anfan¬

ge des 2Osten Jahres 45 (1 -j- 1,04° -s- 1,04^

1,041») 22 45 . — 1340,01 .
0,04.

und am Ende des 20ten Jahrs 22 1393,614 Nthlr.;

am Ende des gasten Jahrs 22 2062, 88-

Die jährlich ausgezahlte Summe nach Anfang

des gasten Jahrs 22 1800,9. also der Gewinn
262 Nthlr.

Brandes Gcomerrie, G g
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* §. 2?8> Das ausgelegte Geld ist' am Ende
des zren Jahres werth — 1070. -z.

D-e Einnahnre bis dahin " 200 (1 - s- 1,06
-j—j—l- 1,26^) — 1127,42.

Gewinn am Ende des sten Jahrs 2^ ^6, 84-
Einnahme vom 6ren bis lOtcn Jahr — 200 »

Auflösung der Uebuugs - Aufgaben
in der Geometrie.

§. iZo. Nimmt man die beyden Cathcten
des rechtwinklichcen Dreyeckes einer gegebenen Linie
gleich-, so ist das Quadrat der Hypotenuse doppelt
so groß, als das Quadrat einer Lachcce.

Macht man an einem zweyten rechnvinklichten
Dreyecke die eine Cathete jener gegebenen Linie, die
andere der eben gefundenen Hypotenuse gleich: so ist
das Quadrat der neuen Hypotenusedas dreyfache
des Qnadracs jener gegebenen Linie.

Will man das fünffache Quadrat einer gegebe¬
nen Linie haben, so nimmt man eine Cathete
^ H.L, die andere — 2^,k: so ist das Quadrat
der Hypotenuse das gesuchte.

Das doppelt so große Quadrat ist das zehnfache
des Quadrats von H.L. Man findet aber auch das
zehnfache des Quadrats von LLö, wenn eine Ca-
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chtte 22 die andere genommen und
das Quadrat der Hvpormuse gezeichnet wird.

Wenn man abermals diese zuletzt gefundene

Hypotenuse zur Catyete eines neuen rechttviullchten
Dreyeckes nimuw, und die andere Cath?re —

macht: so ist daß Quadrat der neuen Hypotenuse das

eiiffache von /vs!'!. ^

Uin ein Quadrat zu zeichnen, welches — ^ .
Qk'l, nehme man die Hypotenuse — iS, die eineTa-

rhete — ä so ist jenes Quadrat dem Qua¬

drate der andern Carheten gleich, und durw T>er,

doppalung desselben findet man ein -Quadrat — i!

Hat man ein Quadrat — LOll qe-

funden: so findet man eines, welckes —

Lissg ^ wenn man die.eine Cachere des
rechtwinkiichcen Dreyeckes 221 die andere der

Seite jenes zuerst gefundenen Quadrats gleich am
nimmt.

§. 2oi. i Quadratfuß — 144 Quadratzoll 22

20756 O.uadratiiuien, die beyden Rechtecks 22 850

Quadratzoli das eine und 20^ Quadratfuß das
andere.

§. 21z. Die Dreyecke sind — das erste 22

5 Quadratfuß, das zweyte — 12072,01 rheinl.
Quadratzoli.

Des Trapezes Größe — 412-//^ 122 412,605

Quadrattnthen — 15199200 Quadratzoll.

- Des Parallelogramms Höbe 20 Lss 20 Ruthen jn
Z6 Fuji-

DeS Dreyecks Höhe 22 stz, rzej Ruthen.

Des Trapezes Höbe 22 86,794 Ruthen,

Gg 2
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* §. 27). Nra. i. Mau nimmt die gege
bene Seite zur Cathcte, die Diagonale zur Hypo¬
tenuse eines rechrwinklichten Dreyecks; dann ist die
andere Carhetc die gesuchte Seite des Rechtecks.

Nro. 2. An die Diagonale, welche gegeben
ist, zeichne man en jedem Endpuncte einen : Winkel
nur 7?e: so entsteht ein rechtwinklichres Dreyeck,
welches die Halste des gesuchten Quadrates ist.

Pro. a- Ist die Diagonale.--?, a, so ist jede
Seite — u', ulso ZuHalt ^ s a^.

idiro. 4. Sind die Seiten des Rechtecks a
lind — la, so ist des Quadrats Seite mr ^ckala.

idlro. 5. Sind der verschiedenen Dreyecke
Grundlinien — Q, !^, L, I) und Höhen — 20,

2l>, 20, 2el, so ist der Inhalt der Figur --- Qa
-s- öl) -P Lc -f- Ost und des gesuchten Quadrats
Seite gleich der Wurzel aus dieser Summe.

§. 241. 15° 7' 9" — 0 ,1680216 des
Q uadranten, 127" 59^ 58" — 1 ,422216 des
Quadranten.

o> 57892 des Quadranten — 52°. 67io",c>8.'
0 ,6)66197 des Quadranten — 57° I7^,44",782g.

§. ZZ7. Der Erd - Umfang
— I2ZZ5224Z paris. Fuß.

A uf der Erde ist i Grad — Z42645 Fuß.
1 Min. — 5710,75 Fuß.
1 See. — 95,179 Fuß.

115° 7"^ 3980394 Fuß.

20000 Fuß — Z^. zo", 1.
§. ZZ8- Der dem Durchmesser gleiche Bogen

— 114°. Z5^> 17", 7. Der Erddurchmesser würde
seyn, nach der Messung in Peru — 650Z421 Toisen,
nach der Messung in Lappland — 6578129 Toisen.
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§. 343. Der Durchschnitt der Erde ist um
2320481 Quadrarmeilen, nach §. ZZ7. 22:
1210833067502880.

§.512. 1 Cubiksuß — 1728 Cubikzol, 122
2985984 Cubiklinien.

Z. 517. Aufg. 1 — giebt 2955960 Cubikzsll.

2 — — 18,3444 F"ß-
^ — >— die Seite des Qua¬
drates — — 9,1104356.

4. Des um das Sechseck beschrieb
bcnc» Kreises Halbmesser ist 22
2. des Sechsecks Zuhält 22 6 .
V5; also des Prisma's Inhalt
22 io2 . Vz —176,67 Cubikf.

5. Des Würfels Seite 22215,
579 M.

§. 518. DcS Cylinders ZuHalt 22 55,65 Cubikf.
§. 522. 1 — Der Cnlinder wiegt 1553,99 Pf.
2. Der Pyramide Inhalt 22- 76999933 Cubikf.

* 3. Der abgestumpften Pnramide Inhalt 22
9624992 Cubitfuß.

4. Der Kegel — 110446,5 Cubiksuß.
* 5. Die Lange ist — 212,4 Fuß " 614,

221 II "217 Fuß.
ES ist also OkssONI 22 bCb'O .

1 '(2l- i 4- ) 22 147744
O?ei'()IkIsVI 22 ?04 (3 .

^ (41 -f- <3!4) -2 38646
H?6sVl<^(3 — ?I43 .

S (2(314 4- H^l) — 50609,61
236999,6
Cubiksuß.
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* 6. Man kann die Berechnung auf mancher/
ley Weise anstellen. Um erstlich das Stück .HLCO-
LLLX zu berechnen, welches durch parallele »nd
auf den Horizont senkrechte Ebnen L.KLO, LL6X
an beyden Enden begränzt wird, kann man folgen¬
dermaßen verfahren. Man ziehe O?, L>^ mit.'VL,
LL parallel, so ist ^.LLOLLO? ein schiefes Pris¬
ma, dessen Grundfläche ^LCO 22 6 . 2l — 126
Quadrats, und Höhe Lp 22 250 Fuß; also der In¬
halt — Z1500 Cubikf. Zieht man nun ?L, OS
vertieal, so ist L>?LCH)2 ein Prisma, dessen Grund¬
fläche l)?L 22: i- 250 . ?L 22 ^ . 250 . Z4 22:
4250 Ouiadratfuß und Höhe OL 221 24 Fuß, In¬
halt — 102000 Cubikfuß. Die noch übrigen Stü¬
cke OXLL und LLOS sind gleicht Pyramiden
von der Höhe Lp 22 250 Fuß und Grundfläche
XL? — 289 Quabratsuß, weil XL — Z ?L 22
17 Fuß. Der Inhalt der Pyramide ist also —
2408z? Cubikfuß. Hiernach also des ganzen ersten
Theils Inhalt — iZl666Z.

Man könnte auch die Theils ^LOLXX und
LlVIOLOO als zwey abgekürzte Pyramiden vom
Inhalt — ^ . 250 (400 -s- 60 -j- 9) — zyoZZr
Cubikfuß. Das mittlere Stück wird dann durch
eine durch LiVl mit parallel gelegte Ebne in
zwey Prismen getheilt, deren oberes — 250 . 6 .
18 22 27000 Cubikfuß, das untere 22c 250 . 17 ,
18 22 76500 Cubikfuß.

Den andern Theil könnte man als ein schiefes
PriSma betrachten,welches durch eine Ebne LOL,
die der Grundfläche LXI nicht parallel ist, begränzt
wird; cS würde dann aber etwas schwierig seyn, die
Höhen der Punct? L, O, L über der Ebene LIX

0
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zu bestimmen. Besser also ist es diesen Theil in drey
Stücke zu zerlegen, das Prisma ist ^
40 . 20 . IZ — 14400 Cubikfuß, und jede der
beyden Pyramiden I, I' KQII ist 22 ^ . 40 .
20 . 20 22 5ZZZ4 Cubiksuß, wenn man annimmt
die horizontale Entfernung des Punctes I von
cdii' sey 40 Fuß. Ware 114 auf dem Boden des
Flusses 22 40 Fuß gemessen, so müßte man beden¬
ken, daß dieser von ch, bis chl sich 8 ^ 40 — 6
42 Fuß senkt ans 250 Fuß horizontale Lange, also
chN — ^2)0^ -j- 4^) — 2ZZZ Fuß ist, und
folglich die horizontaleEntfernung des Punctes I

25O
von LN, -2- . 40 — 59,45 Fuß ist, wor-

nach der Inhalt dann etwas geringer ausfällt.
Gewöhnlich bedarf es zwar bey solchen Werken einer
so äußerst strengen Berechnung des Inhalts nicht,
da in der Ausführung doch nicht alles so genau zuge¬
hen kann, wie in der Zeichnung, indeß muß man
doch den der Rechnung sichere Regeln befolgen, um
nicht die Fehler von allen Seiten zu häufen.

" §. 5Z1. Des Cylinders Oberfläche—z 14,159
Quadraifuß.

DcS Kegels Seitenlinie 22 25)
— ii, iß Fuß, und die Oberfläche — 175,615
Quadratfuß.

§. 609. Der Erde Durchmesser —
i7i8,87ZZ9 Meilen.

Des größten Kreises Inhalt — 2520479,0765
Quadratmeilen.

Der Kugel Inhalt — 265907z 157 Cubikmcil.
* Der 24pfündigen Kugel Durchmesser — 5,216

Zoll.
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* §. 619. Der Erde Oberfläche — 9281916
Quadratmeilen.

Der heißen Zone Oberfläche — 3694202 O.ua-

dratmeilen.^

Ucbungs - A ufgab en am Ende der

Trigonometrie.

* 1. Man findet — 289,874 Fuß.
2. Hier ist UO — 17710 Fuß, /cv

5256 Fuß, LH.L) — 150 . 10 . 47, ^
L . 29 . 13, QIZ — 12956.

Z. Der Zuhält — IZ245ZZ Quadratfuß.
4. Derselbe — 1324596. Das? hier betrach¬

tete Viereck ist mit dem in Nr. z. einerley; der

Unterschied der Angaben für den Inhalt entspringt

nur daraus, daß die aus Nr. 3. berechneten Seiten

nur in ganzen Fußen angegeben und die Brüche weg¬

gelassen sind.
5. Diese Aufgabe ist mit der am Schlüsse der

ebnen Geometrie einerley; der zu bestimmende Punct

X liegt im Durchschnitt zweyer Kreislinien. Man

findet hier L.Xk? — 137°22^4". Zieht man nun
den Durchmesser QO, so ist LXl) cinbcyiZrecbtwink-

lichtes Dreyeck, wo KVX — LX^L 27°. 43'.
12" . und eS wird — 5374,6; wird ferner

der Durchmesser gezogen, so findet man
— 19^.15^.36". und Xfis — 7415- Da nun

^.Xl) — QXss. — so ist chlXO eine gerade

Linie, und im Dreyeck QOL ist der Winkel
— 94° 20^52". ferner — 51°. 14'. 16".

also ZXX — 101° 2^32" und QX — 4190, LFuß.



Druckfehler und Verbesserungen, die ich vor
dem Gebrauch des Buchs zu berichtigen

und einzutragen bitte.
Seite z Zeile 8 von oben lies: eins rundum. S. 8
Z. 8 v. ob. l.von den geraden Linien. S. 20 Z. z v.
ob. l. zum Beyspiel, D und L. S. 21 Z. z von unten
l. Durchmesser, statt Halbmesser. S. 22 Z. 8 v. u. l.
eine Kreislinie oder ein Stück LLL derselben, deren.
S. 27 Z. iz v. ob. l. §. 51 st. LiZ. 51. S. zo Z. 7
v. ob. I. Halbmesser st. Durchmesser. S. Z2 Z. 17 v.
ob. l. von außen, z. Die Summe der Halbmesser ist.
S. Z4 Z.9 v. ob. l. um den einen. S.zz Z. 14 v. ob.
l. nach Mitteipunct setze ein Comma. S. z6 Z. 18 v.
ob. l. KLL—DLL st. KLL—DLL. S- 44 Z. 15
v. ob. l. §. 7Z. st. §. 78- S. 47 Z. 14 v. ob. l. LL st.
KL. S. 47 Z. 4 v. u. l. Winkel in beyden gleich ist,
LLL22LLK. S. 49 Z. 11 v. ob. I. man den Sei¬
ren. S. ;o Z.4 v. u. l. LD"LL. S. 5z Z.7V. ob.
l. DLL st. DLL. S. 57 Z. iz, 14,1; v. ob. muß
allemal I st. g stehen. S. 57 Z. z v. u. nach anlie¬
gende, setze ein Comma. S. 58 Z. 1 von u.!. Linie.
S. 60 Z. 17 v. ob. l. KL st. LL. S. 64 Z. 15 v. ob.
l. Lb st. LL. S. 66 Z. 4 v. ob. l. Linien statt Linie.
S.72 Z. z v. ob. l. anliegenden st. umliegenden. S.72
Z. iz v. ob. l. Linien st. Linie. S. 7z Z. 5 v. u. l. be¬
dienen st. bilden. S.75 Z. 1; v.ob. l. LiZ.4z.st.L1Z.
48. S. 76 Z. 8 von oben l. dem Halbmesser KD
S. 80 Z. Z v. ob. l. sich der Linie LD »ach der Seite.
S. 8l Z- 16 v. ob. l. KLL 22 DLL. S. 87 Z. 4 v.
ob. l. 2K — st. 2L— 2?!. S. 87Z.il v. ob. I. ei¬
nes st. einer. S. 88 Z- 29 v. ob. I. z . LL; für — st°

zLL für. S. 89 Z. 1 v. ob. l. — st. ^. S. 39 Z. Z2U 2N
v. ob. l. 2ll— I st. 211 — I. S. 90 Z, 4 v. ob. l. P,!'
ralleliiat. S.91 Z. 12v.ob. !. LL22L. S-zi Z. lZ



V. ob. l. und um <5. S. 91 Z. 2 v. u. l. defse'-. Seite

221 KL (?iZ. 79.) S. 92 Z. 17 v. ob. 1.' st. lvL.

S. 94 Z. 21 v. ob. l. ILLL-s- st. Seite

101 Z. 5 v. ob. l. Grundlinie st. Grundlinie». S. 101

Z. 7 v. ob. l. um st. nur. S. 102 Z. Z ». u. I. L4 st.

Lp. S. 10z Z. 5 v. ob. l. Schenkel. S. ioz Z. 17
v. ob. l. sind st. ist. S. 105 Z. 4 n. ob. l. und zwey

Rechtecke st. und zwey. S. 106 Z. 7 v. u. I. Differenz

der Seiten. S. 106 Z. 5 v. u. l. LL4 st. I1' <p S.

107 Z. 10 o. ob. l. — OL st. 212 ^.l). S. 110 Z. 12

v. ob. l. ?I st. LI. S. 112 Z. 7 v. ob. l. dcS einen.
S. 112 Z. 17 r>. ob. l. Parallelogramme st. Par.-.llelo-

grammen. S. 11z Z. 11 v. ob. l. LLKI4 st.

S. 119 Z. z v. ob. I. Langenmaße. S. 119 Z. 6 v.

ob. l. Flächenmaße. S. 120 Z. 7 v. ob. l. welche die

in aL. S. I2y Z. 14 v. ob. l. Fußen st. Füßen. Seite

125 Z. 21 v. ob. l. Dreyecke st. Dreyecken. S. 126
Z. iz v. ob. l. LO . LL st. LO . Lb'. S. 129 Z. 4

v. ob. l. gegeben. S. 129 Z. 14 v. ob. I. Larhetc. S.

izi Z. 5 v. ob. l. Linien und. S. izi Z. 11 o. ob. l.

eine Sehne. S. izz Z.z v.u.l. schneiden st. scheiden. S.

1Z4 Z. 1 v. ob. l. Linien. S. 1Z4 Z. 5 v. ob. l. Durch¬
schnitt. S. 1Z5 Z. 8 v. ob. I. L, L st. ^LL. S.

lg; Z. 12 v. ob. l. geraden. S. IZ9 Z. Z o. ob. l.

^OL st. H.LL. S. 1Z9 Z. 4 v. ob. l. Olisi st. OOks.

S. 140 Z. 14 v. ob. i. Dreyecke. S. 141 Z. 5 u. ob.

I. die kleinere st. die größere. S. 141 Z. 16 v. ob. l.

entferntere. S. 142 Z. 14 v. ob. l. die Winkel. Seite

14z Z. 7 v. ob. l. Schenkeln. S. 144 Z. 4 von ob. l.

22: OOLO. (LiZ. 111.) S. 144 Z 8 v- ob. I. /rLL
st. OLL. S. 145 Z. 5 v. ob. l. LOV st. LlrL. Seite

145 Z. 6 v. ob. I. LrLO st. L^LO. S. 14z Z. 20 v.

ob. l. in dem Bogen. S. 146 Z. 5 v. u. l. Ccnresimal-

grad. S. 147 Z. 9 v. ob. l. Zeichen. S- 147 Z. 11 v.

ob. l. Grade. S. 147 Z. 19 v. ob. l. allgemein st. all¬

gemeine. S. 149 A. 18 v. ob. l. den Kreis. S- 150

Zeile 1 v. unten l. Grade. S. 15 2 Z. z v. ob. I. einzelne



Grade — ali st. eizelne Grade " ?.i " al,. S.

A. 12 v. ob. I. Grad. S. 158 Z- 6 v. ob. l. Transpsr,

rcur. S. 159 Z. 1 v. ob. l. von 60° st. an 60^. S. rüg

Z. 72 v. ob. l. Abschnitte. S. 164 Z. z v. n. I. .Ärcis-

abschnirte. S. 164 Z. 1 u.2 v. u. l. Abschnitt. S. 167

Z, 5 n. ob. l. daß sich. S. 167 Z. 7 v. od. I. HAPD-P

ZVIKV st. S. 167 Z> z v. u. l./eLss.

-s- st. -s- ^.Ok. S. rüst Z. 1 von ob. >.

§. iz8- st. 18Z. S- 168 Z. 16 v. ob. l. steht und. S.

170 Z. 2 v. u. l. Grundlinien. S. 172 Z. 4 0. ob. l.

die mit OIÜ parallel ist. S. 17z Z. 17 v. ob. l. paral¬

lel. S. 174 Z. 2 v. ob. l. daß also. S. 176 A. 9 v.ob.

t. st. ^.lZIa. S. 179 Z. 5 v. ob. l. Stücken st.
Winkeln. S. 179 Z. 4 v. n. I. 2/tI) . I)L; und

Ll)2. S. 179 Z. z v. u. l. Höhe». S. 180 Z. 2z v.

ob. l. Kreislinie in S. 182 Z. 5 v. u. >. in stetiger.
S. 182 Z. 2 v. ». l. in stetiger. S. ist? Z- 5 v. ob. l.
errichte. S. 184 Z> 6 v. ob. l. das Dreyeck. S. 185

Z. iz v. ob. l. so ist der Winkel rü/VIs. S. 185- Z-19

v. ob. l. der Drcuecke KLO. Seite 188 A- 7 u. !.

Kleinheit der Theile. S. 189 Z> Z v. u. l. Linie. Seite
189- 190. müsse» wegen eines Veilchens im Stiche

der Figur folgende Aenderungen im Texte vorgenommen

werden: S. 189 Z> 14, 15, 16. allemal nie st.

und gst st. äst. Zeile z von unten l. von oben her ge¬

rechnet. S. 190 Z. 4 v. u. l. bis zur vierten von oben

her. Zeile 2 von unten !. auf der vierten von oben her.

Seite 191 Zeile 14 u. 15 v. ob. l. esse st. ->I<. Zeile 4

v. u. !. also a>z " 4. gst. S. 792 Z. 15 v. ob. l. llck
st. L8. S. 795 Z. 75 v. ob. l. noch den Winkel. S.

79; Z. 72 v. ob. l. cl). S. 796 A. 7 v. ob. l. hier
zugleich indem man an dein vertical gerichteten

Winkelmesser die Linie <2°. 780° genau horizontal stellt
und das Lineal nach richtet. S. 201 Z. 19 v. ob. l.

Regeln. S. 201 Z. 4 v. u. l. Polygonen. S. 201 Z.z
v. u- I. Ausmessung. S. 202 Z. 76 v. ob. I. Zn einen.

S. 20; Z. lo v. ob. I. gegebenes. S. 208 Z. 8 v. ob



I. zeichnen (?!Z. 148.) S. 209 Z> 14 v. ob. l. gesche¬
hene. S. 209. Z., 17 v. ob. l. I'lZ. 14g. S- 209 Z.
18 v. od. l. regulären Polygons. S. 210 letzte Zeile l.
deren keine. S. 212 A. 14 v. ob. l. des um jenen Kreis.
S. 214 Z. 7 v. u. l. da jedes. S. 215 Z. 6 v. ob. l,
Winkelpuncte. S. 215 Z. 21 v. ob. l. Polygon um
den (ohne Connna.) S. 221 Z. iz v. ob. i. dann ist
der ganze. S .222 Z.z v. ob. l. gleich ist. (I'-Z. 151.)
S. 22z Z.11 v. ob. l. IIK — o,8; st. 0,8 : S.
22z Z. 20 p. ob. l. von den Endpnnctcn b?r Seiten.
S. 225 Z. 4 v. u. l. welcher im. S. 227 Z. 15 0.0b.
l. Linien messen kann. S. 228 A .6 v. u. l. Tangenten.
S. 229 Z. 2 v. od. l. Stück. S. 229 Z. iz v. ob. l.
ticmalen. S. 2Zi. Z. 4. v. ob. l. OIX,
S. 2zr Z. 4 v. ob. l. IVII.22OL, 22^.<ch. S.
2Zi Z. 17 o. ob. l. O? 22 ^.L!. S. 2Z2 Z. 9 v. ob. l.
§. Z51. S. 2Z2 Z. 15 p. ob. l. dem übrigen. S. 2Z4
Z. ü. v. ob. l. : AclZL 22 m : in-s-n. S. 2Z4
Z. io v. ob. l. O ^ st. VL. S. 2Z4 Z. 8 v. ». !. Eck«
punct L. S. 2Z8 Z-1 v. ob. l. : /Lkü'All 22.
S. 24g Z. z v. ob. l. ZLL- 22külss; 1'lst 22. S. 245
Z. 15 v. ob. l. st. 1'IW. S. 247. Z. 5 v. u. !.
den Durchschnitt. S.248 Z. Z v. ob. i. denn st. dann.
S. 2,1 Z. 14 v. ob. l. st. <?!!!. S. 2)7 Z. 5
v. ob. l. die geraden Linien .stL, KZl). S. 257 Z. 6 v.
ob.!. Linie LL>, und st. Linie (lO ukd. S. 259 Z. 17
p. ob. nach Ebnen setze ein Comma. S. 260 Z. 4
v. ob. i. entgegen ist. S. 265 Z. 7 p. n. l. nnd auch
st. und folglich. S. 266 Z. iz v. ob. l. welchen man. S.
269 Z. iz v. ob. l. st. 5,^, L(?. S. 269 Z.
2 o. u. >. den Flächen 22. S. 269 Z. 1 von um. lies
IPLIZIss st. S. 27z Z. i) v. ob. l. §. 420.
S. 275 Z. 19 v. ob. l. Auch erhellt. S. 275 Z. 8 u.
4 v. u. l. §.421. S. 175 Z. 1 v. u. l. §. 415. S.
276 Z. 16 o. ob. I. §. 41z. S. 276 Z. 18 v. ob. !.
§. 420. S. 277 Z. 11 v. ob. l. §. 418. S. 277 Z.
12 v. ob.!. §. 421. S. 281 Z. 17 o. ob. l. verlangten.



S. ,?8i Z. 6 v. n. !. den Durchschnitt. S. 282 Z. 1

n. z v. ob. l. L st. ss>. S. 282 Z. 4 v. ob. l. LL statt
S- 28?. Z. 8 v. ob. l. LVL st. S. 282

Z. ii v. ob. l. LLsi. L(^> S. 282 Z. 2l v. ob. l. Ver¬

tikal-Risse st. Verhältnisse. S- 2F2 Z. 2 z v. ob. l.

st. (). S. 282 Z. 24 n. ob. l. senkrechten Linie 1^.

S. 28Z Z. t v. ob.!. lä st. (). S. 287 Z. n 0. ob.

l. die Linie LL und in der. S- 289 Z. 5 v. n. I. §. 422.

S. 289 Z. 5 v. n. l. Linie. S. 292 Z. 8 0. ob. l. heißt

ein Cubus. S.295 Z.2v.ob. I. stäche hat. (LiZ. 190.)

S. 297 A. 9 v. ob. l. Ebnen. S. zoo A. 19 v. ob. I.

I<) st. Itz). S. zoz Z. Z u. 10 v. ob. l. zusaminengcsctz-
tem. S. ZO4 Z. 4 v. u. I. aLelOa und «LlilssL. S.

zo; Z. 5 0. ob. l. Ine- — S. zo6 Z. 2 v. ob. l.

einwärts st. seitwärts. S. Z09 Z. 1 v. ob. l. Ebne. S.

zio Z. 5 0. ob. l. ein Polygon. S. gl2 Z. 7 u. 15 v.

ob. l. 6LIIL st. CLIIL. S. ZiZ Z. 8 tn ob. l. Cylin¬
der so annimmt. S. zt? Z. 1 v. ob. l. alle st. als. S.

Z20 letzte A. l. 22 ; ^LL3!<sL. S- Z21

Z. Z V. ob. l. LtsslLIlL. S. Z24 A. 5 V. ob. l. 31vLIVl

st. LkEkivI. S. Z24 Z. 14 v. ob. !. v, av, x st. V,

^V, X. S.Z24 Z. 15 r. ob. l. Svevx st. SV V?X. S.

Z24 Z. 17 v. ob. l. vvvx st. v>vx. S. Z25 Z. 22

v. ob. I. errichteten. S. Z25 Z. 25, 26, 27 v. ob. l.

ein über derselben Grundfläche errichtetes Prisma, des¬

sen Höhe ein Drittel von der Höhe der Pyramide ist.

S. Z26 Z. 8 v. ob. I. wie die. S. Z27 Z. 77 v. ob.
l. von den. S. Z2st Z- 7 v. ob. l. ! II-. S.

Z28 A. 22 v. ob. I. des oben fehlenden Stückes. S-
Z29 Z. Z v.n. l. Lst. tö. S. zzc> Z. 2 v. ob. I.

st. S. zzo Z. 4 v. oh. l. gleich hohe Dreyecke.
S. ZZt> Z. 8 0. ob. l. Cubikfust, Cnbikzol!, Cubülinie.

S. Z?6 Z. 6 v. u. !. er st. es. S. Z40 Z. iü v. ob. l.

rmc a- (a — ss). S. Z40 Z. 18 V. ob. I. LZ st. Lt. E.

940 Z. 1 v. n. l. unbemannte st. unbekannte. S. 24z Z.

12 0. ob. l. unbenannte st. unbekannte. S. zzg Z. 14

v. ob. l. gefällten, senkrechten. S. z;z Z. 9 v. n.!. in



.die halbe. S. 358 Z. 5 v. ob. l. L.^33 — 0.10. Seite
362 A. 5 v. ob. !. ihre. S. 562 Z. 9 0. ob. I. liegen¬
den Seitenlinien. S. 363 Z. 8u. 9 v. ob. l. von ebnen
Flächen bcgränzter, ähnlicher. S. Z69 Z. 9 v. ob. l.
der Durchschnittslinic. Seite 370 Z. h v. ob. l. eine
Kre slinie ziehen st. einen Kreis legen. S. 370 Z. 14
v. ob. l. §. 418. S. 370 Z. 4 0. n. l. die zugleich
durch jene. S. 373 Z. 12 0. ob. l. §. 418- S. 376
Z. 5 v. ob. l. so bilden die Kreislinien. S. Z77 Z. 6
v. ob. l. §. 424. S. 378 Z- 17 v. ob. l. lehtern. S.
380 Z- 6 0. u. l. 73L? > 7LL>. S. 380 Z. Z v. u.
l. ?LL < I'LiD. S. zho Z. 7. v. u. l. kZch < 137)
-s- 7L>. S. 382 Z- 10 0. ob. I. 360°. S.
Z8Z Z- 9 v. u- l. so sieht st. so sucht. S. ZH6 Z. 14
v . ob. l. gleichschenklichtcn. S. 386. Z. Z 0. u- l. 13.^7)
st. KI37). S. 387 3- 12 v. ob. l. §. 582. S. Z87
lehre Z. l. LK7) st. Zävch.. S. 389 Z- 7 v. ob. l.
größte. S. 389 Z- 16 0. ob. l. S. 389
Z. 3 0. u. l. von 73 in Nüekstcht auf 77^. gilt. S. 390
Z. 18 v. ob. l. 33,73 -j- 1vIV77. S. 390 Z. z v. u. l.

L 222 677 —. S- 393 Z. 20 v. ob. l. regulären.
S. 393 Z. 73 v. ob. I. ch'ig. 230. S. 395 Z. 6v. u.
l. 73^17 st. 1377. S. 396 Z. 6 v. ob. I. Zudem. Seite
396 Z. 77 v. ob. I. Cylinders von dieser. S. 398 Z-1
v. ob. I. LI7I3 st. L777). S. 407 Z. 79 v. ob. l. §.
57h- S. 403 Z. 9 v. u. l. Kugel-Abschnitts. S. 40;
Z. 6 v. ob. l. des hinein gezeichneten. S. 406 Z. 10
v. ob. l. das halbe reguläre. S. 416 Z. 2 v. u. l. die
Cotangenten; (3,>-7. S. 423. Z. io v. ob. l. '7ang.
^.L7) 212 37,nz. 73LL. S. 423 Z. 5 v. u. l. tangenre

13
122 S. 426 Z. 8 v. ob. l. «- st. n. S- 432 Z.

72 v. ob. l. ^(31)21236^. Seite 438 Z. 73 v. ob. l.
47L7). Sin. 13X313. S. 438 Z. 3 v. u. l. Los. K Los.
13 — Sin. ^ Sin. 13. S. 442 Z. 8 v- »b. l. Sin. 7 H.

^.7—Los. . ...222 . Seite 453 Zeile 15 von oben lies



1'aiix. 1'anZ. — E!)

ob. muß der Brück) ^ ausgestrichen werden. Seite
46z Z. 10 v. u. I. 1;^ st. 15;?.

Einige hier nicht bemerkte Buchstaben - Fehler
wird jeder nach den im Buche sonst überall beobachte¬
ten grammatischen und orthographischenRegeln leicht
selbst verbessern können.
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