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1. ^enn man in der Oleiokung einer Kläeks eins oder
mskrsre Konstante siek stetig ändern lässt, so erkält man
sine ununterkroekene keiks von Kläeksn dsrselksn Kamille.
Die Kläelis, rveloke alle diese unendliok vielen Kläolren kerükrt,
so dass sie als der geometriseks Ort der Lsrükrungspunkts
ersekeint, weisst die Dmküllungskläeke gsgenüksr den sin-
geküllten Kläeksn.

Diese Krklärung, ^vsleks der von Nagnus^) kür die ldm-
küllungskurven aukgestsllten naekgelzildst ist, entspriekt dein
^Vesen der ldmlrüllungstläoksn lzesssr als die gs^völmlieke, die
auk der unklaren Vorstellung des Durokseknitts si^vsier unendliok
nalrsn Kläoken lzsrulrt.

Kntkält die Oleiokung der eingekülltsn Kläeksn 7! Kon-
stante, >vsloks siek stetig ändern (Karametsr) und ^>viseken
vvsleken 7!—1 Olsiokungsn kestsken, so kann man aus diesen
Olsiokungsn n— l Konstante durolr die ausdrüoken, so
dass die gegskene Oleiekung der Kläeksn nur mekr eins
vvillkürlioks Konstante entlädt, die im Kolgsnden stets mit «
ks^eioknet werden soll.

2. Ks sei K sn, ?/, s, «) — 9 die gegskene Oleiekung der
eingeküllten Kläeksn; dann ist die ^.ukgake die, die Oleiekung
>I> <V, «/, z?) — y einer Kläelis !«u suoksn, rveloks alle von der
ersten Oleiekung dargestellten Kläeksn ksrükrt. Ku dem Kode
denken rvir uns die k ei den Olsiokungsn in der Korm

^ Z/i «). s -p (-r> ^,) (I)
gssekrisksn. Die diesen keidsn Kläeksn gemeinsamen Dünkte
werden tur ;sdes « durek die Oleiekung

s <>, ^ -p (a-> V) (II)
*) von ä.ntg!Üvn null ü<zäi'sät?en »as 6sr äu^I^tisvlikn keomstris

6er tZdsiis, K. 94.
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IQ VerlnnclunA mit der ersten OlsioliiiNA (I) Aslisfsrt. Damit

aller in diesen Dunlitsn DerülirunA' stattündo, müssen dureli die

Xoordinaten der DunDts die doidsn OloielmnAen:

^ ^ - s » <III)8 a: 8 a? 8?/ o z/

lielrisdiAt werden. Diese lieiden OloieliunAon dienen also 2iir

DostimmunA der I" c>r in uiicl der lvonstanten der DunDtion

3. Lolirsilzt man die OlsioliunA (II) in der Dorrn

^ (-r, z/, «) 0, (I V)
so sind drei Dälle 211 untsrselisiden:

a) Die OleieliunA stellt einen DunDt dar, wenn die linDo

Leite ans der Lumme zweier Ouadrats liestelit, also das DroduDt

2wsier imaAinärsn Dalitoren ist. Die OlsioliunA zerfallt in zwei

OleieliunAen, die AleielizeitiZ lisfriediZt worden müssen.

ö) Die OleioliunA stellt zwar eins o^lindriselie Dläelie dar,

aller ilire VerllindunA mit (I) fülirt 211 Dall a).

0) Deiner clisssr Dälle tritt ein.

Der erste Dall liefert für jedes « lzestimmte 'Werte t'iir

a?, z/, s, so dass also jede der einAeliülltsn Dläelisn mit der Um-

IiiilliiQAstläolis Qiir einsQ oder melirs Kstronnte Dunlits Aemoin

liat. Dliminisrt man « zwisolisn der OleieliunA L! — (a:, z/, «)

iiQd den lieiden OleioliunAsn, in wololis die OleieliunA (IV) 2er-

fällt, so srliält man zwei OlsieliunAen zwiselisn a?, z/, s für den

Asomstrisolien Ort der Dunlite, ivelolis die DmliüllunAslläelis mit

den einAeliüllten Dläelien Asmsin liat. Dieser Ort ist demnaeli

eins Dinie 11ml niolit die DmliüllunAsIläolio selüst, wie in (1) vor-

lanAt ivird. Das Oleiolie Zilt für den /weiten Dali, so dass also

nur der dritte Dall 211 derneüsieliti^en ist.

4. Die OloieüiiQA- ( IV) liefert z/ als Dnnütion von cr und «.

Da diese lzoiden Vsränderlielien von einander unalzliänKiA sind,

so erhellt die Ditksron2iatioQ naoli allem «:

8 3 ^ Z Z/ ^ ^
8 « 8 z/ 8 «

Drsstzt man ( a?, z/, «) dureli seinen Wert ( a?, z/, a) — c^> ( n, z/)

und lzsdenlit man, dass dann in d> nur das « vorkommt, welolios in

// als DunDtion von a? und « entlialten ist, so wird die OloioliunA:

c> / l ^ S 1/ ^

8 « v8 z/ 3 z// 3 «
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dalisr, wegen (III),

Denlct man siel» unigeleelnt a? als Hunlction von ?/ und o-,
so liat inan

3 s ^ / 3 s 0^ /Z /° 3 <PX 3 -vx3 a? 3 z?/ 3 «

folgliell, wegen (V),
3 s 3 cp
3a? 3 -r'

so dass also <llo deiden dloiellungsn (III) 2u gleielier ^oit
lzefriedigt worden, <1. I>. idontiselr sincl.

Ourelr Elimination von ». swiselcon der (dloielmng (V) und
der ersten clsr dleioliungen (I) orllält inan oino dleielmng, wslells,
da slo von « unalzllängig ist, für clio Lerüln-ungspunlcto der
Umllüllungslläolie mit sämtlielrsn eingeliüllten lfläellen gilt, initllin
clio Ilmliüllungslläells darstellt. Um adsr die gssueüte dleiellung
su dildon, oüno erst die gegebene dleioüung ^ (z?, ?/, s, «) naelr
s aufzulösen, verfälirt man in lmlcanntor IVeise, indem man
naolr allem « didsron??iert und dalzei s als I'uidction von ?/, z?, a,
das «/ alzor als lfunlction von z? und « (wegen (dleieliung II)
ansielit. Das gielzt:

oder

3^ 31? 3 z/ 3 F' /3 s . 3 s 3
3« 3«/ 3« 3 s V3 « 3«/ 3«/

3^ 3^ 3^,/3^,3^
3 « 3s 3 «

. /3F'3I<' 3 sX 3 z/

^ V3^ ^ 3^ ' 3^/ 3^ ^
9 .

Der lvoeldüisnt von ist nieüts anders als der voll-o «
ständige UiitereutiaIlcoetd?deut von /ü navli //, weleller für )odes «
verseil windet; ferner ist s nielits anderes als die olien mit s

9 S
de^eielmete Funktion, so dass ^— — 0. Die (dleielmng liefert

d aü er: — 3.3 «
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Die DIsielrnnA der DinlinllunAstläelre -wird also srlralten

dnrsl^ Elimination von ». iswiselrsn äsn Dlöiolrnntzsn

^ (-r, Z/, s, °°) ^- 0, ^ 0- (VI)

Ds ist z?n lzsmsrlcen, dass Iiiernaelr nnr dann sins Dmlrnl-
Z ^

InnAsiläelrs loestslrt, venn die DleielrnnA ^— — 0 das « als

reelle Dunlition von a?, «/, s lzsstiinint> IVsnn si. 1Z.

^ ( cr ->- «)- -s- (?/ — b)^

die DlsielrnnA dsr einAslinlltsn Dläolisn ist, so vird

^ 3 (a- ^ 3 (z/ - S)- ^ 0,0 cx.

sine DlsielmnA, clis nnr dnrelr a? — — ^ ^ b IzsIriediAt

vdrd, also lceine Dmliüllun^siläolie lielort.

Dlzsnso Aislzt es lcsins DmlrnllnnAslläslre, -vvsnn ^ sins

lineare IV>nl:tion von « ist, >veil dann ^— liöin « insln'
v «

ent'nält.

5. Anr VsrvollständiAunK dsr Dntvislcslnn^ lzedark ss noeli

des Lmveises, dass dis naelr ^.nlsitnnA von (4) Aslnldste Dien

elmnA anslr ^virl^lislr dis Dläolre darstellt, velelrs dis Dläelren

s — (a?, ?/, «) sinlrnllt, d, li. dass sie den DsdinANNASir

r (a?, «,«) — ? (a?, v), ^^—? v— — ^— (VII)

entsprielrt.

^ns dsr dlsiolinns' - — 0 erlrält rnan « als Dnnlction
v tt

von lr, z/, also « — K (a?, i/); lolZliolr ist ASinäss dsin Dssetzis Inr

dis IZildnnA von -p disss Dunlction nielits andres als (a?, z/, A (n,»/)),

so dass die erste dsr LsdinAnnAsn )eti^t lantet:

s ?/. «) ^ /° ?/, S (^ ^/)^,

eine OllsielinnA, rv^elelre lzstriediAt ^vird duroli

« ^ S (-r, ?/). (VlII)

Da nnn naeli dsr Vorausset^nnA « sins reelle Dnnlction von a?, ?/

ist, so Aislzt es nnsndlielr visls stetig ank einander tolASnde IVsrts

von a,-, ?/, v^elelre « reell rnaelrsn; initlrin Ist aneli ninAsl^slrrt z/

eine reelle Dnnktion von « nnd a?, d> ln die DleielrunA (VIII),

nnd slzsnso dis erste der OlleiolninAen (VII), lislsrn eine Dinie
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als gsometrisebsn Ort kür die bunl^te, >vslobs die Kläoben K

und d> gsmein I>absil. Lubstituisrt man den ans der ersten der

Oleiebungen (VII) eidialtsnen V-Vrt von « in die nvreits, ^vobsi ?/

als Konstante betraebtet vird, so beisst sie:

3 /" > 3 /" ^ ^

3a? 3« 3-r 3-r'

rrslebs vsgeu ^ ^ — 9 init der ^u erfüllenden Bedingung ülier-

einstimmt. Dasselbe eilt kür — ^-.
3 «/ 3 «/

Ks rrsrdsn also die Oleiebungen
3a? 3a?3«/ 3«/

clureb alle -r, // bskriedigt, rrslebs der Oleiebung genügen;

d. b. in allen Bunbten der dureb diese Oleieliung gegebenen

Binis kindst Berübrung der Ombüllungsilüebs mit der dureb den

jedesmaligen ^Vert von « bestimmten singsllüllten Kläebs statt.

6. Bestellen ?nviseüen den W in />' (a?, z/, V) vorbommsnden

Baramstsrn nur »—2 Oleiebungen, so bleiben naeb Elimination

der übrigen noeb 2 von einander unabbängigs Konstante in der

Oleiebung der singsbüllten Kläeben, so dass diese beisst:

^ (a:, «/, Ä, «, 3) ^ 0.

Nan bat aueb bier kür die der Ombüllungslläebs mit den

singsbüllten Kläebsn gemeinsamen Bunbte die Oleiebung:

Z' (a?, z/, a, d) cp Z/)> oder ^ (a?, z/, «, H ^

Hier bann der erste oder ^vsits der in (3) untersebiedsnen

Källs eintreten. Ossebiebt das niebt, d. b. bat die Ombüllungs-

kläebs mit jeder der singsbüllten Kläebsn eins Binis gsmein,

so lisksrt die letzte Oleiebung kür jeden Bunbt derselben eins

Bs^isbung 2vrisebsn « und d, nritbin unendlieb viele singsbüllts

Kläebsn, die alle die Innie mit der Ombüllungsklüebs und mit

einander gemein babsn; aber jede der singsbüllten Kläebsn

berübrt die Ombüllungskläebe in einem andern Bunbt der gemsin-

sebaktliebsn Binie. Denn künde die Berübrung in demselben

Bunbte der Bmbüllungslläebe statt, so berübrten sieb in diesem

Bunbte. die unendlieb vielen singsbüllten Bläoben untereinander,

lvas nur in gans besondern Bällen (singulären Bunbten) statt-

linden bann. Ks liegt das darin, dass die beiden Olsiebungsn
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^ ^ ^ Tcp jüsntisek sind mit /' — cp
o Ä? o a? o z/ o «/

und darum kür jedes ,r, «/ bestimmte Vierte kür «, /? lieksrn.

Idisrnaek ist in ^edem Dalle sov^okl «las a? vds das «/ ^jsdss

lZerükrungspunktss, ä. In jedes kuuktes der Dmküllungslläeke,

eins Dunktion der keiden von einander unakkängigen Veränder-

lieksn a, Ximmt man d als konstant an nnd lässt nnr a siek

ändern, so erkält man äknliek von oken:

s / ^ ^ tD __ ^ ^6c« v^ö a? 0Z//0« 0Z//0«

- e
0 tt

Dksnso kev^sist man, dass auek ^ ^ — 9.
o ^

Verkäkrt man veiter naek Anleitung von (4), so erkennt

man, dass die Dlsiekung der llmküllungstläoks erkalten vird

durek Elimination von « und jl nviseksn den drei Dlsiekungsn
S Id S F'

^ (-v, ^ s, «, H ^ 9, 0, ^ 0.

Da aus den lud den Dlsiekungsn

ö « o xZ

kür ledes ?aar IVsrte von « und Z kestimmts Vierte von a?

und !/ kervorgskn, so erkennt man, dass in der Dkat die go-

kundens Dmküllungskläoks von jeder der eingekülltsn Dläeken

nur in einzelnen kunkten ksrükrt vird.

7. Die Dntviokelungen Iskrsn uns, dass es sveierlei ^.rten

von Dmküllungslläoken giekt, von denen die eine als der geo-

mstriseks Drt der Lsrükrungslinien, die anders der Lsrükrungs-

punkte srsokeint.

Die Bildung der DIsiekungon der ksidsn ^.rten kat auek

ein e gsometriseke Bedeutung. Ist die kunktion I' (-x, «/, s-, «)

in Be^ug auk « vom Drads, so lieksrt die Dleiekung

I' ( a?, ?/, s, oe) — 9 kür jeden kunkt a?, ?/, ^ im Baume ?n IVerte

von «, veleks allerdings nur innsrkalk gewisser Dren^en reell

sind, so dass also innsrkalk dieser (Ironien durek jeden Bunkt ?»

eingeküllte Dläoken gskn. Da aker kür die Bunkts der lim-
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ln'dlunAskläoko ausserdem noek die DlsielmnA < - — 9 lzestokt,

so sind kür joden dieserLnnkto /. vv ei ^Vorto von « Aloiek; d. In

die llndndlnnAsdäeke l«at die LI^enLc'liakt, dass von «Ion ?» oin-

Aoküllten likläeken, vvoleüo dureli Locken ikrer klinkte Aokon,
immer iivroi ^usammonkallsn.

^Vllnliek veidialt 08 siek mit den Lläekon

^ 2, «, 0.

8. Lvrei einkacdn: klelspielo möAsn 2nr LrläutsrnnA «kos

Dosa^tsn dienen.

Die oinAokülltsn lkläokon sind lxn^eln init dem liadins >«,

deren Mittelpunkt die k«ndplierie dos Lroises

s — 9, -j- z/^ —

kildon. Lind « nnd ö die Loordinaten dos Mittelpunktes einer

der Kugeln, so ist ikro DieiekunA

L — ^ -j- (cr — «)2 -j- — ^2

nvo « nnd ö durel, die DleiekunA

««2 -j. K2 7-2

verkünden sind.

a) Die lvuAeln worden sämtliel» kerülirt, also selndnlior

nmlnillt, von jeder LuAel, doron DleiekunA

^ ^ ^ ^ (Vs^^ -j- ^ d: p)^ ^ 9

ist, wo F don kelieliigen ^Vkstand dos Mittelpunktes der KuAel
von der Linons dos Lrsises kodeutet.

Die Llimination von s isvviseken don Inddon DleiekunAön
liekort:

<ja«x -j- ^ ? p ^ ^ -j- (?/ — g

Vsrsuelit man die linke Leite dieser DloiokunA als krodukt

x^voier linearen Laktoron s^.r -j- v«/ — 1) ^ -j- — 1) dar-

anstellen, so lindst man kür die Lonstanten «., V, ?.d, Komplexe

^.usdrüeko, nnd die DloieknnA nvird

-j- ö«/ — 7-^) ^ — »?/)2 — 9.

kVenn «/ niokt ldnll ist, so müssen also ^loiekiioiti^ die

lnoidon (lkdcdtnnu'on kskriodiAt nvsrden:

kaa- -j- ö?/ — ^2 ^ ^9, — M/.
13
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Lis lislsrn kür äis lZsrülrruugspunl:ts :

-j- äi f> ^ p
-v K - — V " > Z/ — ö ^ ^

Lsti-t mall äisss Wsrts in äis Olöislrung äsr singslrülltsn
Xugsln sin, so srlrält rnan:

Da äisss Olsiolrung niolrt inslrr u unä ö sntlrält^ so gilt sis
kür alls Xugsln und lisksrt äsrnnaslr äsn gsoinstrisslron Ort
für äio knnkts, in rvslslron äis lrsiäsn sinirüllsnäon Xugsln äis
singslrülltsn losrülrrsn^ närnlislr ^rvsi Xrsiss.

Wir lralron also lrisr ein lZsispisl äss srstsn äor ärsi in
(3) aufgskülrrtsn lkälls.

1>) Ist äagsgsn A — 0, so lralosn rvir nur äis sine Olsielrung
aa? öz/ — »' äi (X)

rvslslrs eins auf äsr Xlrsns äss Xrsisss ssnl:rsslrts Xdsns äar-
stsllt. Xlinrinirt nran ?/ aus äisssr Olsielrung unä äsr äsr sin-
gslrülltsn Xugsln, so srlrält rnan

-1- — « (i- äi — 9.

Xs muss also ^uglsiolr
. K (>' äi p)L 0 unä a: —

Das ist äsr -irvsito lkall äsr Xr. 3. vio Olsrslrung (X)
stellt äis langsntialslrsnsn in äsn lZsrülrrungsxunl^tkn äsr
Xläslrsn äar.

s) Onr nael» Anleitung von (4) äis Olsislrung äsr virlvlielrsn
Ilrnlrüllungslläslrs siu luläsn, nruss ^usrst in äsr Olsiolnrng äsr

singslrülltsn Xugsln ö äurslr ersetzt rvsräsn. Narr
3 ^

liann alrsr auolr ^ lriläsn, inäsnr nran ^ als Xunl^tion von ao «

lrstraslrtst unä ^— — — , lisnut^t. Das « lrat äis llsäsutung
c> u o

äss trülrsrn «. Oaäursli srlrält nran für äio Xnrlrüllungslläslts
äis Olsielrung

<I> 0, z/> s) ^ s- -i- ^ Z/" ^ ^ ^ ^ v.
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wsleks, wie voraus^useltsn war^ äsn Wulst äarstöllt, äsr äurcli
liotation äss Kreises

-j- (a? — ?°)2 ---
nin äis sKxe entstellt.

Die Klimination von s ^wiselien äsn (äleiekungsn />' ----- 9,
<I> — 9 lislert

az/ — ba? — 9,

also sins Kkene, weleke äurek äis slVxe unä äsn Mittelpunkt

äsr Kugel (cg 5) gekt, nntlnn äsn grössten Kreis ksstimmt, in

äoin äis Kugel voin Wulste kerülrrt vvirä. Die (Ksieliungsn

3/ 3 <p 3/' 3rp

3-r 3cr 3?/ 3?/

ksissen ^etiit keiäs

a^z/^ — 5V — 9,

sinä also mit /' (s?, ?/) — p ^ //) iäsntisok.

9. Kin Beispiel der Zweiten Krt von Kmlnillungslläelisn

lieks rn äis Kugeln vom Kaäius p, äsrsn lVIittelpunkte äis () her-

kläolis äsr Kugel

-j- z/^ —

kiläeig äsrsn (älsiekung also ist:

K (Zl — o)^ ^ -1- (a: — a)^ — ^ ^ 9,

wo «2 K2 ^.2

.^. 3 o K 3 c 5
3a c 3 5 e

Kür äis Knäiullungstlaelie erkält inan äis (äleieluing

<9 ^ ^ ^ — (?' f>)2 — 9,
wie voraus^usekn war.

Kliininisrt inan Z- ^wiseken äsn keiäsn (Ileielningeig so
kommt:

las -j- 5z/ — (n 4: ->- ^ -j- z/2 — ^2^ ^ 9^

Verlakrt inan wie in (8, a.), so linäst inan lür äisss

(Ilsieluing äis Korin:

1?' (aa? -1- 5z/) — -g ^2 ^ — ^2 — 9.

Ks muss also gleichzeitig

r (aa: 5z/) — (a^ -s- 5^) (n 4^ p), 5.-r — «z/ — 9.



Die Zweite dieser DlsiekunAen stellt wieder die Dkene

dar, weleke durek äie s/Vxe und den Mittelpunkt der lxu^el

(a, b) Askt.

^.us den keiden (dleieliun^en erkält inan

a (»' ik f) ö (»- L ».«I k°r»-r - - - tKckL

als Koordinaten der Lsrükrun^s punkte der Dmkülluntzstläeks

mit ^sder der sinAeküllten kugeln.

10. 'Wenn äie DlsiekunA K' (cc, z/, s, «) — i) oder K'

(a?, ?/, s, a, d) ----- 0 vom ersten Drads in lZssuA auf -r, z/, 2- ist,

so stellt ch — 0 äie kläoks dar, weleke von allen durek k — 0

darAsstellten Ebenen kerükrt wird. In diesem kalle sagk inan

Aewöknliek umKökekrt, äie kläeks d' werde von ikren

Dangontialskenen eingeküllt, so class liier äie lZe^riks von

Dmküllun^skläeke unä einKsküllter kläeke willkürliek

vsrweekselt werden.

Wir sekreiksn clis DleiekunA cler Dksns in cler korin

K (a?, t/, s) — ita? -f- «Z/ ^ — 1 — 0

oder

a? cos « ^ cos ^ s cos / — — 0.

Xwiseken den konstanten kestsksn die LsiüiekunAsn:

eos^ « -s- cos^

cos^-

cos r,. —

Die konstanten sind kunktionen entweder einer Vsr-

änderlieken oder Zweier von einander unakkänAiAen Vsrändsr-

lieken.

Detraekten wir sunäekst den ersten Kali, so kann inan

2!wiseken den drei DleiekunAen, weleke die ^kkänAi^keit der

A, v, tc von dein verändsrlieksn karamster ausdrücken, diesen

eliminieren, wodurek man ^vei DleiokunAsn nwiseken tt, v und?c

erkält. Diese keiden DleiekunAen stellen swsi kläeksn in Klan-

Koordinaten dar. Die DmküllunKsIläeke wird also dnrok kksnsn
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erimuAt, ivelelie 2ivei Kläelien Aleielmeiti^ lierüliren Ilire DlsieliunA

tl> — 0 vurä srlialtsn, inäem man äsn Darametsr « ans

3 ^ 3 it , Zv, Zn>
^^ ^ ! V V l ^ "v ^ 9
3a 3« ^ 3 « 3a

lisstimmt nnä in F' (sr, ?/, s, a) — 9 einsetzt Daänreli erseliöint «

als Knnktion von a? nnä ?/, nnä äio Diltersn^iation von >I>

einmal naeli allem a? nnä äss anäersmal naeli allem ?/ srAielit:

3 <!>
^
3 a?

3s

SV
-I-

3 ^

3 «

3 oc

3 z?

3 <l>

3 z/

3 s

3 4-
3

3 a

3 «

3 a?'

also, vreASn ^— — 9,

«< -s- «v ^ " ^9, v -j- tv — 0.
3 a? 3 ?/

Kliminiert man ». sivriselren äisssn Dlsieliun^en, so srliält

man eins (ZäsielmnA von äsr Korm

3̂ ?/ V«

ä. li. äie DitksreimialAlsieliunA' äsr alivviel^sllzarsn Kläolisn.

Disräureli ist lzsväessn, äass äie Klienen, äsrsn Dlsicäiun^ nur

einen vsränäsrlielisn Parameter enthält, eins aliiviolrellzars Kläelie

umliüllen, ivas nliriZens sclion ans äsr Lsmsrl:unA am Knäs äsr

Kr, 5 liervor^elit, Insofern äiess Krt von Kläclion äaänreli Aslrsnn-

ösielmst ist, äass sie von jsäsr 1'anAsntialelzsns län^s einer

Dinie kernln't iveräen, äie nlel,t notvvenäiA gsraäs sn sein

lzrauelit.

IVenn äaASAen äie Konstanten äsr Kliens Kunlvtionsn von

i?ivei von sinanäsr nnaliliänKiASn Vsränäsrlielisn e, ä sinä, so

sinä äie DmlinllnnAslläeliön niolit alzivielrelliare Kläelmn, Kur

von solelien soll im KolKsnäen äie ksäs sein,

Kliminisrt man « nnä ä ans äsn ärei DleiolinnAsn, vrelelis

äie ^liliänAi^leeit äsr Konstanten A, v, u> von a nnä ^ ans-

ärnelcen, äie lzeiäen letstsrn, so srliält man eins DleielmnA

swiselren n, v, ?e, zvelolis eins äisssr Konstanten als Kunlction

äsr lzeiäen anäsrn, äie äann als äie vsränäerlielisn Darameter ant-

treten, liefert Diese DlsioliunK ist 2!NAleieIi äie DlsieliunA
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der 1ImIiii.IIunAsf1iz.e1ic! In I? I u n k >>o r d innten uucl kann duker

selion an uucl für sielr du/u dienen, munellö DiAenselluktsn dieser

Dläelzs /u ünden, okne erst ilire. DleiekunA iu Dunktkoordinuten
/u entcviekelu.

Dieses Älittel ist numentlieli dann vor/u/islien, ivenn es

sieli um Dläelzen liundelt, deren DleielmnA in Vlunkoordinuten

man kennt, ivie die kolASnden lleispiele lelirsn, in denen das

Doset/, nueli zveleliein die sieli IzecvsAsnds Dkono sielr ändert,

dureli De/iekunASn /vviseken iln-sn /Vlistündsn von festen kunkten

ASAolzen sein soll, iVimmt man nur /ivei feste knickte an, so

entstellt sslllstvorständliek eine lkotutionstläolls, deren DiAen-

sokuften mit denen der rotierenden Xurve ülzsroinstimmsn und

dnüer kein Interesse Insten. IVir nslnnen darum drei feste

Dünkte un und lväklen ilire Dkeno /ur Dliene der a?z/.

11. Die veränderlieke Dksne soll der IZsdinAunA unter-

ivorfon sein, dass die Kumme der (Quadrate ikror tVlzständo

von drei testen Dunkton konstant klsilit.

Ist die DleiekunA der Dkene:

2 cos « 4^ Z/ d 4̂ ^ oos / —

cvo sellzstverständliell « und ^ niekt mslrr die DodeutunA von

unalikänAiAen Darametorn /u lialien ln-auellsn, und ke/eielinet man

die Xoorclinaten der drei festen Dunkts mit 2^, ; 2z, Z/z! 2g, ?/g,

so ivird die vorAesekrisl)kne DodinAunA dureli die DleiokunA

(2^ cos «4-?/^cos^—^4- (2z eos^-j-^oosfi— ^

4- ( 2g cos « -j- ^ cos ^ —^>)2 —

oder (19)

(«2, 4- — l)- 4- (/< 2z v^z —1)^-)- («a-g -cz/g — l)^

— ^2 (^2 ^ ^,2)

ausAedrüekt. Dntiviekolt man die DleiokunA, so erkält man:

«2 (-5/ ^ ^2 ^ 2 _ z,2) ^2 (^2 ^2 ^ Z/g' __ 52) _ ,^ 2 52

4- 2 «v (2^ z/^ 4- 2z z/, -j- 2g z/g) — 2 «(2^ -4 a-g -4 -»z) ll)

^ ^ ^ (z /l 4- z/g 4" z/g) 4^ 3 0.

lim die DleiolmnA /u vereinfaeken, lirinAt man Zuerst die
lxoetii/ienten von 2« und 2 v /.um Verseilvdnden. /iu dem Dndo

lirauekt man nur den /^.ntänAs^unkt der Koordinaten auf den
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Lelrworpunlit clss von den drei kosten ?unliten Asloildeten Orsieolcs

AU leASll.

Da lzis ^stAt die KielrtunA der Koordinatenaxen willl^ürlielr

Aoldiolzen ist, so I^ann man sie so wälrlon, dass auelr der Koskü-

Aient von »v vsrselrwindot. Dass dies immer möZliolr ist, lässt

sielr üoweisen, indem man losi kestlieAondsn Koordinatsnaxsn

das Drsieelc so lan^s um seinen Kelrwerpunlü dreüt, lzis der

KoekÜAient Aleioli Xull wird. Donlit man sielr das Dreieelc durolr

seine Kelrwsrpunlctstransvorsalsn <^, »", s ASAslosn, so sind

tollende Dloielrun^en aukAulössn:

Z/i ^ -»2 Ns ^ ^

^ > »2 ^ ^

!/> ^ ^

4

-r/ ^ ^ g S''

Nan üarm aloer auelr als Dnlrelcannte den Winlcel A ansslrn,

den die durelr einen der kosten Dunlvte Aslronds LelrwsrpnnXts-

transversale mit der n^rxe lrildst, nnd dalrei den LatA lrenutASN,

dass die Lelrwsrpunlctstransvorsalen den der von ilmsn

oinAeselrlossenen ^Vinl^el proportional sind, insofern die Ii,aAe
der i^xen kür alle unter einander älrnlielre Drsieelce diesellro

ist. Kuk losidsn ^VöAon AelanAt man Au ^.usdrüelren, welelre

kür ^sde der Dnlrelranntsn Awei reelle ^Verts, in der Dlrat alrer

nur eins Dösun^, liokorn, da es sielr dalrei nur um sine Vor-

tausolrunA der Koordinatenaxen lrandslt. Allein die erlraltsnen

Kusdrüel^e sind AU verwiel^slt, um sine einkaolrs Asometriselre

Deutung Anzulassen. Kus dieser lkntwiekelunA Aelrt lrervor, dass

sielr die DleielrunA (XII) auk die Ikorm lrrinAön lässt:

^ ««2 -p H — ^2 ^,s g 9^

welelre eins stets reelle Dläelrs Zweiter Klasse, also auelr Avvsiter

Ordnung, darstellt, deren Nittelpunkt der KnkanAspunkt der

Koordinaten ist. Die Krt der Kläolrs lränAt von der As^en-

seiti^en Da^e der kosten IKrnlzks und dem ^Vorts von ^ ad.
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wSASN zc. > ^ 3
also

2 ^ ^ ^)z "k ^z ^,) ^ 9 ^ — 0.^ 4- ^?/)

entstört dieselke Dläellö, wenn die LedinAunA lautet, dass die

doppelte Lunnne der Produkte von ^e ^wei Kenkreekten dem

neuutaeken (Quadrate ci.es ^.kstandes der Dkene vom Kekwer-

punkte, vermindert um eiue Ivonstante, Aleiek sein soll.

^.m eintaekstsn Aestaltet siek ciie /^.utAalze, cvenn die drei

testen k unkte ein AleieksekenkliAss Drsioek kildsn. Die Le-

äinAUNA

-r. ü/i d- ^ ^ -k -vz z/z 0

wird dann claclurek kekriediAt, dass man eins der Roordinatsnaxen

aut ciie Döks cies Dreiecks lsAt, ciie andere aiso parallel isur

Drundlinie annimmt. Ist ciann « ciie Drundlinie uncl /i ciie Döiie

cies Dreisers, so wird die DleiekunA der Dläeke:

^ (3^ — 2 /^) -k ^ (2 ^ — a2) -> ^ ^ 1,

weleke ^o naek cisn Werten von «, /i unci /c sämtlieke Nittsi-

punktsdäeken darstellen kann.

Wenn 2 /<-- — oder 3^ — 2 so artet die Dläeke

in eins Rurve aus, weleko in der Dkons der .rs, kszäelmnAsweise

der z/s, liößd. Wenn claASAön das Dreieck »deieliseitiA ist, werden

die Koetiixisnten von cd und Aleiok, die Dläelre also ^e naok

dem Werte von /c entweder ein Rotations-Dllipsoid oder ein

xweisekali^es Rc>tationsldvpsrl>ol<>id, welcke l>eide die srVxs i?ur

Rotationsaxe kaken.

Bedenkt man, dass der Aeometriseke Drt tür die Bunkte

im Raume, tür weleks die Kumme der (Quadrate der ^kstände

von drei testen kunkten konstant sein soll, sine RuAsllläeke ist,

die den Lckwerpunkt des von den drei Winkten Askildoten

Dreieeks 2um tVIittelpunkt kat, so keisst der Astunclens Katx:

Wenn man von allen Kugeln, wsleke die Dcken eines

Dreieeks ?u ülittelpunkten kaken, immer drei xu-

sainmenstellt, die siek ant der Dkertläclre einer testen

um den Kckwerpunkt des Dreieeks kssekrielzenen Ru^el,

sekneiden, so umkullen die den drei Rubeln Aemein-

samen DanAsntialolionen eine Dläoke Zweiten Drades,
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deren Nittelpnndt mit dein Nittslpundts der testen

XnAel ^nsammentällt.

Wenn man die Lsdin^nnA der tVut^ade dadin ändert, dass

die Lnnnne der (^nadrats der drei ^.dständo niedt Aleied einer

konstanten, sondern gleied dein ntaelcsn (Quadrate des ^.dstandes

der Irdene voin Lediverpnndte des Drsiseds sein soll, so ndrd

die Dleiednn^ (XII) -in

^ (a?/ -i- n/ ^ a?/) -> (?// d- «// d- «//) n — 3,

was tnr m 3 eins Dllipss in der Ddsne des Dreisers
darstellt.

12. DmAsdsdrt lassen sied ans der DloiednnA der Nittsl-

pnndtsdäoden in dlanleoordinaten DiZensedatten ilirsr Dan^ential-

edonon in lle^u^ ant deren ^.dständs von testen dnndten ad-

leiten. Der Dintaeddeit >vsFkn soll nnr das Dllipsoid

«2 d- -d — I

detraedtet vrerdsn. Dür die ndri^sn Dläodsn srA'sdsn sied die

DiZensedatton dnred vVndgrunA der Vor^oiedsn von /d nnd e-.

Xnt )eder der drei ^xsn sind ^vrsi dundte iin Zl sieden

/Vdstande voin Nittelxnndte ASAeden. Die ^.dständs dieser dundte

von der danAentialedsne

tv cos « -l- z/ cos ^ s cos 7 — d? oder ttcv -j- dV d tos — 1
sind:

d, — id (d — cos «), p/ — di -d ^ cos «),

dz ^ di (x> — t/z cos ^), d/ 2d ^ -d t/z cos ^),

dz ^ di (d ^ eos 7), d/ ^ (d d- Sz cos 7).

Löt^t inan lest, dass die 6 dnndte /.u^leied ant derselden

Leite der danAsntialsdens lisAön sollen, so ist:

d; — d/ ^ ? 2 o?z cos « — ? 2 ^ d^>

dz ^ dz' ^ ? 2 ^ dD dz — d/ ^ ? 2 s d»'-

Let^t inan lnerans die Werte tnr t«, 0, »1 in die Dlsiedun^

der l'däede ein, so erdält inan:

od (dz — d/)" , ^ (^^ — d/)' «2 (dz — dz')" . „
^ ^ -> ^ ^ ^ -

^z

Wädlt man die tosten dnndts so, dass
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so lrsisst äis (älsiolrunA:

^ Oz ^ 4^ (^z ^ ^ ^ ^

ivslslis äsn Latii lislsrt:

l^ällt nrnn von äsn länäpnnXtsn äsr ^xsn sinss

Dllipsoiäs Lsnlcrsslrts nnl ^säs ä?ÄNKSntinlo1)sns, so

ist äis Lnrnrns äsr (^naärats äsr Oillsrsn^sn von js

^vsi Ksnlcrsslrtsn, äis von äsn LnäpnnXtsn äsrssll)sn

^.xs Aslällt rvsräsn, gäsislr äsrn (^unärats äss äojrpsltsn

^.lzstanäss äsr Dlisne vorn Uittsl^unlvts.

13. Ltntt äsr ssolrs Ilnnlvts ant äsn ärsi ^.xsn sollsn nur

vier ant äsn ^.xsn äsr n nnä «/ nnAsnornrnsn rvsräsn.

^SASN it2 «2 -^- ^

lässt siolr äis dlsislrnuA äss Dllipsoiäs solrrsilrsn:

^ ^«2 — c?2) -j- ^2 — ^

Kst^t rnrrn lrisrsin tnr !t nnä r) äis in äsr vorigen Xninrnsr

Aslnnäsnsn IVsrts, so srlrält innn:

^4^ ^ " «2. (Xlll)

^Välrlt nrnn ^jst^t äis tsstsn l?nnl:ts so, änss

^ V«2 — c-2, ^ ^ V^2 —

so k.onunt:

Ol — ^ (?2 ^

ä. Ir.: ^Vsnn nrnn von äsn vier ?nnktsn, rvslslrs in äsn

änrolr äis äritts X.xs sinss üllipsoiäs AslsAtsn lännpt-

sslrnittsn äis ^.lrstänäs äsr Lrsnnpnnlcts vonr Nittsl-

xnnl^ts lrnläisrsn, Lsnlcrsslrts ankisäs äXrnAsntinlslzsns

tnllt, so ist äis Lnrnius äsr (^nnärnts äsr Dittsrsnssn

^s ?!ivsisr von äsrssllzon ^.xs ansAslrsnäsn Lsnlcrsolrtsn

Alsislr äsrn <),nnärs.ts äss ^.lrstanäss äsr Illrsns vorn

Nittslpnnl:to, vsrininäsrt nnr ärrs (^nnärnt äsr lrsälzsn

ärittsn ^xs. ^lrnlislrs Lätiis srlrält inan, rvsnn nrnn äis ?nnlcts

ant äsr srstsn nnä ärittsn oäsr nns äsr rirvsitön nnä ärittsn

^.xs nnnimint, älrnlislrs nnslr lnr äis s-näsrn Nittöl^unl^tslläolrsn.
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lienut^t man die LöiiieirunAen:

2 ? ^ ^ 4- ^ ^ ^V'

4 ^ ^ 4- 4-^4- p/>

so rvird die Dleieliunp- (XIII):

a4 — r- »s ,z

14; (^. ^ 4- I'. 4- ^2')'^

8et?:t man iet^t

^ ^ 2 >/a^ — ^ ^ ^ 2 — c",
so erliält man

(^1 ^ ^ (^s " " (^ 1 ^ ^ ^ ^ 16
oder

4 ^ 4- 4^^/4-2 (^ > ^z/) (7^ 4. ^') ^ 16 e'.
Daraus:

^ 4- ^ ^ 4 c- — 2

cl. Ii.: ^Venn die vier I'nnlrtö des vorigen Latsss vom

NittelpnnlDe nm die doppelten Dxeentrieitäten entkernt

sind, so ist die Znmme der d'rodulcto von ^je svrei von

derselben ^xe ausAelrsndsn Lsnlrrselrten Zlsielr dem

(Quadrate der dritten ^.xs, vermindert nm das doppelte

(Quadrat des ^6standes der dlanASntialelzene vom Nittel-

punlcte.
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