Allgemeine Theorie der Umhiillungsflichen und
einige damit zusammenhiingende Eigenschaften
der Flichen zweiten Grades.

Von Professor Dr. W. Stammer, Oberlehror,




o bl A A e 7 S e e T B




I. Wenn man in der Gleichung einer Fliche eine oder
mehrere Konstante sich stetig #indern lisst, so erhilt man
eine ununterbrochene Reihe von Flichen derselben Familie.
Die Fliche, welche alle diese unendlich vielen Flichen beriihrt,
so dass sie als der geometrische Ort der Beriithrungspunkte
erscheint, heisst die Umhiillungsfliche gegeniiber den ein
gehiillten Flichen.

Diese Erklirung, welche der von Magnus®) fiir die Um-
hiillungskurven aufgestellten nachgebildet ist, entspricht dem
Wesen der Umbhiillungsflichen besser als die gewéhnliche, die
auf der unklaren Vorstellung des Durchschnitts zweier unendlich
nahen Flichen beruht.

Enthilt die Gleichung der eingehiillten Fliichen n Kon
stante, welche sich stetig dndern (Parameter) und zwischen
welchen #-—1 Gleichungen bestehen, so kann man aus diesen
Gleichungen 7—1 Konstante durch die #% ausdriicken, so
dass die gegebene Gleichung der Flichen nur mehr eine
willkiirliche Konstante enthilt, die im Folgenden stets mit
hezeichnet werden soll.

2. Es sei F (z, 4, 2, «) = 0 die gegebene Gleichung der
eingehiillten Flichen; dann ist die Aufgabe die, die Gleichung
O (@, ¥, 2) = 0 einer Fliche zu suchen, welche alle von der

ersten Gileichung dargestellten Flichen berithrt. Zu dem Ende

denken wir uns die beiden Gleichungen in der Form
e=f@ya), z2=09 @y (1)
geschrieben, Die diesen beiden Flichen gemeinsamen Punkte
werden fiir jedes « durch die Gleichung
Filo gy, o) =@ (x 4) (II)
*) Bammlung von Aufgaben und Lehrsiitzen aus der analytischen Geometrie

der Ebene, & 94,
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in Verbindung mit der ersten Gleichung (I) geliefert. Damit
aber in diesen Punkten Beriihrung stattfinde, miissen durch die
Koordinaten der Punkte die beiden Gleichungen:
g f | df oq :
— L — —L — = (111)
0 o & o {.I" oy

befriedigt werden. Diese beiden Gleichungen dienen also zur

Bestimmung der Form und der Konstanten der Funktion .
3. Schreibt man die Gleichung (IT) in der Form
A = U, (IV)
so sind drei Fille zn unterscheiden:

a) Die Gleichung stelli einen Punkt dar, wenn die linke
Seite aus der Summe zweier Quadrate besteht, also das Produkt
zweier imagindren Faktoren ist. Die Gleichung zerfillt in zwei
Gileichungen, die gleichzeitiz befriedigt werden miissen.

b) Die Gleichung stellt zwar eine cylindrische Fliche dar,
aber ihre Verbindung mit (I) fithrt zu Fall a).

¢) Keiner dieser Fille tritt ein.

Der erste Fall liefert fiir jedes e bestimmte Werte fiir
¢, I, 2 so dass also jede der eingehiillten Fliichen mit der Um-
hitllungsfliiche nur einen oder mehre getrennte Punkte gemein
hat. Eliminiert man « zwischen der Gleichung 2 = f (2, ¥, «)
und den beiden Gleichungen, in welche die Gleichung (IV) zer-
fiillt, so erhiilt man zwei Gleichungen zwischen @, y, 2 fiir den
geometrischen Ort der Punkte, welche die Umbhiillungsfliiche mit
den eingehiillten Flichen gemein hat. Dieser Ort ist demmach
eine Linie und nicht die Umhiilllungsfliche selbst, wie in (1) ver-
langt wird. Das Gleiche gilt fiir den zweiten Fall, so dass also
nur der dritte Fall zu beriicksichticen ist.

{. Die Gleichung (1V) liefert y als Funktion von @ und e.
Da diese beiden Veriinderlichen von einander unabhiingig sind,
so ergiebt die Differenziation nach allem o:

0 s i
0 o oy ¢ o
Ersetzt man ¥ (z, y, «) durch seinen Wert f (2, ¥, &) — ¢ (&, #)
und bedenkt man, dass dann in @ nur das « vorkommt, welches in

y als Funktion von z und o« enthalten ist, so wird die Gleichung:

=

+ (;'__f_ b _J) 29 —
oy oy o




daher, wegen i.““.
(V)

Denkt man sich umgekehrt z als Funktion von y und
80 hat man

folglich, wegen (V),

so dass also die beiden Gleichungen (IIl) zu gleicher Zeit
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huﬂ'il:tli;;‘t werden, d. h. identisch sind.

Durch Elimination von o zwischen der Gleichung (V) und
der ersten der Gleichungen (I) erhélt man eine Gleichung, welche,

da sie von w unabhiingig ist, fiir die Berithrungspunkte der

Umbhiillongsfliche mit siimtlichen eingehiillten Flichen gilt, mithin
{

L

die Umhiillungsfliiche darstellt. Um aber die gesuchte Gleichung
zu bilden, ohne erst die gegebene Gleichung F' (z, y, 2, o) nach
2 aufzulisen, verfilnt man in bekannter Weise, indem man K
nach allem o« differenziert und dabei ¢ als Funktion von o hice,
das y aber als Funktion von x und « (wegen Gleichung II)
ansieht. Das giebt:

&) el G

% oy
i_‘ldt:l'

d K

<

Der Koeffizient von —2 ist nichits anders als der voll-
O o

stiindige Differentialkoeffizient von F nach y, welcher fiir jedes o
verschwindet; ferner ist 2 nichts anderes als die oben mit f
‘-l. -

bezeichnete Funktion, so dass — — 0. Die Gleichung liefert

0 e
d _I"

(i

daher: =0
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Die Gleichung der Umbhiillungsfliche wird also erhalten

durch Elimination von o zwischen den Gleichungen

o 2
By ) — K i — (). (VI)
- 4 0 '

Es ist zu bemerken, dass hiernach nur dann eine Umbhiil-

lungsfliiche besteht, wenn die Gleichung - — () das « als
- o

reelle Funktion von z, y, 2 bestimmt. Wenn z B.
2 = (2 4+ a)® + (y — bP

die Gleichung der eingehiillten Fliichen ist, so wird

d z S o
= —ha = )* = 3 (y — by¥ = 0,
0 & j i :
eine Gleichung, die nur durch @ = o, y = b befriedigt

wird, also keine Umhiillungsfiiche liefert,
Ebenso giebt es keine Umbhiillungsfliiche, wenn F' eine

lineare Funktion von & ist, weil dann - kein @« mehr
LB
enthiilt,

b. Zmr Vervollstindigung der Entwickelung bedarf es noch
des Beweises, dass die nach Anleitung von (4) gebildete Glei-
chung auch wirklich die Fliche darstellt, welehe die Flichen
2 — [ (&, 4, «) einhiillt, d. h. dass sie den Bedingungen

v o o m af o @ :

f (e, u, &) = ¢ (&, ¥), 'If = ] f — s L\”.’
entspricht.
0 ot 0 J'J " | .
Aus der Gleichung - — 0 erhilt man « als Funktion
O o
von @, ¥, also @ = 9 (a, ¥); folglich ist gemiiss dem Gesetze fiir
die Bildung von ¢ diese Funktion nichts andres als £ [«, 1, 2 (z, y)],
so dass die erste der Bedingungen jetzt lautet:
@y e)="fI[zy 2 @y)
t'il]l' 'l'll‘it‘]luh_'_(. ‘u\'l']L‘]IL' }J!'i.ril'l“srl' 'I.'.':IL‘1| t’}llrc']i
G =D (VIII)
Da nun nach der Voraussetzung o eine reelle Funktion von a, y
ist, so giebt es unendlich viele stetig auf einander folgende Werte
von @, y, welche = reell machen; mithin ist auch umgekehrt y
eine reelle Funktion von &« und z d. h. die Gleichung (VIII),

und ebenso die erste der Gleichungen (VII), liefern eine Linie
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als geometrischen Ort fiir die Punkte, welche die Flichen F
und @ gemein haben, Substituiert man den aus der ersten der
l}](‘i(']lllllg‘l‘]l [\I.ll |"l‘[|.’l]1g‘]]t"ll Wert von « 1n die .'f.".\'t:{li’., wobei if

als Konstante betrachtet wird, so heisst sie:

{“- I,l"

= 0 mit der zu erfiillenden Bedingung iiber-
g e '

E - = = ‘\I : ‘I T
einstimmt. Dasselbe gilt fiir - lig= i
0y oy

welche wegen

f

s werden also die Gleichungen -
O T

durch alle x, ¥ befriedigt, welche der Gleichung f= ¢ geniigen;

d. h. in allen Punkten der durch diese Gleichung gegebenen
Linie findet Berithrung der Umbhiillungsfliche mit der durch den

jedesmaligen Wert von =« bestimmten eineehiillten Fliche statt.
. t g

6. Bestehen zwischen den # in & (z, ¥, 2) vorkommenden
Parametern nur n—2 Gleichungen, so bleiben nach Elimination
der iibrigen noch 2 von einander unabhingige Konstante in der
Gleichung der eingehiillten Flichen, so dass diese heisst:

i |, 1, [

Man hat auch hier fiir die der Umhiillungsfliche mit den
eingehiillten Flichen gemeinsamen Punkte die Gleichung:

@y o«s)=ae i), oder w (x, yiooy B) = 0. (IX)

Hier kann der erste oder zweite der in (3) unterschiedenen
Fille eintreten. Geschieht das nicht, d. h. hat die Umbhiillungs-
fliche mit jeder der eingehiillten Flichen eine Linie gemein,
so liefert die letzte Gleichung fiir jeden Punkt derselben eine
Beziehung zwischen o und g, mithin unendlich viele eingehiillte
Flichen, die alle die Linie mit der Umbiillungsfliche und mit
einander gemein haben; aber jede der eingehiillten Flichen
beriihrt die Umhiillungsfliche in einem andern Punkt der gemein-
schaftlichen Linie. Denn finde die Berithrung in demselben
Punkte der Umhiillungsfliiche statt, so berithrten sich in diesem
Punkte die unendlich vielen eingehiillten Flichen untereinander,
was nur in ganz besondern Fillen (singuliren Punkten) statt-

finden kann. Es liegt das darin, dass die beiden Gleichungen
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il I,f il D a If 0 P

= nicht mehr identisch sind mit f = @

d o dx dy d oy

und darum fitr jedes @, y bestimmte Werte fiir «, 8 liefern.
Hiernach ist in jedem Falle sowohl das x wie das y jedes
Berithrungspunktes, d. h. jedes Punktes der Umbhiillungsfliche,
eine Funktion der beiden von einander unabhiingigen Veriinder-
lichen «, 8. Nimmt man g als konstant an und lisst nur e sich

indern, so erhilt man ihnlich wie oben:

d f 8 Ilrrl\' I,f i) ff"\ di it ::/t- If f:“rf'z\ o Y

- = = = = . = =h )
0 e \d @ QY i - Nouy dy/) 0a
fi
also = / — i
LR ¥ 4
: : diif
Ebenso beweist man, dass auch - ": (.
o 1}

Verfihrt man weiter nach Anleitung von (4), so erkennt
man, dass die Gleichung der Umbhiillungsfliche erhalten wird

durch Elimination von « und g zwischen den drei Gleichungen

Y 5 I\' I“ [ j‘l
B (G, s 2o, By =000 5 — = = {).
1 : % O o (4] ‘f

Da aus den beiden Gleichungen

9 'II‘ =ik 0 'l{ — i

0 @ d g
fiir jedes Paar Werte von « und g bestimmte Werte von
und y hervorgehn, so erkennt man, dass in der That die ge-
fundene Umbhiillungsfliiche von jeder der eingehiillten Flichen

pur in einzelnen Punkten berithrt wird.

7. Die Entwickelungen lehren uns, dass es zweierlei Arten
von Umbhiillungsflichen giebt, von denen die eine als der geo
metrische Ort der Beriihrungslinien, die andere der Beriihrungs-
punkte erscheint.

Die Bildung der Gleichungen der beiden Arten hat auch
eine geometrische Bedeutung. Ist die Funktion I (z, ¥, 2, «)
in Bezug auf « vom m* Grade, so liefert die Gleichung
F (x, y, 2, @) = 0 fiir jeden Punkt 2, %, # im Raume m Werte
von «, welche allerdings nur innerhalb gewisser Grenzen reell
sind, so dass also innerhalb dieser Grenzen durch jut]cn Punkt m

eingehiillte Flichen gehn, Da aber fir die Punkte der Um-
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: i L QI
hiillungsfliiche ausserdem noch die Gleichung —— = 0 besteht,
By o o

80 sind fiir jeden dieser Punkte zwei Werte von a gleich: d. h.
die Umbhiillungsfliche hat die Eigenschaft, dass von den m ein-
gehiillten Flichen, welche darch jeden ihrer Punkte gehen,
immer zwei zusammenfallen.

Ahnlich verhiilt es sich mit den Flichen

Bilw g2 w,8) = 0,

8. Zwei einfache Beispiele mégen zur Hrliuterung des
Gesagten dienen.

Die eingehiillten Flichen sind Kugeln mit dem Radins p
deren Mittelpunkt die Peripherie des Kreises

Zi—(); e S
bilden. Sind « und & die Koordinaten des Mittelpunktes einer

der Kugeln, so ist ihre Gleichung

= 22 + (& — @)? s L.lf_f e pt =10

wo @ und & durch die Gleichung

verbunden sind.

a) Die Kugeln werden simtlich beriihrt, also scheinbar
umhiillt, von jeder Kugel, deren Gleichung

C—g'+a+y — (Vg F 7+ =0

ist, wo g den beliebigen Abstand des Mittelpunktes der Kugel
von der Ebene des Kreises bedeutet.

Die Elimination von 2z zwischen den beiden Gleichungen
liefert:
(@z+by —r* F pVgE+ 1)+ g* [(@ — a)? +(y — b)* — p?] = 0.
Versucht man die linke Seite dieser Gleichung als Produki
zweier linearen Faktoren (ux 4 vy — 1) (u'e - vy 1) dar-

|
l

zustellen, so findet man fiir die Konstanten w, o, w/, »* komplexe

Ausdriicke, und die Gleichung wird

[(az + by — »%) X"l"k“) + ¢ F e + g° (br — ay)® = 0.

Wenn ¢ nicht Null ist, so miissen also gleichzeitiz die
beiden Gleichungen ]:[_-.t‘i'if‘[iigr. werden:

(@r + by — rY) Vo - g® F pr? = 0, bz = ay.

13
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Sie liefern fiir die Beriihrungspunkte:
R EY.
= T = =
\.-}.2 1 D,‘_:

Setzt man diese Werte in die Gleichung » eingehiillten

£

Kugeln ein, so erhiilt man:
c ge
il 1“,-'-}.'.! _"‘ff':

Da diese Gleichung nicht mehr @ und & enthilt, so gilt sie
fir alle Kugeln und liefert demnach den geometrischen Ort
fiir die Punkte, in welchen die beiden einhiillenden Kugeln die
eingehiillten beriihren, niimlich zwei Kreise.

Wir haben also hier ein Beispiel des ersten der drei in
(3) aufgefithrten Fiille.

b) Ist dagegen g = 0, so haben wir nur die eine Gleichung

ax 4+ by — r (r £ p) =0, (X)
welche eine auf der Ebene des Kreises senkrechte Ebene dar-
stellt. Eliminirt man 4 aus dieser Gleichung und der der ein-
gehiillten Kugeln, so erhiilt man

b2 2% - |r.:: — a (r + r,||‘~' — (),

s muss also zugleich
@& (r £ p)
z = 0 und x = »
=
Das ist der zweite Fall der Nr. 3. Die Gleichung (X)
stellt die Tangentialebenen in den Berithrungspunkten der

Flichen dar.

¢) Um nach Anleitung von (4) die Gleichung der wirklichen
Umhiillungsfliche zu bilden, muss zuerst in der Gleichung der

eingehiillten Kugeln & durch Vi? a? ersetzt werden. DMan

=i ] : :
kann aber auch —— bilden, indem man & als Funktion von «
O o

|-\' J'I.l (i =

betrachtet und — = — ; benutzt. Das @ hat die Bedeutung
o )

des frithern «. Dadurch erhiilt man fiir die Umbhiillungsfliche

die Gleichung

D (2, y, &) = 2?2 -+ 22 4+ 4 r*




1495

welche, wie vorauszusehen war, den Wulst darstellt, der durch
Rotation des Kreises

] i 2
: - & — = p*

um die zAxe entsteht,

Die Elimination von 2 zwischen den Gleichungen
P = 0 liefert
ay — bx = 0,
also eine Ebene, welche durch die 2Axe und den Mittelpunlkt
der Kugel (a, ) geht, mithin den grissten Kreis bestimmt, in

dem die Kugel vom Waulste beriihrt wird, Die Gleichungen

heissen jetat beide
a*y*
sind also mit f (a, ¥) = ¢ (x, ¥) identisch.
9. Ein Beispiel der zweiten Art von Umhiillungsfliichen

liefern die Kugeln vom Radius f, deren Mittelpunkte die Ober
fliche der Kugel

WO

mithin

man die Gleichung

2 — (r 4 pPE =0

wie voraunszusehn war
Eliminiert man 2 zwischen den beiden Gleichungen, so
kommt:

e 4=by — r (r £ O + ¢t [2* 4 42 — (¢ - P2l = 0.
Verfihrt man wie in (8, a.), so findet man fir diese

Gleichung die Form:

[» (ax ~|- r’w] — (a® - b”:; (r =+ p};,-:! + ¢t [_fr_a' — )i =0
Es muss also gleichzeitig
r (ax 4 by) = (a2 0%) (r £ p),

b r

A Dt o P

i £ e s
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Die zweite dieser Gleichungen stellt wieder die Ebene
dar, welche durch die zAxe und den Mittelpunkt der Kugel

b) geht.

Aus den beiden Gleichungen erhilt man

f) ¢lr == p)

a{r 4 r"] b = g ;

L= — =ty = und ferner z =
- . 5 "
Koordinaten der Berithrungspunkte der Umhiillungsfliche

jeder der eingehiillten Kugeln.

10. Wenn die Gleichung F (2, %, 2 «) = 0 oder F
(2, 4, 2, &, 8) = 0 vom ersten Grade in Bezug auf w, y, 2 ist

so stellt @ = 0 die Fliche dar, welche von allen durch F = 0
dargestellten Ibenen berithrt wird. In diesem Falle sagt man
;‘-'L-\\'['n]nlii[‘h ll]]l:_'_'['hl'll]'r_ die i"]‘iil']l:' ¢ \\'1'!'([1' VOon ”l]‘l']l
Tangentialebenen eingehiillt, so dass hier die Begriffe von
Umhiillungsfliche und eingehiillter Fliche willkiirlich
verwechselt werden.
Wir schreiben die Gleichung der Ebene in der Form
Vi (&, Y, 8) = ux 4 vy 4wz — 1 =0

X cos e+ ycosp |+ zgeosy —p—=—0u

Zwischen den Konstanten bestehen die Beziehungen:
& ey i o
cos* o - cos* B -+ cos®* ¥ = 1,
"
OB ——5 'l
a9 ) L
Vu? - v w®
W

;. \'”z T

Die Konstanten sind Funktionen entweder emmer Ver-

oS "_f —_ 8 , —

P ]
Vu? -+ % w?

inderlichen oder zweier von einander unabhiingigen Veriinder-
lichen.

Jetrachten wir zuniichst den ersten Iall, so kann man
zwischen den drei Gleichungen, welche die Abhiingigkeit der
w, v, 1w von dem verinderlichen Parameter ausdriicken, diesen
eliminieren, wodurch man zwei Gleichungen zwischen w, ¢ und w
erhiilt. Diese beiden Gleichungen stellen zwei Fliichen in Plan-

koordinaten dar. Die Umbhiillungsfliche wird also durch Ebenen
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erzengt, welche zwei Flichen gleichzeitig berithren. Ihre Gleichung
® = 0 wird erhalten, indem man den Parameter « aus

aF 0w R 0w

— =2 — 4y S =0

o o o * 0o 1
bestimmt und in I (2, y, 2, o) = 0 einsetzt Dadurch erscheint o
als Funktion von 2z und y, und die Differenziation wvon &

einmal nach allem « und das anderemal nach allem y ergiebt:

i 0@ _ G D GRS
x 0w SN S j 0z

Hzfitl‘r i '_fi:;_
oy
G
algo, wegen S 0,
U ~t o =\, e (,I 2 0.
; ay

Eliminiert man o zwischen diesen Gleichungen, so erhilt

man eine Gleichung von der Form

0 2\
Sl

] NG z/

d. h. die Differenzialgleichung der abwickelbaren Fliichen.
Hierdurch ist bewiesen, dass die Ebenen, deren Gleichung nur
einen verinderlichen Parameter enthiilt, eine abwickelbare Fliiche
umhiillen, was iibrigens schon aus der Bemerkung am Ende der
Nr. 5 ]11-!'\1'1‘5.;1*}1(: ingofern diese Art von Flichen dadurch gekenn
zeichnet ist, dass sie von jeder Tangentialebene lings einer
Linie beriihrt werden, die nicht notwendig gerade zu sein
braucht.

Wenn dagegen die Konstanten der Kbene Funktionen von
zwei von cinander unabhingigen Verdinderlichen «, 8 sind, so
sind die Umbhiillungsfliichen nicht abwickelbare Flichen. Nur
von solchen soll im. Folgenden die Rede sein.

Eliminiert man » und B aus den drei l;ll(!it'l11111gt'11, welche
die Abhiingigkeit der Konstanten %, #, w von o und 8 aus-
driicken, die beiden letztern, so erhiilt man eine Gleichung
awischen #, », w, welche eine dieser Konstanten als Funlktion
der beiden andern, die dann als die veriinderlichen Parameter auf-

treten, liefert. Diese Gleichung ist zugleich die Gleichung

4 i
3
H
4
4
1
i
1
|
1
b
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der Umhiillungsfliche in Plankoordinaten und kann daher
schon an und fiir sich dazu dienen, manche Eigenschaften dieser
Fliche zu finden, ohne erst ihre Gleichung in Punktkoordinaten
zu entwickeln,

Dieses Mittel ist namentlich dann vorzuziehen, wenn es
sich um Flichen handelt, deren Gleichung in Plankoordinaten
man kennt, wie die folgenden Beispiele lehren, in denen das
Gesetz, nach welchem die sich bewegende Ebene sich iindert,
durch Bezichungen zwischen ihren Abstinden von festen Punkten
gegeben sein soll. Nimmt man nur zwei feste Punkte
entsteht selbstverstindlich eine Rotationsfliiche, deren Kigen-
schaften mit denen der rotierenden Kurve iibereinstimmen und
daher kein Interesse bieten. Wir nehmen darum drei feste
Punkte an und wiihlen ihre Ebene zur Ebene der @Y.

11. Die verdinderliche Ebene soll der Bedingung unter-
worfen sein, dass die Summe der Quadrate ihrer Abstinde
von drei festen Punkten konstant bleibt.

Ist die Gleichung der Ebene:

;08 o - ¥ 08 A —- 2 cos T =
wo selbstverstindlich o und 8 nicht mehr die Bedeutung von
unabhiingigen Parametern zu haben brauchen, und bezeichnet man

1
so wird die vorgeschriebene Bedingung durch die Gleichung

die Koordinaten der drei festen Punkte mit ., YTy e Y

| a | 3 o
L COS @ 1. CO8 :'} — ) 1= WL, COS =Y, 00808 — N)* i
1 .J'L £ J‘ I o o { f f \ l ]
’ 1 \ 9
=, COS o i If"f_.. 08 5 I —
oder (10)

(ree, ——1
S|

ausgedriickt,
u? (ir, e e R e S (TR
4 2 uw (_.J'I ,’_.I'] —i— _r'__I .xj_: —i—_r:: :
20(y, + ¥ +y,) +3=0.
Um die Gleichung zu \'t-l;i‘iu[‘:u-ht-n_. bringt man zuerst die
Koeffizienten von 2% und 2% zum Verschwinden. Zu dem Ende

braucht man nur den Anfangspunkt der Koordinaten auf den
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Schwerpunkt des von den drei festen Punkten gebildeten Dreiecks
zu legen.

Da bis jetzt die Richtung der Koordinatenaxen willkiirlich
geblieben ist, so kann man sie so withlen, dass auch der Koeffi-
zient von ue verschwindet. Dass dies immer mioglich ist, lHdsst
sich beweisen, indem man bei festliegenden Koordinatenaxen
das Dreieck so lange um seinen Schwerpunkt dreht, his der
Koeffizient pleich Null wird. Denkt man sich das Dreieck durch
seine Schwerpunktstransversalen ¢, r, s gegeben, so sind

olgende Gleichungen aufzultsen:
folgende Gleichung fzul

oyt oy, Ty, =0,

M b

4

"ll:l:: + .'?;.12 S 0
Man kann aber auch als Unbekannte den Winkel & ansehn,
den die durch eimen der festen Punkte gehende Schwerpunkts
transversale mit der zAxe bildet, und dabei den Satz benutzen,
dasg die Schwerpunktstransversalen den Sinus der von ihnen
eingeschlossenen Winkel proportional sind, insofern die Lage
der Axen fiir alle unter einander #hnliche Dreiecke dieselbe
ist. Auf beiden Wegen gelangt man zu Ausdriicken, welche
fiir jede cder Unbekannten zwei reelle Werte, in der That aber
nur eine Lisung, liefern, da es sich dabei nur um eine Ver-
tauschung der Koordinatenaxen handelt. Allein die erhaltenen
Ausdriicke sind zu verwickelt, win eine einfache geometrische
Deuntung zuzulassen. Aus dieser Entwickelung geht hervor, dass

sich die Gleichung (XII) auf die Form bringen liisst:
Pa? =0 v — & w3 =0,

welche eine stets reelle Fliche zweiter Klasse, also anch zweiter
Ordnung, darstellt, deren Mittelpunkt der Anfangspunkt der
Koordinaten ist. Die Art der Fliche hingt von der gegen-

Hu-ili:__;’u!l Lage der festen Punkte und dem Werte von £ ab.
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Wegen p, + p, +p,=3p,

also

2i(p oy Ey perbpan =2 — (02 Hipd Eint)
entsteht dieselbe Fliche, wenn die Bedingung lautet, dass die
doppelte Summe der Produkte von je zwei Senkrechten dem
neunfachen Quadrate des Abstandes der Ebene vom Schwer-
punkte, vermindertf wm eine Konstante, gleich sein soll.

Am einfachsten gestaltet sich die Aufgabe, wenn die drei
festen Punkte ein gleichschenkliges Dreieck bilden. Die Be-
dingung
+ & 2l E,

T, Y 5 s

wird dann dadurch befriedigt, dass man eine der Koordinatenaxen
auf die Hohe des Dreiecks legt, die andere also parallel zur
Grundlinie annimmt. Ist dann @ die Grundlinie und i die Hohe
des Dreiecks, so wird die Gleichung der Fliche:

l g [0 ]2 D hEY . 1 I - a I

“Jr (3 % _..fﬁli—‘}.'l\-_.". —-4’f_]-|—Eq
welche je nach den Werten von @, # und % siimtliche Mittel-
punktsfliichen darstellen kann.

Wenn 2 k* = a® oder 8 &2 = 2 k% so artet die Fliche
in eine Kurve aus, welche in der Ebene der a2, beziehnngsweise
der yz, liegt. Wenn dagegen das Dreieck gleichseitig ist, werden
die Koeffizienten von #? und +* gleich, die Fliche also je nach
dem Werte von /& entweder ein Rotations-Ellipsoid oder ein
zweischaliges Rotations-Hyperboloid, welche heide die z Axe zur
Rotationsaxe haben.

Bedenkt man, dass der geometrische Ort fiir die Punkte
im Raume, fiir welche die Summe der Quadrate der Abstinde
von drei festen Punkten konstant sein soll, eine Kugelffiiche ist,
die den Schwerpunkt des von den drei Punkten gebildeten
Dreiecks zum Mittelpunkt hat, so heisst der gefundene Satz:
Wenn man von allen Kugeln, welche die Ecken eines
Dreiecks zu Mittelpunkten haben, immer je drei zu-
sammenstellt, die sich auf der Oberfliche einer festen
um den Schwerpunkt des Dreiecks beschriebenen Kugel,
schneiden, so umhiillen die den drei Kugeln gemein-
samen Tangentialebenen eine Fliche zweiten Grades,
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deren Mittelpunkt mit dem Mittelpunkte der festen
Kugel zusammenfiillt.

Wenn man die Bedingung der Aufgabe dahin @ndert, dass
die Summe der Quadrate der drei Abstinde nicht gleich einer
Konstanten, sondern gleich dem nfachen Quadrate des Abstandes
der Ebene vom Schwerpunkte des Dreiecks sein soll, so wird
die Gleichung (XII) zu

12 |l e i .:'”2_5 + »? [.'.fjl:i oyt + 3t = n — 3§,
was fiir # > 8 eine Ellipse in der Ebene des Dreiccks
darstellt.

12. Umgekehrt lassen sich aus der Gleichung der Mittel-
punktsfliichen in Plankoordinaten Eigenschaften ihrer Tangential-
ebenen in Bezug auf deren Abstinde von festen Punkten ab-
leiten. Der Einfachheit wegen goll nur das Ellipsoid

a2 w? 4 B2 g + 2 =1
betrachtet werden. Fiir die iibrigen Flichen ergeben sich die
Eigenschaften durch .-l\.luderung der Vorzeichen von 62 und %

Auf jeder der drei Axen sind zwei Punkte im gleichen
Abstande vom Mittelpunkte gegeben. Die Abstinde dieser Punkte
von der Tangentialebene
oS o + Y cos B 1+ 7 cosy = P oder we 4 vy 4+ e = 1
sind;

p, = (p ® Cos p/ = & (p + x cos a),

By = = (P Yy CO8 py = = (p + y, cos B),

iy S=har {P — & €08 Py = + (p:=tz <y COS ;".l]'

Setzt man fest, dass die 6 Punkte zugleich auf derselben
Seite der Tangentialebene liegen sollen, so ist:

i ot e W |

pp—p = F 2 x, €08 o = F 2 x pu,

Py — P! =F 24,00 py—p'=F 2zpuw
Setzt man hieraus die Werte fiir w, », w in die Gleichung

der Fliche ein, so erhilt man:

at (p % B (p. — u.9)° o2 Sy
Ut S A o N e Bl i

x4
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g0 heisst die Gleichung:
p) + (py — py) = 4 P
weleche den Satz liefert:

Fillt man von den Endpunkten der Axen eines
Ellipsoids Senkrechte auf jede Tangentialebene, so
ist die Summe der Quadrate der Differenzen von je
zwei Senkrechten, die von den Endpunkten derselben
Axe gefillt werden, gleich dem Quadrate des doppelten
Abstandes der Ebene vom Mittelpunkte.

13. Statt der sechs Punkte auf den drei Axen sollen nur
vier auf den Axen der x# und y angenommen werden.

y . 1
Wegen W 0F W= —
- P
lisst sich die Gleichung des ]*}[|5Lrﬁl'Jii|H schreiben:
g "3 Y ("] O o ._f'z
u (02 — ) + 2 (B2 — ) =1 — —
g P
Setzt man hierein fiir # und # die in der vorigen Nummer
g
gefundenen Werte, so erhélt man:
(&5 —¢*) g 0P —et o :
e ) .2
T {jr:r——fr___l : pf — o, (XIID)

s0 kommt:

(2 P, i + l';,“__!

d, h.: Wenn man von den vier Punkten, welche in den
durch die dritte Axe eines Ellipsoids gelegten Haupt-
schnitten die Abstinde der Brennpunkte vom Mittel-
punkte halbieren, Senkrechte auf jede Tangentialebene
tillt, so ist die Summe der Quadrate der Differenzen
je zweier von derselben Axe ausgehenden Senkrechten
gleich dem Quadrate des Abstandes der Ebene vom
Mittelpunkte, vermindert um das Quadrat der halben
dritten Axe. Ahnliche Sitze erhilt man, wenn man die Punkte
auf der ersten und dritten oder auf der zweiten und dritten
Axe annimmt, ihnliche auch fiir die andern Mittelpunktsfiichen.
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Benutzt man die Bezichungen:

2 p = P = J,ul" = p, -+ r“;-f.*
= F el
so wird die Gleichung (XIII):

Setzt man jetzt

z, = 2 Va* — ¢

s0 erhilt man

0, — 2y + @, —2)' =@, + p/ + p, + ) — 16 &,
oder
4 PP 4 Py P 4 2 e i) {lu,_:
Daraus:
pyp FpypS =4 2 — 2 ph

d. h.: Wenn die vier Punkte des vorigén Satzes vom
Mittelpunkte um die doppelten Excentricititen entfernt
sind, so ist die Summe der Produkte von je zwei von
derselben Axe ausgehenden Senkrechten gleich dem
Quadrate der dritten Axe, vermindert um das doppelte
Quadrat des Abstandes der Tangentialebene vom Mittel-
punkte.
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