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SIMPLIFICATION ET EXTENSION

DE LA

GEOMETRIE D'EUCLIDE

I_)cpu:'e: plus de quarante ans, je suis en possession de quelques propositions de la
Géomélrie élémentaire, qui m’ont paru simplifier le domaine de cette

.':LC[t'm:c, S5dns
lui rien faire perdre de la rigucur qu'on a le droit d’exiger.

Les Géometres de ma
connoissance les ont jugées dignes d’étre publides, et je me suis rendu

1] leurs S01-
haits en faisant imprimer un mémoire sur cette matitre dans

les Annales de ndtre
Académie des sciences et Lelles lettres, pour les années 1814—15. Mais depuis ce
je suis parvenu i simplifier encore
d'avantage cette science exacte, et je ne crois pas pouvoir mieux remplir ma

tems, en revenant toujours sur le méme objet,

dche,
et répondre & 'honorable
conliance de mes supérieurs, qu'en trailant ici cette simplification inattendue
ne pas répéter des propositions trop laciles 4 démontrer ou dont on ir
monstration ailleurs, je ne ferai que les indiqucr.

comme Professeur de Mathématiques au college frangois,

» et pour

ouve la dé-

§ 1. Delinition. Le simbole @.4 représente en geénéral un parallélogramme

r:lulir]m: t]u:-l:'muluc. dont les edtes sont a et b.
Si Pangle est droit, a.d sera un rectangle des droites a ot &.
Si & = a on aura a.@, ce sera un rhombe ou un carré selon que I'angle est
obli:{uo ou droit, Dans le dernier cas an peut écrire a,q = g2,
§. 2. Théoreme, Des parallélogrammes équiangles dont les cdté

5 sont éganx
coincident,

A

| ]



§ 4. Théortme. Des parallélogrammes égaux et équiangles, qui ont un coté

égal, coincident, ou leurs autres cotés sont aussi égaux,

§ 4 Théortme, Des parallélogrammes équiangles, qui ont un cilé égal, sont
ensemble égaux & un parallélogramme équiangle de méme cOté, et dont la base ey
est ¢égale a la somme de leurs bases.

La différence de deux parallélogrammes de cette espece sera un parallélo-
gramme de méme espece, mais dont la base est égale a la diflérence de leurs
bases.

5. Premier théorbéme général et principal. Si de quatre rectangles AC,
AF, AH, AL, le premier AC est égal au second AF, et le troisitme AH égal
au f{'IJ.iJ.h'[i.-nn.- AL, mais que le }u'-.::niur et le troisicrne ont une méme base AB,
et le second et le quatritme une meéme hauteur AG; on aura un cinquieme
AM égal a un sixieme A, dont le cinquitme a la hauteur AD du premier et la
base AK du quatricme, et le sixicme a la hauteur AF du troisitme et la base
AE du second. (Fig. 1.)

Démonstration. Complétez le rectangle DE.

1l faut démontrer d'abord que 4, @, O sont en ligne droite; car supposé qu'en
prolongeant AQ on coupe DC en R et tirant RT parallele a AD,

on aura —AC==A8 (Euclide 1. Liv. prop. 43.)
mais par hypothtse = AC=2AK
on aura donc D AS = Al

ce qui est absurde.
Donc 4, @}, 0 sont en ligne droite,
On démontrera de méme que 4, P, 0 sont en allignement, ainsi les points, &, P
sont sur la diagonale .40,
done ™ AM== AN (1:,111’_']7 1 Liv. prop. ‘13-}.
Ce théoreme fournit un algorithme dont on fera un usage rri'(lucrli.,
Sul'np(:s-_'- que de quatre I'd’_‘t’:i-‘in"_;!l:{j 1, 2J 3, 4,

| g 8K
Les bases soient &, B, 4, f.
Les hauteurs A, a, ¢«

et qu'on ait A b=a.B
et a.f=c.b -

on en concluera sur le champ A.5= w.B.

\emarque, Le théoreme, que nous venons de démontrer, est aussi vrai pour des




parallélogrammes équiangles quelconques, et dans ce cas les hauteurs sont les

cotés des parallélogrammes obliques.

§. 6. Second théortme principal. Dans deux triangles rectangles ABC, abe
les rectangles de deux cdtés non homologues, mais qui comprennent un angle
égal, sont égaux. (Fig. 2.)
Savoir: 1) AB.be=ab.BC; 2) AB.ge=ab.AC; 3) AC.be=ac.BC.
Dém. 1%9) Faites db=ab; Ade=ac, on a
Adbe 22 Aabe.

Construisez les m BD=AB.BC; =D AG=AB.bc;: et = AK=ub.BC.
on aura = AG = D dE (Eucl. 1 Livr. prop. 43.)
ou AB . be=ab.BC
¢. i. d. Les rectangles de deux cathétes non homologues sont égaux.

99 Prenez (Fig. 3) Ab=ab; Ac=uac, on aura A Abe Aabe.

Construisez les rectangles = 4E= 4B .ac et = AG=al.AC.

Tirez CD et cF, vous aurez
ACAD2AcAF (Eucl, 1 Livr, prop. 4)

mais QAC'”f::APJ,} (Eucl. 1 Livr. prop. 41)
et Dphedll=—AG
done 0 AE = o AG
ou AB.ac=ab.AC.
On démontrera de méme que 3%) AC.be=ac.BC.

Car on n'a qu'a poser le Aabe sur le AABC, de sorte que l'angle ¢ tombe en €,
ca en CB et eb en CA,

De numéro (2 et 3) il s'en suit que les rectangles de deux cathétes homo-
logues et des hypothénuses sont égaux.

§ 7. Troisitme théoreme général et principal. Dans deux triangles
équiangles quelconques ABC, abe les rectangles formés par deux cdtés non ho-

mologues, mais qui comprennent un angle égal, sont égaux. (Fig. 4.)
Savoir: 1) Cd.cb=eca.CB; 2) AB.ac=ab.AC; 3) BA4.le=ba.BC.
Dém. 1) Supposé que CD soit perpendiculaire sur 4B, et ed sur ab, on aura
AACDe Aaed, et ABCD o Abed, ainsi d'apres (8. 6.)
CA.cd=ca.CD
et eb.CD=CE.cd, donc d'apres (§. 5.)
~ CA.ch=ca,CB.
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2) Supposé que AE soit perpendiculaire sur BC et ae perpendiculaire sur e,
on aura A ABEcopabe et A ACE~ ace
ainst AB.qe=ab, AL
i & 6)
et ac. AE=_40.ae

donc AB.ac=ab.A4C §. 5)
3) Supposé de méme que BF soit perpendiculaire sur 4C, et 4f perpendiculaire
SUT ¢,
on aura A ABFcoAabf, et ABCFooAbef
ainsi BA.bf=ba.BF (55 6
et be. BF=BC.0f :
done BA.be=ba.BC (8 5.).
Remarque. Nro. 3 se déduit directement de Nro. 1 et 2.
car de Cd.cl=ca.CD
ct de AB.ac=ab.AC
ilsensuit AB.cb=ab.CB (§. 5.).

g Les trois théorbmes (4. 5, 6 et 7)) sont dans mon systtme de Géométrie de

ur

la plus grande conséquence. — Leur démonstralion est enticrement nouvelle,
intuitive, d'une simplicité étonnante el sirement dans lesprit de la plus rigou-
reuse Geéomélrie. Les démonstrations, que depuis plus de 2000 ans les Géo-
métres en ont pu donner, dependent des proportions, e. a. d. ils font entrer
dans leurs démonstrations des principes de l'arithmétique, dont mes démon
strations sont entitrement libres.

Dans mon systeme de Géométrie élémentaire les proportions ne sont em-
ployées que la oiL elles sont entierement indispensables ¢. a. d. pour des propo-
sitions ot le bit est d'établir un rapport entre des figures semblables et leurs
cotés homologues ete,

Les propositions suivantes ont pour bit principal de faire valoir I'applica-
I tion de ces trois théorémes,

9. Théor. 58i deux triangles ABC, abe, ont un angle égal (A=a), et les

L.I"J"}

rectangles AB.ac et ab.AC des cités qui comprennent cet angle, sont dgaux,
les triangles sont équiangles ot AABCeoAabe. (fig. 5.)

Dém. Prenez Ad =ab; Ab'=ab, le AAY'c’ sera»22 Aabe, et §'c’ parallele 3 BC. Car
supposé que b'e’ ne soit pas parallele &8 BC, ce sera donc une autre 4'd pa
rallele a BC.
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Mais alors on aura AB.Ad=A4¥.AC (§. T.)
Par I’hypothise on a Al . AC=AB.ac
ainsi l'on aura AR, 4d= A8 . ac

done Ad=ac (§. 3)
ce qui est absurde
done &'¢ parallele 3 BC ou le AAb ¢ copabeco ABC.
§. 10. Théor. 5i dans deux triangles ABC, abc on avoit
1, AB.ac=ub.AC et 2, ba. BC=BA.bc
on aura AABCcoAabe (hig. 5.)
Dém. IVaprés Ihypothése on aura aussi BC,ac=bc.AC (§. 7. Remarque)
supposé que tout soit comme au § 9. on aura AAY s AABC

donc AB.bc'=AV .BC (§. 7.)

=ab . BC
=AB. ke
ainsi be'=be (§ 3.)

done Arbe22 AAE ¢ o AABC, :

§ 11. Théor. Si deux parall¢logrammes équiangles quelconques AC=AD. 4B
et AF=_4G . AE sont égaux, Les rectangles 40D, AB et AG . AE sont égaux
aussi. (Fig. 6.)

Dém. Le point I se trouve sur la diagonale AH du parallélogramme DE, ainsi
AADH~AGI, donc le rectangle 4D, Gi=rect. 4G, DH ou rect. 4D.AB=
AG . AE. (§ 7.

§ 12. Théordme. Si deux rect. 4.5 et a.B sont égaux, les parallélogrammes
quelconques sous les mémes cdtés le sont aussi.

D ém. Supposé quele parallélogramme 4. % soit égal au parallélogramme équiangle 2.8

on aura rect. 4.5 égal au rect. &.8 (§. 11.)
ainsi aussi rect. @.B égal au rect. 2. B
done x=a (§. 3.)
ainsi parallélogramme 4.5 égal au parallélogramme a. B.

§ 13, Probleme. Supposé que C soit Pangle droit du triangle ABC, et C1) per-
pendiculaire sur A4B. On demande les rélations qu'on peut tirer des trois
AABC, CDA et CDB équiangles. (Fig. T.)

Solution. Les triangles sont équiangles parceque les deux ACDA, CDB, ont cha-

cun un angle aigl commun avec le A4BC.




Lot ebtés du AABC sont 4B, AC, BC
3 - homologues du ACDA - CA, AD, CD
et R o ACDEB - BC, ¢h, BD

En combinant deux & deux les cdilés mon homologues pour en faire des

rectangles, on trouvera les six ¢équalions suivantes
1. AB.AD=AC.AC=AC*
2. AB.BD=EC?
3. AD.BD=CD*
4. AB.CD=CA.CB
5 Cd.CD=4D,.BC
6. AC.LD=CD,EBEC.
No. 1 et 2 s'énoncent: Le carré d'une cathite est égal au rectangle formé par
Ihypoténuse et du segment adjacent a la cathéte.
No. 3. dit: que le carré de la perpendiculaire est égal au rectangle formé par
les deux segments de 'hypoténuse,
La rélation (4) veut dire que le rectangle dont les cdtés sont I'hypoténuse et la
perpendiculaire est égal au rectangle dont les cotés sont les deux cathites etc.
Additionnant (1) et (2) on aura d'aprés (§. 4.)
AB:=AC* 4 BC?
cest le théorime de p_}'[ll.’jg(}l‘(.‘.
Pour laire voir qu'on peut donner des rélations ci dessus encore d'autres dé-
monstrations particulitres et nouvelles je choisirai No. 3. (fig. 7.
Prenez AKE= CI}; faites les = DG, EG, AK
vous aurez AAKH2ACDB (Eucl, 1 Livr, prop. 26) ainsi EH=B0D
= AR =] AF
o AD.DB=CD*
cette démonstration est nouvelle et indépendante du théoréme de Pythagore..
14. Définitions. Le pied ¢ d'une perpendiculaire d'un point .4 sur une droite
ou sur un plan de position quelconque, s'appelle la projection du point 4 sur
cette droite ou sur ce plan. La projeclion d'une droite @ sur une autre droite
b, se trouve sur & entre les projections des extrémités de a sur 4, et pour mar-
quer par un symbole qu'on parle de la projection de @ sur & jéerirai

# — ainsi & marque la projection de & sur a.
b i

Supposé que a, b, ¢ soient les cotés d'un triangle quelconque, on verra tout de
suite gue




;
k

o

{. asb=c)

[4 € . . " -
Pourvu quon observe, que les projections, qui tombent dans
2, a+c=b st ; Ay ) ;
et une direction directement opposée i celle qu'on a d'abord
3. ba-e=a\ 2doplée, sont prises négativement,
a a

Si @.b sont les cathietes et ¢ I'hypoténuse on aura
YT
1. a+b=c; 2. at+e=c=b; 3 btc=c=a.
[4 c b h. b a A

Les six relations (§. 13.) exprimées par celte nolation sont, p désignant la per-

pendiculaire sur Ihypoténuse

1. e.b=4?
c

e =t

5. b.p=a.b
4

6. bia=a.p

et additionnant (1) et (2), il s'en suit
o, (:;+L)=fﬁ:+fa": ou ef=a"+10°.

En général: dans une figure quelconque rectiligne plane et fermée, chaque
colé est c’tt;.'.—l a la somme algébrique des IIT'L'1j|:|:Ii||I1:1 de tous les autres cOtés
sur luL

La projection du périmetre dune telle higure sur umne droite d'une position
quelcongue dans le plan de la figure est zéro.

£ 15. Théor. Dans un triangle 4BC quelconque Je rectangle d'un c¢oté CB=gq

et de la projection €D d'un autre cote €A="l sur a est égal au rectangle du
coté C4=Db et de la projection CKE de a sur b

(Fig. 8.)

c.a.d, oD DG==EH ou a.b=0b.¢

L.
i b

Dém. Les triangles rect. CBE,CAD sont équiangles
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donc CB.CD=CA.CE (§ 6)

ou 1. e.b=b.a
i E?

de méme on aura 2. @.c=c.@
i ¢

et 3. b.e=e.b
b &
Remarque, En construisant des carrés surles cdtés du triangle, on a
AACG2ABCH (Euel. 1. Livr. prop. 4.)
dong, 1. =DG==FEH (Eucl. 4. Livr. prop. i1.)
de la méme maniére on démontre
que 2. =mDI=FkK
et 3. oEL=—FW
mais ce n'est quiune répétition des démonstrations données au (§.0.) — Toute
fois cette répétition peut convenir aux cominencants.

§. 16. Corollaire. En additionnant les rect. (1) et (2) on trouvera

a.b+cy=b.a+c.a (§ 4)

a [ i) ¢
mais b4c=c (§ 14
i i
donc 1. u’=b.a+c.a
b ¢

on aura de méme 2. i:=a.b-re.d
i} C

et 3. ¢*=a.e=b.¢c
a b

done 4. a®* 4024t =2.a.64+2.0.c+2.a.c
a b !

¢, a.d. La somme des carrés des trois cotés d'un triangle quelconque est
¢gale 2 la double somme algébrique des rectangles de chaque cdté et de la pro-

jection de la suivante sur lui.

Remarque. On tire directement du A acutangle
OBG4+-QAH+-(BH=22DG+2EL +2cFK
et du A obtus
O8G+OAH+-OBMN =2=EL+2=DI-20DG
ou =20FL -2 FK- 20D 6.




=

En écrivant (4) comme il suit

2.a.b04+2a.c—a’ =0 +eP =2, ¢

a a b
on en tire 2.arb+e|—a’=0"+c*—2b.c (§ 4.)
a i b
20° —a*=0"+c*—20.c (§ 14)
il
donc 5) a®=08%+¢*—2b.c ou @®=0"+c*—2.c.0. (§ 15)
b c

c. a. d. Le carré d'un triangle quelconque est égal & la sonime algébrique
de la somme des deux autres cotés et du double rectangle de Fun des deux
cOtés et de la projection . de lautre sur elle.

Remarque. Avec la moindre attention on tire dircctement du triangle acutangle
OBH=CI+[JCL —2=DG ou OBM=[|CI4+[CL—2=2FEH
et du triangle obtus
O8M=0CI+OCL4-2=2DG ou OBM=00CI+0OCL+2=EH

ce sont les deux théoremes (rl[.l':ill.'“l]i.' démontre d’une maniére toute diffé-

renle au second livre prop. 12 et 13.

]fc.‘(pt":‘iun:rt.s m'a Eip]ht'is que la piu[nart des cormncnganfs lrouvent r]u(-]—
ques difficultés d*u[u?rcr avec la notation que jai proposée, clest pourquoi
je suis d'avis de se servir de I':Surc.s qui mettent pour ainsi dire’ les Proposi-
tions devant les yeux. Mais pour des recherches plus compliquées motre no-
tation a un grand avantage ét mérite qu'on se Familiarise avee elle.

5 17, Théor. Si les trois sommets d'un triangle ALC€ sont ézalement élaignds
du milieu D) d'un ¢ité 4B, le triangle sera un triangle rectangle. (Fig. 9.) .
Dém. w=4d, et y=B (Eucl. 1. Livr. prop. 5.)

done l'angle C=A4+B ézal & un angle droit.

8. 18, Théor. Dans un iriangle rectangle quelconque ABC les trois sommets
sont ¢zalement éloignés du milieu D du cdté opposé a Tangle droit, (Fig 99

Dém. On démontrera facilement que DG ne peut ni étre plus petit m plus grand
que DA=DB,

. 19. Problétme, Connaissant les deux projections «, & des ‘cathetes w, b sur Ihy-
S : ¥
¢ e
poténuse ¢, construire ce triangle rectangle,
Solution. Sur la somme des deux projections (a+b=c), décrivez un demi

€ C

cercle, et au point ou les deux projections se touchent, élevez sur ¢ une per-

B2




pendiculaire, et le point d'inlersection avec la demi circonférence sera d’apre s
(& 17.) le sommet de 'angle droit.

& 20 Probl. SiIhypoténuse ¢ et la perpendiculaire p sur ¢elle sont données, con-
struire le triangle rectangle.

Sol. Décrivez sur ¢ un demi Cercle, et 4 une distance égale a p, tirez une
parallele & ¢ L'un ou l'autre des deux points d'intersection de cette parallcle
avee la demi circonférence sera le sommet de l'angle droit. (§ 17.)

Yemarque. Le maximum de la perpendiculaire p est ge.

§ 21, Probl Transformer un rectangle (#.4) donné, en un carré

1. Sol. Sur la somme (g+4), décrivez un demi cercle, et au point oli @ et b se
touchent, élevez une p(:i‘i}-'.'a‘uiii:ul:lir:; jusqu'a ce qu'elle rencontre la pt"l‘ip]ﬂ?l‘ir.‘
du demi cercle;, cette perpendiculaire sera le cdlé du carré qu'on demande.

Deém, Elle suit du § 17, et du § 13. No. 3.

9. §ol. Décrivez un triangle rectangle dont le plus grand cdté b soit 'hypoténuse et
a un segment, — La cathite adjacente au segment @ sera le coté du carré
quion exige,

D ém. Elle suit du § 13. No. 1, ou No. 2.

§..22. Théoer, Si. deux triangles 4BC, ADE, qui ont un angle commun 4, sont
Gzaux, les rect. formés par les edtés :]ui comprennent cet an,gic sont aussi
égaux. | C. a. d. 4B. AC=dD. 4. (Fig, 10.)

Dém. Le ABEC=ABED

done BE parallele a €O (Eucl. 1. Livr, prop. 35.)
ainsi le AdBE o AC
doné AR, AC=AD . AE (§ T.)

§. 23. Théor. Si dans deux triangles ABC, ADE, qui ont un angle commun .4,
les rectangles (AB. A4C, AD. 4FK) formés par les deux cotés qui comprennent cet
angle sont égaux, les triangles le sont aussi. (Fig, 10,)

Dém, De I'hypothtse AB. AC=.4D . 4K suit daprés le § 0., que les A ABE
et ADE sont semblables ainsi ABEC=ABED (Eucl. 1. Livr. prop. 38.)

danc _-)._—'HJ(-:ZJ-;"H".‘.
Remarque. Les triangles sont aussi égaux si, au lien d'un angle commun, ils ont

des angles supplémentaires.

§. 24, Probleme. Changer un triangle ABC dont Pangle d est égal ' £ d'un
angle droit en un triangle équilatéral, ADKE. (Fig. 11.)

Sol. ].}u. (8§ 22 il suit sur le champ




AD =B, A4C
ainsi 40D sera trouvé d'apres §. Ak

Remarque. Sile triangle 4BC donné n'avoit pas un angle 4= d'un angle droit,

on pourroit facilement le changer en un tel triangle.

Si on demande de changer un AABC quelconque en un A isoscéle ADE, dont
Iangle A au sommet est donné, on aura aussi 4D*=A4AB.AC, (Fig. 11.)

§.25. Probl. En conservant I'angle 4 d'un triangle donné ABC, changer la posi-
tion du cité BC opposé a langle A, de sorte que EI devienne parallele & une
ligne M donnée de position. (Tig. 12)

Sol. L'égalité supposée des deux triangles ABC, AEFR

donne AFE. AF=A4FE.AC (§. 22.)
mais AK. 4C=AD. AF (parceque les triangles 4CD, AEFsont équiangles)
donec  AE*=_AB.AD (§. 5.)
La construction se fera d'apris le §. 21.

§. 26. Probl. Changer un carré donné 4% en un rhombe AH d'un angle donné
e (Fig. 13)

Sol. Faites le paralldlogramme 4K =[]A4C; et vous aurez le parallélogramme
AE= au thombe AH ainsi AdGI=AABF donc AG*=AB.AF (§. 22)), ct la
construction s'achive d'aprés §. 21,

§. 27. Probl. Changer un triangle donné ABC en un trapeze ABED, dont la
base 4B et les deux angles adjacents & cette base sont connus. (Fig. 14.)

Sol. Supposé que C4, EB prolongés se coupent en K, on doit avoir d’aprés 'hy-
pothése AFBC=AKDE; et comme DA doit étre parallele a 4B

on aura 1. KD*=FA.KFC (§ 25.)
cette équation résout parfaitement le probleme, car FD sera trouve d’apres
le §. 21,

Mais il sera utile de chercher encore une autre solution, qui évitera le point

dlintersection K. Tirez CG||.45B, elle coupera B prolongée en .
Yous aurez 2. FA.DE=FD.AB (§ 1)
En combinant cette équation avec (1) vous trouverez
3. FD.DE=FG.AB (§. 5.)
Vous aurez encore 4. FC.DE=FD.CG (§ T)
de Ia (3etd) vous concluez 5. DE:=AB.CG §. 5)

ce qui donne la consiruction suivante
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Tirez AH || FG; et cherchez GR*=GH.CK (§. 21.)
faites KD || BG, et DE|| AD.

§. 28 Probl. Déterminer dans l'intérieur d'un triangle isosctle quelconque 4BC '
un point £, duquel trois perpendiculaires sur les cotés du triangle partagent le sy

triangle en trois parties égales. (Fig. 15.)

Sol. La perpendiculaire €D sur la base 4B partage le A4BC en deux ACDA=
ACDBD, le point £ qu'on cherche sera siitement sur cette perpendiculaire, par-
cequ’il doit avoir une position symétrique h l'égard des cités C4, CB,

Prenez CI=1CD, on aura le ACIA=ACEF=ACD A et ACEF~ACDA de la suit
CE.CF=CI.CA=:CD.CA (§. 22.)
et OK.CD=CA.CF GO
done CE*=1CA.CA (& 5.

§.29. Probl. Partantde 'angle 4!d'un A4BC, partager par une droite 4D le cdté BC
opposé a cet angle, de sorte qu'un parallélogramme quelconque formé par ce
cOté et par un des segments BI, soit égal 4 un rhombe équiangle & ce parallé-
logramme sur le ¢dté 4B adjacent 4 ce segment. (Fig, 16)

Sol. On doit aveir AB.AB=RBC,BD, ainsi AdBDcs ABC (5.9), et a=C. De la
suit qu'on n'a qu'a faire l'angle @#=C.

§. 30. Corollaire. On aura aussi 4B*=BC. BD (5. 11.)

faisons Pangle y=B, on aura aussi .
AC:=BC.CE. Ainsi |
AB* +AC*=BC.[BD+ CE)]

=BC.[BC—DE]

=pBC*—AC.DE.
Sil'angle A étoit un angle dreit, on auroit derechel le théoreme de Pythagore.
L.a proposition réciproque a celle-ci est vraie aussi

§. 3. Probl. Supposé que ABC soit un triangle isoscéle, et chacun des an-
gles de la base BC, le double de celui au sommet A; Déterminer, de quel pro-
bleme depend la construction d'un tel triangle (Fig. 17.)

Sol. Suppesé que CD divise l'angle € en deux parties égales o=y ézal a4 4, ainsi
CB* =48, BD (§. 30.) ¢l comme le ABCID est équiangle au. A4 B C, nous avons
CB=CD=_4D donc 4D*= _4B.BD
Il sagit donc de diviser une ligne donnée 4B en D de sorte, que le carré
du plus grand segment 4D soit égal au rectangle formé par la ligne 4B enticre
i et le pelit segment BD,
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Ce qui s'exécute de la manitre suivante. (Fig. 18.)

A Pextrémité A élevez sur A4F la perpendiculaire 4F= 4B,

Faites CH=AC=CHF et tirez FE qui coupera 4B en D de sorte quon
aura AD: =AR.ED,

Dém. Prolongez BC et prenez CG=CE, on aura l'angle G=F=y=uz, ainsi les

ABED, BAK et BAG sofit semblables,

On aura done BD.EG=DBE. AD (suit facilement du §. 7.)

. asdy LD, . AB=RBE. AD (f‘ffa':..--]!h':)

mais BEZ=BD.AB (§. 29,)
de la suit BE-=BF.AD

ainsi AD =BE (§. 3.)

done AD* =04, BD,

§. 32. Théoréme, Le rectangle formé par une droite 4B et par la projection
ed d'une seconde droite CD sur 4B, est égal 4 un rectangle formé par CD et
par la projection ab de 4B sur CD. (Fig. 19.)

Savoir: AB.ed=ab.CD.

Dém. Tirez Cf=cd et parallele & ed, faites CE= 4D, la projection Ce de CE sur
CD sera égale a ab projection de 4B sur CD, donc CE, Cf=CD.Ce (§. 6)
ou AB.ed=ab. CD,

§. 33. Corollaire. Si donc @ et & sont deux lignes droites données, dans un
plan et dans une position arbitraire, on aura d'aprés notre notation (§. 14)
a.b=b.a4 — Ainsi ayant le rectangle n.ron concluera d'abord n.r=r.n.

a [/ 1 n r

§. 34, Théortme. Dans t_'h:'!-']tlr:‘ polygone r(‘ctf][gnn la somme des carrés sur les
cotés est égale 4 la double somme algébrique des rectangles formés par cha-
cun de ces cdtés et par la projection de tous les c¢otés suivants sur lui.

Dém. Sia, b, ¢, d ----% sont les ¢itds, on a

. a=btcH+d4-—--+a )

il ik il a

b = adc+d4---4a
T b b

¢ =a+b4d+---+x /
ke . (5 14

& =a+b+ec4--- 4w

x x ks *




f i
done aussl

Il «° = a.b+e.ct+a.dt+--+a.x
il il a a
i — f;.-fa‘—l—r!iip('—f—{!.{fﬂ—-“ +fll?
b b ] b
cf=c.at+c. btc.d+---+c. &
c - c ¢ ‘ {§ &)
2 — x.a+x. 043 .-t
x x x x

=,

Or on a Ecim?ralumcllt toujours p.g=g.p
] "

chaque rectangle se trouve ainsi ici double,
done

L a® 8% 4t 4---+2"=2 [-‘(.1’;-1'~u:.£‘+-"+£-‘t‘--]--—--—}—7e‘ il :l
o il b i

Corollaire. On tire de II

IV. at = b +cf4d*+---+27—2 [b.f:—l—-ﬁ.c.'--k---':-l—?c..1‘ :l
b b %

¢, 5. d. Dans un polygone rectiligne quelconque, le carré sur un cOlé est
€gal & la somme des carrés sur les autres cdtés, moins la double somme des
rectansles formés par chacun de ces cotés et par la projection de tous les ¢o-
tés suivanis sur lul, )
Ces propositions suffisent pour montrer que par notre méthode on peut dé-
irer des théorémes et résoudre des problemes, qui jusqu’ict m'ont été atlaqués

que par une voie arithmétique. Pour d'auires propositions je prie de lire mon mé-

moire de I'an 1814 sur cetie matitre, qui se trouve aussi dans Leslies geomelri-

che Analysis, aus dem Englischen iberselzt von Griison. Berfin 1822,

.. On ne peut pas dissimuler, que par des principes d’'arithmétique, on ne puisse
étendre infiniment le domaine de la (Géomélrie, mais pour conserver a la Géo-
métrie le caractere :[ui lui est propre et qui exige que les démonstrations
soient intuitives, il faut au moins que, dans les élémens qu'on professe dans les
colleges, on évite tant qu'on peut les principes d’arithmétique, qui ne doivent y
entrer que lorsqulils deviennent illl’iiSl}CllhﬂLiL‘Sv — Jolfre ici un essai de cette
seconde partie de la Géométrie, qui peut- étre trouvera grice.

& 3%
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5. 97. Délinition, Le rapport de deux quantités 4 & B repose sur Pidée, com-
bien de fois la premitre 4 ('antécédent), ou une partie déterminde de 4, est
contenue dans la seconde B (le conséquent), ainsi sur lidée d'une expression
numérique, (qui d'aprés les circonstances peut méme étre irrationnelle), —

Cl’est le rapport numérique, qui nous fournit des idées justes, si nous trai-
tons des rapports et des proportions entre des quantités continues.

§ J8. Théor. Supposé que g soit un nombre rationnel entier, fractionnaire, ou ir-
rationnel, on aura toujours, st gli=RH
gxd.e=B.a=qgb.a
¢. a d. ¢ fois le parallédlogramme &.a est égal & un parallédlogramme équi-
angle du méme c¢été @ et d'une base B=gl c. 4. d. ¢ fois plus grande.
Dém. 1er Cas. Soit ¢=m un nombre entier rationnel, on doit démontrer que
mxbh,ga=mb,a
On a mxb.a=b.a+b.a+b.a4+---+b.a
=(b4-bb4a-t-b).a (§ D
=mb.a.
. % ! it . £ . : 7
2d Cas. Soit p= 5 un nombre [ractionnaire rationnel, il faut démontrer que
W—rxrﬂ.ﬁa=ﬂfﬁ.n.
i b}
r m
Supposé que —Xb.a=B.qa
e n
on aura mXb.o=nxB.a :
ainsi d'apres le ler cas aussi
mb.u=nB.a
de la mb = aB (§, 3)

® - e
ainsi =} = B
"

7 i
done “xb.a=2b.a
n i
- 4 v . . . e 4 . .~ .
dme Cas. Soit ¢ un nombre irrationnel, on aura g=—- T"')‘“{““' infinitum,
3
ainsi g xb,a= (—+:}— 4 - - - —)x& .
]J

=2 bt Kb, g=mmn
G 3

ot 08 i _;1'_‘ RE A :
-——’;{ﬂ'.ﬁ! F5b.a+ (2d Cas)
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=(5b+%b+---).a § &)
=(§-+%5+-— b.a
=qb.a
§. 39, Corollaire 1, Réciproquement gb.a=¢xb.a.
§. 40. Corollaire 2. Comme on a b.a=e.l
on aura aussl gXb.a=gpXa.b
done gb.a=qa.b
c. a, d,  Un parallélogramme augmente ou diminue dans un rapport quel-
conque, si on augmente ou diminue un de ses cdtés dans le méme rapport.
§. 41. Corollaire 3. yxgxb.a=vyea.qb.
Dém. ywxopxb.ae=y.qb.a=yxa.qgb=va.qb (§, 40.).
§. 42. Corol 4 Réciproquement ga.yb=yxpxa.b
§ 43. Corol 5, -frxi] Xb.a= -]&%:1 (5. 41

c. a. d. Un parallélogramme reste invariable, si on diminue un des cdtés
dans le méme rapport, dans lequel on augmente lautre cité.
§. 44. Théoreme. Des paralldlogrammes de méme hauteur sont dans le rapport
de leurs bases.
D ém, Si les parallélogrammes ne sont pas équiangles, on changera I'un, en con-
servant la méme hauteur, en un parallélogramme équiangle avec l'autre. Or
supposé que B, a, sont les cdtés de 'un et &, @, les cités de Iautre parallélo-

3
gramime 1?1‘;!1;3!'[3’1:, et le ]‘.‘,1}_1EH:JI‘I: des bases '—,I,J-= ¥, 0N a B:qﬁ

ainsi B.a=gl.a

par conséquent B.a=qgxb.a (§. 39
e el
el T 7

§. 45. Théor. Des parallélogrammes de méme base sont dans le rapport de
leurs hauteurs,
D ém, Transformez les deux parallédlogrammes en rectangles de méme base, on
aura, si B est la base commune-et 4, a, leurs hauteurs,
Fa= 6 1

§. 40. Théor. Deux parallélogrammes sont dans un rapport composé de leurs

bases et hauteurs. c. a. d. ._-I_._J'_):_.-I_XEI
€. 0 Wl

1
|

~—wmr=




i

Autre démonstration:

e A . B A.R

\éeiproquement : = X'g':“},,{'

Dém. Si 2= ona d=ya
B

et o A e B=qb

ainsi_ A . B=vua.qb
done aussi 4. B=yxgxa.b (§. 42,).
§. 47. Théor. Deux parallélogrammes, qui ont un angle égal, sont dans un rap-
port composé des cétés qui comprennent l'angle égal.

: .8 4 B :
D ém. "E—“;; =—. (§ 46).

s f 1o e - - » s -
§. 48. Théor. Si deux parallélogrammes égaux ont un angle égal, les cbtés qui
comprennent l'angle égal sont dans un rapport réciproque.

Dém. 8Si A.B=a.d on a aussi
4B _a.b
a.B a.B
“a A b £
donc aussi == 5 (§. 44.).

e
Si —~ =7 on a A= te

ainsi ge.B=a.b
donc aussi gB.a=0.a (§. 40)
par conséquent ¢B = 4 (§. 3.)
P,
et p = L:'fd
. 4y
S e e

§. 49. Théor. Réciproquement: Si deux parallélogrammes ont un angle égal, et
si les €Olés qui comprennent cet angle sont dans un rapport inverse, les paral-
lélogrammes sont dgaux ;

; : b 2
Dém. Si=—=-; on a aussi

i
!J.H_ﬁ.b

a.B 4.8
donc aussi 4. B=a.b
Autre démonstration:
S i A ik
IIIJ[JDM. I_ 1]
on aura dA=qga
et 1}’“:4{'

donc g¢B.d=qa.b iG]

| 5]
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ainsi gXB.d=gXa.b (§. 39.)
par conséquent B..4=g.b.

§. 50.. Théor. Si deux parallélogrammes sont égaux, leurs hauteurs sont dans un
rapport inverse de leurs bases.

D ém, On change cesparallélogrammes en rectangles, en conservant leurs bases et leurs
hauteurs, ces rectangles sont égaux et équiangles, donc le théorbme estprouvé (§. 48).

§. 51. Théor. Deux carrés sont dans un rapport double de leurs cdtés.

sl durd k), £ (§. 47.) ;

a,a &

E 52. Théor., 81 dans deux ]s:lraIl"-Inga'ﬁlnmcs i':rllu'ang]es_, les editds r[ui COMpren-
nent un angle égal, sont proportionels, les parallélogrammes sont dans le rapport
de carrés sur deux cotés homologues,

Dém. 51 '-'"--=!;-_. on a

i A
R D)

& . b 7
. R A A A, A4
_ R . i
Ic s8l =— X —=1" §. 47
qoneat & & & @& . (3 £ ‘;I
§ 53. Si deux parallélogrammes équiangles sont €gaux, par exemple:
Ab=a.B
on aura —= ! ou - %
S e T C R BE

c. a. d, les edtés qui comprennent un angle égal sont dans un rapport inverse.
Dém. Comme ona A.b=a.B i
d. 5 — .50

On aura aussi R a——ﬁ
A n
done —=
de méme
A.00b . B
L Y
done o o
I A
Ce qui précede suffira pour montrer que toutes les démonstrations de ce genre

sont directes. Les bornes dun prn%._;mn'mle ne Irt‘l‘!l![‘”.r:'“l pas d'entrer dans des

. . o 5 b . , g y
discussions plus étendues. Je me contente d'avoir tracé la route, et des Géométres

plus habiles perfectionneront et simplilieront peutéire encore Illus la méthode que jai

proposcée.

GRUSON, Conseiller privé et Professeur.

—
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