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Uber Rollbewegungen unter der Voraussetzung, dass der
erzeugendhe Punkt noch einer besondern Eigenbewegung
unterliegt.

Von Gymnasiallehrer Biel.

Auf der durch die Gleichung: .
) =TIl1) (1)
repriisentierten Curve, welche die Grundeurve heissen soll, rolle eine zweite mit der Gleichung:

n= () (2)
beide Gleichungen bezogen auf ein rechtwinklizes Coordinatensystem ond den Anfangszustand der
Bewegunz., Es soll nun untersucht werden, welche Bahn ein Punkt in der Ebene beider Curven
beschreibt, wenn derselbe sich an der Rollbewegung beteiligt, dabei aber noch eine gewisse, von
der Rollbewegung abhingize Eigenbewegung besitzt. Die Bedingungen fiir diese letztere konnen
im allgemeinen doppelter Art sein, indem nimlich der Punkt entweder auf einer dritten mit der
rollenden fest verbundenen Curve in vorgeschriebener Weise sich zu bewegen gezwungen ist oder
irgend einer andern Forderung zu geniizcen hat, etwa der, dass er sich von einem auf der rollenden
Curve oder sonst in deren Ebene fest zu ihr liegenden Punkte um ein von der Rollbewegung in
bestimmter Weise abhingizes Stiick ensfernt, aber so, dass seine Abstinde von diesem Punkt und
einem zweiten oder auch von zwei andern Punkten in einer gewissen Relation zu einander stehen
U 5k

Im Folzenden sollen nun einige Fille betrachtet werden, in denen die Eigenbewegung des
beschreibenden Ponktes nach der ersten Art stattfindet, derselbe sich also aaf einer bestimmten
Curve, die die Leitcurve heissen mag, nach einer gewissen Vorschrift zn bewegzen hat. Wenn
sich die Betrachtung auch ganz unabhiingig von der Art der Bewegungsbedingung fithren lisst, so
wollen wir bei der zuniichst vorzunehmeneen allzemeinen Behandlung unserer Aufzabe doch sogleich
davon ausgehen, dass eine Leitcurve gegeben sei, da im Rahmen der folzenden Betrachtung nur
dieser Fall Beriicksichtigung und Anwendung anf einige bestimmte Beispiele finden soll,

Es sei nun die Gleichung der Leitcurve:

e (3)
ebenfalls wie (1) und (2) bezogen auf den Anfangszustand der Bewezung und dasselbe rechtwinklize
Coordinatensystem.
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Y (3 In Fig. 1 sei Carve(1) die feste Grund-
curve (§ = f(xl), Curve (2) die rollende
(7 =¢(&)) und Curve (3) die zur rollenden

! stets In unveriinderlicher Lagze bleibende Leit-

| curve (7' = x(5') des erzengenden Punktes P,

Die Absecisse OC des urspriinglichen Beriih-

1 rungspunktes A4 sei gleich a, sowie die ur-

spriingliche Abscisse 0 ¢) von P gleich 4.

i : . Nach Abwilzung des Bogens 4 B, wobei B
’ B ! nach B’ gelangt und mithin Bogen A B =

Dogen 4 BY sein muss, wird Punkt P um

eing gewisse der vorgeschriebenen Bewe-

R : G sungshedingung entsprechende Strecke auf

T i seiner Leitcurve fortgeschritten sein, sodass

er sich, wilrend seine urspriingliche Lage

P nach P gelangt, nunmehr etwa in P’

T iy R G e o; befindet. F,* ist dann ein Punkt [z, 4] der

gesuchten Cuorve, deren zn ermittelnde Glei-
chung wir als

E

st gra=ilay (4)

annehmen. P’ gehort aber offenbar anch pleichzeitiz einer cewthnlichen Rolleurve an. die in
einem Punkte P[5, 7] beginnt, file welchen Bogen PP = Bogen PP’ ist. Ganz analog ver-
hiilt es sich wit allen andern Punkten der gesuchten Curve, d.h. diese setzt sich zusammen aus
Punkten, welche einer Schaar von anfeinanderfolgenden gewihnlichen Rollcurven angehiren. von
denen jede durch einen ihr entsprechenden Punkt [£, »‘] als Anfangspunkt spezialisiert ist, dessen
Lage nach (3), sowie nach der fiir die Eigenbewesung des Punktes F gepebenen Bedingung bestimmd
ist, da ja diese Eigenbewezung eine von der Rollbewegung abhingige sein soll und mithin & und
#' sich als Funktionen von r und p und schliesslich von r allein miissen darstellen lassen. Man
gelangt somit einfach zur Gleichung der fraglichen Curve, wenn man in den Bedingungsgleichungen,
welche fiiv die zu Punkt P, [£, #] als ruhendem Erzengungspunkt gehirige Rolleurve gewihn -
licher Art bestehen, zuniichst & und %’ als Funktionen von r ausdriickt und alsdann v eliminiert.

Zu diesem Zwecke hat man, weil nach Abwiilzung des Bogens A B der Grundeurve. wobei
Punkt B der rollenden Curve nach B’ gelangt sein mag, Bogen A B = Bogen A B’ ist. zuniichst

die Relation:
a7 {
[Vr+ (@ as = I Vit (e (5)

woraus & als Funktion von r erhalten wird,
Ferner muss sein:
BER O =R
oder wenn man diese Lingen darch die Coordinaten ihrer Endpunkte ausdriickt und beiderseits
quadriert ;

e—2' 4+ (g—0)=(E—EV 4+ (5 — 1)’ (6)




Setzt man hierin f(x) statt b and dritckt & und » mittels (5) und (2) ebenfalls als Fink-
tionen von ¢ aus und setzt endlich noeh fiir den alsdann rechts sich ergebenden Ausdruck abge-
kiirzt ((1))%, so entsteht: e ot iy ; :

(—2) 4 (g — ) = (W)’ (Ga)

Durch diese Gleichung wird eine Schaar von Kreisen reprisentiert, deren Enveloppe be-
kanntlich die gesuchte Rolleurve ist. Um die Gleichung dieser Einhiillenden zu finden, hat man
aber die bekannte weitere Bedingungsgleichung:

Olz—2" 4+ (v—1@)* — () _ |
a7y b

)

oder entwickelt ; ;
(e—2) + (g —f) L8 4 g LE¥ _g (7)

! ! ) o1 WAL 53 J
wobei wol zu beachten ist, dass & und #* beim Differentiieren als constante Grissen anzusehen
sind. Durch Elmmination von p aus (6a) and (7) wiirde man dann die Gleichung der Enveloppe,
d. h. der Rolleurve gewdhnlicher Art erhalten, beschrieben von einem Punkte [¥, %], wenn der-
selbe seine Lage zur rollenden Curve nnveriindert beibehiilt, Um aber zur Gleichunz der hiex
in Betracht kommenden Curve zu gelangen, sind in (6a) und (7) zuniichst & und »* als Funktionen
von ¥ auszudriicken und erst aus den so sich ergebenden Gleichungen ist dann r zu eliminieren.

Was nun die Bestimmung der Grossen & und »’ als Funktionen von ¢ betrifft, so kann eine
Deziehung zwischen & und @ entweder divekt zegeben sein oder es wird sich eine solche aus den
vorliegenden Verhiiltnissen in Verbindung mit der fir Punkt P segebenen Bewegungsbedingung
herleiten lassen. Soll z B. der bei einem gewissen ¢ von P durchlaufene Bogen PP, einen von
diesem ¥ oder von einer Funktion dieses r, etwa dem jenem p entsprechenden Abwilzungshogen s
abhiingigen Wert haben, welche Abhiingigkeit durch das Funktionszeichen 7' angedeutet werden
mag, so besteht die Gleichung:

PP = F(x) resp. = F(s)

(o]
[

‘I ll - {::, 1:) d&'=F(r)resp.= F(s) = I-'J:: ’/1 -+ (::T)rig (8)

eine Relation, aus der sich sofort & und mit Hilfe von (3) anch 2 durch r ausdriicken liisst. da
£'(x) resp. ¥ (s) bekannte, weil cesebene Ausdriicke sind.

Nach dieser allgememen Behandlung des Problems migen nun einige specielle Fille der
Betrachtung unterworfen werden.

L. Die Grundearve sei der unterhalb der x-Axe liegende und dieselbe im Coordinatenanfang
berithrende Kreis:

oder, da Bogen PP = \ 5 ’-’rE -+ (rEl ! ) d&, auch:
[

P4 4 ) =1t (9)
die rollende Curve ein Kreis oberhalb der z-Axe und dieselbe ebenfalls im Coordinatenanfang be-
riithrend mit der Gleichung:

§+ (p—o)=qg? (10)
und die Leitcurve endlich ein zum rollenden concentrischer Kreis mit der Gleichung :

‘,2

f‘;—:—f{.‘—;‘n":g . (11)




Punkt P liege i Anfangszustand der Bewegung auf der y-Axe und zwar um 0— 0'=+d
vom Coordinatenanfang entfernt, d. h. um d oberhalb oder unterhalb der z-Axe, je nachdem p
grisser oder kleiner als ¢ ist. Er bewege sich nun auf Kreis (11) so, dass er auf demselben.
withrend Kreis (10) auf Kreis (9) rollt, gleichzeitiz ein Bogenstiick durchlinft. das zum abeewiilzten <
Bozen stets in einem bestimmten constanten Verhiltnisse steht, d. h. wenn s der abgewiilzte, s der
gleichzeitiz von P durchlaufene Bogen und i eine gewisse constante Verhiltnisszahl ist. so soll

sein:
8 =ms (12)

Man hat nun zunichst gemiss (5), da hier g =0 ist:

"t pdE T opdr
ol i( {';:_ ;_'_' Jo I,T.' = 1.'.' -
WOraus:
o aresin = =t aresin
{.’

oder:
: S )
5 = 081N { ¢ 81N )
: ! 5 v
Wi
und hiernach auf Grund von (10):

r : }')
n= p—pn 08 oy s
! 2] ;] i 1)

5

T -
oder auch, wenn abgekiirzt are sin = = X gesetzt wird:
. oA
S X
T 0 ‘
113}
r 7
n=0— D (08 X l
+ 0
bl
Ferner folgt aus (12), da Abscisse & von Punkt P hier = 0 ist:
5 ptdE T rdr
e == Il 4
wn Vot—EF o Kt —p $S
WOraus: [
o' aresin =, = m ¥ aresin
!«.]
und hieraus schliesslich analog wie in (13)
! L
£ = p’ sin X ’
0 :
‘ (14)
mr
W= — o' cos X |
LJ
Nach (6) hat man dann ferner:
(@—0)" 4+ (y—f)* = (psin - X— &) 4 (p —pcos — X — r)? (15)
i o
b -

und hieraus durch Differentiation nach r, wobei, wie schon bemerkt, & und n' als constant anzu-
sehen sind, die der Gleichung (7) entsprechende Bedingungsgleichung :

=




i
: X A Ve I%] el b G 1
(m—2 )+ (y— F ) =1 (osin— X—&’) (cos—X}). -+ 1r{o—pcos——n')(sin—X).
o 2 l, 1.'.:_ I'E v {J i; T:_ ;.'.' s-| ¥ !} S -'1.'_'_ I_-

oder nach einer kleinen Umformung :

; 3 fauna o : oo A Bt T Lo ! Tices A e
(- -;-rl,f] — J] - (4 — |1-=';’1 4 (psin—X—&)cos — X4 (p—pcos—-X —')sin— X =0 (16)
.l. $ . 1. £ !‘J !'] LY ':} i {} \, s

Fithrt man nun in (15) und (16) die fiir & und #* in (14) erhaltenen Werte ein, so ergiebt
sich durch Elimination von z die Gleichung unserer Rolleurve. Wie sich aber sofort zeigt, ist
diese Blimination von t im Allzemeinen entweder gar nicht oder nur schwer durchfithrbar, wogezen
sich in vielen Fillen, wie auch im vorliegenden, die Curve ohne Schwierigkeit durch zwei Gleichungen
darstellen lisst, in denen sowohl z wie y je als eine Funktion von x allein erscheint, wie dies bei
den eycloidischen Curven bekannt ist. — In unserm Falle ist es nun zuniichst zweckmiissig, statt
¢ den dem abeewilzten Bogen entsprechenden Centriwinkel des Grundkreises einzufiihven. Ist
dieser Winkel ¢, so ist offenbar:

L :
= sin ¢
: f
.-. g-)'.'
= ( = COS
l i f
L -
und @#e sin = X=gq

Hierdurch geht (16), wenn @ —r und y — f(r) der Einfachheit halber einstweilen noch so
beibehilt, iitber in:

(z— 1) cosgp— (y—F(r)) sing -~ (p=in : o — 5 cos E i -+ (o— o cos 2 X —un')sin s g =0
(Z—1) s @ — Y (L)) sing il SR el i e U L it
L LY LS N
oder:
. . . ] T g ¥ ; Fol iy e
(z—1r)eosqp— (¥ —Tfir))sing =—/(psin—~ @ —&')C0S — @ —(0—0 €08 S )sin—g (l6&)
¥ E . i i i (il
~ b ~ &

Quadriert man (16¢) und subtrahiert von (15), nachdem darin selbstverstiindlich X durch
g ersetzt ist, so ergiebt sich leicht:

1) si | e (gsin - £) sin~ g — (g 05 = 7'} C08 = ¢ (163)
(—g)sin g - (X)) cos g = (psIn—gp—L&") § 1 —(0—p CO8—p— ') COS — @ 3 [
‘ sin g - (g s g s QR S s L e R e B 7) o7
Wenn man jetzt in (16¢) und (168) & und z* durch ihre Werte aus (14) ersetzt und

mijglichst reduciert, so gehen die beiden Gleichungen iiber in:

p ; St ey T

(z—%)cosp— (y—TE)sIng = — 0 51N (‘ - o i

: > )

i ;

und

z 3 z el i (v My
(@—r)sing + (y—JR)cose = p— 0 C05 ({’ i i

Multipliciert man nun das eine Mal die erste Gleichung mit cos ¢, die zweite mit sin g
und addiert, das andere Mal die erste Gleichung mit sin ¢, die zweite mit cos ¢ und subtrahiert,
s0 ergiebt sich schliesslich, wenn man jetzt auch fiir ¢ und f(x) die ihnen zukommenden Werte,

namlich y =rvsing und () =yr*—p' =1 l-"fl (i): v oS gp, einsetat:




s
o) sir ‘ sit SR 1)
£ = (Y-~ 0) SIn ¢ — o' 8In e s y
= (v 4 0)sing — ¢ (L, L & ‘
: (17)
o f ‘ L mh [} 1 [
= (LT 0)C0s g — 0" o8 | — — LA g1t
i LI, / = (iJ {J‘ J y

als Gleichnngen der gesuchten epieyceloidischen Curve, deren zweite sich mnoch vereinfacht,
wenn der Coordinatenanfang in den Mittelpunkt des Grundkreises verlegt wird, indem alsdann in
dem Wert fir y das Glied — v fortfillt.

Nimmt man in (17) v negativ, so bedeutet dies, dass der Grundkreis oberhalb der z-Achse
liegt, da seine Gleichung (9) alsdann lantet:

¥4y —1) =1

und wenn man ferner heachtet, dass in diesem Falle der Abwiilzungswinkel im entgegengesetzten
Sinne beschrieben wird, ¢ also ebenfalls negativ zu nehmen ist, so gehen die (rleichungen (17}
iiber in:

{ ) 8in oty et I);
& = |IT— @) 5N — 0o 8 - -
sy —etsin{ - —"r —1)q
(18)
(1 ) ‘eos L — T I.) Ly
g == | .-_f}I N8 0 — 0 ros M ==t =L
y Qg —euslc—1 p

welches die Gleichungen der entstehenden hypocyeloidischen Curve sind. deren zZweite sich
ehenfalls wieder durch Wegfall des Gliedes - v vereinfacht, wenn der Anfang der Coordinaten in
den Mittelpunkt des Grundkreises zu liegen kommt.

Aus (17) und (18) Lisst sich nun eine grossere Anzahl spezieller Fille ableiten. wenn man
dem m bestimmte Werte erteilt, die positiv oder negativ sein kinnen. Je nachdem Punkt P
von seiner wspriinglichen Lage aus in der einen oder andern (entgege gesetzten) Riehtung auf
dem Leitkreis fortschreiten soll, oder spezieller ausgedriickt: je nachdem das nach einer gewissen
Wilzung von P durchlaufene Bogenstiick gleiches oder entgegengesetztes Zeichen mit dem abge-
willzten Bogen der rollenden Curve besitzt. In unserm Falle wird also fiir positives s Punkt P
auf dem Leitkreis in der ndmlichen Richtung fortschreiten. wie der Berithrungspunkt auf dem
rollenden Kreise, fiir negatives m im entgezengesetzten Sinne.

1) Fiir m =0 gehen (17) und (18) in die bekannten Gleichungen der gestreckten oder
verschlungenen Epicycloide resp. Hypocyeloide iiber, je nachdem o' kleiner oder grisser als g ist,
wie es sein muss; denn m=0 ist offenbar die Bedingung dafiiv, dass P keine Eigenbewecunge
besitzt und demgemiiss jene gewihnlichen Rollcurven erzeugen muss,

i

s i l : kv
2) Fir m = 4> ergiebt sich ans (17):
i y
{
b ytr)=(r40—0) = (@ +d)* (19)
und aus (18):
ety—0)=@r—eo+0)=(rFd)" (20)

worin 9 —o’= +d. Die entstehenden Curven sind also in jedem der beiden Fiille zum Grund-
kreis concentrische Kreise, was auch sofort durch die Anschauung klar wird. Denn da fiir jene
Bedingung Punkt P jedesmal den dem Abwilzungswinkel des rollenden Kreises entsprechenden
jogen des Leitkreises durchliuft, so bleibt er stets auf der Centrallinie von Roll- und Grundkreis
und zwar im steten Abstand r +d vom Mittelpunkt des letzteren. muss mithin einen zum Grund-
kreis coneentrischen Kreis beschreiben.




e

8]
o’ i
3) Fiir m = — :'. und v = 1o entsteht aus (17):
2 .
& = $o8ing— p'sin2q | i
S S 2 (:21)
_ilr = i E- COs IJI p— {'l COB = p— m I

und wenn hier noch die weitere Bedingung erfiillt wird, dass $o=2¢' d.h. der Radius des Leit-

&3
kreises gleich der halben Centrallinie von rollendem und Grundkreis ist, so kann man statt (21)
schreiben : , :
r = 20 5@ — o' 8in 2 |

(L)
L=

Il I
= 29'cosp — o cos2p— 50 |

Die Curve ist mithin in dem Falle stets die hekannte
Cardioide, die auch entstehen wiirde, wenn der Leitkreis selbst

: auf einem gleichen zum urspriinglichen Grundkreis concentrischen
bei unveriinderter Lage des erzeugenden Punktes sich wilzen
wiirde. 5. Fig. 2.
: o : ;
der) Jene Werte m = — :‘ und r=4g¢ in (18) einge-
sefzt, liefern: ;
e (y—r 4 o) =1 (23)
Fig, 2 also einen dem Grundkreis gleichen Kreis, dessen Mittelpunkt auf
= der y-Axe im Abstand v— ' vom Anfang liest, (Fiz, 3, worin
¥ Kreis um M“ der erzeugte ist). Wie ersichtlich, ist die Grisse
| des entstehenden Kreises von der Grisse des Leitkreises durchaus
| unabhiingiz; die Grisse des letzteren bedingt lediglich die Lage
des erstern und zwar liegt der Mittelpunkt fir alle mielichen
Werte von ¢f, wie leicht zu erkennen. auf der y-Axe zwischen
. den Grenzen v und —oo, an welchen er selbst liegt, wenn
¥ B v 0'=0 oder oo (. h. wenn der Leitkreis auf einen Punkt, den
Mittelpunkt des rollenden Kreises, zusammenschrumpft oder un-
) endlich gross wird. In dem speziellen Falle, wo o'=rt, ergiebt sich:
]:: ot oyt =1* (23 e)
Fig. 8. der entstehende Kreis hat also seinen Mittelpunkt im Coordinaten-
. anfang. Vel auch (45). — Da hier r< o, so findet die hypo-
cycloidische Wiilzung nicht so statt, wie dies fir v>gp der Fall ist, sondern in der Weise. dass
sich der grissere rollende Kreis mit seiner Innenseite auf der Aussenseite des Grund-
kreises wiilzt,
4) Fiir die allcemeine Bezielung:
4’1|' = f:i"l —dJif ‘ lel:'
£ £
ergiebt sich aus (17):
(gt o)= (v 40 (25)

Es ist also die entstehende Curve ein Kreis, dessen Radius gleich der Centrallinie von rollendem
und Grundkreis ist. Wie beliebig man demnach die drei Kreise auch wihlen mag, stets wird nach
(24) dem Punkte P eine solche gleichférmige Eigenbewegung erteilt werden kinnen, dass die von

2
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ihm beschriebene Cuarve ein Kreis wird, Aus (24) ist auch weiter ersichtlich, dass dies nur fir
positive m eintreten kann. DBemerkenswert ist auch hier die Unabhingigkeit der Grisse des
erzeuzten Kreises von der Grisse des Leitkreises, durch welehe nur die Lage des erstern
bedingt wird.

te) Ganz Analoges ergiebt sich aus (18); wenn nimlich hier -
T mr | 563
—_ 2
0 0" ' o,
5 5
so ist die erzengte Curve ebenfalls ein Kreis und zwar mit der Gleichung:
2+ (g —r40)t = (r— o)’ (27)
wobei Aehnliches zu bemerken ist, wie im vorhergehenden Falle,
5) Besteht endlich noch fiir (17) die Beziehung: i
e : (94
0 e‘J' N sz

so gehen jene (leichungen iiber in:
a o sl (99)
(r+o-+o)° (r+o0—n") :
4 : g—d
die erzengte Curve ist also in dem Falle eine Ellipse mit den Halbaxen v+ ¢ + o' und v -+ 0 — o,
deren Mittelpunkt mit dem des Grundkreises zusammenfillt.

fe) Auch hier findet bei (18) wieder zanz Analozes statt und zwar fiir die Beziehung: &
r ny ) o
o 2l 1 alh)
i iy
LY W

indem sich hierfiir als erzengte Curve cbenfalls eine Ellipse ergiebt mit der Gleichung:
e (g —1x)° T
T—o—0) ' o o+ o) =1 (31)
der Mittelpunkt derselben ist hier ebenfalls mit dem des Grundkreises identisch: wihrend aber
bei (29) die grosse Axe der Ellipse zur Abscissenaxe parallel ist und die kleine mit der Ordinaten-
axe zusammenfallt, so ist hier das Umgekehrte der Fall.

Diese Ergebnisse in 5) und 5e) sind in sofern bemerkenswert, als sie eine Verallgemeine-
rung des bei den gewthnlichen Hypocyeloiden, sowol der gestreckten wie der verschlungenen, ein-
tretenden Falles enthalten, wo bekanntlich bei g = }v fiir jeden beliebigen Wert von g* die erzengte
Curve eine Ellipse ist. Unter den oben angegebenen Bedingungen wird dies aoch auf die epicycloi-
dische Willzung ausgedehnt. — Fiir m = 0 ergiebt sich in der That aus (30) o= }r als Bedingung
bei einer hypoeyeloidischen Wilzung dafiir, dass die entstehende Curve eine Ellipse ist. Aus der
fiir das epicycloidische Rollen bestehenden Bedingungsgleichung (28) folgt bei m=0: o=—1ir,
was offenbar nur dann einen Sinn hat, wenn ¢ negativ genommen wird, der Grundkreis also
oberhalb und mit dem rollenden auf derselben Seite der w-Achse liegh, und die Wiilzung
demnach eine hypercycloidische ist, genan wie im andern Falle. Mit andern Worten heisst das,
dass fiir m =0 bei einem wirklich epicycloidischen Rollen die entstehende Curve niemals eine =
Ellipse sein kann.

Lasst man in (17) und (18) o' = ¢ werden, so ist der rollende Kreis selbst die Leitcurve
und jene Gleichungen nehmen dann die speziellere Form an:
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¢ ' . r(l—m) 4o
= (= o) SIn g — o 8In s i
i
N
t(l—m)+0 l

{F

=

Y= (Y 1= 0)C05. 0 — 0 €05

und:

; : o A=) —0
= (v—g)sing— osin g
iy

u

gy = —([T—p)COS(p— 0COB = s it
-

|
E
L‘['I—Hg'l—y I
]

Hier ist anch wieder eine Anzahl gewissen Werten von me, ¥ und ¢ entsprechender spezieller

Fille von Interesse.

1} Fitr ;=0 gehen aus (32) und (33) sofort die bekannten Gleichungen der gewdhnlichen
Epicycloide und Hypocycloide hervor, wie es sein muss,
2) Fiir m = -+ 1 gehen sowol (32) wie auch (33) iiber in die Gleichung des Grundkreises:

dieser ist also die erzeugte Curve selbst. F bleibt niimlich offenbar, da er grade den jedesmalizen
abgewilzten Bogen durchliuft, stets im Beriibrungspunkte und mithin auf dem Grundkreise; dieser
ist demnach selbst die Bahn des Punktes. Dasselbe folgt auch aus (19) oder (20), da fiir diesen
Fall dort d =0 werden muss.

3) Fiir m = -+ 2 und p = v ergiebt sich aus (32):

a4y 4+ 20)' = (2x)° (34)
. h, die entstehende Curve ist ein Kreis vom doppelten Radius des Grundkreises, dessen Centrum
auf der Ordinatenaxe liegt im Abstande — 271 vom Coordinatenanfang und der in diesem Punkte
sownl die z-Axe wie auch den Grundkreis berithrt. Es folgt dies auch aus dem allgemeinen Falle

- : A o S i : T omr
(25), wenn dort o' =0 =1 wird; denn hierfiir wird in der That in (24): o —1=—9=—1
Y 5
3e¢) Aus (33) entsteht fiir jene Werte m = 42 und o=1:
2+ y—r)yf=p'=1" (3dct)

also die Gleichung des rollenden resp. des Grundkreises selbst. FEin Rollen ist eigentlich in diesem
Falle nicht moglich, jedoch muss man sich denken, dass Kreis um p eine unendlich kleine Be-
wegung vollzieht.

4) Fiir m = —1 und g = 2 resultiert aus (32):
x = $osing—osin 2 | 5)
y (35
i focosp—ocos2¢g—1o | :

was sich auch aus (21) ergiebt, wenn dort ¢'= ¢ wird. Fiihrt man v statt ¢ in (35) ein, s0 wird

auch, da o= 2r, also o= 8x:
4 = 3rsing —2rsin2¢ ,
: : l (3D )
i 3TCORp —2rcosdp—1r J
oder wenn man den Coordinatenanfang in den Mittelpunkt des Grundkreises verlegt:
& = drsmg—2rsme | s
';\."_LJI.FI
Yy = 3reosg —2rcos 2. |
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Durch Elimination von ¢ aus (358) erhidlt man nach einfacher Entwicklung als Parallel-
coordinatengleichung in z und #:
' — (AT — 2y + gyt — 17e%% - 36y — 20 =0
Die entstehende Rolleurve ist also eine Linie der 4. Ordnung und die Discussion obicer
Gleichungen ldsst leicht das Nihere iiber Gestalt und Verlanf der Curve erkennen. Behilt man
die ursprimngliche z-Achse bei und stellt die Betrachtungen
an Gleichungen (85«) an, so ergiebt sich foleendes: Die
Cuarve beginnt im Coordinatenanfang O (s. Fig, 4 }, verlduft
x #undichst auf der negativen Seite der Ordinatenaxe, da in
unserer (rleichung fiir Werte von ¢ zwischen 0 und are cos % 2
negativ ausfillt, und wendet dieser Axe ihre concave Seite
zu, Darauf durchschneidet sie dieselbe in einem Punkte A,
fiir welche @ = arccos§ und y=-v ist, erreicht anf der
positiven Seite, und zwar, wie aus

dy : . s
} = — —3vsing 4 4vsin2¢ =0 (37)
‘.—'_ ”Jq. -‘ !‘ S
= ¥ hervorgeht, fir g ==arcceos$ oder y = 4%v, ihren hochsten
g, 4. S . 3 .
& Punkt ), wendet sich von demselben aus weiter nach rechts

und abwirts, durchschneidet die z-Axe in einem Punkte B, fiir den ¢ = arccos — } und z=t}/15
ist, erreicht einen fussersten Punkt .J rechts und zwar, wie sich aus
1

:L; = 3rcosgp —4reos 2 =0 (37 )
ergiebt, bei g = arc cos "_]ii]-;:i und schneidet endlich die y-Axe in einem tiefsten Punkte €,
dessen ¢ = und dessen y = —Gr ist. Der iibrige Teil der Curve ist dem betrachteten viillig con-
gruent und hat mit diesem eine ganz symmetrische Lage zur y-Axe. Die Curve besitzt hiernach
in A einen Doppelpunkt; in der That ergiebt sich y =1 auch fir ¢ = 27 — are cos #. — Verleat
man den Anfang der Coordinaten in diesen Punkt A, so lauten die Gleichunzen der Curven:

r = Jrsin g — 2vsin 2

y = drcosgp—2rcos2g — 3y
woraus nach einfacher Umformune entsteht:

@ = vEin g (3 —4 cos @) | a

Y = 1cos¢(3—4cosp) | S

Hieraus erhilt man, wenn man quadriert und addiert:

'+ y* = v*(3—4 cos )’

oder Vz?*
oder wenn Va* 4+ y* = » gesetzt wird. wo » den von A aus nach dem betreffenden Curvenpunkte
gezogenen Radinsveetor bedeutet:

+ ¥y = +r(3—4cosq)

» = +1r(3—4 cosqp) (39)

Aus (37) folgt ferner durch Division:

= ootg g 40)




und wenn & der vom Radiusvector mit der negativen y-Axe gebildete und in der Uhrzeiger-
richtung geziihlte Polarwinkel ist, auch:

Y — ootg 9 (41)
]
woraus in Verbindung mit (40) sowol:
Q= (42)
als anch:
= —ar = (42c)

wobei & offenbar dann den vomn Radiusvector mit der positiven y-Axe gebildeten und im selben
Sinne wie & gezilhlten Polarwinkel bedeutet. Diese Deziehungen (42) und (42e) heissen in Worten
ausgedriickt :

Der von 4 aus gezogene Radinsvector der Curve ist stets dem enfsprechenden Radius
des Grundkreises parallel und zwar demselben entweder entgegengesetzt oder gleich gerichtet.

Setzt man jetzt in (589) & fiir ¢ und lisst das negative Vorzeichen gelten, damit, wie
es sein muss, der Radiusvector positiv ausfillt, so erhilt man:

¥ = 1tidcosd —3) IEJJ

als Polargleichung des innern kleinern Curventeils. Desgleichen liefert die Einsetzung von &/ fiir
¢, wobei das positive Zeichen Geltung haben muss:

y — —y(4cosH—3) (43 )
als Polargleichung des Husseren Curventeils,

Indessen ist die Corve auch schon durch (43) allein dargestellt, wenn man beachtet, dass
negative Werte des Radiusvector nicht anf dem beweglichen Schenkel des Winkels & selbst, son-
dern auf dessen Riickwirtsverliingerung abzutragen sind. — Da sowol 9 YA P oder & als auch
2 PM' M oder g gleich ¢, so lisst sich hierauf, wie leicht evsichtlich, eine einfache Construction
der Curve oriinden,

[st 7 irgend ein Radinsvector des innern, #. ein mit diesem zusammenfallender des fiusseren
Curventeils, so ist:

¥ = 1 (4cos5d — 3
sowie, da hier & = 7= -1 & sein muss:
¥ = Y (4 cos st 3)
mithin, wenn man subtrahiert:
¥ r¥i=— bt

d. h. die Differenz je zweier zusammenfallender Radienvectoren des fussern und innern Curventeils
ist. constant = 2.

Ferner hat man fiir einen Radiusvector r, des iusseren Cuvventeils, z. B. 4 H, der den
innern Teil nicht trifft, sowie fiir dessen Ritckwirtsverlingerung A [ oder #/ resp.:

e = — 1 (4 cos 94— 3)
tnd rod = 1(4cos 3+ 3)
mithin . +r'= 61

Aus diesen Betrachtungen ergiebt sich sonach:
Jede dureh den Doppelpunkt 4 der Curve gezogene Grade schneidet dieselbe immer in zwei
Punkten, die entweder auf derselben Seite oder auf verschiedenen Seiten von A liegen und deren




Entfernung von einander 6r betriigt. — Einen Spezialfall hierven bilden die in A gelegten Tan-
renten, deren Linge von . aus bis zu ihrem Durchschnitt mit der Curve also gleich Gy sein muss.
Fiir den Neizungswinkel », den die Tangente an irgend einem Cuorvenpunkt mit der z-Axe

bildet, ergiebt sich aus (35¢ oder )
) diy Jsin g — 4 8in 2p
r— e
; & 3e0s g — 40052¢

Fiir p =0 oder 27 wird tgr =0, d h. die durch den Anfang O gehende Tangente der
Curve fillt mit der z-Axe zusammen oder die Curve tangiert die x-Axe im Coordinatenanfang 0.

Fiir ¢ =7 d.h. fiir den tiefsten Curvenpunkt C wird ebenfalls tg» = 0: die Tangente
ist algo in diesem Punkte parallel zur @-Axe. Dasselbe ist der I"all fiir die hochsten Curvenpunkte
D und 7¥, da diesen nach (37) cos¢q = ¢ entspricht, wofiir ebenfalls tgv =0 wird. In den
iussersten Punkten F und F, fir welche nach (37¢) 3cosg — 4cos2q¢p = 0, ist tery = +co, die
Taneenten hier also senkrecht zur z-Axe.

Fitr Punkt A, welchem cos g = § entspricht, ergiebt sich fg» = + # 7 und fiir den von

beiden Tangenten eingeschlossenen Winkel e, unter dem sich also auch die Curve in A schneidet,
erhiilt man
e =13 l‘.?
oder o= 824499268
Um den Bogen auszudriicken, wird man entweder die Gleichungen (35) oder Gleichung (43)
benutzen. So ergibt zich leicht entweder
ds=r ', 20 — 24 cos if fl"rjr
oder
ds = v |25 — 24 cos & d
Die Integrale dieser Differentialausdriicke sind nur niiherungsweise bestimmbar, die Curve ist
also nicht rveectificabel.
Ist F; der Inhalt des vom innern Curventeil eingeschlossenen Flichenstiicks, sowie I der
Inhalt des vom &ussern Curventeil begrenzten, so ist nach (43) und (43e) resp.:

T M08 5 Are o8 5

mithin :
i+ =17 mn

L:-‘|I'J‘

I 4 Iy — 1P = 161" 7
i. h. das von der Curve und dem Grundkreise oder auch von der Linie A BOB' AFEOF GFOE A
hegrenzte Flichenstiicls, dessen iiussere Enden gewissermassen ithereinanderlagern, besitzt den
16 fachen Inhalt des Grundkreises.

Fitr den Kriimmuneshalbmesser &8 erhilt man nach der Formel

( .l"! 4_ _,_n_‘-;,'

e 2y R

.fl.=

5
worin »* und #* resp. den ersten und zweiten Differentialsquotienten bedeuten sollen, aus (43):
(25 — 24 cos S

R—
' 41 — 36 cos o
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Aus den Gleichungen (35) ergiebt sich genau derselbe Ausdruck:
(Sh — 24 ¢S« |5--i
= i
41 — 30 CO8 ¢
wie es wegen ¢ = sein muss.
Als spezielle Werte von 12 sind bemerkenswerth:

Fiir 4 =0 oder 27 . i fir Punkt O ist: R=1}r

=2 oler == d.i. » , HoderH': R=13Ex
o= A s I — 44y
d=arccos+4 d.i. T R= 1T

4«) Obige Werte m=—1 und ¢ = 2 in (33) substituiert liefern:
ot == (i ! '1'_:\: — ! (453
also einen Kreis vom Radius des Grundkreises, der unterhalb der z-Axe liegend diese und den
Grundkreis im  Anfangspunkt der Coordinaten berithrt. Dasselbe ergiebt sich aus (27 oder (23),

wenn dort o' = o = 2r wird. Vergl. Fig. 3 und das dort Gesagte.

5) Endlich werde in (33) m=—1 und ¢ = - ; dann entsteht, wenn man zugleich den

Coordinatenanfanz in den Mittelpunkt des Grundkreises verlegt:

z= gsing—psin dg 'l oo
L |
Y= —  LOS € — O COS S ] £
oder auch:
x=— 2psingsin2g

| (46 a)

Y= 2pcosg cos2p |

Durch Elimination von ¢ ergiebt sich darans als Gleichung in @ und y:
(z* + y*)' = 40* @"— »°) (47)
s Ueher Gestalt und Verlauf der entstehenden Curve giebt

7 N am einfachsten Gleichung (46 &) Aufschluss. Aus derselben ergiebt
1 ; g o . v 3 - -
| | sich. dass die Curve die Gestalt der Fig. 5 hat und dass sie ent-
e N steht in der Reihenfolge O PO‘AO'BO'CO'0. Sie ist, wie aus
¥ o TN e ™ . - L o . i
K, {/ > - YAy (47) ersichtlich, eine Linie der sechsten Ordnung und in der [hat
A j ) =
—— 7/ = il erkennt man sofort. dass zur z-Axe oder zur y-Axe I Zewissen

il / Abstinden — deren Werte beiliufig zwischen 4 4v und —4v
;g St o _y liegen — gezogene Parallele die Curve in sechs Punkten schnei-
den miissen.
y, Aus (46 ) ergiebt sich aunch wieder eine einfache Polarglei-
Fig. 5. chung dieser Curve. Hs ist offenbar:
'+ yt=4pcos*2p
oder

r=32pco52q
Da ferner:
¥

= (oto [/
€
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und, wenn Polarwinkel < von der negativen y-Axe und in der Uhrzeigerrichtung gezihlt wird,
auch:
Y = (0te

4
so folgt:

P = o (45)
mithin:

¥ — 20 00523 (48}

die Polargleichung der Curve. Dieselbe gilt sowohl fiir die Curve als Ganzes, wobei nesative Worte
von # auf der Riickwiirtsverliingerung des beweglichen Schenkels liegen, als auch fiir jeden einzeln
der vier blattartigen und, wie sich leicht zeigen lisst, untereinander congruenten Curventeile allein.
wobel < stets von der Lingsaxe des Blattes, durch welche dasselbe in zwel congruente Hiilften
opteilt wird, zu zihlen ist.
Fiir die Neigung der Tangente ergiebt sich:

o) dy singd-3sinde  sing (5—6sing)

°  dax  cosgp—3cos3g  cosq (5—6 cost )
Hiernach ist filr ¢ =0 oder 7z d. h. fir die Punkte O und B

gy ==10

=) T

mithin die Tangente in jenen Punkten parallel zur 2-Axe und fiir ¢ = = und = d. h. fiiv die

Punkte 4 und € b= ton

also die Tangente in diesen Punkten senkrecht zur z-Axe. Da nun ein Gleiches in jenen vier
Punkten auch in Bezug anf den Grundkreis stattfindet, so beriihven sich Curve und Grundkreis in
jenen Punkten. TPunkt O ist ein vierfacher Puankt und eine dhnliche einfache Betrachtung zeist,
dass je zwei gegenitberliegende Curvenzweige sich in demselben tangieren.

Iiir das Bogendifferential erhilt man aus (49):

ds= 1 3sin*23d2

]
ein Ausdruck, welcher nur annihernd genau zu integrieren ist,
Fiir den Flicheninhalt £ einer Blattfliche hat man:
E T
n At -.;. g
J= 'l 3 Pdd=\|rdd = .I: r‘}'.'i = dwin

. sp wi

mithin ergiebt sich fiir den Inhalt 7 der zanzen Curvenfliche:

=4 f= ‘_*y".r 0 B it

d. h. derselbe ist gleich dem doppelten Inhalt des rollenden und sleich dem halben des Grundlkreises.
Nun ist:
Flichenquadrant A 0/0 = 1 vim = 2f
demmach :
Quadrant 400 — 2, 1f = {
d. h. das von einem Bogenquadranten und den zugehirvigen Curvenisten begrenzte dreispifzige

Fliachenstiick
AODO'EA=Ff=11*n
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Hieraus geht hervor, dass die Curve die Fliche des Grundkreises in acht gleiche Teile teilt, von
denen je vier einander congruent sind.
Fiir den Kriommungshalbmesser hat man:

(a3 d f_f-'l:l:.:

R=7F e
j dedy*— dy d'z
= |."l..r |
\ el i
1 -+ =
B dy i
dty da d xdy

dop® dy o n"i'r" el of
)

(10 — 6 cos 4 )2

wonach sich aus (46) ergiebt:

.Ir|‘ —

(1
26—6Gcosdgp -
2 (14 3 sin’ 2¢)°

im ry il
21 5sin" 2q

-

(1 -+ 3 sin® 2 ¥
a4 8sin'2gq

Aus (49) erhilt man:
@ 1
2 (1 5s1n® 2.8
R= | I o

5-F 3 sin® 24

(14 3sin*2.5¢

b+ 3 sin® 2+
In beiden Fillen stimmen die Ausdriicke in der Form genau iiberein, wie es zufolge (48) auch sein
muss, sodass man nach dieser Beziehung auch den einen aus dem andern herleiten kann. — Spe-

zielle Werte von £ =ind:

. b 3T Sy 1 3 3 |
1) fir p=9=10, 5, ®, — d. h. fiir die Punkte O, 4; Bund C: R=¢o=4<r
. A T S R e A D , 3
N fily = = - » 22, 20 . h. fiir den vierfachen Punkt 0': R—9p — 1t
- / e T .

[1. Wir wenden ung nunmehr zu dem Falle, in welehem die Grundcurve eine Grade und
und zwar die Abscissenaxe selbst ist, wihrend die iibrigen Curven dieselben bleiben sollen. Zu
den hier geltenden Gleichungen gelangen wir mit Hilfe des Vorhergehenden einfach, wenn wir in
(17) oder (18) v = co werden lassen, wofiir ja die Peripherie des Grundkreises in eine Grade und
zwar in die Abscissenaxe selbst iibergeht. Dabei ist statt ¢ der Abwilzungswinkel des rollenden
Kreises einzufithren; ist derselbe ¢, so besteht bekanntlich die Beziehung:

g =—pn 11["

AL
mithin “’r =




Da ferner bei unendlich wachsendem v Winkel ¢ unendlich klein wird, so erhilt man, da man fiir
sin ¢ alsdann den Bogen ¢ selbst setzen kann
Lsing =ty = oip'
withrend o sin g =0 und ¥ cos ¢ = ¥ cos 0 = v wird.
Diese Werte in (17) oder (18) substituiert liefern alsdann aus jedem der beiden Fille,
wenn man gleichzeitic statt ¢f wieder einfach ¢ schreibt:

. i
=0 — o sn (I- 7] ‘)) if ’
: ] [ (50)

L1
i & LS
¥ =0 o mh(l 1t rr) i I

Betrachten wir zuniichst einige hievin enthaltene spezielle Fille:

1) Fiir m = o ergeben sich aus (50), je nachdem o° kleiner oder grisser ist als o, die
(zleichungen der gestreckten oder verschlungenen Cyeloide, welche Curven bei festlieecendem Punkt P
auch thatsichlich entstehen miissen.

L
e 0
23 Fiir m = 4 > entsteht:
(1]
" |
r= 0
2 S (51)
y=¢—p'=+d |
welche Gleichungen offenbar eine zur z-Axe im Abstande - d oder — d parallele Grade repri-

sentieren. Dies ist auch ohne weiteres aus der Anschauungz klar: denn da in diesem Falle Punkt P
den dem Abwilzungswinkel entsprechenden Bogen seines Leitkreises durchliauft, so bleibt er
stets anf dem durch den jedesmalizen Berithrungspunkt gehenden Radius des Rollkreises oder
dessen Verlingerunz und befindet sich so stets im Abstande &+ d von der z- Axe.

o S 2 Ty
3) Fiir m = -+ 2 > nehmen Gleichungen (50) die Gestalt an:
il
£
x=0¢ + o' sing |
52
iy = il = J‘J‘ 03 fllr I I: =

oder auch, wenn man o' =g F d setzt:
1 o - (0 Fd) sin g | 3
iy g (562 ¢)
y=0 —(o0%F d) cos if [

Fine einfache Betrachtung lisst die Curve, je nachdem das negative oder positive Vor-
zeichen von d Geltung hat. als eine gestreckte oder verschlungene Cycloide erkennen, die sich in
umgekehrter Lage befindet, den Scheitel also nach unten gerichtet; und zwar liegt dieser, bei der
gestreckten Cycloide um die Strecke d iiber, bei der verschlungenen um dieselbe Strecke antex
dem Coordinatenanfang. Die Curven werden in diesem Falle vom Scheitel aus beschrieben, sodass
von der ersten der unendlich vielen sich aneinpanderreihenden zuniichst nur die Hilfte entsteht
dieselbe wird vervollstindigt, wenn der Kreis nach der entgegengesetzten Richtung rollt. Denn
bei wmgekehrter Walzungsrichtung muss auch fir Punkt P die Eigenbewegung im entgegengesetzten
Sinne erfoleen, sodass also auf der negativen Seite der y-Axe die Bewegungsverhiltnisse fiwe P
sich ganz symmetrisch zu denen auf der positiven Seite gestalten, mithin ein dem positiven Cur-
venast ganz gleicher, symmetrisch zur y-Axe liegender, d. 1. die andere Curvenhilfte, entsteht.

Wird o= p, der rollende Kreis also selbst die Leitcurve, so nehmen Gleichungen (50) die
speciellere Form an:
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=g —psin(1l—m)g |
(53)
y=p — cos (1 —m) if ]
Von speciellen Fillen heben wir folgende hervor:
1) Fiir . = 0 erzeben sich aus (53), wie es sein muss, die Gleichungen der gemeinen
Cycloide.
9 Fiir m = 4 1 wird:
r=04q
i = i}

Die Bahn des Punktes ist also die z-Axe selbst, wovon man sich auch Ieicht durch die Anschanung
iiberzeugt, da P in diesem Falle gerade den jedesmal abgewilzten Dogen durchliuft, so dass er
stetz auf der x-Axe bleibt; dieser Fall entspricht dem in (51) als ein noch speciellerer.

3) Fir m = -+ 2 resultiert
L=pp -+ psng | )
{od)
if [y = ) cos g |
I Dieser Fall ist offenbar dem in (52) resp. (52 @) analog,
aus dem er sich fiir o’ = o resp. fiir d = 0 ehenfalls
] B o sofort ergiebt. DMe Curve ist eine umgekehrte ge-

meine Cyeloide, die mit ibrem Scheitel im Coordi-
natenanfang O liegt und die z-Axe in diesem Punkte
berithrt (s. Fig. 6).

Beschreibt der rollende Kreis gleichzeitig
vom Anfangspunkt O aus eine gewthnliche Cycloide,
so liegt deren Scheitel offenbar im Endpunkt B der
¥ ersten umgekehrten und ihr Endpunkt im Scheitel 0°

Fig. 6. der zweiten umgekehrten, Nun 15t bekanntlich die
cycloidische Fliche

OBO'0=3p"7
mithin Flichenstiick
OPBFPOO0=40QBQ0'0CA =40t — 30 m=0n
woraus weiter folgt:
OPBQO -0 PBRY=3 y".l E‘J'\.l = ﬂ{J".r
oder wegen der Gleichheit dieser beiden letzten Flickenstiicke auch
OPBRQO=0PBYOC =0p'n
d. h. die cyeloidische Fliche O 5 00 wird durch die beiden cycloidischen Halbbogen O 5 und ¥ B
in drei gleiche Teile geteilt, von denen jeder dem rollenden Kreis an Flicheninhalt gleich ist.

1) Fitr i = — 1 wird aus (53):
E=0p—0 21N :i; ]
Lo )
i 0 —opeosyg |

Schreibt man hierfiir, indem man gleichzeitie 2 = g’ setzt,

0
- ~ i . g i
L — 5 I'[ !'] S lf ’
(DDee)
i i i
— b 3 .
= ) et S
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so oiebt sich die Curve sofort als eine verschlungene Cycloide zu erkennen, die auch entsteht,

AL o 1) il , 0 i
wenn ein Kreis vom Radius 'FJ auf einer im Abstande - 5 Eur x-Axe Parallelen rollt, wihrend
der beschreibende Punkt um die Strecke o von dessen Mittelpunkt entfernt liegt und sich urspriing-
lich im Coordinatenanfang befindet. Der allgemeine Verlauf der Curve ist somit ohne weiteres klar
und wollen wir deshalb nur einige spezielle Einzelheiten hervorheben.

Wie sich ans der Beziehung

dx - i ; Lo o
Irr —o0(1—2cos2¢p)=op(dsin*g —1)=02snp+ 1) 2smeg—1)=0
wip k -
ergiebt, erreicht die Curve einen fdussersten Punkt links (Minimom von z) fiir ¢ = ;1 Sowie einen
X ]
= . 3 p L
dussersten Punkt rechts (Maximum von x) fir ¢ Q@ Desgleichen folgt aus
]
ff 'I.lr ) j'| 3 l L‘, 0
<. — 2 8in 2 = 4 Sinqg €08 (0 —
dep ’ ¥ f
dass der hiichste Curvenpunkt (Maximum von i) bei ¢ 5 oder y = 2p, die tiefsten (Minimum

von y) bei ¢ =0 und = oder y = 0 liegen, welches Letztere auch schon ohnedies sofort klar ist.
Fiir die Neicung der Tangente an irgend einem Curvenpunkt ergiebt sich aus Obigem:

d 1 4 sin ¢ cos g
dz (2sing 1) (2sing—1)

[y =
woraus u. A. zu entnehmen ist, dass fir ¢ =0 oder = die Tangente der Curve mit der - Axe
identisch ist oder dass die Curve sowol in ihrem Anfangs-, wie auch in ihrem Endpunkte diese
Axe tangiert.

Fiir den Bogen hat man
ds=olb—dcos’pdy =op V1 - 8 sin‘p da

Ausdriicke. welche zeiren, dass die Cuorve nicht genau rectificierbar ist.
Bemerkenswert ist die Beziehung, welche zwischen der Curvenfliche # und dem rollenden
Kreis besteht. Es erciebt sich ndmlich:

-~ v |

= ydo=20" “H —¢cos2g) (1 —2cos2q) de
o wly
. jilirf
Die Curvenfliche ist also gleich dem doppelten Inhalt der rollenden Kreises und verhilt sich mit-
hin zu der gewohnlichen Cycloidenfliche desselben Kreises wie 2:3.
Der Ausdruck fir den Kriimmungzsradius R ist:

(5—4cos2q)F p

f' 2 —cos2¢q 4

4+ 8sin‘g) o

(1
14 2sin*gp 4




fl

Hiernach ist:

Fitr Anfangs- und Endpunkt der Curve, also fiir g =0 resp. m: R=1%p
. 7 -
. den Scheitel 5 i I = R=%o
Fi : 7E BT :
die fussersten Punkte links und rechts, , ., ¢ = = resp. e R=K#% 0= p cos 30"
1] i

Uebrioens lisst sich anch an (50) folgende allgemeine Betrachtung anstellen. Setzt man

abgekiirat 1 — m =, = #, %0 kann man den Gleichungen (50) offenbar die Form geben:

b= & qup — o' sinug

0 g Cn—1)o
= —p'cosng -
* (1} n
y

oder auch ngp = ' gesetzt:

& ~ gt — o sin o'
(56 )
0 ; Sl 1) o ; 2
i - o' cos '

! T 1

Diese Gleichuneen stellen aber, wie dies besonders aus (56 «) deutlich ersichflich ist,

SN ; 0 " : e 2 z
fiir positives » und je nachdem > grisser oder kleiner als ¢f ist, eine vestreckte oder ver-

T

- . = - . [l - 3 .
schlunzene Cveloide dar. welche entsteht. wenn ein Kreis vom Radiugs > auf einer im Abstande
2 1 4 "

(m—1)p : i : : e
- ——% gur z-Axe Parallelen rollt, wiihrend der beschreibende Punkt um die Strecke ¢ von
"
I s A (n—1)o (0 o AL, : S s
dessen Mittelpunkt oder um die Strecke = - ( _9) o — o' vom Coordinatenanfang
7 n
entfernt auf der y-Axe liegt. — Desitzt »n einen negativen Wert, so ist die Curve ebenfalls
pine der erwihnten Art, nur ist sie in dem Falle eine umgekehrte, auf dem Scheitel stehende und
wird von diesem aus heschrieben, denn in letzterem Falle, wenn z B. n = — »f wird, gehen
Gleichungen (56) iiber in:
iy F
= j;, n'gp - o' sin w'e \
: ‘ (56 3
v o cosa g 4 l”-‘_“f.' y I}
—— =) A¥s i == =
."'r Illll,- L I ! ij,r

fiir welche die niihere Betrachtung das Gesagte leicht ergiebt (vgl. hiermit (52) und (54).) Die
Gleichungen (50) repriisentieren also zwei Gruppen von gestreckten oder verschlungenen Cycloiden,
von denen wir im Vorhergehenden bereits einige besondere Fille kennen gelernt und niiher be-
trachtet haben [vel. oben von (50) Fall 1) und 3), von (53) Fall 4),] die aber auch, wie sich gleich-
falls bereits ergab, fiir gewisse Werke von m und o in die gemeine Cycloide [vgl. von (53) Fall
1) und 3)] oder sogar in Grade itbergehen [vgl. von (50) und (52) je Fall 2).]

Fiir das Bogendifferential erhilt man aus (50):

N W TR :
ds=Vo'+ o*n*— Jpo'ncosng de




oder wenn o= o und fir » sein daraus folgender Wert 1 — m substituiert wird:

(1 —m)
o

relr_lr'

08— a Lo —E— 4 (1 — ) ain’

Ausdriicke. welche im Alleemeinen nur annithernd integrierbar sind.
Dagecen lisst sich der Flicheninhalt # auch fiir den allgemeinsten Fall durch einen ge-

schlossenen Ausdruck zenau angeben, Da niimlich die Curve bei ¢ = 0 beginnt und bei ng 2 o
LI, i ; :
oder ¢ = ihvren Endpunkt besitzt, so 1st:
it
F ..lln'n"J — l e S_J' Cos ng) (0 — il" i C0s 1) al"rlr
20° 4 no”
2 e T
mn
. o T i
= A 4 o't il
7 )
o <M o % 3 hy R : : LMk s i 9053 I
eine Beziehung, die sich auch leicht in Worte kleiden lisst. DBedenkt man noch, dass ==
it
b . A : 3
— T auch den Inhalt des Rechtecks, pebildet aus dem von den Endpunkien der Curve he
i

orenzten Stiick der z-Axe und dem Radius des rollenden Kreises, bedeutet, so erhiillt man fite den
[nhalt F* des Flichenteils, welcher nach Abzuz dieses Rechtecks iibrig bleibt:

e = : L}':,F' (27 )

Y

d. h. dieses [ bei demselben Leitkreis fitr alle miglichen Werte von 2 und mithin auch von

constant cleich dem Inhalt des Leitkreises.

Fithrt man in (57) fiir » seinen Werth 1 — m >3, S0 entsteht:
3
g0t 4 po't — "
F A e U
:I = T I‘J'
oder fiir den Fall, wo o' = p:
g S e
F : (Rt
1 —m
Fiir den speziellen Fall 4) von (5h3), also fiir m — 1 ergiebt gich hieraus ebenso, wie
1 3 B

dort bereits gefunden:

F=20"n

). also fiir die gemeine Cyeloide:

I Ziy".l

oder filr m =

wie es bhekanntlich sein muss. — Der Fall, wo m = -+ 1. bedaf einer besonderen Betrachtung,

eine Bemerkung, die auch fiir (67) und (57 ¢) cilt, da alsdann n = 0 wird,
Fiir den Kritmmungsradius B ergiebt sich aus (50):

— O} . J =1 oL BN
= 00031 CO8 .'Hf =8 H

[o®
= <

Lar COS .'.'eJr — ') o' n®
= u -
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oder fiir o’= o, also entsprechend (53), wenn man zugleich den dadurch fiir n entstehenden Wert
d. i, 1 — m mit a° bezeichnet:
R @t =nesnig L1 o

iz

N —cos N 7

[11. Liisst man den Grundkreis in einen Punkt zusammenschrumpfen, also in (17) *=0 werden,
s0 liegt der Fall vor, dass ein Kreis, hier der Leitkreis, sich mit einer fest mit ihm verbundenen, durch
seinen Mittelpunkt zehenden Graden um einen anf dieser Graden liegenden Punkt, hier den Anfangs-
punkt der Coordinaten, dreht, withrend gleichzeitig sich ein Punkt auf demselben bewegt, und es handelt
sich dabei um die Bahn dieses Punktes. Diesen Fall alleemein fiir eine ganz beliebige Curve und eine
oanz beliebige Lage derselben zu der mit ihr verbundenen und sich drehenden Graden zu unter-
suchen, wiirde eine ausgedehntere Aufeabe fir sich sein und uns hier zu weit fithren, weshalb wir
die Betrachtung nur an dem uns vorliegenden spezielleren Falle anstellen. Die Drehung wird hier
angegeben durch den Winkel, den der durch den Drehpunkt gehende Radius resp. die mit ihm
zusammenfallende unbegrenzte Grade beschreibt und welcher, wie sich leicht ergiebt, gleich ¢ ist,
s0 dass in unsern Gleichungen (17) ¢ ungetindert bleibt. Soll aber ferner eine Eigenbewegung des
Punktes P stattfinden, so kann dies, da der abgewiilzte Bogen, von dem diese Eigenbewegung im
Vorhergehenden immer abhiingig ist, jetzt onendlich klein wird, nur dann geschehen, wenn man
in jenen Gleichungen s unendlich gross werden lisst. Dadureh wird niimlich:

m ¥ = oo-0 = Uonst.

Ui

Setzt man diese Constante = m’ - ¢/, wobei jetzt m’ eine beliebige Verhiiltnisszahl bedeutet wie
frither s, und ferner das Stiick der Normale bis zum Drehpunkt, nimlich ¢—o'= £d, also
0 =o'+, so entsteht aus (17), wenn man gleichzeitiz der Kiirze halber die Accente weglisst:
= (p+d)sin g — psin (1—m) g | B
¥y = (p-+d}cosqg peos(1—m)ep | \B&d
Hierin gilt, wie leicht ersichtlich, vor d das positive oder negative Zeichen, je nach-
dem der Drehpunkt auf der convexen oder der concaven Seite des Peripherieteils liegt, bis
zit welchem o gereclmet wird. Was ferner das Zeichen von o betrifft, so gilt das positive,
wenn der von P durchlanfene Bogen und der Drehungswinkel ¢ gleiches Zeichen, das negative,
wenn beide entgegengesetzte Zeichen besitzen. Fiir den speziellen Fall, dass der Drehpunkt
anf der convexen Seite, also ausserhalb des Kreises liegt, wiirde dies z. B. bedeuten: P bewegt sich
von seiner urspriinglichen Lage aus auf dem DPogen, welcher nach der Seite liegt, nach welcher
die Drehung erfolet,
Wenn speziell d =0, der Drehpunkt also auf der Kreisperipherie selbst liegt, so nehmen
die Gleichungen (58) die einfachere Gestalt an:
x = osin ¢ — osin (1—m) @ | ne
(Do)
Y = peosg — ocos(l—m) @ i
Aus (58) und (58¢) ldsst sich nun wieder eine Anzahl bemerkenswerter spezieller Fiille
fur bestimmte Werte von m ableiten.
1) Fiir me=0 ergiebt (58);

2yt =d? (59)

also einen Kreis mit Radius o, dessen Centrum im Anfangspunkt liegt, was auch durch die An-
schauung sofort klar ist.
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Aus (58¢) folgen fiir =0 die Gleichungen des Coordinatenanfangs selbst, wie es sein muss.
2) Fiir m = -+ 1 folgt aus (58):

2y + o0)y= (o= i) (60)
und aus (S «): _ :
2t (y + o) =0 (60 &)

also in jedem Falle ein Kreis, welcher im zweiten ein dem erzeugenden Kreise congruenter ist.

3) Fiir m = -+ 2 entsteht aus (58):

e

) -'.f': .
e A (61)
20 = 1) [ T ]

Die entstehende Curve ist demnach eine Ellipse mit den Halbaxen 2¢ * d und o und mit ihrem
Mittelpunkt im Coordinatenanfang.

Aus (58 ¢) erhidlt man fiir m = 4 2:
tek——r 1 ] _H'i'|| il I
" (G e)
=20 | :

Diese Gleichungen stellen aber ein Stick auf der x-Axe dar, welches von Punkt P durchlaufen
wird. Die ganze von P auf dieser Axe durchlaufene Strecke reicht auf der positiven Seite bis zu
T 3 7T

1 . . . . . I
- 20, auf der nesativen bis zu 2, = — 2¢, wie sich Iir g = T'esp.

L

einem Punkte o, =

ergieht. In diesem speziellen Falle geht also die Ellipse (61) in eine Grade iiber.
4) Fiir m = - 8 folgt, wenn wir hier nur den speziellen Fall, wo d = 0 ist, beachten,

aus (58 «):

r=p(sing + sin2¢) |
(62)

y = v (COs ¢ cos2q) [

oder auch nach einfacher Umformung :
&= 20 SN &g o5 4«

0,50 4 08 9.9 ! (69.a)

y —2psin o sinig |

X Als Polargleichung der entstehenden Curve ergiebt sich
hieraus leicht:

y = 2g sin 3 (63)

worin Polarwinkel & von der positiven z-Axe nach oben gezihlf
wird: ferner als Paralleleoordinatengleichung in 2 und y nach Eli-
mination von e :

(4 9°) — boy (" + y°) + 8oy’ =0

Die Discussion dieser Gleichungen zeigt, dass die ent-
stehende Curve aus drei blattarticen Teilen besteht, von denen
jeder eine zu seiner Lingsaxe symmetrische Gestalt besitzt (Fig. 7).
Der Wert dieser Linosaxe ergiebt sich, wenn man den Maximal-
Qo

L W A Ree T Ho
o wert von 7 sucht; als solcher ergiebt sich fiir #+ — == und
- ] ]

Fig. 7. =20
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Zihlt man den Polarwinkel 3 von dieser Lingsaxe aus, so ist in (63) zu setzen &4 = & 4 =
wodurch entsteht :
r= 20 cos 34 (63 )
Aus dieser Gleichung geht hervor, dass » fiir gleiche, aber entgegengesetzte + denselben Werl
besitzt, woraus die symmetrische Gestalt jedes einzelnen Blattes erhellt.
Wie ferner aus (63) hervorgeht entsteht die Curve in der Reihenfolge O PAOGQ BOR 0.
Sie ist nur annihernd rectificierbar, da sich als Wert fiir das Bogendifferential ergiebt:

da 20 1+ 8cos®39 A9

Fiir den Fliacheninhalt f eines Blattet evhilt man:
=4 | ridd Lo'n

mithin fiir die ganze Curventliche:
M= 3f=o'n
d. h. ihr Inhalt ist gleich dem des rotierenden Kreises.
Fiir den Kriitmmungshalbmesser £ ergiebt sich auns (62):
r 3 el
T (54 cos3 ) .0
T 2C08 3¢
oder aus (63):
(18 cos®39)%

JF!' F, t}

54 cos*33

2 s X \ @ . e i S, :
zwei Ausdriicke, von denen zu Folge der Beziehung & = { {vel. (62e) und (63)) der eine auch

aus dem andern hergeleitet werden kann. — Als spezielle Werte von B migen hervorgeholien

werden :

Fiir ¢ = 0 oder 4 =0 d. 1. in dem vielfachen Punkt O ist: Bi=230
7 : 7L = o ) ; e, : :
¢ = 7 oder # = - d.i. in den Punkten A, B und €' ist: R=1op
o) ]
5) Fiir m = + 4 folgt aus (68«):

= g (sin g 4 sin 3 ) |

; - (65)
1y = g (Cos g cos aqg) J = Vfe
oder:
v = 2¢ s 2¢ cos @ | :
) ] (G5 &)
o= 20 sin 2¢ sin ¢ |
Hieraus ergiebt sich zuniichst wiederum, da ¢ = & sein muss, die einfache Polargleichung:

r = 2 ¢ sin 29 (66)
sowie durch Elimination von ¢ die Gleichung in # und y:
(o + ) =4 a*y* (GT)
Fiir ein um 45° zum urspriinglichen gedrehtes Coordinatensystem gehen diese beiden letzten
Gleichungen iiber in die folgenden:




yi= 20 C05:2 ot (66 )
i ;

(p2 g )=do' (' — ) (67 ex)
aus denen man wegen ihver Uebereinstimmung mit den Gleichungen (49) und (47) erkennt, dass
die hier erzeugte Curve mit der in Fie. 7 dargestellien und schon frither niher betrachteten voll-
kommen identisch ist. Wihrend in jenem Falle die Curve auf ihre Hauptaxen bezogen erscheint,
ist sie es hier auf die durch ihren vierfachen Punkt gehe nden Tangenten. Eine weitere Vergleichung
beider Fiille zeigt auch sofort die wesentliche Uebercinstimmung der Bewegungsart, nur dass die
Bewegung in dem friiheren Falle im andern Sinne W ie im vorliegenden erfolgt:

6) Fiir m = — 1 entsteht aus (58 a):
x=0 (sing — s 2¢) | (68)
3
9 = 0 (Lo — COS 2:}'-] l
oder:
r—=—2psinfpcosiq | ] .
Sy 3 (68 e)
y = Z2osinipsinig | :
Die leicht hieraus zu entwickelnde Gleichung in 2 und y lautet:
a4 2y — B8N '+ y' — 30"y + 20°y =0 \69)
v Aus diesen Gleichungen geht hervor, dass die Curve die
[ in Fie. 8 angedeutete Gestalt besitzt. Sie passiert zwei Mal
\ iy 7E hr
den Punkt A der positiven y-Axe, fiir welchen ¢ = = und
o e ]
. und y = o ist, schneidet die negative y-Axe in ! und zwar fiir
X p=r uml y = — 2p, und endlich die z-Axe in den Punkten
; 21 471
B und B, fiir welche ¢ = =~ resp.= — ud 2 =x ¢ V3
o) w

Um auch hier die Polargleichung herzustellen, hat man
aus (68):

| i q
- —_— i :: in
T 8 LR A
Mo B 5 o
Fig. B. 20wie 2= tor 9
T :

wenn & der von der positiven z-Axe gezihlte Polarwinkel ist. Mithin:

tgd=—1g4ig
oder — tg = te 3
Es ist aber auch: —tg = tg(z—J)
mithin: tg(m—3)= tedo

Fithrt man diesen Winkel © — &, welchen der Radiusvector mit der negativen z-Axe bildet,

als Polarwinkel ein und nennt ihn &, so folgt, da hiernach § ¢ = % und } ¢ = § & ist:

9
¥ = 2¢ 5N 3
oder mit Weglassung des Accentes:
o Sy
= 2psin = (70)
o '

als Polargleichung der Curve.
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Es lisst sich indessen noch eine zweite Polargleichung aufstellen fiir den Doppelpunkt A
der Curve als Pol und zwar, dhnlich wie in (43) und (43¢), sowohl fiir den iffnern, wie fiir den
dussern Curventeil je eine besondere. In Beziehung auf Punkt A lauten niimlich die Gleichungen (68):

2= p (sin ¢ — sin 2¢)

= 0 (Los p — CO8 24p) — o
oder:

&= o5 ¢ (1 — 2C05¢)

o= 0 £os g (1 — 2 cos )

und durch ihnliche Betrachtung wie in dem damaligen Falle ergiebt sich hieraus:
— gn"_'i,'.n:-..‘-f 1) (71)
als Polargleichung fiir den inneren Curventeil, & gezihlt von der negativen y-Axe, sowie
r=—uo(2cosd —1) (Tle)
als Gleichung des dusseren Teils, 9 gezihlt von der positiven y-Axe. — Es geniigt jedoch auch
hier (71) fiir die ganze Curve allein, wenn man beachtet, dass negative Werte des Radiusvector
auf der Riickwirtsverlingerung des beweglichen Schenkels von & liegen,
Fiir zwei zusammenfallende Radinsvectoren des innern und dussern Curventeils A D = #
und A0 = r. hat man, da in dem Falle &% = 7 J- % sein muss:

ri=p(2cosd—1)
und re=0 (2cosd -+ 1)
mit hin durch Sabtraktion:
Yo — 0= 20
oder DS =10 (72)
Die Differenz irgend zweier zusammenfallender Radienvectoren des innern und Hussern Curventeils
ist also constant = 2p = dem Durchmesser des rotierenden Kreises.

Ebenso ergiebt sich fiir einen Radiusvector 4 F = ».. der den innern Curventeil nicht
trifit, und denjenigen, welcher auf dessen Riickwiirtsverlingerung liegt, nimlich 4 B = ».":

Yo = — (2005 —1})
und ro'= o (2c08%+1)
und daraus
i B R 9
e T _.i} l f'f_-"(f\l
oder BE = 2 | S

Dieses ganze Ergebnis in (72) und (72 «) heisst in Worten:

Jede durch den Doppelpunkt 4 gezogenen Grade schneidet die Curve in zwei Punkten, die
entweder auf derselben Seite oder auf verschiedenen Seiten von 4 liegen und deren Entfernung
von einander constant gleich dem Durchmesser des rotievenden Kreises ist.

Fiir das Bogenelement der Curve erhilt man am einfachsten aus (70):

[

ds— 20 "I. 1 — § sin®

-

Nr al}

ein Ausdruck, dessen Integral auch wieder nur anniherungsweise zu bestimmen ist.
Fiir den Inhalt I* des von der halben Curve und dem zugehirigen Stiick der negativen
#-Axe begrenzten Flichenraums OPA B C 0O ergiebt sich:

4%




mithin fiir den Inhalt # des von der einen Curvenhiilfte und dem iiher O ¢ beschriechenen Halb-
kreis begrenzten Flichenstiicks, niimlich O PA BECFO:

afl r T L 2 s

.Ii ..l" g0 7L ;} it
Jenes Flichenstiick ist also inhaltsgleich it dem erzengenden Kreis,

Fiir den Kritmmungshalbmesser B ergiebt sich aus (68):

n {.Z-I — 4 ¢08 2:;-']; 0
i 2 cos g 2
oder aus (70):
s
( S s ) e )
=\ 5 0
e e
(1 = 3 8In° )
o
welche Werte sich gemiiss der Relation &g = 1 & auch wieder einer aus dem andern ergeben.

Fiir & =0 oder ¢ =0 d.1i. fix Punlt O ist: R=14p

it 4 T . P
p— 5 oder o 3 I . sty R=VJe=p sin60
'*—;i'-rli-'r-— 1. i Cist: H=1
d=—pderg=mw d.i, , d 7 ast:: R Lo

‘iir die Neieungz der Tangente hat man :
| lie Neicung der Tangente hat 1
d i singp — B

e ===

1)
LS -
o CoSqp — 2 cos™

Fitr ¢ = 0 oder 27 folgt hierans tg» = 0 d. h. die Curve beriihrt die z-Axe im Coordi-
natenanfang,

i . . L T D y
Fiir den Doppelpunkt A ergiebt sich, da hierfir ¢ = = und .'.i und wenn » und » die

5 ] o
entsprechenden Neigungswinkel sind:
ta v -+ V4

bl A
Die Sehnittpunkte dieser beiden Tangenten mit der x-Axe erhilt man aus der Gleichung derselben,
nimlich aus:

woraus fiir g = 0 sofort
#=40 ks

Dies sind aber auch die Abscissen der Punkte B und 5, in welchen die Curve die 2- Axe schneidet:
also gehen die im Doppelpunkte 4 an die Carve gelegten Tangenten durch diese Schnittpunkte B
und BY. Fiir die Strecken 4 B und 4 B auf denselben ereiebt sich leicht aus einem der recht-
winkeligen Dreiecke der Wert 2p, was auch schon aus (72) und (72¢) gefolgert werden kann, da
die in A gelegten Tangenten offenbar einen speziellen Fall von dem dort betrachteten bilden, —
Der Winkel ¢, unter welchem die Tangenten und mithin auech die beiden Curveniiste selhst in
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; i i ) L : i : .
diesem Punkte A sich schneiden, betriigt =~ oder 120°; dies ergiebt sich sowol direkt aus der

£l
eben angestellten Betrachtung, wie anch aus der Relation:
gy —te - 1¥/3  gin 120°
SRt () e B ‘tn e V8 __ sin _1__33 — o 120°
| -- to v to» — 1 cos 120 T
d. h, c=120%
T) Fiir m = — 2 endlich erhilt man aus (58 «):
@ = p (sin ¢ —sin 3¢) | _
\ oy
4 =0 (COS (p — COS 3 p) I (78)
oder :
x=—2psin@cos2p | oy 36
: . - (J.'JU::'
Y= 20 8in g 8In 2 ¢ [
Als Polargleichung dieser Curve ergiebt sich hieraus:
L
s -
r"ﬂy.«'ln;'u] (74)

wobei Polarwinkel & = 2¢ wiederum von der negativen z-Axe (in der Uhrzeigerrichtung) zu
zithlen ist.
Desgleichen erhiilt man als einzige Curvengleichung in & und y:
(¥ L y..--l:: (e, ~i—{*u [__1':—: ﬂ:}:' 4 4 s‘J-L (r* __ ."."_I} e y.; .r"'l = ()
¥ Aus der Discussion dieser Gleichungen ent-
' nimmt man, dass die Curve die (Gestalt der Fig. 9

besitzt. Sie schneidet die y-Axe, wenn ¢ = 1 und

Il ist, im Abstande y = 4 o V2, sowie, wenn
= : b THL, . =
X ;g p = '[ unid e im Abstande y = — o |2, sodass
also jene Schuittpunkte A und € Doppelpunkte sind.
. : : : s 3
Ebenso wird die - Axe geschnitten fiir ¢ = - und —
¥ in den Abstéinden + 20,
Hig. 8, Fiir den Bogen ergiebt sich ans (73):
iy
ds—'0 l 1 4 3 sin® [(RY)
i 2
i o
= -2 !.'j-l -3 cos
V2
oder durch ¢ ansgedriickt gemiiss der Beziehung 9 = 2 ¢ oder auch aus (73) direkt:

ds=2p V1 + 3 sin®g dy
Fiir den Flichenraum F, der von der einen Curvenhiilfte O PA BC QO eingeschlossen wird,
erhiilt man:
g T
F=1L|»dd*=%2pn
e ~




“=m
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Ferner ist der Inhalt eines segmentartizen Flichenstiicks O PA O nimlich

und demnach A=

woraus sich fir den Inhalt 7 der Fliche A BCDOD'A ergiebt:

F'=F—4f=4¢'= (20

d. h. der Inhalt jener halbmondfirmigen Fliche ist gleich dem Quadrat iiber dem Durchmesser des

rotierenden Kreises oder gleich dem Quadrate iiber O 5.

Als Ausdriicke fiir den Kriimmungshalbmesser

3 sin? *'*‘}3

und

Specielle Werte hieraus sind:

erceben sich aus (73) und (74) resp.:

50
« Sk 9
3 cos 2 )¢ 0

deos 2 /2

Fiir ¢ = 0 und 7 oder ¢ =0 und 27 also fiir Punkt O: H—i10p
i oI : . :
@ = - und - oder ¥ = w , . Punkte Bund B’: R=4§o¢
Fiir die Neigung der Tangente ist:
AR sin ¢ — 3 sin 3¢
i sns (p — 3 08 3¢
Bei ¢ = 0, 7 und 27¢ d.i. fir Punkt O wird tg » = 0: die Curve beriihrt also m 0O die
T 3w b Im

gweimal von zwei Seiten. Filr die Pankte 4 und ¢ also g = -

and von den in 4 und ¢ an die Curven gelegten Tangenten wird die z-Axe in Punkten 7' und 7

4 i 8

oeschnitten, deren @ = + 2 /2 o. — Hiernach ist:

Rechteck 4A0. 70 = (V2 o) - (212 {|:‘J = 40" = Quadrat B ()

und somit auch nach (76):

Rechteck A0, T'0 =
GGleichungen (53 «) lassen sich auch allgemein behandeln; so kann man u. A. besonders die
allcemeine Polargleichung fiir simmtliche den verschiedenen Werten von m entsprechenden Curven

Flache A BC DO D A

auns derselben gewinnen. Schreibt man nimlich dafiir:

so folgt at - .,r,,l: -

" g cos (J_j = 1) !
j @ sin (ji: —_ I) i

5 ¢

. S wird tg» = £ §




.om
also p==2p 51N 5 P
1 m
Da ferner = tor (_.! — 1) i
] ?
sowie Y = to &
=

worin <+ wieder der von der positiven w-Axe gezihlte Polarwinkel ist, so kann man setzen:

in ;
G

- m i !
WOrans — ) = 4

und somift wird
4 (77)
die Polargleichung in ihrer allcemeinsten Form.

IV. Es moge jetzt der rollende Kreis in eine Grade, die Tangente der Grundeurve, ither-
gehen, dann ist in (32) ¢ = oo zu setzen. Man transformiere nun diese Gleichungen in:

b
: . ; . 1T (1—m) ¥ (1l —m) ;
&= Y BN ¢ == 0 8IN  — 0 51N -} P COS @ — O COS ——-—T-—--- o SII ¢
I i
- -
: : ‘ 1 — m) e ik (1 —m) 0
=T COS§p == 0 COS g0 — 0 CDS — P COS @ — O SIn —— g S
Y P -0 COS P — ¢ 0 Iz e 0 /L !
dann wivd hierin:
¥ (1 —m)
08 a p = cos 0= 1 und dadurch:
i
Pl — m) : :
-— 0 08 — - @SN ¢ = — 0 81N
i
-
SOWIE 0 GO Tl —m) o COS
50 3 — [} C0OR O COS ) = — ) COS {0
{ 0 ¥y ¥ d f
; . ¥ (l —m) , : \ TR
dagezen nimmt ¢ sin s ¢ die unbestimmte Form oo . 0 an, fiir die man
il

den wahren Wert ¥ (1 —m) ¢ findet. Macht man hiernach in (32) die betreffenden Substitutionen,
so ergeben sich als Gleichungen der entstehenden Curve:
@=1sing—1r(l—m)epcosqp | =
y=rcosgp —r(l—m)gpsing —r | (78)
Die Carve ist eine der gewihnlichen Evolvente iihnliche Linie, die sofort selbst daraus hervorgeht,
wenn s = 0 wird, wie es sein muss. Durch Verlezung des Coordinatenanfangs in den Mittelpunlkt
des Grundkreises verschwindet in y das Glied —r und es wird:

r=rsing —r(l—m)pcosep |
¥y=rveosp—71(1l—mqsing I
Hieraus entspringt fir m = 4 1;

also der Grandkreis selbst, da fir jene Bedingung der Punkt P stets im Beriihrungspunkt bleibt.




V. Wenn endlich der rollende Kreis in eine Grade iibergeht und der Grundkreis gleich-
zoitio sich auf einen Punkt reduciert, so ist in (78) noch ¥ = 0 zu setzen. Dabei ist aber dhnlich
wie bei ciner friiheren Betrachtung zu beachten, dass, wemn alsdann Punkt P anf der Graden fort-
schreiten soll. die diese Eigenbewegung bedingende Grisse vm ¢ nicht verschwinden darf, was
dadurch erreicht wird. dass man wieder m unendlich gross werden lisst. Dann wird niimlich
v g =0 .00=Const. Setzt man diese Constante gleich der Linge a und bedenkt, dass der
die Drehung bedingende Winkel ¢, welchen die Grade mit der z-Axe bildet, gleich dem negativen
Abwilzuneswinkel also = — ¢ ist, so gehen die Gleichungen (78) hiernach ither in:
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oder, wenn man auch gleichzeitig wieder die Accente weglisst:
e = ] Jj’ LI "“'

Die Curve ist also in diesem Falle die bekannte Archimedische Spirale. Die Grisse a kann,
ebenso wie frither i, positiv oder negativ sein, je nachdem sich P auf dem die positive Drehung
beschreibenden Schenkel oder auf dessen Rickwirtsverlingerung bewegt.
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