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Die Hauptaufgaben der sphérischen Trigonometrie,

zuriickegefithrt auf ein einziges System von drei simultanen Gleichungen.

Von Gymnasiallehrer Dr. ¥. X. Stoll.

& 1. Einleitung und Begrenzung der Aufgabe.

Die Veranlassung zu der folgenden Arbeit gab das Programm des Herrn Diekmann . Ueber
die Zuriickfithrung der Hauptaufgaben der Trigonometrie auf ein System von drei linearen, simultanen
Gleichungen®, Essen 15877, in dem derselbe in dankenswerther Weise aus den Formeln, welche die
Projectionen zweier Seiten eines ebenen Dreiecks auf die dritte bestimmen, alle Sitze der ebenen
Trigonometrie entwickelt und ihren inneren organischen Zusammenhang nachgewiesen hat. Weil die
Formeln, von denen er ansging, linearer Natur waren, 30 konnte er sich dabei des Hiilfsmittels der
Determinanten bedienen und fiir alle Hauptaufeaben der ebenen Trigonmometrie ebenso einfache als
glezante Lisungen geben. Nicht mif demselben Erfolge hat er es versucht, die Formeln der sphiirischen
Trigonometrie anf algebraische Elimination zuriickzufithven, einestheils, weil die von ihm (Seite 24)
aufeestellien Fundamentalgleichungen schon die Kenntniss einer Hauptgleichnng der sphiirischen Tri-
gonometrie (cos @ = cos b cos ¢ & sina sin b cos @) voransssetzen, wihrend sie unmittelbar aus den
cegebenen Stiecken oder ans Gleichungen, welche den Projectionsformeln der ebenen Trigonometrie
entsprechen, hergeleitet werden milssten, anderntheils, weil sie selbst schon so complicirter Art sind,
dass man nur dureh weitliinfige Transformationen die iihrigen Siitze der sphirisehen Trigonometrie
ans ihmen gewinnen kapn, Dies hat auch Herr Diekmann selbst eingesehen, und nachdem er ein
Beispiel fiir die Anwendung seiner Formeln shen, die Sache abgebrochen. Indem ich nun da an-
fange zu bauen, wo Herr Dickmann aufgehéirt hat, kann ich allerdings nichti versprechen, in ebenso
ginfucher und ibersichtlicher Weise, wie dies von jenem fiir die ebene Trigonometrie geschehen ist,
meine Aufgabe zn losen. Dies liegt jedoch zum Theil in der Natur derselben, indem die Seiten eines
H[Flld]l*l]llll Dreiecks nicht wie dort unmittelbar in Ree hnung gebracht werden kinnen, sondern statt
derselben ihre goniometrizechen Funetionen, deren Zusammenhang unter sich wesentlich dureh guadratische
Gleichungen gegeben ist, so dass die Aufstellung eines !|1u,-u|11 Systems von Fundamentalgleichungen
immer nur fir eine bestimmte Art derselben, niimlich entweder fiir die Sinusse oder die Cosinusse
oder die Tanwenten der Seite n oder fiir eine ans denselben --‘cl;i!m te Funefion derselben Art miglich
ist; sobald aber neben den Sinussen auch die Cosinusse oder Tangenten der Beiten in den Formeln
vorkommen, complieirt sich die Rechnung nngemein, weil man dann wenigstens quadratische Gleichungen,
sehr oft aber auch Gleichungen hiherer Girade zu lisen hat,

Zuniichst kommt es also darauf an, ein System von Formeln zu entwickeln, in welehen die-
gelben Functionen der Seiten oder Funefionen dieser Functionen, wo miglich im ersten Grade vor-
kommen. Schon die Rileksicht auf den piadagogischen Grundsatz, dass man vom Einfachen und Be-
gonderen zum Zusammengesetzten und Allgemeinen aufsteizen miisse, nicht aber umgekehrt, wird es
zweckmiissig eracheinen lassen, zuerst den Sinus, Cosinus und die Tangente eines Winkels im recht-
winkeligen sphiirischen Dreieck dureh Functionen der Seiten darzustellen, wie man ja anch in der
ehenen Trigonomefrie zuerst an dem rechtwinkeligen Dreiecke die Begriffe dieser Functionen festzu-
stellen ptlegt, ehe man zur Berechnung des HIIIIL“\'IIILL]I"E o Dreiecks dibergehf. Dazu kommt noch
die Ueherlegung, dass eine Projection zweier Seiten eines sphiirisehen Drei cks aufl die dritte nur
dann moglich ist, wenn man wie bei dem ebenen Dreieck dasselbe durch eine von der Spifze gefiillte
[fohe in zwei rechtwinkelige zerlegt und jedes Segment der Grundlinie als Funetion der Seiten und
Winkel ausdriickt. Eine solehe Projection ist aber nnbedingt néthig, wenn man zn Formeln gelangen
will, welehe den von Diekmann fiir die ebene Trigonometrie zu Grunde gelegten analog sind.




§. 2. Das rechtwinkelige Dreieck.

Um uns auf alle Fiille zu ritsten, wollen wir zuerst in Betracht zielien, welche rechtwinkelize
Dreiecke auf der Oberfliche einer Kugel dirch drei grésste Kreise entstelen kénnen, von denen zwei
aufeinander senkrecht stehen. Durch drei grosste Kreise zerfillt die Oberfliche einer Kugel iiber-
haupt in acht Dreiecke, von denen je zwei gegentiher liegende Scheiteldreiecke, also symmetriseh
gleich sind und je zwei anliegende sich zu einem Kugelzweicck ergiinzen. Die Dreiecke cines Paares
der ersten Art sind nicht wesentlich verschieden, da sie dieselben Stiicke, nur in umgekehrter Reihen-
folre, enthalten. Die Dreiecke eines Paares der zweiten Art aber unterscheiden sich nicht bloss der
Ordnung nach, in der die Stiicke aufeinanderfolgen, sondern auch durch die Grosse dieser Stiicke
selber. Hat ein Dreieck der zweiten Art die Stiicke a, b, ¢, ¢, #, v, wo e ein Rechter ist, go ibt
es noch drei davon verschiedene rechtwinkelige Dreiecke, welche von Bogen derselben grissten Kreise

eingeschlossen werden, und zwar hat dann das erste die Stieke: a, =180°—a, b = 180°— b,
6=¢ ey=a=1R, §,=180"—4@, y,=1y; das zweite hat die Sticke: a,=180"—a, b, =5,
180°—¢, ey =a=1R, 3,=p8, 7,=180"— y; das dritte endlich; a=ga, b =180"— b,

— 180" — ¢, :e:: =a=1R, . =180"—8, r,=180"—y.

Aus :;[Ilﬂ3t‘r Uebersicht llil]g'[. dass unter den vier 1"|1|'||t'\.'.]u|u‘.|i;‘r¢'|:_ wesentlich versehiedenen
Dreiecken, welehe durch drei grisste Kreise gehildet werden kinnen, eines existiren mmuss, in welehem
die beiden Katheten sowohl als auch die beiden gegeniiber liegenden Winkel zugleich kleiner sind
als (.‘l']“., withrend von den lfi|!l'i:.’.',‘t']l das eine Katheten und Winkel besitzt, welche zugleich eriigser sind
als 90" aber kleiner als 180°, und die beiden anderen eine Kathete, die zugleich mit dem gegenither
lieczenden Winkel kleiner als t.]”“_. nnd eine Kathete, die }':l!;_'\']l‘il']l mit dem 'C_"d'l\_\q'|]|-i‘_]’l|-]‘ ii“;’“;”{,-” .“'i“i‘-_t-l
grisser ist als 90° aber kleiner als 1807

Wir wollen unsere Untersuchung beginnen mit einem Dreieck, in welchem die Katheten und
die gegeniiber liegenden Winkel kleiner sind als 90°: in einem solchen ist nothwendigerweise anch
: die Hypotenuse kleiner als 90°. Denken wir uns demgemiss eine
rechtwinkelize dreiseitige Beke, deren Seiten und Winkel diese
renschatt haben; in der nebenstehenden Figur, welche eine solche
Ficke zeigt, sei o der Secheitel und die Seite 08 stehe senkrecht

3

J/ auf der Seite dof. Man lege durch 8 eine auf of senkrechte
o L J.'-al'll"l.lt", welche t[il_‘. ZwWel 1'rh|‘i_zr'u Kanten der Hl'.l-;l' in ) und & .~;|'[||j|-.i1]r-t:
S LT diese Ebene ist die Neigungsebene der Seiten sof und god und
O gteht auf ihnen senkrecht. Zwei Ebenen 848 und £0d, welche auf
= einer dritten o8 & senkrecht stehen, schneiden sich aber in einer
. Geraden £d, welche anf o0& § senkrecht steht; daher sind die Drei-
ecke god und &opF rechtwinkeliz. Man hat nun:
: Ed ga &d
sin e 38 = v eosefdd="—, fgefd =~
4, £ ; ef b g
3 Ed i} FXi}
8in £00 = ¥ tedog =4 - 3 te s0d = —)
ED | 03 o
, L ¢ et o] 304 ol
) — 5 e = sindgofd =—:
H 20 = s o :._: ? [ ad

Dividirt man die zwei letzten in je eciner Columne stehenden Gleichungen dureh einander und ver-
gleicht die Quotienten mit der ersten, o erhiili man die drei nenen Gleichungen:

. -“-i]l..'_“-‘ﬂr"l ls:ﬁr.r.'f [._:,-;:Jr\
gin 58 == - coB Efd = — 3 ipedo —= = =
! 8 08 : treofd : gin of

Aus einer mit dem Radius o % um o beschriehenen Kngel wird durch die Eeke das sphiirische
Dreieck « @y heransgesehnitten, und mit den tiblichen Bezeichnungen heissen dann die letzten Gleiehungen:

: sin b te ¢ : ind
1) sin §=— 2) cos =" Dt =B
3 s a tea (] e s ¢
wozu durch Vertausehung der Buchstaben noch folgende hinzutreten:
B | sin ¢ : te b i te e
L5 8Ny =y %) cos gy =2 o) oHE e
sin & tga sin b

—




Diese Gleichungen gelten vorldnfig nur unter den oben gemachten Beschriinkungen, also fiir ein recht-
winkelizes Dreieck, d+ ssen Seiten um[ iibrige Winkel "‘JL’}cr sind. Setzt man aber die oben angegebenen
Werthe won a,, &6, ley, 8o vesla,, by, e @0 Py Tas Gy by, 0, @, £, v, besiiglich statt
@, b, ¢, &, §, y in sie ein, s0 bleiben sie indert, ein Beweis, dass sie auch fir die
tibrigen drei I'Hhiwllliu’]lt’tll Dreiecke, welehe durch Bogen derselben grossten Kreise cebildet werden,
folglich fiir alle rechtwinkelige Dreiecke .|H.;~rL-u haben,

Aus ohigen sechs Gleichungen kann man durch rein analytische Operationen noch vier andere

herausbringen. Multiplicirt man ndmlich die Gleichungen 2 und 3 und vergleicht das Produet mit 1,

)y kommt: sin b tg b, tgc gind.sine. cosa
chisalicl 2 : s WOraus
sin @ te @, sin e gina.sine.cosd.cosc

4) cosa=cosh.cosc
folzt. Die Gleichungen 1%, 2% 3" iihnlich behandelt geben dasselbe Resultat. Multiplicirt man ferner

die Gleichungen 3 und 3* mit einander, so ist:
i teh. tge 1 : [l %
iggtgy=—> = - oder mit Beriicksichtigung von 4:
S11 f . Bin ¢ cO8 6, ¢o3 0
B) coga=— cotg [-J‘ . mﬁg ¥

Dividirt man endlich 2 dureh 1* so hat man

CO8 .'} g, -'i1| a 08 4 coR b, 208 (
B o = —— = ¢os b oder
sin itr rJ’ < B10 ¢ Cos ¢ C03 ¢
cos 3
6) cogbh=—=
81N
die Division von 2%) durch 1) gibt das analoge Resultat
COR 5
b®) cos ¢ = — (L=
sin §

wozn man auch durch Vertauschung der Buchstaben hiitte gelangen kinnen.

§ 3. Die Fundamentalformeln fiir das schiefwinkelize Dreieck.

Die im vorigen Paragraphen entwickelten zehn Gleichungen sind nothwendiz und hinreichend,
um alle Aufraben, welehe sich auf das rechtwinke lige Dreisck Iwnehen zu liésen. Ohne uns dabei
weiter aufzuhalten, schreiten wir sofort zur Entwicke luw' der Formeln t[ir ein schiefwinkeliges Dreieck.
Sobald wir uns dabei auf Dreiecke beschriinken, deren Seiten und Winkel kleiner sind als 180° d. h.
ant convexe dreiseitige Ecken, erkennen wir, dass jedes schiefwinkelige Dreieck dieser Art dureh eine
von der Spitze '*'lH[‘ Hohe als die Summe oder Differenz zweier ruhtmllkvhgu Dreiecke im all-
gemeinsten Sinne, wie wir sie oben betrachtet haben, angesehen werden kann, je nachdem der Fuss-
punkt der Hohe auf der Grundlinie oder ihrer Verlingerung liegt. Nehmen wir zunichst den ersten
Fall (Fig. 2), so ist - .

gl 3 = ¢o8 gtz e,
und 1,':: =087 .tg b,
Im zweiten Fall (Fig mai
te ..‘f d = pos (180" - ) tz c,
tedy=cosy.teh.
Im ersten Falle folgt nun hierans:

cosf . tge - cosy . tgh
r (4§ rT =ftp o= A :
8 l') + ? ;‘ Lljnd (11;?‘ 1.”‘ !J' f'l’

im zweiten Falle erhiilt man filr Fig. 2
te(yd—gd8l=tga .

dasselbe Resultat, so dass also filr alle Fille e N\

cosf.tge 4 cosy . ted )

fra=
1—cosg.cosy.tgh. tge _
ist. Durch Wegschaffung des Nenners auf der r|_['|_1fl,|| Seite, andere / o |
Anordnung rlel entstehenden Posten und nac hfolgende Vertanschung e

der Bu:-lht aben entwickelt sich darauns 1:![‘?01](11_\ System von drei &
Fundamentalgleichungen : = e

e
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] ["u;‘-.r.r — Tg‘h L C0R Y + tg 2. cos .J' = !gﬂ .t h. tge. cos ¥ . [-lmﬁ‘,
2) teb=tge.cose f-tga.cosy Ftea.ted tge. cose. cos o
t

S — T'r';'” .cosf +tegb . cosettoa.ted . tee. cosf . cose,

Diese Gleichuugen sind nen und haben den Vortheil, dass in ihnen nur dieselbe Function der Seiten
nund nur dieselbe Function der Winkel vorkommt, nimlich die Tangenten der Seiten und die Cosinusse
der Winkel. Sie entsprechen ferner genau den Gleichungen, wodureh fiir das ebene Dreieck die
Projectionen zweier Seiten auf die dritte ausgedriickt werden. In der That, lisst man den Radins der
Kugel, auf der sich das sphiirische Dreieck befindet, fortwithrend wachsen, ohne die Winkel und die
absolute Liinge der Seiten gu dlindern, so kann man an der Grenze statt der Tangenten der Seiten die
zugehbrigen Bogen nehmen und das Produkt abe als von der dritten Ordnnng gegen a, b, ¢ ver-
nachliissigen. Dadureh geht aber Gleiechung 1) ither in:

a=beosy + ¢ cosfi.
Aus diesem Grunde sind diese Gleichungen vorziiglich geeignet zur nnmittelbaren Lisung aller Haupt- 3
aufgaben der sphiirischen Trigonometrie,
§. 4. Erste und zweite Hauptaufgahe.

Wir behandeln zuerst die Aufgabe, die Seiten zn finden, wenn alle drei Winkel zegeben sind,
und im Anschluss daran die umgekehrte, die Winkel zu finden, wenn alle drei Seiten eegehen sind.
Um nun aber die Fundamentalformeln des vorigen Paragraphen fiir diesen Zweck zur Rechnung mit
Determinanten bequem zu machen, bedarf es einer Transformation derselben, die man erreicht, wenn
man jede durch das Produkt tga.tgd.ige dividirt und statt der Tangenten Cotangenten setzf. Da-
durch gehen sie niimlich, wenn man noch die Abkiirzungen

coted , cotee =z, cotge, cotga =1y, cotga . cotgl =7,
W cos g = b, coRy =20
einfiilirt, iiber in: 1) x—cy—ba=1th,
2) —ex+ y—az=ac,
3) — by —ay+ z=ha.
Daraus erhiilt man sofort, wenn die Determinante o
] —— - b
{ 1 i1
; ; 5 h —a I
mit & bezeichnet wird:
oh —_— —] 1} _ —]
Rr=| ac ] —a | = 0 | —a | =+ callcedab).
ha —un 1 ba4-¢c —a 1
Ganz in der nimlichen Weise findet man Ry und Rz, so dass fiir
a-tboe= A4, b+ ca=R, ¢t ab=10
Rx= R, By= @A, Re=4dR

wird. Indem man das Produkt von je zwei dieser Gleichungen durch die noch iibrige dividirt und
statt 2, ¥, 2 ihre Werthe wieder einsetzt, ergibt sich:
4) R_cote’e=A* R . cote®b=RB>. R. colee = C°, =
Aus diesen Gleichungen geht zuniichst hervor, dass B eine positive Grisse ist, die man
deshalb gleich d° setzen kann; die Entwickelung der gleich geltenden Determinante gibt:

d'=1—9ale —a®—ph?— el

oder auch, wenn man in derselben die erste Verticalreihe nach einander mit ¢ und b multiplicirt und
beziiglich zur zweiten und dritten Vertikalreihe addjrt:

1 [}] () |
= —¢ =g — a4 tle) | = ?;Eu"’,'.f. ﬁit:j;' — (cod @ - cos . cos :,rl",
—b —(abe) 11— |

Die rechte Seite dieser Gleichung zerlegt sich in das Produkt:




b
] o (1 I : i - 1
— (cos @ . cosy -+ zin g . sin i ~+ cosa) [cos e« + (cos S . cosy — sin 3 . sinyl|,

0H I:“f —_ :;'l —|— c0s (dl .| GOS8 -L 05 ||.1'L + JI|
=—dcostletpg+y).co8(—atpg47. cosd (e—g - ) ceosd (e g — ).

Mit den bekannten Bezeichnungen wird also

’-H d'— — dcorg. cos(g—n) . 608 (07— |'ﬂ . o8 (o 71
Ferner folgt ans den Gleichunzen 4):
3 3 2
A b - ; i) iy d
sm A = — = SN0 = — it Bin" ¢ = ———,
r‘lJ--;— A? l'ﬁa-l-'jjl' ;}'J—!—f_,
e A? i e O
COs —_— = sl = cogle= — =
P B gloEiRE 3L 2

Nun ist aber '+ A'=1—2abe—a*—b*—c'Fa* 2abe - e =(1—07%.(1 —¢¥)=sin’ 2. sin*y u. 5. w.
Daher geht die erste Reihe von Gleichungen iiber in:

— a
]

gin'a . sin” sin®y =sin'b. sin®y. sin®*e =sin’e, sin* e . sin® ¢
! i t

= i’

oder, weil die Seiten und Winkel immer kleiner als 180° vorausgesetzt werden, die Sinusse also immer

positiy sind: 6) sina.sing.siny =sinb.siny . sine =sinc.sine.sinf= 4.
Auns dieser Gleichung folet zuniichst die andere:
-+ BiR@  gind sing o
i = = - JT_-:--- —_— L = b
sinee  sinf  sing 81 €. 8in g3 . &in g
d. h. in Worten ausgedriickt: die Sinusse der Seiten verhalten sich wie die Sinusse der
Winkel; die Grosse - iat positiv und fithrt den Namen Modunlus des Dreiecks: sie

#in e . sin 7 . 8inyg
wird kurzweg mit p bezeichnet. Dadurch, dass man je zwei der letzten Gleichungen multiplicirt,

erhiilt man noch ein neues Gleichungssystem:

8) sine.sind.sine=sing.sinc.sine=siny.sina.sinb=d,
wo man unter d die Grisse p® sine . sin@ . siny zu verstehen hat. Zwischen &, g und d besteht die
Relation : N du=d.
Ausserdem folgt aus der Division der Gleichungen 8) mit sine.sin®.sine unter Beriicksichtizgung
= e a
von T7) dass auch noch 0y == e ot
i sind. sinb . sin e

Andererseits ergibt die zweite Reihe der obigen Gleichungen:

(cose + cos g, cosy)? 1y (c0S3 1+ cosy . cos )’ 4 (cosy + cose
— T 1 co8 0 = — e cOs5 ¢ = T

sin’ & . sin®y sin’y . sin® e sin“ee . sin

und, wenn man die Quadratwurzel zieht:

cos e -+ cos B . cosy

a
008 =

-k cose . cos o]
' coslh = CORC = . el

¥ sin g . sin ¢ sin e . sin §

cogfd - cosy . cose
atotd 2 :

10) cosae= -
sin g, si
Hier ist iiberall auf der rechten Seite das positive Zeichen genommen worden: denn fiir den

speciellen Fall, wo o = 90" cos e also =10 ist, erhilt man aus unseren (Ht:l(-.huug:_\n:
cos g GOS8 §
———1 (08¢ = 4 -

cosa=+colgf.colgy, cosb=q+ siny sin @
wo aber die Vergleichung mit den Formeln 5, 6 und 6* des 8. 2 zeigh, dass nur das positive Zeichen
gelten kann.

Aus den Gleichungen 4) folgt endlich mit Beriicksichtigung unserer Resultate in Bezug auf
die Zeichen: 11) d.cotga=ud, &.colgh= B, &.cotge=70.
Die Formeln 10) und 11) lisen unsere erste Hauptaufzabe vollstiindig, haben aber den Nachtheil, dass
man die logarithmische Rechnung nicht auf sie anwenden kann. Diesem Uebelstand kann man auf
zweierlei Weise abhelfen, cinmal dadurch, dass man die goniometrischen Functionen der halben Seiten
in Funetion der Winkel ausdriickt, was wir weiter unten im Zmsammenhange darlegen wollen, dann
aber auch durch Einfilhrung von Hilfswinkeln, indem man

cosd, cosy.eose=cos B, cose.cos58=cos(]
2 ! i

cos3 . co5y
setzt, wodurch die Gleichungen 10) iibergehen in:




CORGE =

GOS8 e = —

". e

2 ¢0s8 % e + ‘Ii /. L',i:'f.‘-%__[“_'f* ! y |;-_4|_\-'.FJ — -_J LI“-H:.%. [P’ —“T__“F ..-('EP.-\'.% c.'j.-_ﬁ’j o8 c = 2 ‘I”H-:J'J- [.;.l__-_:- ('1.1.' l(-'”.hll &l} = (‘] X
8in g.8in y 8N ¢ . Sin & gin e . 8in §

Wir kénnen jetzt an die Lisung der zweiten Hauptanfgabe gehen, die Winkel ans den Seiten

zu finden. Zn diesem Zwecke addirt man zu der den Werth Rz ausdriickenden Determinante, welehe

wir gleich B C gefunden haben, die mit cos ¢ multiplicirte Determinante R, welche gleich 3" ist,

s0 kommt: 24 et
BO 4 &cose=| 0 1l —a|=4d(1—a’)=4dsin’c:
0 —a 1

folglich ist, wenn man fiir B € scinen Werth &% cotgd.cotge und fiir A seinen Werth &.cotga
substituirt und zuletzt mit & dividirt:
d {eotgh . cotg e -+ cosc) = cotg a. sin’ e,

und, wenn man die Cotangenten in Quotienten der Cosinusse und Sinusse auflist,
o 2 : cosd.sind . sine.sin’ e il
d.(eosh.cosct-sinb.sine. cosa)=—— e =—:cosa—=J.co8a.
8in @ I

Man erhiilt daher nach der Division mit & und wenn man dann die Buchstaben verfauseht, das System:

I cost=cosh.cosec - sinb.sinc.cose,

12) { eosh=vcosc¢.cosa -+ sine.sina. cosf,
i

] €08 &= cosa. co8l - sina.sinb. cosy,

ans welechem die Cosinusse der Winkel ¢, @, y gefunden werden konnen. Zur Erleichterung der
logarithmischen Rechnung setze man hier

cosl . coBE = [-rls'\_l"‘ COSC. cosa = cos B, cosa.cosh= i'ua;f-""
ﬂ_-_:in%{ﬁ—kfi"‘_l,riil!:]jl_h—ff",'

sin e, sin

wodurch
2sind (a4 A’ . sind(a—A")
ginb.sine

2 ging (e ), sind{e—C")
¥ {'|1_~:;,'=— -2 - B

gina.8inb

) COB o= —

gefunden wird. .
Die drei Formen der Grisse d, welehe durch die Gleichungen 8) definirt sind, stehen zu den
drei Formen, welehe & vermdge der Gleichungen 6) besitzt, in einem fihnlichem Verhiiltnizs, wie die
Gleichungen 12) zu den Gleichungen 10); es ist deshalb zu erwarten, einmal, dass d in Bezug auf b
die Gleichungen 12) die nidmliche Rolle spiclen werde, wie & in Bezug auf die Gleichungen 10), dann
aber aunch, dass der Ausdruck von d in Function der Seiten allein in dhnlicher Weise gebildet sein
werde, wie ¢ als Funetion der Winkel erscheint. Wir wollen deshalb den Werth von d* durch die
Seiten des Dreiecks darstellen, was uns zn weiteren wichtigen Folgernngen fithren wird. Wir wissen, dass
at J
__'|

T3 T ]
sin" e . sin™ g . 8in"y

d¥= Iuﬂ, d* =

ferner ist die adjungirte Determinante der Determinante R, die wir B nemmen wollen, gleich dem
Quadrate von R, also gleich &% folglich ist:

: i
* = — PR TR B
gin” e, 8in" . 8in" g
Nun ist aber l—a® edab b4ca

Rie=|c¢ct+ab 1—b* a-+bel,
b4+ ca a-fbe 1—¢e°

folglich, wenn man berticksichtigt, dass 1 —a® 1— 8% 1— c® beziiglich gleich sin®e, sin’g, sin'y ist, +-
[ | e+ ab R
| gine.8inf siny.sine |
s o | e<abd I at-be |
il = — — — e - 2 —_— &
sin® e . §I0° 5 . 8y | Bine 810 g sing .smy |
| b4ca @~ be ]
siny . simee SN, siny [
oder mit Zuzichung des Systemes 10) nnd, wenn man die Abkiirzungen
CORG — r:"1 cosh = ("J", cose — ¢

einfiihri:




1 el b
13) d*={ ¢ 1 a
{ iR T |
Die Entwickelung der Determinante zibt entweder unmittelbar
3 di=1 __!_ Yal bl — gt {_rg‘
oder, wenn man dhnlich verfihrt, wie oben bei &%
i hill”r . .'il_ll.'lf' — (BOE A — (03 h o |-||,~;r!"',

Die rechte Seite dieser Gleichung zerlegt sich wieder in das Produkt:

1
Coaa)

|eosa — (cosd . cose—sind . sinc)| . [eosh . cosc - sinb . sine
| e0s it — eos (B i f_'|| Neos(h—e) — cos ]
=dsing (e b-Fc.sing (—a-+b-4c.sindla—b-e) . sinki@db—o),
80 dass man mit den bekannten Bezeichnungen erhilt:
14) d*=4dsins.sin(s—a).sin(s—0B) . sin (s—¢),

Die Analogie der Gleichungen 12) mit 10) und ven d mit & tritt noch deutlicher hervor,
wenn man die Gleichungen 12) der Reihe nach mit sin e, sin g, siny multiplicirt und die Gleichungen 8)
dabei in Betracht zieht; denn man erhiilf dann die Gleichungen:

15) . cotre = a' — i, cotg § = —e'a’, ., l't't;‘-’.'} =g — r:‘l,‘_
welehe sich von den Gleichungen 11) nur dadureh unterseheiden, dass statt @, b, ¢ beziiglich — af
k - [ : 7 D H
— I, —¢', statt cotga, cotgh, cotge bezsiiglich — eotg e, —cotg B, —cotzy, und statt & endlich d

vorkommt, mit einem Worl, dass statt der Seiten und Winkel des Dreiecks beziiglich die Supplemente
der Winkel und Seiten gesetzt sind, was man durch Anwendung des Polardreiecks unmittelbar
hiitte herleiten konnen. Ohne uns aber dieses geometrischen Hiilfsmittels, welehes dem Eliminations-
problem fremd ist, zu bedienen, kimnen wir aus der Congruenz der beiden letzten Gleichungzzysteme
vermuthen, dass dem Gleichungssysteme 1, 2, 8 ein anderes entsprechen miisse, in welehem die Seiten
und Winkel beziiglich durch die Supplemente der Winkel und Seiten ersetzt sind, TUnd diese Ver-
muthung lisst sich aueh analytiseh bestitigen. Denn auns 13) folgt unmittelbar;

]
| e T
edi= | b et o a’l’ I s
und nach einer leichten Transformation: biet caf & o
i f‘ |iIJ‘ |
Ved=|Ve—ag b—o'a! (] |14
ot — af () el —at i |

die Benutzung der Gleichungen 15) verwandelt diese Gleichung, nachdem man mit d* auf beiden Seiten

wegdividict hat, in: 1 i |
I — | — cotg e "”t;{.'i ] {6
oder entwickelf: i ) SO

b e'=eotr 3. cotgy 4 ¢ cotey . cotp e - V. cote o . cotg 3.

Man hat daher wirklich das nene Gleichungssystem:

16) cotg 7. eote s -Ji- t‘uf_'_';j . COtE e, cOBC e cote e, cote 8 . cos b=cos¢c.cos 0,
1T) cote d . cotery . cose 4= cofery | cote o ~- goter e . coter 8. cosa = cosa . cosc,

& -] I_. B 71 £ =1 - ) -J (= o E 5 !
18) cotg g . cotgy . cosdh -+ cotey . coter . cosa = colg a . cote 7 = gosh . cosa;

dasselbe hitte man auch unmittelbar aus den Figuren 2 und 3 herleiten kénnen, wie wir dies fiir das
System 1, 2, 5 in § 3 gethan haben. Dann hiitten wir, in derselben Weise entwickelnd, daraus

dieselben Resultate erhalten, wie aus 1, 2, 3, nur in umgekehrter Ordnung, d. h. die Gleichungs-
]

systeme 16, 17, 18 und 1, 2, 3 sind als Fundamentalformeln zur Lisung der Hauptaufgaben gleich
branchbar oder dquivalent, und wir kinnen bei Behandlung der tibrigen Hauptaufgaben nach Beliehen
das eine oder das andere System zu Grunde legen, olne dadurch zn wesentlich verschiedenen Re-
sultaten zu gelangen, ja die letzteren werden sogar der Form nach iibereinstimmen, sobald wir immer
Je zwel Hauptaufgaben so combiniren, dass in der einen das gegeben ist, was in der anderen gosucht
wird und dann die eine Aunfgabe vermittelst des ersten, die andere vermittelst des zweiten Systemes
ldsen. Ebendarum wird es im Folgenden eenfigen, die Losungen aller noch iibrigen Hauptaufzaben




aus dem einzigen Systeme 1, 2, 3 oder dem damit identischen des & 3 herzuleiten, weil jede Lisung
giner Hauptanfeabe auf diesem Wege der Form nach dbereinstimmt mit der Lisung der conjugirten
Hauptaufzabe nach dem System 16, 17, 18

Bevor wir jedoch auf diesem Wege weiterschreiten, wollen wir erst unsere Fundamental-
gleichungen benutzen, um darans eing Reihe bekannter Formeln zu entwickeln, welche sogenannte
separirte Losungen liefern, d, h. Formeln, welche, wie Herr Diekmann a. a. 0. Seite 16 gezeigt hat,
ausser der gestellten Aufgabe eine ganze Gruppe von Aufgaben lisen, von denen jene ein specieller
Fall ist. Dahin gehoren die sogenannten Gaussischen Gleichungen, die Neper'schen Analogien und
die Formeln, welche die goniometrischen Funetionen der halben Winkel und Seiten beziiglich durch
die Seiten und Winkel ausdriicken.,

§. 5. Die Gaussischen Gleichungen, die Neper'schen Analogien und die Functionen der
halben Winkel und Seiten.

Die Gleichung 1) des vorigen Paragraphen Lisst sich in folgenden zwei Formen schreiben:
& £ £ra]

= (cotg @ . cotg e+ cosf) . cosy,
(cotea . cote l - COBY) . |'1IH[_gI1

o (F . GOS8

cotg b . (cotec — e

cote ¢, (cote b — cote @ . cos 1)
= : B /

oder nach Auflisung der Cotangenten in Quotienten von Cosinussen und Sinussen:

NG, CORC — COSE . 3N, :-n;h.'l',' cOs@, COSC —— SIind., sind. |r||.-='l_-.J
sinh . cosg T gos b g
sind . cosh— cosa . sinf. cosy eosd . cosh - sina ., sinl. cosy
~ sine. cos i il i eOSC EE

die rechten Seiten dieser Gleichungen sind naeh System 12) des vorigen Paragraphen der Einheit
gleich, alse sind es auch die linken, und man erhiilt, indem man ebenso mit Gleichung 2 und 3 des
vorigen Paragraphen verfilirt, oder durch einfache Vertauschung der Buchstaben folgende 6 Gleichungen:

SIN @ . COB ¢ cos @ . 8in¢. o8 F=sinb, eosy,
SN . c0S 0 — cosd . 8in b. CO8 g = 8in €. ¢os ol
. | sinh,cosa —eosh.sina.cosy =sinc. cosa,
1) sind . cose—cosh.sin¢.cose=sing, cosy;
gine . cosh — cose, sinh . cose=sina. cos#,
8in €. COSE — CORC, SN, COS = sin b . cosee.

Ganz in derselben Weise findet man aus den Gleichungen 16, 17 und 15:
sine. ¢o8 ¥ = cosce. sin g . cosdh = sin 7. cos ¢,
811 ¢ . cos -+ cose . Sin g.c0sc= gin ¥ . COS 0
gin 7. ecose - cosd.sine . cos¢c=8iny.cosd,

)
5 8in 4. €08 Y - COSB fr i Ain Y. GO = 81N € . COS ¢}
sin g . cos @ - cos y . sin g, cosa=sina . cosh,
sin 7. GOS0 - COS Y . sin @ . e05 b= sin 7. o8,

Diese bekannten Formeln, welche Beziehungen zwischen je 5 Stiicken eines Dreiecks enthalten, sind
an und fiir sich vieler Anwendungen fihig, und genilgen vollstiindig, um ohne Zuzichung anderer Sitze
unser vorgestecktes Ziel zu erreichen. Man addive und subfrahire zunidichst die zweite und dritte und
dann die erste und vierte Gleichung des Systemes 1), dann gibt es:

8) 2sinfa—-0).sin"dy =sinc. (cos g -+ cos al,
-1-) S gin (a—0). v.uh'":_l} ¥ =8inc, (6054 — co8 i),
_i._j (Bin —I— sinfi) . (cose cosyl = sin e . (eosd ., cos 5 —:— cosh . coB ),
6) (sine —sinl). (cose -+ cosy) = sine. (eosa . cos g — cosh . cosel.

Ebenso erhilt man ans dem Systeme 2):

7) 2sin (e ). eos'te=gsin v (eos h-L ecoga),

8) 2sin(e—g).sin"}ec=siny. (cosh — cosa),
9) (sine -,L sin F)Aens e — cos y) = sin 7 (COBE , COB S J,— coah . cos ),
10) (sine — sin @) . (cos ¢ ~ cosy) = siny . (cosa . cos f — cosh . cose).

Die Division von 5) durch 9) und von 6) durch 10) liefert die neuwen Formeln:




e

11) (sin@ —- sind) . sin ¥ = (sine - sin g) . sine,
12) (sin& — sin ). sin y = (sin ¢ — sin §) . sine,
die man gewbhnlich anz dem Sinussatz ableitet.
Indem man die Summen und Differenzen der Sinusse und Cosinusse in Produkfe verwandelt
und auch sonst itberall die halben Winkel und Seiten statt der ganzen einfilhrt, erhalten die Gleichungen
3), 4), T}, 8), 11) und 12) folgende Gestalt:

Sin § (@ + b). cos & (@ + b) . sin* oy = cosd (@4 ). cosd (@ — §).sindc.cosde,
sind (@ —b).cosdia—0b).eos®ty =sind (e +8).sin i (e — p).sindc.cosde,
sind (e 9).coad (e 9).cos*te=rcosd(a+b).cosd(a— b).sin Fr.cosdy,
ge=sind(a+ b .sind(@a—0).sindy.cosdy,

i

‘= sin g (e 4 8. cos & (e —

gl.sinte.cosde,
.08 7= sin é (e — I.'f} . 08 }: (e - 8. 2in i . CO8 é ¢

sin 4 (@ + b). cos } (@ — b) . sin
& (e =+ b . sin 4

Um die Uebersicht zu erleichtern, bediene man sich der Abktrzungen:

[ T =

o
o
&

sin 4 (@ — I‘J} . GOS8 1

sind(e—@). cos & (e — #) . sin®

sin & (@ -+ 0) |
= =1, =
sin§ ¢ 8% 7

sin & (@ ——8) gin (e — )
e =im, ————
sin & ¢ o8 & 5 b

:-u_-:.ﬂ- (e == A i {‘u,-:-_% (e - I.'fl el

e =", A BT

Gos a | A1l £l ;

cos% (a — ) 08 % (e — i)
e =r, . —]
cos 4 ¢ sing 7

dann heissen die lefzten Gleichungen:
In=vpg, mr=2iu, nr=1iv, Im=pp, lr=Ap, mun=pn»,

Die erste und dritte ist, wie man sogleich sieht, eine Folge der vier iibrigen, oder aunch die zweite

und vierte eine Folge der vier iibrigen. Man brauncht also nur die erste, dritte, finfte und sechste

oder die zweite, vierte, filnfte und sechste in Betracht zu ziehen. Multiplicirt man die zweite und vierte,

s0 gibt es m*lr=pu*lp, was vermige der fiinften in m'= pu’ iibergeht. Daraus folgt entweder

m = - p oder m = — w; gilt das erste Zeichen, so ist auch I = g, n=v, r=»~, ist aber m = — [T

so ist auch l=—9, n=—u», r=—J, Nun muss aber m = - g sein; denn in der Gleichung
sind(e—8)  sind(e—7)

8in 4 ¢
sind die Grissen 4 (a—10), 3(e—g), 1e, 1y alle <90° weil Seiten und Winkel des Dreiecks

alle << 180" voransgesetzt wurden, ihre Sinusse und Cosinusse also positiv. Man hat daher die folgenden
vier von Gauss gefundenen Gleichungen:

oy Sind a6 cosd(e— g , sindle—b)  sind (e —g)
13) —A 2 2088 i), et BN =
sin 4 ¢ gin 1y |
=+ 10 1 P c08 & (e 4+ 3) o cosdile—B) =i
15) — = T T 16) B — =

eos 4 ¢ gind y cos 4 ¢

Wenn man je zwei dieser Gleichungen durch einander dividirt, so kommen die unter dem Namen der
Neper'sehen Analogien bekannten Gleich ungen zum Vorschein, nimlich:

o | 3 1 Ay
- p = COH 3 [ﬂ 'rl) gin 4 (g — |‘_;J.
Te W[, J ST LA e et N [+ o | P 0 Rer Py el Sl
17) ted e+ 8).tgdy T P T 18) tgdle—p.tgdy=— TaLh’
2l

2 . : gin & (e — g
19) tgd(atb).cotgle=- 20) tgd(a—b).cotgle= £in ¢ le = Gl

TR TR

sin & (e - 8

Diese Gleichungen finden zur separirten Lisung der folgenden Hauptaufgaben und vieler anderen eine
ausgedehnte Anwendung. Aber auch schon fiir die erste und zweite Hauptaufzabe kann man eine
solehe Lisung finden, wenn man statt der Cosinusse der Winkel und Seiten die Cosinusse und Sinusse
der halben Winkel und Seiten sueht. Fiihren wir zn dem Behufe in die erste und zweite Gleichung
des Systemes 1) die Cosinusse der halben Winkel ein, so erhilt man:
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2sind.cosa.cos’ Ly 4 2sine. cos® L § =sin (a -+ b) + sine,
Dsine. co8d . coa’ 48 4 2sin b. :::m"'__ y=gsin a4 ¢ -+ gind;
die Addition gibt nach leichter Transformation:
{1t cosa). (sinc.cos’§ F - sind . cos®
oder cos*ta, (sinc. L'.u.-&’-._& A

Ly) = sins [cos (s—b) 4 cos (s—¢)]

31 sinb.eos®ly)=sins.cosla.cosl{b—rc).

Dividirt man jetzt mit cosda und multiplicirt mit 2sinta, so kommt:
gina . (sin¢.eos®d 7+ sind.cos*}y) = 2sinda.cosd (b—c).sins.

Die rechte Seite dieser Gleichung ist aber identisch mit [sin (5— &) 4 sin (s —¢)] . sins, so dass durch

Vertauschung der Buchstaben folgendes Systéem von Gleichungen entsteht:

lxin @.(sine.cos*y 8 4 sinb . cos’} 4) = [sin (s— &) -+ sin (5 — ¢)] . sins,

21) dsind. (sina.cos*ly 4 sinc. cos®lea) = [sin (s — ¢) 4 sin (s—a)|. sins,
57 ) = ) .

sing. (sind. cos® & e - sina. cos®} #) = |sin (3—a) 4 sin (s—b)] . sin 5.

Wenn man von der halben Summe dieser Gleichungen jede einzelne abzieht, so erhiilt man ohne alles

Weitere: By o gins . sin (8—a)
22) cogd a— — I, 8. W
2 11 IFJ - BN C

Fiir die Sinusquadrate der halben Winkel geben dieselben Gleichungen des Systemes 1):

sind.cosa.sin® Ly 4 Zsine. sin® L @ = sing — sin (a —b),
Daine. cosa. e-cin"__, g1 D gind . sin® v =sin i —sin ([@a—¢),
woraus dureh Addition folgt:
{14 cosa).(sing.sin*} g -+ sindh.sin®ly)
1

oder cos’la. (sin¢.sin®d -+ sind.sin®ly) =sin (s —a).cosda. cos§ (b—e).

Dividirt man wieder mit cosda und multiplicirt mit 2sinla, so erhilt man wie oben:
sina , (sin¢.sin*3 8+ sinh . sin®* 3 3) = 2sin fa. cos } (b—¢). sin (s—a),
= [sin (s — ) 4 sin (s—¢)| . sin (s —a).

Es ist daher, wenn man wie oben verfihrti:

e sin (§— 0} . sin (s —¢€)
2a) AN e . 8. W.
£ gsin b . sine

Das vierfache Produkt der beiden Gleichungen 22) und 23) gibt mit Beriicksichtigung der Gleichung

14) des §. 4: e d?
= A BN = 5 i !
oder nach der Wurzelansziehung: sin®h . sin*c
sine . sind .sinc =sind.sin¢.sina =siny .sina. sindb =d,

was wir schon frither wussten (vergl. Gl. 8. des §. 4.).

Dagegen erhalten wir dureh Division der beiden Gleiehungen 22) und 23) die neue Gleichung:

i g sin (s—h) . sin (s—¢)
24) totla= L ,

WOTAUS 8in 8 . 8in (§ —a)
d.tgde==2sin(s—0Db).sin(s—e¢)

folgt. Wenn man die durch Vertauschung der Buchstaben aus dieser Gleichung entstandenen Gleichungen

mit ihr multiplicirt, so bekommt man das Resultat: "
dltgda.teplf. tedy = 8sin’(s—a).sin’ (s—b). sin® (8 — ¢) = ——-

gsin's—=4d., cotg L e, cotg ﬁ 7. cotg ’, ¥
wird. Nun ist aber nach Gleichung 9) des §. 4 d=d.pn, wo p=- e
man hat daher: : R e sine . sin 5. siny
2ainty= oA Al e B S oder
8.8inde.sindf.sindy. cosde.cosl.cosly

il

G e e s e
256) sins—-—— . :
4 4sind e, sind 3. sinky

wao bei der Wurzelausziehung das positive Zeichen genommen wurde, weil alle Grissen auf der rechten
Seite gemiiss unseren Voraussetzungen positiv sind und auch sin s positiv sein muss, da a4+b4-c<4 R,

also s<<2 F ist.

=gin (s—a). |cos (s—0H) - cos (s —¢)|

7 50 dass

goesetzt war;




11

Hiitte man obige drei Gleichungen nicht alle mit einander multiplicirt, sondern nur je zwei,
hiitte man z. B. erhalten: ; :
g Sin (s—a)

2. tgdy=4sin®(s—a).sin(s—b). sin{s—¢) = d?, -
i gin s

Man sieht sofort, dass sin(s—a)=sins.tgl 7. tg ', T, also

gin [a'_l'-!]-_—' : o .
4 sin 1 @.co8d d.co8dy

L
o g L B R N
26) < 8in (S ()= ¥
-hm ‘J'.l_'.n.*l"{,l;thi
- "1 L - t
HniE=—ei—r ist.
4 5in ;a Leosthe.cosdf

Dag Bystem 2) gibt, in derselben Weise behandelt, nacheinander die Systeme:

| sine. (siny.sin® 4 b + sin @ . sin*d ¢) = — [eos (60— @) + cos (6— )] . cosa,
27) < sind. (sin e . sin’ ._‘. ¢ - sin g, sin* La) = — [eos (6 — ) + cos (6 — )] . cos 0,
l siny. (sing.sin"la - sine.sin®} b)) = — [cos (6 — &) -+ cos (6 — F)| . coso;
J gin e . (sin 7 .m-s” 4b 4 sing.cos*dc) [cos (6 — B) 4+ cos (60— 7)] . eos (6 — ),
28) 1 &in g, (sine.eos’) ¢ -+ sin 7 . cos® _l.ﬂ = |eos (0= ¢) -+ cos (0—c)|. cos (60— 3,
1 sin 7. (sin @ . cos* L a + sin @ . cos®} b) = [eos (6 —e) 4 cos (6 — )] .
ans denselben folgt gerade wie nI_H_-u : :
. ool CORT , COB0— )
29) st =——e — M. B 'Wa

y sin g . sing
= cos(d— g . cos (G—17)
30) eoslag=— - L T it . 8. W
e i sin 4. siny
nnd durch Division: i !

- ’ CO5 0 . CO8 (0 — ol
31) trfla=—
E mu[r;—.')“l 08 (6 — '.]
oder d.cotgla=  Jeos(o—g). coslo —7).
Indem man die Buchstaben vertanscht und die drei so entstandenen Gleichungen mulfiplicirt, kommt:
4+
] ; ; i ; ; il
d% cotgda,cotglb.cotgle =58 cos*(o—e).cos’(c—g) . cos’(c—7) = e
. e % ol : 2 2 gos’a
Daraus folgt endlich: 2eosfo=d.tgda. tglb.telec,
ot l 1 el :
Nun ist & = md —=— - —— 3 also ist:
[ [t sina.sind.sine
39) d
o CORO — — 5 5
4eosda. cos ! |;I, coste’

bei der Wurzelausziehung warde hier das negative Zeichen ".:[‘m-tume]l_, weil zwar alle Grossen anf der
rechten Seite ihrer Natur nach positiv sind, dagegen ¢ zwischen 1 B und 38 liegt, also cosg immer
negativ. wird.
Hitte man nur je 2 der chigen Gleichungen mit einander mulfiplicirt, so wiire entstanden:
3 CO8[0— )
= —d% :

d% cotg d b . eotg e =4 c08* (6 — ) . cos (60— ) . cos
2 R COS T

Daraus schliesst man, dass cos(o— ) =—cosa.colglhb.ecotzlc ist, dassalso:

i
GOS8 [F — ) = . E
deosda.sindbh.sindr
oo it i
o) cos (0 — 8= d = = ]
: dcosdd.sindc.sinta
(14

co8 (g — )= B — 4
"= Teos Le.sin 1,(6 8t | 3 1h

Die Gleichnngen 25 und 26, 32 und 33 haben den Uehelstand, dass die Gréssen s, s—a, s—D5,
§—¢C, 0, 0—&, G ¢— ¢ nicht unzweidentig durch sie be -.tuum‘r \'.ﬂ‘lle'n, denn jede Grisse llu’
ersten Gruppe liegt zwischen 0 und 2R, jede Grisse der zweiten Gruppe zwischen 1 R und 3h, 80
dass im ersten Falle zu den Sinussen, im zweiten Falle zn den Cosinussen je 2 Winkel gehoren kinnen,
die sich zu 180° beztiglich 360" ergiinzen. Man kann aber Formeln finden, welche frei von diesem

&
[ I
it

g
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Vorwurfe sind, wenn man bei jeder der Gaussischen Gleichungen in der Form, wie sie oben (Gl 13,
14, 15, 16) gegeben worden sind, nach einander anf jeder Seite die Rinheit addirt und subtrahirt:
es entspringen dann folgende 8 Gleichungen:

C0s — i (6—a)|. cos 45— § (60— 7))
- sind y :
_ 8in [45"— } (v —a)]. sin [45°— & (6—3)]
5 e sin -
¢os l [S—a)s &in 1 I_-S— .’J} gin |45%— E, {ag— r:"s! .eos [45° — 1 (= r';'
sin _I' r'. . e Gos : I e >
sind (s—a).cosd (s—10) cos [46°— & (6 —e)]. sin |[46° — 4 (o0 —g)]
11 sin ; (4 i (i s _', 7 :
cos _l, .'\'_lfllH_ﬂl.i- ) ’ |-||_\=E-|,_J'—- _ | . sin [45° ,_Eln‘ —}Ii
408 5 f ki ain 5T ;
sin 1 & . 8in kils—c} - sin (45" — 4 a|. cos I-i.'l" — 2 (0—3% )]
cosle el !
Bi0E 1 (5§ —a). |‘n.\',_l, -:.-.'-— i) cos|d5HY ~ |:
¥ eos ¢ i cosd g
sind (5—a) .s8ind (s —b) sin [45°— L 6] . 8in [45°— & (6 — )]

Gos Ly

Cos8 5 €

Vertauscht man in jeder dieser Gleichungen die Buchstaben und bezeichmet die Grissen sinls,

5in _:.{‘J ff], sin f,l"- — ;J_,I sind(s8—¢), cosds, coslis- - (), ©O8 _El.-'—,".a,l_ cosd(s—¢) der Reihe

nach kurzweg mit s, a, b, ¢, &', ', B, ¢/, ferner die Grissen sin[45"— 1], sin [45°— 1 (¢ — a)] ete.,
FamD s o ; 1 . VT . w A

cos (45" — & r;], cos (45" — L (60— «)| ete. der Reihe nach mit o, e, v, o e, 3% ¢ und endlich

v i
:-m.__l,f'.-, cOs '.l! ¢ der Reihe nach mit ¢, m, n, ', m‘, #' und
j g0 erhilt man folgende

die Grissen sinia,
sind e, sintd, sinty, coste, coslp, cosdy mit 4, w, », &, p, o

sind b, sinle, cos!

24 Gleichungen:
24 nngen : s.a gy 5.0 ‘e 50 e, g
1) = L1 — ! y = —:
s i i n n 3
y il Il' 7 50D . Ca . 1
21 — = —
{ Y it i i 1
I it ¥ s ol o ¥ .0 a'. a8
3 — - y —— —
{ 2! i i ¥
'
) bt Lt 3. : Tl rJ'_ 7. e . a -‘J'_ o, 4
1 FE i ! n p
i
% 8. a (s gl o g St o’y
I}I g . —_— 1 =
I A m’ I n' 7
; 8. g. o 5.0 a. 8 80 (i e
t1] lr; — - % r = — -- [} _— —
yi m i i 1
v Lr_ r,«' ‘,f J’f r}l'. I‘J!' |I‘Il’ Lf “-' ;l
il — = —
i I 1 n' i
g bt [ - - C.a 0 s a.h 0.7
: S — i —_ " = —
[ i in il n p!

Durch Mulfiplication der in der ersten und sechsten Horizontalreihe stehenden Gleichungen erhiélt man:
I

Sl C oAl Bt g2 b b (Vi i e 0o f.r
T — 3 T e & ' == — $ 1 (A)
; o, m 1 nLn v
ferner ans Horizontalreihe 2 und 5 anf demselben Wege:
R ey Y g By g% 0 ad.e. 8.y _.
: 1 — = —— — == — y (B)
[ . u n.n vt

..,‘




aus Reihe o b. 8 c.al By ¢l a.af G.e By |
S e T} 3 —_ _— ot 5 {3
4und 8: 4 g o W m' 't
aus Reihe a'% 0.0 gl gy el ¢a.al N D)
duand T LRt T ' At T SR 812
aus Reihe o' e. ' domabe (i s 1 v gomib.e hy.y s.a.b.c =
oiund B 2 T — =2 : (o T m'? : Vo n' Zr et
aus Reihe o' e’ gLl &8 i 25 sloat e gat bl o o
5 e 7L ? 7 T 71 3 T )
o und T: Ak 1 [ 7] i
ans ]{r:ihl‘. [tﬂ. o i .1' nf. J-"l. JrJ s .'b"'. i .":'_ 4o i i s.a.b £ o :
g SR Ly e e e )
2 und 3: gt e e Eie E ! i v,
aus Reihe 5 R Rl s.a.0.c" s.a b e H)
—_ i = - 5 < < . {
1 und 4: » . n* i m>

Wenn man ferner in den Gleichungen 26) in der ersten statt & den Werth sing . sin g . siny,
in der zweiten den Werth sind. siny . sine, in der dritten den Werth sinc.sine.sin g einfiihrt und
statt der Sinusse die Produkte aus Sinussen und Cosinussen der halben Winkel setzf, s0 pehen die-
selben mit Anwendung unserer Symbole (iber in:

. a w3 ] r /s = L1V a‘ et J +

A A A . i L ¥

Dureh ganz dhnliche Transformationen verwandelt man die Gleichungen 33) iu:
.’ m.w gagt o mil ragt  dhm o
- ’ Le == == - = . |1\.]

AL At i TR T e Vi n'

Der Sinussatz endlich gibt, in unseren Symbolen ansgedriickt, folzende 3 Gleichungen:

[ AL A m.m' .o R
m.m' gt TG, e A T A O T
Mit Hiilfe derselben kann man den Gleichungen (I) und (K) folgende Formen geben ;
a&.a Lo bai bl el el A Sy L)
= 1 = - y = 1Ls)
W, me i 1.0’ 1 Lol A
g bon g.8"  m.lf e A
= E - = 3 L — . (M)
T i L T it A i

leichungzen :

¥ T 3
und % =——-L"¢. (N)
L L A

die Gleichungen (L), mit (€) und (D):

Die Gleichungen (I) geben, mit (A) und (B) combinirt, die 2 G

i 3
0. . 0.7
gl — = £

al= — p v
B Ly 0
4 : ¥ S (O)

ia .. 0.7

(=i s

A v

Ebenzo erhiilt man aus (K) mit (E) und (F):

o= (P)

und aus (M) mit (G) und (H):
soa'.h.e

sy,

U.m.n

(L)
gt S (e Q
(£ = - — L]

oo n
Wir wollen nun die Gleichungen (N), (0), (P) und () ihrer symbolischen Form entkleiden,

dabei aber der Raumersparniss wegen aus einer Grappe von 3 zusammengehorigen Gleichungen immer
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nur eine solche schreiben, aus der die fibrigen durch Vertauschung der Buchstaben hervorgehen; dann
hat man, wenn man noch bemerkt, dass im Allgemeinen
) cos (45" — @) = sin (45° -+ «) und sin (45" — &) = cos 45"+ x)

ist, die merkwilrdigen Gleichungen:

sin [45°—4 g].sin[45" 44 (6—ee)| . 8in [45°+ & (6—g)]. sin [45° 4 L (6—7)]
gin d ee.sind 7.8in 5y ¢

o) A cos[45°—40]. cos[45° 4 } (6—a)]. cos[45°+ 4 (6—3)]. cos[456°+{ (6—7)

-}:r:l cos®ls = it e S PR & ek

34) sin®} s = —

S111 ‘]1 e . 211 (] . 811N i J
o ey e t[40°—d0]. s 45" § (—a)]. sin [45° — 3 (6—p)] . sin [45°— Ho—y)]
0] BN !l\s—ff-.l — | g L | S

BN g & . COB 45 7. CO8 4 F

5 7 [-_u_\,ll.i.uj"— Lol _1'.||:4[.I;—|"—|— L (g— r:bl .q‘i:.-=|-[.'_| — 1 I{J'—-I.‘“: .|'+I.==|l — .1, Lr?—}‘.l!

37) cos*l{s—a) = - s : 7 = = =
= sind c.eosg2.cosdy

e e TP S 8in .'.t.:J:l‘rw—rH -ﬂn‘l‘-—:’al..xm‘i- =)

38) gin® (40" — 40| = > = 3

c0s __, . L0585 fr cOs _: O
tl:'\.—l‘,ﬁl 08 ,‘ 13—r }

]v,J ::h,f

CO8§ 8. C05 4 {-,-—rz\ £os
o .1 fI| —— - S 2, b

cogd @, cos

39) eos®|

- S S o - :-ur.-_a_’,a'.rus.",f':;—{c].-u:1 (5—10).sin ,f, - &)

40} sin[45°— L o—e)|= = e : —
F costa.sinld.sinle

mle ainldlle sl w .
AT =1 S 8. Bl 5 [n—r(‘.-,L"m‘ l-—|'fu"|_[-r|_-‘_. (s—p)
41) cos?[45°—L(o—ea)|= 5 o = - .

- - 2 cosd a.sin ] 13 sin e

Wenn man je 2 .'Hll'vi:ll.:l|]:11:rt'i.~lgg_'1lt]l_‘ der letzten 8 Gleichungen durch einander dividirt, so

bekommt man noch folgende 4 neue {:h‘il']nln"u'l ;

42) h-f'-,:\' = —tp|d45"— Lo|. tg 457 —|—]fr1—rrll 45" 4 llrr— !'f|1r+'fu'—_1 |
43) tg® L(s— = — {g Ia—LrF t'||.|—,!—11rr—n}|.1" 45'— 1 (o—48)].tg|45°— L{o—7)],
44) tg*|d5"— 1u =t'r13 t~f.',{%—rTJ,T;_:j{s—f'r1.l;:lfa~f.J.

45) tg®[45"—; .En—m'—wrﬂ" cofgd (s—a). tg L (s—0).ted(s—e).

Unter diesen Formeln finden namentlich 38, 39 und 44, welche letztere den Namen ihres
Erfinders I'Hnilier trigt, practische Verwendung, weil man mit ihrer Hiilfe den sphirischen
Fxcess und damit den Flicheninhalt des sphirischen Dreiecks aus seinen drei Seiten bestimmen
kann; der Flicheninhalt des sphiivischen Dreiecks ist nimlich, wenn der Radius der zugehirigen
Kugel gleich der Einheit angenommen und ¢ in Bogenmass ausgedrilekt wird, gleich dem sphiirisehen
Excess 20— . Man kann aber mit ihoen noeh ecine Menge anderer Aufgaben lisen; z. B. das
Dreieck zu bestimmen, wenn die Summe der Seiten, die Summe der Winkel und ein Winkel oder

eine Seite megeben ist oder umgekehrt. Uns kam es jedoch hei diesen Entwickelungen weniger darant

an, Mittel zur Losnng von Aufgaben zu bieten, als vielmehr den analytischen Zusammenhang unserer
Formeln unter einander nachzuweizen.

&. 6. Directe Liosung der zweiten Hauptanfgabe,

Durch die Gleichungen 12 des §. 4 ist zwar die Aufgabe, aus den Beiten die Winkel zu finden,
schon gelist; jedoch haben wir dieselben nicht unmittelbar aus den Fundamentalgleichungen 1, 2, 3
desselben Paragraphen abgeleitet, sondern mit Benutzung der bei der Lisung der ersten Hauptanfgabe
aunfiretenden Formeln erhalten. Es wurde zwar ferner in demselben Paragraphen gezeigt, dass die
Lisung der zweiten Hauptaufzabe auf demselben Wege vor sich gehen kionne, wie die der ersten,
wenn wir nur statt von den Gleichungen 1, 2, 3 von den dualistisch ihnen entsprechenden 16, 17, 18
ausgingen, jedoch bemerkt, dass das erste System vollstindig geniige, um alle Hauptanfgaben, also
anch diese, zu lbsen. Dies wollen wir denn nun jetzt nachweisen. Zu diesem Zwecke sehe man in
den Gleichungen 1, 2, 3 des §. 4 die Cosinusse der Winkel e, @, 7 als Unhekannte an und bezeichne
gie der Reihe nach mit u, », w, wihrend man die Grissen cotgh. colge, cotge. cotga, cotga. cotgh
gleich p, ¢, » setzt, so hat man das System:
W.w=w. = v.r=p,
wow— w.r4w.p=q,

v.u+ v.p4 u.g=r.

-
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Die Substitution u=un'—p, v=v—q, w=w-—r
bewirkt, dass dasselbe iibergeht in: w. o' =pq.r,

w.ow'=g-+r.p,
vou'=r+4p.q,
worans man durch Multiplication und daranf folgende Wurzelausziehung erhiilt:

=Y Eg.0.@Er.0).r 2. 0=W,

wobei zu berficksichtizen ist, dass W das doppelte Zeichen haben kann; dies gibt leicht:

b e
W
V= — f - '
l_ff‘l'?'-f‘
W

|IJ'=—-~.i‘+ - ity
r+p.q
Nun ist, wenn man statt p, q, r wieder ihre Werthe einsetzt:
W = cotga . cotgh. cotge . V(1 4 cotg?a). (1 4 cotg®h). (1 cotg’c)

COsa . l'.H.‘in!rJ « COSC

sin‘a .sin®d . sine’
und da P + q .7 = eote [ cotec. | 1 + [_-ll-[';_,r'l(!_] = —— P pa
gin“a . 8ind . sine
W ©08 a
- = — = . 8. W.
p-g.r sinbd.sine
M. 8. W.

cosd . cose A
ist, 80 hat man:

— eosh . cosc £ cosa
demnach # = Sk :

gin b, sine
Das positive Zeichen ist zu wiihlen, weil fiir « = 90" die Gleichung iibergehen muss in:

cosa = cosh . cose.

§. 7. Dritte Hauptaufzabe.

Wir wollen von nun an immer die Fundamentalgleichungen in der Form anwenden, wie sie
in § 3 gegeben sind, und, entsprechend der Bezeichnungsweise des Herrn Diekmann a. a. 0. pag. 11,
die Grissen cose, cosd, cosy, wenn sie als Unbekannte auftreten, mit @, », 2, dagezen die Gréssen
tga, tgh, tge in demselben Falle mit #, », w bezeichnen, Sind demnach &, ¢ und @ gegeben, so
heisst unser Gleichungssystem:
1) u.(1—w.e.tgh.tec)=z.tgb+5.1ge,
2) w.s (1fteb toe. cose) =tgh—1igec. cos e,
tel . cose.
Wenn man zur Abkiirzung 1 -tgb.fgc.cosa=4, tgb—tge.coso=20, tge—tgh.cosa=0C
setzf nnd die Gleichung 1) mit w . Al multiplicirt, s0 bekommt dieselbe durch Einfithrung der Werthe
von #,2 und #.y ans 2) und 3) die Form:

ut A*— B, C . tgh . tge=A . B.tgh+ A.C.tge oder

a) w.y. L{]_ '- f;:fj LRgc.e08 rr:l =1tg¢

=
4) w*, A'=8 . C.tgh . tge+ A.(B.tgb+C.tge),
wihrend man aus 2) und 3) limll‘l: T R A (8
o) E= Al und 6) ¥ = TP

Die Gleichung 4 gibt entwickelt:
7) tgla.(l-+tgh.tge.cose)' =tg'h +tg'c— 2tgd. tzc. cose + tg*h . tz?c . sin’a,

cin Hesultat, welches eine merkwirdige Uebereinstimmung mit dem Cosinussatz der ebenen Trigono-

metrie zeigt, und wirklich in diesen iibergeht, sobald man die absolute Grisse der Seiten und Winkel

unveriindert lisst, aber den Radius der zugehirigen Kugel ins Unendliche waechsen liisst. Man kann

dasselbe aber anch noch nmformen, so dass man eine schon frither gefundene Formel erhiilt; denn es ist:
(I-Ftg®a). (1 +tgb.tge.cose)’=1+te*b+ tgtet1gd. tgle= el

T T R T e e e
. f : q : : cos*h © cos*l cos®h.eos®c
daher ist cos®a = (1 tgb.tze. cose)®, eos®D. cos’ec und




8) cosa =4 (cosl.cos¢ 4 sind.sine. cose),
wo das positive Zeichen zu nelmen ist, weil die Formel fiir ¢ = 90" iibergehen muss in cosa=cosh.cose.
Um die Logarithmen anwenden zu kdnnen, setze man:
Ig.fl.’» .eosee=tgp und fge.cose—=1tigq,

3 3 ; cosl . ecos e 1)
go ist entweder 9) cosa=cosbh.(cos¢ | sine.lgp)=———"—
: cOs
b cose, eos (b—g)
oder 10) cosa = cosc. (cosh - sind . tgg) = =
['IIS‘;’
und aus 5) und 6G): te (c—p) tg (b— q)
‘ 1) cor === ¥ Gosy=— -
ga T

Anstatt znerst @ zu suchen und dann daraus § und y zu bestimmen, kann man auch den
umgekehrten Weg einschlagen,
Zuniichst erhilt man nimlich durch Division der Gleichungen 5) und 6) das Verhiltniss der

Cosinusse der Winkel & nnd 7: 19) cosf tge— tel . cos e ;
' posy teh —tge.cose’

um anch das Verhiltniss der Sinusse zu erhalten, quadriren wir jede, ziehen sie dann von der
[denfitit 1 =1 ab und dividiren die Resultate, zo ist:
sin®g  Ahut—C?
gin®y A% u*—B?
oder, wenn wir staft L, € und A% #® (Gleichung 7) ihre Werthe einsetzen:
: 2tel . tee. cose - I""HFJ 1;,_‘r 8in’ o — (tge— te b, cos )

e'h - tgle

3

1z
fr - tgtc— ‘1**3} : 1-'{ - 08 & + tg* . tgte ~=i:1 (2 —Hfz:f: —fge, tustﬂ
1h b. sin” rz—l—t~ [/ alu e ig a’:[] - tw *e)  sin*h
1" ¢.8in® e | te® T te®e. sin T el ] 4 to* D) = sin’c
Bei der Wurzelausziehung mnss man aus schon 1'rE1|||~1 {-rnrh'lr--.n Griinden das posifive Zeichen withlen
und erhiillf so noch einmal den Sinunssatz: i sing _ sind

siny  sine
Aus den beiden I’I‘U]_B[ll'ﬁ{llll!]! 12) und 13) bildet man dureh correspondirende Addition und Subiraction
die neuen:  gos@ 4 cosy _ (tgh -+ tge).sin*f e sing -+ siny  sinb 4 sine

. : = upd = — = =
CO8 7 — cosy {11' == T,t_ h] ¢ :h"; (14 ging —singy sind — sine

eine leichte Transformation liefert sie in der Form:
%iu [F:—(.*'} cos’ e c_.‘ji.ll
e

(b—¢) . cosd
gin I'r|",-—- ]- gin® [h-i—r'_] (un.'{fa-
und tgd (B4 7). .cotgd (B—y)=tgl (b+c).cotgd (b—¢). (h)

Durch Multiplikation und Division geht darans hervor:
{'fl-::'l 1 Ir"J--—r']

lr‘I'“? J} T"] ra_'?'.]:

[

=11

sin* (h—e)
sin®d (b4 ¢)

Bei der ‘\‘.'urm_-.l:m.«::.n.-.lmng fragt es sich, welches Xeichen man zu nehmen habe. Nun ist aber
klar, dass man entweder bei beiden Gleic hungen zugleich das positive oder bei beiden zugleich das
negafive Zeichen nehmen miisse, weil ja das Produkt der radicirten Gleichungen mit (a) fiberein-
stimmen muss. Ferner sind alle in der zweiten Gleichung nach der Radicirung vorkommenden Funetionen
positiv, weil Seiten und Winkel kleiner als 150" vorausgesetzt werden; daher darf man bei dieser
nach der Wurzelauszichung nur das positive Zeichen nelmen, folglich auch bei der ersten. Somit
hat man zur Auffindung der “'inkr-l g und 5 die beiden Gleichungen:

cosd (b—c) sind (b—¢)
14) ted (8 -4-7) = £, soted gl RoE ol “
4 ted (B 7)) = tu-.f[»‘a—l— F cotedla und 15) tgl (8—yp) A
welche sehon frither (Gleichung 17 und 18 des §. 5) gefunden wurden und -den Namen der ersten
und zweifen Neper'schen Analogie tragen. Jetzt ergibt sich der Werth von @ unmittelbar

=

ceotg®le wnd tetd(f—y)= ceotgtl e

¥ l'ii-\ . % H'r =0 i

~eoted e,

aus. Gleichung 1), nimlich:

s
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1 tg . cosy -+ tge. cosd

o= = S 3

™ 1 —tgh.tze.cosg.cosy

gine Gleichung, welche zwar nicht filr die logarithmische Rechnung bequem ist, aber sehr leicht durch

Einfiihrung von Hilfswinkeln dazu geeignet gemacht werden kann. Setzt man niimlich wiedernm:
teb.cosy=tgp und tge.cosf=teyq,

80 ist sofort tga =tg (p 4 g), woraus, da a den Werth von 180° nicht iibersteigen kann, unzwei-

dentig @ =p -+ g folgt. Das gewihnliche Verfalren, die Seite a zu finden, wenn f und y durch die

Neper'schen Analogieen bestimmi sind, besteht in der Anwendung der Gaussischen Gleichungen.

& 8. Vierte Hauptanfzabe,

Hier ist gegeben &, ¥ und @, und man sucht tgb=1uv, fee=w, cose=a.

Die Fundamentalgleichungen heissen jetzt:

1) tga = v.C0Ry -w.cosd .. tra., cos g . cosy,
2) —tga.cosy=—uw +w.x +v.w.stpa. COSY,
) —lza.co8f = V. & ——0 + v.w.x tgacosf.

Um daraus zundichst @ zu finden, betrachten wir », w und ¢ . als Unbekannte: setzen wir demgemiiss:

cosy co8f tga.cosf.cosy | cosy cosf i
B = -1 z z.tea. cosy = | —] i 0 =
& —1 z.tga.cosf i —1 tga(z.cosf - cosy)
=1iga. {T . GO - eos '}\| N (.r: . GOS Y — [‘u.-:r'?)_,
a0 i8t:
Y | tga cosf tga.cosd.cosy | [t a c0s 4 tga.cos g, cosy .
R.v=|—tga.cosy = z.aga.eosy (=| 0 @ cosd.eosy tga.cosy. (¥ 4 co8f.cosy) | =
—tea.cos8 —1 wm.iga.cosf | 0 —1-+4cos’s tga.cosp.(x+ cosf.cosy)|
= tg a. (24 cos@.cosy).[(z+ cosf.cosy).cos 3 4-sin’ 2. cosy| =tg’a. (x4 cos 8. cosy). (x.cos 8 +cosy);
| cosy fga tga,.cosd. cosy cosy tea te @ .cosF.cosy
R.w=|—1 —tga.cosy az.tga.cosy |=| —1+cos’y 0 tga.cosy.(x-cosf.cosy) | =
& —tea.cosd z.tgm.cosf | | #4cosf.cosy 0 tea.cosf.(z-cosg. cosy)

= fg'a. (w4 cosg.cosy).[(z+ cosf. cosy) .cosy +-sin'y. cos B]=tg’a. (@4 cosf.cos 7). (@. cosy -+ cosf);

endlich ist

cosy cosg tea | COS ¥ Cos 3 teo
B.o.w=| —1 & —tza.cosy | = — 1+ cos® i +- €087 . CO8 Y ] =

a —1 tga. cosg x4 cos@.cosy —1-+ cos®d 0

=ten. [sin®g.sin’y — (x4 cos g . cosy)®].

Da nun B.R.v.w=HR.v.HR.w ist, so erhiilt man als Resultante:

tg*a. (2.cos g+ cosy). (. cosy + cosd). [sing . sin® y — (2 + cos 8. cosy)’] =

— te'a. (. cos

~+ cosy). (T.cosy + cosB) . (& + cosf. cosy )’
oder reduneirt:
sin® . sin’y — (2 4 cosg. cosy)' =tg'a.(x <+ cos g. cosy):

dies gibt:

(@ - cos 3 . cos

A*=sin?g. sin"y . cos’a, also

4) &= -—cosg.cosy+sing, singy.cosa,

wo nur noch iiber das Zeichen zu entscheiden ist; filr den speciellen Fall, wo #=90° ist, hat

man aber nach Gleichung 6 des §. 2 cose =siny . cosa, also das positive Zeichen, welches dem-
nach allzemein gilf,
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sing . siny . sina

.. J
Cos 5

— 088 . cos'y 4 sinS.siny.cosy.cosa 4 cos g
sin 2 . siny . sing sin 3. sina
T COSA.sin’y -+ sinB.siny.cosy.cosa  eosf.siny + sing. cosy. cosa’
@s ist daher: ; : ; ;
. sing . igp o sin ¢ . tgy
B) teb=— """ umd  6) tre=-—— e
. siny -+ cosy .tz fd . cosa sin? -+ cosd.tgy . cosa
Um Logarithmen anwenden zu kéunen, sefze man:
: o8 posa=1tep und tey.cosa=1tigq;
dann ist entweder 156 0BG g1 L% B8 == Mg
7) cosee=rcosd.(—rcosy 4 tgf.siny. cosa) = cos §.(—cosy -+ tep . 8iny)
cos Yy )
= — o8- ¥l ~
G0E i -
i : q e cosi g -+ q)
oder 8) cose=cosy.(—cosg - tzg.sing)=—cosy:
oy 5 2 X COs
und ferner ans 5) und G):
teq. toep sin g tea.feg sin ¢
) teh = = = g1 — i —————— und’ 10) tge=—— = "J =tog. — i ;
e siny + eosy . tgp sin (y ) sing 1+ cos 3 . tgg sin (B4 g)

Man kann aunch hier den umgekehrten Wee gehen und zuerst & und ¢ suchen: die Kenntniss
k 5 o

der Verhiilinisse der Sinusse und Cosinusse von b und ¢ wird auf eine der vorigen dihnliche Lisung |
o v 2 a 0 il - y - — 1
filhren. Um das erste Verhiiliniss zn finden, gehen wir aus von der Gleichung:
e p? sin” # . sin‘a |
BNt e — SR e e e
. s gin" g2 .sin"a = (cos @ . 8iny 4= 8inF. cosy . cosa)
Bezeichnen wir den Nenner des Bruches auf der rechten Seite mit N, so ist
N=sin"g.sin"a+ cos* 3 .sin"y 4- 2sin . cos 3 .siny . cosy . eosa -+ sin® 2. cos’y . cos’a,
forner ist z2°= cos’g .o’y — 2sin g . cos B . siny . cosy . cosa + sin” F.sin" ., cos'a, |
woraus durch Addition folgt: P
N 2*=sin®g.sin’a -+ cos® g +sin’ . cos’a =sin* 3 4 cos’ § =1; |
: ; " S gin® 3. sin‘a - gin'y . 8inta
daher ist ¥=1— #* uud man hat sin*b = --]' i und ehenso sin®e = ]! ———+ ‘Man er-
=i =
hitlt also auch hier wiedernm den Sinussatz: :
, 8inh  sing
11) —=-—:
fging  Bing
Man dividire jetzt Gleichung 6) dureh 5) und multiplicire die resultirende Gleiehung mit 11), so hat
man sofort: 19) cosh i sing.cosf -+ cosy.sinf. COSa
opnan sinf. cosy | cosp . 2in T . COS(E
Die correspondirende Addition und Subtraction lisst aus 11) und 12) hervorgelen:
sinh 4-sine  sing -+ siny l cosh -+ cose  sin(@+5).cos’la
- - — - 8T — = — ; o
sinh — sine gin f — giny cosh — eose sin (y —@&).8in" L a .|
oder nach leichter Transformation:
ted(b+c).cotgd (b—c)=tgd (f+7).cotgd(B—7)

1

sing (8 — 7). cosd (F—7)

und ted(h-+¢). ted(b—c)j=-——5— : Ly
g3 (07 b sind (Bt 9).cosd (@4 7). cos*da

Durch Multiplication und Division dieser Gleichungen erhiilt man, wenn man noeh aus den Resultaten
dic Wurzel zieht und in Betreff der Zeichen die ndmlichen Betrachtungen anstellt, wie bei der vorigen
Aufgabe, die dritte und vierte Neper'sche Analogie (Gleichung 19) und 20) des §. 5):
cosd (F— 7)
2 (- L.Il ‘tgda und 14) tgd (b

13) tg '} i_fj 1 =

cos 5 G:rj' =1
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Nachdem man anf diese Weise & und ¢ gefunden hat, ergibt sich der Werth von & auns einer der
Gleichungen 1) und 2). Um jedoch elegantere Resultate zu erhalten, eliminire man tga.(l4v.2.2)
ang 2) und 3); dies gibt die Determinantengleichung:

v w.x o8y
deal £ =10 oder
¥, x— cos
1_.1:;1:.’ o, — i
pr— *
cosy w.r—uv

Dicse Gleichung ist aber identisch mit der Gleichung 12) des vorigen Paragraphen, wiihrend 11) mit
Gleichung 13) desselben Paragraphen ibereinstimmt, Mit ihrer Hiilfe gelangt man also genau wie
dort zn der ersten und zweiten Neper'schen Analogie, welchen wir jetzt die Form gehen:

cosg (b4 ¢} sind (& ¢)
.ﬂTlL-% ;IIIIJ.—- c)
man brauneht natiirlich nur eine derselben, um den Winkel ¢ zn bestimmen.

15) cotgd e =

ted (F--7) und 16) cotgd e =

Hi =) B ~tg 3 (8 —17);

Wiire man in der vorigen Haupfaufgabe statt von den Fundamentalgleichungen des §. 3 von
den ihnen dualistisch entsprechenden Gleichungen 16, 17, 18 des § 4 auscerangen, so hiitte man in
derselben Weizse wie hier die vier Neper'schen Analogien als Lisungsmittel erhalten, nur in umge-
kehrter Reihenfolge. Andererseits wiirden auch bei unserer Aufgabe die Gleichungen 16, 17 und 18
zuerst die dritte und vierte Neper'sche Analogie geliefert haben, wie bei der vorigen Aufgabe die
Gleichungen des & 3 die erste und zweite, und man hitte dann, nachdem dadurch & und ¢ gefunden
waren, durch die Gleichung 16 des § 4 den fehlenden Winkel e bestimmen kiinnen, nfimlieh:

f}:ll'}' -

cose = tey . cosd
] — i

17) fgae=—- e :
2 ?.tgy .cosh. cose

Um logarithmische Hechnung anwenden zu kinnen, setze man entsprechend der im vorigen
Paragraphen gebrauehten Substitution:

ted. cose=tgp und fgy.cosb=tgy,

wodureh tg e =—tg (p-+g) oder unzweidentiz 180" — « = p -+ ¢ wird.

& 9. Fimfte Hauptanfzabe.

Gegeben sei b, ¢, 7, gesucht tga=u, cose=2a, cosf=y.

Die Fundamentalgleichungen heisgen jetzt:

1) uw =tgh.cosytwy.tee Fu.y.tgh.fgc. cosy,
2) tebh= . tee ~L- .'f,a_-u_-::;'—[— TR I |_g-|";,1gr'_ COs 7,
Sl L e— iy -+ x, [_:_f_h +w.x.y. [.g_r_b,[gr'_

Man bilde, nm # und # zn eliminiren, noch eine vierte Gleichung, indem man 1) mit & multiplieirt
und betrachte in den vier Gleichungen @, » und #.2 als Unbekannte, so erhiilt man als Resultanie,
die nur y enthiilt, folgende Determinantengleichung:

teh . cos v+ w.tge () #aoteld. tgc. cosy 1 0
) ;;‘1;;'1-";_1;'-".[:1!:-'}'—1 h -'-“;_','Ii.t'{li-:j- ':'- .#,f.fg".JI:”.
i COs ¥ 1:'_'!' b fec, 087 tgf;
te b U y.tgb. fge tee

Dadurch, dass man die zweite Vertikalreihe mit tgh.tze mulfiplicirt und von der dritten abzieht,
dann aber die erste Horizontalreile mit tgd. tee multiplicirt nnd zu der zweiten addirt, erzielt man
in der dritten Vertikalreihe drei Nullen und reduncirt die Determinante anf den dritten Grad, nimlich:

teh tge. (tgb.cosy . tge) y.igh.tge.cosy—1 —(tgd. cosy -+ y.tge)
| tee cosy t;: b = [}3*)
f b i f:_a;:- |

*) Bei dieser Reduction ist der Factor % .tgd.tge,cosy —1 unberiicksichtigt geblichen, weil er nicht gleich
Null werden kann. Macht man ndmlich diese Annahme, so folgt aus Gleichung 1) auch tgb.cosy 4y .tgc=10, was
mit y . tgh.tge.cosy —1=0 die unerfiillbare Bedingungsgleichung tg*d, cos®y 4-1=0 liefert.

A%
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oder, wenn man die mit teh . tee multiplicirte dritte Vertikalreihe zur ersten addirt:

0 yotgbotge.cosy—1 —(tebh.eosy 4w, tze) |
tec. (1 t2*h) Cos ¥ te b = ().
tel . (14 tg'c) o iz

Dies gibt, nach Elementen der ersten Horizontalreihe enfwickelf:
(.teh. tge.cosy—1) . [tge. (14 te?h) —te*h. (14 tg?e)| -+
+ited.cosytw.tee), [y .tge ]l +te*h)—teb.cosy(l +t2ie)| =0,
Nach Ausfilhrung der Multiplicationen heben sich alle Glieder, welehe  in der ersten Potenz ent-
halten und man hat nur noch:
te?l. (L tgie)—tg e, (L4 tg*0) + ¢ tee. (1 4 tg*b) — tzh, cos®y . (1 + tgie) =0.

oder vitgle. (14t ) =tg'e. (14 tg"B) — tg*b . (1 + tg7c) . sin’y. |
Daraus folgt endlich: = e sinh 2 I'.
e — O 1h i 5o BHLY
2 Bt sinte

oder, wenn man die Wurzel zieht, wobei man aus schon bekannten Griinden nur das positive Zeichen
wiithlen darf: : sindi.siny |
L) sin g = - £

sin ¢

Man wird also, wie man sieht, nothwendig auf den Sinussatz gefithrf, wenn man den Winkel &
finden will. Jedoeh kann dieser Winkel nur dann wirklieh existiren, wenn sinl . siny < sine¢ isf,
weil andernfalls sing grisser als 1 werden wirde. Ferner ist dieser Winkel, wenn er wirklich
existirt, zweideutig, weil zn einem Sinus sowohl ein spitzer als ein stumpfer Winkel gehiirt, oder, was
das niimliche ist, sein Cosinus hat das doppelte Vorzeichen. Man hat demnach ans unserer ersien

Fundamentalgleichung: g ted . cosy + tge. cos §
h) =lga=

1F tgh.tge.cosfd.cosy

Je nachdem nun die gegebenen BStilcke b, e, y kleiner oder grosser als 90° sind, haben
teh, tee, cosy beziiglich das positive oder negative Vorzeichen; nimmt man aber blos die ab-
soluten positiven Werthe der zuletzt genannten Griissen und setzt: .

teh.cosy=tgl, und tgc.cosf=1zP,,
wo demnach P, und P. Bogen bedeuten, welehe << 90° sind, so hat man fiir den Fall, dass b und y
zugleich grisser oder kleiner als 90° sind und ¢ kleiner als 90° ist:
teo =1g (P,+ L),
wo das obere Zeichen fiir den positiven Werth von cos# und das untere fiir den negativen Werth
von cosd gilt. Ist aber b und y zugleich prisser oder kleiner als 90" und ¢ = 90" so ist:
ten =tz (P, F P.).
Im Falle 6 <<90" und ¢ = 90" oder &= 90" und << 90° und zugleich ¢ << 90° ist, gilt die Gleichung:
lga=tg({— P+ P.),
und wenn endlich unter sonst gleichen Umstinden ¢=90° ist, so erhiilt man:
tga =1t (— P, F J”\.:] :

Die acht Werthe von @, welche ans diesen Gleichungen resultiren, gehiren nur vier wesentlich
verschiedenen Dreiecken an. Denkt man sich niimlich ein Dreieck, in welchem alle Winkel und
Seiten «, &, 7, a, b, ¢ kleiner als 90° sind, so bilden die drei grissten Kreise, durch deren Bogen
das Dreieck gebildet wird, anf der Oberfliche der Kugel acht Dreiecke, von welehen je zwei Scheitel-
dreiecke, also symmetrisch gleich sind und sich nicht wesentlich von einander unterscheiden: je ein
dem urspriinglichen Dreieck anliegendes Dreieck dagegen erginzt dasselbe zu einem sphirisehen
Zweieck und ist wesentlich von ihm verschieden. Bezeichuet man die Seiten und Winkel der drei
noch mbglichen Dreiecke, welche in dieser Weise entstehen, durch die Indices 1, 2, 3, so ist:

e

————p

i — =180"—y, a,=a, b =180"=5, ¢ =180"—¢,
o, — s —=180°— 5., a.=180"—a, b, =0, ¢, = 130"—p.
{(\.' =17, r;s = |H“”—H, f}_l — ]H[!u _ |i]'1 r"ll =i
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Wic man siebt, sind in diesen vier Dreiecken (das urspriingliche mitgerechnet) entweder die Werthe
von @ je einander gleich (@ und a,, @, und a,), oder sie erginzen sich zu 180° (2 und a,, @ und a,,
g, und a,, a, und a,). Im ersten Falle hat man z2wei Dreiecke susammenzustellen, von welehen in
dem einen & und ¢ zugleich << oder =90" und in dem andern ebenfalls  und ¢ zugleich < oder
= 907 sind, oder aber zwei Dreiecke, von welchen in dem einen & -<90" und 3 = 90" oder umgekehrt
ist, im andern aber b= 90" und 5 << 90" oder umgekehrt. Im zweiten Falle gehdren je zwei Drei-
¢cke von solcher Beschaffenheit zu einander, dass in dem einen b und 7 zugleich << oder = 90" in
dem andern aber & und y nicht zugleich << oder =90" sondern entweder & <<90° und y = 90" oder
umgekehrt ist.

Bei Beriicksichtigung dieses Umstandes erhellt, dass man in unseren oben aufeestellten vier
Fillen die Seite ¢ in folgender Weise bestimmen muss:

im ersten Falle hat man ¢ =F, 4P, oder P,—P;

zweiten ., = o a=P,—P. = b+ P;
« dritfen o z w  0=180"— (P, —P)) oder 180°— (P, P);
«  vierten s - i a— 180 — (P, < B i 180" — (P, — P.);

wo jedesmal der erste Werth von @ fiir das positive cos 2, der zweite filr das negative cosf@ gilt.
Kein Werth von @ darf negafiv oder grisser als 180° werden, weil einestheils ein negatives a ein
Dreieck voraussetzte, in welechem statt des Winkels 7 sein Supplementwinkel gegeben wiire, andern-
theils keine Seite des Dreiecks 1807 iibersteigen soll. Dies tritt aber wirklich in allen unseren vier
Fiillen bei einem der zwei Werthe des @ ein, sohald
o

ist; dann ist in jedem der vier Fiille immer nur je ein Werth von a positiv und <Z180% d. h. die
obige Ungleichheit ist die Bedingung fiir die Eindeutigkeit der Losung unserer
Aufgabe, und es exisfirf, wenn sie erfiillt ist, nur ein Dreieck mit den gegebenen Sfiicken. Da
wir unter Py, und F. Bogen verstechen, welche << 90" sind, so kann man statt dieser Ungleichheit
auch setzen: T st

und da ferner te P, pleich dem absoluten Werthe von tgh. cosy und tg P, gleich dem absoluten
Werthe von tge.cosf abgesehen vom Zeichen, so erhiilt die Ungleichheit endlich die Form:

>telh. cog” ¥

tg'e. cos®

'y
Verwandelt man hier alle Tangenten und Cosinusse in Sinusse,

sin*¢.(1—sin?g) . sin’b.

] — gin
sin®e —sin®h . sin’y
1 —sin'e

Di¢ krenzweise Multiplication liefert, nachdem die gleichen Grissen auf beiden Seiten weggehoben
und alle Glieder auf die linke Seife zebracht sind:

(sin*e — sin®h) (1 —sin®b . sin’y) >0.
Der zweite Factor auf der linken Seite izt seiner Natur nach immer positiv, daher kann diese Un-
gleichheit nur bestehen, wenn auch der erste Factor positiv ist, d. h. wenn

sinte =>sinh,
oder, da die Sinusse der Seiten b und ¢ immer positiv sind, wenn
G) sine =>sink ist.

Von den speciellen Fillen, in welchen diese Bedingung erfiillt wird, die Lisung also ein-
deutig ist, wollen wir denjenigen hervorheben, wo sine =1 oder ¢ gleich einem Qunadranten ist.
Bemerkenswerth sind ferner einige Ausnahmsfille, welche dureh nnsere Bedingungsungleichheit nicht
unmittelbar angezeizt werden; zuerst, dass es ebenfalls nur eine Lisung gibt, wenn b= ¢ ist; denn
dann ist sin ¥ = sin y, folglich anch P, = P, und der eine Werth von a gleich 0 oder 180% wiihrend
der andere gleich 2P, oder 180" — 2P, ist; wenn aber a =0 ist, so existirt ebensowenig ein Drei-
eck, wie wenn a = 150" isf, in welchem Falle das Dreieck zu einem Zweieck geworden ist. Zweitens




kann noch sinb=sing=siny=1
atimmt wird. Abgesehen von diesen Ausnahmsfillen kann man die
Ein sphirisches Dreieck ist bestimmt, wenn

99

sein. wodureh sowoll P, als auch P, folglich auch @ unbe-
allgemeine Regel aufstellen:
geceben sind zwei Beiten und der

Winkel. weleher der Seite, die den griosseren Sinus hat, gegeniiberliegt.

3

Mit den gefundenen Werthen von

Unbekannte & zu finden.

Ans Gleichung 2) folgt nitmlich:

T:_l;lrl — tod. 0By
= o8 o= e !
tee(l-ttga.teh. cosy)

und wenn man den Hilfswinkel A durch die Gleichung tga . cos = te A einfithrt:

Man kann iibrigens, um

te(bh—A)

t:_'_f!

a tud ¢ zu finden. in derselben Weise, wie im vorigen Paragraphen, die

vier Neper'schen Analogien aus unseren Fundamentalgleichungen entwickeln, nnd darin

als Unbekannte ansehen,

g

Lt

und cotgdee

Gegeben 2, y, ¢, gesucht cos e =z,

g0 dass:

1 i'__a T He!

cosE Ly 7)

e N s I ST 1
s ’
e B —-—-I;_":!,-Il'lu—r._'l_
gsing (G—17) i

L= i

08

ginx (bl g
-f.l.l",_---.z"“'ﬁ" - "J_..,.I\'-; e
: L& sind (h—¢) 2 L) ket

& 10. Sechste Hauptaufgabe.

tea=1u, tghb=uv.

Die Fundamentaleleichungen lanten in diesem Falle:
L, o

1)
2)

3)

Man hilde eine vierte Gleichung

=10, 08} = t;:r l‘lHl.f—é— PR L
= . tee - u.cosy —uv
e sos 3 4 v .2 =i 3
fe o w.cos 4 v.@ | S8 T R

a ist man endlich im Stande, anch die letzte noch fehlende

jt-m: LGrriissen

dadureh, dass man 1) mit & multiplicirt, und betrachte dann &, w

und % .2 als Unbekannte. Man erhilt dann als Losung nach v die Determinantengleichung:

V.08 y—+ tee.cosf
0 v

Ly

v
be
"

Man multiplicire die zweite Vertikalreihe mit ¢. tge und ziehe sie von der dritten ah,
die mit v.tze multiplicirte erste Horizontalreihe zur zweiten, so redueirt sich die Determinante anf

] v.tgc.cosf.cosy—1 0
_[:_-’r'_L'il:‘.ll'Jr.l:"l“::f—‘l (1 —[r,{-.n::_‘,-’—'—1\-_;r:,
CO3 ) v.iEe. cosy v
('R!':'.u}‘ v.tee. cos [j' tee

den dritten Grad, niimlichs:

v.tge. (v.cosy+ et .eo5d) wv.tge.cosf.cosy —1 —(v.cosy -+ tge. cosf)
tege COs ¥ (H = (]2}
9 <'|n.'.,:} 1IL{!,'
J IS { v.tpe.cosd. cosy —1 i\'p Le08Y e, 1'|1.=il.")'J| |
oder | (¢*+1).tge CO8 ¥ v =0,
(tg*c+1).v cos B B
und nach Elementen der ersten Horizontalreihe enfwickelt:
(0.tge. cosg.cosy—1) . [tg*e. (2* 4 1) — o (tg*e + 1)| +-
+(v.cosy+tee.cos @) (1) . tge. cos B — (tg¥e +1) . 2. cosy|=0.

#) Bei dieser Reduction ist der Factor v.tge.cosg.cosy —1 unberilcksichtigt geblieben, weil e nicht
sy —1=10, so folgt ans Gleichung 1) anch
gich aber die unerfiillbare Bedingungsgleichung

gleich Null werden kanm.

L=:1).

In der That, setzt man #.fge.cosg.
v.coBy+ tge.cos #=0; aus diesen beiden Gleichungen ergibt

cOR T
i

addire dann

T

il

_—
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Dies zibi, weil sich alle ungeraden Potenzen von © heben:
: ;s vt (te®e+ 1) . 8in*y =0,

+
i

{r ol b
=]

]

. .w'iuul.}

woraus sofort il sin 3
4) sinlh =
siny
folgt. Damit & méglich sei, muss die Bedingung sin 8 . sine = siny erfiillt sein. In diesem Falle hat
aber die Seite b zwei Werthe, einen, der kleiner und einen anderen, der grisser als 90° ist; die
Lisung ist daher im Allgemeinen zweidentig.
Die Seite g findet sich dann durch Gleichung 1):

i f',_' I‘J . CORY -;—- tﬁl‘" d |',u.-a'l.‘,)

RN 1Ftgb.tge.cosfd. cosy
Indem man fhnliche Betrachtungen anstellt, wie bei der vorigen Hauptanfgabe, und die dort gebrauchten
Bezeichnungen beibehiilt, bekommt man im Falle g und ¢ zugleich griosser oder kleiner als 90 sind
und wenn y<<90" ist: a=P.+ P ofler 180°—(P.— P),
und wenn unter denselben Umstinden y = 90° ist:
a=180"— (B, — F.) oder B, 4 F;,
wo der erste Werth von a jedesmal fiir den spitzen Werth von &, der zweite fiir den stumpfen
‘r'\'r'l'Th Von h r{]“
Ist dagegen 8-<-90° und & = 90° oder umgekehrt und ausserdem y << 90° so ist:
a= P, —P. oder 180"— (P + J”f
und wenn unter den niimlichen Umstiinden y =90" ist,
a=180"— (P, 4 P.) oder P, — F..

Auneh hier sicht man augenblicklich, dass die Lésung eindeuntie wird, wenn . = F, ist, d. h. wenn:
Auch hi ieht eenblicklich, d I o lentig 1 P F. st 4.

sin‘e . (1 —sin*g) _ sind. (1 — sin*y)
e W = g T )
I —sin‘c 1—sin®h

oder nach Substituirung des oben (Gleichung 4) gefundenen Werthes von sind, wenn

sin®e . (1 —

1—sin'e

n*g) _ sin®e.sin®g. (1 —sin®;)

-

sin®y —sin'ec. H'lu'_.'.;. 5
Die Multiplication ‘mit dem Generalnemner und Reduetion liefert die Bedingung in der Form:
(sin*y — sin*@) . (1 —sin®*g.sin¢) >0,
welehe nur erfilllt werden kann, wenn sin®y >>sin® 8, oder, weil die Sinusse immer positiv sind, wenn
G) siny >=sing ist.

Besonders erwiithunenswerth ist der specielle Fall, wo y =90" das Dreieck also ein recht-
winkeliges ist. Auch hier gibt es ferner nur eine Lésung, wenn § =y ist, und die Lisung wird
nnbestimmt, wenn sinf = siny =sine=1 ist. Abgeschen von diesen Ausnahmsfillen kann man
die allgemeine Regel aunfstellen: Ein sphiirisches Dreieck ist bestimmt, wenn gegeben
sind zwei Winkel und die Seite, welche dem Winkel, der den grdsseren Sinus hat,
gegeniiberliegt,

Den noeh fehlenden Winkel e bekommt man durch Gleichung 3):
tree —foe@.cosf
@= 008 g = -—--—-----—----—i-'——] =1
tgd. (14 tge.tga.cos )
wobei man aber die zusammengehirigen Werthe von g und & wiihlen muss. Fithrf man hier den
Hiilfswinkel B durch die Gleichung tga .cosd =tz B ein, so ist:
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tg (c— B)

T} cosp = -
. tg &

Dass man aunch hier wieder, wie am Schlusse des vorigen Paragraphen, zur Auffindung von a und
die Neper'schen Analogien benutzen kann, liegt auf der Hand.

Schlusshbemerkung.

Nachdem wir die Losungen der sechs Hauptaufgaben der sphiirischien Trigonometrie aus einem
einzigen System von simultanen Fundamentalgleichungen anf rein analytischem Wege durch blosse
Elimination hergeleitet haben, bleihen noch die Aufgaben ithrig, anf demselben Wege die Beziehungen
zwischen den Seiten oder Winkeln des Dreiecks und den Fektransversalen zu finden, welche die
Winkel oder die Seiten oder den Fliicheninhalt halbiren oder auf den Seiten senkrecht stehen, ferner
die Radien der um- und eingeschriehenen Kreise dureh die Seiten oder Winkel des Dreiecks auszu-
driicken und umgekehrt. Diese Aufgaben fithren jedoch zu so umfangreichen Rechnungen, dass sie
¢iner besonderen Untersuchung vorbehalten bleiben miissen,

e = s e
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