
KMimmnng des Dreiecks aus Eckrntr.nwnrrlalen.
Vom Conrcctor Do. Möhring.

§- 1-

Feststellung der Ausgabe.

Unter Transversalen eines Dreiecks versteht man bekanntlich alle geraden Linien, welche die
Seiten desselben schneiden, vder die Abschnitte, welche die Durchschnittspunkte der Seiten auf diesen
geraden Linien bilden. Solcher Abschnitte kann man im Allgemeinen drei auf jeder Transversale
unterscheiden;läuft aber die Transversale einer Dreiecksseiteparallel oder durch einen Eckpunkt,
ohne daß sie der Gegenseite parallel ist, so reduciert sich die Anzahl der Abschnitte auf jeder solchen
Transversale auf einen einzigen. Im Folgenden sollen die Abschnitte der Transversalen, welche
von einer Ecke und der Gegenseite begrenzt werden, Eckentransversalcn heißen und mit t —
t, bezeichnet werden. Wird nun die Aufgabe gestellt, ein Dreieck zu construieren
oder zu berechnen, das die drei Eckentransversalcn t, t,, t„ enthält, so sind im Allgemeinen offen¬
bar noch drei unabhängigeStücke erforderlich, um die Aufgabe zu einer bestimmten zu machen.

Wird z. B. angenommen, daß alle drei Eckentransversalen durch die Mitten der Seiten
gehen, in welchem Falle sie häufig schlechtweg Transversalen (oder Mittellinien)genannt werden, so
liegen in dieser Annahme offenbar drei Bedingungen, indem sodann das Verhältnis der Abschnitte
auf jeder Seite — 1 ! 1 ist, und das Dreieck ist aus diesen drei Transversalen allein bestimmbar.
In der Aufgabe, die im Folgenden vorgenommen werden soll, ist von dieser Beschränkung abgesehen,
indem außer den drei Eckentransversalen t, t,, t„ noch die Verhältnisse der Abschnitte, welche die
Transversalenauf den Seiten bilden, durch je zwei beliebige reelle Zahlen in: n gegeben sein sollen
(wobei aber m. oder n — 0 oder — cx) ausgeschlossen). Um die Maßzahlen in und n, die das
Verhältnis der Abschnitte auf den Seiten ausdrücken, zu unterscheiden, sind die auf Seitetz
mit in' : n' und die ans Seite a, nämlich /VB : DtZ, mit nr": n" bezeichnet.Wenn man also den
Umfang des Dreiecks (Figur 1) nach der Reihenfolge der Ecken D, E umschreitet,so bezeichnet

1*
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Iii auf jeder Seite eine Maßzahl für den ersten, so wie Ii eine Maßzahl für den zweiten Abschnitt

in der angegebenen Reihenfolge. Nun können die Eckentransversalen folgende Lagen haben:
I. sie schneiden sich in drei Punkten, (Fig. 1—7)

II. sie schneiden sich in einem Punkte. (Fig. 8—12)
Dabei ist in beiden Fällen wieder zu unterscheiden,

1) ob die Eckcntransversalen innerhalb, und
2) ob sie außerhalb des Dreiecks verlaufen.

Wir beginnen mit 1.1, setzen also zunächst voraus, daß alle drei Eckentransversalen innerhalb
des Dreiecks verlaufen und sich in drei Punkten (Fig. 1) schneiden, (al. über diesen Fall Aufgaben¬
sammlung von Hollebcn und Gerwien Nr. 200(1.)

1.1.

§- 2.

Bestimmungder Abschnitte ans den Eckentransliersalen.

Bezeichnet man die Durchschnittspunkte der Eckentransversalen mit t und t,, t und t„, t,
und t„ respective mit 0', D', (Fig. 1) und werden sodann DD', Od' gezogen und die
Durchschnittspunkte mit den Seiten a, h, a durch D, D, 0 ausgedrückt, so lassen sich die Ab¬
schnitte ^.0', O'D, ,-VD', DD auf der Transversale^1) oder t mit Benutzung folgender Dreiecke
bestimmen:

1) der Dreiecke mit gemeinsamerSpitze II für die Basen ^.0' und O'D, sowie rVIl und DO,
2) mit gemeinsamer Spitze 0' für die Basen ^D und DO, sowie für DO und DD,
3) mit gemeinsamer Spitze 0 für die Basen ^.D'und D'D, svwie für ^,D und DD,
d) mit gemeinsamer Spitze D' für die Basen ^D und DD, sowie für DO und Ol).

Es ist nämlich DO'-^0' ---- D0'D-^.0'D ----- DO'O. DO'D - DO'O.^O'D.
DO'D - DO'O ------ m - m -st ir.

Ferner DOD- ^DD--- OO'D - ^O'D m' - w oder DOD—OOD' - 701D—^.O'D ---DO'O - ^.O'D -----m' - w.
Die Verbindung dieser letzten Gleichung mit der ersten gicbt

1)0' - )lrO' — mm' - nstm-stii), und durch Addition
DO' -st^. 0' : Mm' -st n'sm -st ii) — DO' : mm' — ^.0' : ii '(m -st ri) oder

t : DO' — mm' -st w (m -stii) : mm', und
t : ^,0' — mm'-st ii'(m-stii) : ii 'sm -stii), woraus

mm -st Ii (m-st Ii)

2) DO'
mm -st Ii (m-st Ii)

In gleicher Weise
DD' - ^D' ----- OD'D - rVD'O DD'O. OD'D : DD'O.^D'O,

OD'D : DD'O ------ ii - mst-m
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Ferner
LDD : ^VDD LR'? : WL'D u" : Iii", oder

ItttD — tVIt'D - .WD—-VIt'D LL'D : .Vlt'D ^ n" - in",
folglich DL' : rVIt' — iin" : in"(m-stii), und durch Addition

DL' -strVL' : Iiii" -st iii"(iii-stii) — DL' : im" — .Vit' : iri"(iri-stii) , oder
t : L'D — im" -st iu"(iii-stii) : im", und
t: ^VL' — im"-st in" (in -stn) : in" (in-st n) , woraus

3) ^.L' t 4) L'D
n n" llst in" für -stn) rr n" -st rn" (in st- n)

In analoger Weise bestimmen sich die Abschnitte auf den Eckcntransvcrsalen t, und t„ aus
den Verhaltnissen der entsprechendenDreiecke und zwar folgender"

Dreiecke zur Bestimmung der Abschnitte auf t' — LD:
1) mit gemeinsamer Spitze D für die Basen L.Vt und lt.V', so wie ^D und DL.
2) „ „ „ .V „ „ „ ^D „ DL, „ „ D.V „ DD.
3) „ „ „ ^V. „ „ ,, LD' „ D'D, „ „ LD „ DD.
4) „ ., ., D' ., ., LD „ DD, „ „ D.V ., D.V.

Dreiecke zur Bestimmung der Abschnitte auf t„ — DD:
1) mit geineinsamer Spitze für die Basen DL' und L'D, so wie DD und DL.
2) „ „ „ L' „ „ DD „ DL, „ „ .Vit „ .VD.
3) „ „ L D.V „ .VD, „ „ DD „ .VD.
ck) „ „ „ /V „ „ „ DD „ .VD, „ „ .Vit „ .VD.

Somit ist
rn'in" ^ n"(in'-stn')

L>) ^.'D — , „ ,—,„ , .—t, <t) ^V'L — , „ t—mD
IN IN -st n (in -st n ) in in -stn (in -stn )

7) D'D „ t, 8) D'L ^ ^ ^
n n -st in(in -st n ) ^ NN -st in(in -st n )

IN (in'-stn')

^ t.. l°>

Ii, -- st i» »-
^ N N -st IN (in -stn ) ^ n n -stin (in -stn )

n(ni"-stn")

§. 3.

Inhalt des Dreiecks, Seiten und Winkel.

Werden auf den Eckentransversalen die Abschnitte, welche in einer Ecke, und diejenigen, welche
in einer Seite endigen, respective obere und untere genannt, so führt sowohl die Differenz von zwei
oberen als von zwei unteren Abschnitten zur Bestimmung der Seiten L'D', ^.'D', ^.'L' des Ecken-
transversalen-Dreiecks /VL'D', die mit a', ii', a' bezeichnet werden sollen.
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Aus 3 — 1 oder 2 —4 s§. 2) folgt:
nstsin-stn) sinni' -f- n'sni-stn)^ — n'sin-stn) slli"sin-stn) -st nn"^ ^

stnnl -st n'sin-stnst snn" -st in"(in-stn)s
in inst n n" -st in" sin -st n) ^ — n nst ni in'-st nstin-st nst ^

stnnr' -st nstin-stn)^ snn" -st in"sni-stn)^
Bezeichnet man den Nenner sni in'-st nstin-st nst^n n"-st in'stin-st nst kurzweg nrit p und re-

duciert, so ist
^ , sin in'in" — nn'n") (in-stn) ^n — ^ -

wobei das obere oder untere Vorzeichenzu nehmen, je nachdem nun'in" ^ nn'n".
Bezeichnet man ferner das Product stn'ni"-st n"sin'-st n'st snn'-st insin'-st n')s kurz mit g,

und snini"-stiisin"-stn"stsn'n"-stin'(ni"-stn")s mit i-, so ist
^ (nun'in" — nn'n") sin'-st n')^

III. L , ^sniin'ni" — nn'n") sin"-stn") t..

Setzt man ? ^ (x-st^-stü) s—x-st^-st^) sx —/-sti-) sx-st/ —

t„, so ergeben die Gleichungen I., II., III.. in-st Ii in'-stn'und x — —^—- t, ^ — -— t,, 2p 1
den Inhalt des Eckentransversalen-Dreiecksin folgender Form:

IV. ^'L'd' . ^"^"-^n'n")-^

^ . ., 2/^^'IZ'd'Da «in —,b L
tung der vorigen Bezeichnung

V. sin —

sin L' —

nn L'
V a' , sin 0' — 2/^^'II'd'

n'b' , so ist mit Beibehal-

sin d'

2sin'-stn') sin"-stn")t,t„
pist/?"

2sin -st n) sin"-st n") tt„

2sni -st n) sin' -st nsttt,

Ferner ist Ld — ^ sin .

N„» ist z-o.
sin IN -st n sin -stn )stn n -st Iii sin -st n st

Hierin ist der Nenner — sin'in"-st sin'-st n')n" st, und sekt man diesen — x', so ist
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Bezeichnet man ferner fmm" ff-(m"ff-n")nff mit <st, smm'ff-(mff-u)wff mit r', so ergiebt sich mit
Benutzung der Gleichungen in §> 2 ^

Beachtet man, daß ^ p, ^ ^ ^ " 'd so nehmen die vorhergehenden Gleichun¬
gen folgende Form an:

VI, s/tV

VII. ^ ^ .

VIII. /X e'rvi; ^ .
Aus IV., VI., VII., VIII. bestimmt sich ^XLV ^ /XX'L'(I'ff-/XX'IZ(Iff-^IZ'Xd!ff-^cl'XIZ.

IX. /XXLd ^ '/«Fmm'm" — irir'rV)^->-m'iVx-s-m"iic F̂-mir'^^/'?,
wobei V, x, <1, r in der vorhin angegebenen Bedeutung zu nehmen.

Zur Bestimmung der Seiten a, b, o des Dreiecks XLdl führen die Dreiecke X'IZd, IZ'XL!
und d'XL.

Aus />.X'IZd! ergiebt sich
i>- ^ (X'E)' -f- (XL)' — 2 X'E. X'L oos X',

oder mit Benutzung der Gleichungen 6 und 12 aus §. 2 und der Gleichung V., indem man eosX'
aus s/ff—sin X" bestimmt,

^ , (m'ff-w)'w"t/ ff- m"(uVff-u")'t„'ff^ m'iVsX^(iwff-i/)'(m"ff-ri")'t,'t„'-- <ffi-'I'
X. a —

Eben so ans /^L'Xd und /X^'XL
(irr"ff-n")'iVt„' m"' (mff-iff't'ff^m"^lXd(uVff-n")'(mff-u)'t„'t' — ^1>

' ^ ^ ff

^ (m ff-^^ ^ ^ tZ -st mils/ 4(mff-ir)'(iwff-n')'t't,' — p'cff ?/
Aus den Gleichungen X., XI., XII. lassen sich nun auf bekannte Weise auch die Winkel des

2v 2// 2^/
/XXLO berechnen, wie z. B. mittelst des Sinus: sin X — "ff/V' ^ , «"rd! — >

§-

Ncber die Vorzeichen in den Gleichungen X., XI., XII. und Umformungderselben.
Was die Borzeichen vor den Wurzeln in den Gleichungen X., XI., XII. betrifft, so ist die

Wahl derselben nicht willkürlich, sondern abhängig von den Gleichungen I., II., III.

Ergiebt sich aus diesen Gleichungen V ^l/'ff-o", j/- ^-V'ff-e", o" ^V'ff-I>",
so ist im ersten Falle ff-, im zweiten — zu nehmen.
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Ist nämlich a'2<tz'2-I-e'2, ^ X'<90°, also sein Nebenwinkel IXV'O >. 90", folglich
im /xX'Xd u^f> (X'L!)^-s-(X'X)I diesem Falle nur -s- als Vorzeichender Wurzel
in X. gelten, wahrend, wenn X- > X'-f-X-, Winkel X'>90°, der Nebenwinkel IZX'O<90°,
mithin <s Z-fX'L)I es kann deshalb vor der Wurzel in diesem Falle nur — als Vor¬
zeichen gelten.

Die Gleichungen X., XI., XII. lassen sich noch weiter umformen. Es ist nämlich:
X --- (x Z- / Z- 2) (— x -j--j- 2) (x — ^ -Z 2) (x -j- ^ — 2)

m-l-ir m'-XXm"-l-ir"
worur x —-— t, ^ 2- ^ —I- t„ zu nehmen.

Das kleinste Vielfache der Nenner ist
(mm'-j-mn'-s-irX) (mm"-s-m"ir-s--irir")(ui'm"-s-m'X'-f-XX')^ ^r' , also

x ^ x-j-^-st2)tx —vst-2)(x-I-/ —2)

wobei X (1,1 Z. t, / ^ t,, 2 (m"-^rr")'s/'^t„.

Nun ist p'9'r' ^ P91-, also, wenn man den Zahler mit I" bezeichnet, s^xx ^

Die Entwicklung von A(m'-Zn')Xm"-s-X')^t/t,Z ^ X' giebt

s(m'-s-n')^9'tZ-s-(m"Z-ir")^st,Z—(m-s-X)^/XsA Bezeichnetuurn dies Quadrat mit <).', so ist

(m'-s-n')-n"'tZ-^m"(m"-f-X')'t„2
X'. n' —-—- L

In analoger Weise crgiebt sich
(m" -s- ir")' rX t,Z Z- m" - (m -s- n) - X —- X

XI'. IX ^ ^ Z
9'

(m -f- rr)^X ^ X -s- m^ fm' -s- t/ -s- —Il_ Z
XII'. 0' : H ^1'^

wobei X — fm"-s-X')X''t,/-s-smZ-rr)^i>'X—(m'-s-X)XsttZ,
.8 ---- (m-s-irf'x'X-s-fm'-s-Xf-g'tZ—(m''-f-X')X-'t,,' zu nehmen ist.

Nun folgt aus Gleichung I., II. und III., §. 3:
X^X«: 0" (m-s-ir)^p'X: (m'-s-X)^'tZ: (m"Z-X')^r't„'.

Ist daher in der umgeformten Gleichung X. der mit H bezeichnete Ausdruck Positiv, sv ist
auch X-Z-X- —X- positiv, also X-<X--^XZ mithin X'<90°, der NebenwinkelXX'<Ü>90'>

und deshalb (X'L)^(X'd)2 < (Ld)-, folglich muß in X. addiert werden, und es gilt

von vor diesem Ausdruck ^ - ch nur das obere Vorzeichen ist aber negativ, sv ist auch
X'-t-o"—u" negativ, also X-<X-Z--X-, mithin X<90°, der Nebenwinkel XX'd abcr>90°
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und deshalb (^'L)^-j-(^'d)^>a^ folglich muß H addiert werden, und es gilt auch tu diesem Falle

wiederum nur das -f--Zeichenvor Zu demselben Schluß kommt man auch bei deu um¬

geformten Gleichungen XI. und XII. Wenn also alle drei Eckentransvcrsalen innerhalb des Drei¬
ecks verlausen, so ist in den drei umgeformten Gleichungen für die Seiten von den beiden Vor¬
zeichen nur das obere -s- statthaft.

§- 5.

Bestimmung der Abschnitte ans dm Eckentransliersalen bei Fig. 2 bis 6.
Im Vorhergeheuden ist die Auflösung des Dreiecks aus denjenigen Eckentransversalenbestimmt

worden, welche innerhalb des Dreiecks verlaufen und sich in drei Punkten schneiden.
Zieht man auch diejenigen Eckentransversalen mit in Betracht, welche die Außenwinkel des

Dreiecks durchschneiden, so kann mau noch folgende Fälle (unter der Voraussetzung von drei Durch¬
schnittspunkten) unterscheiden! a) alle drei Eckentransversalen verlaufen außerhalb des Dreiecks
(Fig. 2); Ii) zwei verlaufen außerhalb, eine durchschneidetdie Fläche des Dreiecks (Fig. 3 bis 6);
(-) zwei durchschneiden das Dreieck, eine verläuft außerhalb (Fig. 7-i und 7b).

Auch für diese Fälle kann man die frühere Bezeichnung beibehalten, nur ist zu bemerken, daß
man bei außerhalb des Dreiecks fallenden Eckentransversalen in -j- u mit (in — n) vertauschen
muß, wobei das obere Vorzeichenzu wählen, wenn die außerhalb des Dreiecks fallenden Eckentrans-
versaleu die Dreiecksseitenin der Verlängerung (die Richtungen der Seiten im obigen Sinne (K. 1)
genommen), das untere, wenn die Eckentransversalen die Dreiccksseitenin der Nückwärtsvcrlängcrung
(wie z. B. t, und t„ in Fig. (t) schneiden. Wird das im K. 2 Angegebene berücksichtigt,so lassen
sich durch eine analoge Constructionzunächst die Abschnitte auf den Eckeutransversalen, wie folgt,
in den Fällen a, I>, o bestimmen, jedoch ist der Fall o, da er im Folgenden (§. 19) nicht zur An¬
wendung kommt, außer Acht gelassen. Demnach ergeben sich die Bestimmungen der zwölf Abschnitte
auf den drei Eckentranöversalen in den Fig. 2 bis 6, wie folgt:

I. für Figur 2:
n'(ni — ir)1) -----

3) OL' ^

5)

7) d'D -----

9) L'IP ---

11) ^-10 ^

- (ra — n) n'
ii ii"

rn" (m — ii) Z- ii ii"
in'in"

in' in" — ii" (in'—Ii')
ii ri'

Uli' -s- m (in' — Ii')
m in"

t

- ii (m"
n'n"

ii'ii"-j- ni' (m"—ii")

2) DL'

4)

6) ^.'IZ -----

8) d'II

10) IZ'E -----

12) X'd ----

nun
in m' —- (in

m" (in —
- ii) ii'
ii)

in" (in — n) -j- im"
n" (in' — n')

in'm" — n"(ni' — ii')
in (in' — n')

ii n' -j- in (in' — n')
n (in" — n")

nun"—n (in" — n")
in' (in" n")

n'n"-s in' (in" n")

t.

t.

t,.

t..
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1) L.(7

3)

5) V'D

7) 0'L

9) L?

11»

1) ^.0'

3) ^L'

5)

7) O'L

9) 11V

11) /V?

Ii' (in -)- n)

II. Figur 3:

Ii' (in Ii) — III Iii'

Iii" (Iii-)-Ii)
III " (lii -)- n) — II n"

Iii' m"

Iii in"—ii" (in—ii')

im'

Ii Ii' — Iii (lii' — Ii')

m m"

Iii Iii" -)- II (m" -— Ii")

n' n"

Ii'ii"-)- Iii' (in" — Ii")

Ii' (m -)- ii)
Ii' (m-)- n) — in Iii'

m" (m -)- ii)
Iii" (in -)- ii)— ii ii"

w' m"

Ni'in"-)- Ii" (ii'— Iii')

im'

Uli'-)- Iii (ii —Iii')

in in"

Iii Iii"— II (ii" — Iii")

Ii' n"

t

2) d'v —

^) L'v

6) ^'L

8) O'L

10) L'v

12) ^'(1

i (in -)- n) -— III II

ii ii"

m" (in -)- ii) — ii n"

n"(m' —n') ^
in" m"— ii" (m'— ii') '

m (in' — n') ^
ii ii'—in (m'—ii') '

ii (in" — ii")

in in"-) ii (m"—ii")

m' (in" — ii")

ii' n"^)- in' (in"— ii")

III. Figur -1:

2) d'v -7

4) LI) ^ —

6)

8) d'L

ii' (in -) - n) — in in

ii ii"

m" (in -)- ii) — ii u"

n" (ii' — in')

7 t

t

Iii' Iii"-)-- Ii" (ii' Iii')

III (n' — m')
I,

ii'ii" — in' (ii"- in") "

IV. Figuren 5 und 6:

Fig. 5 Fig. 6

iiii' -)- in (ii'— Iii')

W) L'd t,.
in in — ii (ii — in )

m' (n" — ni")

ii'ii" — in' (ii"— m")
12) iV V t..

1) ^0' ^ ^ ^->n) ^ ^
ii'(m -s- n)

2) OL -
in in

3) ^L' ^ -77

Ii' (lii -)- Ii) — lillli'

Iil"(lii -)- Ii)

^ LI) ^ ^77

5) rl'L

m"(iii -)- n) — ii n"

Uli"

Iii"(lli -)- n) — Ii Ii"

Ili'lli"

—

t

t —

m m' - - n' (m -)- n)

m in'

m Iii' —- ii' (m -)- n)

in' '(in ^ n)
iiii"— - in" (in -j- n)

n n"

Uli"— in" (in n)

iii'in"

Ni'in"—Ii"(iii'—Ii') ' Ii"(i>i'—Ii')—Iii'm" '
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^ — ii"(in'— n ) . ^ n"(in'— n')
^ in'in"—n"(ni'—n') ' " n"(in'-n')—Ni'lli" '

7.^ 4, ^ i
" ^ - NN— in (ni'—Ii') ' insin'—11')— nn'

«r t^'-ra — m (m — n') ^ in i
^ nn'—in(in' n') ' IN (in'—n')—nn'

IN in" IN in"

^ nun"—n (n"— in") n(n"—in")—nun" "

...s. n(n"-in") n(n"—IN")10) 111> — (11"—in") " ^ n(n"-ni")—nun" "
n n" .

11) X'? NN"— in'(n"—in") " in'(n"—in")—n'n" "

.'si in'(n"—Iii") ^ Ni'(n"—in") ^" N N— IN (n— IN ) N1 (n — IN ) NN

K. 6.

Inhalt des /X 4L0, Vestimmiliig der Seiten »nd Winkel für Fig. 2. Regel über die Vorzeichen.

Aus den Abschnitten der Eckentransversalcn (§. 5) lassen sich nun leicht die übrigen Formeln
I. bis XII. wie im K. 3 ableiten. Aus diesen sind im Folgenden nur die Formeln für /X und
Bestimmung der Drciecksseiten zu Fig. 2 angeführt, d. h. für den Fall, wo alle drei Eckentrans¬
versalen außerhalb des Dreiecks verlaufen. Die weitere Ausführung der übrigen Fälle ist im §. 10
gegeben, d. h. unter der Voraussetzung, daß sich alle drei Eckentransversalen in einem einzigen
Punkte schneiden. Nun ist /X in Fig. 2

/X XLE ^ /X ^'L'E' -si /X -P /X L'XO 4- /X ^'^L.
Mit Benutzungdes §. 5 crgiebt sich eben so wie in K. 3

/X XUE — ^ ((in in'in"-)-n n'n")^— in'n"x—in"n — ninisi I'X
Wobei x — lnim'— (in — Ii) n'i (inin"— (in"— n") Ii)

— (nun'— (in — n) n') (in'in"— (in'— n') n")

i- ^ (nun"— (in"— n") n) (in'in"— (in'— n') n")

p' — (in'in"— (in'— n') n'P

P — (inin"— (in"— n") n)^

r' — (nun'— (in — n) n' j ^
?' (x-(-^-(-^)(—x-s74-2)(x —^-(-!?) (x-s-7—4

X — (in — n)siX t , ^ — (in' —n')f/^csi t,, ?! — (in" —n")°s/r^t„zu nehmen ist.
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In analoger Weise läßt sich der Inhalt des /X in den übrigen Fällen aus den sechs
Bcstimmungsstückenberechnen, wenn man berücksichtigt, daß

Fig. 3 /X ^ /X IZ'^.0 -ff- /x <^1Z — /X — /X X'L'd'.
Fig. 4 /X ^ /X L'Xd -ff- /X — /X — /X X'IZ'd'.
Fig. 5 /X ^<2 ^ XX -ff- /X e'/'rlZ — /X — /X X'L'd'.
Fig. 6 /X /x -s- /X — XX — /X <^N.
Fig. 7. /x ^ XX ^.'Ld ff- ^X L'Xd -ff XX — /X ^'B'd'.
Fig. 7^ XX ^ XX ^-'Ld ff- xX «'XL ff- XX ^'d' — /X L'^d.

Die jedesmaligen Werthe von x, g, i- und x', <l'> r' ergeben sich für die Figuren 3 bis 6
aus §. 5; die Figuren 7X und ?d sind nicht weiter in Betracht gezogen, da sie in der zweiten Ab¬
theilung dieser Aufgabe keine Anwendung finden. Auch die Gleichungen X., XI., XII. für die
Dreiecksseiten entwickeln sich eben so wie in §. 3 und sollen nur für Figur 2 noch besonders auf-
geführt werden. Nimmt man x>, g, r, x', <ff, r' und I" in dem Sinne, wie eben vorher ange¬
geben, so ist

X. — sin'—n ')2 n"2 ^2 ff- in'2 sin"—n")2 t„2 ff- in' Ii" ff/'cksin'— n')2 sin"—n ")2 t,2 t„2 — g2 i'2 I"

XI. l)2 snr"—n ")2 n2 t,ff-ff Ni"2 sin—n )2 t2ff-in "n 's/ ck-sin"— n ")2 (in — n)2 t„2 d — x2 ,.-x'

XII. c-2 ^ snr — n )2 n '2 t2 ff- Ni2 siii' — n ')2 t ,2 ff- IN n' sin — n )2 sin'—n '2) 52 t ,2 — x2 ^2 x'

Ueber die Wahl des Vorzeichens vor der Wurzel gilt hiebei dieselbe Regel, wie in K. 4 an¬
gegeben ist.

Diese drei Gleichungen lassen sich auch noch in analoger Weise weiter umformen, wie in
§. lt geschehen, nämlich so:

sin' — n'ff n" 2 t ,2 -s- m '2 sin"— n ")2 t„2 ff.

sin"— n")2 Il2 t„2 ff- in" 2 sni ^ n)2 d ff- " X
XI'. lz2^ si

(irr — »2) ^^2 ff. ^2 — w) 2 t,2 ff- ——— 3

XII'. , ^1'
Wobei H — sin' n')2 <ff t,2-ff sin" n")2 i-'t„2—sin —n)2 Zi'd

n — snr" n")2 1-' d,2-ff sin n)2 ^>' t2 sin' n')2 ff t,2

L sin — n)2 ff t2 -s- sin' n')2 g' t,2 — sin"— n")2 i-' t„2 .

Was die Wahl der Vorzeichen in diesen umgeformten Gleichungen X., XI., XII. betrifft, so
ist für diesen Fall, wo alle drei Eckcntransversalcn außerhalb des Dreiecks verlaufen, in jeder der¬
selben vor dem dritten Glicde im Dividendus nur das --Zeichen statthaft. Aus §. 5 folgt nämlich
für die Seiten des XX X'L'd':
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, (m m'iii" -ff ii ii'ii") (iii — Ii) ^
jiiiiii' — (m — ii) ii'j jiiiiii"— (in."— n") nj

. , (in ni'ni" -ff n ii'ii") (in'— n')
^ (in'in"—(in' — ii')ii"j ffniii'—(in —n)n'( '
, in in'in"-l-nn'n") (in"—n") ^o — ? »—^ 1, , „—7—7^—^!7?ff, ! daraus folgt

(inIN — (in — n ) Iis (iii Iii — (in — II ) Ii j ' ^
n'^ 1b'^; — (in — li)^ si' ; (in' — n')^ (ff tff I (in"— Ii"ff I'' t,ff

Ist nun in der Gleichung X. die Differenz (m'—n'ff P tff-ff (in"—n"ff r't,ff—(m — nfffft'
positiv, so ist auch io'^-ffo'^—a,'^positiv, also a'^<sp'^-ff o'^, mithin X <s 99° und in diesem (falle

(X'L)^-ff (X'E)^ff> und deshalb — zu nehmen; ist aber obige Differenz negativ, so ist

a">b'2-ffv'ff a((p auch X>90° und (X'L)^-ff (X'E)^< äff folglich muß, da ff» negativ, ff»

subtrahiert werden, und es gilt auch in diesem Falle — als Vorzeichen. Zu demselbenSchluß ge¬
langt mau bei Gleichung XI. und XII.

II. §. 7.

Alle drei Eckentrlnislicrsaleu schneiden sich in einem einzigen Punkte: l) innerhalb des Dreiecks
Bedingung. Erste Umformung der Verhältniszahlcn. Inhaltsbestimmung der Dreiecke

XlZO und IWffff (Figur 8.)

In den vorhergehenden KK. wurde immer vorausgesetzt, daß die drei Eckentransversalcninner¬
halb oder außerhalb des Dreiecks sich in drei Punkten schneiden; jetzt soll vorausgesetzt werden, daß
sie sich nur in einem einzigen Punkte 0 schneiden und zwar zunächst innerhalb des Dreiecks (Fig. 8).
Fallen nun die drei Punkte X', L', E' in einem Punkt 0 zusammen,so folgt sofort, daß auch je
zwei Abschnitte auf den Eckentransversalen, z. B. XL' und XE' gleiche Werthe haben müssen. Setzt
man also XL' — XE', so ist nach §. 2

irr" (irr-ff n) ^ ii' (ni-ff ii) ,
Ii Ii' -ff Iii " (Iii -ff ii) Ni Iii' -ff Ii' (iii -ff Ii) '

Iii" Ii' „ ^,5
iin'-ffni"(in-ff n) ^ Nilli' -j- Ii' (Ni -j- ii) '

liiiii'iii" — iin'ii" sein.
Diese Beziehung zwischen den Abschnitten der Dreieckssciten für Eckentransversalcn, die sich

innerhalb des Dreiecks in einem Punkte schneiden (die nach Kunze, Geometrie, 5. Anhang III.
xa,A. 168—-169 zuerst der MailänderJohann Ccva aus statischen Principien abgeleitet hat),*) kann

Man kann diese Beziehung anch als eine Folgcrmni and dem Snize des Menelans ableiten; vi. Wittstein
Planunetric Z. 231 und 232, ok. Wiegnnd 3. Cursnö der Planiinetrie K. 4.
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als charakteristisches Merkmal für den gemeinsamen Durchschnittder drei Eckentransversalen in einem
Punkte betrachtet werden und gilt, wie sich leicht aus §. 5 nachweisen läßt, auch für den Fall, daß
sich die drei Eckentransversalen außerhalb des Dreiecks in einem einzigen Punkte schneiden.

Bevor wir nun unsere Aufgabe unter dieser Bedingungweiter verfolgen,soll mit den Ver¬
hältniszahlen ur, rr, ur', u', ur", u" eine Umformung vorgenommenwerden, um zu einfacheren
Resultatenzu gelangen. Dies kann auf doppelte Weise geschehen,

1) dadurch, daß man
m -st- u — ur' -st- u' — irr" -s- rr" — 1

2) dadurch, daß man rr — rr' — rr" — 1 setzt.
Für den ersten Fall kann man dann rr mit 1 — ur, rr' mit 1 — ru', rr" mit 1 — ur" vertauschen,

und man erhält als Bcdingungsgleichung für den Durchschnitt der drei Eckentransversalen in einem
Punkte ur rrr'rrr" sl — irr) (1 — irr') (1 — irr"),

1 — rrr—ur'-s- irr irr' 1woraus irr" —
1—irr—ur'-s- 2 rrr irr' ^

1—irr — ur'-st- rrr irr'
Unter dieser Voraussetzung bekommen die in K. 3 mit x, <), i- bezeichneten Ausdrücke folgende

Werth e:

2) g sl^iw'sl —ur')) sl —ur'sl—ur))
3) i' — s 1 — ur sl — irr") isl — ur" sl — irr'))

Bezeichnet man sl—ursl— ru"))sl— irr'(1—ru))sl— irr" (1 — ur')) mit Äl, so ist

(—x t-st-gt,-s-i't„) (xt—<^t,-st-i't„) (xt-st-c^t, — i't„)
1

Der Factor vor der Wurzel in der Jnhaltsformel §. 3

sm ur'irr" — rr ir'ir") ^ -st- ur'u"p -st- irr"rr -s- Iii Ii' I' . ^ ^ ^

sur'ir"^) -st- irr"ir g -st- ur uw) .

Entwickelt man das Aggregat ur'u'str-s-irr"uc^-st-irru'i', so erhält man dasselbe wie das Pro¬
ducta der Factoren, die unter dem Ausdruck N vorhin zusammengefaßt sind, und es reduciert sich die
Inhaltsformel (K. 3) unter der Voraussetzung,daß urur'ur"—uu'u" und daß ur-st-u —ui'-s-ir' —

ur"^- u"-^ 1 auf /X (xt^clt,-s-rt„)(—xt-j-^,-st-i't„)(irt—cU,-st-i-t„)(xt-s-cit,—r-t„)

Worin N — ) 1 — irr (1 — ur")) s 1 — ur' (1 — ur)) s 1 — irr" (1 — irr'))
p — 1 — ur" sl — ur') 4 ^ l — ur sl — irr") i- — 1 — ur' sl — iu) .
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Nimmt man für m" den oben gefundenen Werth ^Zm m' ^ ^'giebt sich nach
einigen Ncductionen

// rffLL ----- -—77. -77- ^ ^1/" <m't-ff(1 — m) ff-ff (1 — m — m' -ff 2 mm') ff,) <)()()^ lim <1 m) (1 m -ff mm ) ß/
worin in den Klammernunter der Wurzel die Differenzen

(1 —- m) t, -ff (1 — m — m' -ff 2 m m') ff, — m' t
m't -ff (1 — m — m' -ff 2 m m') ff, — (1 — m) ff
m't-ff(1—m)ff-(1 —m —m'-ff2mm')ff, zu ergänzen sind.

An dieser Stelle mag unter denselben, wie vorher angenommenen Bedingungen die Inhalts¬
bestimmung des Dreiecks DL?, das von den Verbindungsliniender Durchschnittspunkte der drei
Eckentransvcrsalen mit den Dreiecksseitcn gebildet wird, ihren Platz finden. Dies Dreieck DL?
erhält seine Bestimmung (Fig. 1) aus den Dreiecken LDL', L?L/, Iii "Ii' und rV 'ii 'ff', wozu das
Nöthige schon im §. 3 angegeben, wobei nur zu bemerken, daß /ff^.'L'tff verschwundenoder auf 0
reduciert ist, und die Winkel LL'D, Lrff'? und DL'? in Fig. 8 zu benachbarten Winkeln am
Scheitel 0 geworden sind. Die Entwicklung des Inhalts von /ff DD? führt zu der Formel

^ 2(1 — IN-s-Nim ß/
wobei ? ---- (xt-Pffff-ffrff,) (—pt-ff^ff-ffrff,) (xt —cff,-ffrff,)(xt-ffgff—rff,)

Wird hierin wie oben m" ----- gcfttzff sv ergiebt sich nach einigen Reductionciff

/ff D?? — m (1 m ) ^ I /^>
^ 2(1—m'-ffmm')(1—m — m'-ff 2 mm')

wenn man für ? denselben Ausdruck nimmt, wie vorher in der Formel für /ff angegeben.
Vergleicht man diese Gleichung mit der vorher gefundenen für /ff ^.LL, so ergiebt sich

^ °°

— 2mm' (1 —m) (1 —m') : (1 —m — m'-ff2mm'), also

^ 1 — m — m-ff 2 mm
z. B. für m —m' —m"— '/z, also für seitenhalbiercndeEckentransversalcnist /ff DL? — ff., /ffrVLff

für m---'ff- ist/ff DL?----"ff/ff
m ----- 'ff, in' V- ist /ff DL? ----- °ff- /ff u. s. w.

Ist nun das Dreieck ffLff gegeben, und fragt es sich, bei welcher Theilung der Seiten durch
die drei Eckentransvcrsalen, die sich in einein Punkte innerhalb des Dreiecks schneiden, das Dreieck
DL?, welches durch Verbindung der Fußpunkte der drei Eckentransversalen entsteht, seinen größten
Werth erhalte, so hängt die Entscheidung darüber offenbar davon ab, für welche Werthe von m
und m' der Quotient Maximum wird. Bezeichnet man die veränderlichen

1 — m —m-ff2mm
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Werthe von m und m' mit x und v, so ist zu bestimmen, wann der Quotient ^ ^
1_x —^-s-2-s-x

oder ^" ^ — x^— ^ x/ Maximunr wird. Differenziicrt man nun diesen Quotienten nach

der bekannten Methode zur Bestimmung eines Maximums sür zwei Veränderliche einmal nach x,

sodann nach ^ und setzt diese Differenziale ^ 0, so erhält man (wenn man im ersten Falle mit

im andern mit x rcduciert)

1) 1 — 2x — 2^-j-(tx/-s-x2-s-^ — 3x^ — 2x^-s-2x^-^0

2) 1 — 2x — 2^-s-ltx/ -s-x^-tz- — 3x^ — 2x')? -s-2x^ — 0.

Aus 1) und 2) folgt

3) 2x-s-3/— 2^-s-3x, also x —

Wird ^ —x in 1) substituiert, so muß

(t) 1—ltx-s-6x2 — 5x^-^-2x^—6 sein.

Die reellen Wurzeln dieser Gleichung lt) sind -s- 1 und -s- V-, da aber nach den vorher an¬

genommenen Voraussetzungen x nur ein Bruch sein kann (<s l), so folgt daraus, daß für den

Werth m — m' — '/z der Inhalt des /X b)blw ein Maximum wird, d. h. von allen Fußpunktdreiecken

hat das den seitcnhalbiercnden Eckentransversalen zugehörige Fußpunktdreieck den größten Inhalt,

nämlich von

K- 8.

Zweite Berechnungdes Inhaltes non /I/VLE! für Bestiininnngder
Seiten und Winkel.

Wählt man Ml m'l m"l so daß n—w—ir"—1 wird, so folgt zunächst aus mm'm"—mr'n"—1

, und es crgicbt sich die Bestimmung des xVLE aus den fünf Stücken t, t,, t„, m, m'.

Dann ist n ^ (1 -s- m -s- mm')' ^ (1-s-m-si-mm')- ^ (l-s-m-s-mm')-
mm' ' ' m ' II^m'

(1-sim-s-mm')2 , (1-l-m-l-mm')^ , ^ ^

m ^ mm'(m-s-l ) m'-si- n' ^ m (m -s- 1) m"-s-n" ^ m (1 -s- min')

? (1-si m ^s-mm')2' cx (1-s-m-s-mm')2' I' Zli-s-mm')2

Ferner ist /X N0V -s- -s- /X

> 1 > m

^ ^ i ^ 1/ ^ lim'(1-s-m-s-mm') ^ttm (1-sim-si-mm)2 ^ v ^

wobei ? ---- (x-s-^-j-^)( — x-s-^-s-i5)(x — 7->-2)(x-s-7 —

X — (l-l-m)m't, ^ —(l-s-m')t,l 2 —(l-s-mm')t,, genommen ist.

1
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Die Berechnung des Fußpunktdreiecks I)XI' ergicbt sich, wie in §, 7,

aus xX XE'I) Z- /X VIZ'? -st xX (Fig. 1)

oder aus /X X0I) -st /X D<I)tp -st /X X0stl (Fig. 8).

Nun ist 1) /X^'v ^ ^ srrr 0'

ll (1 -st rrr) (1 -st irr') (1 -st irr-st irr irr'

2) /X

3) /X —

Aus 1 ^ 2 ^ 3 folgt

XX VL?

iri^

tl (1 -st irr) (I -st rrr irr') (1 -st irr -st irr rrr

irr

4(1-stirr') (1-stirriir') (l-strir-stirriii'

r-l^x7^^
2 (1-st irr) (I-stur') (1-strrrrrr') (1-st irr-st rrr rrr'

wobei ? denselben Werth wie in der vorhergehenden Inhaltsglcichung für xX^lü hat, folglich:

XX ^ ^ /X^v,
^ (1-f-irr)(1-st irr ) (1-st iirrrr) ^ '

z. B. für irr — irr' — 1, d. h. für seitenhalbierende Eckentransversalen

ist X^vl^ ^

für irr — 1, irr' — 2,

ist

für irr ^ st rrr' »/-?

ist /stvX?

Man erhält also dieselben Resultate für den Inhalt von XX^^^? wie in den K. 7 gegebenen

Beispielen, wie es sein muß, da die hier angenommenen Werthe von rrr und m' den in Z. 7 gege¬

benen entsprechend gewählt sind.

Zur Bestimmung der Drciecksseiten dienen die Gleichungen in §. 3, indem man in denselben

irr" durch ersetzt. Dann crgiebt sich nach einigen Reductionen:

, rirst1-stirr')'t,'-st(1-sirrirr')'t„'^stirrs(1-strrr')'tX-st(1-l-irriri')'t,X—rrr''(1-strrr)'t'f

' ^ (Ist-irr-st irr rrr')'

XI. lr'

XII. o'

(1-stiriiii')'t„'-st (l-stirr)'t' st^ XX (l-stnr)'t' -s- (l-stirrirr')'t,, (1-strrr')'t,st

(1-st irr st irr irr')'

(1-strri)'t'-s-rrr'(1-stiri')'t,'st^^ firr"(1-p rrr)'t'-st (Ist- rrr')'t,'— (Ist rrrrrr')'t„st

(1-st-rrr-st irr rrr')'

Die Bestimmung der Dreieckswinkel ist mittelst der eosrirrrs aus den vorhergehenden Gleichungen

abgeleitet, wobei das obere Vorzeichen -st als das allein gültige (ol. K. 9) angenommen worden.

3
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1) (Z0S tt —
m'(1-stm)^(1-stm') (1-stiiim')- st1P'-st(1-stm')'1m(1—m')—1)t,'-st(1-stmm')'11—m(1-stm'))t„'

2tX(1-stm')(1-sl1im')(m'(1-stl1l)'t'—(1-1-m')t,'-st(1-stmi1l')'t„'Pm'(1-stm)'st-stm(1-stm')'t,'—I1l(11-I11I1l')t„
2) eos /? —

(1-stiii')'11-stiii(1-stm'-st2mm')1t,'-st(1-s-m)'m"(m—Nim'—1)t'-st(1-stmm')'(mm'—^
21/m'(11-m)(11-iiiiii')siii(1'stiii')'t,'1-(11-miii')'t„'—iii(11-m)m"t'Pm'(1'stm)'t'1-m(11-m')'t,'—m(11-m m') t„

3) oos / —
(1-stmiii')'1(1-stm)(1-stm')-s-m'1t„'-st(mm'—in—1)(1 -stm')'t,'-stm"(1—III—mm')(1-stm)'t'

2zXm'(1chm)(11-iii')stii(1-stm')'t/Z-(1^iisisti')'t„'-m(1^iii)m"ststm'(1>m)'t'-st(1^miii')'t„'-(11-iii')t,-1
Wird in Gleichung 1) m — m' — m" ^ 1 gesetzt, so ist sür seitenhalbierende Eckentransversalen

bt'—t,'—t,,'
L0S tt —

2^2t'-s-2t„'-t,-)(2t'-st2t,'-t,/)
Los« — V21 wie es sein muß.

u. s. w., und für ein gleichseitiges Dreieck

§. 9.

Gültigkeit der Formeln des §. .'1. Regel über die Vorzeichen.
Figur 8^-

In Z. 7 und §. 8 ist stillschweigendvorausgesetzt worden, daß die Formeln für Inhalt,
Seiten und Winkel des wie sie in §, 3 abgeleitet, auch für den Fall gültig bleiben, daß
die drei Eckentransversalen sich in einem einzigen Punkte schneiden. In diesem K. 9 soll die Berech¬
tigung hiezu nachgewiesenund die Wahl über die Vorzeichen in den Gleichungen X. bis XII. ent¬
schieden werden. In §. 8 ist nämlich berechnet worden mit Hülfe der Gleichungen von
K. 2 und §. 3. Da nun aber in Fig. 8—12 verschwindet, so wird

. ., 2/X^'L'c!' 0
^—stV—' d-h-^-g -

Hebt man nun (mm'm"— mi'11")' gegen (mm'm"— im'11")', so ergiebt der reducierte Bruch den
siiius des Nebenwinkels von und dieser ist in Fig. 8 bei sin (X)Ii zu Grunde gelegt. Bestimmt
man oos Ll0L aus 1 — sin 00L' und setzt man 11 —11' — n" ^ 1, so erhält man

I. oos 00L ^st

II. oos ^.00 — -st

(1-stm')'t,'-st ( l-stmiii')'t,,'— m"(1-stm)' t'
2 (1 -stm')(1 -stirim')t, t„

(1 -st m m')' t,,' -st m"(1 -st 111) ' t' — (1 -stm')'t,'
2 (1 -st 111) (1 -st mm') t t„

— 2(1-stm)(1-stm )tt,
Man kann aber auch diese Gleichungen direct aus deu Dreiecken (X)IZ, ^00 und X0L

ableiten. Zu dem Ende mag an dieser Stelle folgendes Lemma eingeschoben werden:
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Aus den drei Seiten eines Dreiecks eine der drei Eckentransversalen, z. B, t, zu berechnen,

wenn das Verhältnis in: 1 der beiden Abschnitte (Lv: VO Fig. 8»-), welche dieselbe auf

der Seite a bildet, gegeben ist. — Dabei sind zwei Falle zu unterscheiden: 1) die Ecken-

transversale LI) verlauft innerhalb, 2) Vv' außerhalb des Dreiecks.

Erster Fall:

Es sei VI) : OO — IN : 1, so ist

ED : a ^ ^ ^ 1:(1Z-in), also

1) /X^^ ^ (1-j-in)/I^V0.

Nun ist ^ ——t)

/XrVl.C (a-<b<o) (—a-j-li-s-o) (a-stlz— o) (a li<o) .

Setzt mau diese Werthe für und /XALO in Gleichung 1) ein und löset dieselbe dann nach

t auf, so ergiebt sich

t- ^ Z- ^ .
s1-s-in)2 > 1 -s- IN ^

Ist nun 1) Drcicckswinkel 0 > 90°, so muß t2>>-^—^<b2, folglich — o^) positiv ge-

nommcn werden. Dann ist aber ^ )> a) .p. folglich kann nur das —-Zeichen gelten.

2) Ist Winkel 0 < 90°, so muß t- < ^ folglich ist (^Z-li--och negativ ge-

nommen werden. Dann ist aber o.2-s-I>^ folglich kann wieder nur — als Vorzeichen gelten.

Es ist also in jedem Falle, wenn t innerhalb des Dreiecks verläuft,
5,2 5,2 ^

7 ^-2 o- j NI ^ o > o

^ (1>m)2 ^ " 1-j-in 1-j-in > 1-j-in

" (1-stm)- ^ ^ ^ ^ ^ ^ a2-s- (1 -st in)

Zweiter Fall: t verläuft außerhalb des Dreiecks (^-Och.

Dann ist ^ ^ ^ ^ /X -^VE, und es ergiebt eine analoge Entwicklung, wie im ersten Fall

t- -j- b2 Z .
(in 1)2 ^ IN 1

Ist nun der Außenwinkel 0' > 90°, so muß t2 > ^^1)2 -j- 1 .2, danu ist aber, weil Dreieckswinkcl

0 < 90°, (a.2-j-I>2 — c;2) positiv, folglich uur das < als Vorzeichen statthaft.

Ist aber Winkel 0 > 90° und der Außenwinkel 0' <90°, so muß t- < > li-,

und da in diesem Falle (^-j-b^ —och negativ, so kann wiederum nur-j-als Vorzeichen genommen

werden.
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Es ist also in jedem Falle, wenn t außerhalb des Dreiecks verläuft,

—o'), oder

^ —1)d'—(m —1) o'j.

Löset man die mit I. bezeichnete Gleichung nach est auf, sv ist

' 177 171
Nun entspricht im /X OLO (Fig. 8): die Seite LO der Seite a, OL! der Seite st, OL der Seite o,

OD (der untere Abschnitt der Eckentransversale XL>) dem t,

m,d °s i» M - , o« - . . .„ ov - , ,»"»' —1 177 -s- 177177 1 -j- 171 171171 1 177 -j- 177177
Werden dieje Werthe in obiger Gleichung für 0.2 substituiert,so erhalt man mit Beibehaltungder
früheren Bezeichnung für /st, XLO (Fig. 8) die Gleichung

X. -st ^ (Z-st.^st.^^-)- s^ (1 ^ m')tZ -st (1 -st mm')- t,/ — m m' 2 (I -st m) t^j.
Dies ist dieselbe Gleichung,wie die in K. 8 gefundene, wenn man daselbst von den beiden Vor¬
zeichen st^ das obere -st- nimmt. Entwickelt man in analoger Weise die Gleichungen für Ist ^
so erhält man

^ ^ '(1-stm-jümm')2 l ^ (1 -st m)2 t- -st (1 -st m m')2 st„ - (1 Z- m') t,2 j .777

^ m'(1^-stmm')2 ^ (1 ^ ^ ^ ll -st t,2 - m (1 -st MM') t„2 ) .
Die Verglcichung von XI. und XII. mit den entsprechendenin Z. 8 zeigt wiederum, daß dort von
den beiden Vorzeichennur -st zulässig.

Was die Gleichung II. (st —) anbetrifft, so wird dieselbe im folgenden K. 10 ihre Anwendung
finden.

Die Gleichungen X., XI., XII. kann man auch benutzen, um die Bestimmungder Winkel
um 0 direct (Fig. 8) abzuleiten und den Znsammenhangmit Gleichung V. Z. 3, worauf die fol¬
genden und auch die InhaltsgleichungIX. begründet sind, nachzuweisen.

Es ist nämlich oos OOL — 00^ OL—^ vorhin an¬
gegebenen Werthe von -st, 00, OL substituiert, so ergiebt sich

I. oo« OOL ^ (m -st 1) - t - - (m' -st 1) - t> - (1 -f- mm') - t,st
2 (1 -st- in') (1 -st- m m') t, t„

II. 008 xoo (1 -stm') t,2 — m' 2 ( 1 -st- m) 2 t 2 — (1 -st- IN m') 2 t„2
2 (1 -st m) (1 -st- mm') t t„

III. 008 ^OL - (1 -st mm ')2 t„- - m' 2 (1 -stm) 2 t--(1 -st- m') 2 t ,2
2 (1 -st m) (1 -st m') t t,
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Alle diese drei Gleichungen stinnnen mit den vorhin aus K. 3 abgeleiteten übcrein, wenn
man daselbst — als Vorzeichen wählst und somit ist auch die Gültigkeit der Gleichungen V. bis IX.
auch sür deu Fall nachgewiesen, daß die Eckcntransversalen wie in Fig. 8 sich in einem einzigen
Punkte schneiden.

§. 10.

Zweiter Fall. Die drei Eckeiitranskiersalen schneiden sich in einem Punkte außerhalb des
Dreiecks (Fig. 9—12). Inhalt, Seiten und Winkel des Dreiecks XLd.

Nachdem in K. 8 und §. 9 der Fall erörterst wo alle drei Eckentransversalen innerhalb des
Dreiecks verlausendsich in einem Punkte schneiden, soll nun die Bestimmung des /X -^<2 sür den
Fall gegeben werden, wenn der gemeinsameDurchschnittspunkt der Eckentransversalen außerhalb des
Dreiecks fällt, wobei die Verhältniszahlenin : n wie in K. 8 genommensind. Nimmt man die
Richtung der Seiten in dem Sinne, wie sie ein Umschreitendes Dreiecks von der Ecke X über L
nach Ll und von <2 zurück nach X ergiebt, so bestimmt sich daraus sofort, in welchem Sinne die
Vorwärts- oder Rückwärtsverlängerung der Seiten des Dreiecks zu denken ist. Schneiden sich nun
alle drei Eckentransversalen außerhalb des Dreiecks in einem Punkte 0, so muß unter den Ecken-
transversalenimmer eine (XI)) sein, welche das /X durchschneidet,während die beiden andern außer¬
halb desselben verlaufen (ast Fig. 9—13). Dabei können drei Fälle unterschieden werden: 1) die
beiden außerhalb des /X verlaufendenEckcntransversalen treffen die Verlängerungender Seiten
(2X und XL in L und ist (Fig. 9); 2) die Rückwärtsvcrlängerungen dieser Seiten (Fig. 10); 3) die
einest trifft die Vorwärtsvcrlängerungvon <2X, die andere st, die Nückwärtsverlängerung von XL,
und zwar liegt 0 a) innerhalb des Winkels X (Fig. 11), oder st) innerhalb des Scheitelwinkcls
von X (Fig. 12). Für alle drei Fälle (Fig. 9—12) ergiebt sich in gleicher Weise wie in §. 9, daß
sin <2dL dein sinLX'stst sinXdd dem sin XL'd und sin X(IL dein sin Xd'L entspricht, und
man kann das /X -^H<2 aus denselben Formeln bestimmen, wie in §. 3 angegeben.

I. Inhaltsbestimmung des Dreiecks. (Fig. 9—12.)

Erster Fall. Fig. 9.

Zur Berechnung des Inhalts dienen die Gleichungen
(Ist-IN — niin'st (Ist-IN — niin'ff (1 ff- IN — IN in'ff

1' IN in' 1 IN ' nistn'
(IZ-in — inin'ff , (1-ffm — inin'ff ,

p ^ ' ^2 ' ll ^ ^ (1-ffm-inrn) 2

IN ff-n inin'(1-s- in) n' in(ni' 1) in" n" in(1 nun')
(1-ffni — inin')2' H (1-ffnr — inin'ff' I' (Isi'iri — inin'ff
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Nun ist /VRE ^ /X -st /X — XX OLE

5')- ^

in , 1
777U Z—7777

/X ^LO ^

(t in' (1 -st IN — inni')

1

üi in' (1 -st NI IN ins

wobei? — (x-st )--st 2) (—x-st /-st 2) (x — ^-s-2) (x-st ^ — 2)
X — in' (1 -st Ni) st / ^ (m' 1) st , 2 — (1 llilli') st, .

Determination.

Es muß 1 X> inin', also (1—nun') positiv sein; denn wäre nun' > 1, so müßte —

1
^ < 1'

d. h. Ni" < 1 sein, mithin könnte st, die Seite 0 nicht in der Vorwärtsvcrlängerung schneiden, wie

doch in diesem Falle vorausgesetzt ist.

? ^

gelten die Gleichungen

(1-stin —nun'st

Zweiter Fall. Fig. 10.

(1 -st IN nun'st (1-stiN —nun'st
IN u. s. w.

XX XLO ^ XX O^L -st XX 0^0 — /X 0L0^
NI IN in') ^

^in'(1-)-in-

L (x-st 7-st^)( —x-st^-st^)(x —7-st-!)(x-st )! —^2)

X — Ni' (1 -st in) , ^ — .1 in' , 2 — nun' 1 .

D eterINin ati 0 n.

Es muß immer nun' >> 1 (denn wäre nun' <s 1, also in" >. 1, so müßte st, die Vorwärts¬

verlängerung der Seite o schneiden im Widerspruch mit der Voraussetzung), serner in' <s 1 (da st

die Seite 1> in der Nückwärtsverlängerung schneidet), folglich auch in >. nun', also um so mehr
1 -st Ni st» nun' .

Dritter Fall. Fig. 11 und 12.

Es gelten die Gleichungen x —

(1-st iN — nun')2 (nun' — IN — ist

INN!

(1-stin nun')2 (nun' IN 1)2
Ni

(1 -st IN IN Ni')2 (in in' IN 1)2

IN IN

/X ^-LO

/X -^LO

/X ^LO

/X ^LO -st XX /X LOO (Fig. 11)

/X LEO — XX ^LO — XX ^0 (Fig. 12)

1in'(1-st IN nun')^/^
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Das obere Vorzeichen -st gilt für Fig. 11, das untere — für Fig. 12.

? (x -st ^ -st 2) (— X -st ^ -st 2) (x— ^ -st 2) (x -st / — 2)

X — in' (1 -st in) st ^ — (in' — 1) t,, 2 — (nun' — 1) t„ .

Determination.

Es muß immer in in' >> 1 sein, denn wäre inni' 1 oder in" > 1, so müßte t„ die Seite o

in der Verlängerung schneiden im Widerspruch mit der Voraussetzung; ist dann 1 -st in > inin',

so gilt -st als Vorzeichen in der gemeinsamen Jnhaltssormel, ist aber 1 -st in < nun', so gilt —

als Vorzeichen.

II. Bestimmung der Seiten.

1) Fig. 9.

Da eine Eckentransversale das /X durchschneidet, was hier von t angenommen, so ist (est §. 9)

^ ^ (I-P-M-Min'st l ^ ^ ^ ' (1 -st !N) t- 1 .

Für I>^ und crgicbt die in K. 9 abgeleitete Gleichung

II. ^ ^ sina^-stinsm —1)1)2 — ^ zugehörigen Werthe.

Löset man nämlich II. nach auf, so ist

^ (in —1)2 ^^ ^ IN —1 e-.
in ^ ^ ' IN

Nun ist in Fig. 9, wenn man a — ^.0 nimmt,

t ^ 0L .—- 7- t,
1 -st IN nun

1 I 1 -t- IN
1z ^ 0^. j -t

1 -st IN ININ

Hieraus folgt

2)

Eben so folgt

1 nun'

o ---- Od ^ j -st,
1 -st IN IN IN

2) 1z2 ^ ,Z2 s(in'— 1)t,2-st(1—inin')2t„2 —m'tl-stllls-t'l .
in(1-stin nnn)2 ^ ^ z , z ,

3) o2 ^ , , sin'(1-st in)2t2—Ni (in' —1)2st2-s-Nl(1—niin')st,2s .
IN (1-st IN ININ st

Die Winkel lassen sich eben so bestimmen wie §. 8.

Beispiel.

Es sei in — st,, in' — 2

16t2^-13a2, t,2---3n2, t„2^7a.2.
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Dann ist

^ ^ ^(8t-st3st-stst,)(—8t-s-3st-stst,)(8t—3stst-st,)(8tst-3st—t„)

und a — lz — 0, also das /X gleichseitig mit der Seite a.

2) Fig. 10.

1) a' ---- ^ ^ lm(1 —m')'t,'st-(mm'—1)'t„'—mm"(1st-m)tst
1 — in/

^ ^ ^ m'(l^m-mm')- ((1-ni')st'-stm'(1st-m)'t'-(mm'-1)'st,'i

3) 0- mm' — 1 ^ ^ m') 't,'-st m (mm' — 1) st,' — m' (1 st-m)' t' I
in (1-^-IN nun )'

z. B. flu- in ^ /t, 25t' ^ 21n') t,'^t„'^3a' ist

^ (5t st-t,-st 2 t„) (—5t st-t,-st 2t„) (5t— stst-2t„)(5t -st t,— 2t„) ^ —^-st^3

a — st — o, also das zugehörige /X willst! gleichseitig.

3) Fig. 11 und 12.

Die folgenden Gleichungen gelten sowohl für Fig. 1l wie Fig. 12.

1) a' ^ (m(m' —1)'t,'-st(mm'—1)'t„'—mm"(1st-m)t'l
(Ist-M mm)' ^ ^ / " V > ^ I

^ ^ ^ issstst^Dl^ l(mm'-1)'t„-st-(m'-1)t,--m'(1-stiii)'t'i

^ ^ m'(lst-^-mm')' (-n(in'-1)'t,'-stm(iiim'-1)t„'-.iii'(1st-m)'t't .

Beispiel zu Fig. 11.

m — '/z, Iii' — 2, 25t' — 19a', st' — 3a', t,,' — 13a', giedt .

^ ^ ^"l/^(^ist-3stst-t„)(-10t-st3st-s t„)(10t-3t,-stst.)(10t-st3t,-t„)
a — st — 0.

Beispiel zu Fig. 12.

Es sei m ^ 1, m' 3, 4t' ^ 3a', 4t,' ^ 4t„' 7a', so ist

— st (3tst-stst-st,) (—3 t-st st st-t„) (3 t — st st-t„) (3 t st-st—t„) —
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§. 11.

Beziehungen zwischen den Abschnitten der Eckentrnnsbcrsalenund den Verhnltnisznhlen in : n
»nd Bestinlmnngdes Dreiecks ans den Abschnitten der Eckentransliersalenfür den Fall,

daß sie sich in einem einzigen Punkte schneiden.

In den vorhergehenden Paragraphen ist das Dreieck aus drei Eckcntransversalen und den
Verhältniszahlender Abschnitte, welche die Transversalen aus den Seiten bilden, die sie durch¬
schneiden,bestimmt worden; im folgenden sollen die Beziehungenzwischen diesen Abschnitten und
den Verhältniszahlen(in : n) nachgewiesen und sodann die Bestimmung des Dreiecks aus den Ab¬
schnitten eben dieser Eckentransvcrsalen für den Fall, daß sie sich in einem einzigen Punkte schneiden,
abgeleitet werden. Dabei sollen die Abschnitte auf den Eckentransversalen, in welche sie sich gegen¬
seitig theilen, als obere und untere unterschieden und mit t" u. s. w. bezeichnet werden, je nachdem
sie in einer Ecke oder Seite endigen.

Nach Feststellung dieser Bezeichnung ergiebt sich aus den in K. 2 abgeleiteten Gleichungen
für Fig. 1:

Erster Fall.
Die drei Eckentransversalen schneiden sich in einem Punkte innerhalb des Dreiecks.

1-s-ni' 1-j-in"1)

2)

WF?»
OL'

t

t
t°

1 -j- IN -j- III in'
1

t'
NE'

t,
t.«

l-j-in'-j-ni'in"
1

t l-st IN "-j-nun" t, t. t„

t„
st,
t„

l -strn"-stinni"
^

1-st in'-st in'in"1. -st i n-st in in'

Fallen F.', L', Ll' in einem Punkte 0 zusammen, so ist in" — ^^7, und die Gleichungen1) und 2)in IN
nehmen folgende Gestalt cum 1) im Falle, daß die Eckentransversalen sich in einem Punkte innerhalb
des Dreiecks schneiden:

t,° ^ in(l-stin')1)

2)

t
t"

Ist-in
Ist-in-st nun'

in in'
st
t,"

1 st-in-stinin'
1

st,°

st."

1 -s- IN in'
1 st- IN -st Ni in'

IN
t l st- IN -st IN in'

Aus 1) und 2) folgt
-in t,"

t, Ist-IN-st INI t„

E
^ t" in in' t," in(l-j-in')

t„° sl st- in) st -st in') (1 st- in")
I i, r„" " IN in'in"

1st-Iii st-IN in'

1 st- IN in'
t„" ni
(Ist-in) (1 -j- Ni') (1 -st IN in')
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Addiert man die Gleichungen unter 1) und 2), so erhält man die bekannten Gleichungen
cht) cht) cht)

5" chu ch u

welche beide als charakteristische Bedingung für den Fall anzusehen sind, daß die drei innerhalb eines
Dreiecks verlaufenden Eckentransversalen sich in einem einzigen Punkte schneiden. Sind also außer
den drei Eckentransversalen noch zwei Abschnitte derselben gegeben, so liefern diese beiden Gleichungen
nebst den Gleichungen t — t° -st- t", t, — t,° -s- t,I t„ — t„° -s- t„" die übrigen Abschnitte,
und es läßt sich ein Dreieck immer aus fünf von einander unabhängigen Abschnitten der drei Ecken¬
transversalen für den Fall bestimmen, daß dieselben sich in einem Punkte innerhalb des Dreiecks
schneiden.

Nimmt man als die fünf Bestimmungsstücke t, t,, t„, t°, t,° und löst die Gleichungen
unter 1) nach in und in auf, so erhält man:

t°t, i t,st —t°) i i ^ t»t,
^ ^ ^ tst,—t,°) ' ^ st,«t — t, st — t°) ' Z tst,—t,°) '

i ! - ^ .i ! i - t°t,-(t —t°)») 1 4- in , 5) (1 -st- in) in ^t,°t—t,(t—t°)' ^ ^ ^ ^ " tst, —t,»)^ —t,st —t°ff '

6) 1 -st- Iii -4 IiiIii' — -—ö? (1 z ^ z iiiiiist — t, st t )
t, —t,°' ^ — st,—t,°) st,°t—t,st—t»)s '

Mittelst dieser Gleichungen ergeben sich nun die Formeln für Inhalt, Seiten und Winkel des
Dreiecks.

Nach §. 8 war ,, ^ , rr^ ^ ^ ckiii sl-st-iii-l-iiiiii) ^
Daraus wird

st,—t,°)st,°t—t,(t—t°)s
ck tI st—t») t- st,—t,°)' l t," t—t, st—t°) s °

/X ^t/st—t°)st,—t,°)st,°t—t,st—t°)s
(x -st- ^ -j- 4 s— x -st- ^ -st- ü) sx — 7 -st- 4 (x -st- 7 — 2)

x — t°t/st— t°)t
z. ^ t,°t" st, — t,°)t,
2 (2tt,—t°t, —t,°t)st,°t —t,(t —t°))t„ .

Nimmt man t„° mit auf, so erhält man nach einigen Reductionen die geschmeidigere Jnhalts-
formel
^ tt,t„ S Z' t°(t —t°) t,«(t,—t,°) . i„°st',—t„°> .

worin die leeren Klammernunter der Wurzel mit den bekannten Differenzen aus den Gliedern der
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tt,t„ z , t,°t/ > ^ t,°t,- ^ t/t/' ^ ^ FAF

t„ ^ t ^ t, ^ t„ ^ t F ^ t„ t ^ t, t„ ^

X^vx? ^ ' ' ö 4xXi;e .

ersten Klammern darin auszufüllen sind. Setzt man t" für t — t°, t," für F — t,°, t„" für t„ — t„°,

so erhält man die Gleichung:

i t.

Für den Inhalt des Fußpunktdreiccks I)X? ergiebt sich die Formel

/X Vl'llr g si/'lX" wobei ? dem Radicandus in der vorigen Gleichung entspricht. Aus

beiden Gleichungen folgt:

/XVX? /X^L<Ü 2t"t,"t„" : t°F°t,F oder

2t"tF t.F

t°F°F.

Zur Bestimmung der Seiten n, lr, o dienen die Gleichungen X., XI., XII. des Z. 8, woraus

die folgenden Gleichungen hervorgehen:

2 ^ ^ l.° -(t - ich) tt„Z-t„°- -t» (t -F,
^ — t ' t(F—t„°)

^ t, ' F(t—t°)(t„—i„»)

2 ^ ^ t ° -(t — t °) Ft„ -f- F° - (t,—t.») tt„—t,.° (t„—t„°)F t t,

° ^ F. t„(t-t»)lt,-tch) '

Die Dreicckswinkel ergeben sich ans den vorhergehenden Gleichungen auf bekannte Weise,

z. B. mittelst der sinn»

2
I) sin « — mittelst der oosilirrs

^ u- s- w.

Zweiter Fall. Fig. 9—12.

Die drei Eckentransversalen schneiden sich in einem Punkt außerhalb des Dreiecks,

-r) Für Fig. 9.

Die Gleichungen 1), 2), I. und II. im ersten Fall nehmen folgende Form an:

Y
I si-ra t,° rir (irr'— 1) e ° I —Iii Iii'

t l-siiri —iniri'
tz

l -si irr — irr rrr' F, I si-iii — iir iri'

t" irr irr' 1 t,F Iii

t 1Z- irr — irr irr' i, 1 Z-rri — Iii irr' 1 si-m — irriir'

I. ->-
t °

II.
t/'

t,

FF
^ 1

ist t" ^ t° — t tF ^ t, sich tF FF ^ t„ - - e °
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b) Zu Fig. 10.

"ff--
1-ffin 14 in(1—in') IN in' — 1

1 -s-m—IN Iii' 1, 1 -ff IN nun' 1„ 1 -ff IN IN in'
t"

2'4--
in in' 14 1 1,4 IN

1 -ff in — ni in' t, 1 -ffin nun' 1 ff- IN nun'
I. 1° ^ t,° 4° .

1„
- 2 II. -4-

t,
44s ^
4,

t"
t

Dabei ist t" ^ t°— t 14 t, - i-, — 1,/ 4" 1,4 -

o) Zu Fig. 11.

, .ff - 1ff-ni 14 Ni (in' 1) 1,4 nun' 1
1 -ff IN —nun' t. 1 -ff IN nun' 1„ 1 -ff IN IN in'

2' 4- -
in in' 14 1 1,4 IN

1 -ff in — nun' 4 1 -ff IN nun' 1„ 1 -ff IN nun'
I. t° t,°

t t,
4,4 . ^ 2 II. 4-

1, 4- 44s.
1„ 4--'

Dabei ist t" - t° — t 14 t, -ff t,° t„" — 1„ -4 1
0

cZ Zu Fig. 12.
1-ffin t,° IN (in' 1) 1,4 nun' — 1

IN in' IN 1 i, IN in' Ni 1 1„ Ni Ni' IN 1
t" IN in' 14 1 1,4 Ni

^ t IN in' Ni 1 i, IN Iii' IN 1 1„ nun' IN 1

I. 44 i 1,4 .
1, 1„

t°
t ^ 2 ° 4 14

i,
^

Dabei ist t" -^ t° -ff r 14 1," 4 4 "
1., Ii,,

4 ^ 4
ti,, 1,,, .

Die Gleichungen I. und II. sind offenbar charakteristisch für den Verlauf der drei Eckentrans-
versalcn, die sich außerhalb des Dreiecks in einem Punkte schneiden.

Der Inhalt des Dreiecks, die Bestimmungder Seiten und Winkel (deren Entwicklung aus
den Seiten übergangen)ergiebt sich leicht aus den früheren Gleichungen, wenn man zuvor mittelst
der vorhergehenden Gleichungen in und in' aus den Abschnitten der Eckentransversalen bestimmt.
Es ist nämlich:

^ ^ ffDffv) 1 einführt
^ t, ( t„ —t„° )

1„(1,4^14)
^ t,°t„ ^ i„(l°-i)r u i <n "u ^1,(1,,^-1,4) t(t„ —t„°)
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Nimmt man t„°, das seine Bestimmung aus Gleichung I. erhält und also entbehrt werden
kann, mit auf, so werden die Formeln geschmeidiger, und es ist für Fig. 9

4(t°-t)(t,^t,°) (t„ —t.
wobei U (x -s- ^ 2) (— x -si ^ -si (x — ^ -st- 2) (x -st- 7 — -z)

t°(t°—t)
7 ^

t„°)
t ^ t,

oder wenn man die unteren Abschnitte der Eckentransversalen einführt

tt,t„ 1 /^)'t°t" , t,»t,° > t„°t„^/ Et" ^ t,°t," > t,,^,,"^^" t,°t," ^ t,/t„"^t»t" , t,°t," t„°t,/^
Tt^tschX 77 ^^ X —^7)
eine einfache Gleichung, die in allen vier Fällen (Fig. 9—12) gültig ist, wenn man die Werthe von
t", t/st t„" in dein Sinne nimmt, wie bei den Fig. 9—12 unter a, 1», 0, cl vorhin angegeben.

Unter derselben Voraussetzung ergiebt sich für die Seite a für alle vier Fälle die gemeinsame
Form

^ t,»-t,"tt„>t„°'t„"tt, —t°t°'t,t„
t ' tt,"t„"

Die Gleichungen für d und 0 haben für Fig. 9—12 folgende besondere Form:
Fig. 9

7/st t„° - (t„—t„°) tt, — t° - (t°—t) t,t„ -st- t,° (t, -s-t,»)' tt„
t, ' t,(t°—t)(t„ —t„°)

2 ^ 77 t°2 (t°— Yt,t„ — t,°2 (t, -st-t,°) tt„ -st-t„° (t„ — t„°)^tt,
t„ ' t„(t°-t)(t,-f-t,°)

Fig. 10
^ ^ 77 t ° - (t ° - t) t,t„ - t„° - (t„ t„°) tt, -s- t,° (t, - t,-)- tt

1)2

t, t,(t°-t)(t„-sit„°)
^ 77 t,° 2 (t, — t,°) tt„ — t° 2 (t ° — t) t,t„ -st- t„° (t„ -s- t„°)2 t t,

t„ t„(t°—t)(t, —t,°)

Fig. 11
^2 ^ 77 . t„° - i t„ -si t„») tt, — t ° 2 (t ° —t) t,t„ si- t,° (t, -st- t,°)2 tt„

t, t,(t°—t)(t„^-t„«)
2 chch (st X st") Ist' t°2 (1)0 t,t„-si t„° (t„-^t,ch)2 tt,

t„ t„(t°—t)(t,-st-t,°)

Fig. 12
^,2 ^ 77 . 1"^ 1") tt, — t° 2 (t»-st- Y t,t„-s- t,° (t,° — t,)2tt„

t, t,(t»^-t)(t„°—t„)
t„° . t,°2(t,°—t,)tt„—t»2(t»^t)t,t„-^t„°(t„°—t„)2tt,

t„(t»^t)(t,°—t,)
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Mit den vorhergehenden Gleichungen ist die Aufgabe allgemein gelös't:
„Ein Dreieck zu bestimmen durch fünf Strecken, die in einem beliebigen Punkte innerhalb oder

außerhalb desselben zissammentressen, unter der Voransschung, daß dieselben van den Ecken und

Seiten des Dreiecks begrenzt lind."

s- 12.

Anwendung ans Höhentransliersalen.

Von den in den vorangehenden Paragraphen abgeleiteten Gleichungen zur Auflösung des
Dreiecks aus den Eckentransversalen soll noch in Kürze eine Anwendung des K. 7 und §. 8 auf
Höhentransvcrsalen hinzugefügt werden. Da bekanntlich die Abschnitte aus den Seiten, also auch
die Verhältniszahlcn zwischen denselben von den drei Höhenperpendikcln abhängig sind, so reichen
die drei Höhen eines Dreiecks allein schon zur Bestimmungdesselben aus. Bezeichnet man die
Höhen für die Seiten a, k>, o resp. mit ll, Ii,, ll„, so wie ihre Abschnitte mit dem Index o
und u, je nachdem sie in einer Ecke oder Seite endigen, so kann man die Verhältniszahlcn1) ent¬
weder so wählen, daß m -j- n — m' -j- w — irr" -j- rr" — 1, oder 2) daß ir — Ii' — Ii" — 1 genom¬
men wird. Für den ersten Fall ist

^ lr,2 1r„2-j-Ir2 1r„2—Ir2^-
2lr,2ll„2 2ll,2lr„2

Ir2ll„2ch.lr/lr„2-lr2ll,2 , Ir-Ir,,^!^^^-
2lr2t^2 » —

ll2^2^^2^ 2^.^ 2^ 2 ^ ll2^2^^2^2^^2^2
2Ir2ll,2 2Ir2ll,2

Im zweiten Falle ist
Ir,2Ir„2ch-(Il2^2^.^-^2) ^ 1r2Ir„2-ss(ll,2ll„2 —Il2^2) ^ K2^2^.^2Z^^2^2)
ll,2tr„2 —<Ir2Ir/ —1r2ll„2)' ^ lr2Ir„2—chr,2Ir„2 —Ir2ss,2) - ^ lr-lr/ch. sll„2Ir2_p/1^2^

oder wenn man durch Ir2ll,2z^ 2 ^.^u^wrt
^1 , ^ l ^ ^
Ir- ll,--' ^ ^ 2^t.^2 ^ 2) ^ Ir„2 ^ ^-1r,2 P2 ^

Ü2 ^ll„2 11,2^ Ir,2 l.^2 ^2) ^2 <^2 ^2)
Nun ist rrrrrr 'rn" — 1, also mm 'rrr" — urr 'rr", mithin schneiden sich die drei Höhenperpendikel

in einem einzigen Punkte.
Entwickelt man nun mit diesen Gleichungen die Formel für den Inhalt des Dreiecks, so ge¬

langt man nach einigen Reductionen zu der bekannten Formel
1

! r?7 ^ c„ s 4- -,s- -
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Nach §. 8 war der Inhalt des Fußpunktdreiecks DU?

^ (1 -ch irr) sl -j- Iii ) (1 -N irr irr )

Wird diese Formel nach Ii, Ir„ 1r„ entwickelt, so erhält man

^ l^b/lr,/ . 1 , 1 . 1 . . 1 1 , 1 . , 1 . 1 1 x >v

/X — -j ( U.2 -h 1,2 ^ ^ 2>( ^2 ^2 ^ ^ 2>( ^2 ^ ^2 ^ 2) /X ^ L 0 .

Für die oberen und unteren Hohcnabschnitte ergeben sich folgende Gleichungen:

y 1r°
2^

^ Ii

1

In/
— und

b- b^ "<ö " ö>^

2) Ir,»
2^,2

^ 1^,

1

In/ ^ö> i''" -1. liö

-

3) In/
2^/2

^ In,

1

b/ b„- ii„ ^2 ^ - ö>^

Aus 1), 2) und 3) folgt

LdblbX ^.dvbX /rIZVL Krcisvierecke.

Ferner ist

5) /X -
-1 1 ^

. b- In/

-1

"<1^2

1 .

-V In/'

- 1

^ ü-

1 ^

In/ ' b/' )1

kel. Da/rLL^90°—n,

so ist

1
— <—

^ Ii-
..)-

Ii,2^I2,/
1 1

1^/ b/

^In,
Ir/N,^

1r2 ^

Ir " Ii" 1 Ir ^ ^ ki^ Ir ^ Ir Ii 1 1 1
„ — t2u_ — 22 ^ . 22e 2 ' .UN ^ 'r

1r,° ^ Ir„° ^21,1 1 " ' ^ 2 ^Ir./ ^ ^ ^ V-)

1

2

In ähnlicher Weise ergeben sich die Gleichungen für oos und oos



B e m erku n g e ii.

1) In der Fignrcntafelmuß bei Fig. 1 statt des mit L bezeichneten Punktes innerhalb des
Dreiecks L' stehen.

2) In §. 11 des vierten Bogens ist die Bezeichnung der Quadrate von t,", t„° im Druck
nicht genau wiedergegeben; es muß überall statt substituiert werden (t°)X
(tz°)X

3) Zu imK. 29 ist die unter Zeile 7 und 8 (von oben) angeführte Jnhaltsformel für /X
für den Fall Fig. 9 im Vorhergehenden besonders erwiesen und zugleich angeführt,daß sie
unter dieser Form auch für die Fülle Fig. 10—12, wie sich leicht beweisen läßt, gültig
bleibt. Es konnte noch hinzugefügt werden, daß dieselbe Formel auch für den Fall, daß
die drei Eckentransversalen sich innerhalb des Dreiecks schneiden (Fig. 8), ihre Anwendung
findet, wie eine einfache Vergleichung der auf xnA-. 27 angeführten Jnhaltsformel zeigt.
Demnach ist diese Jnhaltsformel allgemein gültig für jede Lage der drei Eckentrans¬
versalen, vorausgesetzt, daß sie sich in einem einzigen Punkte innerhalb oder außerhalb
des Dreiecks schneiden.
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