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Beftimmung des Dreiedis ans Edientransverfalen.

Bom Gonvector Dr. Mibhring.

& 1,

Seitftellung der Anfgabe.

'mu'm' Trandverfalen eines Dreieds verftebt man befanntlich alle geraden ¥inien, welde oie
Setten veffelben fhnetdent, oder die MUbfchnitte, welde die Durchfchnittspuntte der Seiten auf diefen
gevaben Yinien Gilden.  Soldier Abjdbmitte Fann man im Algemeinen drei auf jeder Transdverjale
unterfcheiden; (auft aber die Transverfale einer Dreiedsfeite parallel odey duvdh einen Gcpuntt,
ohne daf fic der Gegenfeite pavallel ijt, fo vebuctert {ich die Anzabl der Abjdhnitte auf jeder foldhen
Transverfale auf etmen cingigen.  3Im Folgenden follenw die Wbfehnitte der Transverfalen, mwelde
pon einer Gde und der Geaenfeite beqrenit werden, Gdentvansverfalen heigen und mit t =AD,
t, —=BE, t,—=CF Dbezeichnet werden.  Wird nun die Wufqabe qefrellt, cin Dreied ju conftruicren
oder it beredhnen, vagd oie drei Gdentvansverfalen t, t,, t, enthalt, fo jind im Wllgemeinen offen-
bar nodh drei unabbingiqe Stitde exforderlich, wm die Aufaabe ju einer beftimmten ju maden.

Wird 3. B, angenommen, dap alle drei Edentrandverfalen durd) die WMitten Dder Seifen
aeberr, in weldem Falle jie haufig fohlechbwey Transverfalen (oder Mittellinien) genannt werden, fo
liegen i viefer Unnabme offenbar drei Vedingungen, indem fodann dad Verhalinis dev Ub{dhnitte
auf jeber @eite = 1 : 1 ijt, und dbag Dweied it aus diefen dret Transverfalen allein beftimmbar,
In der Aufgabe, die tm Folgenden vorgenommen werden foll, it von biefer BVefdhrantung abaefehen,
indem aufer den dret Gdentrandgverfalen t, £, t, nod vie Verbaltniffe der Ubfdinitre, welde die
Transverfalen auf den Seiten bilben, buved) je gwel beliebige veelle Sablen m:n gegeben {ein follen
(wobei aber m oder n = 0 oder = o0 ausgefdhloffen), 1 bie Mapiablen m und n, die bad
Berhaltnid der Abfhnitte auf den Seiten auddriiden, ju unter{deiden, find bdie auf Seite b CE: EA
mit m’: n' und die auf Seite ¢, niwlih AF : FB, mit m"” : n" bejeihnet. Wenn man alfo den
lmfang beg Dreteds (Figur 1) nad der Reibenfolge der Giden A, B, C wmfdyeitet, o bejeichnet
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m auf jeder Seite eine Mafizabl fitr den eviten, o wie n eine Mafizabl fiiv den yweiten Ab{Hnitt
in der angegebenen Reibenjolge. Jun fonnen die Gedentrandverfalen jolgende Yagen haben:
[. fie {chneiden fih in drei Punften, (Fig. 1—7)
L. fie fohneiden jidh in einmem Punfie. (Fig. 8—12)
Dabei ijt in beiden Fdllen wieder ju unterfcheiden,
1) ob die Gfentrandverfalen innerhalb, und
2) ob fie auferbalb bed Dretedd verlaufen.
Wir beginnen mit L1, feken alfo sunddit vorausd, daf alle drei Edentvansverfalen innerhalb
ped Dreiectd verlaufen und fich in drei Punften (Fig. 1) fhneiden. (cf {iber diefen Fall Aufgaben-
fomnthung von Holleben und Giermien M. 2004)

I.1.
&2

Bejtimmung der Abjdymitte auf den Ccentrandverjalen,

Bezeichnet man die Durchfchnittdpuntte der Gdentrandverfalen mit t und t,, t und t,,, t,
und t, vefpective mit €', B, A’ (Fig. 1) und werden fodann AA’, BB, CC' gejogen und die
Durdhfhnittepuntte mit dben eiten a, b, ¢ dwrd D, E, F audgedriictt, fo laffen jich die 2b-
fchnitte AC', C'D, AB, BD auf ber Tvansverfale AD obder t mit Benusung folgender Dretecke
bejtimmen:

1) dexr Dretede mit gemeinfouer Spie B fiiv die Bajen AC und C'D, fowic AE und EC,

2) mit gemeinfamer ©pise O fiir die Bafen AE und EC, fowie fir BC und BD,

3) mit gemeinfamer pike C fie die Vajen AB' und BD, jomie fiir AF und EB,

&) mit gemeinfamer Spige B’ fiir oie Bafen AE und FB, fomwie fiir BC und CD.
G§ ijt namlih DC : ACY = BOD :AC'B = BC'C.BOD : BO'C ., ACB.

BCD: BC'C = m:m-n.

semer BCE:ABE=CCE: ACE=m":n’ odtr BCE—CCE :ABE—ACE=BC'C: AC'B=m':n'.

Die Berbindung diejer lebten Gleibung uut der erjten giebt

DC' 2 AC' = mm' : n'(m-n), und durdh Addition

DC' L AC: mm' - n'(m~4-n) = DC' : mm’' = AC : n'(m-n) ober
t: DO = mm’'-+n'(m-}n) : mm’, unb
t: AQ = mm’ —- H'u;'m——|—u )t n'(m--n), woraug
i n'(m--n) v
1y AQ = sk | ——
mm' ~- n'(m-n)
mm’
) DO = = £
mm’ - n'(m - n)

Sn gleidher Teife
DB : AB = CBD.: AB'C:= BB C.CBD : BB'C:ABC,
CB'D: BB C = n: m-n.



WErner
BCOEF: ACE — BB'F : AR'E “m? s rober
BOF—BETR : ACK —ABTR =/BBC '\1"1‘ e
folglich DB’ : AB’ = nn”: m"(m i--u_n, und “-mm Uodition
DB -+ AB': nn” + m"(m—-4-n) = DB inn* = AB': m"{m-f-n), ode
t e BID= mn" - anf{m-m)nmn,
t: AR = nn” | m’{m--n) : ili"lm—‘f-llil. moraus
m”"{m-—n - nn”
PN et e e 8 BD = e
F--—1—11) (R =1 ) 111 !' I o [ HJ

In analoger Weife Oeftimmen fih die Ab{dmnitte auf den Gdentrandverfalen 6, und t, aud
pen Verhaltnifjen der entfpredhenden Dreiede und jwar folgender

Dyetede jur Bejtimmung der Abjhnitte auf t' = BE:
1) mit gemeinfamer ©pige C fiir die Bafen BA® und EA', fo wie AF und FB.

2900 1 : I AL S AR S SRR s EAT e CE

B3 i B LA GE CIREER Cleie S R BT ST O

4 4 I e BBy DO gl GA L A
Tretede sur Bejtimmung der Lbfdnitte auf t, = CF:

1) mit qemeinfamer @pite A fitr die Bajen CB' und B'F, fo wie CD und DB,

2 i Pl S pED tERBS S L AL S AR
) i o G TR o L T R SR U DR L
4 2 i Ao a1 1 EB e AR B AR ket ATy
Sonnt it
= = m' m” 4 n'(m'—n’)
) AR =——— 6) A'B — ——s _‘ b
m'm’—-n"(m--n’) mm=—n(m-—-n
% nn' L m({m'—n')
i) O'E = | e 1. & OB =
nn’ - m{m' - n') nn' - m(m’'-n’ -
X mm” y n(m”—+mn’
9) BF = e 10) B(! = ——; b Y Lk,
mm” - n{m"—-n") mm’ ——n{m"——-n")
S % 154 e m'(m"——n")
11) A'F = —; L 12) A'C = —— it 1,
n'n’ -~ m'(m"~-n") n'n”—m’(m”4-n")

§ 3.
Subalt des Dreiects, Seiten und Winfel,

Werden auf den Gdentransverfalen bie Abfehnitte, weldhe in einer Gde, und diejenigen, welde
in ciner Seite enbiqen, refpective obere und untere qenannt, jo fithet {owobhl die Differens von el
oberen ald von ywel unteren Abfdhnitten ;ur Vejiimmung der Seiten B'CY, ACY, A'D ded Gifen-
trangoverfalen=Direteds A'B'C, die mit a', b', ¢ Dbeseihnet werden follen.




Aug 3—1 ober 2—4 (8. 2) folgt:

1rl1:['l|t—|—n]|'nn||’ —+n'(m-t-n)] — n'(m-+n) |[m*(m-4-n) 4 nn" /
[mm’ <= n'(m—-n)| [nn” 4= m"(m—-n)|

. mm'[nn’—+-m“(m—-n)| — nn’fmm’ - n'(m—4-n)| I

a = Vi T 5 PSRN e | C TR

[mm’ 4 n'(m—-n)] [nn” 4 m"(m +-n)|

Bejeichnet man den Nenner [mm’ - n'(m—n)|[nn” 4+ m"(m—-n)] Furjiveg mit p und ve

ouciert, o tjt

l ) ; (mm'm" —nn'n") (m--nj

== - - -

1 p
! : . - ! LR ol
wobet dag obere oder untere Lorietchen all nepmen, e nadhdem mm'm 1 nn mn.
e S

Begeichnet man ferner dag Producet [m'm” -+ n"(m'<4-n')] [nn’ 4 m(m’'4-n")] fury mit q,
und [mm? --n(m”"—-n")| [n'n" -+ m'(m"—-n")] mit r, fo ij

} . (mm'm” — nn'n") (n'--n')
I b =+~ = O )
=i q
x (mm'm” — nn'n%) (m”"4+n")
[II. ¢ = il = = - b

et man P = (x4+ytz) (—x4+y-4z)(x—y+z)(x}y—=)

m -+ n m’—-n’ m’4-n" k ; Ha)
(i — J—'— I, & — :z_ by 2 = j_ t,,» o ergeben die Gleihungen I, LI, IIL

]

dent JInbalt deg Gedentransverfalen-Dreieds in folgender Form:

(mm'm” — nn'n")?

V. AABC = ; /.
A . |
= | ! 2 ABC M 2N\ A'BC L | 2 AVABIE A il o e
Da sin Al = ==——— ST — ; PR e i o 1t mir Beibebal:
h'e ale a'b
tung der vorigen Beiethnung
i
2 ! 1 rl/ P
V. sin A —= . — ! ; :
2(m'—-n') (" n")t,t,,
S et r]/ P
B B ] | At
s(m—-n)(m —+—n")tt,
.
: ; gl P
s U= — I bal ; ;
Hm —}-n) (m’' -} n')tt,
= o ; AC.AB .
yerner 1t AA'BU = = sin A'.

m'n’{m'—+—n') (m"==n"t,t,,

Run it A'C.AB

7w - nf (im0 | [nf nf - m(m—-n")|

Bievin ijt der Nenner = [m'm" - (m'4-n)n"]?, und felst man diefen = p’, fo ijt

A ABC = . qr

Vs
iy |V
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T omit 7, fo ergiebt fich nut

min’ == (m—-njn’

Bezeichnet man ferner [mm” - (m'—-n")n]* mit q',

: i e A 1] i NPTy e L mn' p =
Benubung der Gletdhungen in § 2 APAC = - : il-iE [ O ACAB i ' I-1.-’I*.
By | Ly
im0 godd RL SR T : Wiot
Beadhtet man, oaf 5 —py == i == nehbmen die vorhergebenden Gleidhun-
| :
gen folgende Form an:
: ; m'n'p 5 e :
VI. AA'BC = 7 P
AAB |
5 m'n ¢
ViI. ABAC = '1l]fh
! N PR mn' r .
VIIL. A CAB = { }/P.
9ug 1IV., VL., VI, VIIT. beftimmt iy AABC = AABC 4+ AABCOH ABACH ACAB.
[X. AABC = ';|(mm'm!—nn'n"}*- m'n"p—mng - nlll'l':['lzfl’.

|

wobei P, p, q, r in der vorbin angegebenen Pedeufung i nebhmen.

ur Vejtimmung der Seiten a, b, ¢ ded Dreieds ABC fithven die Dretede ABEC, B'AC
und C'AB.

Nug A ABC ergiebt fich

a? = (A0 (AB)* — 2 A'C. A'B cos A,

oder mit Benubung dev Gleichungen 6 und 12 augd §. 2 und der Gleihung V., inbem man cos A'
aug J/1—sin A’? Dbeftimmt,

o O (m’ i—h']*n"”i,”—i—m""'[m"—',—‘|1"'_|"1,,"'_r 1:1'1:"1{-’]]1n'—|—u']i[_||_a"'--:'i—||"}“l.,"1,,'14-af:-"‘ P
o ati— b

Eben fo aud ABAC und ACAB
(m"4-n"y*n*t,* - m"? (m—-n)? 2 -m” ““[_,f"q_[..r_{_. n") (m—-n)*t, 22— p*r* P

XL bhv— j :
q
XI1 2 (m—-n)*n'?t* < m*(m’ 4 n')* £,* mu']_.’f-fl (m--n)*(m' n")*t,: — p*q* P
L . U = E -
=
Mug den Gleidhungen X., XL, XIL [lajfen fih nun auf befannte Weite aud pie Winfel des
)
; ST | Dt - mi 2.4
AABC bevedhnen, wie 3. B, mitfelit ded Emug: sin A o) Sin Bi= SR — s
= i )G aC S

4,
leber die Vorzeichen in den Gleichungen X.. XL, XIL 1md Umformung derjelben.

e

Wad die Vorzeihen vor den Wurgeln in den Gleichungen X., XI., XIL. betvifit, fo it Ddic
9Bahl derfelben nidht willtielich, fondern abbingig von den Gleidungen I., 11, IIL

= u e e B2y ae ' y 0 ’ = T | (5 H'e <] 9 1
Grgiedt fih augd diefen Gleihungen a’® ; bALL @3, (' S afiflet @IS 2B,

jo it 1 erjten Falle -4, im jweiten — ju nehmen.




Sit ndmlidh a? < b'*-¢'2, fo nuf A’ < 90°, aljo fein Nebemvintel BA'C > 90°, folglich
im AABC a?*> (A'C)*+ (A'B)*, alje fann i diefemn Falle nuy —+ alg Borjerhen der Wuriel
i X. gelten, wdbvend, wemn a’ > b'*-e'2; Winfel A’ > 909, der Nebemmintel BA'C < 90°,
mithin a® < (A'CHP* - (A’'B)?, e8 fann desbhalb vor der 2Wuviel i diefem Nalle nur — alg Vor-
_ . .
jetchen gelten.
Tie Gladungen X., XL, XIL [afien fid nod weiter wumformen. 68§ it ndamlid

P=@xtyda){—x+yt2)x—ytaxzty—=
| R e A,
s 1 Tl M =1 m ——n
worin x = —L—t, y— el o S L, :u nebnven,
P e q ¢ I
Dag tleinjte Brelfade der Nenner ijt
(mm'4-mn'+-nn’) (mm'~-m n-fnn”) o' m’4-m' n"-Ln'n”) = ],-'r]u' ]Kq' Vv, aljo
fysh (x-by+o)—x+y+a)(x—y+z)x-ty—z)
s (i s g
wobet x = (m - I],I-I./]." Gl — 1|||'—|—1|"[_/r:l' t,, %= {m" :—-n"]l.‘rl" t.
Jun ijt p'q'y’ = pqr, alfo, wenn man den Fabler mit P* beicichnet, (ol = 5 %
Die Entwidlung von 4o 4-n')2(m'~-n")*t,t,,* + P qgteht
P
[ (m'—-n")*q' 1,2 (m"4n")*1't,? — (m—-n)?p et Begeidbnet man died Quabvat mit QF, fo ijt
el et el 3 i T 8 4 T m'n"
(m'—=n")*n" 2, ~m"* (m o i ) e e L
N. oar = e r i . !
|'|
S analoger 28eije ergiebt fid)
& PR e T Mo
(I ——n" pn-t,——In | e e e el R
Rlebt— ; k!
|
e e e e TR
(- st —=mi (i —=n' )72 o= 5!
XIT'. ¢t = , '
X
wobei B = (m” e 10 P el (1Y 1)l — (-7 g2,
B = (m—n)p’t' = (m'n) q't2— "4 02t ju nebmen ift.
Nun folgt aug Gleihung I., IL und 11, §. 3:
a'2:bh'?: e’ = (m-Fn)2p't?s (m'| n')t gt (m"n")tt, k

Jit daber in der umgeformten Gleichung X. der mit Q beseichnete Ausdbruct pojitiv, fo ift
audy b'? ¢ —a'* pojitiv, alfp 2 < b 4-¢'2, mithin A'<90°, der Nebemwintel BA'C=>90°

: P I = R 511 ' - In’ : - ; 4 I
und desbalb (A'B)* - (AC)* < (B2, folalich muf l Q 1 X, abdiert werden, und ed gilt
]
. T . m‘n" : ; i : =
von = vor diefem Uusdruc : G nur pad obeve Vorzeidhen ~; ift aber Q negativ, fo it aud
_ {

b4t —a'™ megativ, aljo &<’} ¢'?, within A <90, dev Nebenwinfel BA'C aber > 900



und dedhald (A'B)*+4 (A'C)2 > a?, folglich muf Q adbdiert werden, unbd ed gilt aud in piefem Falle
3 -1 , mn” _. = = S :
wicderum nur dad = Jeidhen vor e - Q.  3u demfelben Sdhluf forumt man aud) bet den um-
] { ¥

geformten Gleihungen XL und XIL  2Wenn alfo alle brei Gedentrandverfalen innechalb des Dreis
ecd verfaufen, fo ift in Den drei umgeformten Gleihungen fit die Seiten von den betden Vor-

seihen 4 nur dag obere - ftatthaft.

= el

Bejtimmung der Abjchnitte anf den Ccfentrandverjalen bei Fig. 2 Hig 6.

Jm BVorheraehenden it die Aufldfung ded Dreiectd aud denjenigen Ecfentrandverfalen bejtimmt
worden, weldhe mnerhbalb bed Dreiedd verlaufen und fich in drei Bunkten {hneiven,

Jieht man audy diejenigen Gedentransverfalen mit in Betvadht, weldhe due Aufenmwintel ded
Dreiedd durchjchneiden, fo fann man nody folgende Falle (unter der Vorausfetung von drei Dirdh-
febnittapuntten) untericheiden: a) alle drei Gefentrandverjalen verlaufen auferhald deg D
(Fig. 2); b) el verlaufen auferhalb, eine duvchjchneidet die Flache des Drelects (Fig. S bis 6);
¢) stwel durdhfdhneiden dad Dretect, eine verlauft auferhalb (Fig. Ta und p).

Auch fire diefe Falle fann man die frithere Bejeichnung beibehalten, nuv ift ju benrexfen, dag
man bei auferbalb ded Dreiets fallenden Edentrandverfalen m 4 n mit 4 (m — n) vertaujden
mufi, wobet dag obeve BVovzeidhen ju wablen, wenn die atferhall ded Dretedd fallenden Edentrans:
verfalen die Dreietsieiten in der Berlangerung (die Richtungen der Setten im obigen Sinne (§. 1)
qenontmien), bad untere, wenn bdie Gedentrandverfalen die Dretedsfeiten in der Ridwdrtsverlangerung
(wie 3. B. t, und t,, in Fig. 4) {dueiden.  Wird dad im § 2 Angegebene beriidjichtigt, fo lafyen
fich durdh eine analoge Gonjtruction junddit die Abjdhnitte auf den Edentransverfalen, wie folgt,
in den Fillen a, b, ¢ beftinmen, febodh ift der Fall e, dba ev im Folagenden (§. 10) nidht zur An-
wendung Fonunt, aufer Acht qelaffen. Demuady evgeben fidh die Beftimmungen dev ywolf Abjdhnitte
auf den dret Gdentrandverfalen in den Fig. 2 big 6, wie folgt:

I fiir Figur 2:

)
-~

retects

n'(m — rm’
T s S ] el e o
mm — (m-—mnjn mm — (m —njn
. : nn” ; m” (m — nj
3) DB = —; =1 ity T R L :
m”(m —nj) -} nn m”’(m — n) - nn
2 s m'm” Hia I n’(m —n'
B) AE = — . t, 6) AR —— SR ) g
mm’—mn (m'—n) mm —n’(m —an)
o 2 nn' m fm — !
f] (1-"]'. — - . . "F H] (1:]:'; e f 1 m .|1] : :
nn' - m (m — n’) nn'-f m (m n')
9) BF — m m 4 4 10) B'C! — 1i£m —“n | i
mm —n{m —n’) mm — n{m 1)
o n'n” ! m' (m”—n")
I AT = 7—i— 1 I EALG — — i,

n'n’— m' (m'—n")




I1. Figur 3:
[ _I_ i)
4 n' (m n : 111 1
i' ,-'\(Y == |[ | J 5 f_), "I}—. -
' (m—1n)—mm N (in—n) —mn
= y m” (m—-n) ; nn’
SYHNRPME BUCEHIL ) DA I NWIE ] et e
m” (m-fn)—mnn m” (m ~n) —mnn
s St m’ m” : ; n“fm’ —mn’)
b AE = —— - 1, 6) A'B = —— — .
mm—n (m-—n) mm —n (m-—mn)
o nn’ - m{m'—n’
R = . - -t L I — . \ . ] -
nn — m (m — 1) nn — m(m —n)
2 mm” : n(m”—mn)
) B = ; —t,, 10) B'C = 7 =1,
mm” -f- n(m”—n") mm’-} n (m”— n")
; n' n” iy m(m" — n"
11) AP = —— e} 12) AC = = P ) —t,,
nn'—m’ (m’—n") nn-j-m (m-—mn’)
[II. Figuv 4:
; n' (m =1 : = o’
1y AQ = ’ Ll“'..ll..'1 2 D = — =1
: 1 [!u-—[-- 1) 111 11} I (1 { ) — 1m
m” (m -} n N nn’
) AR = ge MR ) Ay A el all i i3y
m’ (m - n) — nn m” (m -+ n) 1nn
2 i m’ m” J n"(n — m’
b A'E = ——— : ,,“, =i 6y AB = —— L ) o
m'm"-}-n"(n"— m") m' m"--n"(n'—m’)
et e nn' T m (n" — m’
) OE = : - —1 8) 0B = . 1- . ) —'t;
nn' -~ m (n’— m’) nn - m (n —m’)
- min” i n(n"—in")
9 BF = x X e 10) B'C = T AT o
111 111 n(n”"—im") 101 111 I (n"— m")
s n' n” = m’ (n*— m"”
£1) AR et B D as 5 ) 19) AnQietsr sl Wim Mliues
NN -1 {n— N 11 1 m (1 — 1 )
IV. Higuren b und 6:
F‘\-'i.tll. 5] r‘:'l.gi. G
: n'{m- 1) n'(m -+ n)
AL =] A — T I-
n(m-- nj—mim min — n’ (m ~ n)
o mim’ m i’
2) CD = ' b=
1 1 (1 —{-- ) — mm min — neofm: —- 1|_]
B 9 m"(m -} n) m”(m —-n)
3) ABl — - ---—-1--—— ---”t — —~ { “_I T
m’(m-f~n) —nn nn’— m" (m - n)
: nn’ nn”
4 BD = — —f = - ; = t
11 tm—{--u}—nn nn —m- (m 5 1)
m’'m” m’m"”

DEACHE—

m'm‘—n"(m‘—n’) 1’ (m—mn’) —min

}_,—\..



n"(m’'— n’) n’(m'— n’) ¢

m’ m"—n"(m'—n’) * n’(m’—mn') —m'm"

Ll nn' nn’
1) CE = ; - =t ; - 1
nn —mfi{m-—mn) m(m—n)—nn
) m (m'— n’) m(m— n')
H} ‘, !’l —— = s — L.' — - - .
nn—m(m-—mn) m(m'—n)—nn
=i m m” mm”
G B — — e e ey R i
mm’'—n (n"— m-) n{n—m’)—mim
; n(n’"—m") 1 (n"—m")
10) BIC = o)y DML ..
mm‘—n (n“—m") n(n‘—m’)—mm
ML nn' nmn”
11 AR — = — = b= T R
n'n"—m"(n"—m") m(n"—m’)—nn
19y AC — m'{n"— m") : m'(n“— m")
s = R (e e (o
&, B,

Fuhalt 28 A ABO, Bejtimuung der Seiten nnd Winfel fite Fig. 2. Regel iiber die Vorjeichen.

Nug den Abfchnitten der Gdentrandverfalen (§. 5) lajfen fih nun leicht die fibrigen Formeln
I. big XIL wie im §. 3 ableiten. Aud diefen find im Folgenden nur bie Fovmeln fitr A und
Weftimmung der Dreiectsfeiten u Fig. 2 angefithrt, d. b, fiiv den Tall, wo alle drei Gdentrang-
perfalen auferbalb deg Dreiedd verlaufen. Die weitere Ausfihrung der {brigen Falle 1t im §. 10
qeqeben, D, h. unter dber Borausdjesung, bafi fih alle drei Getentransverfalen in einem eingigen
Puntte fchneiden. Run it A ABC in §ig. 2
A ABC — A ABC 4 A ABC + A BAC 4 A CAB.

Mit Benubung ded & H ergieht jidh cben jo wie in § 3

A ABC = i P] i = [(mm'm’~}nnn")? —m'n"p —m'n q —mnr] VT-',
wobet p = [mm'— (m—n) n' | [mm’— (m”"—n")n]
q = [mm'— (m—n)n’] [m'm"— (m'— n’) n’]
r = [mm’— (m"—n")n| [m'm’— (m'— n’) n’|
p = [mm’— (m'— n") n"J?
q = [mm’— (m"— n") n]*
i’ = [mm'— (m —mn)n’}*

P’ = (x+y+2) (—=+y+2) x—y+2) x+y—2)
X = (m— 11.]'1./'11't Slor— (m’—u"]'lfrl"i, S = 1_111"'—1'|."]'|.f1‘_'_f,,

i nehmen ift.
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3n anafoger Weife (aft fich der Inbalt ded A ABC in den fibrigen Fallen aud bden feds
Befrimmungdftticen bevedhnen, wenn man bevitctfichtigt, daf
Fig. 8 A ABC = A BAC - A CAB — A A'BC — A A'BC,
¥ig- 4 AABC' = ABAC-L- A CAB — A ABC — A ABC.

et

¥ig. 5. A ABC = A BAC | A CAB — A ABC — A ABC.

=

§ig. 6 A ABC = A A'BC+ A ABC — ABAC — A UAB.

31g. Ta A ABC = A A'BC 4 A BAC 4- A CAB — A A'BC.
Fig. T A ABC — A A'BC -+ A UAB 4 A AB'C'— A BAC.
¢ fededmaligen Werthe von Py ¢ T und p', q,, ¥ ergeben fidh filr bie Figuren 3 big 6
aug §. ; Die Figuren T, und 7y find niht weiter in Betradt geiogen, ba fie i der jweiten Ab-
r'[_milunp, diefer Aufgabe feine Amwendung finden. Yuch die Gleichungen X., XL, XII. fiir bie
Dreiectsfeiten entwideln jich cben fo wie in § 3 und follen nur fitr Figur 2 nodh bejonberd auf-
gefithrt werden.  Rimmt man p, q, r, p, q; ¥ und P’ in dem Sinne, wie eben vorber anges
geben, fo it
X. a'= (m'—n’)*n"t2 - m'? (m"—n") t,* —m’ n” -[/f.-"].'[IT..— n’) (m"—-n") t,7t, — TR
X, b*=m"—n")?n? t,*—~ m" (m— n)* t*+-m 111 A(m"—n")* (m — n)*t,,° t2- 'p“r“["
XII. ¢*= (m —n)*nt*} m*(m' —n’)? t* 4 mn ]’r’l (m — n)* (m'—n'?) i t,2 "'r]_’_ 12
Ueber die Wahl ded Vovzeihens vor Iwr zlbm'_gcl gilt bicbei diefelbe Regel, wie in §. 4 an-
geaeben it
Diefe drei Gleidungen laffen fih audh nodh in analoger Weife weiter umfornien, wie in

§ 4 gefcheben, namlich fo:
: AL A S . m' n”
(m'—mn')*n"? l,1+ll1 *{m —1'|"]31”‘__.|_ L {1!.
X ot o sl wPag
IJ
" Rk i e m” n
(m"—n"P*n*t,2 4+ m"? (m — n)* t2 - R
XI'. b= = e s P bl
q
r
o A g mn
[m—n’nrt‘—}— A (it S
- o Sy |
XIIY. el= iy .
i
wobei Q = (m'—n')q t,4 (m"—n"Pr't,2— (m—n)? pt?
R = (m"—n")*r' t,*- (m — n)? p t*— (m'—n’)* q' t,2
N = (m—n)*p’ *-} (m'— ') q' t*— (m*—n")? ¥ t, 2.
Was die Wabl der Borseichen in diefen wmaeformten fiilvt’rhmmm X., XI., XTI betrifjt, fo
ift fiir diefen Fall, wo alle drei Gedentrandverfalen aufierhalb des Dreieds nmlnun‘n i jeder Ders

jelben wor bem Dritten {\illct‘c un Dividendud nur dad —=,~,m'[uu ftatthaft. Aug § 5 folgt namlich
flix Die Seiten ded A AD



< b
, (mm'm”’—4nn'n") (m — n)
[mm’— (m—mn)n‘| jmm"— (m"—n") nj
I (mm'm”“—=nnn") (m'— n’) l
A el g = z :
[m'm"— (m'—n')n"] fmm'— (m —n) n] ’
mm'm’==nnn") (m”"— n") _
et el s Bt 1, , Daraud folgt
[mm”—{m"—n")n|[m'm’"—(m'—n’)n ! !
< 2 ] ' ’ g " (AT ) 1
a'? b o't = (m —n) pit*: (m"—n’)* q" £} : (m"— n)F L0
Sit nun in der Gleihung X. die Differeny (m'— ') ¢’ £+ (m"—n")* 1’ t,* — (m—mn)? p’ t?
bojitiv, fo ift aud) b2 c¢?—a’? pofitiv, alfo a’'*<b'?24 ', mithin A <T90° und in dicfem yalle
e i : m'n” o ; S
(ABE (A'C)P2 > a* und deshalb — —— Q ju unchmen; ift aber obige Differeny negativ, fo ijt
s A g o = . Ione
a?>b'*-e¢?, alfo audh) A > 90° unb (A'B)* | (A’C)* < a?, folglidh muf, da Q negativ, : (8]
fubtrabiert werben, und e8 gilt aud in diefem Falle — ald Vovzeidhen. Fu demfelben =ihluf qe-
langt man bei Gleichung XI. und XIIL
| iy
- Ale drei Ecentrandverfalen fdhneiden fich in einem eingigen Punfe: 1) innerhalb des Dreiecs
Bedingung.  Crite Wmfornmmg der Veehiltnidzahlen.  Iubhaltsbejtimmung der Dreiece
ABC md DEF. (Figur 8.)
Su den vorhergehenden §§. wurde immnier vVoraudgefelst, dag bdie brei Gdentrandvevfalen tnnevs
balh ober aufierbalb ded Treiedd jidh i drei Puntren fdhneiden; fetit foll vorvaudqefest werben, daf
fie fih nur in einem etmsigen Punfte O fdhneiden und jwar junddit innerhalb ded Dreiedd (Fig. 8).
wallent nun die drei Punfte A, B, €' in einem Punft O jufammen, fo folgt fofort, baj aud) je
swet Abfhnitte auf den Cedentrandverfalen, 3. B. AB" und AC gleihe Werthe haben miifjen. Sebit
man aljo AB' = ACY, fo {jt nad) § 2
m”(m -n n' (m n
| { " [ ]_ == SEICT t -'—|_ -)1_'- ¥ D‘t‘fl‘
nn'--m" (m %— n) mIn —|— n' (m-—n)
' ; o mup
p ST Se U LG, | A
- nn'-m" (m - n) mm' ~+ 1" (m —+n)’ i !
mm'm” = nn™n” {ein.

Dicfe Begichung swifhen den Ab{hnitten der Dreieddjeiten fiir GCedentransverfalen, die fidh)
innerhalb ved Dretectd in einem Punfte {hneiden (die nadh Kunie, Geometrie, H. Unhang I
pag. 168—169 juerjt der Mailander Johann Geva aud ftatifhen Principien abgeleitet hat), *) tann

*) Man farm diefe Vesichung and als cine Holgetung ous dem Sabe ded Menelauns ableiten; of Wittitein

Stlamimetrie §. 231 und 232, of Wiegand 3.

Curfud der Planimetric §. 4.




ald dharafteriftifdhed Devbmal fitr den gemeinfonen Durchfdnitt ver dret Edenfrandverfalen in einem
Tunfte betracbtet werben und qilt, wie jich leidht aug §. 5 nadhweifen [aft, aud fiiv den Fall, daf
jich bie drei Gdentrangverfalen aupevhald ded Dretedd in cinem einigen Punfte [hneiden.
Pevor wir nun unfere Aufgabe unter diefer Vedingung weiter vevfolaen, foll muf venw Veys
baltnidzablen m, n, m’, n', m”, n* eine Umjormung vorgenomuen werden, um ju emfaderen
Nequltaten ju gelangen. Died fann auf doppelte Weife gefdeben,
1) padburdh, daf man
m--n=m-+n=m"+n" =
2) paburd, daff man n=n"=n"=1 {ebt.
Fiir den erjten Fall fann man dann n mit 1 —m, 0’ mit 1 —m’, n” mit 1 —m" vertaufchen,
und man erbalt alg BVedingunadgleichung fliiy den Duvchfhnitt dev drvel Gdentrandverfalen e eimnem
Buntre mm'm’ = (1 —m) (1 —m") (1 —m"),

1 m-—m'~-mm’ ]

woraug m" — . —
T : :
l—m—m'+4-2mm 1 min

= m’'~| mm’
Mnter diefer Vovausfesung befommen die in §. 3 mit p, q, v begeichneten Ausbride folgende
Werthe :
) p=1[1—m'(1—m)][1—m(I—m)]
2y g=[1—m"(1l—mf)][1l—m!(l—m)]
3) r= [1l—m(l—m"}][1—m"(l—m')]

Begeidhnet man [1—m (1 —m™) ][l —m'(1—m)][1—m" (1—m")] mit M, fo ijt

3

- F
l,.f (r ot 1,,) (__ { _i__E, T R VA TR ‘.,)(1 b 1-;) ey
O [ P CSRORST: p T P iq I

I & S I . .
ME I_’,/ {_1:[—;—rlr,v--,— LT, )= ||l---—|11{—|—1‘1,,'| I_||1 = 61— 1'[,,]|.lll'%—tlf, — Tl )

Der jactor por der Wursel in der Fnbaltdformel §. 3
(mmm”"—nnn")P?-Lmnp 4+ mmg4+mn'r . L
7 P S ijt aleidh

Loz :
1 (mn"p 4+ m"ng -+ mn'r) .
Gntwidelt man dbad AUgpregat mn"p +mng -+ mn'r, fo erhilt man dajjelbe wie dbag Pro-
puct ber Factoren, die unter dem MUuddrud M vorbin sufanumengefafit find, und ¢& reduciert fidh die

Anbaltéformel (§. 3) unter der BVoraudfesung, daf mm'm"=nn'n’ wnd dafg m fFn=m'|-n' =
‘ ; , (R : :
m'+n"=1 auf /A ABC = B E (pt-qt,4-rt, ) (— pt--qt,~-rt,, ) (pt—qt,4-rt, ) (pt-+qt,—t,,)

wotin M=[1—m((—m")][1l—m'(1—m)][]l—m"(1—m")]
p=1—m"(1l—m) = 1l—m(l—m") r=1—m'(l—m).



! 1b

— X1 —]Il = Tllhl

Jiimmt man fite m” den oben gefundenen ““LHIJ i — auf, fo crgiebt fidy nadh

—h—m— 2mm
| einigen Meductionen

ARG I I /(|,l1__[ |_..m.1 —+ LI——m -1 —1—*’ T H,,)()(_)t]

Am' (1—m)(l—m'—--mm’)

1
L

worite in den Klammern unfer der Wursel die Differenzen

3 (I—m)t, (1 —m—m'—2mm')t, —m't
m't-4 (1 -—m —m'}2mm') t,, — (1 — m) f,
m't—- (1 —m) t, —(1 —m—m'-}-2mm’) t,, ju erganien find.

An diefer Stelle mag unter denfelben, wie vorher angenommenen Bedingungen die Inbalts-
beffimmung ded Dreieds DEF, bag von den Berbindungdlinien der Duvdhfchnittdpuntie der drei
Geentrandverfalen mit den Dreiedsfeiten qebildet wid, ihren Plag findben. Died Dreied DEF
erbdlt feine Befiimmung (Fig. 1) aud den Dreieden EDC, EFA,, DFB" und AB'C’; woju das
Nithige fhon im § 3 angegeben, wobei nur ju bemerfen, daf A ABC' verjdwunden oder auf 0
reduciert ift, und die Winfel EC'D, EAF und DB'EF in Fig. 8 zu benadbarten Winteln am
Sehettel O geiwvorden find. Die Gnrwidlung ded Snbalts von f\ DEE fiibrt .,u der yovmel

s m(l—m'){l— ‘=Zmm’)
A DEF — jn )il !IL 111 8 2m i l/ P
S 2 (1 m' ——mim’ 1
= wobei P = (pt—+qt,-rt,,) (— }|1—'—<!1 —-rt,,) (pt — qt,rt,,) (pt=4-qt,—1t,,)
o . .. ] —m—m'—mm'
81rd bierin wie oben m” = —'_J gefest, fo ergiebt fid) nach einigen Reductionen
l—m—m'~4Z2mm’ :
el m (1 —m') r
A DEF = . 1
- 2(1 —m'4+mm'} (1 —m —m'—-2mm’)
wenn man fiiv P oenfelben Yusdrud nimmt, wie vorber in der Formel fliv A ABC angeqeben
Bergleiht man diefe Gleidhung mit der vorher gefundenen fiiv A ABC, o erqiebt fid)
i m {1l —m') ]
AUEYERY N ARG = i o
£ Sy 3 l—m—m'--Z2mm’ Z2m’ (1 —m)
— Z2mm’ (1 —m) (1 —m) : (1 —m —m'-}2mm’}, aljo
;) f
. mmﬂ—tnl [—nL]
DEF = = ABU
A 1—m —1:J—|— 2mm' A
3. B, fiit m=m'=m"="/,, alfo fiir feitenhalbierende Edentrandverfalen ift A DEF =1, AABC
- filem =2/, m'=*, it /A DEF =%, A ABC

m=*%., m'=*%, it A\ DEF =%, /A ABC u. {. m.

Sit nun bag Dreied ABC gegeben, und fragt ¢8 fich, bei weldher Theilung der Seiten durdh
bie brei Geentrandverfalen, dbie fich in einem Puntte innerhald ded Dreiedd fdhneiden, dag Dreied
DEF, weldhes durd) Berbindung der Fufipuntte der drel Edentrandverfalen entjtebt, feinen grijten
Werth exbalte, fo hanat die Guijheibung davitber offenbav davon ab, fir welde Werthe von m

mm (1 —m}({l—m

s ; -
T R I e L DMarimum wivd,  Begeidhnet man die verdnderlichen
Pz +2mn

und m' der Tluotient
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! ok o xy l—x)(1—y
Werthe von m und m’' mit x und y, fo ift ju bejfimmen, wann der Quotient - Y ( =

i e v—\'\“—-—\"\-" Mol s B ; peety Abor e
pbey —° s o Darimum wird.  Differensiiert man nun diefen Quotienten nadh
T—x—y | 2%y

per befannten Methode jur Veftimmung einesd Marimums fiir el Verdnderliche etnmal nad) x,
fodann nad) y und fetst dieje Diffevensiale = 0, fo erhdlt man (wenn man im evjten Falle mit y,
i andern mit x reduciert)
) 1—2x—2y4-4xy{|-x*+}y*—3x% —‘3_\'\'9—[—:?.\:’_;"“:(!
2) 1—2x—2y~-dxy | x*+| y? —3Bxy?-—2x 2x
Aug 1) und 2) folgt
3) 2x4-3y=2y-3x%, aljo x=7y.
With y==x in 1) fubjtituiert, fo mup
4) 1 —4x4-6x*—5bx4 2xt =10 fein.

Die veellen Wurgeln bdiefer Gleidhung 4) find 4 1 und <+ */,, da aber nach den vorber an-
genommenen Borausfesungen x nue ein Brud fein fann (< 1), o folgt davaus, daf fiir den
Werth m =m'=1/, der Fnbalt bed A DEF ein Marimum wird, d. h. von allen Fufpuntidreieden
hat bad den feitenbalbicrenden Edentransverfalen sugehovige Fufpuntidreied den qroften Subalt,
namlidy von !/, /A ABC.

3.

7

Sweite BVevedymmg ves Juholted von A ABC fiir n—=n‘—n“— 1, Beftimmung der
Seiten und Winfel.

Wahlt man m, m’, m" fo daf n=n'=n"=1 wird, {o folat sunadit aud mm'm’'=nnn"=1

1 : ; - e i S .
e ) und e ergiebt fidy die Beftimmung dbes A ABC aud den finf Stitden t, t,, t,,, m, m’,

11n
L (1} I]t—--]l]ln )2 (1 4+m mm')? (1 4+ m - mm')?
Donn it pr = —— —t g = i e S O
min' ; 1m m*m
: (1-m—mm’)? y (14m--m m"h“ ;
) = - q = , '= (1~4-m-4mm)?
; m? BaE m? 2 (kajsuts )
m =1 S mm' (m-1) m —|— n’ ™ m (m —J— 1) _J_|_L_':—|—_ui s (1 - ”'].PI_J_.
p (1 4+ m—4mm’*? q (14 m-t mm'y*’ r (14 m 4 mm’)?

perner it AN ABC = A BOC 4 A AOC 4+ A AOB

. 1 i

A ABC = L e l/_l‘_ TR | IS ]/i’
e WY G B ER e FoR ST

wobel P = (xy+u)(—x+y+tn)x—y+z(x+y
B — Jm't, y=(1-+m)t, z=(1-}+mm)t, geionumen ift.
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Die BVervedhnung deg Fufpuntidveieds DEF ergicbt fidh), wie in § 7
ABOD 4+ ADBF + A BAF (Fig. 1)
EOD + '\ DO _{_ .f_-'..\a IJ‘.’]‘ h‘\lﬂl 8).
G 1) AEC EC..CD )
Sun it 1) ABOD = —_2—=— 5in (
nak 111 - -/,' I’
- m?* 3 /,—l}
3 5J.H'»--:—1:|_i[ [+mm')(14m—mm')? I/

m /
A BA'T — . — AP
VAN 4(1—+m’) (14-mm') (1-fm-mm')? l

1

aug

ooer alg

2 A DBF =

Mug 1 + 2 - 3 folgt
: S 1 ;
/A DEF : I /1

" 2(1m) (I4-m') (14+mm') (1 +m--mm’)

wobet P denfelben Werth wie in der vorbhevgehenden :ui'lmlr:‘~givi~11u1m fliv A ABC bat, folalid:

X o Zmm’ _. .
ADEF = (1 ~-m)(l --F]u'u | —f; mm') — ABC,
2B S = m =1, dhfir quulmlhu‘un Efentrangverfalen
it A DER = 3/, A\ ABC
==l ==
it A DER =1 N ABC:
HEE = =% [

it /8 DER = %.. A ABC.
MWan erhalt alfo diejelben Mefultate fir den JInbalt von ADEF, wie in den §. 7 gegebenen
Beijpielen, wie ¢ fein mup, da die hier angenommenen Werthe von m wnd m’ den in § 7T geéges
Denen entfprechend gewdblt find

Jur Beffummung der Dretectsietten dMenen ©

die Gleichungen i §. 5, indem man in denfelben
: 1 ] d = "o . ;
m” durd) —— erfeist. Tann evgicht fich nad) einigen Meductionen:
|

m? (14-m")*t,* - (1-t-mm')*t, * <= m|(14-m")* ¢, 24 (14 mm')*t, 2 m'* (14-m}*t?]

e (14m—--mm')?
: (1-+mm’)?;,,* - (1--m*e* + I]ll’ [m? (1+4m)*t* 4 (14-mm’)*t,* — (1 m’)*t?
Rl by = AT . =iia 3
(1-4-m)? -} m*(1—-m’ )%, - ::1' [m'?(1-F m)*t3 - (1-Fm')*t,* — (1 mm)>t, 2]
B s (1= m-}mm’)? 0

Die Bejtimmung der Dreiedswintel it mitteljt der cosinms aud den vorbergehenden Gleidunagen

abgeleiter, wobei dag obere Bovieihen — ald dad allen giilnge (ef. § Y9) angenonumen worden.
3




1} cos o=
2 m'( ]—1--1:1']2“ 1-}m’") ( i—l—m_:_lt“.‘ B (1 '[—.']l“!zl“”'.r]'._".'J.)' - _T_Iifi":-]_—_i_ll_—l__-;l_rzm“h’| 1- -1|1H~{L_—_m:_} Jif:,2
2)/ (1-+ m") (I mm’)[m’(ITFm)**—(1+ ')t (I-Fmm’)%,,[[m (I4-m)**-m(1 ~+m")%t,*—m(1 :{--;'n'm—’jlz,;"J
2) cosp =
(1w’ P [14-m(14-m'-2mm’) |t, - 14+mPm*(m—mm’— 1) *(1--mm’ ) (mm—m-—1)t,*

2}/ m’(17Fm) ( 1+-mm’ |||m [-m’)%t, H(1-Fmm’) %, —m(1+m)m2e* | [m’(1+m)**-Fm(1-+m)?t, 2 —m ( [Fmm’)t,,?]

3) COBy =
(1-4-mm’ )2 ( 14-m)(1 |-|u’| L', - (mm’—n—1) (1-4m’)2t, 2 Em (1 —m—mm')(1-4-m)**
2]/ lllkf"'lllll] +m’)[m(1-4-m’)*t, - 14-mm’)*,,*—m( 1 i-IJIj]I!"II:ill]Ir[]—%—III]=I[l£l—{—[..]—i—ll1]ll-' 2t —(1+m")t,?]
Wird in Gleidung 1) m = m’ = m" = 1 gefesst, fo ijt fiir feitenhalbicrende Edentrandverfalen
Cos @ — : : : - w. . w., und fitr ein gleihfeitiges Dreied
‘J‘I (PP e et a DA I Ay
cos ¢ = /,, Wic ¢ fein muf.

Giiltigfeit der Formeln des §. 3. NRegel diber die Vorjeichen.
wigur Sa. =
N & 7 und § 8 ift jhl{dHweigend vovausgefest wordben, daf bdie Fovmeln fiir JInbalt,
Seiten und Winfel des AABC, wie fie in § 3 abgeleitet, aud fi den Fall gitltig bleiben, dap
die drei Gentrandverfalen fidh in einem eingigen Punfie {ihneiden. Jn diefem §. 9 Joll die Beredh-
Hqung hiesu nadgewicfen und die Wahl {tber die Vorseidhien in den Glewhungen X. big XIL ent
fohieden werben. Jn § 8 ift ndmlich A ABC bevedinet worden mit Hitlje der Gleihungen von
§ 2 und § 3. Da nun aber in Fig. 8—12 AABC perfchwindet, fo wird
2 AA'B(Y 0
pin Al = —=- — AR
51N e Sadiield
Hebt man nun (mm’'m” —nn'n")? gegen (mm'm” nu'n")?, {o ergiebt der reducierte Brudy den
sinus ded Nebemwinfeld von A und biefer ift in Fig. 8 bel sin COB ju Grunde gelegt. Beftimmdt
man cos COB aug ],/' I — sin COB?  und fest man n= iL’:]n”: 1, fo erhalt man
| —=m’)*t,? 1 4+mm')*t,, : I— 1!||'E'
I, l'l.l,u‘.l{]]‘l — —i— [—l— - ]- —'_( ' L L
- "[E—-—lll ]r[—|—1a|n| |1, i
(14-mm")?t,,* +m3(1-fm)*t*— (14m’)
2(14+m)(1l-4-mm’jtt,
(14+-m¥?*m2t*-4- (1 4m')*t,?*— (14mm')*t,,?
III. cos AOB = +— ——— s b _|——— M i
2(1-4-m)(1—+m’)tt,
DMan fann aber audy diefe Gleihungen diveet aud den Dreieden COB, AOC und AOB
ableiten.  Au dem Gude mag an diefer Stelle folgendes Lemma eingefchoben werden:

II. cos AOC = H




Nud ten drei Seiten eined Dretedd eine der
ver’ Deiden Abfhnitte (BD : DC Fig. 8a.), weld
— Dabet find zwet {alle ju unterfdyetden:

wenn dag Verhaltnig m: 1
bor @eife a bildet, gegeben it
frandwerfale
Griter Fall:

G3 fei BD:DC = m:1, fo ift
AACD ¢,

BD verlauft tnnechalb,

AABC = CD: 5=

i4?)

bret Gdentrandoerfalen, 3. B, t, su beredhnen,
¢ diefelbe auf
pie Eden-

2) BLY auerbalb deg Dreieds.

Shc ARt 1.|_ 1 = 1:(1-4m), alfo
m == 1 : i i

1) /\ ABC = (1+-m) AADC.

Mun it AADC =

AABC — 1/

l+-m

]J -—t |[ 1—|—||

__—l""'“i“)(— e )(1—-1_:1' *_')(1F_t)

r|-.1—-h

@elit man diefe ﬂmarhc fitr I\ ADC unb ’\ ABC in Gleichung 1) ein unb [67et Diefelbe bann nach

t auf, fo ergiebt fich

At nun 1) Dreiedswintel C > Y0°, jo mup

@

MONIMIEN werden.

2

nemmen werden.

: ar
I = AL gt
LSt BT )
af
- ; T2
(1-+ |||_|1|'m[ 7

Fweiter Fall: t verlduft auferbald

Dann ift aber ¢* > a*
2) St Winfel C < 90% o mup t* < g

Dann ift aber e?< a1
¢ ift alfo in jedem Falle, wenn t innerhalb ded

1 y
- | ‘ 2_'._] 1 oy
ol - | ¥ C7) .
—1-+m !
a’ ALy 2 Vel TERRYL )
R - L b2, folglih) - (a*4- b*— c?) pofitiv ge-
(1——m)
-1 b2, folglich Fann nur dad — = Jeihen gelten.

2 + b2, folglich - (a?-}- b*— ¢?) negativ ge-

b2, folalich fann wieder nur alg BVorgeichen gelten.
Dreteds vevliuft,
h? ¢

[

£

T S T R + 14m

m)bh?* —ma*4(1-4+m)ec?

ped Dreiedsd (ADY)

Dann iff AADC = - ABC, und ed eraiedt cine analoge Gntwidlung, wie im erjten Fall
T ==
a2 ]
l'a —— - il h"’ o B ‘.la __i,_ e?)
(m—1)* ! ~ m—1 i
g . ! : P, 67, A 2 s U it g
Sit nun der Aufenwinfel ¢ > 90°, fo muf * > (TP - b2 bann iit aber, weil Dreieddintel

(el 0 {;Ll—|—]|1— c?) pojitiy,

Sit aber MWinkel C = 90° und oex

i

folglich nur dad - als Borseidhen jtatthaft.

Aufenwintel ¢ < 90°% fo muf t* L mmgs A+ b*

iy wiederum nur - ald Vorgeidhen genomnien

und ba in diefem Falle (a®4-b*— ¢*) negativ, fo f ,

0erDen.
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E8 it alfo in jedem Falle, wenn t auferbald ded Dreivcks verlauft

T |

v

e = T A D —7 @--b'—ch), oder
T [ma*~4mm—1)b*—(m—1)c?].
Yofet man die mit I begeichnete Gleichung nadh a® auf, fo ijt i |
SRR m -1 e [m—_|_|~[_2
Il 111
Run entfpricht im A OBC (Fig. 8): die Seite BC der Seite a, OC der Seite b, OB der Seite e,
OD (der unteve Abjchnitt der Geentrandverfale AD) dem t,
{1 68 OB |1I||T-."' m’) . i 1L mm' g LG T _m:!_t_’ :
l 4+m --mm' 1+ m =} mm’ 1l -+ m - mm
Werden diefe Werthe in obiger Gleidhung fiiv a® fubftituiert, {o erhalt man mit Beibehaltung der
fritheven Vegeidhnung fiir A ABC (Fig. 8) die Gleichung
L R — Lsien = [m (1 Fm ), - (1 Fmm’)?t,2—mm * (1 -} m)t?].
(14m - mm)?
Dieg ijt diefelbe Gleihung, wie die in § 8 gefundene, wenn man dafelbft vou den beiden Bor-
seiben 4 dag obere - nimmt.  Entwidelt man in anafoger Weife die Gleihungen fiir b* und 2,
jo exbalt man Y
XL b = — sz = [m' (1 4+m)*t* 4 (1 4+mm)? *,—(14+m')t?] .
m' (14m-fFmm')* ' | B ;
AL et = e st s [m (I~} m)*t? - m (1 m')?t,*—m(l - mm)t,*].
m' (14 m —f-mm’)? ' : ' ’
Die Vergleibung von XL und XIT, mit den entfprehenden in §. 8 jeigt wiederum, daf dort von
pen bewven Bovieichen nur - suldfiia.
Wag die Glethung 1L (t* =) anbetrifit, fo wird diefelbe im folgenden §. 10 ihre Anwendung
finiben.
Die Gifeihungen X, X1, XII. faun man audh benuten, wn dic Veftinmuna der Winfel
um O divect (Fig. 8) absuleiten und den Jufammenbang mit Gleidhung V. §. 3, worauf bdie fol-
genven und audy die Inbaltsgleihung TX. beqritndet find, nadiwweifen.
G& 1t ndmlidh cos COB = ””1.}):{1 '-r'”:l}'llz._ﬂi. und wenn man davin die vorbin an-
“ ‘. » ot

gegebenen Werthe von a®, OC, OB {ubjtituiert, o eraiebt jich
I cos COB m'(m-f1)*t*—(m'-4-1)*t2— (1 -+ mm’)?t,2
i COS - - L
2(1 - m)(1-4-mm’)t, t,,
T cost ADCH = (1-4+m"t2—m 2 (1 --m)*t2— (1 -l-mm*t.?
: j i 2(l4-m)(l4+mm’)tt,
ML o AR (I1-+mm?t,2—m"* (1 4-m)* t*—(1-Fm’)*t,2
« COB £ e 5 : . K i -t
2(14m) (1l m")tt,
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Nlle diefe drei Gleihungen ftimmen mit den vorbin aud § 3 abgeleiteterr diberein, wenn
man dafelbjt alé Vorseichen wablt, und fonuit it aud) die Ghltigheit der Gleihungen V. big IX.
aud fitr den Fall nadbacwiefen, daf die Gedentrangverfalen wie in Fig. 8 fidh n ecinem eingigen
Punfte fhneiden.

§. 10.
Bweiter Fall,  Die drei Eentrandverfalen fdhneiden fich in cinem Punfte aufechalb des
Drciedd (Fig. 9—12). JInhalt, Seiten md Winfel ded Dreiectd ADC.

Nadhoem in & S und § 9 der Fall erdvtert, wo alle drei Edentrandverfalen mnerhalb des
Dretede verloufend fich in einem Puntte fdhneiden, foll nun die Beitimmung des A ABC fiir den
Fall qeqeben twerden, wenn der gemeinfame Durdhidnittspuntt der Gdentransverfalen auferhalb des
Dreiedd fillt, wobei die Verhaltnidahlen m : n wie in § 8 genommen find, Nimmt man bdie
Ridhtung der Seiten in dem Sinne, wie fie ein Umfdreiten deg Dreledd von der Ede A ditber B
nadhy € und von C juriid nad) A crgiedt, fo befrimmt fidh davaus fofort, in weldem Sinne die
Borwartd- oder Nichoartsverlangerung der Seiten ded Dreieds ju denten iff. Shneben jid) nun
alle drei Gdentrandverfalen auferbalb bed Dretedd tn einem Puutte O, fo muf unter den Gdens
trandverfalen immer cine (AD) fein, welde dag A\ durchfchneidet, wabvend bdie beiden anbern aufers
halb dejfelben verlaufen (ef. Fig. 9—12). Dabel tounen bdrei Falle unterfthicden werden: 1) bie
beiden aufierbald bes A verlaufenden Gdentransoerfalen treffen die Verlangerungen bder Seifen
CA und AB in E und T (Fig. 9); 2) die Riuhwdrtsverlangerungen diefer Seiten (Fig. 10); 3) die
eine t, trifft die BVorwdrtaverldngerung von CA, die andere t,, die Ridwdrtsverlngerung von AB,
wd awar liegt © a) innerbalb deg Winfeld A (Fig. 11), oder b) innerbald des Sdyeitelwintels
bon A (Fia. 12). Fir alle drei Falle (Fig. 9—12) ergiebt fidh in gleidher Weife wie in §. 9, daf
sin COB dem sin BA'C!, sin AOC dem sin AB'C und sin AOB bem sin AC’B enffpricht, und
man fanu dad A ABC aud denfelben Formeln beftimmen, wie in §. 3 angegeber.

[. Suhaltsbeftimmung des Dreieths. (fig. 9—12.)
Griter Fall. Fig. 9

Sur Berechnung ded Inbalts dienen die Gileidhungen

(1-}-m —mm’)? (1-=m—mm')* (1--m—mm')?
p = 7 L = !
1 m 11| m*m
: (1 4 m—mm")? ; (1-Fm-—mm')* .
pll— - == — - ' — (1-4+m mm')?
I m* l m*m’*® et L)
m -} n _ mm’' (l~m) m'— n’ m (m'— 1) m'—n’ m(l—mm’)

p (14 m—mm)?*’ q ~ (D= m—mm')*’ r (I4m —mm')?




22

Run ift A ABC = A OAB 4+ A OAC — A OBC

2l i) oo e B e o

S m m ] B
—  dm'( ]_-—|—|u—mm|’j'2

Yo _ /P
A ABC = Am' (14 m—mm) ]/

wobei P = x+y+2)(—x+y+2) (x—y+2zE+y—2)
= — m'(1l~{-m)t y ='(m'—1)t,, z = (1 —mm)t, .

Determination.
o E il S i 1] 7 : : E 333 1
68 muf 1 > mm', alfo (I—mm’) pofitiv fein; denn wdre mm’ > 1, fo miifite ——- < 1,

111
b. h. m” <C 1 fein, mithin fénnte t, die Seite ¢ nidht in der Voiwdrtdverlingerung fdhneiden, wie
pody in diefem Falle vorausgefest ijt.

Fweiter Fall. Fig. 10
g gelten bie Gleidhungen

(1-+m-—mm)* ok (I4+m—mm’) = 11;1—__i_|l|__— mm’)* oy

-y :

mm’ ! 1 m?*m’

AN AI’(! = A OAB —1- A OAC — A OBC

e 'J]n[IL{—m —mm’ }I/
P = x+y-tzl—x+ty-+raE—gtoEFEy—2
x = m'(14m), y = 1—m', z = mm'—1..
Determination,
Gé mufi immer mm’ > 1 (benn wire mm’ < 1, aljp m” > 1, {o miigte t,, die Borwarts-
perldngerung det Seite e fhneiden im Widerfpruch mit der Vorausfesung), fermer m’ < 1 (da &,
die Seite b in ber Nitchwdartdverlangerung fhneidet), folglich audh m > mm’, alfo wm fo mebr

1+ m>mnm

Dritter Fall. Fig. 11 und 12.
(14+m—mm’)?* (mm'—m —1)*

Ga gelten bie Gleidungen p = —————— = —— :
E “ - 1 LI

(14 m-—mm’)* (mm'—m—1)?
11 m

(14+m—mm')? {mm’ — I]3
r — — — — —_

m*m’ m* m'
/\ ABC = A ABO _ ACO — A BCO (Fig. 11)
ABC = A BCO — A ABO — A ACO  (Fig. 12)

l/

I

ABC = -
i = Im'(d —f—n: —mm’)



Dad obere Borgeichen - gilt fitv Fig. 11, dad untere — fitr Fig. 12.
P—(xty+a—x+y+ax—y+2E+y—2
x =m' (1-Fm)t y = (m—1)t, z = (mm'—1)t,.

Deteymination.
68 mufi immer mm’ > 1 fein, denn wire mm’ < 1 ober m” > 1, {o mifite t,, die Seite ¢
in ber Berlangerung {dHneiden im Wiberfprudh mit der Vovausiefung; it daun 1 4 m > mm’,
fo gilt - al8 BVovseihen in der gemeinfamen Inbaltdformel, iff aber 1 4 m < mm’, jo gilt —
ald Vorjeidhen.

II.  Beftimmung dev Seiten.
1) Fig. 9

Da eine Gfentrandverfale das A durdjdhneidet, was hier von t angenommen, fo ift (ef. §. 9)
1 -}-m

50— —  [(m'—1)*t*} (1 —mm')*t,*—mm'* (1 -} m) t?] .
]J 1 [I _+__“l_1““11]g I{ 1 J (: ]_( J tn i L 1_ ' |
Fir b? und e? crgiebt die in § 9 abgeleitete Gleichung
1 ¥ s
PR a— 1) [ma?m{m—1)b*—(m—1)c? die sugehivigen Werthe,
Safet man namlih 1L nady a? auf, {o ijt
(m—1)2 ; m—1 .
a? = it o —— )Y a2y
: 1 b ihiste 1 :
Nun it in Fig. 9, wenn man a = AC nimmf,
t = OE = — 1--—.,
l1-+m—mm
= A= _1“_1_ = .
| 4+ m-—mm
¢ = (:l(\ — [_-—FJ““J-—;-
l+m—mm
Hierausd folat
g ihs m'— 1

2) ~ m'(I4+m—mm’)? [(m'— 1)t (L —mm’)*t,*—m'(1 4 m)*t?] .
Ghen fo folgt

1 —mm'
m'(1-f-m—mm’)?

Die Wintel [affen fidh eben fo beftimmen wie §. 8.

8) ¢ —

m' (14 m)?t?—m (m'—1)*t,2~}- m (1 —mm’){,*].

Beifpiel
{S:\_? ff‘i TE— i;"_,“ m = 2

184% = 18a%, wi—-fat, t.2=Ta%,




Dann ijt

- ; : - S ,- = al
4 = ,1. / (Bt-31,-F t,) (—8t4-3t, -} t,) (Bt—38¢, -4, ) (Bt} 3t,—t,) = ——]/ 3
45 4
. unh & = b = ¢, alfo dag A\ gleichjeitiq mit der Seite a.
2) v, 1)
. - m ; T SR | o AT =
[l = L m'}*t, 2~ (mm' — 1)*t,2—nim? (1 4 m) t3
(1-+ m mim J*
] —m' L : S b Sl
2 b= — — [(1—m)t*}m' (1 +m)?*t* — (mm'—1)2¢,.2]
m' (14 m—imm’)*
mm'—1 : SeLr . : 2
3) e = — — [m{1—m")*t2-} m (mm 1) 1, m’ (1-Fm)*t?|
m'( 1-+m—mm’)*
A O e S e P e S i e i 17t
T Vo AT ¢ F ¢ Ey Db NIE 5 Ao
4= — l (bt-k 1, - 2t,)(—bt4t,42¢t,)(Dt—1t, 4 2t,)(dt 4 1, —2¢,,) = i /3
a = b = ¢, aljp dag zugehbvige A ABC gleidhjeitig.
3) ¥a. 11 und 12,
Die folgenden Gleidhungen gelten fomwobl fiv Fig. 11 wie Fig. 12,
- m -1 : et ] T 2
] Y i — — [m(m'—1)?*t,*~} (mm 1 mm' * (1 -}-m)t*]
(1-+m—mm')*
? m'—1 . ; 1 e ; 3
2) b* = ——— [ (mm 1,2 (m'— 1) t,2—m' (1 ~}-m)? t2
m'(1-m—mm’)* /
mm’—1 377y ; 3 . e
o 1 ' 142 [ 2 242
Sh Pl : 1 {(m e m (mm A v f I S
) m'(1--m—mm’)? | ’ 25 - { |
Beiipiel su Fig. 11,
m — fs; m =2, 206 =i9a% = 3a%. 1, = 13a%, aiebt
1 o i a : B ; = : AEMES
4= 7 I_.f (10t 3t, - t,)(— 10t 3¢, £,)(10t—3t,-}- £, (10t} 8t,—t,,) — V3
a = |1 — (i,
Beifpiel su Fig. 12,
Ga foim =T, m" = 3, 42— 3a%, At* — di > = Ta% folif
1 B ; o a?.
g = — |,’ (3t-t,-+t,) (—dt-t41,)(5t t,=1,) (Bt4-t—1,) = i ]".5
C I

A h = @




A nhang
8, 11

Besiehungen jwifchen den Abjchuitten der Ectentransverialen und den Berhdaltniszahlen m : n
und Beftimmung ded Dreiets and den Abjdymitten der Gcentransverjalen fiie den Fall,
daf jic fich in einem eingigen Puntte fchneiden.

Sn den vorheraehenden Paragraphen ift dag Dreied aud drei Cdentransverfalen und den
Berhdltnigzablen der Abfdnitte, weldhe die Transverfalen auf dem Seiten bildem, bdie jie dutdd-
{dhneiden, Dejtimunt worden; im folgenden follen die Vesichungen zwifchen diefen Abfhmitten und
den Berbiltnidsablen (m : n) nadgewiefen und jodann die Veftimamung ded Dreecdts aud den Ab-
fdnitten eben diefer Gefentrandverfalen fitr den Fall, daf fie fidh in cinem eingigen Buntte fdhneden,
abaeleitet werden. Dabet follen die Abfdhnitte auf den Gdentrandverfalen, n welde fie fid) gegen
feitiq theilen, ald obere und untere unterjhicden und mit £ ¢4 w. f. w. begeichuet werden, je naddem
jie in einer Gete ober Seite enbigen.

Nadhy Fejtitellung diefer Bezeichnung ergiebt fih aud den in § 2 abgeletteten Gleichungen
fitr §ig. 1:

Erfter Zall,

T

Die drei Getentrandverialen fhneiden fih in einem Punfte tnnerhald ded Dreieds.
0 .'\{"'__ t° = 1 4 m Ii.'\'__ t," ! [ 4w’ (8154 't i,,":_ .] - m" )
4 t | +m-t+mm’ B t,  1-Fm'-}-m'm” o i | 4+m"4-mm”

oy DBt 1 ECt _ 6" _ 1 FA" bt I

i t i 1+ m"mm” t, t, 14+m-fmm’ b, t,, I +m'-m'm”

Fallen A, B, € in einem Puntte O jufammen, o ijt m" = mim’-’ und owe Glewhungen 1) und 2)

nehmen folgende Geftalt an: 1) im Falle, daj die Ekentransdverfalen jid i einem Puntte innerbalb

ped Dreteds [dnetden:

1) 1“___ 1+ m _i," % m(1-m') B I 4+mm'
"t 14mf-mm’ t, 1-+m-4mm’ t, l-Fm-f-mm'
s IBITN i | b 1l
= t 1 +m-+mm' t,  1l4+m-tmn t., ~ 11 m-tmm’
Aug 1) uno 2) folgt
3 lrl' g 1 —'——1:; " e _l_.,:_:':_: I -J-mm'’
! mam 1, - = 111
1) r." el = +4-m)(14-m')(14m") (1 —m) (1 lllJf'IL'] ') .
{ e e ey min’ m” 111l
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Addiert man die Gleihungen unter 1) und 2), jo erhilt man die befannten Gleihungen

I ‘II | Erh i l.”ll o
1 i1 t.;
Fro sy B Sy b T s
: ;
i o L

welde Deide al@ davabferifiifhe Bedingung fiir den Fall anzufeben find, daf die dret innerhalb eines
Dreiedd verlaufenden Geentransbverfalen fidh in ecinem eingigen Puntte fhneiden. Sind alfo aufer
pent brei Edentvandverfalen wod swel Abfebnitte derfelben geacben, fo lieforn diefe beiden Gleidhungen
nebft den Gleihungen t = t° - t, t, = t,° = t,° - t," Die fbrigen Ab{Hnitte,
und e8 [Gpt fidh ein Dreted tmmer aud finf vou emander unabbangigen Abjdhnitien der drer Eden-
trandverfalen fitr den Fall Dejtimmen, daf diefelben fich in einem Punfte innechalh e Dreteds

fhneiden.

= A P

s

Nimmt man ald die finf Vefrimmungditide t, ¢, t,, 1% ,° und Bt die Gleidungen
unter 1) nach m und m” auf, fo erbalt man:
] = :q_’rJL”-t;;,”) — 1, Al — l_."lIfH[,HTn-]- ) 314+ m= r“:cr Ll,") ;
4y 1 4+ m' = _EJ.‘_J_[T__T‘,J“[Ti —5)» B) (1 4+ m)m' = e _T;:']li:!l;li_l-—_-i:"![[ e
G) 1+ m—-+ mm' = 6 [j- W 7) m'(1+m-+-mm') = = [,";ili:,l“‘l__—l:‘,][1—1"j| .

Mittelit diefer Gleidhungen erqeben fich nun die Formeln fiiv Inhalt, Seiten und Winfel ded
Dreteds.

) ; 4 |
Rad & 8 war A ABC = L AR ] VP
I | 4

Darvaug wird
(5 —%0 [ St (=t 2] | P

A SBU = AtX(t—1) 2, —192 (1% —t (t—19) ]?
. ; | e
B 43t (E—t)(t,—t, %) [t, %6 —¢, (E—17)] Vid
P=xty+o)l—x+y+ax—3y+2 &ty —2)
x = %2 (1 —tYt
v = t,%*(t, —t,%)¢,
7z = (2tt, — t°t, — t,°t) [t,°t — L, (t — %) | £,,

Nimmt man t,,% mit auf, fo exhialt man nadh emnigen Reduchionen die gefdhmeidigere Inhalts-
forntel
444 i T 0 0t 0 0 0 :
N L L, o/ gl 2 1 P | L — R L, |[”-—-1,, I -
A\ ABC = P il IR + )OO0
Lrs

O (t—1t°) (t, —t9(t,—1,.,% t; {

worin die leeren Klammern unter der Wuarzel mit den befannten Differengen aus den Gliedern dey



erften Slammern davin audjufitllen find, ekt man ¢* fiirt — 10, t° fiir t, —£,° ¢, fiv y, — .5
fo Laimlt man die Gleichung:
A ABC =
i I / "1 0 1"1 s )( P P il 1,";,‘l,_l”“:,,"')(L“r"_1_,'f1:'_'_l_t,,"1'_,,"){l".1"_:_1E”L'_‘_I'r,_"l,,"')
Lttt it =% R EL L t bt ity t t, t,
Fiir den k\n!,mlr Ded n'u.rn.umfut'm-:rl'g DEF eraiebt fich die Fornel
: it o= : o
O BDER = 5104 "[ 51/ P, wobet P dem Radicandug in der vorigen Gleidhung entfpricht,  Aus
beiben Gleichungen folgt:
ACDIEE: = ACABG — 2RSSRt ERE ohey
£} 4404 W
ADEF — 28t e A ABE

erttb 1. (1]
() (i
Qur Bejtimmung der Seiten a, b, ¢ dienen die Gleichungen X., XL, XIL oed §. 8, woraus
pic folgenden Gleidhungen hervorgehen:

Vo — I o 0 1 P e i L 92, 1,
t t(t,—1.%) (t, —t.,%

R e ot A7 L e i 9
1 t, (t—1t") (t,, —t,,°%)

qieE A LS !”]1"1",.~_—_|—[”"H —t,2) ¢t —12 (b —8) bt
t o At—t) (t,—t,°)

Die Dreieddwinfel evgeben fich aud den mn-]mx,\_ﬂ]mbm (~.‘J1r.‘irf}uum‘n auf befannte
. B, mittelft Deér sinus

5]
. a A i " .
1 Bt — e ober mittelit Der cosinus
Yo

COS & = — 51— Hoils 1.
Bueiter Fall,  Fig. 9—12.
Die drei Gdentransdverfalen fdneiden fich in cinem Buntt auperhalb ded Dreieds,
a) Fir Fia. 9.
Die Gleihunaen 1), 2), I und IL im evjten Fall nehmen folgende Form an:

0 £ ] l-m bl m (m'—1) [P 1 —mm'
fiyan == m—m i t,  1l4+m—mm' t, = l-+m—mm'
2) L mm’ r,‘_' = 1 e 1
i l-+m-—mm’ f, ] +m—mm' i ] +m—mm'
0 i 0 0
i S SRS D g
bl i t,
I ] 1 'II .-.._ Tf"-l tl i ]
Totad M5l t

Dabet it t* = t* — t t' =, 4 t° T e
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b) 3u Fig. 10,

tY l+4m 7k m (1 m') i mm' — 1
1: = 1 ’ & e ' % = 1= '
t l+m-—mm t, 1l 4+m—mm 7 —- I —1mim
" min’ t," 1 ey 1
2) == - — T , = . -
t 14+ m—mm t, ] 4} m—mm s 1 4+m—mm
.ln !J“ 1r'll r'l ]J'I 1I|
[ i = i - S 2 L
t t, L, t, s L
Dabet iff t'— t° I = t.? el S
¢) 3u Fiag. 11,
{0 1 -Lm f.0 m{m'—1) 18 mm'—1
1) —— 1 : ; — == i = m— 7 e
t [ -m—mm t, ] +m—mm t., 4+ m—mm
) e mm’ LFi 1 foid I
2)  — : —_ . - - :
t l +m-—mm' t, | +-m—mm Ty l4+-m—mm
l“ Ji] 1.‘ 0 5 l'|| r' L] TI
I = e ol D IT. : = ]
1 t, t,, t, t, t
?l'li"t‘i it = v — ¢ i =t :_ [’ti t“u = {,, _%_ l-.-“ :
d) Ju Fig. 12
| i 1-m 12 m (m’—1) $20 mm’ ]
b T = — =
1 mm' —m — 1 B mim' —m—1 t: 1 m m I
9 N Imm t; 3 1 i 116} m
t mm' — m ] t, o’ m | t,, mi —m 1
+ O + O (1] u | (!
k) 4 | 1 1 75
1 - - =7 I1 - L —
L, Typ L 1 L, T
ST e I LSRR T G i T
Die Gleibungen I und IL. jind offenbar dhavafteriffifh fitv ben BVerlaut ber drei Gdentrans:

perfalen, Die fich auferbalb ded Dretedd in etnem Buntte {dhneidben.

Der Jnbalt ded Dreiectd, die BVeftimmung der Seiten und Wintel (deven Cntwidhung aus
pen Seiten dbergongen) ergiebt fich leiht aud den frliberen Gleidhunagen, wenn man jubor mittelit

oer vorbergebenden Gletdhungen m und m’ aud den Ubfehmeten der Edentransverfalen bejtunmt.
&8 i namhd:

e TR
N oyl I obder wenn man t,° einfitbrt
Uil =%
t,(t,—1,"
m = .
B (5, 1,°)
.u]” t 1|1| ~4
m' = X —+ 1 e )

t, (t,—t,%) ! TR e
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Nimmt man t,% dad feine Bejtimmung aud Gleichung L. erbalt und alfo entbebret werden
fann, mit auf, fo werden die Fovmeln gefhmeidiger, und ed ift fiw Fig. 9

.\]}1' — — 1["1J'f I / E'
Bt —t)(t,+t") (L, —t,. 4
wobei P = (xt+y+2z)(—=x+y+2)(x—y+2(x+y—=2)
P —1 t,2(t,°-t,) b 2t—1.")
X = - T — = % = =
t k L, By
oder wenn man die unteven Ubfdmitte der Edentrandverfalen enfithrt
ABC =
tit ] ;ff 1o : i 411 n t O u {040 f O u ot i (I[ u l1 11:[” 1 0f '_T "i;[. u
Ve i el | , i3 L s T T s -G e {ionds
_.'_l_tu -,|: ! ( l | [. )( f i f-_ + 1” )( f I -[ )( t,, )

eine einfadhe Gleichung, die in n[lcn pier Fallen (Fig. 9—12) n,i'tkim i, Im‘nn man die "*icrr[}-: von
'y Y, t," in Dem Sinne nimmf, wie bei den Fig. 9

, by e, d vorhin anpegeben.
Unter derfelben Vorvausfeung crgiebt fidh fiiv bie Seite a '_n"n' alle vier Falle die gemeinfame
Horm
% foe R B sl I B et o Rl e ]
T T

Die Gleihungen fiir b und e haben fitr Fig. 9—12 folgende befondere Form :
ii"lg'i. 9

pr — B0 60, —t, )t — (0 — b, -, 2(5-4,°) £,
t, b —t)(t, =t
i b 2 (2 —t)t.t, —t.°* (b 52 0L, 5.7 (1, —1,°) tF,
;- t,, (t°—t) (t,41,%)
wig. 10O
e &0 ARt =) tt, —15,0% (-1, ), -0 ( — )
t, t, (t°—t)(t,,=t,%)
5 Giss . t,°*(t,—t,%) tt, — t** (t°—t)tt,, - t,.° (t,, 4+ t.°) tf,
i t, (£*—1t) (1, —t.2)
ﬁ'iﬂ- 11
A 52 / e Eet el e e e R B "[r_—|—r,"33_!|_,,_
t, t, (t*—t)(t . -1.%
of o= fio o EOME 2 tO)EE, — 802 (80 A R Ty e D O
t,, t, (1"—t) (t, 112

yig. 12
82 80—t — 0 (10 - ) it =50 (4 — 1, ) it
& I.J11"+F}ILI',J“— ”]
4 l,," : 1;”!“,“_1',”-1'” (o2 “n__l_!““”_:‘ 'n“ “_f”II'21I

i —_— r e g J N by

s t, (t°-t) (t.°—t,) ' i
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Mit den vorbergehenden Gleidungen ift die Aufgabe allgemen geldf't:
o &in Dreieck gu beflimmen duvd) fitnf Stredien, die in einem beliehigen Punkte innerhalb oder
auferhalb deffelben jufammentreffen, unter der Vorausfebung, daf diefelben von den Eeien wnd
Sciten des Dreiecks begremst find.*
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e

Anwendung aunf Hihentrandverjalen.

Bon den in den vovangehenden Pavagraphen abgeleiteten Gleihungen jur Auflifung ded
Dreiedd aus den Gdentrandverfalen foll noh in Kivze eine Unwendung ded § 7 und §. 8 auf
Hobentransverfalen hinjugefitgt werden. Da befanntlich die Ab{hnitte auf den Seiten, aljv aud
die Berhiltniszablen jwifthen denfelben von den drei Hibenperpenditeln abbingig find, fo veidhen
pic. brei Hoben eined Dretedd allein {Hon sur Beftimmung deffelben aud.  Bejeidhnet man bie
Hoben filr die Seiten a, b, ¢ refp. mit h, h,, h,, fo wie ibre Abfchnitte mit demt S[nbder o
und u, je naddem fie in einer Gfe ober Seite enbigen, fo fann man bic Verbaltnidzablen 1) ent:
weber {o wablen, Paf m+n=m'- n'=m"-Fn"=1, oder 2) baf n =n'=n"=1 genom-
men wird.  Fiie den erften Fall it

h,%h,,2-Lh*h,*—h*h,,*

hedhasih 3= Al

m = o N — oands : -
Zf]r,"h”i 2]5”1,,"
21 2 2 1 184 1 ;S [ e 2 1
A h2h,, —|—||,“|1_,.. h*h, A h*h,*+h I|l, = hAhy
2hth 2 2hzh, *
v h*h,2~}-h*h,,* |r,”|1,_," St h*h,2--h,*h,*—h*h,,?
2h*h.2 IS 2 hiEa
Jmoaweiten Falle ijt
= h.2h, 2-l-(hih2—h?2h,2) e ) st LA B h e i ) R h*h24-(h,*h*—h,2h,.?)
I|,"i|,."' (h?h? !I.!EI,,l‘t_]‘ h* |1”1 - L_[I_i]lf_.'! —Iu""|a,'3) ) h*h,? —1'- [|]”!'!|! |1J!]l”=_i
pder wenn man duvdh h*h,*h,,* veductert
| 1 1 1 1 1 1 ] 1
o O P A O L - o <y =
FE ) (h”-.' “’1) ] I (||"' ]IH-_'} 7 I ! (h,z II:)
m = I m’ == = :
| 1 1 1 I I 1 1 1
K (h? §1 7 |1,") hz T ( R 5 h,,z) = (|1,3 & |'|"}
Nun it mmm” = 1, aljp mmm'm” = nn'n’, mithin {hueiden fich die drei Hobenperpenbitel

in etnem elngigen Puntte,
Gutwidelt nan nun mit diefen Gleidungen bie Formel fiiv den Jnbalt ded Dreieds, fo ge-
langt man nad) emigen Reductionen ju der befannten Forimnel
1
s o 1 1 1 : e i T [ |
! (] T h, + h,, )(- | sk “h s h,,)( h = W 1 .:I,,}( h it h

1 1

¥ e



Nady § 8 war der Jnbalt ded Fuppunitorveieds DERF

e O Zmm’ ABRC
2 ma Sl -+m) (1 - m')(1-Fmm') A ABC

Wird diefe Formel nach h, h, b, entwidelt, fo erhilt man

h?h,%h,2 1 | | ] 1 1 1 1 ]
YRR — el =g £I=% i e U IS Tn o B sy L A 1
/\ ] Ji ( |=_' |1 h"& I ’IUH)( }.]"! EI'! * h”"'.)( |]3 + !I",'_ ljni) L‘\ "l{" ]?'(' e

wlir Dl oberen und uinteren Hobenabidhuitte evgeben fidh folgenbe Gletdiungen:

: 2.4° 1 i | , L1 [ b=
AL el R i) R LR e [L-* — G — i '2)“]

2 4 1 | 1 == 1 ]

£} P ; LiTish s 4 BT WY 2 L LR 1N 3
2T — i {}I.“, T 5 ||,") hat =y 4 (]lf EJ”*)J
. sy Rl el | s ] 1 R
= h,, e T b fl.,") it i e ('h" R Tf.'JJ

Yus 1), 2) und 3) folgt
| 1 1 1 1 1 1 1
- + i_._,'-')("h'-’ W h,*_F' IT) ( 1* A T __]],_,_*)

4) WOh*=hOoh, —h, h,"— 2 4* ( 1"|' L
> i

1

folalich BCEEF, ACDFE, ABDE SKreidoievede.
merter it

5) A AOB = [ Ll d

e h |

e

i1
S S - 1 1 ]
7 A COB = I: Ak = -.::| 3
:I e Il_,," { |],l hJ'.l) J
Aus den Hohenabfdhnitten folat dann weiter leicht die Veftimmung der Winfel. Da ABE = 900 — a,
fo ijt
I 1 1o
et h X et ] L (”|11 " |:,'=) b hhi 1 1
3 . f = — —_ - r - . —_ i - ¥ -t u
BES AT 52 g 1 b 5 G mehia)
ke T h® TR
] (_h, h,, h,h,,
= ‘i )

3n abnlicher Weije ergeben jid) die Gleihungen fiiv cos 2 und cos .




Bemerfungen

Sn ber Figuventafel muf bei Fig. 1 jtatt ded mit B bejeichneten Bunfted innerhalb ded
Dretefs B tehen.
S & 11 bed vievten Boqend ift die Vejetchnung der Quabdrate von t0, £, t,% im Dreud

nidht genau wiedevgeqeben; ed muf bevall ftatt t°*, t,°*, £,°* fubfrituiert voerden (192,

el R

3u pag. 29 ijt die unter Jeile 7 und 8 (von oben) angefitbete Inbaltsformel fiiv A ABC
den Defonbderd eviviefen und uqgleid) angefibet, daf jie

| 2, wie fich leicht beweifen [aft, atilti

fiiv den {all Fig. 9 im Borheraehen
unter diefer Form audy fliir dle Falle Fig. 10—1

Dleibt. @& fonnte nody hingugefiigt werden, dap diefelbe Fovmel auwdh filv ven Fall, daj
die brei Gdentransverjalen jid innerbalb des Dreiedd jdhueiden (Fig. 8), thre Anwendung
finbet, wie eine einfache Verglewhung ver auf pag. 27 angeflibvten JInbaltdformel jeigt.
Demnach it dieje Inbaltdformel allgemein gitliig fiir jede Yage ber drei Gdentrang-
perfalen, vorauggefelt, bag fie fich m etnem emzigen Punfte wmerbald oder auferhalb

D8 Dveteds jhneiden.
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