Ableifung der Rechnungsregeln fir die arithmetischen

Grandlormen,

;

_E.— witd von einzelnen Lehvern der Mathematik die Ansicht anfeestellt, dass fir den
sehulunterricht von seiten des Lelners  der logisehe Aufban  des mathematischien  Lehrsystems
und von seiten  der Seliiler das Erefassen desselben nnd dag Eindvingen in dieses Syatem die
Haupt=ache sel wml dass das eizene Kinnen der Schiler in der Mathematik erst in zweiter

Reilie zu berviieksichiiiocen el IMeser Auzicht koonnen wir ung nur in sofeen anschlios=en, als
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Mizzlingen  der Versuche zur selbstimdicen Produktion und  infolee dessen e Eotmutionne

el I\.f'f'lli"-ll]lilly tes Interesses e den mathematizehen Untercieht filiven  mnss, [has Wissen

HEE=S .'IIH'I' anf _!|-||.'-|' _-l|||i',- tles 1-|II|'I"'i~'||I- VL BT I'II!-II-"I'I'lII'III:I'II |‘;.--‘I|f':- in';!'"i'l'l et il 1

[z }\'"HIIII'II 156 tiberall i |":'=i"||| L “fi--i'l.- TLEnd '_":l'l-l e =chiiler .“;|-|'|~|-.|-|'| auen anl die

eigene Wralt ond eemutict ihn, mit Lust and Liehe weiter vorguzehreiten. Bei der Uluane e

Kiinnens kaun aber der =ehiilor in den mei=ten Fillen die Liettune des Lehrers picht entbeliren.,

Die anzustellenden Ubungen  ervfordern eine sovefiltice Auswahl, damit wicht den  Sehiles

Arbeiten zugemutet werden, welehe ihee Keaft dbersteicen, oder =0 woenie il Interesse zi

erregen vermiooen, dazs 2ieoeher Widerwillen cecen diec Wissensehall crresen als 20 nenen Fort

schriften ermatigen. Dies oilt cang besonders von avithmetischen Aufeaben, welehe ihrer Natur

nach abstrakt nur zu leicht der Anschaulichkeit euthehren und in selicmatisehe Rechenoperatiomren

ausarten. In der Arvithmetik wivd es dalier anch ranz  besonders Sache  des der Ld=ane vou
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Autgaben vorhergehenden Untervichts sein, die Verbindune sz zeicen. i welcher die absteakte

Zahl mit der Anschanine steht. vl klar #n lewen, wie ans dieser die Abztraktion cowonneu
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wird, Nachdem 1 der Avithmetik der Beerift der Einheit (csteestellt izt Daut sich ans diesem

durelh  deduktives  anzammensetzendes Verlaliven  das AL |,|-'|||'.L-'|~||E}||1|||- aul, wihrend 1o der
Creometrie in wesenthichieon das 1-'.1'1'||'_:'|‘|||i|' Verlahven der Induktion vorherrscehi. Mit der Avithmetik
=t von den |5i.~ri|J“|u'n der Elementar-Mathematik zusammen zo stellen  die Triconometrie und
mit  der Geometrie  (Planimetrie) natureemiiss die Stereometrie.  So  lernt der Sehiler  durch
Geometrie und Stereometrie einerzeits and durveh Avithmetik and ‘Preigonometreie andercreseiis die
beiden Hanptmethoden  wissenzchaftlicher Behandlung  die Tnduktion wud die Dedouktion sowie
diee verschiedenen Formen der [refinition, des Urteilzs, des Selilugses i  des Beweizes allingihlich

|'1'£l|i1i-=‘§'- kennen, und  dadureh dass diese Methoden ii:lll dureh |.-]IIII|_E' an stufenweise ilhh'.-‘l'

schwicrigeren Geesenstinden in Fleizeh und Blat  dibereehen, hat er einen Gewinn in  seiner

logischen Auszhildung des Denkens, der entsehieden hiher zn veranschlagen ist als die Schnlune

der formalen Logik,

Nachdem ich so i aller Kivze einige Gesichtspunkte angeschen habe, welehe nach
meiner Ansicht die leitenden im mathematisehen Untervicht sein miissen, will ieh in oleender
Abhandlune den Versueh machen, aul deduktivemm Wewe  die Hi'l'||||I'I||_:-5'|'<'_'_:I'|J; fiir  die Grand-
tormen der Arithmetik oder Lehre von den Zahlen abzoleiten,  leh elaube in derselben l'i.‘.‘i_‘_"i'

ie mir hekannten Lehrbiicher der Avithmetik

Lioeken der logischen Zusammenticonng, welehe
.r'_l'il'_jl'l!, auszdiillen. el erinnere nur oan die Bestooonne  der xu-i|-'!;|~||r'|-.'_g|'||| hir Produkt und
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Methode der Ableitung der Untervichtspraxis entstammt nnd in devselben evprobt ist, brauche
el an dieser Stelle wolll mceht evst zu bemerken, Unter Grundformen der Avithmetik verastehe
ich die einfache Zahl, diec Swmme, die Differenz, das Produkt, den Quotienten oder Bruch, die

Potenz, die Worzel and den Loearvithmus.

Die Zahlen.

In der Finleitung zn der Abhandlung iiber die vier sSpeeies saet Professor Hesse:

«he vier =pecies gehen von dem Begriffe  der Kinheit aus. [Heser Beeriftt izt mueleich der

Grenndpleiler, ant” weleheme die ganze Analysiz  aonfoeebaut izt Die Einheit izt ein Gelnlde des
durelr Erfaliruneen schon eereifteren menschlichen Verstandes., Denn das Kind aaf der Muotter
Arm wind zwar unterscheiden kinnen, ob der thm zoeedachte erste Christhaum viel oder wenio
Lichtsterne friiet: cine Ahnung von  dew, was  wir Einheit aennen, wird deshally schon das

ind haben, emen Beerift davon hat es sicherlich niceht.

Der Begrift der Hinheit  enfwickelt =ich erst mit zunehmender Evfalirange,  Derselbe
liisst zich deshalb aneh wicht in Destimmte Grenzen  einschlicssen, vielmelne bleibt er weiter
bildungstihioe, =0 weit man aweh in der Erkenninis gekommen zein mae,

Wie wenig anch der Begriff der Einheit entwickelt sci, so ist er doeh fiir den mensch-

lichen Geist ein ganz notwendiger Beerifl, wm emplangene Eindricke zn ordnen wnd einiger-
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mas<en vorbereitet zu sein fie die Aolnabme nener Eindeiicke,  Den Beedilt der Einheit cekliven

i wollen, scheint schon  deshalll ein untzloses Unternehmen, weil  dieser Beeriff sich niehi
beerenzen lisst,  Cibe man ton aneh bestimomte Grenzen, o bedivfte man zo s2einer Eeklivone
doch einfacherer Beeriffe, die sicl nielt auftinden lassen, weil der Beerift' dee Einheit zchon zu
den einfachzten Beeriflen eehiors.=

Wenn wir zoneeben  missen, dazz der Beeriflt der BEinheit  der lfl'lllui]-!]-i';v: 1=, ani

welchem =ich

e ranae Analvsiz aufbaut, =0 wid es Iil'llll'|||':1||.- anch winschenzwert, die -
kliirune dieses Beoriffs nicht, wie Hesse thot, von vorn herein anfzoeeben, sondeen etneeliendere

[?1‘1'||.1'1i:-l.'||.'|:.| iher denselben zu j_"|'|lr'||. Denn von dieser Rechenschalt wird der weitere Aul ban

des arvithmetischen Lehroelbdandes  durehans abhiingie sein, Der Deerift der Einlieit hat  seine

Wurzel in der |{|~.|'Eu-|"n':-l| und in der Art und Weise, wie wir dieselbe  sinnlich wahrnelnnen.

Die Welt, welche wir sinnlich anzehauen, stellt sich uns dar in einzelien  dureh  ihre  Eigen
sehaften, hesonders durelh die wiomliche Beerenzung gesonderten Gegenstinden.  Ein Pleed, ein
Baum, ein Stern erscheint schon dem Kinde als ein e sich abeeschlossenes Ganges,  wnd i

der Ansdrmcksweise eines kleinen Kindes, welehes von Zallen noch keinen Beervill hat, zeigt o=

sich, wie die sinnliche Wahrnehmung  der Au=senwelt al= bestehiend  ans  einzeluen g0 e

Grundlage des Ziahlens bildet, wenn dag Kind, indem  es zwei Pleede sieht, sagt:
Plerd und noch ein Plerd. Wie wir ounoaus der Sinolichen Anschanunge einzeline Eieensehalten

derzelben wie die Farbe, daz Gewicht, die Raumerfiillone abstealierven and ons mitr diesen ab

ﬁ]r';ikll'h !‘::i_*"i']]r-t'||;t|'ir‘|| illll‘l‘|_ .'L|||'i|| |-|'.='|'||:i|_'|i.'_f|']| |{n:‘.||i'||_ a0 abstrahicren 1.'-il' YO ilen !li!'.'_"l'll
anch die |‘:i_:'|']1.~'1'h;tl_[ fir =tch bestehende abireorenyste Granze 2 bilden, and  diese Abhstraktion
fihrt zum Begriffe der Einheit.  Dass dicser Begeift wie jede Abstraktion erst in seiner Alge-
erengtheit klar erfasst wird, wenn ez sich daram handelt ihn wissenschaltlicl 2o bebandeln, st
=elbafverstindlich. Wir Kiinnen non aber auch mehrvere eingeloe Dhoee fiie =ieh al= ein Ganges
zusamienfazsen, eine Menee von einzeluen Bawmen  bildet den Wald, die Gesammtheit der
eingzelnen Sterne bildet den Sternenhimmel.  DImwer bleibt aoeh hier die Auffazsune alz  cinez
Ganzen im Geegensatz 2o andern Dingen, waz den Begrifl’ der Finheit bildet.  Und weiter
kinnen wir doreh Zusammentassen immer hihere Einheiten bilden. bis wir  endigen  mit dem
Verhinden aller Dinge zn einem Ganzen, zom Weltganzen, @nm Universum,  Der Beerift der
Einheit ist also eine Abstraktion, welehe eine  ecinzelne Eigenschalt  der unsern Sinnen wahoe-
nehmbaren Karperwelt heraushebt, welche sich un=erm Geiste darvstellt in cinzelnen fir <ich ein
Ganzes bildenden Gecenstinden.

"A-l"l'l'ill-lg'!'zl \\'il' min r'i|||' l':i_rl||l'ii nnd noch eme }':-Illlli'il I Cinen |§|'_t_"t'iﬂ'|', =00 |\||1|h||:r-.|

wir zur Awetheir, und indem wir mit dieser eine oene Einheit susanonenfaszen, su dem Beoriffe

der Dreiheit, umd so -lisst sich diese ideclle Operation weiter unbegrenzt  fortsetzen, und  wir

kommen aul’ diese Weize ans der Binheit zu der Reilie der nativlichen Zablen.  Die Bildung

derselben nacheinander macht das Wesen des Ziblens aus, welehes wir nnz ebenfalls unb
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forteesetzn denken kinnen. |'|':~|-|'I112'_L'lir|l izt die Bildune der Zahlen jodenfalls doveh das Zuo-

=ammentassen korperlicher Einheiten zu einem Beovifte erfolet; die Anschanung dicser erleichter
dem in Abstraktion noch wngeiibten Geiste  des Kindes  die Anffassung der Zablen, besowders
dann, wenn die eegihlten Gegenstinde eine eleichartice Beschaftenheit haben, Befreien wir uns
aber von der eegenstindlichen Anschanung, =0 kommen wir wu der  wissenschaftlichen Bildung
der Zahlen, wie sie die Avithmetik als Grundlage nitie hat,  Die Zahlen, welche dureh #u-
sammentassen abstrakier Einheiten entstehen, nennen wir unbenannte Zahlen, das Geszithlie ist
bei diesen eben dic Einheit, Werden wickliche Dinge  cezihlt and man giebt die Arvt der woe-

ziblten Dinee an, z B, find Blumenblitter. drei Steine n. 2. w., 20 erhalten wir eine benannte

Yahl,  Wir unterscheiden an derselben die Benennunge  Blumenblatter, Steine® e die zihlende
Zahl oder den Coefficienten.  FHbenso wie Dinee abeezihli werden. kimnen, so kann man auch

abstrakte Beorviffe zillen zo B. drei Farben, vier Dreiecke, oder auch Zahlen - Complexe z Bl
|

soehs Finter, vier Yelmer w. =, w. Anch hier miissen wir die gezihlten DBeeriffe als Benennungen
anffas=en. =te echen als Einheit snsammeneenommen die Arve des Gesibilten an.

Alz Zahlzeichen bedienen wiv uns der Zffern 1, 2, ;;l:, 4 a6 7.8 4 Die nichste
Zahl zehn bezeielnen  wir wieder dureh die 1, indem wir dieselbe nure eine Stelle von rechis
nach links setzen, Es: wivd dadoreh notig die Stelle, welche die Ziffern von 1 bis 9 einnehmen,
i mackieren und  daza branchen wir das Zeichen  der Noll (0), Zehn begeichnen wir also

it non nieht mehr Einheiten, sondern Zehner, Dicsen Zablenwert nennen

mit 10 und die 1 =4
11

wehen wivd,  [he ILIlu:L'lI‘ll'lI Yahlen bezeichnen wir non, indem wie i der letzten Stelle

wir den Stellenwert der Ziffer, indem lediglich doreh die Stellung die Benennung des Creziihlten

T,
die Anzahl der Einer aneeben, welche zn 1 Zeliner hipzazuliezen sind: so bedeofet 15 eimen
Zehner und noeh dazo & Einheiten (Einer),  Haben wir so die 9 Ziffern verbraucht, =0 kommen
wir zu 2 Fe

Wir kinnen o alle Zahlen iz 99 penn Zehner and dazn noch nenn Einer aunsdricken.  Die

mern, welehe wir in Befolgung des anloestellten Pringips mit 20 bezeichnen missen.

izt die neun zun ecinem Zehner. wiv haben somit 10 Xehner,

oloende hinzugetiicte Einheit er
s|j|-=.- './‘:|F:| hereichnen  wir \\'ii'lil'l' nnt der :f.in-l'r' 1 '-\'l-|t'||l' TLELT :Iill'l' ill i t|!'iir|' ."'\II'HII Vil
rechts nach links wemihlt vieke, e Stellenwert Deisst ein Huooderter,  lndem wir s0 weiter
verfahren und  immer 10 Einheiten  einez Stellenwertes  zn einer hahern Einheit des niichsten

s, cendicen  uns die Kiftern

Stellenwertes von rechts nach links weiterschreeitend  susammenfas
) D A R ._:u\ i, T80 am |||ir ilmen  die 41||||I':‘|'|'I'|L{[|' [':I'i!'ll' -:|1'I' ;"‘.th;‘ll :lll-‘-'i".li'|l'llt'ki'll.
Wir sehreiben somit nur die Coéfficienten  der gegihlten Einheiten hin und  drdcken die Avg
derselben, die Benennong lediglich durch die Stelle aus: 857 bedentet 8 Hunderter, daz
5 Zehner und dazy noch 7 Einer.  Diese Avt vermittelzt nor zehn Zahlzeichen  oder Zitferi
die unendliche Reihe der Zahlen avszudreicken ist von allen civilizierten Valkern angenommen.

Wir verdanken dicse hochwichtige Erfindung  den Indern, von welehen sie dureeh die Avaber

aul muns cekommen  ist, wid neonnen  deshallb  dieses Svstem  der Zahlbegeichnung  das indische




oder arabizehe ;"'.i!|||.t'I|='I\.~||-:|| oder anch: weil Dmmer I'||- 1 Einheiten zn einer hiahern Binlieit
‘-"'-"L'i'lli;_"l 1.'|'|'I'|!f-||. 1|il.~ :‘{.r‘|||||'|".\p-\.|i'i|| orlelr n|;:-. lil‘|{:|lii-‘|':'.-' :f_;|||5_‘-||-_'\-|1-|“_

“il' Zahlen  wnd lie H|H-|';|]i~||| des  ihlens bilden die Grondlace  alles Rechnens,
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E}f'liill_flll]ﬂ'l'll oaniet, [ mtis2en \\vlli_u'-lwh:- ewel Fahlen  eceeben  sein. e Arvithmetik hat
die Auleabe, alleemein wiiltice Reeeln  fiir das Zablenvechnen  aulzustellen,  Um die Regeln in
|

alleemeiner Giltickeit nnd  nicht etwa oure fie eingelne bestimmie Zallenbeispicle abenleien,

bedient die Arithmetik sich zor Bezeichunnge einer Yahl i alleemeinen noch besonderer Zeichen,

und zwar bat man. nm eine beliebige Zahl zu hezeichnen, die Buehztaben des kleinen lateinischen
Alphabets gewihlt, so dass ireend ein Buchstabe ctwa a ivgend cine belichize Zahl bezeiclmet.

Sollen in ciner Rechnnng zwei gleiche sonst aber hiwe Fahlen Dezeichuer weriden, =o

wihlt man dazu natoreemiizs anch denselben Buchstaben,  Zwei verschiedene Buehstaben a wnd
b driicken zwel von einander verschiedene zonst aber eanz helichice Zahlen ans, Die Einbihrong

dieser alleemeinen Yahlzeichen it in der Avithmetik von erosscr Wichtickeit, denn wir erreichen

damit  nicht nur, dazs die abeeleiteten Regeln von  allecmeiner Giltie il sondern wie

kinnen die Reeeln aneh in kuezer and deshally leicht dbersichtlicher Form o ansdeicken,  Um

die Art und Weise. wie die .‘_-nl-_-'.\-|||-'||:-|| Zallen mit einander verbunden werden soll

Bedingungen der Reehnung anzoeeben, scbranchen wir chenfalls einfache Zeichen, die Rechen-

.f.:'il']]l'll. I|I||i 111l .H\H'f x:l||}-'|| |||i| |-i||;[||u|1-|' %Al \:-!'-_-_',r.-i.-||e-|| iu-f|i|'|u 11 '.\i:' = |||'|' :-f,l-]--lu-;! ey

it. Mt Hilfe dieser embachen Yuorcistuneen kKénnen wiv dann einen

Cileichheit oder Unelei

mathematizelien Gedanken korz und  dbersichtlich zowohl miindliell  alz schreiftlich anzdeieken.
thematizehien Gedanken | L il hitlie | |

[Ya bei allen eivilisierten Vialkern [ Theremnstiommnune in der Form und im Gebranche der o

LATLIEEL
Zeichen  herescht, =0 18t diese mathematisehe }'Jq-in'|||-||=|||',||';'||- clejchsam eine internationale,  so
daz= ein mathematischer Godanlee, dey . 13 von einem Dentsehen in diesen Yeichen anseedriekt
ist, von einem franzizizchen, enclizehen, italienizchen Mathematiker o gleicher Weise verstanden

wird,  Freilich eehiorvt zum Uhersetzen

dieser Zeichensprache in unsere gewdholiche Sprache
"ill'i'_"lf" ]"-i'll;'ll_f_": l”l'.-:' [i|l|'|' l||'|| =ellern rAll \'<-r'|1|i||1-]|| 15t :ll'-'| cine H.‘I!I1|I|::I.!.'__'il|ll' lias .'rl'-|||I||-'Ii-l lien
I uterricht=. e SBache hat  aliep keine besondere  Schwierickeit, wenn un Unterreieht  won
\.‘--|:'LII:_L' dall <|il|'::|||- .‘_"i'!Jiilh'lJ \\fl'll_ ||;|_=-- |i_i|~ 111 ;‘:.l-ir?n-;. ;|i|:|'|:'i|4'||'-'. H"'_','l'l:ll o1 M a5 !II'I"i'-l' i
Worten ansgedriickt werden und anch umeckehrt die Receln in Worten in die mathematizsehe
xl'i|'||r‘||i]|‘.‘|v|||' ihersetzt werden,

Wir haben oben anesehen,  wie die natiiviichen Zahlen ans  der Kinheit entstelen,
niimlich so dass die Vereinigune von einer Einheit und noch  ciner Einheit die Ywel ergiebi

und =0 fort, indem man zu jeder schon eebildeten Vercinigoneg noch eine Finheit hinzofiizt.

Die Einheiten, welehe wir zugefiigt haben, kénnen wir natinlich allmiblich von einer beliebigen
Zahl anfangend auch  wieder foetnehmen und werden  dabei die vorher cehildete Aalilenreihe

1 III|I_$_"I'I§I‘]I|'E|'I' Hil']h'llllll_'_r '1|||'I'E! anlea., I||I\.|| TETLIREET |:‘i:‘-—v Art von |'i'||1']' _'_"I"_l'l'.lll"lll'll Zahl




nenen Aahlen aberznechen die Umkelirune der Operation des Zihlens oder bezgeichnen auch die
erste Art, bei weleher je cine Einheit zugelegt wird, mit vorwiirts zihlen und die zweite Art.
el weleher 'i‘l' eine inleit WO IO TIen wird, mit rickwirts ihlen, =chon  hier ist daraul
autmerksam zn machen, dass die Umkehrune  der Operationen in der Mathematik eine orosse
Rolle spielt. um von =ehon auleestellten  mathematischen Wahrleiten zun neuen 2o gelangen,
Wir werden dieses im Verlauf ungerer Untersuehungen diber die Zahlen unid Zahlenkombinationen
bestitict finden.  Wenn wir nun viickwiivts zihlend von der Zahl a ab alle vorher dureh vorwirts
githlen  gebildeten Zablen  durehlanfen haben, so werden  wiv endlich zu  unserm friithern Aus-
_'.".'tllj.*‘r]rlﬂlhll' i Bins (1) apccekommen sein, o es Grift nun  die Frage auf, ob damit die
Operation dez Riackwiivtszihlens  ihe Ende erreicht hat, oder ol wir noch  weitere Einheiton
fortnehmen kiimmen,  Oline Zweilel kann man die eine Binheit avel noch fortnelimen.  Wir

hehalten dawy eine Zahl aber nieht mehe dlivie: dieses Nichtvorhandensein oines Fahlenwertes

dreiickt man durch das Zeichen der Null () aus.  Die Null ist also keine cigentliche Zahl, =i
nimmt eine . Ausnahimestellope e, und  bel Aulstellung  der Bechnimmesremely wind sie deshall
el |u-:=1'|||c|l'|'+' |-|I[I']'.'-|H'hll.’:_'_" l'[':nl'l|='."||, (ERLT] E':-—-I.J.I|~-]r'||l'l|_ oly -|il' |'lil' ?-;1|IEP‘II .'I”I'_‘.I'J:ll'i'.l .'._"l'i][-lu'-'
Regel aneh fiie die Null wiltie st In der sclion oben senanuten Abhandlung iiber die vier
Species sagt Hesse von der Null in etwaz poetischier Weise:  LSie ist unter den aleebraizelien
Girdszen der Mephistopheles, weleher zwar den meisten Gesetzen der vier Specics unterworfen ist,
andere Geselze  aber amiszachtet. Will man demnach Tretimer  vermeiden, wie se alliédelich
vorkomwen, mdem man mit der Nuoll wprade =20 '||=I'|'i1'1'|, wiee mit andern .'|I:_:'I'|:l['.'|i.'"l'||l"l| (Friissen,
so = man der Zahl Null eine eany besondere Aufmerksamkeit  suwonden. Man keunt (e
Cre=etze der vier .‘4|;||'|'i|--. welehen diec Noll wicht nuterwortfen ist, und Jdoch achtet man daranl

nieht ner Is erklder zieh dieses daraus. dass man ot mit aleehraizelion Auadricken  zu

"|‘I'I'il'l'ﬂ"' |I.'IC. r|i|' et =ellst meht liil.".‘|1':=ll"|| |{'f||||'-_ Vi \'.'t']-:‘lll"H man nur das ”ii'|I|||_|__-'_—:.u't-_='1-L;':
kennt.,  Da kann e sich dann letelit c-r'-‘i_u'll--w. ta== man in dem Crlauben handelt, die |‘1}|||l||il"|1'['|(1||
Ausdriicke seien von der Noll versehieden, wihvend  sie il eleich sind. Es izt in der Tha

nieht go leicht, die Fehler 2o vermeiden, zo welehen die’ Nall verfithet.®  Fahren wir nun von

iler Null ans mit der Operation des Riekwiirtszihlens . b, der Weenalme einzelner Einheiten

weiter fort, so werden wir finden, dass wir zn Zahlenwerten kommen, welehe in der Reile der
natirlichen Zalilen nicht vorkommen: man benennt diese Zahlenwerte. welehe unter Null liegen
nnd dureh riickwiivts zithlen von der Null ans entstanden sind, als negative Zahlen und hezeichnet
A1 dadurch, dass man der Zahl, welche die vickwivts gegihlten Einheiten aneielit. ein Dosonderes
Leichon, das Minu=zeichen vorsetzt. a bedewtet also einen Zallenwert, der daduorel entstanden
15k, dass man von der Null aus a Einbeifen reickwirts vezihlt hat.  Tm Cewensatz 7 den
negativen. Zahlen nennen wiv dicjenigen Zablenwerte, welehe von der Null aus dureh vorwiicts

ziblen entstanden sind, positive Zalilen, ond wenn wir diese Eirenzchalt besonders hervorhehen

wollen. geben wir ilinen ebenfalls ein Vaorzeichen, dag Pluszeichen.  Eine Zahl a ohie Vorzeichen




ailt im allgemeinen als eine positive Zahl.  Nebensiichlich  sei bemerkt, dass wiv sue Bildone
der negativen Zahlenwerte ein Recht haben, da wir es mit abstrakten vein ideellen Beeriffen
zu thun haben, Aber dicses Reelt st wm so mnzweilelbafter. da Zahlonwerte,  welehe unter
Null Liegen, auch im praktizehen Leben vorkommen: cin landlinfiges Beizpiel st der Vermiocens-

stand ecines Menschen, der wolil nuter Null sein kann,  Die gewonuene Zallenveilie  kinnen

wirr uns veranschanlichen, indem  wiv von einem Punkte aus, den wir den Nul punkt mennen
wollen, eine cerade Linde ziehen und von dem Nullpunkt ansechend pach einander eine heliehie
cewilhlte Linge, welehe die Einheit rveprasentiert, auftragen. Die Entfernumeen der Endpunkie
vou  dem Nullpunkte mogen dann die positiven Zahlen  davstellen, Yerlineern wir nun die
verade Linie  dber den N|||||>|||L|ii hinauns, also o einer dem Verlaulf der vorher eezosenen
Linie gerade enfgegengesetzten Richtung wud  tragen min vom Nullpunkt auns  die  cewiililte
Lingeneinheit anch in dieser Richtung auf, so ceben uns die Hotfernnneen der jedesmalicen

Endpunkie vom Nullpunkte cin Bild der negativen Zahlen,

Addition und Subtraktion.

Wir atellen uns die Auleabic, z2u ciner sesehenen Zahl a cine andere soechene Yahl
hinzn zu zihlen, die beiden gegebenen Zahlen zu addieren oder eine neue Zahl zu hoden, wislehe
=0 viel Einheiten enthialt als die beiden gegchenen Zallen sonsammen.  Die avithmetisehe Farm
der Auteabe izt a - b, und wenn wir annehmen, dass die sesuchte Zall ¢ izt =0 crhalte
wir die Gleichunge

aa=lly ¢

i '—'"'.‘—'"5””"'“ Zablen a und b pennt man die Sommanden oder Posten, e die

weahenen  Aalilen

he=ondere “!'-".l'ii'llllllllllﬁl'ul |-I'i||"_g|'|:_ e aus dhesen sofort =|il' Stellnne, '.'-|'||'i:l' ||i.- j’::l!|| i iler

ist die Form der sunune. Wir wereden i jeder  arithmetizehien Form  den

Rechnune  einnimmt, zo erkennen: ehenzo orhalten  die oesinchten  Xahlen besondere Naier
welehe wns damn sagen, durch welehe Reehnungsart die beteefende Zahl entstanden ist.
Wenn es nue auf die Gesammizahl der Finheiten ankommt, so izt es offenbar oleiel-
wiiltiz, ob ich b zo a oder a zun b hinzulere.
1 ] oy =l
L h. Eine Summe #ndevt iheeir Weort nichs,  wenn ich die Reihenfolee der Sommanden  voer

dandere.* Die Zahlen a und b nehmen in der Bechnune also eanz eleiche stellune  ein und

haben daher den schon angegebenen gemeinsamen Namen Summanden oder Poston.

Wie 8 = 0 4 a entstanden ist. indem ieh von O um a Einheiten vorwicts wihle, a0

I

cutsteht ¢ ans a 4 b, indem ieh von a ans um b Einheiten vorwiirts il

¢, Darans lolet, dass,
wenn ich zu einer positiven Zahl eine andere positive Zahl addiere, als Summe siclanch eine
|Hl*-ili'n'|‘ Zalhl ergieht,

Fine nene Rechnungszart erhalten wir durel Umkehrnne  anserer Auteabe, indem wip

it wesuchte Zahl mit ciner e -_l'1'_:'|'|l|'||:'ll Tahlen vertauschen. Die nene Auafrabe Lejss nun :




£ Qi L

witd also die Zall boeoaneht, Da e aus a wnd boentstand,  indem ich von a aus uin b Ein-

heiten vorwirts ziblte, so wird boans ¢ und  a eefunden  werden, indem ich von & ans wm a

dinhetten riickwirts wihle oder indem ieh von ¢ Einheiten a Einheiten fortnelime, abziche oder

subtrabiere.  Die Lahl o heisst Minuendus, . h. die Zahl, welelie vermindert werden soll, uwl

die Lahl a heisst Subtvahendus o, h, die #ahl, welehe abeerooren werden =oll, T Zeichen wiril

die Anleabe dareestellt durch o a.  Die gesuchte Zabl b nennen wir die Differenz oder den
Uiitersehied der gecebenen Zahlon, o a i=t also die Form der Differens,
{ b H I'

Zu Demerken ist, daz= die Auleabe der Samuienbildon

einnelomen, wit einander vertanseht werden kinnen, ohne dass der Wert der Summe sicl dinder

nur eine Umkehrnne  cestattet, weil in

- 4 |
llI'!' ol 1 00T 0 G e LR 5 T 1 ,'|||-i:'|',-|||'|p:' L WG, o

ie beiden sesehenen Zablen eanz eleiche Stellupe

[t in einer Differenz  dee Minunendus o o

deser als der Subtrabendus I (a = L) &0
werde iel. indem el vou a aus um b Einheiten vickwicts zihle, anl sine positive Zahl kommen,

Ist der Minuendons a und der Subitrahendus thm eleich, also auch a, so komme ich, indem el

v a ans a Finheiten evickwiivts zihle., zor 0,
H A i

cich dem Minuendus ist. hat den Wert Null,

1= der Sabtraliendus ciner Differonz a b eedisser als der Minnendus, 20 werde ich. indem

d, h. eme Diffevenz, in welcher der Subtrabendns o

ich vou a aus b Einheiten riickwicis zilile, z0 ciner ueeativen Zall kommen,  Tst der subitra-
hendos bz B ume o Einheiten evizzer als a, also b A dy s50 komme ich, indem iel voi
Minnendns a evst a Einheiten viickwiirtz zthle. aul Noll, wd wenn ieh non, wie vorl

ivee £ahl il.

WL Wi

wertere d Hinheiten eiickwiirt: thie

a 1 o, wenms b = =k qE]

oy Loeine Diffevenz, deren Subtrahendus  @rosser ist alz  der Minnendus. hat einen nesativen

Lahivowert,

Wir wollen nun antersuchen, in weleher Weise oine Differenz ihven Wert dadert, wenn

wir den Minnendus mit dem Subtrahiendus vertansehen,  a h, woniL a boound zwar

woieht, ndem el b Einheiten wegnehme, -die  positive

hl = dz i

& wenn wie vorher a v =+l 150 cie nesative Zahl d, also s

il f {h £l)-
e Klammer wm L a bedeutel, dassich die Diffevenz auseerechnet denken soll. Ist in der
IMlferens a i dder Sulitraliendus orbsser alz der Minuendus, 1 g nnd zwar b =a -+ . so
hat, wie wir schon ohen ceschen haben. die Differeny den Wert d, Viertansche ich den
Mim mit dem Subtrahendus, =0 crhali wl 1 A, il da b = g = 0wl =200 hat diese
Differens den Wert 4-ul;  Also aueh i diesem Falle i

(&} t"lé| ALl |i|||:L|'||, \.'||'|-'||a' AN Ifl-l' '..'_'1'g'|~|-|'!:l~|| ‘f,;;||| i .'||||“|'I'|'. I“i' -rilu'l'ln-:.p '_I’.;|||] { .-|-|‘-i‘-|-||_ l:w

1|.
¥

s
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R




o boowenn méan o einer Differenz den Minwenduz mit dem Subteahendus vertauseht, =0 nimmt

die Differenz das enteierenoresetaie Vorzeichen an,  Zalilen. welehe durel il

wnder verbunden sind, nenut man die Glieder  der zusammensesetzien  arithmetiseho

mit ¢

szt ein Monom, eine Form wit zwei Glicdern heisst Binom, mit

Form. Ein cinzelnes Glied

||l'1'i 1:.ir'-1'l'|| 'J‘J‘;illllll. it ilr'lil'.‘li_-;' \.'il']"!- [;]il"h'!'ll 1 I'u|.'-:ll-'||, ls a owird Dep \'i:.--i.
mdem man. - wie oben ecklivn ist. von booaus wm oa Finheiten vorwiets sible Tst ooun b

opisser als a. nimlich b a - i, 50 bleibe ich, indem ich von boaus um a Kinheiten

vorwiirts wihle, noch um o Einheiten in dem  neeativen Lahlengebiet: vou der Null entfornt

i 4 a = . [st aber b a mud zwar a = b 4 d. =0 erhalte ich fiip s
mdem qele von Iy erst b Einheiten vorwiiets zihle, Null und indem ich, wie voreoschreichon
ist, noch weitere  Hinheiten vorwirts  zithle, ereiebt sich fir b= ey Wert 4= .
Vereleichen  wiv diese Werte mit denen, welche wir vorher  fiie b relunden haben, =0
erkennen wir, dass a — b = b == a it o, i i Celiedder eines Ausdrucks it iliren

Vorzeichen kommen in ilhiver Reibenfolee verindert werden, ohne  dazs der Ausdinek seinen

Wert i

dert., Da a Iy (h a) war, =0 kinnen wir lier zelon bomerken, dass,

wenn wir in dem Ausdvock rechts vom Gleichheitszeichen die Parenthesen woelassen wollen.

wirr den Gliedern in der Paventhese das enteevongesetzte Vordei

T TSSe).

Wir haben cesehen, dass die Summe -+ a4 + b

nnden wird, indem wie von

ans b Einheiten vorwirtz zihlen . L. in dems=elben Sinne, in welehem der Sommande b el

i-l. [Die IJiHII'I'I:JI}'. T il [y '-1.'il'<| |H'I'4'-:‘||I|l':_ i||:||'|j-l wWIT vonp - a i b Einheiten |'-..|'|,'\'._|'.-.

gihlen . i entgerengesetzten Sinne, in weleliem der Subtraliendus 1y wezihbt ist,  Bohalien

wir nun diese Definitionen des Addierens aud subtraliterens bei anch in dem Falle, in oweleliem

der zu addierende Summande  oder  der Subtrahendos necative #a

tlen sind, 8o werden sicl

anell  hiefir  die |:i'l'||lllllru'r~l'1'_:1'i| auf’ einfache Weise erechen.  Soll ozu = g der Smmoanile

b hinzogefuet werden, so halien wir von - a aug um b Einheiten in demselben Sinmne

weiter zu zihlen, in welchem der Summande gezihlt izt o b viickwiiets.  Die Aufwabe -+ g

11 bz vermehren dasselbe Resultat wie die sehon behandele == a4 nm == 1
i yermindern,
g oy 4} = by
Soll von - a die Zahl b subtrabiert werden, so miissen wir nach  der Dofinition

t||-=' -“'1I-il15'.'lhél"|'l‘tlr- Vil 1 a wmn h i':i::ill'irl":'_ \'|I'i|i'i “Ahlen 1i|-,-: Gl eoemnresetzien ,'-'E|,||- al=
i dem, i welchem  der Subtrahendus eegihle ist, L b, vorwiieke, Wir =chen somit, dass die

Aufeabe 4+ a um bz vermindern dasselbe Resultat ereiclt als die schon b

Ui = Iy L vermehron.
el | (| h) = - ok 2o o
Aus den beiden letzten Formeln ereiebt sich der Satz dazs die Subteaktion  eine

positiven oder negativen Zahl stets ersetat werden kann durch die Addition der chlgerenoezetzien
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Yahl . h. einer Zahl, welche mit dem o chenen Subtrahendus das elteereneesetate Vorzeichen
hiat, aber ,'||:._g'|'-|'||q-|| vorm  Vorzeichen im absoluten Werte mit. ihm dibereinstimmt. [
die Subtraktion sich stets dureh die Addition ersetzen lisst, so sind fiiv das praktizche Reclinen

die: Reeeln der leizteren von  begonderer Wichtigkeit,  Nach unzeren  Ausfiihrungen  kinnen

wir aber als Rechnungsvepeln der Addition fiir das prakfische Reclinen die foleenden anfstellen,

Twel Tablen, welche eleiche Vorzeichen haben, werden addiert, ndem man die ab2oluten
Werte addiert und der Summe dasselbe Vorzeichen eiebf, welehes die Snmmanden haben.

Zwei Zallen, welehe wngleiche Vorzeichen  haben, worden  addiert, indem  man  den
kleineren abzoluten Wert von dem erdssercn subitrahiert und der Differenz das Yorzeichen des
Summanden giebt, in welechem die absolote Zahl die grissere ist.

Wir wollen nun  die _'1|||:|,{::|1|' hehandeln, ein Binom. d. L. eine Swmmne oder Differens
g ciner eeeehenen Lahl @ addieren  oder von  derselben zu subtrahicren. e Aunfoabe hat
al=o vier versehiedene Fiille, welehe nach einander durchgegangen werden sollen,

1) Dhe Addition einer Summe zu einer Zahl: a - (b ¢).  Addiere dch zu a erst
b Kinheiten, so erhalte ich a -+ b, deh habe damn aber noch ¢ Figheiten wn wenig  addiert,
flice ich dicse auch noch hinew, =0 erhalte ich a 4= b - c.

a - (b =0) a -+ h—+4 ¢

L k. eine Summe wird addiert, indem man ibre Summanden einzeln addiert.
[ miee hier nebenbei die Bemerkung Platz finden, dass bei den Operationen i
alleemeinen Fahlzeichien  wie i, b, ¢, natichich ein wirkliches Ausvechnen  wie e bestimmuten \.'i}
e, die Zahlen- «

ar und es hleibt dann meistens dem Gesehick des Rechners

fablen nicht stattfinden kann; die allgemeine Avithmetik hat vielmehe die Auof;

ormen umgnformen s transformie

=i, -|i|'li|'lli_£'|- Farm  #u '.\ia||||'||, '.\'|'||'||r~ i I:.Il' '.\i1'|\|i\'||1' ."LII'-I‘I'I'||I|1-I">'_" 1 .:_'l':'l'lu'lll'll

Falle die beste ist. o, L, welehe anf dem kiivzesten Weee zom Ziele fiihet.  Der zuletzt aulgeliihvte
Saty lehet also, dass man, statt erst b - ¢ 2un addieren und dann diese Summe zn a hinzozntngen,
auch so verfahren kann, dass man zn a erst b adidiect und z2u der Summe noeh ¢ hinzufogt.

L

= ist dalier wichtie. dass wir die aneefilivte Gleichung, welche die Emformung enthiilt. anch

Falle fir hestimmte Zablen wird das eine oder das andere vorzuziehen sein,

umngekehrt aussprechen.  Wir befolgen hier, wie bei spiteren Umkehrangen von Gleichungen,

den Grandsatz. dass. wenn die Grisse a oleich ist der Grosse b, aneh die Grésse b oeleieh a izt
S0 erhalten wir dureh Umkehrong

a+ b4+ e=a-4 (b4 ¢

i, b Statt zwei Zalilen b ound ¢ nach einander zu addieren, kann man anch ihve Swme addieren,

2) Die Addition einer Differeny zu einer Zahl: a == (b ¢).  Addiere ich erst b zn a
=20 erhalte ich a = L. iech habe dann aber ¢ Einheiten zu viel addiert, da ich nure b e i
addieren soll; diese ¢ Einheiten muss ich also noch wegnehmen und erhalte 1

a-+ (b —e¢)=a-1+b—e




|
{
L
d. i, eine Difterenz addiert man, ifmdem man threen Minuvendos addiert wond den Subteabendus
anbirahiert.
Dureh Umnkehvune ergielit sich:
a4 = [} - = B |;|| ¢
d, L. Statt eine Zahl b ozo addieren und  dann eine zweite ¢ zo subtrabieren, kann oman die
Differens dieser beiden Zahlen addieven.,
Aus 1) und ‘2) ergielit gich noch die Regel, dass, wenn vor einer Parenthese e
zeichien  steht, man auch «ie Parenthesen fortlaszen kann. Durel die  oben anwereliene
Methode  der Ableitune kanun man  diese Regel anel ansdehnen aol den Fall, dass in de
Parenthese ein Polynom steht.
a4 (I 4= ¢ il 8] —a - b -0 d-— e
d. L. ein Polynom wivd addiert, indem man seine positiven Glieder addiert und die nesativen
(Hlieder sabtrahiert.
3 Die Subtraktion einer Summe von einer fahl: a (h =+ ¢). Subteahiere ich vo
a erst b, =0 echalte ich a — B, ich habe dann aber noch ¢ Einheiten zn wenig subteahieet,
dieze mus= ich noch fortnelmen und evhalie
a (b +e)=ua b §
i, b, eine Somme subtrahiert man, indem man die summanden einzeln subteahieret.
Dureh Umkelirnng folet hievans:
\-K} i b [ ol (h 4 ¢)
. d. I Statt zwer Zahlen nach einander zu subtrahieren, kann man ihve Summe subtrahicren.
4y Die Subtraktion einer  Differenz:  a (I ¢).  =ubteahiere dich von a erst b,
| so erhalte ch a b, dann habe ich aber ¢ Hinheiten zu viel subtraliert, denn ich zoll ja
e b ¢ subtrahieren.  IDhese ¢ Finheiten mnsz ich also voch zulegen und erhalie:
i (b i b -4 ¢
i, hoeine Diftereny wird subtrabiert, indem man den Miopnendos subitvabiert und den Subtealendus
addiert.  Dureh Umkelrung evhalten wir
i h - ¢ = 4 (£ )
d. I =Statt cine Zabl 2o :ubteahicren ood  daon eipe zweite gooaddieven,  kaun wan aneh dice
Differens der beiden Yablen sabtrabieren.,
Aus :\r:I |4||1| H i=‘[ l‘["‘il‘lH”l'll_ 1|u—-=, wWent o vaol l'inl'l' Paventhese  cin .f.l'ix'|||': ~:|~I|r
|.’|||1| T AN ||i|' f’:||'e‘||l|||‘.=r~r| |'|1t'||,:1.-"-'4'|1 \\'i”, LTTERL .-|c'|i|'1l| {:|-|n'1||' i der Parenthese 4|::- CUTEErEe])-
_'_','i'.q'[;-',lv \-Ill'p’,l'il'lll‘ll II':-|I|-|| Hil==, ,"|.|Ji'|| i|it~.—~'i' Hl'u'i~| |.:|.-'~:I .-il']: ||III'I.'|I |;.i|' ‘|'[|1' |1i|||-||||' abeew e
Methode der Ableitung anl Polynome ansdehnen.
| a — (b + e d @) sy [ s LA |

d. . ein Polynom wird sobtrahiert, indem man seine |-|-.~'ir't'.'r*|| Glieder subteabiert and  die

||1-y_';ai1i\'|'t| addiert,
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Zahlt eine Zahl nicht absolute Einheiten, sondern Dinge oder anch Zahlen, haben wir
esoalgo mit benannten Zahlen zu thun, so kann ohue Unterbrechung vorwiicts oder rickwiiets
nnre dann eezhlt werden, wenn die  gezihlten Dinge  oder dalilen nnter eipander elejehariis

e

sind,  Wir erhalten hievaus den Grundsatz, dass benannte Zahlen nor dann addiert oder sulir:

werden konnen. wenn die Benennunzen  der Zalilen eleich sind. Izt dieser Bedingune seniet,

0 werden benannte: Zablen in der Weise addiert  oder subivahiert, dass man die abziihlenden
Zahlen oder Coéfficienten, mit ihren Yorzeichen zusammen senomimen, addiert oder =sebtealinert
und  dieselbe Benennung  beibebilt.  Die Ziffern  des dekadischen Zahlensystems  baben  hre
J'.q-:u-||||||||_l_:|'|| E|| |il'|| .“1|-|.|_--|||.'||'I'I|'I|. |I*- miis=en e .r/..'lh|l'|| .'I|-|- AL Adddition oder .“'illllll'i:klilli:

g0 angeordnet werden, dass  die Ziffern mit gleichen  Stellenwerten  addiert wnd  subtrahiert

werden, Um Polynome zn addieren setat man die gleichbenannten Glieder dersellen antercinander

g subtralieren, setzt man die Glieder des Subtrahendos unter die eleichbenannten des Minuendus,

[ AT

verwandelt  die Vorzeichen der cinzelnen Glicder des Sobtrahendus o die ente
und addiert dann.
Multiplikation und Division.
A. Multiplikation.
Hat eine Summe lauter oleiche Summanden, =o  kinnen diese  als die abzoggihlenden
Finheiten aneesehen werden.  Zihle die Yahl a Einer ab, 50 bravchen wir das Geziblie, die

Fins, micht amznoeben, obwoll es anch westattet ist nnd zuweilen auch seschichi,

a a, 1
Teaten an diec Stelle der abzoaziblenden Einer andere Zahlen, o missen letstere I‘ an
pevehen  werden. Das Schema einer Smnme, deren eleicher Sommande  die Zahl b ds0 o
deren hl der Snmmanden a ist. werden wir ausdeigcken darch
il
il T ;'| > ih ' - 1 * + + . 1 =_'|

tndem wir hei dem letzten  Gliede die Anzahl  der Smmmanden oben angeben ond, daoa eine
nnbestimmite belichier kleine  oder orosse |u|-i|i'.|- Yahl  =ein muss. die feblenden =mmmanden
dureh die Punkt-Reile ansdeticken,  Da die Summe dovell Aneabe der beiden Zalilen a und b
vollstiindiee bestimmt  ist, so schreiben wie =ie in deér einfacheren Form oa . b (& mal b)) oo
TN l|i|'-‘l' [T ATE .|',i|||I|H'|‘iu.'|I!' |"t|I'];| -'i-ll |'|'|u.|_|.,:, T .Ir"l.::|||. '.\|-||'_|1-- e der S 'l An-
zahl der Summanden angab, wivd in der Form  des Produkis Multiplikator cenannt, uwd - die

Zahl, welche in der summe der gleiche summande war, heiss

Multiplikandus,  Wir wollen hiehei noeh besonders die Analogic hervorheben, welche awizchen

der Bildune  der unbenannten Zahlen auns der Eins, der Bildune der benannten Zahlen  ans
Coéfficient nund Benennong und  der Bildung  des Produkis aus der gezihlien oder zn verviel-

tachenden Zabl und der zihlenden oder vervielfachenden Zahl hesteht.

fithet nun die Addition dieser Glhieder nach der oben .'lll:_"i'_‘_"l'llll'llf'll Rewel aus: |'\||_\ 1O e

in der. Form des Produkis der




(g

Wie bei der =umme and Differenz. wollen wir nun beim Produkt die Frace stellen.

welehe Verdnderung mit demzellien vorgeht, wenn man dic henen Lahlen a und b in theer

Stelhme in der Rechnunge mit einander vertanscht. }’.:J||'|1‘::I"-':-|.].-|.- seioen, dags man in einem
Produkt den Multiplikator mit dem Multiplikandus vertauschen kann, olne dass dadureh der
‘L\-i'J'| l|l'.“- ]'I'ucllllril- e _‘l“‘ll']'l;“;_’ |-|'1!'!-||r'l, Ui anch :;||:'|-|:!-'ic: |_i|l'||,’_||\\1'i-\-l'||. asgs a . h

v o a i1st, 2tellen wir b, seiner Entsteling eemdiss, dar als sige Suomme ang Binern wad schireiben

die Gleichune zwizehen den beiden Formen a mal untereinander.

Bei der letzten Gleichung haben wir am Anfanee aneeceben, dass es die ate i=t. Und d;

cine unhestimmte beliehig kleine oder erosse Zahl 15t s0 sind die (ehlen

en Gleichuneen durel

Munktreilicn illl*_gt'lll'lll']{l'_ Addieren wir nun dic=e Gleichuneen, =0 erhalten wir nach dem (5 1L

satrer: Laleiches zu Gleichem addiert oieht Gleiches® wieder eine Gleichune,  Ihe in vertikaler

Reithe anteremander stehenden Einer zililen wie dalwed sisanumnen und erhalien fie _';.-.i;- Viortileal

werle den Wert i, alzo

D bedden cpcehenen Zahlen kivnen also ohne Verdinderune des Produkts vertanschi
'-""|"il"ll'. '|"-“-|Ill||' habien sie ansser den oben :|||'_;|-g'|'|r‘.-|||-|| Hl"fl'i-'||:| (T FEL RN noeh dien :l'!.-||-i||-;-_|:;--||
Namen PFaktoren. Wir konnen schon hier bemervken, dass die Multiplikation nur eine U
kehrong sestatten wird,

Wir wollen nun dasz Vorzeichen des Produkis bestimmen, wenn der Multiplikator o
der _".|||E|E|||'||\;|!||ill- positive oder negative Zalhlen =ind. Dabied wird die Bedeotone  eines: Pro-
duktes, dessen Multiplikator necativ ist, noch Lesonders festeestellt werden nisson.

ikandus eine positive Lahl, so kann das

Ly Ist sowohl der Multiplikator als der Multip

Produke daveestellt. werden als eine Sunmme aus lauter eleichen =wm antlen. [ b ddicze =ummne

stets einen positiven Zablenwert haben musz, so ist auch das Produkt aus zwei [rogilive

Zahlen |n|_='i|]'\'.
2) Ist der Multiplikator eine positive, der Multiplikandus aber eine 1w

Iff-ilil-.. LY

kann man das Produkt als eine Summe auns lauter eleichen necativen Sommanden  darstellen.

Hine solehe Summe muss aber stets cinen neeativen Wert  haben, daher izt das Produkn ans

einem positiven Multiplikator und einem negativen Multiplikandus eine necative Zahl,




\
o

s e

2 Wenn wiv bedenken, dass die Zahl a entztand, indem wir von 0 ans a Einheiter
ritckwiteis zihlten, so wird das Produki a b die Bedentung  haben miissen. dass wir den
Multiplikandus mit dem  abseluten Werte des Muoltiplikators multiplicieren und - die erhaltene
Zahl von Null abzichen.  1st der Multiplicator also eine negative wmud der Multiplicandus eine

argustellen  als cine Swnme  ans lanter  positives

positive Zahl, so haben wir das Produokt o
sSuminanden,  deren Wert |-n-‘i|i'. i=t, umed haben dann diese Somme von O abzuziehen, erhalle
st eine |||'_§.‘[Ii‘.+'?.il|l|. Woenn li,;1||+".' il :'l|1i|li|:|'|il‘:lltll' m':_:.'lEi\ widd der _1'-]||||iil|ii':|1||]||,- ]mrhi'.
1=t =0 hat dazs Prodokt cinen oeeativen Wert.

by Wenn sowohl der Multiplikator als auch der Multiplikandos negativ sind, o kinne
wir, indem dep _\l1:][i|:]i];;[|u|' abzolof conommen wird. das Produkt zondchst darvstellen als eine
Stmane ans lauter necativen Summanden.  Der Wert devselben izt negativ und wir liaben il
noch von O abeogichen; da= evgiebt, wie aus friheren Austihringen folet, eine positive Zahl.
Haben also Multiplikator und Multiplikandus  necative Vorzeichen, =o hat das Produkt einen
positiven Zahlenwert.

i den !-I';lkli.—cwh--n Gebrauch konnen die abeeleiteten Zeichenvegeln in foleende heide
Receln zusammencelasst werden,

Fin Produkt ans wwei Faktoren, welche sleiches Vorzeichen haben, hat einen positiven
LZahlenwert.

Ein Produki aus zwei Faktoren, welehe enteesrengescizte Vorzeichen haben, hat eine

necativen Aahlenwert. y

i

Ans he=en '.f.e~ir'::-'|||-u--_r¢-]|| n||_'!‘ .‘\'|I1|.|i|l|i|-i;||ill1'. i'LI|:'] noeh, t|.'|:~.- er oben  far Elur-i['-ll'l-
Faktoren bewiesene Batz, dass ein Produks seinen Weret nicht #ndervt, wenn man den Multiplikator

mit dem Multiplikandus vertanseht, alleemeine Giltigkeit hat.  Er gilt aneh dann. wenn d
Produkt mehr als zwei Faktoren hat, and es kann also in "|.».|4-;|:| Produkt die Reihenfolee der
Faktoren beliehie eeiindert werden, ohme dazs daduveh das Prodokt seinen Wert dindert.
abie (abh) ¢ = fae) bh.= (be) & u. 5w,
Wir wollen uns mun die Aufoeabe stellen, cin Produkt za berechnen, wenn der Multi-
plikator eine cinfache Lahl, dery Multiplikandus aber cin Binom  also eine Summe oder eine
Differenz izt a (b == ¢ Wir kinnen  dieges Produkt davstellen als eine Summe ans lanter

oleichen Supunanden (b= el IMe Apzahl der Summanden musz a =ein

-

= (b -+ ¢} < !In =F [ s 5 g . - 1 I_|I 1 ).

ta vor den Parventhesen iiherall i zeichen stehen, =0 Konnen wir sie \'-n'_'_:]ét*--*l‘P: nnil

erhalten




S e
l[enn eineg Summe  ans  pesitiven  and neeativen Gliedern &nderet ilven Wert nielit,  wenn an
lie Rethenfolee der sommanden dudert. Beachiten wir ferner den Satz: L Statt mehrere Zahlen
pach einander 2u addieren oder zu =abtealicren, kann man auch die Snmme derselben addieren
oder subtrahieren®, so erhalten wir | 1l
a (ly e T A | P PR hh - e e L e =i, 1
Al ae
d, h. Man multipliciert eine Smome (Differenz) mit einer Zahl, indem man die Glieder dersellben
cinzeln multipliciert und die Produkie addiert (subtrabiert). Dieser Saiz oilt aneh dann, wenn
die Summe inoein J'lr;_\nlm[ tiliopeeht. e Ableitunezmethode bleibt dieselbe,
Dureh Umkebrimg des Satzes erhalten wir:
ab 1+ ac = a (h 4+ ¢)
d. he Wenn die Glieder ciner Summe (Differenz) Produkte sind, welehe einen oleichen Faktor
haben, so Kann man den eoleichen Faktor mit der Summe (Differenz) der uneleichen Faktorer
'tlll]|iEI|iG"iI'|'l'::, Und ;||J_-_,;|-||||-]|| heizet der Salz: Wenn die Glieder eines |’n'l_\'||-|||:~ Produke
‘;|H|. \\'*'1i‘|li' '_"|l‘i!'!'ll' Faktoren haben, =o kann man die oleichen Faktoren i:l'l':|I|—|I1'|:iI|t'I| e
(EHE IJIII‘i:' Illi':|ii'-’ll|" 111 |’:s|'l'||l||r'-'l' alz Fakior |'.,]':'4-|; la=zen.
Daa (b + ¢ Vs Al IR £
20 izt anel (b—= ¢} a — al) -t ac
d, b, Mit einer =uuwme ||]|]'c'l'|'|_1}‘. |||I|!IE]I|-!"is'!'| main, indem an ot .EI'I:I'IIZ (e e |=|-||I‘|~|il':'-'|'i_
g nd die einzelnen Produkte addiert (subtraliert).
| Hat sowobl der .\‘|'I]|:|a|5|iill-||' als auch der .‘LI:I|I'.|-|i|\.’||||iI|~ die Form eines Binoms, so
missen wir e ."."-I|"iilll:'." Ll Hl'-'||||||||_g-|'n'<_r'<'||| '-||'_'|'||-|t' vier J"i't| e niI|I-'!'-I'||l'in|='||,
1) Multiplikator und Multiplikandus haben die Form einer Summe: (a - h) (e -1 d).
Denken wir uns zuniichst den Multiplikandus (e d) alz cine auzeercchuete Zahl, so erhalie
wir nach den vorher aheeleiteten Beweln
(a4 by (e dy = (¢ 4 d) == b (e i)
(ac - ad) == (he == hd)
= == el et =
2 Der 1|II:'Ii|h3i]L:|:I'II' 1=t cine Differensz. der Multiplikanduz eine summe: (a hlfe == d).
Wir denken uns wieder (¢ 4= d) als eine anseerechnete Yahl und echalien:
(2 ) (e < d)y= a (c - d) b (e = )
(ac - -ad) (he' - bd)
ag -~ ad Iy Lyl
3} Der -"|!l|ii['|ik-'llﬂl' izt eine Summe, der 3'-]ulli[-|il{.:|'..'||||.~ eine Differenz: (a == by (e ).
Verfahren wir wie vorher., so ereieht sich
(a +— h) e d) affec—id) + be o)
= (ac — ad) - (be Facl )
; ac — ad <~ be Lrdl.,




b =Bowoell der Mualtipl al= auch der .'\]lllli]lFi;-';Llu-lll.~ haben die Form ciner Diffe-

reng: [ IFRT d)
b (e i) a i) Iy (e i)
[ag ail) { L lhel )
ar ail - hie===hal:

Dieselbe Methode der Ableitune kann man befoleen, wenn Mu

tiplikator  und Multi-

plikandus l."l. womte s, e Besultate, welehe die Betrachinnge  der vier einzelnen Fille
crochen hat, kinnen wir pone indem wir zneleich die Veralleemeinerung: anf Polvnome  vor-

I Al 1 f - e i e 1 : - : 1 & b o e b
nehmen, o dem Satze .I!I-.‘|>.‘""|I-"II. ..ﬂ\\t'n [|'|l'|II1III|i' '-'-I'I'|i'I| mt einander |||I|[|||ri||'|l'I'E. LIehenn

T et B B B Y g e B E et ib e o s cha = nT i g9
man Jedes Glied des Maoltphkators, mit dem  Vorzeichen zusammengenommen, mit jedem Gliede
des Multiplikanduz, . cbenlallzs mit. dem Vorzeichen des betreffenden Glicdes senommen, mualti-
|-|i|'iu-|'.’ 1||-r| _'l”I' --i||;-'|'||-r-|| J"-IIIIILiP ;:l|-|i|'|'|_"

Mit Anwendung dieser Multiplikationsregel erhalten wir foleende Formeln:

LY {a-== ") (& < l) ad 2ab - his

2 (a h)(a = 2 alh 4= bb

S (a4 b)(a =+ hj(a + Iy 1 T I 5 Y A 1 e M P
aaa |- & aab - 3 abh =+ bhb

L} ia h)(a Iv) (& P—— 1 T 2 oaly bh) {a )

ia 3 aal = 3 ahly Ik, 4
'm

- . . 1 - . 1 - =) 1
Begeichnen wir cin Produkt aus zwel oleicheon Faktoren a a mit 2= (a hoch 2 oder

a4 Quadrat) und ein Produkt aus deei gleichen Faktoven aoa a mit o™ (a hoch 3 oder a Koabus),

<0 nehmen die obigen Formeln folgende Gestalt an;

=2 -} =)
1y ==y at = 2 ah 4 h¥
=} )
A )= a 2 aly Iy
; 3 2 2 3
N Iy i ¥ea=h y ab™ = L
v ) ) 1
218 |-:|I - g aoath I ab= - h*!
Wit erhalten ferner;
) 1
LI B | by 3 Iy —d b 1=

i, h. die Summe  zweier Zdahlen multipliciert mit der Mfferenz devselben  beiden Zalilen  oieht

die Difterenz ihrer Quadrate.  Die Formeln 1

j hiz B kommen hiulig auch ameekehret ane An-
wendune,  Die Umbkehrnne van 55 lautet:
) -} )
a~ h= T o V] ) Iy}

il h. die Differenz zweier Quadratzahlen kann dareestellt werden als ein Produkt ans Summe

der Grundzahlen mal Differenz derzellen.




B

B. Division.
Wir wollen nun die Aalvabie  der ."||I|'|[-|[||E|\:1Ii|'| ah ¢ nmkehren, mwdem wne die

cetindene Zahl ¢ mit ciner  der o shepgen fablen vertanzchen ond g und ¢ als eocelion o

boals vezneht ansehen. Wir haben schon oben bemerkt, dass ez nor eine Umkelreone e
,\iulii[ulil.nr:.uu _:'l'|a|'|| kann, da a und b, die Faktoren, in der Rechinune canz eleiche: Stellung

cinnelimnen.  Die neue Aofeabe heizst also: es soll emne Zahl cofunden werden, welehe mit einm

voophenen Lahl I!l||.||élhlil"-l'l"| aine andere wecebhene Lahl ereielt. e Auleabe wird oelizt =i,
wenn el e Zahl ¢ davstellen kaon als eme Smome anz oleichen Sunmanden il e Auzahl
der Somnanden ist dann die evesnchte Zahl b, THese wird alzo angeben, wic oft die Zahl

1 i

i ¢ enthalten i=t.  Die Aufeabio st aber awel eelozt, wenn  ich ¢ darvstelle als  cine Somm

chen summanden. Nun izt der eleiche sammande b odic sesuchte Zahl,  Diese wir
alzo auch retunden. indem ich ¢ in a eleiche Teile zerlege. Wie nennen die geoehene Zall,
welche o gleiche Teile seteils werden  soll,  Dividendus  und  die Zabl.  welche den eleichon
Teil darstellt, nennen wir Divisor.  Dhe cesachie Lahl, welche aneiehit, wice viel mal der Diviso
i Dhividendos enthalien izt heisst der Quotient (quotions wie oft),  Indem wir bestinnmen, wii

oft der Divisor i dem Ihvidendus enthalien ist. wmessen wir den letgteren doarel den ersteren

als Mazsembeit,  Dep Quotient =tellt nach dicser zanne die Masszall vor I avithmeti=elie

Yolehen wird die Auleabe avsredviels dorelr ¢ 29 oder ——.  Aus der Debfinition dere MAufiraly
Hi
folet ohme weiteres, dass der Quotient mil dem o muliphiciert, den Dividendus ereehien
[ . L ¥ . P .
LSS S s L =00 oder. wenn wir die Zahl a als Dividendoz und boals Thvisor nelimen:

i
st der Dividendus a nicht ein Vielfaches des Divisors b, so kann  der Quotient  nim

dann vollstindiz angegeben werden,  wenn wir uns die Bins in b oeleiche Teile seteilt denken,

= i i - | ¢ : - ; I i - ;

|'.i|'.l'|| solehen Tell bezerclnet man it R Betrachten wir nun diese Zahl | als il |'.|.|.'|':I
) )

mnd zZihlen wir a solehe Einheiten al, so erbalten wiv nach der feitheren Darvstellone -

a
1 1 | HAL
= . T i g e o a
2= st =owit a die abziblends Zahl, der Coéflicient oder Multiplikator und —— stellt dic el i
= 11

Kinheit, die Benennunge vor,  Eige Summe von Zahlen kann man o eine  cecclhione Anzall
oletcher Tetle wevlecen. iuden wan jeden Smowmanden o die verchene Anzahl eleicher Teile

1 1 - . ) - L) & ¥ il .
verleot nnd je emen Teill vou Jedem Summanden zu=anuoen nonmi. a2 booder wird alz=o

1
dargestellt werden kinnen, indem ich a in Einer zerlege, jeiden Biner o beoeleiche Teile feil

nmil je einen Teil nehme.




=R
Somit drieken  die Formen a. :' 1nd oleiche Zahlenwerie ans
1 il
. b = b
Die Form IE. wird anch Brueh genannt and die Zahl b heisst dann der Nemner (die Benennunne
~ md a, der Zihler, izt nach unserer Darvstellung die Zall, welche die Binheiten : abwililt.
Beachten wir. dasz Zahlen mit eleicher Beneununge addiert oder subtrahicrt werden, indem man
e Coefficienten addiert oder subtrabiert und diezelbe Benennune |u'i§||'||:'|][, =0 werden wir e
lie Addition oder Subtraktion der Briiche mit gleéichen Nennern die Reeel echalten: Briiche
it gleichen Nennern: werden addiert oder subtraliert. indent man thrre Zihler addiert oder
subtrabiert nnd den eleichen Nenner Fed b w1
i ¢ i [
1 II Il
Durvell Umkehrune ervhalien wir:
| (i i ¢
b b 2=y
do he eine Summe oder Differenz, oder  veralleemeinert  ein Polynom  wird durch  eine . Zahl
ividiert, indem man I-|l.'~|l"~' Cxliedd dureh i Zahl li]\'ili]l'l'i nnd  die ul!-llil'l.lt'll ier  additiver
Glieder addievt und die der subtraktiven (lieder subtrahiert,
[We Ihvisor kaun aber anch eine ||t-_:';:|f\|' Zahl -"'-'ii‘ll_ il wir werden dalier c'Ian'"illl'-ill
e Fraee stellen mizzen, welches Yorzeichen erhilt ey Chotient, wenn Divizor ond Dividendos 2
aliehig positive oder negative: Zahlen sind. - Wir werden  dabei wieder vier Fille zu unter- *}
shen haben,
1 |‘ikif|1':|-£|z:- il I]i\'i*lll' .*i-||r| |I'|:-iri\|' IH"..‘||l|l'|| —— & ' Iy, II||'|II '-L'rl|||'1| ;I||I|i"i!!|:||'||,
ter Quotient habe den absoluten Wert o, das Vorgeichen desselben sei aber noch unbestimmnt.
E= mus2 dann #ein:
T e el |
Bin Produkt ans zwei Faktoren ist nur dann positiv, wenn die beiden Faktoren oleiches Vor-
hen haben, also muss  positiv sein,
2 Der Dividendus zei eine nevative, der [ivizor eine !_“.-i[il‘.- Ziahl: q, + == 1.
Dann muss der Quotient mit dem Divisor multipliciert den Dividendus erechen, also:
(4 h) . q = e
Fin Produkt aus zwei gleichen Faktoven hat aber nur danm einen nesativen Wert, wenn  die :
widen Faktoren entgegengesetztes Vorzeichen haben.  Deshall muss q negativ sein.
3} Der Dividendus soll eine positive, der Divisor eine necative Zahl sein: - a : =T
Hierans ergiebt sich
( ) ) = 4 &
Ein Produkt aus zwei eleichen Faktoren kann uur dann positiv sein, wenn die beiden Faktoren
sleielies Vorzeichen haben. also muss (| eine negative Zahl sein.
|
\
i
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b mowolil der Dividendus als der Divisor sind  noeativ g I i i
pichtic hestimmt, wenn

{ b) . 1 a

0 Lt Fia 1- ¢ - X | . ¥ L A - 3 iil P S
st Min Produkt ans zwei Faktoven kanne aber nore dann neeativ sein, wenn die beiden Fakto

enfeezeneesetzies Yorzeichen haben, also mnzs  posidiv sein,

: B R ! 2
Faszen wir die Freecbhnisse anserver Untersuchone  zusamimen, =0 @

Divigion die foleenden Xeichenreceln:  Haben Dividendos und Divisor oleiehe 1
1=t -|l':' llll.--iin-ni_ |-|:~-:|i\_ H il i}i'.fl;n-ull'.h TLERER I’-I\i‘n I L ) VLS Ul A K N oz =
der Quotient negativ.,

e Division ¢ines |’|||_\'.-_||1:1- duorel eine Lahl, dieselbe sei |-|:-5|i'. oder necativ,

demunach =0 .'|I|-u|';-l'ii'|'r werden inbz=en. dass man _E,I"|l'-c Cilied]  dles |]l-|_1.I|I~I||-. mit =einenm Yo
seichen oenommen, «doveh  den Divisor mit Beacliinne  der Zeichenvereln  dividieri o

einzelinen iLII:-|IiI'| ton addiert.

g | Ii i il
[ h - ¢ i) e
({ (2] i i
H 1] i |
| i = 1} Fl LER] T o
L} L 1 [ &

|h-;' H|':||'|| | entsteht, mdem 1ch Eins n b .-_-||-|-'||- Petle tetle und  a

abzihle.  Teile ich jeden Teil = hech 1o wleiche 'l =i weh die Kins i b, o olejel
Toile zevieet. oin solehe: Tetlehen hat demmacly den Zahlenwent || : bovon diesen Peileh
Ml
2 | i H11! L & .
Fusmmmen ——  wight . Dalier muss utler sein, . L. ein Broeh Gindert
I I b I

und Nenner mit

seinen  Wert nielit, wenn man  =einen Yoall wmltiphicie

ailer  dividier. i erste  Operation  nennt man  ene o Seweiternne

s i'rl'l'.--'||t'-.

hiee Nenner  habien, e i
el \"“ [ G |

faches voun a als vor yst. =olehe Palilen

Dadureh wird o= maelich, Briche; e

gen.  Sind
|

spthe viele, Ume aber ddie Bechoune piclit nondds @u eeweitern., wird  man

dhen Nennern zu be

Brachen it

eine Fahl 2o suchen, welehe =owohl ein Vi

] b

A o die o

1
| 6L B R s Ll \li'f

i Briiche addicren ader sulitre

ader Subtraktion von Breichen mit eleichen Nennern.  Unterschoiden wir die canzen Zalilen

¥ 1 oy B () i LI ¥
assen, Ghrundzahlen oder Primza

i 1
zerie

solehe: welehe sieh meht m Fakton 1111

welehe =icll in Faktoren zevlecen lassen, zus: setute Zah

LN

stets zu der letzteren Avt gehdrven, er wird aber nur soviel Primfalcto 11

dic Primfaktoren eines jeden einzelnen Nenners darin vorkommen.

s wwette: das Helaa

Dividendns van a md b =nehen, iese Lahl hei=st der (oneralienner. Erweitert
e Braehe =0, daze sie 20 Nennern  den Generalnenner habiew a0 kam

e 1] flas
aufestellten Rewel e Additio

I T
e, el solelie,
en. =0 wird ein Greneraluenne
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— 2]
A I il Fae al == he
|| |] |;|i '||| .Ill
a a o a i
¢ !
h (1§ l| I
= ul e q il L1 Ly a1
(§TH [ITE -!ll.'i' T TR
Haben wir ein Produkt, in welchem der Muoltiplikator cine ganze Zahl, der Multipli-
: : u I3 2
candus e Braeh ist, a . , =0 18t
i
4
) ] b I
a - T e Ay
i i i i
i
! I ¢ . ¥ oy i
i
Al
=
b, einen Broeh multipliciert man  mif einer  wanzen Zahl, indem man  den Zéiihler mit der
[ AR 'f',.;l!l |||II|I-||J]iI'.;I'I'I.
|;|-;|.,-||||--; WL, '|;[:-_h - = sy ok AR J‘.I.’:*— =0 1'1tl-l:|||e||-|| 1=1. IL'L‘-“- s oD g'||-||--'|- |
b 1] '|
Tl weteilt izt und a dieser Teile zusammengenommen =ind, 20 wird e oG oehildet werden, o
£ h \ r‘

¢ teilen und a soleher Teile verei

molen wir o oan b -4'1:'|"||:' 1"+

i ¢ ac
L =2
i :I |'
el Umkehrnne echiilt man
aly L}
— 4 .
L i
3l f
||Ic| prm— ry II
{ i

'L, .:IIlli'I.II ATH AN ":|||'1'~ der ||"Il\'|“|"'|| \I”I'l'll 'Jil'

din Produks wird: durel eine dahl dividie

Zalhl dividiert. Fiir die Ausvechnung wivd es am eeschickiesten sein,  wenn wan zure Divizion

ctor withlt, welcher ein Viellaches des Divisors ist.

I einen solehen Ba

WO 1

Eine benannte Zahl wivd dureh eine unbenannte Zahl dividiert, in eleiche Teile weteilt,

milem man den Codfheienten  durvch die Fahl dividiert ond die Benennune bethehilt; 12 Meter

dividiert durch 3 eieht 4 Meter, 9 Zehner dividiert doreh 3 oieht 3 felhiner. G Brueh swird
durel eine ecange Zahl dividiert, imdem man seinen Fahler  dovel die sanze Zahl dividiert  ond

don Nenner beibelile . l”,)




Erwerters ach den letzten Broch min oo =0 ent=tch le _1\|||'!|:|a|iu'_|--|'|- el die Aosdetic ke :
mit ¢, 0 erhalte ich in beiden Fillen den Dividewdus = Bin Broeh wird alzo duvel

ne In

e wanze Zahl dividiers, indow man den Aililer doreh die canze Zabl dividiert oder fdem
nan den Nenner wit der eanzen Fahl multipliciert, Duveh Upikebrong ereieht =ich; I. = SRl
Lo Dreeh ein Produke dividiers wan, indem wan dovel die Fakioren nach einander dividiest.

Zwel Zahlen mit gleicher Benennung dividiert man, indem man die Cocllicienten dovel einande

dividiert, der Quotient =6 eine unbenannte Zahl, die Mazzzabl, welehe angicht. wievielmal er

Divizor i Dividendns enthalten ist,  Zwei Zahlen mit aoeleicher Benennune zn dividieren Lal

keinen Sinn, es =ei deon,  dass dieselben zieh in Benannte Zalhlen verwandeln  lasso
Da man mit einem Broch multipliciert, indem man dureh seinen Newner dividiert nud
dann mit dem Zahler multipliciert, =0 ist:
el L 8 s
w5 Ll Lyl il
. Briiche werden wat einander wultipliciert, indem man die Zibler wit einander  und die

Netner mit einander wnltipliciert.

,{ Briche mit

sleichen Nenneen dividiers man alzo, indem wan die Zihler dividiert.

fwer  Lahlen, welehe mit einander |||I||1i}'|i"il"'l das Produkt 1 ceben,  aenne Wil
: . o | a l
reciproke oder nmeekehrvie Zabilenwerte, # 13 oa il . = 1
1 Hi " 1
1] 1 b L1
|
i [k b
{1 ) H RN 1
(L84 .
I i 1

Pureh cinen Broch dividiert man al=o. indem man mit sein

a reciproken Werte multiplicier

¥ il |||.| lic] ITE

P | a ’ il L i i v il i
Mulfiplicieren wir den Quotienten -~ mit dem Divisor . a0 erhalten wir
7T

| il [zl I
len Dividendus.  Die Division dureh einen Breuch kann alzo in jedem Falle duvceh Multiplikation

mit dem reciproken Wepte des Broches  ersetst werien, Die Division zweicr Polynome kaun

man aurickfihren  anl die Division voun Monomen,  Man dividiert zwei ||"|_'-I||-|||I'. mdem man
|I 1:l-l'\"i"l' 'i"“- []_I‘\'illl'll'hl-' wnd des Ihvizors '.f.iI||.'U'||-I ordnet, dann da= erste Glicd es |Fi~.i~|||'~
in das erste Glied des Dividendus hiveindividiert, <o erhilt man das erste Gliod des Chioticenten:

mit diesem multipliciers man nun den ganzen Divizor and zieht das Produkt von dem Dividendus




et

e i

ibehalpune des Divisord wie vorhe

alie mit dem Rest als nenen Dividendus verBihet man mit

and erhiilt qo daz zweite Glied des Quotienten . s w.

Direh Teilune der Binheit kinnen wie das dekadische Zahlensystem duvel =tellenwerte, .

\,-..-|,-h|- |\||'i'||'|' :1|__- |_ »E||ci, crweilern. “:-ill'lu Wi yYou oer Finerstelle zaur L1 -“.|I'|‘I|' el

- Yo [ 1 E ' \ 1 o
I'u-|'||[-. =) \.'.i-1'-.||'!| i ?..I'.nr"'ll tie=er .‘“:|'|||' f|||. [;l'lll‘llllllllu oder den P‘1r':|l‘I|\\I'I'I 10 habwen, e
wanl rechts foloende Stelle wird die Benennung i habien w = w. Indem wir «he Stelle
|

der Biner durel ein reel ich machen, konnen wir die Stelle

= \|;|,||¢'|'l'l| _:I':"I":-ﬂl"" I omima kennt

selnen Yiffern leieht bestimmen.  Gehen  wit eine Stelle  von reehits nach link=

woerte der
el ClE |.|:-|'i-_l'.:-z (KA |||.:|| S0 PORSE, il in IiJiI'_"1'|i1']||'il'

1||-|' :f.ill-l'l'l.i '|i'|'| |“, 'I'uII = '\lrl'i'.:l'l

witchi=t der neue Stellenwert o

worter, =

Hi:'||‘.'.l||l_" 1L eine -'"-'II'HI' '»H'flt'l';"l'l'li"liI_ Ili'lrl’rli i W

§ 1 X CIT] . | - e 1 i 1 [} | . . i3 | 3 13
Stollenwertes an. el Brweiternng der Stellen von links nach rechts dber die

hinaus entstehen die Diecimalbrinehie,

Potenz — Wurzel. Logarithmus.

A. Potenzen.

Bin Produkt ans oleichen Faktoren ist hestimme, wenn man den gleichen or md ilie
Anzahl der Fakioren kennt. [a= Produkt
i
R Bl 5 T H - - _ J
sehreiht man t"-ll|';1l'i-l'l' ;III a hoeh n). [Mese nene :||'i.".:::|'|i=|':‘:|' |":II':‘|| nennt  nan l'illl' |'--1:-' i»’
|".IH' Poteny 1St al=0 '.':I- Prodult ans '_"!.'.'il'||"ll |'L:||-'|<II'I'I|. |’I'I '_f|"i~'||" [laktin A owird e de |
Form der Potenz die Grundzalil oder Basis senannt, and dic: Zall w, owaelehe die Anzahl der i
Faktoren aneiebt. heisst in der Form  der Potens der |".\|'l=!i"|:|. e crste Poteng ¢inep Zahl
1=t qlie Fahl =elbst :il' = i = 1oay, Potenzen. welehe in Grondzahl  and }i: potent itherein
stimmen.  addiert oder solwrabiert man, indem man e Codllicienten  addiert oder sabtraliert.
'Ii | .'I.' o -III T 5] 'I!I ™ .lII o I '!“ i '_:“ ':&I :|'I .|] s
Man sicht dabei die eleichen Potenzen als die eegziblten Binheiten, Benenmuneen, an and belolat
die Rewel, welehe wir fir Addition oder Subtraktion gleichbenanuter Zahlen anlwestellt haben,
Oder man hetrachter die Glieder als Produkte mit dem zemeinschalthehen Faktor a' . weleher
heraus eohoben und mit Summe oder Differenz der uneleichen Faktoven multipliciert wiril.
Das Produkt von Potenzen, welche sowehl ungleiche Grandzahlen alz auch ungleiche
Exponenten halen, G H fhssp sich nieht inoeincer einfacheren Form darstellen.  Das Prodokd
von zwei Potenzen mit eleicher Grundzahl A gl eptordert die Moltiplikation zweier Produkee,
welehe heide nur oleiche Faktoren enthalten: diese Multiplikation érgieht em Produki  aus
soviel eleichen Faktoren als . Potenzen susammen halich, alzo ans @ -+ 1) Faktoren: und
kann wicder als eine Potens davgestellt werden,
3
a
il
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Potenzen  mit eleicher Basis -1;:;|iiF'|i"i"I'[ man, indem man die Basis nnverimndert Lzt
: 1 ye 1 v 0 . ] . 1 1 Vs
md die: Exponenten addievs,  Durel Umkehrung ergielit sicli; a aicat doh Hine

stellt werden als ein Produkt hus Potenzen

Potenz, deren !-_'\|...;||-|,| elie =nmime is5t. kann daroe
nit devselben Grondzahl und wit den einzgeluen Swnmanden als ixponenten.

Das Produkt von zwei Potenzen it nneleicher Grondzahl aber mit eliti ] ]-:\!...J,,.”_-..
it DY wird ansgefihet dureh Multiplikation zweier Produkte, deven jedes fir siell eleiche

Faktoren enthalt and in welehen

hl der Faktoren e 1=t Wi erhalten  dadureh

Produkt, in welechem die Reilienfolee der Faktoren

o werden kann, ohine dass dadurels

sich der Wert, des Produkts dndert. Da die Faktoren a und  die Faktoren L in  eleicher \ -

galll vorhanden sind, s0 kénnen wir aul ein a immer b foleen lassen. FPassen wir dann  ein
i golches Produkt (al) als éine Zahl auf, =0 echalten wiv ein Prodokt  ans eleichen Fakioren,
| weleles sich in die Form der |'|-I--||;{ nrMnerenn =St
!
e 11
a I |
1
‘I: Illl 1l :I 1
; I 1
[ e vl i Y 8 et i et 1 Tt N Rt 1
il
fab) (ab) (ah) L R R
[ab

Potenzen mit wleichen Exponeuten werden multipliciert, mdem man die Grandzahlen multipliciert,
1 | il

ureh Umkehvung ereieht sich (ab) a . beld b Bin Produkt wi

i"| |"‘II'I1}'.;-'I'[_ -!||-|--I||
die einzelnen Faktoren potenziert werden
Dividieren wir zwei Potenzen . welehe cleiche Groundzalhlen haben. =0 erhalten  wir

einen Brueh, in welehem Zibler und Nenner Produkte ans oleichen Faktoren sid, W ITRETET

Bruch kénnen wir heben.  Sind im Zahler ebenzoviel Faktoren vorhanden als im Nenner, =0
]

i

erhalten wir = l. Hai der Zibler mehr Faktoren als
Nenner  alle I"H[-illii'l‘ll fort umdl die .‘I.ii}'.‘llll: 4i|'|' I".‘||-{|.||'|-||

Aunzahl der Faktoren des Nenners, Hat

der Nenner, 50 heben  gieh 1111
des Zihlers vermindert sich nm die

hingegen der Zihler weniger Paktoren als der Nenner,

=0 heben sich die Faktoren des Zihlers shwntlich fort. =o dass nur der nicht ausdrieklich an-

gegebene aber jmmer vorhandene Faktor 1 ibrie bleibt, und die Anzahl der Faktoren des
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Yoo 11
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| et I Tinkehrune

renyg 1=k Kanl

elbien  Ghenndzalil =i [ 1=

|'-.'.|-l‘|||".| e 1'|:I|"."J'

IMvidieren wir zwei Potenzen

von Faktoren simd.

diander eleielen Brichen mit je

darrestollt werden als ein Broch,

Analil dor Fakforen des Zihlers: Die Produkte aus ¢

Form der Poteny eebracht.
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I—n
el - B | a
1
L1i==-11
:"I 1
:]l-:u'}n-“ f:-..|:-|.-‘,;-.|||l'ln werden divid ‘£, indlemy man dic I':\.|n|||s-'-.-ll-,- -Iillll'.'llli{'
1
. 1 1 el 1. 4 . .
ieht sich a ’ 5 d. b, Kine Potenz, deven Exponent emne I
e

| desgon Ziahler wnd Nenver: Potenzen voune il

ithler st der Mi

|':\|-l-:||'||l der Potenz im
i Nenner i=t eleieh demn Subfrahendus.
mit uneleiclie Grnndzalilen aber eleichen |':\2|'UIII'II

Breaeh, dessen Zahler und Nenner Produkte mit gleicher Az

Wit enen

enduz und «d

It.
-

[
ahil

Dieser Broch kann davecstellt werden als ein Produkt aus einzeluen anter

i Zihler nud Newncr.  Dieses Produkt

cinem  Faktor

chiett Brichen Drineren wie dann i die Form der Potenz,
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lJll'll'll.‘:l'II mit :‘lr'il'|li'.’=

':.\]lflllr'lllv:- werden  dividiert. indem  man  die Greandzabilen  dividiert.

11 1

- 5 . i H ; y N 4 o

I'llt't'|| [ II1|.|LE'|II'IIII_:' l'l'tliL|1|'I| LA H { | } = d. h. ein 1-!'|;-'|-, wird potenzieet, nplem  man
] I |
Is

den Zibler und den Nenner potenziert.

. - . 5 1 ; - : =

Soll eine Potenz a™ noeh mit n L EETPATRE wertden | a0 g erhaltene wie e o
dukt aus 1 oleichen Faktoren al™  Theses Lerechnen wir, da die  einzelie Faktorern Potenzen
mif _L:|I'i-‘]|l'l' Cermndzahl =ind, dem wir die |':_\'|N||||":'_|e'.'|_ ailidieren., Da  aber (die [':‘»iu|||".|2--||

gleich sind, 20 erhalten wir dureh die Addition eine Summe  aus eleichen Sumumanden,  welele,

wie wir feiiher eesehen haben, sich als Produkt sehreiben Bissi,

]
1T I 1 1 I
R B i G b St a
I
_IllL = 1= 11 . ! & = 2 ;. 1
AL
Eine Potens wird potenziert, hndem man die [".,\|m:||':,|r-: ||.||||i]||il-i|-g|
Danach st il -,'” = gilellls at s oalsn ,'_tm:“ ( gl -,”' (. b, Wenn auan
l'illi' :f:il|l| II|l'hI'f||Jl|*— ||.'=|'||='F||:|l|l|!-:' Al Iil'—ll'l'.;fil'}'rll |1:||, =i |;;:|||| mart die “l*iill"'l'l-:'_"f- vy |'I-I4'I|-
gierungen beliehie wihlen,
[harch Umkehrnne  ereieht  sjel g™ - ! = .lIIIIII . b, Stakt eme Zahl  owmit einem

Produlet zn potenzieren, kann man sie nacheinander mit dei einzelnen Faktoren potenzieren

1
- " : H} 1 = . . St iy
Wi haben vorher gelunden = 1 n). Fiihren wir die Divigsion vou
il 1! a i
; =00 Jls, la== WIS (e |':_\f|||||l'lﬂl'|l s Nepners vion elem |‘:\|I|-'|_I'|||I'I tles  iihlers sub-
A
trahieren, so ervhalten wir eine feeative Zahl., B2 s6i m 1l P so ergieht sich
m
a 1 . ' 7 | F ! 1
I = Hie a1 1l = - [ SEHE INESE 200 werden  wir anch durch die Forim a |
i al
bezeichnen Kiunen,  Diese Form der Potenz it Hnewativen |-:..|]m”..,..|,.|| st hiufie Gie die TRech-
{LRRTT 21'.—‘|‘F';JI'|{1|‘I' alz die Form des Breweles, sumal da wipe nachweisen  konnen, dass e diese

Potenzen mil nesativen Exponenten  dicselben Rechnungsreeeln oelien wie fir die Potenzen
Ttt |Hl.~'§1i\'l']- |"..\|III]|I‘II||'II. Fine Potens it ety I':\|1.-.-,.-||||-|| st alzo ein Brucl, dessen

Zihler 1 =t und dessen Nenner eine Potenz von derselbien  Geandzabl mit  dem POSIT

genommenen Kxponenten ist und umeekelt,
[ha HY I i | |lII f Iy 'II" . ; : ;
i — — f= a2y | Wy S . i
( il = i i 5 I, boROInnen . Wi IR 1
il Hi L
| |
Ik L
I

¥ r . S il " . - : -
IPotenz: it negativem bExponenten auch eine Potens setzen, deren Grandzall der reciproke Wit

der Grundzahl der evsten Potenz ist und  deven Exponent den entesvenvesetzion Wert. el 1. den

positiven Wert, von dem des Exponenten der ersien Potens Tat.




d. e Wenn der Zihler oder der Nenner eines Bruches eine Potenz mit negativem Exponenten

als Faktor enthilt, so kann man diese Potenz mit positivem Exponenten aus dem Zihler in den
Nenner oder, wenn sie im Nenner stand, aus dem Nenper in den Zahler setzen, ohne dass
dadurch der Bruch zemmen Wert dindert.

Die Methode, um zn zeiven, dass fiir Dotenzen  mit negativen Exponenten  dieselben

Rechuungsreceln gelten wie fir Potenzen mit positiven  Bxpouenten, besteht  darvin, dass man

die Potenzen mit neeativen !'1._'{|m|||-|||1-r| nach der Definition  verwandelt in Ausdriicke, welche
i Potenzen mit positiven Exponenten enthalten. Mit diezen Ansdriicken nimmt man  dann
nach den sehon abgeleiteten Regeln  die vorgeschriebenc Rechnune vor und verwandelt das

Resultat wicder dureh Fortschaffen der etwa vorkommenden Nenner in Potenzen mit negativen

Exponenten.  Die Anwendung dieser Methode wollen wir nur an wwei Beispielen evlautern.

- | " 1 I 1 iy (e —- 1) . 1 il
1) a AL 111 Ut 1 1 1 L =
] il 1
AW 1 : A — 1 : L

(a—m)" o 5

Ant' eleiche Art kann die Richtickeit loleender Formeln abgeleitet werden,

(e e aw UL o yea =Tl e 1 !

P e ST e I {yla— 1 e IR e T E e ) 11l
) A L b = ab) u ) a o il = = {_.-;I;- ) n

1) s |||':|:: e TN =) ( “HI'}' - R e

Und damit i=0 dann gezeiet, dass dieselhen Regeln, welehe [ir Potenzen mit positiven Exponenten

-_-'|-|[|-||, anclh _'|||'_*'|".\.|-||=il'1 werden konmen aal Potenzen wir iII'U'.‘IE-i‘-!'II |':.'~i|!'"I:I'II=l'II.
B. Wurzeln.

I einer Poteng kounen nicht, wie es bei der Summe od beim Produkt dee Fall war,

die Fahlen., welehe die Form bilden, mit einander vertauscht weeden, ohne dass der Wert des
& -

Ausdrneks sieh andert.  Das heweist cin helichipes: Zahlenheispi s = 95 aber ¥ — 52,
f:|'|'|:ui,-f_:g|||_ ||||-.| |".'~_|:-||||-||r ||l'=£!}:|l'l'| also m der [:|'|'||IIIIII:' \I'I'-Cl']:il'lil'lll' n";lt'HIIII'_‘_ e, |i'.lil‘lll ‘-'t'il:'

pun die Zahl,  welche die Ansrechnune der Potens £1 ieht. mit dem I‘._?~.|H|'.--‘I‘IIII‘|| oder it der

Grundzahl vertanschen, ervhalten wir durch Umkelrung aus dem Potenzieren  zwel neng Rech-
=g e, E.~| _'|II ]I ek wWinr |'_4'||l||1'!| 1l ||||‘| |1 als E'I'!"‘lll'llﬁ' f..‘l!l|l'|1 III|ﬂ| \'.II”I'Jl H |IIHiI'II.

g0 haben wir die Aofeale I in n gleiche Faktoren zu zerlegen oder als ein Produkt ans p

eloichen Faktoren davastellen.  Diese Auleabe  bildet dazs Radicieren oder Worzelziehen,  In
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{ ki
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Zeichen wird die A

abe davecstellt durel) }“ o (ot Wurzel aus pl. In dieser arvithmetischen

Form heigst 1 die Zahl, welehe in eleiche Faktoren zerleet oder aus  welelier dic Wureel

geroper werden soll, der Radikandus, und n, die Zahl, welehe angiobt. in wieviel eleiche

die Zahl a, welehe den eleichen Faktor anziebt,  heiz=t dic Woarzel,  Aus dieser Dehinition e

Faktoren zevlect werden soll, nennt man den Wiezel-Exponenten.  Die Form sellist

Wirzelvechnung folet sofort. dass  die Wurzel vichtie bestimmt ist, woenn sie mit dem Wiezels

Exponenten potenzievt den Radikandus ergielt.

(}” ”-}” i

Fhenfalls izt sofort ersichtlich, dass, wenn der Radikandus zchon  die Form einer

Lenz hat,
deren I--\|5”|i|'ll| oletel dem “r||:-'f_|'|-|':\]m|||-||||-|. izt, dasz dann die Woreel eleich der Gonndzeahl

der Potenz 1=t

Wir wollen nun die schon bekannten Rechnung=acten mit Wurzel

D man die Wurzeln in ihver Form als Einheiten ansehen muoss, so kann man Woezoly

nur dann addieven oder subtrabicven, wenn sie canz eleich sind . L. wenn sie eleiche Wiirzol-
[':_\FIIIIH']:'I!'II und eleiche Radikanden habew.  In diesemn Falle addiert oder subtrabiest man sie.

mdem man ihre Coefficienten addiert oder =uldrahiort.

1] 11 L 11 i I 1i 1 : Il I I :
A v R R 24| 5005, i) a XD Pty et i P ey P bl VB
e 1]||||i§'|i'-'~'-'lti<lll und dic Pivision von Wurgelerdssen wollen wir  zonichst fie

Fall vornelonen, daz= die Wiurzeln oleiche 1'.".';||',r_|'|-|'_','\_1|u:||u:::--:| halsen, Haben wir su mult |_,|'.

0 I . Il . . . . » 4

cieren -, mit I S0 wollen wir die Werte dieser Worzeln v nnd w getzen. s muss dann,
wic  vorher anreseben st v = d w! bsein, Multiplicieren wir dieze heiden Gleichunee
mif eimauder, so  erhalten wir die nese Gleichune (v . w) ab,  Radicieren wir pun dies

e : 7 - : e AT
‘ull'll'llllli'_'\' anl” bewden Seiten dorelr 1, 20 missen wir wicder (leiches erlialton. denmn wenn man

-_"|I'i\'|ll' ':I'H“'I‘II ant’ ',,','It'il'l-l' “.I'i-i' '.I'I'.'I||l|--|"|, =0 miEE wieder (leiches ontstehe

- 1 Tl
W T wl'||£l|1l'||.‘ | i W II| | _1|.

ooy v Vi
£

Setzen wir fir v ound wodie Winrseln ¢in, deren Werte diese Labhlen aneeben, =0 eroweht sieh:
i 1 i
! a ] ] I Al

Wurzeln mit gleichen Wurzel-Exponenten  werden multipliciert, indem wan ilee  Badikanden

I||I||1i5llil'-i['."l, L nd (el '-Illlxl'lll'il}!_'_,'_' erhalten wir

o b Auz einem Produkt zielt man eine Wurzel, indem man  sie aus jedem Faktor zicht,
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Das eleiche Verfahren befoleen wir, ame die weiteren Rechnunesreseln fiie Worzelgrossen

abwuleiten, s sollen zwei Worzelordssen  mit gleichen Wurzel - Exponenten dividiert werden,

n {1 e 1 - " I 1 i
I o l I “1|' I||'||I||-:'II a1 ] 1 =i .2']l-||'.|| Y r|'|>|| l Iy —= W, .1:““” HusEs v — 1 |l|H| ,\,..F oy |:|
soin. Invidieren  wir  diese Gleiehuneen und zwar die erste dareh die zweite, =0 erhalten wir
m : v T
h : : i s e F : i e oL
& = mnd dndem wir dorel noradicieren W= |7 2. Setzen wir nun e vound
) 0

wodie Wirwe

e, deren Werte diese Zalilen darvstellen, =0 ereiebt sieh

Wurzeln mit eleichen Worzel-Exponenten werden dividiert, indem man die Radikanden dividiert.

Dureh Umkeheung dicser Gleichung ergieht sich:
i
s |7 a
l [ 11

d. h. Ein Broch wird radiciert. indem man seinen &

ter und seinen Nenner radiciert.

e . ! . : 1 1l
Fine Wurzel ll‘l soll potenziert werden und zawar aur m e Potenz: {I -‘_I'] . st

ln = v, 80 sy vl a sein.  Erheben wir die eleichen Grossen  zur miten Potenz, =0
a
1 1 11 | . ' . alle
entstelit: vt =M — a™ ader ¢ i) = a ound wenn wir diese Gleichune dureh n vadicieren,
E . n 1 : . T G 3 3 5 i 3 =
erhalten wir ™ 1/ ah  Setzen wir wicder lir v die Form  der Worzel, deren Wert es

ancieht, =0 eraieht =2ieh:
i
4] ]!
l‘ "_[ ’ S 1 .’I“I
Fine Wuorzel wind potenziert, indem man ihren Radilanden £|||1-~||;.1'||~|'|_ e Thimkelhrune dieser

(rletehane wielt

in
1 1 -
| al 7 (t :|]

d. b, Bine Potenz vadiciert man, indem man ihree Grondzalil vadiciert wd  die Warzgel  dann

it dem Potenzexponenten potenziert.
i

5 - - i 1] - 3 AU i : 3
Lim eine Worzelorisse )/ ¢ idureh m 2o rcadieieren i vyoo=efzen wir den Werd
i \ 17 a)
A ; Sk i I : Il Fioy e
diesor (Geosse eleich v danm mnss v = 1/a s, Da v der Wert von I/ a 126, 20 muss
: -
auch (.m)' = a oder " a sein.  Radicieren wir diese Gleichung dureh wean und setzen
Y

dann e v die Worzellorm ein, deven Wert v angiebt; o erhalten wirs
m. 1l
I |:- i I il
Hine Wurzel radiciert man also, indem man die Worezel - |':x!_|-|||--l|[|'|| multipliciert.  Die nmge-

J\I'_".I'l'.' |.i'1:-i|"!;!I!|'_' [ersst:
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e e

iy

il |I. r|III'|']l |'i|| |'I'l|-.|IIL\I I':|||i|-i|-l'r T, i||-:||'I|| et ek |‘.i<- Faktoven des [’|-...|r|‘,¢|.-- nach

cinander radiciert,

1 . ; ! iy n
)i / 5 20 18t aue 1. L.
[1a l I a I 4 tmd o nm - ist. =l anch I T I Tk

Wenn eine Zahl mehrefach zo vadicicren ist, =0 kann man die Reihenfolee der Radiciernngen
|-4"|i|-|.|i;_l' wiililen.

I 1 ”-” - v, alzo !l a md wir potenzieren diese Gleichune doreh eimne heliehiee
Zahl . so ervhalten wir " — gl Wind diese Gleichung duveh np radicierd und e v die
Wiz lorm |“': vesefzt, =0 eroiebt sich:

1 np

G— S ndl S = i
|/ a |7 a |/ a |/ &

[¥a a - .'|l izt 20 °r

wlten wir die Reeel:  Fine Worgel iadert theen Wert  uich,

Wi man . den “‘IIL'?.PE-I':\|HI‘.'.I'I|II'J| und den I.:-'I'l-ll\illll:f"ll-J':\|III1'|I'|I|I'I| it elerselleg ;'{illll |||II|.|i-

plicicet oder dividierr, Vermittelst dieser Revel kinnen wir Woezeln, welehe ungleiche Winezel-
Fxponenten  haben, stetzs so wmformen, dass  die Woezel-Exponenten gleieh werden.  Wie be-

stimmen den kleinsten gemeinschaltlichen Dividendus der Wuezel-Exponenten und  muoltiplicieren

dann iu jeder Waorzel den Wuorze
Zahl, daz= der Wurze

mngleiche Worzel-Expouenten haben, worden waltipliciert oder dividieet, indem man it ihonen

-['_'\|1||1',|-||[|'|| i den H;Uii'.;;|'_l|':u-||-'|",,\|||-2||'||I|'|! mit einer solelen

-Exponent eleieh dem comeinsehaltlichen Dividendus wivd,  Woezeln, welcehe

die angegehene Umformung vornimmt nnd dann nach den antwestellten Regeln i Maltiplikation

und  Divizsion von Warzeln mit eleichen Whrzel-Exponcnten verbilt,

Hl. ||_ .“I:;’ Bt 1
" 5 I " I AUk | pit = l S m
i n_ ik T 1
4 P, (1}
A B 1 il
ViV =VaWw -
Nach der Definition der Worzel muss |='| = a =ein,  Wenn wir nun in |“-|’:' tlin

Winzel - Exponenten und  den Radikanden Exponenten dureh n dividieren, =0 erhalten  wir
il 1 m 11 x : . 4 / ; :

| 4 V an = A Izt 1 dem Exponenten  dicser Potenz n nicht als Faktor inoom ent
halten, so0 haben wir eine Potenz mit oebrochenem Exponenien,  Es ist vorteilhalt  [ae die

“t'l‘l'.:'ﬂll'_l'. Il_lt"-l' e e |:l'}'.l'il‘|'"'1lll'_" fir eine ‘l'\-lll'.fr'i cinzufiihren, '-.'.1'-=| Wi !|:t"||\t"_."'lu it LAy

da=z i Potenzen wit cebrochenen Exponenten  dicselben Rechnnnesveseln  selten,  welehe  fiie

Potenzen mit sanzen T RN |-.\|-.a||--||||-|| alieeleitet worden =ind,  Eine Potenz it eehiroe

(LR TR
|':\|NHII'I|I1'II liat e |:I'IEI'II[I:I|'.: Llner "-"I_Ill')'--| ViRl I.'l';|1||- ,_|,._. _\.-:| Grs A= -.-i'.-|-|' |’|-r|'||'f' Vil

Grade des Zihlers. Um zu beweizen, dasz anl Potenzen mit eebroclienen |

I menten diesellen
Rechnungzregeln ansgewendet werden kénnen wie fiie Potenzen mit eanzen positiven [':'~|""--'I|I-'|-.

brimgt man dieselben sandichzt in die Form  der Wuarzel, fihiet dann mit diesen Formen die

voreesehrichene  Rechnune nach den anfwestellten Beeeln aus amd verwandels <ehliez=lich die im

Roesuliat erhaltenen Warzeln in Potenzen wii wihiprochenen i':\l"'i"'||l|-||_
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Aul dieselbe Arvt kaun man ableiten:
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. Lozarvithmen.

Wenn man fir a durch A

ilen Zahlenwert i erhalten hat und man vertanscelt

nun pomit e 2oodass p tand

veophene Lalilon sind und n v

funden werden =oll. =0 hat man
die Aufesabe die vecohene Kahl P oals cine Potenz mit der gegebenen Grundzahl a daezastellen.
Diese Aufgabe nennt man das Logavithwicren einer Zahl in Bezug auf eine oprphene Basis.
Diesellbe wird in Zeichen  darveestellt dureh |IJ‘_=_II ¥ Das Rechenzeichen  wird hier auzoedreielt
durel log,  Diese Begeichnung =t wenioer einfach als die Rechenzeichen. wolche wir in len
schon hehandelten  arithmetischen Greundformen  angewendet haben.,  Daher haben Mohler il
Waorpitzky in ibren bekanwten Lelobiehern der Elementar- Mathematik  einfachere Zeiehon in

Vorschlag gebracht. Da daz Zeichen Worpitzkv'= sich leicht und bequem schreibi, so verdient

= alleemein angenommen #n werden, [ Vi :'i'_'.:l'in-,-p:r Lahl [* welehe i Form einoer [*atenz mit
spaehener Baziz davecstellt werden soll, heisst Numeruz oder Logarvithmandus, and die seschene

Basi= wird logavithmizehe Baziz oder nur Basis o

wnnt. Der oesuchte Fxponent heisst Linea

rithin=, hu= der Definition der Al

croiebt sich ohne weiteres., dazs die logarithmische
Basi= mit dem Lowsarithmns potenziert den Nnmerus creeben muss,

licyir |
A

H : =

i o=ollen non dic Leeavithmen  der auzammensesclzten  arithmetizchen Formen  dorel

il _'_:LI':_:||I1:-'|| i eindaelen ."‘r,;|!:||'| ;1I|.-r,_u'l"|'|i|'|{l \\|'|'|i|'||_ l!it' .'l.1||'-,,'_'.'l|-+'. I|=":; i,-lL:':II'iI'.'.-HlIh
clier =umme oder Differenz darzustellen ans den [.u_-":]|'-||||||||':| der Glieder, lann mit Hiilfe ilisr
Gauss'schen Logavithmen  gelist werden,  Dieselbe  sehart aber nieht in den Untervicht der
Elementav-Mathematik und soll  daler ancli hier fibereaneen  werden,  Wir kommen dann zuo

der Aufgabe, den Logavithmuos  eines Produkts an finden ans den Logarithmen der Faktoren :

|l-:._I he.  Hat log:, o den Zahlenwert m und log. ¢ den Wert 1, so st 2™ = bound 8 —
i .‘I|||§Ii_]l!i\'i|'|'--|| wir diese hetden Gl hmeen, so0 echalien Wir: :lIII T = |, [ b =01

o

e B i

e
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e als eine Poteny mit der Basis a dargestellt ist, 5o izt der Exponent m - noder Logarvithmus

1
WO EMS

| [RTL |||' I -t 1.

=etzen wir fir m ound nodie Form der Locavithwen. denen diese Zablen  elejeheeserzt worden,

=1} I'|'|_i'-|l'|1i -id‘h :

|||;_". |||' == |||:_J'_ || 4 JH‘,:_

d. . der Locaritlinuz einez Produktes ist cleieh der Summe  der Logarithmen der Faktoren

Alz loearithmische Basis miee hier wie in den foleenden Ableitunzen a cenommen werden,

- . - : I = : ; .

Um den Lowarvithmnsg eines Bruches dureh die Losavithimen des Zihlers und Nenners
T . - . 1

vl | PR '.u||-r||-_l' ]H',_',', K] = 1 i|I|1| ln:. [ 1. “i1|||| Hi=s i LU =||‘-'| iJI i

anszudrie

i P - - oL - : \ | Iy
sein,  Dividieren wir diese Gleichungen, =0 echalten  wie a' e . Da der Brach

1 -1 Fihren 'u.l'r

LULLI RS ] A

als Potenz von a davoestellt ist, =0 ist der Lo
pun fir mound nodie ilmen eleichen Guissen log, bound log, ¢ em, so crgiehi sich:
II'\
=
d. I, Der Logarithmuz eines Braches st eleich  dee Differeny  zwischen  dem Logarvithmus  des

|||u'I |1b::_"_ || |||:'_ L
Ziahlers umd dem Loeavithmus des Nenners,

Der Logavithmus  ciner Potenz Y. Ist der Loeavithmuos von bogleiel m, =20 niss
a™ — ) osein. Potenzieren wir diese Gleichune mit n, so evhalten wir: a™ " T B

: . E | .
= a dareestellt ist, so ist der Lowavithmuos von WY eleich dem

i - f - 1 1]

a als vine Potenz mit der Ba

E",:\|u|||-,-||t|'|| |:.ii'-|'|' ]'l;[l'u.’,: ||:I'_f_ [t 1 .1, I||||2' a1 |-|:,'_. Iy war, =0 ereieht =ich
1,ru'. l|II == ]I |||'_', I

d, . Eine Potenz wird |+3f_','€ll':-1||||1i1-|'|_ mdem  man den Loeavithwuos der Greandzahl omit dem

|':\1|t|||-'||r|‘|| I||I1|Ii]r|i|'[l'|'i.

: : g I
Der Logavithmuos ciner Worzel I b
lor. m, alzo a'™ .
e 0 . . 2 al » - 2 1] Il
Zichen wir aol beiden Seiten der Gleichung die nte Wiorzel, =0 erhalfen wie: |/ sl b
imn
A g : : . y . TRl I e
oo VAl o 1ot tla nun Tal e die Formm einer Potenz ot der Bazis a gebracht i:6. 5o
. 11 m . i o e " . 4 5 ’
1=t log, b — . Setzen owir in dieser. Gleichune fie me geinen Wert loe. b oein 2o
1]
eraieht sich:
1 11 lowr, 1y 1
Loyer, e low, |
| Iy
I 11

e Wuezel wird logavithmiert, indem man den Losavithmuos des Radikanden  docelr den

Worzel-Exponenten dividiert.
Stellt man die Logarithmen  der nativlichen Zahlen far cine hestimmte I--::il'_ll||lll--"|l-'
Basiz  susamnen, so  ervl@lt man ein Logavithmensvstem., low, 1 Gt jede Basig, denn

i) il i ap 1 . y . 0y , PR
HI =l e .“"I"“ x:||lli'u'ﬂ.r'l'l Vi . Wenn il |.='—-_".'|I'i'.|||||- nodne eine Basiz -Il'l\:||I|I:




=il =0 kaun man daraus i ar  ecine andere Basis [nden.. Bz =oll Erl-_-'._l Iy
g
metinden werden. wenn' die Losarithmen von der Basis o bekannt gind. st |n\_:'.,I b= m. &0
[5t b Lowvarvithosiorven wir diese Crleichung in Bezue anf die Basis ¢ <o crhalten wir:
o |
i l"—'.- )
ouer, da 0 [T,
[, ||, lger, o ow,
i i i
il ans dicser Calepe i Iden wir
ksl
Sh L | :
|"‘—'-. Iy low. b
log.  a low, g
i =
Wenn  ein Losavithmensvsten bekannt ist. 2o lindet man  die Logarithmen v eine wrprp e

Bazi=. indem man den 1

arithmis ans dem wevehenen svatem dividiert dureh den Logavithinns
I

ler benen Baziz, senommen aus dem Bekannten System, beisst der Modulus  (les

Logavitlhmensystems mit der Basic a. Gewdhnlich benutat man wur Rechnung Logarithmien mit

'|-|'_|;|' |:£||'|'. W II:.I

der Basis 100 welehe nach ilvem ersten Beveclimer Br

am Diduliosten g

Anwendung kommen, comeine Loearithnen cenannt werden,

et R by
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