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Analytische Untersuchung

einer

krummen Linie.

N^enn zwei gerade Linien und X irgend einen spitzigen Winkel L.4X — -z> mit ein¬
ander bilden, aus mehreren Punkten ll', ll", 'L", dos einen Schenkels ^ V gerade Linien
lll?, ll'?', 1""?" senkrecht auf den andern Schenkel gezogen werden, und aus einem in
dem Schenkel ^ Ii willkührlich angenommenen Punkte ? jede dieser Senkrechten mit einem Bogen in
M, AI', AI" ...... durchschnittenwird, dessen Halbmesser der Senkrechten selbst gleich ist, k'AI
— l> R, ?AI' — ?AI" - ?"lr" ; so werden diese Punkte AI, N', AI" . . .,
wie leicht einzusehen, auf einer krummen Linie liegen. In meinen Zusätzen zu BiotS analytischer
Geometrie zeigte ich, daß diese krumme Linie immer eine krumme Linie zweiter Ordnung ist, indem
ich die Gleichung dieser Linie auf die Gleichung zurückführte,welche Biot für die Curven vom zwei¬
ten Grad aufstellt; ich will daher in dieser kurzen Abhandlung diese Curve untersuchen, ohne auf jene
Gleichung Rücksicht zu nehmen, und meine diesjährige Zuhörer können diese analytische Untersuchung
als eine Zugabe zu ineinen Vorträgenüber analytische Geometrie ansehen.

I *



Betrachten wir einen solchen Punkt k/l, und nehmen den Scheitel ^ des Winkels als
Anfangspunkt der Koordinaten an; so ist, wenn wir die bestandige Größe — ü, die Abscisse
-k? — X, die Ordinate I-iVI — 7, den Winkel L^X ^ setzen,

k? ül I? gl —- ^ ? tsriA L ^ X m x lsnA >p, — >l,

lü cz cn
?iVl ^ -st ?Ä!I,

ü! !I
i-i' ^ xr- i-M,

X 2 lsnA ^0 s X — ü ) 2 -st 5 2.

Dieses ist die Gleichung für die Kurve, auf welcher die Punkte iV/st, N" .... liegen.

Ordnet man diese Gleichung, so ist:
72 — (tsnA2 i)x2 — 2 ä X -st st2 —

und, wenn daraus 7 gesucht wird,

7 ^ -st z/' (tanZ2 ^ — thx^-stzäx —

Man steht sogleich, daß die Kurve, auf der die Punkte kl, A-1" .... liegen, in Hin»
ficht auf die Are der x symmetrisch ist, weil zu jeder Abscisse zwei gleiche Ordinalen nach entgegenge-
setzten Richtungen gehören, und daß X die Kurve in zwei congruente Theile theilt, welche oberhalb
und unterhalb -/I X sich hinziehen. Wollen wir die Ausdehnung und Grenzen der durch diese Gleichung
dargestellten Kurve, -in Hinsicht aus die Abscissenare,erforschen; so müssen wir untersuchen, bei welchen
Werthen von x diese Wurzelgröße reell bleibt, Null oder imaginär wird. So lange die Wurzelgröß«



reell bleibt, giebt es immer zwei Ordinate»!, und die Curve wird sich daher auch innerhalb dieser

Grenzen verbreiten; wird die Wurzelgröße Null, so werden auch die Ordinalen Null, und die für x

gefundenen Werths, welche die Wurzelgröße auf Null bringen, geben dann die Punkte an, wo die Ab-

scifsenare von der Curve geschnitten wird; wird die Wurzelgröße unmöglich, so werden auch die Ordi¬

nalen unmöglich, und die Curve erstreckt sich nicht bis zu solchen Werthcn von x. Ausdehnung und

Grenze, selbst die Möglichkeit oder Unmöglichkeit der Curve, hangen also von dem Zeichen ab, das die

Größe unter dem Wurzelzeichen annimmt. Es laßt sich aber zeigen, daß in einem solchen Ausdruck x

immer so groß angenommen werden kann, daß das Zeichen des ganzen Ausdrucks bloß vom Zeichen des

Glieds (wmZ- y — i) x- abhängt so daß bei einem gewissen Werths von x immer

(tSNA- l)x2 ^ zäx <12

ist. Ueber diesen Werth von x hinaus wird nothwendig das Glied (Mng2 ^ ^ ) ^2 hw andern

Hecken Gliever 2 ä x —- ä- immer mehr übertreffen, je größer man x annimmt. Weil nun x- immer

*) Bezeichnen wir allgemein ein solches Polynomium durch

A x2 -s- L X »st» lH

und es soll seyn
^x2 L x -st- C,

so muß auch seyn ^^ ^

Nennen wir nun U den größern der beiden Brüche st 'vird dieser UngleichungGenüge

geschehen, wenn x ? -st- 1 oder x ck-. ? -j- 1 gesetzt wird; denn man hat alsdann

x2 — U--s-2U-h.i, und, wenn ^ — U,

da nun ^ st ist

x - 2 u -st- !

Ist aber r-r u, so ist— x -j- rr- — ( ? -st. 1) -st- ? — — ? ^ k'

L
da in diesem Falle ^ ^ st ist ebenfalls

x>2^_zx-^i ^ ? -st. ?
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positiv ist, so wird das Zeichen jenes Glieds bloß durch seinen Coefficientenlang 2 ^ — i bestimmt,
dessen Zeichen vom Winkel -?>abhängt. Ist nähmlich -? ^ 45 ° , so ist auch >snZ -p ^ r, also lsvg- -p — i
eine negative Größe; ist -p — 45 so ist rang 45 ° — r, und der Coeffieient mag ^ ^ .
ist endlich ch 45°, so ist auch lang y i, und der Coeffieient rang- ^ poMve
Größe.

Jeden dieser drei Falle wollen wir besonders untersuchen.Zur Erleichterung der Untersuchung
bringen wir die Gleichung

— -ff V' ((tkmZ -ff 2 äX — 6^^

unter folgmde Formt

und durch fernere Zerlegung des Factors
, , 2 äx — 6»x- U

' rang- 4> — r
unter die Form

I — -i- v° ^ fx ^—-— 1 sx -I 'jV. tSNA -p -ff 1 lang 4> — z -l

Zuerst wollen wir den Fall betrachten, in welchem laug - — z eins negative Größe, also
^ 45 ° ist. Man hat für diesen Fall

lang <p ^ !

und lang F — i wird ein negativer ächter Bruch. In diesem Falle wird also
i

taug ch — l

nothwendig eine negative ganze Iaht, und i
rang g- I

wird ein ächter positiver Bruch.

Ist nun
X ^ ,rang -b- 1

so ist X " ran? ^ >4- i "egativ und x -j- ^ ^ ^ auch, daher das Produkt aus diesen beiden
negativen Faktoren positiv, und es wird also, da rang- q> — i der Boraussetzung zufolge eine nega¬
tive Größe ist, die Größe unter dem Wurzelzeichennegativ werden. In diesem Falle ist demnach /
unmöglich.



Setzt man 5 — 0, so verhält es sich mit den Werthen von 7 eben so, und wird 5 negativ
genommen, so bleibt ebenfalls die Größe unter dem Wurzelzeichenimmer negativ, und 7 w:r^ für
jeden negativen Werth von x imaginär seyn.

Wird
ö

lang -j- 1 '

so jedoch, daß immer, wenn man bloß auf die absolute Größe von ^ ^ ^ ^ Rücksicht nimmt,

und von dem Zeichen abstrahirt, das dieser Ausdruck in unserm Falle bei sich hat,
a

X
lang ^ — 1

a cl
bleibt; so wird x ^ positiv und x - negativ werden, das Produkt auslang -j- 1 ^ " lang — l

diesen Faktoren ist demnach negativ. Nun muß dieses Produkt aber noch mit dem negativen Faktor
lang- 4> — 1 multiplicirtwerden, und daher wird in diesem Falle die Größe unter dem Wurzelzeichen
positiv, und man erhalt für 7 reelle Werthe.

strahirend.
Nimmt man aber, wieder vom Zeichen, das ^ ^ unserm Falle bei sich hat, ab-

st
X ,lang <p — 1

so ist x —- und x -j positiv, und beide Faktoren bleiben auch positiv, so' " lang H -s- 1 lang y — 1

groß man auch X annehmen mag, ihr Produkt ist also auch positiv, und demnach die Größe unter
dem Wurzelzeichen, welche aus diesem Produkte und dem negativen Factor lang- p — 1 besteht, ne¬
gativ. In diesem Falle werden also die Werthe von 7 wieder unmöglich.

Setzt man
x —

lang -p -j- 1 '
oder

— ä
lang -p — 1

so wird in beiden Fällen die Größe unter dem WurzelzeichenNull, und daher auch 7.

Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich nun, daß, wenn ^ 45°, die Punkte M,
lA" .... auf einer in sich zurückkehrenden geschlossenen Curve liegen, welche aus beiden Seiten der



geraden Linie ^ X zwischen x — ^ ^ und x 1-2

in zwei Punkten, in einer Entfernung ^ ^ ^ und

Coordinaten, schneidet.

Nennen wir die Punkte, wo die Abscissenare von der Curve geschnittenwird, v, ll, und 0
den gerade in der Mitte von O Ii liegenden Punkt; so ist aus dem Borhergehendenklar, daß O Ii
eine Are und v der Mittelpunkt der Eurve ist. Wir können daher auch die Gleichung der Curve auf
Mittelpunkt und Are beziehen, wenn wir die Coordinaten so verandern,daß der Anfangspunkt derselben
in O fallt, die Abscissenare ^ x aber dieselbe bleibt. In dieser Absicht setzen wir

vO — ox — zvx — s,

die aus 0 errichtete Ordinate aber — ll; dann hat man

Z) ^ ^ __ 2 ^ lang <?
lang P — 1 rang -p -f- 1 rang 2 — 1 ^

also
c! lang H

lang - -p — 1 ^
. oder

— Z tang ch — a ( lang 2 i^ ^ ^

Um die Ordinate des Mittelpunkts zu finden, welche wir — I» gesetzt haben, müssen wir in
der Gleichung für die Curve

cl All lang — cl
rang <p -j- i "5-2 i lang 2 — i lang 2 ^ — i

setzen, und dann erhalten wiu

b — ^ s lang 2 ch — il f —- fl 2>k s ^

woraus
b- — — cl' cp

lang 2 ^ i ?

oder
6^ lang 2 „ I>- starig 2 ^ ^^ ^

folgt.

Mittelst der Gleichungen^ und L laßt sich sowohl ä als rang durch sine Functionvon s
und l> ausdrücken.

^ ^ i sich hinzieht, und die ^ X

^ i vom Anfangspunkteder



Man erhält nähmlich
1 r. ?gS—ZzS ZzS

tang ? — — c-»2—1)2)2, WNZ- — -- -- 1 — —,

,1 — Ii- (s-—d-)^- und ä- d4(s--

Setzen wir nun in der Gleichung

)'- ^ (tsnA^ — i)x^ -f- 2 ckx —

für lang - -x, 6 und u-, die gefundenen Werthe, so wird die Gleichung der Curve

und es bleibt bloß noch übrig, den Anfangspunkt der Coordinaten zu verandern. Nun ist die Abscisse
des Mittelpunktes O, in welchen Punkt wir den Anfangspunkt der Coordinaten setzen wollen,

ll ll ll IkMLi A ^ 1
I- ^ O ll 1 — — ^—k>-)

rS0A p »k- l ' ^ tSNA -p -ss l -p — 1 rsnA^ ^ 1

daher müssen wir
x x' -i- a- fa- — b-)

setzen, und die Gleichung für die Curve wird dann

-j-a- (a- —l>2)^^'-j- 21,2 (a-—!>-)^^x/ -j-a^ fa-—d-) d»

Entwickelt man und vereinfacht, und laßt bei x' die Striche, deren man nicht mehr bedarf,
weg, so wird 1)2 g- 1)2 1)4

. X- -j- — K-- Ü-— t)- '
oder

, ^ — 1)2 sg- — 1)2) x2 -f- g2 I,- (g- __K2).
" S2 (»2 __ss?) ,

und, wenn man den gemeinschaftlichen. Factor -»2 —1>2 weglaßt und ordnet, so ist

»2 ^,2 1)2 x2 ^ i)2

die Weichung der auf Mittelpunkt und Arm bezogenen Curve, auf welcher, bei der Voraussetzung
<p ^ 45°, die Punkte N, K/, N" .... liegen werden.
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In der Voraussetzung ? ^ 45 ° ist auch der Fall <p — c> enthalten. Die Gleichung der Curve
wird für diesen Fall - -

7- — X- -i-> 2 ä X — ä-,

7 - ^ V - (^ - ü)-.

x ^ ll giebt 7 unmögli ch, und x ^ ä giebt 7—0.

Die Curve reducirt sich also, in diesem Falle, auf den in der Are liegenden Punkt ?,
welches vorauszusehenwar, da aus diese Weise und ^X auf einander fallen, und sammtliche auf
der Are X errichteten Senkrechten Null werden.

Laßt man aber v und ^X nicht auf einander fallen, sondern nur ^ lZ und ^X mit ein¬
ander parallel seyn; so bleibt zwar -p Null, allein jene Senkrechten werden nicht mehr Null, son¬
dern jede derselben wird der senkrechten Entfernung der beiden Geraden und ^ X gleich seyn. Be¬
zeichnen wir diese Entfernung der ^ r und ^ x mit U; so ist die Gleichung der Curve

^ 2 ^ II 2

oder, wenn wir den Anfangspunkt der Coordinaten in diesem zufolge

X — x< -j- cl

setzen, und hernach die Striche bei x weglassen,
7- -i- X- kl-.

Der zweite Fall, den wir zu untersuchen haben, ist der, wo ^ as°, «->nZ <p — l, und
demnach mag- 9 — 1 — 0 ist. In diesem Fall hat man für die Curve die Gleichung

7 — -4^ V" (2 x — ä)cl.

So lange 2 x ll oder x ^ 1 g ist, wird die Größe unter dem Wurzelzeichen negativ blei¬
ben, weil 6 eine positive Größe ist; daher, die Ordinaten imaginär. Wird x ^ 2^, so >oj,-h
2x — ä — 0, also auch 7 — 0. Nimmt man x Zll, so wird die Größe unter dem Wurzelzeichen
immer positiv, und 7 also reell seyn. Für jeden negativen Werth von x bleibt 2 x —- <l eine negative
Größe, die Größe unter dem Wurzelzeichen daher auch; für solche Werths von x sind die Ordinaten
demnach unmöglich.

In diesem Falls wird also die Curve bloß in der Richtung der positiven x, von der H?Zitt»
von ? an, in das Unbestimmbaresich erstrecken, gleichförmig auf beiden Seiten der Abscissmare.



Setzt man den Anfangspunkt der Coordinaten in die Mitte zwischen ^ undund setzt, da

dann die Abscisse des Anfangspunktes Z ä ist, m dieser Absicht

- x' -j- Zä.

so wird
7^ — 2 ä x.

Dieses ist die Gleichung der Curve, auf welcher die Punkte N, M, . . . . liegen, wenn

st ^ 4s ° und der Coordinaten Anfangspunkt in der Mitte zwischen ^ und ? angenommen ist.

Wir kommen endlich zu dein dritten Fall st d-» 45°. Hier ist

rang st ^ 1,

also taug 2 ^ 1 positive Größe, und die Brüche

1 l

lsiiZ st — 1 ^ rsvZ st r

sind nochwendig ebenfalls positive Größen.

So lange

rsvA st r

bleibt, wird der Faktor
a

tSNA st -j- t

negativ bleiben, und die Größe unter dem Wurzelzeichen negativ werden, weil die Faktoren

cl
Mos 2 H 1 und X —

° ^ tavA st I

positiv sind. Setzt man X ^ 0, so wird die Größe unter dem Wurzelzeichen ebenfalls negativ. Die

Werths von 7 sind daher von

X ^ 0 bis x m — —-
taog st -j- 1

unmöglich. Wird

x ^
tgNA st -j- 1

gesetzt, so wird die Größe unter dem Wurzelzeichen Null, und daher auch 7 — 0. Für jeden gro¬

ßem Werth von

X als
taug st -j- 1

bleibt aber die Größe unter dem Wurzelzeichen positiv und man erhalt reelle Werths für 7.

2 *
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Nimmt man x negativ, so bleibt auch der Faktor

ä5
tavZ -i- i

immer negativ; der Faktor
-- 6—

tSNA p ---- 1

bleibt dagegen eine positive Größe, so lange
ü

lSVA -p 1

bleibt. So sind also von der Größe unter dem Wurzelzeichen zwei Faktoren positiv und einer negativ,
und daher die Werths von > unmöglich, von x — o, bis zu dem Werth

NMA <?> — i '

welcher wieder — o giebt.

Uebersteigen die negativen Werths von x die Größe

a
lÄIIA Ip 1 '

so bleibt der Fvktor
X >-h-

lSNA «j> ?

iinmer negativ, und der Faktor cl
lavA 4> -s- 1

natürlich auch, und so wird also die aus zwei negativen und einem positiven Faktor bestehende Größe
unter dem Wurzelzeichen immer positiv bleiben und reelle Werths für 7 geben.

Folglich wird in diesem Falle die Curve, auf welcher die Punkte lVU, KI" . . . . liegen,
zwei Zweige Habel?, welche oberhalb und unterhalb der Abscifsenare, symmetrisch,nach entgegengesetzten
Richtungen, - in das Unbestimmbaresich erstrecken. Der eine Zweig schneidet die Abscissenarein der
Entfernung rl

X — .lsng -p -i- 1

und verfolgt seinen Zug, in der Richtung der positiven x, auf beiden Seiten der Abscissenare.



Der andere Zweig der Curve verfolgt seinen Zug in der Richtung der negativen 5, von der

Entfernung

lang 1

angefangen, wo dieser Zweig die Abscissenare schneidet, aus beiden Seiten der Abscissenare.

Innerhalb der Grenzen

ä
und x

lang H -h- 1 lang 1

liegt kein Theil der Curve, weil in diesen Grenzen die Werths von 7 unmöglich sind.

Setzen wir den Anfangspunkt der Coordinaten in die Mitte zwischen die Punkte, in welchen

beide Zweige der Curve die Abscissenare schneiden, für welche die zugehörige Abscissc

. < ^ ^ ^ ^ ^ ä
^ 'x. taug -p 1 lang — 1 lang? — 1

ist, so müssen wir zur Erreichung dieser Absicht in der Gleichung

7- ^ (lang? p— r ) x? -s- T cl x — cl?

statt x die Größe
ä

lang? -p — i

einführen. Man erhalt dann nach gehöriger Neduction, indem man zugleich die bei x nicht mehr

nothwendigen Striche weglaßt,

(lang? — 1 )? x? — ü? lang?

^ lang? H — 1

Setzen wir nun die Entfernung der Punkte, in welchen die Curve die Abscissenare schnei¬

det — 2 s; so ist
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Daraus findet sich

vder
6 tavg

Die Entfernungdes Punktes ? von der Mitte der Durchschnitts - Punkte der Eurve und Ab¬
seissenare , in welche wir den Anfangspunkt der Coordinaten gefetzt haben, ist

lang2 — i rang 2 ^ i *

6 lang
tsng- i '

a (lang« -P l) 4.

Nennen wir nun k> die mittlere Proportional - Linie, zwischen den Linien, welche durch die
Ausdrücke

6 tSNg2 H 6 tSNg2"w 2, 1" -- 2tang2 i tsng2 ^ j

gegeben sind; so erhalten wir, wenn für » sein Werth

6 lang <p
laog2 — i

gesetzt wird,
6 2 rang 4 ^ ^2 rang 2

s lang 2 — i)- lang 2 ^ — 1

Daraus folgt

62 tang2 ^
tang2 ^ — i

oder

6 2 tavg2 ^ (tang2 ^> »- l) L.

Aus den Gleichungen 4 und L findet sich
t)2

lang- 4 — r - —, 6- ts-ig- y



,5

Setzt man für t<mZ2 ^ — l und ä- long» ^ die entsprechenden Werthe in die Gleichung

so erhält mair

woraus

folgt.

(tsn»2 «f> -»- i )2 x2 g2 tAH^2 ^
^ tgNH- ^ 1 '

K4 K»

7- — — d-

g-7- — b°x2 — — k»2 Iz2

Dieses ist die Gleichung für die Curve, auf der die Punkte Kl, KI/, kl" . . . liegen,
wenn -p 45 ° angenommen wird.

Es giebt also vier Arten von Curven, auf welchen diese Punkte VI, kl/, kl", VI"/ . . l.
liegen können, je nachdem der Winkel, den die Linien KL und k x unter einander bilden, 0°,
0° bis 45°, 45°, oder 45° bis 90° betragt. Die Gleichungen dieser Curven sind, in der Ordnung,
wie wir sie aufgefunden haben,

1) g« ^,2 l»2 x? -12 i»2 H2^

2) 7» -!- X- II-,

S) 72 — 2 ä x,

4) ^272 „ l»2x2 . »2^2^

Unterwirst man diese Gleichungen einer fernem Untersuchung, so findet sich, daß die durch
die erste Gleichung dargestellteCurve eine auf Mittelpunktund Aren bezogene Elipse ist, deren Halb¬
aren s und I, sind. Die zweite Gleichung gehört einem Kreise an, dessen Halbmesser — L ist. Die
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dritte Gleichung stellt eine Parabel dar, deren Parameter 2 6 ist, und durch die vierte Gleichung
wird eine Hyperbel dargestellt, deren beide Halbaren s und b stnd. Sind also die Linien und
-K X einander parallel, so liegen die Punkte kl, kl" . . . aus einem Kreise; ist der Winkel,
den sie mit einander bilden, 0 und ^45°, so liegen sie auf einer Elipse; ist dieser Winkel
— 45°, so liegen sie auf einer Parabel, und ist endlich dieser Winkel ^>.45° und ^ 90°,
so liegen sie auf einer Hyperbel.
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