Ueber das Problem des Apollonius von Peroa
f

von den Beriihrun gen,

Die Aufgabe,

wenn von Punhten, geraden Linien oder Lireisen drei in einer Ebene, die
geraden Linien der Lage, die hreise der Lage und Grifse nach, gegeben
sind, einen [Iireis zu finden, der die gegebenen Punkte, Linien oder

Hreise berihri,

ist auf verschiedene Weise von dltern und neuern Mathematiliern bearbeitet

worden,

Apollonius von Perga in Pamphylien, von den Alten der grofse
Geometer genannt, der, unter der Regierung des Ptolomius Evergetes L
geboren, besonders unter Ptolomiius Philopator, etwa 220 Jahre vor
Anfang der christlichen Zeitrechnung, seine grifste wissenschaftliche Thitig-
leit dufserte, schrieb zwei Biicher iiber die Berithrungen (wsei tmaQov), in
welchen er die Aufsabe fiir drei gegebene Elemente vollstindig durchfithrte.
Leider sind sie verloren gegangen, und wir wissen von denselben nur das,
was Pappus, der um das Jahr 350 nach Christi zu Alexandrien lebte, uns
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in seinen collectaneis mathematicis *) davon aufhewahret hat. So schitzbar die
Nachrichten sind, die uns Pappus von der Arbeit des Apollonius giebt;
so lassen sie uns doch den Verlust des Originals sehr bedauern. Uebrigens
blieb diese Schrift des Pa ppus immer die Quelle, aus welcher die Neueren
schopften, welche das Werlk des Apollonius wieder herzustellen ver-

sucht haben.

Franciscus Vieta, zu Fontenay in Poitou 1340 gehoren
und gestorben 1003, gab eine kleine Schrift, betitelt: Apollonius Gal-
lus, Parisiis 1000, heraus, in welcher er die Hauptfille dieser Aufgabe
des Apollonius geometrisch construirt. Obwohl man diese Schrift nicht
fiir eine Wiederherstellung der Schrift des A pollonius gelten lassen lann,
so ist sic doch an sich sehr schitzenswerth. Vieta sucht jede folgende
Aufgabe auf eine vorhergehende schon aufgeliste zuriickzufithren. So zeigl
er z. B. bei seiner letzten nicht ganz leichten Aufgabe, einen Kreis zu he-
schreiben, der drei andere der Lage und Grélse nach gegebene Kreise be-
rithrt, dals die Auflésung dieser Aufgabe darauf beruhe, einen Hreis zu fin-
den, der durch einen gegebenen Punkt geht, und zwei der Lage und Grélse
nach gegebene Hreise berithrt. Diese Aufgabe aber fithrt er aufl die zuriick,
einen Hreis zu finden, der durch zwei cegebene Punlte geht und einen ge-
gebenen lireis beriithrt. Die von Vieta angegebene Construction des Falles,
zu drei der Lage und Grélse nach gegebenen Hreisen einen vierten zu fin-
den, der diese beriihrt, ist daher nicht ganz so einfach, als sie auf den er-
sten Blick zu seyn scheint, wenn sie wirldich vollstindig ausgefithrt werden

soll, da sie aus mehreren Constructionen susammengesezt 1st; indessen sind

*) Die mathematischen Sammlungen des Pappus bestunden aus acht Biichern, es
sind aber mur die sechs letzten Biicher und dic lelzten Sitze des zwei-
ten Buches im Manuseript vorhanden. Die einzige Ausgabe, welche jene sechs
Biicher vollstiindig enthilt, ist eine lateinische Uebersetzung von Fr. Comman-
dinus: Pappi Alexandrini mathematicae collectiones a Frederico Commandino
Urbinate in Latinum conversae et commentariis illustratae. Pisauri ap. Hieron.
Concordiam 1538,

Eine zweite Ausgabe erschien 41602, und eine dritte, die Harl Manolessins
besorgte, und die im wesentlichen von den frithern nicht verschieden ist, Bo-
noniae 1660,




die Aufigsungen des Vieta scharfsinnig und elegant. Sie gefielen dem
Adrianus Romanus, einem niederlindischen Geometer, welchem Vieta
den obenerwihnten Hﬂlll}tfﬂli, zu drei Hreisen einen vierten zu finden, der
diese bertihrt, zur Auflisung vorgelegt, der aber cinen unzuliifsigen Weg ein-
geschlagen hatte, so sehr, dals er von WWiirzburg aus, wo er sich damals
aufhielt, nach Frankreich reiste, um mit Vieta iiber mathematische Gegen-

stiinde sich zu I:[:sprculmn.

Marinus Ghetaldi von Ragusa behandelte einige von Vieta iiber-
cancene Fille in seinem zu Venedig 1007 ervschienenen Supplementum

Apollonii Galli.

Von Anderson ecschien ein Sup Pl{-. mentum Appollon it redi-

vivi, Parisiis 1012., Schwenter erliduterte cin Paar von Ghetaldis
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Fillen in seiner practischen Geometrie; von einigen andern Fillen handelt
Joh. Heinrich Rahm in seiner deutschen Algebra, Zirch 1018, und Joh.
Aufustius von Genua soll eine Schrift unter dem Titel: Apollonius
Ligur verfalst haben, die aber wahrscheinlich gar nicht 1m Druck erschie-
nen, da von Cerselben nichts weiter beliannt ist, als was Gassen di in sei-

nen Werken (1725) erwihnt.

Descartes, geb. 1590, gest. 1650, hat den Hauptfall, zu dre: lireisen
cinen viecten zu finden, der die drei gegebenen Hreise beriihrt, chenfalls un-
tersucht. Tr fand zwei Aullisungen, von welchen er selbst gesteht, dals sie
so verwickelt waren, dafs er den Versuch nicht wagie, eine Construction aus
denselben abzuleiten. *) Er wechselte auch dariiber ein paar Briefe mit der
Prinzessin Elisabeth (der Tochter des Churfiirsten Friedrich von der Pfalz,
der eine laurze Zeit Honig von Bohmen war), die sich ebenfalls mit dieser
Aufzabe beschiiftigte.  Sie hatte ihm eine analytische Aullésung geschickt,
die er sehr rithmt.

*)  Cartesii epistolae T. Il1. ep. 72 und 73, und Histoire des Mathematiques par
J. F. Montucla, T. I p. 252. Paris. an Fil,
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Newton, geb. 1042, gest. 1727, hat in seiner arithm. univers. probi.
XLIIL bis XLVIL. und in den philosoph. natur. princip. mathem. Lib. I. lemm.
XIV. (T. L pag. 96. edit. J. Tessanek. Prag 1780) verschiedene der vorziigli-
chern Fiille dieser Aufzabe behandelt. Er fithrt wie Vieta die Aufgabe von
drei berithrenden Kreisen auf die zuriicl: einen Kreis zu finden, der zwei
gegebene Kreise berithrt und durch einen gegebenen Punlt geht.

Der Marquis de 'Hospital zeigt in seinem Werke ither die Hegel-
schnitte *), wie fiir den bereits mehrmals berithrten Hauptfall dieser Aufgabe
cine Gleichung gefunden werden kénne. Weil aber diese Gleichung, wie er
fand, auf eine ungemein beschwerliche Construction gefithrt haben wiirde,
so leitet er eine Construction aus der Gleichung des Falles ab, bei welchem
zwei der gegebenen Kreise gleich sind. Die Aufgabe hat bei ihm eine an-

dere Form.

Thomas Simson giebt in seiner Algebra**) und in seiner Geome-
tric die Auflésungen von einigen Fillen des Apollonischen Problems, welche
von denen des Vieta verschieden sind. Robert Simson betrachtet beson-
ders den Fall, wo Ein Punkt und zwei Kreise gegeben sind, und von John
Lawson erschien: The two books of Apollonius Pergacus concerning tangencies etc.
London 1771, worin die Auflisungen des Vieta und Ghetaldi enthal-

ten sind.

Die pr:fnlbchc Griifin Skorzewslka, die lange zu Berlin mit den ma-
thematischen Wissenschaften sich beschiiftigte, hatte Holland, einem Freund
Lamberts, die Aufgabe von drei zu berithrenden Kreisen vorgelegt, zu dem
Zwecele, wenn ein Uhrrad gefunden werden sollte, das drei Rider von ge-
gebener Lage und Grifse zu treiben hitte. Seine Aullssung fithrte ihn auf
eine Gleichung vom vierten Grade. ***) Lambert, der von derselben Dame
iitber dicse Aufzabe befragt worden war, giebt in einem Briefe an seinen

Freund Holland zwei Auflisungen von derselben, ) deren eine auf tri-

*) Traité analytique des sections coniques ele. Paris MDCCXX. p- 377,
**) Treatise of Algebra. Tondon 1745,
**%)  Lamberts deutscher. gelehrter Driefwechsel I, S, 303.

] Ehendaselbst 8. 311,




gonometrischen Griinden beruht. Eine Auflisung dieses Falles gibt auch

Oberreit, die auf der Formel fiir den Inhalt eines Dreieckes aus den drei
Seiten beruht. *)

Auch Euler hat noch in den letzten Jahren seines Lebens sich mit
dieser Aufgabe beschiiftigt. In den nov. act. Academ. Petropolit. T. X. p. 95.
seqp 1788 ist eine Auflisung und Construction Eulers enthalten, und eben-
daselbst noch zwei andere analytische Auflisungen von Fuls. Aus einer die-
ser letzten hat Fuls eine Construction abgeleitet, die in Ricksicht auf die

Beschaffenheit der Aufgabe noch bequem genug seyn soll.

Tempelhof hat in den Zushitzen zu seiner Uebersetzung von Clai-
vauts Algebra einige Aufgaben tiber die Bertihrungen an Kreisen trigonome-
trisch aufgelost, unter welchen auch die, wo drei Hreise zu berfihren sind.
Yon den Aufgaben, welche Schwab seiner Ausgabe von Euclids Data
beiftigte, gehéren die Aufgaben 16, 18, 10, 22 und 20 hicher. Im Jahre
1703 erschien zu Hoppenhagen eine Abhandlung von Woldike, Problema de de-

scribendo circulo, qui tres datos extrinsecus tangat.

Camerer hat 1705 dic Schrift des Vieta mit den Hilfssitzen des
Pappus herausgegeben, welche letztere hier zum ersten Male griechisch er-
schienen, und fiigte beiden Schriften Zusitze und Berechnungen bei. Er
lost eiige Hauptfille dieser Aufgabe durch cine geometrische Rechnung auf,
und fiigt eine Auflssung des Hauptfalles bei, die ihm von Pfleiderer, und
cine andere, die ihm von Hothe mit'gr.'thl:ill worden 1st.  Dieses (rmpi'vhle-ns-
werthe Werlichen, aus welchem mehrere der obigen historischen Notizen ent-
nommen sind, fithrt den Titel: Apolionii de tactionibus, quae supersunt ac maxime
lemmata Pappi ete. Gothae et Amstelodami 1795,

Eine ausfiithrlichere und geschickte Bearbeitung des Problems haben

wir seitdem, wie uns ries in sciner Geometrie **) berichtet, (der Verfasser

*) Ebendaselbst Band V. 5. 252,
#)  Lehrbuch der reinen Mathematik von Friedr, Hries, Jena 1826, 5. 372.
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dieser Abhandlung hat in der Hirze der Zeit dieses Werlichen sieh nicht
verschaffen konnen,) von €. G. Haumann %) erhalten, und mit einer sehr
allgemeinen Bearbeitung beschenkte .uns W. C. Christmann durch seine
Schrift: Apolionius suevus, sive tactionum problema nunc demum restitutum, Tubing,
18u1. 8; sie ist aber, wie Hries am angefiithrten Orte sagt und womit wir
volllkommen ecinverstanden sind, nicht im Geiste des A pollonius go-

schrichen.

Dann wurden auch dureh G. U.A. Vieth in einer {'Eg(rnl‘.n Schrift *)
die zahlreichen Fille aufgeziihle, welche das Apollonische Problem . in Hin-

sicht aufl’ die gegebenen drei Elemente, in sich falst.

Endlich hat auch der Verfasser dieses Programms cine analytische Auf-
losung des Falles, zu drei gegebenen Hreisen einen vierten zu finden, der
jene beriihrt, in den Zusitzen zu seiner Uebersetzung vonBiots analytischer
Geometrie **%) versucht und dic Gleichungen fiw die ibrigen Fille des Vieta

au Ilif'bi‘--‘” i.

Die hier folgende analytische Auflésung des Falles, zu drei gegebenen
Kreisen, die einander weder schneiden noch beriihren und ausser einander lie-
gen, einen Hreis zu finden, der diese berithrt, ist nicht vérschieden yon der,
die Camerer von Rothe erhalten zu haben berichtet; sie ist indessen hier
nicht nur im Allgemeinen, sondern auch fiir die verschiedenen Fille, die hinsicht-
lich der Lage des vierten Kreises gegen die drei gegebenen Hreise statt fine
den kinnen, vollstindig ausgefithrt. Iicber haben wir uns vorziiglich die
Aufgabe gesetst, eine geometrische Construction fiir den vorliegenden Fall

aus dicser ;\u'['Hiﬁlnl-r_'; abzuleiten,

*) Versuch eciner YWiederherstellung der Biicher des Apollonius von Perga von
den Bervithrunzen, Breslan 1817, 8.
**)  Leitfaden zur vollstindigen Bearbeitung des wiederhergestellten A pollonius,

von F. Yieta., Dessan 1820. 4.

#4 Yersuch einer analytischen Geometrie. Niienberg 1817, 8. 378, u. f.
: &
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Es ist leicht einzusehen, dals die Berithrung dreier Kreise durch cinen
vierten auf verschiedene WWeise geschehen lkann. Die drei gegebenen Hreise
liegen entweder alle drei ausserhalb oder alle drei innerhalb des berithrenden
Kreises; der Hreis A liegt ausserhalb und die andern heiden Hreise B und €
liegen innerhalb, oder umgekehrt, der Hreis A innerhalb, die andern beiden
Hreise B und C ausserhalbh des berithrenden Hreises. Das Nimliche kann in
Beziehung auf den gegebenen Hreis B und den gegebenen Hreis G statt fin-
den. Der zu suchende vierte Kreis kann demnach acht von einander ver-
schiedene Lagen haben. Vorerst wollen wir die Aufliisung fiir den Fall su-
chen, in welchem die drei gegcbenen Ireise ausserhalb des berithrenden
Hreises liegen, die Auflosungen fiir die iibrigen Fille werden dann aus die-
ser sich leicht ableiten lassen.

Es seyen A, B, G, (Fig. 1) die Mittelpunkte der gegebenen Hreise,
e, £, v, die Halbmesser derselben, D der Mittelpunkt des gesuchten KHreises,
welcher die gegebenen Hreise so beriihrt, dals sie alle drei ausserhalb des-
selben liegen. Ferner sey AB — a, BC = b, & — L=d, v— B= J,
BD — x, ABC — m und CBD = y; soist AD = x4 d, DC = x d,
und man hat im Dreieck ABD

AD_ = AB” + BD = — 2AB < BD cos ABD,

0
|
i
|

CD~ = BG4 BD_ — 2BC X BD cos GBD.
Das ist

1) (4 d)2 = a2 + x* — 2axcos (m -+ y)
2) (x4 b)"‘ — h? 4 x* — 2 bx cos y.

Aus diesen Uluit‘.!llingun folgt:

b(a? —d?)cos y a(b? — 53) cos (m + y) = (b* — §2)d — (a® —d?)9¢

oder

a(b? =

2
beosy——- — ubt—=2)o s

— ey

u:___d:

=
=

B
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Setzen wir nun
a(h?* — dnd

a* — d? =
b? — 82) :
Lo W sbipamgs

2._[[2

a

so isl

beosy — Beos (m + _1') ==k
woraus, wenn cos (m - y) entwickelt wird,

B sinm siny = A — (b — Bcosm) cos y

folgt. Erhebt man diese Gleichung in das Quadrat und fithrt fiir sin v den
COsSYy i:il'l, s0 wird
(b2 — 2bBcosm 4 B*)cos* y — 2 A|(b — Bcosm) cos y =B2sin*m—A?2,
oder wenn

b — 2bBecosm 4 B* = 11,

A(b — Bcosm) = ¥,

B?sintm — A% — @,
gesetzt wird,
DQcos?y — 2% cosy —= O,
WOTAS
A o
e L e e ot SRS N
2 (9]
folgt. Aus Gleichung 2) aber ist
ha — @2

X

— 206 4+ 2bcosy
und man hat dann fiir r, den Halbmesser des gesuchten Kreises, in unserm Falle

hz — §2

?1_'5 + 2b cos y — .

r'— X )
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Will man diese Auflosung dem entgegengesetzten Falle anpassen, i1
welchem die drei gegebenen Hreise innerhalb des beriithrenden Kreises liegen;
so darf man nur die Zeichen der Halbmesser der gegebenen HKreise in die
verwandeln, “weil in diesem Falle die Berithrung auch auf

m:tgogmlgosulmtvn
dann fiir diesen Fall,

der entgegengesetzten Secite statt findet. Man erhiilt

wenn man die niimliche Bezeichnung beibehilt,
becosy — Beos(m =+ y) = — A,
woraus dann

— ¥+ VAT D__+_q:z_'

cos ¥ —_——

-

folgt. Fiir die andere Unbeltannte und den Halbmesser des gesuchtenKreises

erhiilt man

T
x-—ﬂah}'zlu:usy
bz — 82

3y ey e

Die Werthe, welche wir fiir cos y in diesem letzten Falle, in welchem
der berithrende Hreis die drei gegebenen lireise einschlielst, erhalten haben,
sind, in umgehehrter Ordnung genommen, die entgegengesetzten weiter oben
fiir cos y gefundenen zw ei Werthe. Wenn daher cos 7 jenem zyveiten weiter

oben fiir cos v gefundenen Werth entspricht, niimlich

Y- \/Tir_r“_._kqﬁ
cCOs '\_r' pu— o T T.\_—_'

und

T V_“I} 0 4 P2

cosH — ﬁ? : )

s0 15l

_y 4V oo ¥

— COSH — =

B*
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Wenn also, gemiils unserer Annahme, der Mittelpunkt D des gesuchten
dic gegebenen lireise so berithrt, dals sic alle drei aulserhalb

f der geraden BD liegt, die mitBG einen Winkel CBD =y

Kreises, der
desselben liegen, au
bildet, so liegt der Mittelpunkt des andern beriihrenden Hreises, der die ge-
gebenen cinschliefst , auf einer geraden v” D', die mit BC den WWinkel
v/ BC — 180° — 7 oder, welches einerlei, den negativen Winkel CBD =
bildet.

Umgeliehrt, wenn die Gerade, auf welcher der Mittelpunkt des beriih-
cenden Iireises liegt, der die gegebenen Kreise einschliefst mit BC einen VWin-
el # bildet und die Lage dieses Winleels als positiy hetrachtet, also

Lo - \/ (e 2

COsS N — = -

resetzt wird, so 1st der andere YWerth von cos #

e 0711 : — OS5 Y.

" 1 = - . . v ‘
Der a"d'?li-!}-imlit des andern ?‘-‘.u:':lhnn‘agsi::':-a-r:s. der cf;ﬂg:'—;;"i:t-nrr! fireise

auf der entgegengesetzten Scite, niimlich so bertibrt, dafs dic gegebenen reise
aulserhalb desselben liegen, liegt dann auf einer Geraden, welche mit BC den
Winkel NBC = 180 — y oder den negativen Winkel CBD = y hildet.

Die Auflosung kann leicht so abgedindert werden, dals sie auch den

ubrigen Lagen, die der Berithrungskreis haben lann , entspricht, wenn man

namlich die Halbmesser der HKreise, die auf der entgegengesetzten Seite be-
cithet  werden sollen, mit entgegengesetztem Zeichen in die Rechnung
einfiihrt. In folgender Tabelle sind die Gleichungen fiir cos y, x, v, fur
die acht Fille, die wberhaupt hier statt finden konnen, dargestellt. Es
wurde in denselben & 4 € = s, ¥ - £ = ¢ gesetat; durch a, b, d, ¢,

r, sind die nimlichen Grilsen wie oben bezeichnet.




Liegen von den
regehenen Krei-
sen
A. B, C, so hat man fiir cos y, x, r die Gleichungen.
aulser- inner. L
halb des(halb des
beriith- | bheriih-
ten{'lcn, |c'urlrln, . sl
AB,C, | beosy — Beos (m 4 y) = A,
02 — 2 B a(b2 33‘)
£ = YiEi e. =3 ’
I E 28 4 2b cos y 20 4 2bcos ¥ : a*—2
| |
- == (AB,C,| beosy — Beos(m 4 y) = — A,
h? — 32 h? — §2 B [\1, 82)d 3
—_—— T = : L. Lig
i *=— 2§+ 2bcos ¥ — 20 4 2b cos ¥ | a? — 2
| /
| ! |
A6 TS, ‘ bcosy — B cos (m 4+ y) = A’
2 2 i NE o a(bz—_3=
‘ | S e ey Sestif b : i gl Bi= ( }
I *— 9o 4+ 2bcosy 27 -+ 2h cos y \ a?-—g2
B, | AC, | bcosy — B cos(m 4 y) = — A,
: | 3 . o :
| 3 A :: 2 s v et g 5
H. . S b et b St 8.l A :[1_ camiade) .
: ! e 25 4= 2 hﬂnq.,,r — 2¢ 4 2b cos ¥ | b=t
A, B,C, | beosy — B cos (m 4+ y) == A",
2
h: — bE L R ). d(!l -—(S )
e T L T a? —s
1 r F r”r |
B0, || A heosy — B cos(m 4+ y) = — A
| | g L
- 0, 2 " 2 2% .
T e— 0 o ’ o
b 3 h* 02 A/ (h —ﬁ }k 3
= 5F e Sl s eyt g 1
% 28 4+ ohcosy 33 ~+=2h eos y at-__g?
f
: | ,
3 | PR s \
1 A B, C, bcosy — B cos(m 4 y) = A
J i 2 2 2 z
' el B e L S sl a2
*—_ oc+42bcosy ' = —2c49bcosy f BT = ST )
i )
1 s i = Fis
1 € AB, | becosy —B 7 cos(m—+4 y) = — A
a2 o
B2
h2 o2 2w " Nl (__'__ o }rl_l_.,:
p — - T T e o i e T ;
* e oh cosy ’ 20-4-2b cosy d
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Substituirt man in den Wertlien von 2. ¥ und @, nach und nach
: Pl . ! .
B, B” und B”, A", A” und A", deren Werthe in der Tabelle angegeben
sind, fiir B und A, so findet man auch die entwickelten Werthe von cosy

und dann auch die Werthe von x und r fiir die iibrigen Fille.

Dic Formen der in dieser Tabelle aufgestellten Gleichungen fiir die
acht verschiedenen Lagen, die der heriihrende Hreis haben kann, wenn durch
denselben drei Hreise zu berithren sind, welche auseinander ]i(.';;[‘n. und ein-
ander weder berithren noch schoeiden, sind nicht wesentlich von einander
verschieden; es wird daher hinreichend seyn, wenn wir die Construction der
beiden Fille erliutern, in welchen die gegebenen Hreise simmtlich aufser-
halb oder simmitlich innerhalb des berithrenden Hreises liegen. (Fig. 1.); um
so mehr, da diese Erliuterung auf die in Fig. II, 1IL. und IV. dargestellten
Constructionen der iibrigen Fille auch fast wirtlich pafst, wenn man auf die
geringen Modificationen Hiiclisicht mmmt. die durch die Gleichungen fiir die

verschiedenen Lagen des berithrenden Hreises zlngvticu'u_'[. sindl.

Wenn B der Mittelpunkt des lleinen, A und C die Mittelpunlite der
beiden grifsern gegebenen Hreise sind (Fig. .); so beschreibt man aus A
mit dem Halbmesser d = ¢ — £, aus C mit dem Halbmesser 6§ — y — £,
Hreise, zieht BA und BC und verlingert diese Linien bis sie diesen ehen be-
schrichenen Hreisen in F und G begeznen. Hieraul zieht man FG, durch A,
mit FG parallel, die Gerade AR, macht BH’ — BH, BI’ — Bl, zicht H'T
und, mit H1" parallel, durch K die Gerade iLi; zieht dann LC und heschreibt
iiber 1.0 als Durchmesser einen Hreis. Alsdann schneidet man aul der Ge-
raden BA, von B aus, ein Stiick BP — d — 2 — [ ab. zicht durch P eine
Gerade PQ s= AN, durch Q) eine Gerade QR = HL und schneidet von BR

{ RS = &8 — v — £ ab. BS wird dann von C nach M und M’ in

ein Stiic
dem iiher CT, beschriebenen Kreis als Schne eingetragen, LM *und LA gezo-

gen und iiber BL als Durchmesser ein Halblireis (oder nithigenfalls ein gan-

L%

zer lireis) beschrieben, welcher die geraden Linien LA und LA gerade zu.

oder mn ihren Verlingerungen in V und V', schneiden wird. Auf den durch
B und V und durch B und V* gezogenen Geraden werden dann die Mittel-
ok o)

punkte der Berithrungskreise liegen. die die gegebenen Hreise so berithren,

dals diese alle drei ausserhally oder innerhalb des berithrenden Hreises liegen.
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Nimmt man nun auf der Verlingerung von BV das Stiick BN — AF — g
= « — f, zieht NA und errichtet aus T, der Mitte von INA, eine Senlirech-
te, so wird diese BY i D schneiden und den Mittelpunkt des einen Beriih-
rungsliveises geben, der die gegebenen Kreise nicht einschlielst, Schneidet man
BN — AF = d = « — £ ab, ziecht N'A und errichtet aus T, des Mitte
von N'A, eine Senkrechte, so wird diese die Linie BV’ in D’ schneiden und
D’ ist der _"I.Iil,l,l.‘ll}un]it des andern ]f-vri'thr'tm!'_'l.tslh'l:i&t‘s, der die drei ﬁ"-‘::'."-'[“-‘-lﬂ-‘ll

lireise einschlielst,

Die Richtiglieit der Construction kann auf folgende Weise dareethan
werden. Da  AK == FG und HL 5= H'I', so ist ;
BF: BG — BA : B,
BI': BH’ — BH: BL,

oder, weil BI'’ = BI, BH" — BH,

BlI: BH — BH: BL.

Durch Zusammensetzung der Proportionen erhilt man

BF > BI: BG > BH = BA : BL,

woraus folgt

g — BAXBG X BH _ BA (BC + G6) (BG — CG) _
N 1 e (BA = AY) (BA — AF)
a (ln -+ 3:} (h — 5) = (bt — (\?i] — 3
(a 4+ d)(a — d) — a? — (2 '

Es ist ferner auch PQ 5= I'G, RQ 5= LK == HT, und daher

BF : BG — BI : BO,

und

BQ: BR — BI' : BH” — BI: BH
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oder
Bl : BH — BQ: BR
folglich
BF > Bl : BG o< BH — BP : BL,
Woraus

BG X BH X BP

¥ X B (BG 4 CG) (BC — CG) AF __
BF > BI

BR — (BF 4 FA) (BA — AF)

(b4 ®m—dd

i (b2 0f)d
(a 4+ d)(a — D) :

a? — d?
folgt; demnach

bz — §2)d
EM="EM = 15 —= BR'— OS5 = -(—}——-——--;1«-— —0 = A,

a2

Nun ist LMC — R — LVB, und, wenn man CW == LV zieht, auch
CWB = R; daher

BW — BCcosCBW, BY = BL cos (m + CBW),
und. da BW — BY — YW = CM,
BC cos CBW — BL cos (m 4 CBW) = CM,
das 1st
b cos CBW — B cos (m + CBW) = A.
Folglich ist
CBW = 7.
Man hat ferner
BVW’ — BC cos CBVWV,

BY" — BLcos(m — CBW’),
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dann 1st auch
BW/ — BV = — WYV,

aisn

BC cos CBW’ — ' BLeas(m— CBW/ == - CM,
oder

bcos CBW’ — Beos(m—CBW) — — A;
demnach

Yi—= — OBYV

gerade so, wie wir bereits weiter oben diesen Winkel gefunden haben.

Da ferner DX — DN — NX — DA — #, so wird der mit dem Halb-
messer DX aus D beschriebene HKreis die Hreise B und A berithren, und zu-
gleich auch den Hreis G, weil sein Mittelpunkt sowohl in der Senlirechten
TD als auch in BV liegt.

Auf dhnliche Weise zeigt man, dafs der aus D’ mit dem Halbmesser
D’Y beschrichene Hreis die drei gegebenen Hreise auf der entgegengesetzten
Seite beriihrt.

Dic Construction bleibt im Wesentlichen die Niamliche, wenn m=—1HR
oder m > R ist; sie dindert sich aber etwas, wenn m — o, das ist, wenn
die Mittelpunkte der gegebenen Hreise in gerader Linie liegen.

Man hat. wenn die gegehenen Hreise diese Lage haben,

(b — B) cos v — -+ AL

Der Winkel v wird fir diese beiden Fille durch folgende CGonstruc-

Lion ‘L;J.'l'n.':-[['l!. Man ziehe von B aus (Iie. V.) einc Gerade BL, dic mit BO
einen beliehizen , micht -.1:..‘.ll-‘i'r'i'lf.'l_'.|'|| Winltel bildet, nehme auf derselben
BFY — PF. BAT — BA, B’ — BII und BP = AF. ziche F G und H’L, durch
A\ und P die Geraden AL und I'_) mit PG ;:;!3'-!:!:'|. durch () und K die
Geraden QR und KL mit H | Er,u:l!!u'. Hierauf nimmt man auf der verlinger-
ten BC von U aus ein Stiick GF = BI,, beschreibt ither BE als Durehmesse r einen
Kreis und trizt, nachdem von BR das Stick B8 = GG = CH abzeschnitten
worden. BS von B nach A und nach M’ als Schnen in diesen Hreis ein. Auf
diesen riichwiirts verlineerten Sehnen liegen die Mt ':;1.:'::i.l:' der :_;:'wli"|1[1'l'l

Berithrungslireise. Nimmt man BN — BN’ = CG, zicht CN und CN” und

errichtet aus der Mitte yon diesen Linien Senlireclite, so g..l,l.'JJLu die Durch-

schanitte D und D die Mittelpualite derselben.

C
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Da in unserm Beispiel (Pig. V.) der mittlere gegebene Hreis grifser
ist, als jeder der beiden ibrigen, so kann die Berithrung auf den cntgegen-
gesetzten Seiten der gegebenen Hreise nur so geschehen, dals jeder Berith-
rungskreis die gegebenen Hreise einschlielst. Das Entgegengesetate wiirde
stattinden, wenn der mittlere Hreis kleiner wiire, als die andern beiden ge-
gebenen Hreise. Die Richtiglteit des bei dieser Construction beobachteten
Verfahrens ist leicht einzuschen.

Wenn die Mittelpunkte der gl‘gplu-m'n Kreise nicht in gerader Linie
liegen, die Halbmesser dieser Hreise aber eleich sind, (Tig. V1.) so ist

acos y — beos(m = }') =0,

Die Construction des Winkels y wird fiir diesen Fall sehr ecinfach ;
man verlingere BA, mache BL — BC. BA” — BA. beschreibe iiberBL einen
Halblireis , ziehe LA’ und verlingere diese Linie, wenn es nothig ist, bis sie
Jdem Halbkreis in V begegnet, dann ist, wenn BY gezogen wird . CBV = y.
Fine aus der Mitte von CA oder CB errichtete Senlirechte giebt durch ihren
Durchschnitt mit BY den gesuchten gemeinschaftlichen Mittelpunkt der beiden
Berithrungskreise. In diesem Fall kann iibrigens der Punkt D auch gefunden
werden , wenn man den Mittelpunkt eines KHreises sucht, der durch die Mit-
telpunkte A,B,C der gegebenen lreise geht.

Liifst man die Halbmesser und etwa auch noch die Lage der Mittel-
lmnhm der gegebenen Hreise sich dndern, so erhilt man, aulser dem betrach-
teten Fall, in welchem die gegebenen Hreise aulser einander licgen und sieh
nicht herithren, in Bezichung auf die Lage, die die gegehenen drei Hreise ge-
gen einander haben kénnen, noch ein und dreilsig fiir die Auflsung migliche
Fille. Es finden dann aber nicht mehr die acht verschiedenen Lagen des Be-
rithrungskreises bei jedem dieser Fiille statt, wie bei dem Fall, den wir unter-
sucht haben, sondern es wird bald die eine, bald die andere Lage des berith-
renden Hreises in diesen Fillen fiir die Aufgabe unmoglich.

Der beschriinlite Raum dieser Blitter gestattet nicht, die Untersuchung
dieser verschiedenen Ille, die simmtlich in obiger Auflsung begriffen sind,
weiter zu verfolgen, und wir miissen die Fortsetzung dieser Abhandlung einer
andern Gelegenheit aufbewahren.
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