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Dorrede, jugleidy Einleitung.”

Umftdnde haben dahin gefiihrt, eine fiiv einesd der nadjten
Sahre gemadyte Bujage jdhon jetit einguldjen. Die Crhebungen
— geologijdhe — fiiv ben anfangd in Ausfiht genommenen
©toff find aber nod) nidht geniigend gefdrdert. Daher mufte
ein neued, da3 behandelte, Thema an die Stelle treten. Gin
altes, refp. des Berfaffers altes Lied ift e3, mit neuer Aufjchrift
und neuem Text; beide hoffentlid) fo deutlich), Haf bie Abjidht
nidgt mehr verfannt werben mag, ie ed im fritheven Falle ge-
idgehen fein will. INebenbei foll nodh) die Probe gemadyt werder,
ob bie Paffivitit der Kollegenjhaft aud) jest fiegreidh BHleiben
will, ober beveditigte Borjtellungen evheblidher Avt nunmehr
©ehor finden. Das Landshuter Programm pro 1883/84: , Die
Algebra in matiivlider Hevleitung”, Hat exftmals ohne fdhonen
Willfommen gu finden angepodit. Audh die berjudte Crinnerung
an basjelbe im Hofer Programm pro 1890: ,Das Wintelfeln”,
it anjdeinend erfolglod geblieben. Dem Berfaffer jdhien duvd
ungitnftige Auffaffung dev Arbeit jogar Shaden 3u drohen, His
eine Rezenfion Hoppe’s in Grunert’s Ardjiv die Situation befjern
modjte. — €3 evjdjien fiiv dag Landshuter Programm nur nod
etne Regenfion, fowveit evinnerlid), im , Gymnafium” (Paberborn).
Die Oberflacdlichfeiten derfelben uriictyumeifen gelang leicht.
Seitbem ift €3 vollig jill.

Sdon lange ijt man in allen Biveigen dev Sdulmathe-
matit emfig davan, alte Bopfe abjufdneiven, und immer befjere
Methoden 3u erfinben. Nur mit der Algebra will s nidht
ted)t boriwdrtd gehen. Dadurd) ift die Schulalgebra viict-
ftandig. An ihrer Neformbeditrftigkeit wird dabei jelten ge-
giveifelt und die WMehrzahl der Fachleute twave fit Neformen

*) Die Dispojition ded Themas findet fich im vorlepten Abjap diejer
Cinleitung. Weitere Bemerfungen zu lepterer find nad) dem Sdlufabiap
berjelben, alle iibrigen am Sdlup der Avbeit zujammengejtellt. Ofne
gleidjeitige Beviidfidhtigung der Bemerfungen verfohnt ed fid) nidht, dad
Thema vorzunehmen.

1




2

su haben. DaR es aber tief einjdneidende fein mitjjen, glaubt
man nidht. Gleidht ein Verjud) einer villigen Wmiodlzung, jo
Dejinnt man jid) getwdhnlich davauf, dafy LVorjidht die Mutter dex
Weisheit ijt, und merft iiberhaupt nihts. Dod) um Thema!

Die Sdulalgebra ift vitcfjtandig. Snuerhaldb bdev
Gejamtmathematif beanjprudyt die lgebra Hand in Hand mit
pev jdriftlihen Darjtellung die Gefetse der allgemeinen Grifen:
lehre abzuleiten. und fih zum corpus juris der Mathematit
audzubauen. Jeded beniite Schriftzeichen {piegelt an fih und
ourd) feine Stellung unter den 1brigen einen mathematijdhen
Gedanfen in aller Treue fvieder. Wer den Sinn aller Beidhen
eined Augdbructd und ihrver gegenjeitigen Stellung fennt, ijt von
defien Bedbeutung genan untervidhtet. Kann damit der Swec
ber ©Sdulalgebra ein andever fein, ald bas Verjtinbnis
bafiiv 3u wecfen und dbasd Jdiom, weldes die Wiedbevrgabe der
Gedanfen in der Grofenlehre beherridht, durd Lejen:,
Sdyretben- und Deutenlajfen dev Ausgdritcte 3u lehren?
(Genau jo ift e3, wenn ein Fremder das deutjde Idiom durd)
Yefen, Sdyreiben und Deuten der Bezeidhuungen, twelde wiv ur
Gedanfendarjtellung beniiben, wirklid) ervlernt.) Nidht der vein
duperlidhe 1bevblict {iber eine Budjtabens und Beichenmofait
joll alfo evivovben werden, nicht die bHlofe medhanifde Fertigteit
im Jtahmen gewifjer Scdemata diefe Wiojaif in Hergebradter
Weife wmgugejtalten! Dag Mittel mit dem Bivect, welder
imnter  die Hauptjache bleiben muf, bvermwedifeln wive joldhed
Beginnen. — Jeved Beichen alfo, aucd) a3 unjdeinlidite, ja
nuv ein ngeiden, Hat feinen nidht ungeftrajt su vernadlijjigen-
vent Ginn.  UWm bet einem Beijpiel zu bleiben, fragen wir nad
bem Sinn ded Beihend ,—". Wie oft mag man fidh da mit
dem Ctandpunft ,gleid) ijt eben gleich” verfiindigen? Nun
y—" 1jt dag Reidhen fliv die gegenfeitige Griesbavteit der 3wei
volljtandigen Ausdriicfe, 3vijden elden es jteht. Nod) mehr,
aujf Grund bes gevadbe der WMathematif vie angegoffen fienden
fategovijdhen Primgips darf ,=* jo gqut ald der Vefehl gelten,
pie CrieBung vorumehmen, foie fiiv den Volljug an einer
poraudgegangenen Jdentitat. Eine Bejtimmungdgleidhung joll
man aber nie, ofjne ,C. | §.%, 0. §. €35 joll fein” vorvzujefen,
aud dem Ubungdbuch fdhveiben. Unfer niedlicdhes Seidjen ijt
eine der tidhtigiten Veihilfen Dder Wlgebra bei ihrer Tenbens,
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bie anfingliche SKurvventjdhrift in eine vovyiiglihe Kuvzjdhrift
itbevgehent 3u madjen und dabei die Neihe der Sefepe tveiter zu
fithren. — Die jogen. BVorvzeiden der vier Spejied anbdeverieits
haben fiir bie Sdhitler bom NRedren Her einen Sinn erlangt,
welder der Anjfajjung diefer Reiden in der Wathematit muy
unvollfonumen entfpricht. Hier ift eine Umpragung erforderlid).
@dritt fiiv Sdritt gehen Wuspragung der Reihen und Ent-
wicdelung dev Gejetse neben einander Yer. Ein eingiged Phlichtes
Stenographievezept, welded unten ald Jteduftionsrvegel R
(r ijt ein blofer Vorldufer) angefithrt wird, ift der G-
jtein, auf dem fjid) die Gejamtheit der Gefebe der
gtweifen Nedenjtufe aufbaut. Dag ndmlide Rezept fiigt
bie Klammern, deven {tbliche Cinfithrung ftetd etwasd Ge-
goungenes hat, ovganifd in das Syjtem ein. [n Wirl:
lichfeit flieken die Klammern ja allerdings ausd zwei Quellen.
Die weitaus jtarfeve iRt fie ald Wmidliegung von Aggregaten
auffreten. Die anderve liefert fie ald Vorfichtd=, ald Sonderungs-
geidhen und als Beidhen bdafitr, wie tweit ein exfennbarer Bezug
evftvectt werdben foll. Diefe Art Klammern, die flammerahnliche
Umid)lieffung, hinbert aber niemals dag Umjdhloffene als Aggregat
angujehen. SHinwiederum find die edhten Klammern dem Ne-
3ept R gemdfy doch) eben Beidjen dafiiv, tvie tveit ein beftimmter
Begug gelten foll.  Sonad) hat man aud) dag RNedyt, die Dyas
ber SRlammerformen als Cindeitlidhes aujjufafjen. — Wlle
Gefepe bder dritten Nedenjtuje fjtitgen fidh auf o.
Wihrend des WAugbaues der ziweiten Stufe evidheinen WMulti-
plizieren und Dividieven immer bdeutlidher ald eng verivadjene
Geiten diefer Stufe. Muf man da in dev dritten Stufe
nidt jeden Wnterjdhied in der Geltung von Faftoven
tn Bielfaden= und Teilmengen beifeite lafjen? Darf
bie gevingfiigige Bevjdhiedenpeif, ctiva ,jtatt ded eingelnen Fattors
jollen zivet folche gelten” und ,fjtatt ivei {ibervcinjtimmender
gaftoren foll nuv einer gelten”, im Crenft um Anlaf ge-
nommen fwevden, Potenzieven und RNabdizieven ie iei
grundberjdiedene Redhnungsarten aud einander 3u
veigen?  Mein!  WUuc) die Thatfacdhe ded Auftaudjens ber
neuen  Zahlenavten ,Jvvationale, [magindve und RKomplere”
betm Nabigieven ndtigt nidt dazu. Diefe Bahlen werben jo
oder fo gleich leidht verbaut. Die Bevveifung inbejjen bLetwivtt,
1#
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bafy fortan ein gehetmnidvoller Schleier itber dem widhtigen Bu-
jammenbhang wallt, twelden ein magig jdharfes Schilevauge
nimmermehr durddrvingt. Wenn Had Logavithmieven bdennod
abfeitd ftehen muf, fo liegt dad eingig an dem Dbefonderen
Wlgovithmusg, ivelcher evfonnen ift, damit jeder borliegende
Jaftor ald |, jeinerfeits gefiigt {peziell aud Faftoven 10" hin-
geftellt werben fann. — Die zwei Nezepte R und o bebingen
bie gange Mannigfaltigfeit der Pedpenformen und diefe Hintviederum
ben immer breiter flieenden Strom der Gejee. Dabei lajjen
fie aber den Strom pollftandig fiberjdhauen! Notig ift freilich,
baf man der Gejtaltungstraft der Nezepte den Wugbau der
Formen und des Syjtems iiberlapt. Die Nidtung diefer Kraft
ijt jedod) immer einmal entgegengefelst um 1iblicdhen RKuniftiveg.
Bum Beijpiel fiihrt fie fiber dad Faftorenausdjdeiden um Auf:
[Bjen der Produfte in mehr furvente Wggregatformen. Ober
die Jednung mit Briiden, der j3weiten Art ausd Faftoven ge-
fnlipfter Bahlen, bejdliest, ald Kombinationdaufgabe dev Fafto:
renvednung mit Nednungen der ervjten Stufe, die Reduftion
bon Brudaggregaten. — Die Vevmutung, daf dag Gehen im
Landghuter Programm auf dem eben bovgezeidhneten Weq, fein
Sdwimmen mit dem Strom der Rednungsformen, dem Ver-
faffer al8 fraffe Sguovang ober als dreifter Frevel ausdgelegt
tourbe, mag wohl zutveffen. LWie fann man aber frede Wuj-
fafjung, wie RNevolution ftatt Rejorm dahinter wittern twollen?
Mnd mwas ijt eigentlidh der Unterfdhied 3wijdhen Reform und
Nevolution auf mwiffenjdajtlichemt Sebiet, aud mweldem bdad
Schwoven auf Wutovitdten befauntlih ja verbannt ift?

Die Sdulalgebra ift vitctjtandig, wenn fie dad der
Mathematif ald quted Redht gujtehende fategorifdhe Pringip nidht
threm Kobexr einverleibt, nidht audgiebig beniihit und nidht davauj
bringt, dbai der ©dyiiler feinen wertvollen Gebraud) fennt. —
Nidht genug, die Sdulalgebra avbeitet diveft gegen den pringipi-
ellen Begrifi ,Groge”. Grofy an jidh ijt gar nidhts, rein
gar nichts. Und dodh: Alled BVemejjungsfihige ijt als
folches im gemwijfen Grade grof, je nad) dbem WMakjtab,
elder verfitgbar ift. Wenn man den Sditler vevanlaft
audzujprechen, wasd ein Cngel iiber den Befih eined Millionen-
manied urteilen witxde, fo trifit er dad Ridtige. Die Unt-
toort ijt die gleiche foie fitr eimen Mann, welder nur ebenjo
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biel Hunderte befist. Dev veihe Mann tie der gering Ve:
mittelte Haben ull, mit dem WMaRjtab Hesd CEugeld gemejjen.
Der Engel, wahrhaftig wie er ijt, gibt aud) dag Urtheil ab:
Dag etne Jtull ift 10,000 Val jo grof ald das anbdeve. Obder
aber, man mutet dem Schitler u, die Linge der Banf, auf
foelcher er fit, mit Dem WMafjtab der Siviudentfernung 3u
meffen. Fiv ihn ift die Vanflange bald genug Null. Daun
mit bem WaBjtab eined geringfigigen Detaild, weldhed man
ihn bei faufendfacher Vergrdferung an einer Pilzjpore fehen
laffen fann: er fommt auf unermeflich qrof. Dad ndmlide
ijt ihm ber Neihe nad) bemefbar groff, unendlid) gevingfiigig
und unermeflidh) gvo. Ja, wenn man ihn auf Mafjtdbe Hin-
weift, weldje gegen die vovigen unermeflidhy grofy beyw. geving:
fiigig find, fithrt man ihn ein in da3 Syftem dev ftufenmifig
borhandenen unendlich Geringfitgig und Grof.  Tropdem liegt
mir ein eingiger ftetiger Ubergang vor. Dasd mufi man nidht
veridhweigen! — &ibt e3 iiberhaupt eine Snfel, wo man die
unendlid) 3dhlige Mannigfaltigleit ded ftetigen Nbergangs nidht
fennt? zavee gef! 1Und bod), die Jnfel gibt e3, jie BHeifit
Sdlaraffenland! Da 3ahlt man nad) Apfeln, Nifjen und
anbevent guten Dingen. Da Pervidht vor allem die Kdje-
vednung.  RKlo3, ald dad flopig begiv. ohne (eigentlidhe)
Glieberung BVorhanbdene, jteht daduvd) im Bebeutunggitbergang
3t individuum. WNnd iie leudytet e3 den Sdiilern ausd den
Augen, wenn der Lehrer, welder ald Nrfacher eined angeblichen,
bed pennalen, Bujtanded wahrlid) feinen Begriff von Sdlavaffen:
leben BHat, fie fiihrt ind Bherrlihe Fabelland! Sa, nod) das
Manneshery jhlagt froh tm Gedenfen joldher Heitever Momente
bes einjtigen Schullebens. Leidber muf der eigentlide Penndler
bie Sdhitler gleidh) toicder jdheiden laffen bon bev glitctlichen Jnijel
hinausd ind Meer, in weldem blog finguliver Ausdzdhlung fibhige
S1ide gav aud) lebent, aber viel mehr andeve gefijht wevden,
toeldhe unter der Hanbd nod) in eined der Unermeflid) {ibergehen
fonnen. — Die Sdeu vor dem UnermeRlich treibt jonderbare
Blitten (vevgl. Hofer Programm, &. 5). Solange man Be-
jgtehungen mwifden gegenfeitig Bemefbaven Hhat, ijt
man auf fidevem Grund! S§jt der Wusgang dod) etnmal
ein Unermeflid), wasd verfhligt’s? Man wei dann eben: er
vagt itber bag Bemeffunggbeveidh) hinausd. Obder ev ift in ihm
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ein |, Judtauzahlen” beyw. ,Nidhtgezahlt”.  Jened Unevmeflich
weidh)t felbjt von ung juviik.  Bu diefem fithlen iwir uns un:
wiberftehlich gezogen: zu Null, bem WMephijto der Bahlen, twic
ed bev unbvevgepliche Hefe liebveich und vejpeftvoll genannt Hat.
Uns ift Null der Hauptmeribian und die Vevanferungdijtelle im
Sahlenmeer, die Geburtsjtitte aller felbftandigen Jahl=Subdi-
biduen; der giitige Freund tm {hulalgebraijdhen Entiwicelungs-
leben, der ung al8 erjtes ngebinde Dden iwertvollen BVegriff
»Oegenjibe”’, weldhen er {idh gegenitber i leugnen fo glictlich
jein barf, mit auf den Weg qibt. Bulepst ijt er bdev ficheve
Ricthalt, auf welden twiv und bei den Beftimmungen Hoheven
Grabed jtigen founen. Wie follten wir von ihm laffen, fwenn
ev gleid) einmal fprode evicheint in der rauhen Sdale von a°
ober gar § w. §. w? Wad ijt und dagegen dad allerdings ge:
altig hevrichende, aber pedantijdh-herslofe 12 Eine uflehnung
dagegen {oll aber nicht gepredigt fein!

Die Shulalgebra ift vicEjtandig gegeniiber der ge-
wohnlihen reduenden Praxis. Da ei man ohne Mathematif
redht gut, wad thatjacdhlid) und wad Hlos auf dem Papier aus:
fithrbar 1ft.  Wud) die Jungen, iveldhe twiv untevvidhten, wiffen
es jdhon. Und bdie vedynendbe Praxis handhabt im ziveiten Fall
b3 Ergebnid fo fjicher, vie im iibrigen eine wivtliche Bahl.
Dem entfprade in der Sdhulalgebra die Venlisung der
bolljtdndigen jzwifden — o und - oD eritredten
Aahlenveihe. Bur Heit verfahrt fie anbers! Sie jtoft den
nocd) gutvaulich beveittoilligen WAnfanger uviicE an den Anfang
ber Dinge. — Wenn bdie Mathematif der Grdfenlehre ein
fimjtliches Geprage qibt, fann man ihr feinen BVormwurf
parausd maden, teil fie die (freilich feiltveife nod) 3u ent=
icelnben) Wittel dbas Feld zu halten behervidht. Wenn aber
bie Sdulalgebra anftrebt, bdiefed Hinjtlige Shjtem von allem
Anjang geldujig zu madjen, ettwva davum, weil der Nedhenunter-
vidgt (mit nur fraglichem Borteil) dad Sdema beniilst, jo [hlagt
jie einen Jrriveg ein.  Unbenommen muf e3 jedod) der Mathe-
matif Dleiben von denjenigen, welden der fpdatere BVevuj hoheve
mathematijhe Riele jtectt, die fidhere Kenntnis aud) des fhinjt:
lichen CSyftems bewdhrt u fehen. Die Beit, e zu erlernen,
fann freilig nur Ddiejenige de3 Beginnes dev cigentlichen Be:
ruisjtudien fein. '




Sm jdhon jitierten Hofer Lrogramm ift auf ein cigen:
timliches Wedhfelverhiltnis, weldhed infolge bes verordueten
Lehrganges 3wijdhen Geometrie und Wlgebra bei und gejdafien
ift, pingetviefen. Die Stelle, welche auch firr diefen Sujammen-
hang Bebeutung hat, lautet: ,Die Mittel, deven fich ein Unter-
vidht3atveiq Dedient, wmitffen jubor iwohl ertworben fein. Sdon
frithzeitig im geometrijden Untevvicht Deniibt man die Gleid-
ungen. Wenn nun, ioie bei und in Bahern, der erfte Unter-
vidht in der Wlgebra mneben Dem in der Geometfrvie Hevgeht, o
muf dad Notwendigjte fber die Gleihungen bdovtfelbjt uerit
permiftelt werben. G38 gejdieht, wenu man die Wlgebra ald
eine von unniipem Fovmel- und NRegelfram frete niedevite
nalyfis @ pon Haud ausd befreibt. WMan Hhat nod) den
Vorteil, da bagd Sahlenvednen im fortwahrenden Gebraud
jteht, ja Ddie twirflide BVegriindung in allen Hauptiwendungen
jetst erft findet. Diefes Verfahren, im Programm bder Ionigl.
Gtubienanftalt Landbdhut pro 1883/84, bdbann bet van Hengel
und ingwijden dielleicht nod) bei Eingelnen in mehr ober minder
telberuiter und evfolgreidher Weije eingejdhlagen, ervjdhlieft
dem Lehrenden ivie dem Lernenben forfwdhrend mneue Neige
und evhalt aflle Veteiligten in lebhafter Spamnung. Jhn ge:
hort, jobald i) nur einmal die ujmevijamfeit weitever SKrveife
pavauf fenft, die Bufunft.” Dazu fei bemertt: dad BVerfahren
ijt vermutlich vedht alt. Ein m Lieblingsgebraud) bded Wer:
fafjerd ftehendes Ubungsbuc) ift die Sammlung avithmetijher
und algebraijher ufgaben vow Dr. Fr. X. Pollat, Fiinjte
Auilage 1866. Wenn der Vevfajjer aud bdiefem Buch) bdie vt
pes vevdienftoollen Wanned, dem ev ja nie ndher getveten,
vidptig  vevjteht, jo Hat Dr. P. die Algebra im Stil einer
niederjten Analyjis §. 3. betvieben. Wud) jonjt finden f{ich in
Werfen gediegener daltever Schulmdmmer intmer vieder Anzeidhen
bafitr.  Verfaffer fieht in thm dben natiivlidhen Vetvieb.

Dad nathivlidge Syftem der drei Stufen Hat aber
feniger und anbeve Kapitelsiibevfdriften als8 das
finftlige Syjtem der jieben Spezied! 1. Cinfaches und
aufammengejetstes 3ahlen. 2. Neduftionen und Gegenvedut-
fionen r; R [o]. R2a. Divifion aujf Grunbdblage von R; ge-
brochene Bahlen. 3. Nedbuftion o; a) Potengieven und Nadi-

g )

ieven, b) Logavithmieven. — Die Gleichungen 3iehen ald votev
3 ) 3tel
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gaden durd) bas gange Spftem.  Jhver Widgtigteit Halber
miiffen ihnen nod) Sdjaltfapitel gewidmet mwerden, ndmlich
2. Bejtimmungsaujgaben erviten Grades; Beftimmungen aus
Shjtemen erjten Grvaded. 3. Beftimmungsaufgaben jweiten
Grabed; Beftimmungen aus Syjtemen j3iveiten Graded; Be-
jtimmung  gefebmagiger Folgen von Rahlen incl. Binfedzinjen:
und Rentenvednung; veelle quadrvatifdhe Fovmen mit nuv veellen
Saphlen (Diffriminante). Alled Fann im Gleidgritt mit
pem bayerijden Gymunajial-Lehrplan gejdhehen.

Jm Land3huter Programm find Kap. 1, 2 und 2a be-
handelt fworden mit devr Tenbeny, einen Lehrgang in ,fonzinner,
logijd) = wiffenjdaftlicher Sprade”, wie ed Hoppe in feiner Re-
genjion mannte, g bieten. SHiev liegt der Ton durdhaus auf
Jwivtliger Lehrgang”. Anmerfungen find vovgefehen. Das
1. Rapitel gibt bie abgejdlofiene Heurige Darbietung; bie
bungsbeifpicle nebit foldhen, mie fie fiiv Schulanfgaben ver:
fagt mwurdben, folgen anbangdeife. Dasd 2. Kapitel wird aug
ben ehrgdngen in den vorvjdhrigen Pavallelabteilungen ver-
tveten fein. Diefes und bie {ibrigen Kapitel werben ded be:
fdhrantten Raumed halber nuv Beifpiele aufiveifen, welde fitv
bie Darjtellung erheblicher find.

Armerhungen.

[) Man fann die Meinung horen, daf + o und — o, dhnlid
wie + 0 und — 0, bie namlide Zahl jind. Diefe Vieinung ijt jo myjtijdy
wie pad befannte Symbol der Cwigleit. Dad Koingidieren beider in manden
Bejtimmungen [dujt vielmehr auf dad Anftreten der magimalften veellen
Unjtetigteit Hinaus,

II) Mathematif in Hohever YVollendung ift Kunjt und ihre Dar-
bietungen fallen unter den Kunjtbeqriff. Namentlid) gilt bdiejed von ber
Japl felbjt. Gie in wivklid) vertiefter Hinjtlerijdher Auffajfjung zu vers
mitteln ift bei den Clementen audgeidhloffen. Wm einer Seite ded Bahl=
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begriff3 etivad ndfer zu treten, fo tann in der Wittelfdhule dad Jr-
rationale nid)t etwa iwie bei Dedefind (Stetigleit und irvationale Fahlen,
1. Uuflage 1872; 2. unverdnderte Auflage 1892) difponiert werden. Debe-
tind jeigt: Wenn D eine gange pojitive Jahl ijt, ohne Duadrat einer folden
it feim, und x; bej. x, alle migliden Rationalzahlen vorjtellen, deren
Quadrate fleiner bey. grifer ald D jind, fo erweift jid) ein y, von weldem

gilt % = ;_’\t f _g, jugleid) grifier ald jebes x, unbd tleiner al3 jebes x,,
ijt aber feine Nationalzahl. Diefed y ald Sdnitt (Dedetind'd Benennung)
gwifchen den beiderlei x fiir eine Fahl (ald8 Jrrationalzahl) anzuerfennen
fieht man jid) gendtigt. ©3 weifen ndmlich jede zwei Rationalzahlen —
jolde der Reibe, welde, die Cinheit begreifend, mit der Einbeitddifferen;
auf einanber folgen, bey. ber Cinbeit nebjt deren Bielfadjen, und aud) ber
Reiben bder Bieljadjen aller Bahlem, zu deven Bielfachen die Cinbeit ge-
hort, — eine von Null verfdiedene, angebbare Differeny auf. Die Gruppe
ber Jationalzahlen ijt de2hald gany umzulinglid) fiiv die Bemejjung von
jtetig b. i. mit ber Differeny Mull in einander iibergehenden Ausdehnungen.
— Mit der Udoption ded y ift man aber nod) dburdaud entfernt vom ge-
jtectten Jiel. ©o eine Art Spionfop ift erft eingemommen. Wird man
ibn aber behaupten foymen? Ja, wird jid) dad aud) nur verlohnen? S[n
der erjteren Hinfidht ift notwendig y mit Sdnitten y’ gegen die x, die
y' mit Gdnitten y* gegen y einer- und die x anbererjeitd u. {. . in in-
finitum  u wmgeben, refp. e mup eine irrationale Variation Y jur
Lrennung von wei rationalen x aufgeftellt oder vielmehr dad eingelne x
alé rationale Singularitit innerfalb einer irrationalen Variation Z nad-
gewiefen werben. Jn ber andeven Hinjidht laffen fich) feine wefentlidien
Borteile fiiv dbie praftijhen Anwendungen abjehen. €3 befipt nimlid) von
unmertlid) in einander iibergefenden Ausdehnungen eine eingelne blof
burd) Nebenumitiinde, welche dent Auddehnungdbegriff felbjt fremd gegens
itberjtefen, die Wahlfihigleit zur Einfeit. Die Theorie dagegen Bhiitte
gripeven Gewinn, indem gewdhrleiftet wiive, dap die Ausdwahl einer Einbeit
unter allen den ndmlichen Unfang nehmenden Ausdehnungen begleitet ift
vom $ervortreten je einer Rationalzahl unter bden Mafzahlen fiir bdie
Bariation einer Ausdehnung, und daf die Variation der Einheit innerhalb
ber fo gezogenen Grenzen bie durdjaud verjdjiedenen DBarviationen bder
rationalen Fahlen volljtindig liefert. — Fiir die Lofung der einen obder
anderen hiemit bevithrten Frage mufp der Meifter wohl nod) exit erjtefen.
€ine Meijteraufgabe ijt e8 aud) den werbenden Fadymann in die jo jubtilen
Wendungen ded Jahlbegriffd einguweifen. Cin ridtiger Meifter wird jidh
diefer vornehmiten unter den allgemeinen Meifteraufgaben jdhon darum nidt
entziehen diirfent, weil faum einer von denjenigen, welde den Fugang zu
ven Dihen unferer Wifjenfdaft judjen, den ganzen BVorzug der Gaben bes
jipt, durd) welde er fid) aud bden Sdhriften allein und ohne WMeifterhilfe
gurecht findet. Die Elementarmathematif muf man aljo wohl odber iibel
bie Wege ziehen laffen, weldie dem Fafjungdvermibgen von Knaben anges
mefjen find.
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IIT). ier liegt, jo zu {ogen, Dbereitd bdie Ankiindigung ded jefsit be-
handelten Themad vor. Wenn ed bid heute audqgejept geblieben ijt, jo gab
ji) der Berfafjer der Hoffnung hin, ¢8 midite von einem Verufeneren in
Angriff genommen tverden.

Stapitel 1.
Einfadyes und ujammengejetes Sdahlen.

Borbemerfung, Alled Redhuen ijt ein dhlen und
pient gur Bemejjung vow ivgend welden Auddehnungen,
fpeldhe in dtbeveinjtimmende Stiicte, Einheiten, erlegt odev
aud joldhen verbumben find. Das Mittel fitr das Rahlen ift
oie Sahlenveihe'), welde devart abgejdhritten wird, baf man
fiiv jeded Stiict eine Stelle vov- oder juviictgeht, je nad) bdev
Bedbeutung ded Stiwks fiiv die gange Wenge. Jeder voll:
ftandig zum AbJdhluf fommende Bdahlungsvorgang be-
ginnt bei 0.

Nr. 1. Was driictt eine bejtimmie Bahl 3. B. 10 aus?

Sie forbert, dafy man von derjenigen Stelle dev Hahlen:
veihe, o man ficd) befindet, jo biel Stellen forvtjdhreite, als
diejenige Bdahlung wmfait, weldhe von O unternommen nad
10 fihrt, ndmlidh wie die Bdhlung 132335 . . . . 9;10! —
Bugleid) driictt jie ausd, daf jo jdhon gezahlt ijt.

Ne. 2. WVian jteht auf 7 und joll eine Bahlung (vom Grab)
10 audflijren®). Wie gejdieht ed?

Wan  3ahlt entweder 8;9;10; . . . 16;17! ober 3aphlt
G534 ... —2: — 3!

Nr., 3. Wie unterfdeivet man aber betde Bahlungen ?

Sene gilt alg Adaplung -} 10, diefe alg eine Bdahlung — 10,
indem veveinbavt ijt: bei den beftimmten Jafhlen weifjt 4
pen Weg nad) dem ohue Gude gunehmenden -, nad
+oo, und — ben Weg nach —oo. 10 und — 10 jind
veine Gegenfdate und macdhen beim Eintveten in die
namlide jujammengejeste 3dhlung einander iviv:
fungslod bez. heben einander.
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Nr. 4. Wad hat man fich bei 0 vovzujtellen?

0 hat den €inn von ,nidt ju gahlen” bez. , nidt
geadhlt”, tvie e8 Dder Fall ift ei blos zwei gegenjaislichen
Adhlungen; 3. B. gilt —H4+-5—=0. Ehe fiberhaupt gezaflt
toird, liegt ebenfalls ein ,nidt geaahlt” vor.

e, 5. Cine 3ahlung ift nur aus cinfadgen Bdahlungen 7312
und 9 gujammengejesst und folgt dabei feiner andern
nad), vejp. beginnt bei Null (vergl. Borbemerfung).
Welchesd ift diefelbe, tvenn die ausd den meijten Ein-
eiten gefilgte, vefp. abjolut grofte Eingelzahlung
vent anbdern entgegenivivft?

Sieift 1;2;3;- .- 6,71 6;534;. .. —4; —bl —4; —3; —2;...3:4!
odev — 15— 2y —3;...—6; —T! —6; —H; —4;...4;5! 4;3:2;. ..
—3; —4!

Nr. 6. Wie ijft e3 1iblid), diefe Bdahlungen fury angujdreiben?

Man jdhreibt 7 — 12 +9 — -4 bey. —7 4 12 —9

e a

MWe. 7. Worin {timmen jie tvots aller Lerdjiebenheit iiberein?
Beive laufen auf dag namlide hinausd wie eine eingelne
Adhlung 4 {1;2;3;4! bey. —1; —2; —3;—4!}. Dag ,="
pritct dtberhaupt aus, dap die vollftdandigen Rapl-
ungen, 3wijden welden es jteht, einanber erfepen,
ivenn e8 auf bden Wudgang beyw. Wert Dder Bdahlungen
und, wie in der Negel bei Veftimmungen, nidht auf eine be-
jonbere Moglichfeit dev Durdfithrung anfommt.

Jr. 8. ©8 wird behauptet, daf bet dev Ausfihrung gefehlt
tourde, da mit ber lebten Eingelzahlung zu Dbe:
ginnen war. Weldes ift die vidhtige Adahlung?

Sie it enttoeder 9 —12-+T7—=-+4 odber —9F12—7
= —4 ober 94T —12=-+44 odber —9 —74+12=—4.
— Uber e3 zeigt {id), dap nichtd verfehlt wav, twenn es nur
auf ben Wert der Bahlung anfommt. Nun nennt man eine
sufammengefepite Rdahlung Wggregat oder algebraifde
Sumne, wiahrend die eingelnen Bdhlungen Glieder Ddes
Wggreqats bey. algebraijdhe Summanden heifen. ©E8
gilt und ijt ein iwidtiger Salh: Die Neihenfolge der
Glieder ift ohue Ginjfluf auj den Wert des Aggre:
gats (bie JReibenfolge dev algebraifden Summanden 2c.).
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Nr. 9. Sind beide Bahlungen wivflich gang gleidh bedeutend?
Cie fonnen fitv den namliden 3dhlungdvorgang jtehen?),

thun e8 bann aber im Sinn vein gegenjislicher Anfjajjungen.
©teht da ber Vorgang in BVerbindung mit anbderen, deven
Ginn beveits feftfteht, fo ijt nur diejenige 3ahlung die vidhtige,
bei mweldjer alle fidh) verjtarfenden Eingelzdhlungen — fiber

fie ift fein Bmweifel mdglih — die namlihen BVorzeichen be- -
fien.
Nr, 10, Konnen wei Sdhlungen vie die in NRr. 6 im nam- s boa
lichen Bufanmenhang veveinigt vorfommen, und mwie :
ijt e3 da? \

Allevdingd treffen folde Bdhlungen aud) jujammen, tie
iibevhaupt zu jebem Vovgange ber vein entgegengefebste fo
gut als jonft einev fidh gefellen fann. Da aber maden bdic
beiben, toie nicht minder die Bdhlungen dafitr, einander twir-
fungslos, 3. B. gilt T—124+9—T-4+12—9=0 u. bdql.

Nr. 11. Wenn a,b,c bez. +a,--b, ¢, wie es aud) Heifen !
barf, fortanm ivgend tweldhe Bahlen bedeuten, fo ijt
a—b-4-c=0, wenn die eine 3ahlung ben hrigen
bolljtdndig entgegenmwivtt. Welde von den Bdhl-
ungen ijt es?

3u a—-b ijt ¢, aber eben fo gut ijt b ju a-c oder
aud) a gu b-4-c bhier entgegengefest und fHebt e3 auf. — w | >
MWan merfe: @) | fteht vor unbejtimmten Sahlen ju-
nadft im Hinblict auf das immer mdglide Bu-
jammentveffen mit dem veinen Gegenfah, welder R
ebenjo, nur — fjtatt +— bvovan, gefdrieben wirvd.
f) Das Bufammengehdren von Sdhlungen bdriict
man dburd) bloRes Nebeneinanderidhreiben derfelben
aud; aber eine anbevn jolgende Bahlung muf, was
ijr gufommt, 4~ ober —, jrei vovan Haben*). y) Jn- |
dem a ober b oder ¢ bas |+ al3 BVorieiden fithren 1| s
fonnen, geht es aud), fie als nadfolgende Zaphl-
ungen zu jdreiben.

Nr. 12, Wiedber fei a+b-Fc=0. a3 vermag da a ober
b ober ¢ 3u erfeken?

Hier leijtet a dasjelbe wie —b — ¢; aljo gilt a=—b — ¢;
ebenjo gilt b—=—a —c undb ¢c=—a —b.

p— —




13

Nr. 13. Was (akt fih von 10-4-a Degliglich der Avt bder
Adhlung, was begiiglic) des Werted behaupten?
10+a ijt eine zufommengefeite Rihlung und war aus
Sdhlungen gleider bes. entgegengefetster vt verbunden, je
nadpem a pofitiv (beftimmte Jahl jwifden Ou.4 o)
ober negatib (beftimmte Zahl zwifden 0 und — o)
ift’). — Was den Wert anlangt, fo ift 104 a grofer als af),
alfo je nad) dev Vejdhaffenheit von a alles mdglidhe und ins-
bejonbere 10, wenn a=0 ijt; dagegen nie fo grof al3 a,
auer 10 Bat gegenitber a Nullgrofge. Man bebenfe nody:
Bon jeder Stelle der Bahlenveihe fann man mit
einer eingigen Bdhlung zu irgend einer anbdern
nibergehen.

Ne. 14, Wie muB a befdaffen fein, damit gilt 28.% - a
— 13139

Mit gehorviger Beadhtung von Nr. 12 exhlt man dev Reibe

nad) 28, % +a=—13L1 bej. a = 1314 — 28 % beg. a = — 144q,
. g. i. Man entnimmt ndmlid aud Nr. 12, daf man bei
ber Gleidhheit bon ivei Bdhlungen aud einer ein Glied juv
andern uberfithren (tvanjponieven) darf, fo 3war, daf dabei
gilt: Cin Glied vevivandelt fid) beim Tvanfponieven
in feinen Gegenjap (RNegel von der Gliedertranipofition.)

Mr. 15. Den Wert von a—b—c+4d—ef-f—g 3u be-

jtimmen, wenn @) a = 28; b = — 11; ¢ = 23;
d=16;e=—8;f=—31;g=21, fla——511§;
b=—13}}; c =42}1; d =305%; e——19%;

f—=—26f; g=—53% gilt!

Die angegebenen Werte eingefest, jo wird bder usdruct
bR . jue) 28-+11—234+164+8—31 —21 =—12,
w.g.i. $)—5H118-133F —4281+4-30 %+ 195 — 267 533
——383, m g i — Solgende Nebenvedhnung liefert )

+ - By ol
13 b1 =51 13—s2
30 42 =230 ,j_ 1—s63
19 26 - -—60 Y1._—_s68
53 3—154

SA10; 2195 A\ —4 30125y It A48 bep. -
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Nr. 16. Graphijhe Daritellung von Nr. 15«)!7)

Der Gang des Thermomeferd gelte ald vorbildlih! —
Man Deniist bdie Davftellung vovteilhajt u einem Beweis
be3 ©abed in Nr. 8, ettwa wie folgt: Gine Bahlung an dev
vidhtigen Stelle itberjehen, jo ift man um fo diel Fuvict ober
por, al8 fie bor- ober zuviictgefiiprt Hatte. Die Bahhing
irgend fpdater nadgeholt, jo ift man wm nidhis mehr Fuvit
ober bor, indbejonbdeve ivird bdie namlide Enbditelle wie ohne
pad 1lberfehen evveidht.

Ne. 17. a—27,2024+b—c—d-fe foll den Wert O ex=
halten; ferner feien a und e Gegenjdige, b und c
gleich) grof. Wie mup d bejdhaffen fein?

€. 1. 7. a — 27,252 + b — c— d 4 e =0 (Hauptgleihung);
ferner a-+e=0 be3. e=—a und b=c bez. b—c=0
(Dtebengleichungen).  Jn die Hauptgl. eingefest, jo Ffommt
p. N.ow. +27,202 F d = 0% beg. d = — 27,252, . g. 1.

Nr. 18. Dev vovige Ausdbruct foll toieder ju 0 iwerben, aber
pont den Rahlen asbjc;d und e bdie ndacdhjtfolgende
inuner um 100 grdfer fein!  Wie ift zu wahlen?

€ .1 a—27,202+b—c—d-+ e =0 (Hauptgl.);
ferner b—=a—-+100; c = a--200; d = a300; e=a--400
(Dtebengl.). I.0.H.q. E0.In.
a— 27,252 -+ a 4+ 100 — a — 200 — a — 300 - a 4400
—0 bez. a=27,252; alfo b=127,252;' ¢ =227,2562;
d=327,2562; e=427,252, w. g. i.

MNr. 19. Der Augdbruct in Nv. 17 Joll den Wert 72,748 er-
halten und azhse und d im BVerhaltnid von 1:2:3:4
jtepen, e endlich um 100 fleiner fein al3 a. Wie
muf getwahlt werben? ‘Probe!

€ §.1. a—R7202+b—c—d-|e="T72748 (Htgl.);
ferner a=EY; b=R2E; c=3E; d=4E; e=E — 100
(bgl.). S.0.5.gq. £ b R n
E—27202+2E —3E—4E-}E—100="172,748
be3. + 3 E=—2000be3. E = — 66%; ;
alfo a=—663;b=—1833;c=—200;d=— 2663

e=—166%, w. g. i.
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Die gefundenen Werte in die Hauptgleihung gefest, fo
fommt d. I n.

L. —66%—27,252 —1331+200-}- 2662 — 1662 —--72,748,
ie R. jteht und fein joll. Nebenvedhyuung fonnte fein:
+ - + =
200 66 2 2
266 27,252 i
133 2
166 A L

Z:466; I:392,2562;  /\:-T3,748.
M. 20. Was ift Summe, wasd Differeny von ivei Jahlen?'?)
Jedes  3ieigliederige Aggregat (bad eingelne Glied mag
einfacje oder ujammengefetste 3ahl fein) fann mit gleid) viel
Jecht als Summe oder Differen von wei Bahlen angefehen
erben. Denn: Summe bez. Diffeveni dvon 3wei
Bahlen ift bie Criweiterung dev erjtgenannten Jahl
puvd) bie gweite bey. den Gegenjab dev yweiten. —
3. B. 18— 27 ift bie Summe von 18 und — 27; 3 ijt die
Differeng von 18 und 27; ja, wenn man will, Umformung
der Diffevens bon — 27 und — 18, der Summe bon — 27 und 18.

Abjdluf. - uud —, jowie die Ketten aus ihuen betreffend.

©3 ijt veveinbart, baf von den Beidhen 5 —; - : nie-
mal8 givei ungefondert auf einander folgen ditvfen. Auf diejes
hin wird fitr 10fa im Falle von a — —5, lediglidh einfetsend,
gejhrieben 10 (—5). Man weify aber aud) (vergl. allgemein
Jtr. 11 und jpegiell Nv. 15 ded Kap.), dap e3 10 — 5 Beifen
parf.  Aljo gibt ed feinen Untevjdhied zwijdhen - (—5H) u. — 5.
@8 gilt 4-(—5)=—25; ebenjo +(+5)=-}5H; —i(4-5)
=—2b undb —(—95H) =--5. Cine Kette von zwei 3apl-
geiden (+;—) [aft jid) duvd) ein einziges — evfepen,
enn ein eingiges — in ihr vovfommt; andevnfalls
pari + bafiir ftehen. — Cin Beiden fann betvadhtet werden,
cinmal als Aniweifung, das andere Mal ald Vollzug. Bei - (-5);
+(—=5); —(4+5); —(—5) fat man jedod) gern vad in
ver Umjdlieung ftehende Zeidhen al8 Bollzug, dad anbdeve als
Antveifung auf ohne einen Fehler ju begehen, wenn diefesd nidyt
gejdieht. G5 gefdjieht aber fberhaupt Hlo3 wm fid) die Hetvef.
Saplen bequem als Sugang bez. Wegfall von Bovteil bez. Nad)-
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teil 3u bevgegemvdrtigen. - fteht in der Wnffaffung des
Ginftigen (Bugang ; BVorteil), — in der bed Ungiinjtigen (Weg-
fall; Nadyteil). Veijpielsiweife deutet man — (4-5) ald Weg:-
fall von BVorteil (im Betrag) 5. — Mit Bahlen der betradteten
Art wird aud) weiter gevedhuet. 3. B. man benlist x =+ (—7)
sur Beftimmung von 10 4+ x. E8 wird 10 4 [+ (— 7)]
=10 — 7=3 erhalten. Niht3 fteht im Weg bei einer Jahl
eine RKette von nod) fo viel 4 und — angunehmen. Untex
allen Umitinden gilt &) 4 ift dad den Sinn bdes nad:-
jolgenben bejtdtigende, — a3 ihn verfehrende BVor-
seiden. B) Die Reihenfolge der - und — in der
fette it ohne Cinfluf auf den Werth der Bahlung.
y) Gine Kette [aRt fid) durd) ein eingiges — beg. - er-
fegen, je nadhdem eine ungevade bez. gevade Menge —
in thr porfommt. '

Anhang von Iibungdanfgaben.

(Mbungen zu MNv. 1—16 e3 RKap. ergeben jid) Dei dev
Durdnahme von felbjt. SHier jind nur Nr. 17—20 berii:
jidtigt, die felbjtverjtandlidhen Fragen find weggeblicben, thun:
lichft oft find Proben su liefern. Tbungen jum Kapitelabjhiuf
f. tm Landshuter Programm.)

Nr. 1. a ijt gu b entgegengefest und um 5 fleiner (grofer).
Ne. 2. Die Summe von a und b ift ju 27 entgegengefetst
und b um 13 groger (fleiner) al3 a.
Nr. 3. Gumme und Differen von a und b find Gegenjibe;
jerner verhalten fih a und b wie 3:5 [a ift um
6 grofer ald b; b ijt um 6 gvdger ald a].
Nr. 4, a verhilt {id ur Diffeveny [Summe] von a und b
foie 1: 3; die Summe (Differenz) von a und b ift 210.
Swet Komplemente [Supplemente, Jmplemente] bver:
alten {id) wie 1:14 [unterideiden fih um % R].
Nr. 6. Bon 2 Nebenwinfeln (Sdeitelwinteln) ift die Diffeveny
(Summe) I R.

Ne. 7. Die halbe Diffevenz von 2 Fmplementen [ Supplementen,
Somplementen] ijt der vievte Teil der Summe.

Ne. 8. Die Wintel cines Dveiects (Finfteld) ftufen fih um
je 11,2° qb.

(oh) {

Ner.
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RNr. 9. Cin Wintel eined Dreiectd ift fo grof ald bie 3ivei
andern ujammen; bdiefe vevhalten fich wie 11:13
[untevidjeiben fich um 16°25/34“].

Ne. 10. Die bieverlei Aupentwinfel eined Vievets bverhalten
jih tie 3:6:5:4 [ftufen fidh je wm 5L® ab]. IWie
gro find bie Bievectswintel? Probe!

Bv. 11 Aud einem Puntt ftrahlen fedhd Halbgevadbe und
jondern fechs Winkel von einanbder, welde abvedhielnd

$ 4 o um 173° wadyjen und um § R abnehmen.

S

Nr. 12. Die einen alternievenden Wintel eines Achtects mefjen
sujammen fo viel al3 die anbern; jene Hilden eine
fortdhrend um 11.5° fallende NReihe; diefe verhalien
jid) wie 7:9:5:6.

Nr, 13. €3 gilt a—b=15 — ¢; ferner miiffen a; b und c
je um 7 [—5] bergrdfiert werden, um ahlen im
Berfaltnid von 7:6:2 zu liefern.

Nv. 14. 63 gilt a—b+c =210 —c; ferner miifjen a; b
und ¢ je um 3[— 4] verfleinert werden, um Jahlen
tm Verhiltnid von 8:4:3 au liefern.

Nr. 15, 6G8 gilt a — 2b = ¢ + 3; wenn man a um 3,
b um —2, ¢ um 14 vergrifert (vertleinert), ent:
w|w jtebern: Bahlen im Verhaltnid von 3:2:5.

RNe, 16, €3 gilt 2a—3b=>5c —12; wenn man a: b und
C je um 2 vevgrogert (verfleinert), entjtehen Rahlen
im Berhaltnid pon 1:12:21L,
Nr. 17—20. (Vierfached Thema u einer Schulaufgabe.)
a; b und c verhalten fich wie 8:7:4; d ijt wm 1 Eleiner,
e um 1 groger ald b. Wie jind a; b; ¢; d und e ju
wablen, dbaf a4-c—d und 26 — b e Gegenfate werden?
} & Wie, bap die Summe bdiefer Ausdriicke 6 wird? Wie, daf
bie Differeny — 6 ift? Su einem Falle die PBrobe !
a; b und c verhalten fidh twie 7:4:8; e ift um 1 grofer,
d wm 1 fleiner al8 a, Wie find a; b; ¢; d und e 3u
wahlen, dag b—c4-eund 25— a-d Gegenjike werden?
Wie, dafy die Summe bdiefer Ausdriicte 9 wird? Wie, bafh
bie Differeny —3 ijt?  Bu einem Fall die Probe!

2
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a; d und e verhalten fich wie 4:8:7; b ift wm 2 grdger,
c um 2 fleiner ald e. Wie find a; by ¢; d und e 3u
wihlen, daff a —b4+dund 254 c—e Gegenjibe werben?
Wie, dafy die Summe diejer Ausdriicfe 14 wird? Wie, daf
bie Diffeveny — 3 ift? Bu einem Fall die Probe!

¢; d und e verhalten jic) twie 8:7:4; a-ijt um 2 tleiner,
b um 2 groger al8 d. IWie {findb a; by c; d und e 3u
waplen, daf c—a-feund204-b —d Gegenjite werden?
2Wie, daf die Summe diefer Wusdritcte 17 wird? Wie, daf
bie Diffeveny — 8 ijt? Ru einem Fall die Probe!

Ne. 21—24. (Bievjaded Thema in der Pavallelabteilung.)

a; b und ¢ verhalten fidh wie 7:5:3; d ift gu b1, ['
e 3u b—1 entgegengefetst. LWie mitjfen a; b; ¢; d und e
getvdhlt twerden, daf a—c —dund2d0 —b-fe gleidh groR
erden? Wie, dafy die Summe diefer Ausdriicfe — 10 ird?
Wie, bafy die Diffeveny — 32 ijt? Bu einem Fall die Probe !

a3 b und e verhalten jid) wie 5:3:7; c ijt ju a — 1,
d 3u a-1 entgegengejett. ILWie {ind a; b; ¢; d und e
au waflen, bag b — ¢ | e und 20 — a - d gleid) grofs werden ?
Wie, bafy die Summe diefer Ausdriite — 15 wixd?  Wie,
bafy die Diffeveny — 29 ijt? Bu einem Falle die Probe!

a; d und e perhalten fidh twie 3:7:5; b ijt ju e — 2,
¢ 3u e—+2 entgegengefepst. Wie jind a; by e; d und e q
a1 todhlen, daf a —b 4 d und 26 -} ¢ — e gleid) grof werden? A [
Wie, dag bdie Summe diefer Ausdriite — H wirth? Wie,
baf bie Diffeveny — 33 ijt? Bu einem Fall die Probe!

c; d und e verhalten fidh) wie 7:5:3; a ift gu d 4 2, ] |} 2
b au d — 2 entgegengefebt. LWie find a; b; c; d und e zu
wihlen, daf ¢ — ateund 20 b —d gleid) grof werden?
Wie, daf die Summe diefer Auddriife — 8 wird. Wie, baf
bie Differeny — 34 ijt?2 Bu einem Fall die Probe!

Nr. 26—28. (Vierfadhed Thema mneben Geometrie).

a; by ¢ und d zu beftimmen, et die Summe von a
und b um 24 groger ift als die Differeny von ¢ und d;
ferrter d wm 2 vergvofert, a um 2 verfleinert werden muf,
bamit Bahlen im BVerhdaltnid bvon 2:3 entjtehen; endlid) b r
um 4 gudfer ift ald d, wihrend c der Gegenfaty von d ijt.
| Cytlijche BVertaujdung lieferte die Wufgaben der drei anberen
Abteilungen. ] \

P e ——————— | Sy
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Nr. 29—32. (Vierfadhes Thema in der Pavallelabteilung.)
a; b ¢ zu beftimmen, wenn gilt 4da —Tb—=10 —cu.a;
b und ¢ je um 7 vergrdfert wevden miifjen, damit Zahlen
im BVerhdltnis von 4:2:1 entjtehen! Probe! [Vei den
andern AbL. war um 8 bez. 9 bez. 10 zu bevgrojern. |
Ne. 33—36. (Vierfached Thema in einer ungefeilten Klafjje.
s | - 1Mbevall war die Crfldrung von a) Summe,
' b) Dijfereny, ¢) Gegenjiben verlangt.)
Die Summe von 23 —aundbb — 62 ift o grof als bie

__-JL E s e B e A —

“H ; Diffeveny von ¢ — d und 15 — e. Wie jind a; b; ¢; d
' und e Dbejdaffen, weun fih b; d undb e wie 4:5:3 ver:
[ halter, ¢ 3u e entgegengefeist, endli) a um 16 fleiner it

ald die Summe vort b und e? ‘Probe!

a—-+ 20— b ijt entgegengejehit ur Summe von ¢ — 28
undb 14 — d —e. Wie jind a; b; ¢; d und e bejdaffen,
wenit aj; b und ¢ {id) wie 4:3:5 verhalten, d 3u b ent:
gegengefetit, endlidh e um 18 grofer ift al3 die Diffeveny von
b und d? Probe!

Die Dijfeveny von a—364+b —cund 27 —d e bhat
pent Wert 7. Wie {ind a; by ¢; d und e bejdafjen, twenn
b um 2 groger ijt al3 a, ¢ um 3 groger ald b, d entgegen-

\ gefett 3ur Summe vonw a und b, endlid) e Doppeltes von a?
b Probe!
“| a— 08 it entgegengefepst zur Dijfeven vbon b4-13 —c

und d — 21 + e. Wie find a; b; ¢; d und e bejdafjen,
et a; b und c {idh wie 4:5:3 vexhalien, d zu e eni-
« I ¥ gefest, e um 18 ftleiner ift alg dbie Summe von a und c?
Probe!
Nr. 37—40. (Vierfaded Thema in etmer ungeteilten Klajje.)
Gegeben t — 10m —H4—2k —121; u=2k —10m —41;
v=61+2k—8m—35; w =12k 151 — 3m 6,
endli) x=3m—21—20—4k. A) Bildbe die Differeny
pon t und x; die Diffeven von t und der Summe dev biev
anbern entfprechend ausdgedvitctten Bahlen; die Summe aller
fimf! B) Der Wert der unter A) betvacdhteten Diffeveny
\ t — x verhalt jidh su k; 1 und m tvie 7:6:5:4; tvie groR find
k:l;m und die Differeny? C) Wie grof jind tju;v;wix
und thre Summe fiiv die unter B) evmittelten Werte bon
ksl unbm?

2%
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[Die andern Gruppen enthielten unter A) die Frage nad
per Diffeveny von u bez. v bez. w und X einerz, der Summe
pev bier {ibrvigen anbdeverfeits, joie dic nad) ber Summe von
allen. finf. B) entfprechend, ald Verhaltniszahlen jedodh
6:5:4:3 beg. 3:4:5:0 be3. 4:5:6:7. ©) gleidhlautend. |

Stapifel IL
Reduftionen und Gegenreduftionen r; R (el

r. Sommt in cinem Aggregat ein Glied wiederholt vor,
io redbuziert man (fiivzt ab), indem nan es nnr einmal jdhreibt
und Hinter dem (einem) - bey. — bdesfelben uotiert, wie oft
e vorfommt. R B. a—b—b-4c4+a—b-+4c+c—Db
vedugiert man u 2a—4b-4+3c. — Die (Biffer) Notij
nennt man Kodffizient der vedbugievtenw 3dahlung, diefe jelbit
bag Produklt!’) von zwei Bahlen. J[n unferem Veijpiel
erhielt man ein WAggregat von drei Produften ald Gliedern.

Bemerfungen, Vei bder Anivendung von r bedarf man
in geiffen Fallen ein Sonderungdzeichen, namlid) einen Punftt
(- ober ><). Da man nun bet Produften bag bdeven Sinn o
angemefjene ,mal” gerne fpridit, fo wird der Punft gewdhnlid
ald Multiplifationdzeiden angejehen, eigentlih ohue NRedht'?),
benn bdie Regel r tweify nichtd von einem Punff. JNur in den
Sillen, wo eine beftimmte 3ahl; ohne da ihrv eine Kette vov-
audgeht, wiederholt ift, braudt man ihn. So jdveibt man,
um pon der Bahlung 38 die Neduftion von 3 Jdhlungen 8 3u
untevfdeiden, fiiv lepteve 3 - 8; ober fiiv —2 —2—2—2—-2
jest man — 5 - 2. Fovmen mwie — 221 . (—9) und — 221 (—9)
bedeuten bereitd genau das gleiche. RKommi vollends eine un-
beftimmte Bdahlung iiederholt vor, fo bleibt der Puuft n Dder
Kurzidrift vegelmdfig weg, ohne daf vevivehrt ift e ,mal”

e e | e,
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u fpredpen. — 2Auf die Form — 224 (—9) jtot man bei Re-
buftion ded Aggregats, weldes aud 22 Gliedern — (—9) und
einem BHalb jo grofen gefitgt ift (pad namliche ie ein aus
46 Gliedern Halb jo grop ald — (—9) bez. je 4% gebildeted
Uggregat). Beim Lefen diefer Fovm nimmt man in Gebanfen
eine Sonderung ded durd) den Kodffizienten abgefpaltenen ,—"
und feine Lerfnitpfung mit dbem Koéfjizienten vov, inbem man
bie Form als 223maligen Wegfall des Nadteils 9 deutet. Dem
fommt die Mathematif entgegen dadurd), daf jie — 224 alj
SKoéffizienten im erweiterten Sinn gelten (Gt und {id
fo den Borteil fichert, daf der Koéffizient genau vie eine jede
Adahlung alles mbgliche, aud) ein negatived, jein darf. — Daf
3:8=28.3 ijt, wifjen wir lingft. Gbenjo, dak e3 anbere
Rahlen mwie 3 und 8 fein fommen. Wucd) 225 und — 9 fonnen
e3 fein und s gilt — 22} (—9)=—9(—22!). Fapt man
namlid den Koéffizienten i der eben cvlauterten Eriveiterung
auf, fo hat man linfs den 22Imaligen LWegfall ded Nadhteils 9,
ved)td den 9maligen Wegfall bed Nadhteils 225  Beidbes (it
Bovteil im Betvag 2021, Den Koéfjizienten in der urjpriing:
(ichen Vejdranfung genommen, jo hat man [linfd dad aus 224
Adhlungen — (—9) bez. 9 gebildete Aggregat in Kurzjdrift
por fidh), vedt3 bdiejenige ded aus 9 Gliedern — (— 223) bes.
—+ 224 Dbeftehenden Aggregats. Beidemal evhialt man, twie jdhon
oben, 2021, Wad mwiv aud) fitr awei Sahlen Haben, ob toir,
allgemein ausgedvitcft, a und b Haben, jtetd gilt ab="ha d. §.
bie Neihenjolge der Faftoven einesd Produfts ift ohne
Ginfluf auf dejjen Wert, Man nennt namlid) im Produft
pon 3toei Bahlen jede derfelben, dad ,LWas” der Wiederholung
nicdht minder toie deven ,Wie”, Faftor und betont mif der
Gleichbenenmung, daf beide die Nolle taujden Fonnen. Nidi3
fieht im Weg, den wivtlidhen Vorgangen nadyfommend, Pro-
putte von mehv al3d zwei Faftorven zu bilben, und aund
ba gilt der Bodwidtige Sab'®). JInfolge der 3weifaden
Aujfajjung ded RKoéffizienten diirfen bdabei die
und —, welde die eingelnen Faftoven als Vorvzeiden
fiibren, jamt und fondbers ald Beiden einmer einjigen
an Faftor 1 gefniipften Kette gelten.

R. Sommt in allen Gliedern eined 2Aggregatd bder
namlide Faftor vor, jo jdreibt man ihu nur einmal neben
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(vor oder Bhiuter) bdie UmElammernng bded Aggreqatd vhne
diefen Faftor in den cingelmen Gliedern 3u wiederholen.
Bum Beifpiel veduziert man 2a — 2 ab— 6 ac—+ 3 ad beliebig
ma (2—2b—6c¢c+3d) odber2a(l—b—3c+4154d)
ober —2a(—1+b-+3c—1,6d) u. dgl. mehr.

Bemerfung. Die durd) R getwonnenen Neduftions:
formen findb (ebenfall3) vollivertige Beichen fiir bie vedugievten
Ngqregate. Man nennt joldhe Form ,dvas Produft von
einem Aggregat mit einer Jahl”. Oben war es bag Pro-
puft bon Pem in Klammern gefafpten WAggregat mit der jemals
poraudgehenden Jahl abez. 2abez. —2a. Der Name ift u
NRedht gegeben; denn betvacdhtet man mx —nx—+px, fo fann
man redugieven ju X (m — n—p); man fann aber aud) aufldjen

1 2 x
au pem Aggregatm —n—+p-+m—n—4-p...-4+m—n-}p
und erfennt BHievin thatjacdhlih bdie x-fache LWiederholung bes
Aggreqatd m —n—4p, iie ed der obigen Deutung bder NRe-
dbuftion X (m —n--p) entfpricht [vergl. aud) die Deutung
bonn— 221 (— 9) in ber Vemerfung 3u r]. — Den beifpiels-
ieife angefithrten Nedbuftionen entnimmt man nod) den Sah:
Dasd Produft von zwei Bahlen jtimmt itbevein mit
pem Produft von deven Gegenjiben').

0. @3 perlohnt fidh), die fpater eingehend zu evdrternbe
Regel DBereitd jet au Denitben: Kommt in einem Produft ein
aftor wiederholt vor, {o fdreibt man ihn nur einmal und
uotiert ved)ts oben, wie oft er vorfommt, Sum Beifptel ve:
bugtert man 2abe - 4ac - 4 abd ju 2°a’b*c*d. — Die erhaltene
Kurgidrift ijt ein dollivertiges Bafhlzeichen, heipt Potenz des
fpieperholt auftvetenden Faftors bez. ihrer Bafid; bdie Notiz
veht8 oben ift der (Potenzz) Crponent. — Obige Form ijt
ein Produft, bdeffen Faftoven bdie Potengen 2%a’bxe*d? —
foie man fiiv d jur Befrdftigung, daf ed einmal ald Faftor
gilt, f{dyveiben darf — find.

Ne. 1. Bardey'®), &. 12, die Aggregate unter 18 ujanmens:
jufaffen! Probe mita——1;b =2;x= — 3!
V. H. b. R. n.
"—x+t+a—b+T7a—x-+}+28—3b42x—10-42—3a
~+ 2x — ba-43b+a—=2x — 6} 3a.
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— Die angegebenen Werte eingefeht, jo fommt  J ) Lo 1)

L. 743 — 1ﬂ5-7—l—3—‘3—6—6—10—}—.‘3—}—3—6
+ 546 — 1 beg. — 153

R. — 6— 6 — 3bes. — 15, tie L. fteht und jein joll!

Nr. 2. Toie miflen a; b und x gewdhlt werden, joll Der bei
Y RNr. 1 gegebene Auddruct gu O fwerden und x Halb
jo grof al3 a fein?

Fitv en Ausdbrud faun wman feine vedugievte Form Dbe:

-4 nitgen. G f. §. 2x—64-3a=0 (Hauptgl.); ferner2x—=a
: (Nebengl). & b H. g L2 Ronoa— 6 -+ 3a = 0 bez.

ja—60e3. a=-13; aljo x=1%; b fann jebe Bahl fein. Die

Aufgabe ift geldjt™®).

Rr. 3. B, ©.30und 31,3:8:13;.- .-, fernera-4-a-4-a{-a=!

....23) ax + ay 4 bx + by —a(x+yY)+bE+Y)
— (x+Y)(a+{Db) ober aud...-=x(a-+b)+y(a+b)

—(a+b)EX+7y) — Hinteis, dap der Wortlant von R
pem Verfahren nidht entgegenteht. An welchen €aty evinnert dev
poppelte Ausgang?

28) ab Ha—bl1=ab—1)—(b— DN=(b—1)(a—1)
oper aud) ---=(1—Db) —a (1l —Db) = (1—Db)(L—a)").
— n toeldhen Safs evinnert hier dev poppelte Audgang? (Levgl.
aud) RKap. I, Nr. 18.) 28,) {0n2}-21 xy — 1inx — 15 ny
—5n(2n—3y) +7x(_3Y -{—_211):(211——33-*) (bn —Tx).

— Gine Rahl und deven Gegenjap find im Grund die nam=
fiche Babl wur mif bev gegenjatlichen Cinweijung in bie Vex=
fnfipjung mit andern Sahlen. Davauf oder auf den Sdluf:
abfas in dev Bemerfung u B it fid) dev hier angerendete
Diechanidmug, welder unter oie Nubrif: Verwandlung
einev ,—“Nedutftion in eine - Redpuftion fallen
mag. 94) 2ax —bay+a—2bx+4Hdby —b=:--. Ein
Faftor oird preiglicpeviges Aggregat! Man fann fid) da
fragen: it e3 in dhnlicyen Fallen vorteilhafter das Aggregat
in jwei Gruppen von je prei Gliedern, odev in drei Gruppen
pon je atwei Gliedern Fu fiberfchanen? [Jn allen Féllen aber
Gruppen von gleichviel Gliepern!] 34,) Wmformung!

(x—y) (3a-+4b) + (3b—4a)(_ y+X) +2(x—¥)( 4b+8)

— (x—y) {(Ba--4b)+(5b—4a)+2(a—4b)}*)
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= (x—y) {3 a—4b--6b—4a-{-2a—8b}=(x—y) (a—-D).
ata—tata—a(lt1414+1)—4a

Benterfungen, Aus dem lehten Beifpiel wird flar, in-
wiefern R auf r im audgezeichneten Fall hinausfommt, r alfo
al8 Unterfall in R begriffen ift. — Bei andevenr Beifpielen er-
gibt fih al8 Negel: it eine Sdhlung ein von Klammern
umijdlofienes Aggregat mit dem Borzeidhen 4 bez —,
fo darf fie erfelt werdben durd) das Aggregat Dejy.
deffen Gegenfa. — Die Hauptfacde jedodh ift: ©3 hat fidh
eine neue Neduftionsform, 9asd Produft von atwet ggres=
gatew, ald bolltwertige Zahlform eingeftellt, Man fonnte in
ben Dbetreffenden Fallen Gruppen von gleichviel Gliebern mit
je einem gemeinfamen Faffor mwahrnehmen und dann iebe fo
vedugieven, daf bie Gefamtheit Der evhaltenen Produfte die Ne-
buftion ivieder erlaubt Hat'®), Wir Haben bie Vevanlafjung,
eine 3weifade Handhabung von R anguerfennen: 1) Die
ein Gefamtaggregat fofort umfafjende: jie fiubrt 3um Prodult
eines Aggregatd mit einer Rahl. 2) Die erft Gruppen von
gleichviel Gliedern und banad) deven jamtliche Neduftionen um-
faffende; fjie fiithvt gum Produft von zwei Agaregaten. IRo
beide Hanbhabungen mdglidy find, empfiehlt ed fich die gruppen-
weije Jerlequng 3u wihlen. Die bisherigen Edbe fitr Produkte
gelten fovt, ob viel, 0b twenig Faftoren Aggregate jinh. — Vor
vem Verjud) der Reduftion von bdievgliederigen Aggregaten 3u
Prodbuften von 3iwei jweiglicdevigen vefp. ju binomifdhen Faf-
toven follte man fidh vergemwiffern, ob man gum Ziele fommt
be3. ob das Aggregat in 3weifader Weife aua 3ivei Bielfaden
je eined Binoms gufammengefetst ift, 5. 5. die Cigentiimlich-
feit De3 Aggregatd dev vier Glieder einer geometrijhen Pro-
portion geigt. Bei allen bearbeiteten Beifpielert diefer Ant ift
thatjacdlich) aud) dad Produtt von wei beftimmten Gilie-
bern bed Aggregatd gleich dem Produft Her jvei an-
bern. Nod) mehr; [aft man {bervall die Roéffizienten aufer
Spiel, fo bleiben Glieder von dor Ant bevjenigen einer geo-
metrifden Proportion beftehen, und audy vie foéffigienten diefer
Glieber halten eine eben joldje Proportion ein. Wo ein vier-
glieberiged Aggregat diefe Mevtmale nidt Dbefitst.
fann gruppeniveife Reduttion nidt gelingen.

.
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Nr. 4. Bu vevjdiedenen Beifpiclen unter Nr. 3) Proben, 3um
Beijpiel gu 34,) die Probe mit x = 3; y = — 2,
a=1};b=—1,25!

Ne. 5. Obne mweiteved fteht feft: Gin Rrodutt ijt Nul,
jobald ein Faftor Null gewovden ift2?).
Davaufhin gu evmitteln, unter twelden Umftanden
eingelne Dev unter Nr. 3 beavbeiteten Aggregate
Nullwert erlangen!

for 3 -++33) Dad Wggregat ijt 0 entmweder, wenn x und Yy
' belichig, ettva 3 unb — 4, find und gilt a—b-4+c=0, was
beifpielsweife der Fall ift, fobald aufer a— —Hunpb =4
nod) gilt ¢c=9; ober, wenn a, b und ¢ beliebig, etiva
53— lind und x ber Gegenfap ju y, etwax=>5und
y=—>50 ijt. — 34,) Dasd Aggregat ift O entiweder, wenn
a und b beliebig, etwa O und 1, find und 2m —3p=20
beg. m und p jid) wie 3:2 verhalten; oder, wenn 2l a-+b =0
ijt beg. & und — b fid) tvie 1:21 vevhalten, wahrend m und p
beliebig find.

L

Nr. 6. PLroben 3u Beftimmungen unter Re. H!
++:33) I) Die fejtgefesten Werte a=—25,....eingefelst,
fo twitd bdas vorgelegte Aggregat d. M. m. 3...-.. IT).....
34;) 1) Den Ermittelungen entjpr. a —h —1:im — 3 B
p=2E in da8 Aggregat eingefest, fo . 5. N. n
3(2-0+7-1) R-3E—3.2E) -5 (3.0—4. 1)
(2-3E—38.2E)=3.7.-0-+5.(—4).0=0,
. e. {. f.! II) hiex fommt 5. N. n.
SRE—147E) 2m—3p)+4-5 (BE}-84E)(2m —3p)=.. ...

Rr. 7. B, S. 18 und 19, Auswahl unter 40) — 57.)!
oo 44)) Umformung:
3a(a—c)b—b (2b—38a)c— (8a—2¢) b2b? . (hat-a)
=3 a’h —3 abc — 2b% —+ 3abe — 3ab? 42 b2c |- 6 ab?
=3da’h+3ab’=3ab(a-b)). — Bon welder At it
ver bovgelegte Augdruct, bdesgl. jede einzelne Umfornung ?
Hiev fam die nad) dem Wortlanut von R felbjtverjtandliche
Regel gur Anwendung: Da Produft von einem Aggre=
gat mit einer Zahl ftimmt fbevein mit dem Aggre-
gat dev Produtte®), welde man evhalt, wenn man
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jebed Glied jened Aggregatd mit der Bahl multi:
pliziert??).

Ne. 8. B, ©. 19, Auswahl aus 60) — 65) &. 20, Augwahl
aug 110) —110,), ©. 21, Auswahl aug 125) — 125,) i

. a.!
oo Dem Gang vieler Beifpiele entfpridht die folgende -
Negel: Dad Produft von zwei Aggvegaten ftimmt ."*'

fibevein mit dbem ggregat von Produften, welde
man exhdlt, wenn man jeded Glied bed einmen pon
jenen Aggregaten mit einem jeden dbed anbevrn multi-
pligiert.

Nr. 9. Ausgezeidnete Produlfte. Ausdwahl nad V., ©.19
und 20 aug 66) — 83) und 90) — 108) u. a.!
... Borftehend fann man gwei Avten von Beifpielen, bei
toelchen die Aufldfung toefentlidje AbElivzungen evlaubt, unter=
jcheiden. Bei der einen Art wav ftetd ein Aggregat mit fid
jelbft ju multiplizieven, gu quabdrieven, wie man fjagt. Von
getiffen Gliedern, weldhe man erhielt, jtand im Vovaus feft,
paf fie cin 3iweited WMal vorfommen miiffen®*). Diefen Um-
jtand bevitctfichtigt die Negel: Dad Quadrat eined Aggre=
gatd ftimmt fibevein mit bemjenigen weiteven Aggre=
gat, deffen Glieder die Quadbvate allev einzelnen
Gliedber jened WAggregatd und dbie Doppelproduftte
eined jeden jeiner Glieder mit jebem vovhevgehenbden
find. Aud) wenn ein Aggregat mit einem feiner Vielfachen
multipliziert tverden foll, [eijtet die Jegel gute Dienjte. —- s
Sm andbern Fall jtand fogleid) feft, Daf von getvijjen Glicvern
aud) bie Gegenfie evhalten werben und mit diejen entiallen.
Dem entfpricht die Negel: Dasd PLroduft aus der Summe
imweier Bahlen, gleidhviel ob einfader ober 3u-
fammengefetter, mit deven Differenz jtimmt iiber-

;‘\

ein mit dev Differeny ber Quabdrate diejer Bahlen.

Nr. 10. RBerlegung trinomijder Stufen®),
2m?’ —3m—4m-4+6=m@m—3) —2(2m —3)
=Rm—3)(m—2);.----
3—T0x*—29x—=3+4+6x—3bx—T0x*
=3(142x)—3BxA+2x)=(1+2x)B—5x);
3 —T0x*29x370x2+3+29x;70x* —29x 435 --.:.-
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6(a42b)?x*—5H(2b-+4a)*x 48x*
—=8x*—4(a+2b)*x?410(a42b)*x’ —bH (a2Db)*x?
—4x*{2x — (a4-2b)*} + 5 (a+2b)*x*{2x— (a|-2b)?}
—=x?(Rx—a?’—4ab—4b?) (4x-+5Ha*-}20ab-420b?);
43{4-—-—36}'2?5[;—41(4——'12}22}'Z3+_[_QX?‘}'Za—r36}'326:----%).

Bemerfungen. Dreigliedevige ggregate, von welden bdie
Glieder in eine Neihenfolge gebracht twerben Fonmen, daf bes.
einer oder mehreve Wrten unbeftimmter Faftoven gleihmagige
Abminderung bez. WMehrung in der Haujigleit des Vorfommens
pon Glied zu Glied beobadhtet wird, heigen gefjtufte Tri-
nome obder trinomijde Stufen. — Sm erjten der obigen
Veifpiele fomnte dad Aggregat auf eine trinomijhe Stufe u-
fammengezogen fwerden (m be. m' ift die u bHeobachtende
Mindevung ded Faftorenbeftanded bez. die bftufung ded Tri:
nom3 von Glied gu Glied). Dod) jihe man der neuen Form
nidht unmittelbar an, dafy fie veduftiondfdhig ijt. Jene Form
dagegen Dbefist bie unter Nv. 3 Hervorgehobenen Merfmale da-
fiiv,  Wlan tweify jedod) unter Veniibung ded Umitandes, daf
ber Roéffizient der Iwijdenitufe die Sunume von einem Faftoven-
paar bed Produltd derbeiden anbern Koéfjizienten ijt, die tri-
nomijdhe Stufe jum veduftiondjdhigen viergliederigen ggregat
umgujormen und gelangt dadburd) jur Neduftion der Stufe jelbit.
Der BVergleih bdes allgemeinjten Produftes von Aggregaten,
weldhed trinomijche Stufen liefevt, mit der Neihe der 1berginge
au feiner fuvventen Fovm Deftatigt die Nidtigfeit der fiiv den
eingelnen Fall pajjenden Aufldjung3iweife flix jeden anbeven
dentbaven Fall. Man hat namlid

(A X+-B)) (A, X+4-B,)) =A; A, X*+A, B, X+A, B, X+B, B,
—A, A, X2+ (A, B, +A, B,) X+ B, B,.

— Auf die Koéffizienten fein Sewicht gelegt, fo ijt die Swijden-
jftufe eines gejtuften Trinomd bdie mittlere geometrijhe Pro-
povtionale u den jwei andern. Gin joldhes Trinom ift dem:
nad) vebuftionsfahig auf Grund bded teiteren Wmitanded, daf
per Roéffizient dber Smwijdjenitufe die Summe von 3wei Faftoren
ift, in tveldhe Dad Produft der anbern Koéffizienten erfallt.
Die giinjtige  Sevipaltung bder IBwijdenjtufe ivird Ddadburd
moglid).
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Nr. 11.  Bejtimmungen gu 0 an eingelnen unter Nv. 10 be-
avbeiteten frinomijen Stufjen! PRroben!

MNr. 12. Cine Gvofmutter und ihv CEnfel, welder dag Gym:
najium bejudyt, wdahrend die Grofmutter ungewdhn-
lihe mathematijhe Kenntniffe befitst, veifen mit ein-
ander und tverben bon einem Witveifenden [dftig
audgefragt, sulelst fiber ihr Alter. Da antworteten
jie a8 Gleihe und dennod) vichtig. Der Fragende
palt fid fitr gefoppt und ftellt dag Fragen ein. Wie
alt tar jeded, indem bdie Antwort gleicher Weife
gelautet hat: Die 85fache Wienge meiner Jahre ijt
1000 mefhr al8 diefelbe mit ihr felbft multiplizievt?27).

Dad Wlter der gefragten Perfon zu x Jahren ange:
nomnter, o 1jt die 8Hfache Wienge der Jahre 85 x; fie ijt
aber aud) bie mit fich felbjt multiplizierte und nody) um 1050
erhohte WVenge; fie ift x* 4+ 1050; baher muf fein

8D X = x* - 1050 be3. x* — 85 x -} 1050 = 0 be3.
x?2—15x —70x+41050=00be3.x (x—15H) — 70 (x—15)=0
be3. (x —10) (x —T70) =0 be3. entwederx — 156=0,
aljox=15o0derx— 70 =0, aljo x =70.
Die Grofmutter fonnte nuvr 70, der Enfel Hlog 15 Nabhre
alt fein.

P

Sapifel Ila
Divijion. Gebrodyene Sahlen.

Pe. 1. Wie erhalt man 4 a; — a'; — 2a’he; 4 a 4 at und
2a*(l—a) aus a!

Man evhilt dag Gewiindte, wenn man 4; — a’ — R abe;
4+ a’ 2a(l—a) zgu aald Faftor jtellt, bez. a damit
multiplizievt. — Das Multiplizieven ift angewiefen und (ab-
gefehen bon moglichen Veveinjadhungen) vollogen durd Hloges
Nebeneinanderftellen dev Faftoven?®). Jnbdefjen muf die Ver:
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edhjelung von nadfolgenden Faftoren mit nadfolgenven
Rdhlungen (vergleiche Kapitel I, Nr. 11) bermieden erden.
Darum: falld ein nadfolgender Faftor 4-obev — alg
Vovzeidhen fithrt, wird er mit diefem in eine Um-
idliepung gefapt (BVevgl. die duvchgefithrten Proben).

Nr. 2. Wie erhdlt man «) X, wie g) — X aud x?% 4 bx?¥
—2c¢XxY—4x(m-+-n);a (x4x*)?

Man erhilt da8 Gemwiinjhte, fwenn man aud bdem ge-
@t g gebenen Produften die Partialprodutte
i o ) X;4bx? —2¢’x* —4(m—+-n);a(l4+-x),

8) —x;—4bx*2c¢*x% 4 (m-4n); —a (L4 x) fort:
(iRt bey. jene Produfte duvd) diefe Partialprodufte dividiert.
Die Divifion liefert duvd Forvilafjen eined Partial-
produftes ausd einem Produtt das evgdangende Par-
tialprodutt.

Bemerfungen. Ungetwiefen und (abgefehen von etwaigen
Vereinfadpungen®) vollzogen ijt die Divifion, wenn man dem
aud allen beveitgejtellten beziv. gebotenen Faftoven gefnitpjten
Prodpuft, dem Dividbenden, die Anfangdjtellung bei (vor bes.
ither) einem Divifiondzeichen®®) (: bez. ==), dem Partialprodbutt
per fortaulajjenden Fattoven, dem ausd Cingeldbivijoven gefnitpfien
Divifor, die Enditellung dajelbjt gibt. Der fo erhaltene us-
?|¥ oruck, gleichoiel toie teit der Divifionsaniweijung im bejondeven

| entfprodhen ift, bedeutet Had Produtt dev verbletbenden Fattoven,
bad evgdngende Partialprodutt, und heipt Quotient. — Waj

" ! ’ bie Multiplifation an Faftoven ujammentniipft, Enitpft bdie
Divifion oieder [03. Darum find die beiben Iednungdmweijen
bes Fattoventniipfens entgegengefetster Wvt, ahulid) wie die 3wei
einanber entgegengefetsten LWeifen ded ujammengefesten Jahlens.
Aud) fie macdhen einander wirfungdlod, wenn fie im ndmlichen
Sujammenhang auftveten und die ndmliche Bahl ald Faftor da
ait= und logfniipfen. Aus dem Wedhjelberhaltnid von Multi-
plifation und Divifion evflavt fid) jebt ohune mweiteves, wad im
Mufjterbeifpiel beobadhtet wirh: Dividiert man ftatt durd
eine Bahl dburd den Gegenjap, fo erhdalt man aud
i ben Gegenfah ded Quotienten. — Bwei Hauptaujgaben
5 der angewandten Grdfenlehre ivevden durd) Divijion geldit.
| Die eine ift die Mefjjung, die andeve die Theilung. Ve
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jener will man ausd dem Wert und dem Wag dag Wie

ber Wiederholung, bei diefer aus bem Wert und dem

Wie Dag Was bejtinumen, Weil aber dad Wie und Hag Was

die Rollen taujchen fonnen, evgibt fid) fiiv beide Veftimmungen

nur eine eingige Durdhfiihrung. Sn Unfehung dejjen ijt der

Gebraud) pon wei Divifionszeichen (: fitv die Wefjung, — fitv

bie Teilung®') etiwad vedht itberflit)jiges. Die im iibrigen ver:

blagte Tradition macdht i) nod) bet Den Verhaltniggleihungen
be3. Proportionen bemertlid), wo ,:* bdas Herrfhende Beidjen
geblieben ift. — Wan hat 12:4 =3 und aud)12=3. Jm erften

Fall fonnte e fih nad) fritherem Gebraud) barum hanbdeln, mwie

oft find 4" in 12" enthalten bez. weldhe Bahl pafpt fiv 12",

enn fiir 4" al3 Cinheit der Mejjung dag Cinbeitdzeiden 1 ver-

endet wird? Die Antiwort lautet 3; denn 3 von den erivdhlten 1,

eben 4", gezdplt gibt 12h. [m weiten Fall modyte nad dem

4, Teil von 12 Tagwerf gefragt gewefen fein, welden jeder bon

pier Gleihberedhtigten davon erhalien davf. Man finbet 3 w. 3.

Tagtvert.

Ne. 3. Die Divifionen unter Nr. 2 und 3. b. Reihe &) mit
Gebraud) bed :, die Reihe f) mit — miglichjt voll=
fommen durdzufithren !

... Die Grledigung der Frage, was wiirde man erhalten,
fennt X bez. — X ald Divijorven vevivendet werden, jdafjt Se-
wiRheit fiber die Geltung der aud dem RNedenuntervidht ge-
(Gujigen Negeln: 1) Divibend dbuvd Quotient gibt den
Divifor. 2) Quotient mal Divifor gibt den Divi-
penden. GSie treffen bei der Durdhfiithrung der Dibifion
tm Sinn ded —, aljo fortan ftets, 3u.

Ne. 4. B., S. 24—26, 3; 8; 13;....38!

.oo- Gleih bei Den evjten Beifpielen zeigt jidh: Ein Brud
hat den namliden Sinn wie dad Prodbuft von an:
peven Britden, auf deven Zdahler und Nenner fein
Riahler ez Nenner faftoveniveife vevteilt ift. Jeber
Brud) darf damit gelten ald ohne tweiteved ablesbares Pro-
puft pon Vriidhen ). Vei eingelnen Beifpielen ergab fih) die
Negel: Der Quotient gleicher beg. entgegengejepter
Rahlen ift die pofitive bey negative Ginpeit. Julept
erfdhrt man nod), daf 3 eine dretface Stellung fitv geboterne
Tattoven und aud) eine dreifache fitv fovtzulafjende Faftoven
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bez. fiir Divifoven gibt. Die dreifade Faftorenjtellung
ijt: 1) die jelbjtandige, 2) bie im Dividenden eines
Brudfattord (eined Vrudhes, mwelder felbjt Faftor ijt),
3) die im Divifor eined Brud)divijors (eines Brudjes,
weldper felbjt Divijor ift). Die dreifade Diviforven:
jtellung ift: 1) die felbjflandige, 2) die im Divbifor
eined Brudfafior3d, 3) die im Dividbendben eines
23111cﬁbibii019 (Grinnerung an bhieher gehovige Beifpiele
im sJu:l:[)mm mit gemeinen Briide.)
Ne. 5. B., S. 26, 43; 48; 49 u. a.!
-« ier folgt aI«?; %miogie au Jegel im Kap. IT, Nr. 7:
Der Quotient ausd einem Aggregat und einer Bahl
ftimmt itbevein mit dem Aggregat von denjenigen
. Quotienten, welde man erhdalt, wenn man jedes
Glied ded Aggregatd durch die Zahl dividiert®).
Ne. 6. B., S, 26 und 27; H4; 56; 58 u. a.!
-6,
(0, Oﬁm —|—)O 01mn—0,18mp —18,2n*4-13,57np —2,4 p?)
(15p—5,2n—]—03m
__0,06m*+4-0, 0Lmn—0 18 mp —18,2n%--13,57np —2,4 p*
03m—52n-+156p
=0,2m-3,6n—1,6p, w. g.i.**)
Jtebenvednungen:
~+1,05 mn —0,48mp -+ 8,32np
[. 0,06m*:0,3m=0,2m; 0,06 m'—’— 1,04 mn + 0,3 mp;

II. 1,05mn:03m=3,5n; 1,05 mn._- 18,2 n* + 5,25 np;
ITI. —0,48np:0,3m=—— 1,61), 10,4811113 + 8,32 11p1~,4p".

— Bei der Divifion von Aggregaten duvd einander, fallt e3
oft jdhwer die ur Veveinfacdjung ded Quotienten notwendigen
Neduftionen der Wggrvegate u gewinmen. Da leiftet Dder:
jenige Mechanidmus, dejjen Cinvidtung feit der Divifion von
Degimalzahlen befannt ift, vovzigliche Dienjte. Grv leiftet:
1) dbie zur NReduftion des Dividenden taugendben Gruppen
fommen mit der Reihe ber Eingeldivijionen um BVoridein,
2) gugleich entjteht der aus den Gruppen jeweils ausjdeidende
gattor al3 Glied bed Quotienten. — Wenn e3 nod) einen
Sinn patte, fdnnte man nadtriglid) die Divifion ftreng im
©inne ded Quotientenbegriffs durdfithren.
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Nr. 7 .138.,.6.: 2, 58) mit den drei Puoben!  Vei dev
Rahlenprobe ev. x— 1; s Yy =—06;z—=— 2!

RNr. 8. Welden Wert hat der Ansdruct B., S. 27, 79y im
§al von a=2b=4x——5%

Die Beftimmung am  Augdruct jelbft verfudyt, evhalt
man 0:0.  Grjt bividiert und dann beftimmt, jo fommt
1633 al3 wirflier Wert ded Ausdbructd  im Spesialfall Her
angegebenen Werte,

Bemerfungen.  § eviveift {ih bei ndfever Tlberlegung
(vergl. die Gngel3urteile in ber Ginleitung) ald geman fo un-
beftimmt mwie a ober im allgemeinen ein Budjtabenausdruct.
Was i einem Quotienten dberfliiffiger Weife ugleidh als
gatior und Divifor {teht, ift fiiv die Wertbejtimmung belanglos.

it €8 unbejtimmt, fo fann e3 bei ber Beftimmung alled mog-

lihe und je nacjbem auch O fein. Wird e3 nidht entfernt, fo
mup es nad) dem einen (welhem?) Nulljas den Dividenden
und den Divifor in O iibergehen maden; der Quotient erjdeint
babei al3 §. Cine Beftimmung ift jedod) nidht evveicht. Soll

biefelbe gelingen, fo mufy voverft gehoben werben. Gerabe das
Nuftreten ded Quotienten in fold) unbeftimmter Fovm ift ficheres:

Ungeidhen, daf jid) heben ldjt. — Man Hat ein Mittel gewonnen,
um Quotienten, von welden der Dividend oder Divifor vedu-
sievt oder vedugierbar ijt, mbglidhft su veveinfachen. Stellt man
fejt, unter welden Wmftanden der eingelne Faftor der Reduttion
gu 0 mwird, und bejtimmt mit den gefundenen Werten Hen Duo-
tienten, fo wird devfelbe u § ober wird 8 nicht. Sm erjteren
gl lagt fid) duvd) den gu O bejtimmien Faftor heben.

Nr. 9. B, &. 3235, 3; 8 13 und jonjtige!

3a et
3) m——-—-—+ =g 6= 0
—3 3x—1 ‘)—|—\
73) en 5 ax A e

O Finie 0% Pl v D e
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BN — Wenn ein Aggregat aud) nur einzelne Brudyglieder auf-
¥ weift, heipt e3 Vrudaggregat und mit Redht. Denn
jhlieRlich fteht jeded nicht auddbriicklichy gebrochere Glied fitn
einen Brud) mit Nenner 1. Ein Brudaggregat [aft
man aber grundjaBlich nie unvevandbert jtehen, jondern
evjet e3 duvd) einen eingigen Brud). Diefed gejdhieht im
jolgenben Gedanfengang. Was Divifor in einem Brudglied
. ijt, biefed ijt, entiweber ausdriictlid) angegeben oder in einjt-
X toeilen gehobener Form, Divifor bei allen andevenm. Nun
evlaubt der Wortlaut von R (odber vielmehr R ift gevabe
mit Nictficht auf diefe Antvendung jo formuliert) diefen Divifor,
mit dem Stammfattor 1 zu einem Brudjfatfior veveinigt, aus-
gujdeiben neben die Umflammerung Hes8 Wggregats, ohne
ben Brudfattor in den eingelnen Gliedern 3u wiederholen.
Wenn dem umflammevten Aggvegat nod) die Stellung im
Dividenden bes audgefesten Brudfaftord angewiefen iwird
(vergl. Nr. 4), fo ift der Bmect erveiht. — Die Gefamt-
heit der audgejdhiedenen Eingeldivijoren vefp. der Divijor Des
ulept erhaltenen Brudes Deit Hauptnenner ved Brud-
aggregats. Derfelbe ijt ein BVielfaches von jebem eingelnen
: Divijor und aud) ein Vielfached von jebem eingelnen Nenner
* — enn man adtjamt verfahrt, ba3 Fleinfte gemeinjame
Bieljache bon jimtliGen Bruddnennern. — S maunden

B r Gallen empfiehlt e3 fidh aber, ein grdfered gemeinjdaftliches
Bielfached ald Hauptnenner u mwifhlen.
| Nr. 10. Gemijdjte Nbungen, B., S. 31 und 32, 3) 8) 13) und

jonftige.

oo Der Vuadraten-Viffeveny nddtvermandte Ffurvvente
govmen trefen in den Beifpielen auf. Ja, jene Fovm er:
weift fih ald bdie einfadhfte in der ganmgen Formengruppe.

; Alle find audgezeidnete Stufen und ufldjungen von aus-
gegeichneten Produften. Jjt n eine gange pojitive Bahl®?),
jo ijt a"—Db" augdgezeidnete Stufe von n -}~ L Gliedern; nur
jind foie bei der Quadraten-Dijfeveny alle Bwifdenjtufen mit
bem RKoéffizienten O verjehen und fommen deshald nidht jum
Borfdein. Wie dort fann man jede Smwijdenjtufe jum Bei-
fpiel 0« a™—*b®in der Form — ar—3b?—-ar—3b® fervortreten

| lajffen.  Wie Ddovt ijt die gruppentweife Redbuftion an der
3
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Reihe dev Gliederpaave angdngig und fithrt dabel ju an — be
— (a—Db) (a*'+a*~2b | ar—®b2{-.... 4-ab"=2 4 b*~1),
Den Befund fpridgt man ald Hauptteilbavfeitdregel dev
WUlgebra aud wie folgt: Die Diffeveny von wei Po:
tenzen mit gleidjen pofitiv gangen Crpomenten ijt
burd die Diffeveni von den eviten Potenjen bdev & &
3wet Grundzafhlen teilbar., Dev evgdnzende Teilev
ijt vevienige pollftandige ftufenidvmige Ubevgang
3wifdhen den ndadjt niedeven Potengem Dder zwei
Grundzahlen, in weldgem jeder Stufentoéffizient
41 ift. — Bujatlidge Teilbarfeitdregeln erhilt man, wenn
man — b an bie Stelle eined jeben Fabtord b febt w. 3.
fitv den Fall, dajy n cine gevabe Bahl ijt, ecine eigene unbd
fiiv ungevadbed n eine iweiteve. Der Nadweis evfolgt wie
oben; muy muf die Cinjdaltung dev ulljtufen jo vollzogen
werben, daf immer ein Ppaav pojitive und negative Glieder
abecheln. Wit Beadtung deffen erhalt man fiiv gevabes n
babei a®—b*=(a-b)(a*~'—a*2b-4....4-ab" 2 —b>1);
fiiv ungevabed n entjteht

a"—br=(a-4b) (a»!-—a*2b-4.... —ab*=2{|-b" 1),
Hienad) ift es leicht, Bufabregeln u formulieven®). — Den
Ulberblict iiber die Gefamtheit der Negeln und dev mebenfer 1
gehenden NichtteilbarFfeitsvegel evzielt mamn, tweun man die
Jrage, ob bie Summe beziv. Diffevens von ivei nten Potengzen
1. durd) die Summe, 2. durd) die Diffeveny dev zwei Grund-
saflen vational®®) teilbar ift, beantivortet fiiv pofitives gerabes n
a4, mit ,nein’ bez. ,ja’, 3u 2. mit ,nein’ bez. ,ja”, fiv
pofitived ungevadbesd n ju 1. mit ,ja’* bez. ,mein’, gu 2. mit
e’ beg., 1a'

4|‘

Stapitel 11.*°)

Beﬁimmungsaufgaben 1. Grades.
Bejtimmungen aus Syjtenten 1. Grades.

Sollen Beftimmungsaujgaben jyjtematijd) beavbeitet werben, |
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fo mufp man jidh flar fein, wad evveicht werben foll. Wian
will aber an Stelle ber Fordevungen, welde an die unbejtimmten
Aaphlen im Hinblicf auf die mitberbundenen bejtimmien getniipft
jind, einfachjte. beftimmte Ausjagen iber jede vbonm jemen  Sahlen
exhalten. Beveinfadung der in Gleihungdform vorliegenden
Forderungen wird fonad) erjtrebt. Die Verveinfacdhung fann
jeboch nuv erzielt werden durc) BVeveinigung von Jdhlungen ju
eier eingigen. Dad Wittel dafiiv ift dad Bujammentranipo-
ntevenr Dder beftimmten Bdhlungen weg von Dden unbeftimmten
und dann nadfolgende Bevedinung ober JReduttion, im ivefent:
lihen alfo ©liedevtranipofition. Ober fie wird evreidht
purd) Hufommentranfponieven aller Dbeftimmten Faftoven iveg
pon threr BVerfniipfung mit allen unbejtimmien, hier aljo duvd
eine Faftoventvanipofition*'). Diefe Hauptidritte u
evmdglichen  {ind oft bvorvbeveitende Sdritte, namlid
fKlammer:, Brud=, Wurzelreduftion fort, notwendig.
Nur, wenn Redbuftionenw bden Hauptidritten Pinderlich {ind,
iperbent Die geeigneten borbeveitenden Sdritte wnternommen.
Wemr man die Ausdficht Hat, eine eingige Verfnitpfung von Un-
beftimmten mit BVejtimmten ald Eriafy fiiv eine Unbejtinmmte zu
exhalten, vedugiert man jogar**). Die Unbejtimmie erhalt man
nadtriaglich leicht. Neben Ddem allgemeinen Lojungdiveg bietet
jic) gelegentlich ein bequemer jonjtiger LWeq, twelder dev fpegiellen
Natur der Gleichungen, der BVeftimmungdjtiicte, angepafpt ijt.
Aud) einen foldpen Weg muf man einjdhlagen founen. Wus
per Fitlle von Wufgaben, welde die Sammlungen und nanent:
lich Bardey*®) bieten, tm Folgenden mur bemerfendwerteve:

_ Codd A3 x—24 5037 . 10
B.,©.103,116) €. 1{.1. E—s-—[—s-}-i:---—--g k___§ﬁ+; be3.
A3y 13 13 i P IS A
3T 5 x— 3 Ox 2 0x 5xTa0 ¥ xT 1

bey. x—=4,.9.1i. — Die Audfithrung der Divijion bet dem
1. Glied vecdhts erlaubt j{-a[é‘. Unbejtimmte an Stelle von X 3u
bevivendent und evleidhtert diberdied bdie Veveinigung bder be-
ftimmten, desgleidhen der unbeftimmten Rdhhungen je u einev
eingigen, wobei dev vorvbeveitende Sdhritt , Brudjreduttion-Forvt”
entbehrlic) toitd. Ohne bdiefes hatte die Gleihung mit einem
Vielfachen von X eriveitert wevden wiiffen. Dabei Hatte wman

3#
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riffiert mit einer Sahl, welde mdglicher Weife O ift, su multi-
pliieven. Wahrend nun die ndmliden BVielfachen vou Gleiden
bez. Ungleichent fonjt gleidh bez. ungleich find, befien die O-fachen
pon Gleichen und Ungleidhen den Wert 0. TWive ein die Fort:
pauer der Gleihheit ftovender Sdhritt Deveitd unternommen
porden, o ioiivde ficdh Dderfelbe nad) der Multiplitation nidyt
mehr bemertlich nmd)en**), h'u: Aufldfung aﬁer fiir vichtig gelten.
Ly e 7\—[— L
— 8., ., 103,123) 6. . i ‘) 6+5\ —l— __11ﬁea

1

18):—6—|— 20x —R8+421x+3 —132x+4- 396} =0

12(x—3)\
360 —T3x 73 : AR e '
0% 13( 3) 0be3. 15 (0 —X) - - —5 =0, alfox =5, wo-
1- " [
et ,_dauitunb obn 3=0 be3. X — o D. i. ein aus bem

endlichen EBemeﬁmxg%ﬁemdj fallender, alfo an fidh unbraudbarer
Tert, aber aud) jonft ungeeignet, ba e fein Unendlid) gibt,
elded gegeniiber feimem um 2 bvergrdperten Gegenjap bver:
jhwindet. Cine unguldffige Fovdevung ift in bie Gleidhung
nebenfer eingeflohten. — Davaufhin darf in dhnliden Fallen
bie Lofung mit Griveitern der Gleidung*®) ald 3wectmdfigited
geltent, namlich: G. 7. .- - bez. 18x — 620 x — 28421 x+-3

132 % — 396 beg. 365 = T3 X beg x =00

73

B., &. 104, 128)

corp(x—4) 1 X e L O ’ :
€. 1.1 T(355) 6 bez. SX -5 32 beg.----- . Nad) Be:-
feitigen Dev Lijtigen Brud)sbrucdhform mitteld Faftoventvanjpo-
fition (haujiger gejhieht es duvd) Eviveitern dev Fovm mif dem
Hauptrenner zu alfen in ihr vorfommenden Nenmern vefp.
purch) Multiplizieven devfelben mit demjenigen 1, deffen Bahler
und Nemner Hauptnenner zu jenen ift) Defipt die Gleiung
bie Form einer fiir manche Uniwendungen widtigen Produtten-
gleidhung, ndmlid) diejenige eimer BVerhaltnisgleichung bes.
Proportion. LWas an Regeln itber Propovtionen dad bitrger-
lidde MNechnen Fennt, exflart fidh duvch bie Faftoventranjpofition.
Dag gilt 3. B. von bdevr Negel fiir die BVerwandlung in eine
Produttengleichung ded engeren Sinnes. — Cine Jahl enthilt
a fo gut wie b ald Faftor. St dev evginzende Fattor g bey. «,

=5, w. g 1. —
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jo ijt die Bahl ap, fie ift aud) bee; daher gilt ag=Dbe. Nun
jtimmen a und b nuv in einem Teil dev fiir die Bahl aus:

priicflich angugebenden Faftoven iibevein. E ijt bag Verhaltnis

per a und b untevidheibenden Partialprodufte. Die Faltoven
pon b, mwelde a fehlen, findben {ich in B; diejenigen von a,
mcicbe b feplen, in e; jonjt ftimmen e und g itbevein; alfo ijt

uud) 3 003 Be1ﬁu1tm§ per a und b unterfdeibenden Partial:
g— Fevner gilt i~|—1=--—E"‘-—|—I bes.
ka—]:l_h \a—i—l,ﬁ‘ henth ma—{—nh 111a+11ﬁ

= Al e St D T om:

a—l—ib lm—}—lﬁ’
n‘m—{—nb mea —ng’
im Sinn diefer Herleitung untermommene Umformung einer
Proportion im allgemeinen Proporvtiongveduttion; im be:
jondeven Fall von k =1=m=—n=1 nennt man fie wobh!
audh) fovvejpondievende Adbditionw und €ubtraftion. Das
Vevfahren ift fiiv gemwandte Nedyner ein veizoolles Weittel Fuv
BVereinfadhyung von E].mpmtmnm Sm  obigen Beijpiel toiirde
k=050;1=+4;m=3; n=1 am bejtent entjprechen und fithren

propufte. €3 gt[t

paviert bes. btmbtelt 3 Beifst aber eine

1 x5 153 e
Mg =y bez. x=9, w. g. i. — B,, &. 109, 296)
2x% — 3\—}—’5 2, r8x—nT"2 e
E. 4.1 R R b b &« An e _‘,be, 21 x—3)=8x14

bz 10X = .}9 be. x = 3, w. g. 1!  Bahler und Nenner ded
Brudhed miiffen 2= bes. T-fache ded ndamlichen feinr; fie find e3
nur, wennt 3xX —H und 4x -+ 2 ihrevfeitd 2- bez. T=fade emer
eingigen Bafl find. — B., &. 204, 19) G.1.{. a x| by =c*%).
Dridt man X oder y aud, fo evhalt man y be3. X haltenbe,
alfo nod) immer unbejtimmte Ausdriicte, welden man nur ent=
nehmen fann, in welder Abhiangigkeit bon y bej. X dad in=
bepedente x bez. y fteht. Bwei Bahlenw i evmitteln veicht eine
eingige an ihr WAujtveten gefnitpfte Forderung, ein Vejtimmungs-
jtitt, nicht aus. Cin 3toeites, weldhed aber Feine 7~~1ebngahe
bed erften in abgednderter Form und aud) feinen Widerfprudy
gegent dadjelbe vorjtellen darf, ift jur audreidjenden Bejtimmung
nottwenbdig. Wiv entjdeiden ivie folgt: Entiveder find x und y
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qleich oder fie unteridjeiden fid). Nehmen ir an x—y=4,
fo driicft dDiefed die gweite Gventualitdt aus; aber aud) die exite,
telche im Dbejondeven Fall von A=—0 ausd jener hervorgeht.
Wiv haben jest die Moglichfeit x und y o u bejtimmen, daf
fie fich wm ein beliebiged A\ unterjdeiden. €.1.1.1) ax}by—c;
)x —y=/\ beg. bx —by=>b/\; beibed addiert, jo fommt

(aFh)x—ctb A by x—IPE TP LA

e O DN Le—a/N
2 8 e e Ay
fourde eine diophantifde (Haupt:) Gleidhung beavbeitet. J[m
Lehrplan find jolde Gleihungen nidht vovgejdricben.  Jmmer-
hin ift die Bearbeitung von einigen einfacheren, namentlich wenn
man i) auf die gewdhnlidhe Jebenbedbingung, dai X und y
nur gange pofitive Bahlen fein diivfen, einjdrantt, jehr 3u
empjehlen. Die Cinfidht in dad Wejen der Veftimmungsaufgaben
toird wejentlid) geforbert. Der Seitaufwand ijt geving; denn
rajd) abbiert man ju ¢ bie ecinfadjten BVielfadjen von b, bey.
jubtrahiert von c die cinfachiten Vielfachen von a, Hid man bei
einem /\-faden anlangt, weldes die Summe bez. Differeny zu
einem Bielfachen von a - b madht*’) und damit x bey. y
liefert; y ift um /\ fleiner bez. x um /\ grofer. Den all:
gemeinen Aufldjungen entnimmt man nod), daf eine Underung
bor A\ ttm k(a-b) von einer Ynderung ded x um kb, de3
y um — ka begleitet ijt. — B., &. 157, 24)

C.i.). D)2l x4 8y4+66=0;2)23y—28x413=0. Man
fiplt fid) vevjudpt, von dem eben Crfannten Gebraud) ju maden
und dasd aud jedber Gleihung fiiv x eb. y Crhaltene gleid) u
jeben (Rompavationdmethode). Man befommt

., g. . — Borjtehend

N T )
xS DRl Tl 880 U A
=377 — 667 A\ be3. N=1; aljox—= :995—§: —

umby=—2—1=—3. DBequemer ift e jedoch, die Methobde
pes bvovigen Veifpield mwieder anzumwenden, bdie Wethode des
Hauptfoéjfizientent®) vefp., mwie man fjie nod) nennt, die
Additiondmethode bey. die Eliminationdmethode. Wan
erhalt, bie Gleichungen mit 4 bez. 3 evweitert und dbann addievt,
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bR 8) (L1818 . 23) yi= L4 66— 3 1311e5.y:—%00?
s 9.
— — 3 und dicfed in 1) gefefst \:_ﬁﬁjj—ﬂ = — 2, to-

mit die Aufgabe geldjt 1ft. — Audh bei Syjtemen von 3;435;. ..
Gleidungen 1. Graded zur Bejtimmung von 3;4;5;--- Unbe-
fannten tvenbet man die Wethode an, oder tvenbet je nad) ber
Gigenart bde8 Sphjtems eine ‘andeve jdon beniihte Wiethobde
(Subfjtitutiondmethode, RKomparvationdmethode, Weethobde
bev BVerhaltnigdeinheit E) an. IJn bejonderd audgezeichneten
Fallen*?) (ftreng analoger Bau der Gleichungen) bildet man
bie Summengleidhung, iveldhe unter Verfniipfen mit jeber
eingelnen Gleihung haufig jofort bie Neihe ber Unbefannten
liefert, u.{. w. Wad fitv eine Wethode man aber aud) an-
foendet, ab und zu jtot man auf ein Syjtem, fiir weldes
2ojungen nidt erhalten werden Tommen, weil Forberungen an-
beven oiberfpredien’) ober auf dagd ndmlidge tvie die anbdeven
hinauglaufen. — Bu einem ridhtigen Spjtem 1. Graded 3. B.
pon pier Gleichungen 1) 2) 3) 4) fitr vier Unbefannie w;x;y;z
erhalt man die Yéjungen, wenn man undd)jt die Gleidhungen
5) 6)7) dorvt ausfudyt und, joweit diefes nidht geht, duvd) ivgend
eine Wethode bilbet, in welden z nidht vorfommt [z efiva darum,
feil e3 den Gleidhungen 1)—4) dfter fehlt. Ober fein Haupt:
foéjfizient evlaubt bdie bequemjte Nedynung. W dgl.]. Aus
5) 6) 7) bilbet man 8) und 9), etwa ohue w. Dann 10) aud
nod) ofne X bey. y, aus der man alfo y bej. x findet. Burviict
hievauf zu 8) odev 9), befommt man x bez. y. Buritd nad
5) oder 6) ober 7), fommt w. Gudlid) z. [Wdbhrend man
nad) AbjHlufy ded Divifionstapitels der Syjtematif dber Gleich-
ungen audjdlieflid) die Beit twidmet, wendet man {id) almahlid
per Potenglehre u. 3. in der Weife zu, dap die evforderlichen
Grundlagen gefichert jind, wemnt man vov den Gleihungen mit
Wurgelveduttionen und den Exrponentialgleihungen jteht].

stapitel Il a.
o. Potens= und Wurselredynung.

Ne, 1. Aug dem Wortlaut von g, durd) weldhen Formen iwie
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aT;:Lm;bn und dgl. verftandlich mwerben, und den Erflarungen

in fap. II, folgt unmittelbar die Richtigfeit von

7eAm Sx e S B r—s+ 8
a & 0 dim—=g) ; __'b :b ;

bE

(ab..)"=a"b"...; (a™)"=a™ u. j. w. . Gine Reihe von
utreffenden NRegeln liege fidh leicht aufftellen. Wber bie bloge
Deutung der Formen fithrt, ohne die rvidtige Wuffajjung 3u
unterbredjert, eben fo ficher um Biel, will man eine devfelben in
ihrer Verfniipfung mit andeven gebithrend mwiirbigen. o mag
aljo bte Wnfjtellung von NRegeln unterbleiben. Dagegen taud
fofort die Frage auf, ob nidt bei Beifpielen nad) der Art ded
obigen 3weiten Cinjdranfungen vorfommen u. 3. bez. ded G-
ponentent s, ndamlid) ob s jede pofitive ganze Sahl fein fann 3. B.
20, wennr="7 gilt. Aus obiger Gleidung entftiinde da namlid
R S NG

:b—iéob =D =b . Mit dem Crgebnid iveif man

aber nad) dem LWortlaut der Regel nichtd angufangen. Anbever-
jeitd erhalt man auj dbem gewshnliden Weg der Veveinfadung

©ofort bemerft man, bdaf b

bon Fattorentnitpfungen N

in iibervajdend einfader Weife den riditigen Sinn tiederfpiegelt,
namlidh daf D Faftoren b aud der ganzen Vertnitpfung von
Faftoven, iwelcher die urjpriingliche Form einverleibt ift —
mindeftend gehort nod) die Gefamtheit aller Faftoven in 1 dagu —,
mit Nitctfiht aui diefe Form entfallen jollen. Wad 5 in b
aneift, defjen Gegenteil weift ber Gegenfal von 5,
weijt —Dbetb—> an. b—" hat den Sinn von H Diviforen b
fitr dte VWerfniipfung vbon Faftoven, in twelder ed jteht. Wir
folgern jebt: 1) Gin Potengerpoment darj eine gamnje
negative Zafhl jein. 2) Man fann auf dbie 3wei Divi-
jiongzeihen vevzidten. 3) Mit Gebrvaud negativer
Erponenten, um Diviforven u fenngzeidhnen, fallt
ber aufeve Unterjdhied von Wultiplitation und Divi-
fton fort und fommt ihr Bufammengehdven 3u einex
Nedhnungsjtufe gum vollftindigen Ausdbrucd. 4) 4%b°
und dvergl find neue Formen von 1, welde ausdritcen,
bag @ und b im befondbeven Fall nidt erforderlid
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jfind 1 3u bejtimmen. 5) Crhilt man eine Regel fir
Tranjpojition innerhald eimer in Quotientenform bvorliegenden
Fattoventnitpjung: Der Erponent einev iiber dad Divi-
jionsdzeiden tvanfponierten Poteni verwanbdelt fid
babei in feinen Gegenjab.
Nr. 2. Welde Vebeutung hat 2 in 64 =267
. = Qubem 64 von jeder vt Faftoven, twelde 2 gujammen:
jetsen, fecdhdmal joviel in fid) birgt al3 2, begreift 2 nur immer
pen fechiten (Teil) von jeder Art Faftoven in 64. Diefes

G

britcft man aud mit 2—=64 %‘_ober mit 2= V' 64. Lebteres ijt
dbie eingebiirgerte Darftellung. CEritered berdient aber ben Vor=
aug, benn e3 bringt den €adverhalt unmittelbar jum Augbrud,
und in Anlehnung davan getvinut man alle lvteile, bdie fidh
auf Verfniipfung diejer 3ahl mit andeven beziehen. Wian fieht:
Die Cinfdhranfung ded Erponenten auj Gange ift
ebenfalld hinfallig: Dev Exrponent einer Potenz fann
jebe pofjitive ober mnegatibe ganze ober gebrodene
Bahl fein. Und: BVBouneiner befonderen Wurzel= neben
Potenjrednung fann abgejehen werden®).

02 sl = ) _ !
Ne. 3. G3jola ;b5 b * gebeutet und in bdie jiveite
Sdjreibiveife fibergefithrt foerden!

a it mit 0,2 obder i bont jeber Art fetner Faftoven bver:
v 9 5§

tvetent Dej. jeber b, einer Ant foll gelten., Auch Va driict diefen
Gebanfen aus. — b ift mit allen feinen Faftoren und iberdies

12 7

mit 5 von jeder Art berfelben in Geltung, dritcen b ° hez. b?
5 5 5

bez.b V' b2 bez. ¥V'b7, ja {dhlieflid (1"1}_)7 fibereinftimmend aus.

— ¢ foll miti

borhandenen Stamm an Faftoven entfallen,

bon jeder Avt feimer Faftoven bon dem tmmer

A

foll Divijor u

1 1 1
Divid. 1 fein. Dasd ndamlide drict s aDe. T heg.[“r"]3 aus
Ve (Ve We

JNr. 4. Die ziveite bez. Quabdratiourzel aus Aggregaten, ofhne
diefelben erft 3u vedbuzieven, und insbefondere aus den:
jentigen Stufen von Potengen ausd 10, welde ald Degimal-
aablen im allgemeinen Gebrvaud) jtehen [hiev ohne jie evjt
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in Faftoven zu zerlegen], evmittelt man duvd) eine Ant
medhanijdher Tivifion. Diefelbe jtiikt fid) auf die Jdentitit
(a+b+4+c+d-+..) =a’+b(Ra+b)4c(Ra-}2b
+c¢)+dRa4+2b-+2¢+4 d)4---- (bgl. Kap.IT, Nr. 9).

Durdhfithrung an B., €.70—72, von 6) ab, jedes 5. Beifpiel.

....;]/2a+45 b+4c —6V 10ab+4V2ac—12V5be
=V (Ra—6V10ab—+4V2ac+45b—12Vbbct4¢)™)
Nebenvednungen: I)-... L
I —6V10ab:2V2a— —3VhHh; il
o (21 0s =3V hb) (— 3. 5b) =6 V10ab + 45,
III) +-4V2ac:2V2a=+42Ve;
_(@V'2a—6V5b42V ¢c)-2Ve=_4V 2ac 12 Vihbe +4ec.
— Bdhrend dev BVeftimmung von Quadratiwurieln aus Deyi-
malzahlen (u. 3. bereitd aug den einfadhjten) geigt jid) duvd)veg
ein fteted Anjdwellen der Redynung und eine Vevandervlidyfeit
ber particllen Divbifoven, twelde flir endliden ober periodijden
Ausgang ded Nefultatd feine Gewdhr verheipt. Die Crideinung
ijt neu im Bahlenvechnen. Thatjadlid) fteht man vov Sahlen,
peren Dajein nidht vevmutet wurde. Jur gange Sahlen und
Briihe (in einfadjter Darjtellung Quotienten bon gangzen
Sahlen) hat man gefannt, Daf nun aber 3. B. V 2 3wijden 1
und 2 liegen mufy, fein gebrodjencr Rivifdentvert fein fann
und trogdem ald Sahl exiftiert, evgeben einjade BVetrad)tungen
algebraijdh=geometrijher Avt, deven Ausfithrung dem Untervidt s 1%
povbehalten fein mag. Ao V2 und dergl. gehdven gu einer
pollig newen Art von Bahlen. Man nennt jie Jrvational=
yahlen. Wahrvend die Nationalzahlen, gange und auns
Gangen gebrodhene, fich in der grogten WMannigfaltigteit
im Sinne der bier Spezied aus einander Fufantmenitellen
laffen, ftimmt feine devarvtige Sufammenitellung mit einer Jv-
vationalzahl vollig ibevein. Die Jrvationalahlen befeen da-
bei alle Liicfen, mwelde eine nod) fo dicht folgende Ausivahl
pon Nationalzahlen in der Bahlenveihe bon der einen Fur
andern flajfen laft. Weit tlafjen (aft; denu bei der eingelnen
Liicte bejteht fogar nod) unabjepbare Moglichteit Rationalzahlen
eingufiillert; immer bleibt 3wifdhen 3wei aujeinanderfolgenden
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eine angebbave, von Null abiveidende Diffeveny, bejtehen,
wahrend die hervorvagendeven Avten von Ausdehnungen, die
bemefjen tverdenr mitfjen, unmertlichen . i. mit der Diffeveny
Rull verlaufenven Ubergang in einander zeigen. Devgeftalt
perfhivindet die Menge der Nationalzahlen unter Dderjenigen
per Qrrationalen. Gine jedbe gevabe Linie, auj dev ein Null-
punft audgetodhlt ift, darf fiiv ein gefvewed Abbild der duvd
die Srrationalen vervolljtindigten Rahlenveihe gelten. Ber-
foendet man irgend einen Wafjtab mit einem fonventionellen
@pjtem feiner Untevabteilungen um die Lingen, welde bom
Nullpunft aud durdlaufen werden, 3u bemeffenr, jo find bie
Lingen ein ftetiger Whergang in einander, und die WMaRzahlen
derjelben (verjdhmwindend fjelten) bdie auf einander folgenden
Nationalzahlen und (unvergleidhlich haufig) die jwijchenliegenden
Svrafionalenr. Diefe {ind Hlod in dev eingig nod) verfiighaven
pegimalen Form, in Der eined Vezimalbrud3 mit endlojem
und unpeviodijdhem Stellenverlanf dentbar.
Nr. 5. B., S, 41—47, von 4) ab jedes fiinfte Beijpiel!

.- Ler binomijche Yehrialy 3ahit nidht zu dem bvorge:
fdyriebenen Lehritofi. Sotveit ex hier in Betvadt fommt, geniigt
e3 3u wiffen, dafy ein im Verhaltnis von a:b abgejtujtesd Agaqve:
gat, mit a -} b multipliziert, ivieder ein fjolcdhes Wgaregat
liefert, und bdie neuwen Bwijdenjtufen aus PLartialjtufen Fu-
fammentreten, welde erfalten tverben, mwenn man von e
aunf einmandev folgenden Stufen des vorgelegten Aggregats
bie bovangehendbe mit b, die nadfolgende mit a multipliziert.
Danad) fann dag befannte Sdhema der Binomialfoéffizienten™)
gebilbet twerben.

PNe. 6. B., S.47—49, von 169) 1. Beijpiel ab, jedes finfte!
Nr. 7. B, &.52—H5, von 2) 1. Beijpiel ab, jeded fiinfte!
Nr. 8. B, ©.57—69, von 1) 4. Beifpiel ab, jeded fiinfte!

- Bet der Verednung von Ausddrirden mit LWurzel:
bivifor eviveift jich diefer Umijtand fehuv lajtig. Daher lapt man
ctent joldjen Ausdbrudt grundjablich nicht unvevandert ftehen,
jonbern madt den Divijor, - wie man dad nennt, rational.
Etn Hauptmittel dafite find die Regeln in Kap. ITa, Nr. 10.

NRe. 9. B, €.76—T8, von 1) 4. Beifpiel ab, jeded finfte!
NRr. 10. B, ©.79—82, von 1) 4. Beifpicl ab, jeded flnjte!
BVorbemerfung zu diejer Nv. Die Fovderung, eine
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negative Bahl ald gevabe Poteny einer anderm Bahl zu be:
ftimmen, evweift fid) al8 unerfitllbar, teil die gevaben Potengzen
bont allen Bahlen der polljtandigen NReihe wijden —co und
—+ o pojitiv find. Gleichiwohl taucdht fie bei den geometrijdhen i
Anwendungen auf und bezieht fidh auf thatjachliche BVemejjungs-
umjtinde. Darum gebithrt thr aud) eine Stelle in der allge:

meinen Grofenlehre. ©3 fei hietwegen bemerft: Die NReibe w (e
per veellen Rahlen b. i. eben die volljtandige Neihe 3wijdhen

— oo und -+ oo 3eigt die vt einev einfaden Augdehnung. I
Tropbem taugt fie gur BVemejjung von ujammengejebten bey. = b

mehrdimenfionalen Ausddehuungen, jobald die Wmreihung der o B
pabei ujammengejdhlofjenen Ginbeiten in eine Augdehnung vom 1
Geprige einer einfacjen miglidh ift. Nicht jede Bemefjung eines I
Mehrdimenfionalen jtibt fid) jedod) auf jolche Einheiten. o=

bald nun eine Forberuug der hier zu betvadytenden Art die

Anzeige devartiger Bemefjungdumitinve ift, geftattet hre Fovm

ofne toeitcved den genauen Ginblid bez. die entfprecdhende Be-

mejfung.  Dicferhald fieht man folde Fovmen, dbgl. die Aggve:

gate aud ihnen und Reellen ald Rahlenavten, ald imagindre

und fomplere Bahlen, an. Man faft fie vednerijd) jo auf,

dafy Smagindve, paariveife multipliziert, negativ Neelles liefern.

Die Kompleyen anbeverfeitd entfpredhen der Gigenart dev Flachen

b ingbefonbdeve ber Gbhene ald der audgezeichuetiten 3ivei:

dimenfionalen Ausdehnung in der Weife, daf ihr veeller Teil w e
algd Anteijung bdie vollftandige Bahlenveihe der Linge nad
it dburdhlaufen gelten barf, wahvend der imagindve angibt, twie
gleichzeitig innerhalb der Ebene, in iwelder die Reihe als ¢ |
Gevabe angebracht ift, bon biefer weggegangen werden foll??).
Ausd angemejfener algebraifdh-geometrifder Betvad:
tung folgt endlid), dafy, mit Kompleren genau jo ioie
mit veellen Aggregaten gevedhnet, die Bemejjungs-
umitinde jtetd evfennbar find.

Stapifel I11b.
Logarithmieren.

MNr. 1. Beredmung von moglidhit viel gebrodenen Potengen
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por 10 durd) fortgefetsted Nabdizieven auf fechs Degimal:
ftellen! (Tafel der NRejultate.)

Nr. 2. Veniibung von 1) um 2 ald Potenz von 10 auszu-
pritcfert, vejp. den (Rehner:)Logarithmus von 2 bez. lg 2
bez. die Menge der Faftoven von 10 in 2 3u evmitteln!
Wie witrde 1g 3; lg 19 w. §. w. evhalten ferden? LWie
fant man aud dem (Behuer:)Logavithmus von 2 den
Bmweier-Logarithmud von 10 b. i. ,1g 10 und, wie den
Bweier-Logavithmud bon einer jonftigen Rahl erhalten?

. nlga  lga,.,
Gt ftets oy =1257"")

Mr. 3. Man fand 2=10%01%, Sudje den Crponenten in
per Logarvithmentafe(2°7) Wo findet man da nod) die
Degimaljtellen ved Crponenten? Wie mag das gujammen:
hingen? LWo ftehen fie twiedev u evwavten? 2Was jallt
an lg 4 auj? Wie ioird e3 bei lg 16 fein? LWie bet
lg 62%) 2.

Nr. 4. B., S.88—90, etwa alle 3weiten Beifpiele! Sonitige®).

Stapitel 11T

Bejtimmungsaujgaben 2. Grades. Beftimmungen
aus Syjtemen 2. Grades. Beftimmung gejesmagiger
Solgen von 3ahlen incl. Sinjesjinjen- und Renten-
vedynung.  Reelle quadratijhe Formen blos veeller

Sahlen (Distriminante).

Die Grundaufgabe fiiv Veftimmungen iibevevjten Grades
fautet: 3wei Rahlen aud ihrer Summe = und ihrem
Produft 7 ju beftimmen. Bur gleidzeitigen Bejtimmung
port 3wei Bahlen jind thatfadhlidh zwei Bejtimmungsijtice er-
forderlich), die nicht auf Had namlihe hinauslaufen und einander
aud) nidht widevipredhien. = und 7 bes. die thnen entjpredenden
Gleidungen find bderavtige Stitcte, find in dben Anivendungen
weitand am vegelmdpigjten davgebotenr wund Dbefien Dbejondeve
Wichtigleit als Haupttypen unter den Sahlformen. — Wenn
pie Swmme von wei Sahlen = ift, fo jind Dbeide entiweder
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gleid), jede ift £ =5 ober fie find ungleid), die eine ift um da3d
(/\) agvoer, um a3 bdie anbeve fleiner ift ald ihr Durvd-
jdnittdwert, eben 3 =  Weil aber dev gweite Fall fitv A=0
it den eviten iibergeht, jo ditvfen die Bafhlen jtetd fiiv + Z-+/\
bez. + 3 — /\ aelten. v Prodbuft ift dbann } 32— A2 Goll
e3 aud) 7 fein, jo hat man # = } 3* — /\* bej. A\?
=132 — 1 beg. /\ = VI3 — 11, und die ahlen find
13+ V33— A% Damit ift unfere Grundaufgabe geldjt.
— Sm feitheren Fall (Rap. IT, Nr. 10) galt e3 ebenfalld 3mei
Aahlen aug ihrer Summe und ihrem Produft u bejtimmen.
Selbjt wenn diejelben, tweil jie trrational, imagindr oder fomplex
linb, mitte(8 Bevlequng nid)t gefunben mwerden fonnen, evhalt
man fie jeht! WMan fann eine frinomifde Stufe alfo immer
vebugieven.  Bum VBeifpiel liege 7T x* — 160 x3 4 5 x bey.
x| Tx*—160x* por. Man mufy das Produft der ugen-
foéfjizienten D (— 160) = —800 in wei Faftoven zerlegen,
welde beveinigt gezahlt bez. in Summe den Koéffizienten 47
ver Bwifdenitufe geben. Die wei Bahlen find nad) obigem
§+l/449+800 bes. 3 +5‘;; jie find 32 und —25, vie man
ourd) Hevlegung aud) evfahren Bhatte. Nun fommt d. R. n.
b x+ 7x%2— 160 x> =5 x — 25 x2 } 32 x> — 160 x*
=0xXx(1—5x)4+3Rx2(1—5x) =1 —5x) (hx+32x?)
—x(1—5X) (d-+32x), . g. . — Wollte man jept fragen,
bei welder Bejdaffenheit von x bdie Stufe’ Nullwert hat, o
witvde man mit den 3iei befannt gewordenen Nullfigen ,1) Cin
Produtt ift 0, jobald ein Faftor O geworben ijt. 2) Das
Aggregat von 2 GegenjaBen ijt 0” alsbald finden, daf fein
muf X =0 ober Xx=1 oder X—=—F;. Damit ift eine (nicht
die erfte) Bejtimmungsaujgabe hiheren (3ten) Grabes im Stile
einer quadvatijhen geldjt. Jebe Gleidhung, welde fid
umformen [aft gu dev Forbevung, daf eine trinomijde
Stufe O wevbe, daxvf gelten ald quadratijde Gleidung
flir Beftimmung dev Stufungdgrofe, odber als hervor-
gegangen aud einev jolden durd Crweitern mit et-
welden fofort gu Null beftimmbarven jonfjtigen unbe=
jtimmten Faftoven. Dem Wefen nad) ftellen bdiefe
Gleidhungen die Fovdevung dav wmit Hilfe von Zwei

——
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nmme und Produft man fennt, die

&

S tufungdgrofe®) ber Gleidhungen gu finden.

bevent

Bahlen,

meHr foll unternommen iwerben die allgemeinite quadvatijdye

Gleidhung aufuldien!

G 1.1 x>4+mx 42, =0! Die 3wei Jahlen, die uv Wufldjung beniipt twerden, jind
T N .
B IT—\ - — v v, Cie vevwenbdet, £.9. Ry x*4-mx4-»,=0

be3. JHMITA_“ |T—\\m%|.e av |TAEEJ—\_HIF. ILH_ "...IT_H =
bej. », /_/l_l — Jl—\___ .

| ; Iy
b hes o
E;,H?I_.H.N.A!.Hm%—\z___uIwi;fmzl SEg i
beg.x = (=5 — /v n)oberx=7 Ve

HH_HKI O]/ ™ — v, w,); die Anfgabe ijt geldjt. —

s | oAl OO T : L G .~ 5

Bilven wiv nod) die Summe der Wufldjungen, dedgl. da3 Pro-

P ™ I e T VS,
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buft, fo jind diefelben —? be3. ) Demnad) fonnte evilavt
1

L3
werden: bei den quadvatifdhen Gleihungen Handelt ed fid) um
Auffinden von zivei Sahlen, deven Summe entgegengejebt ijt
s Berhiltnis givijden dem 2. und 1. Koéffizienten und deven
Produft dag Verhdltnid wijden dem 3. und 1. Koéffizienten
der Nullgleihung 1jt*).

Bejtimmungsaunfgaben 2, Grades. (B, . 188245,
etioa jedes H. Beifpiel. — Jm Sduljahr ded Beginnd mit
biefen Wujgaben foll punadijt immer dag Trinom bder Null:
gleihung veduziert und bdie foeitere Aufldjung mit den 3ivei
Nulljasen bewivft werden! Somweit die HilfSzahlen dburd) Ser-
legen evhalten verbem Fdumen, ijt die irrvationale Darjtellung
3 vermeiden! AD und zu miijfen Proben gefertigt werden!)

. B, ©. 193, 163) G.{f.x+-=a} > beg. x =1

nherx:i-. Amwei Bahlen, deven Produft 1 ijt, Heien

ein paar Regiprofe. Die aivei Bahlen find entweder pofitiv
oder megativ, wenn man nur veelle Negiprofe Dberiictjichtigt.
Da gilt nod): Keine 3wei pofitiven (negativen) JReji-
profenpaave Haben bdie ndmlide Summe obdev bdie
namlidhe Differens odber den namliden Quotienten. —

B, ©. 193, 183) G.j.1.2x—V2x —1 1_\+2 bez. x =1
o ztvar, daf qilt V2x —1=—1, ober x =25 fo 3mar, dafp
gilt V2x—1=3%). @8 liefert 2 x—|—V'2xTi = x| 2
fitr x die namlicgen, fiir 1’2 x — 1 die entgegengefetsten Werte 4).
Dag Berfahren, weldes vas Gejagte bejtatigt, beniit V2 x —1
ftatt x al3 Unbefannte. — B., &. 193, 192)

G Vix—3—Vx—%—4. Diejelben Werte fitr x, 3. T.
diefelben, 3. . die entgegengefebten evhalt man fiv Vdx —3
einer= und V' x — 4 anbdeverfeitd aus den Gleihungen

Vix 341V —4=4—Vix—31+Vx—4=4 und
—Vix—3—Vx—4=4. Su jeder der vier Gleidhungen
ift die Summe von et Wurzelgliedern 4. Wultipliziert man
burdweg mit deven Diffeveny, jo evhalt wman diberall al3

|
l
i
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—

Quadbrafendiffeven 3 x — 15  Ddesdhalb ijt die Differeny
3x—+1

ber Wurzelglieder durdeg = i Halbe Summe und Halbe
Diffeveny adbdiert evgeben dad erfte, fubtvabiert Ha3 jveite
Wurzelglied der Summe. So ift e3 mdglich jeves Wurzelglied
su bejtimmen, und danad) x. Man Hat ven Sahy: Die Aus-
britce fitr Summe und Diffevens von jwei Quabdrat-
wurgeln bebingen einander gegenjeitig®). — Die [H8-

: 2 4 1
baven vezipvofen Gleidhungen find es badburd), bap man x + =

s

jtatt X al8 Unbefannte verwenden fann.

Bejtimmungen aung Syjtemen 2. Grades. Gin Spjtem
ijt dann fdon weiten Graded oder quadratifh, wenn neben
Gleichungen 1. Grades (lineaven)®) nur eingelne quadratijde ver-
tveten jind. ©oll e8 Aufldjungen geben, jo mitfien foviel von
einander unabhingige und einanber mnidht foiberjprechende
Gleihungen vorhanbden fein wie Unbeftimmte (BVergl. Kap. IT').
¢ mehr lineave ober vollfommen veduftionsfipige jonjtige
Gleidungen borhanden f{ind, defto leichter befommt man Auf-
Ofungen. Treten aber nur wei der NReduftion unfahige qua-
bratijhe Gleichungen auf, fo itberjteigt biefe3 bie mit ben bis-
bevigen Mitteln 3u erfiillenden Anforderungen. Soteit feine
Leifpiele aus einem Anwendungsgebiet Lojung erheijdert, Eommen
lic der Abfidht Sicherheit in den Anufldjungsverfahren und in
vev Jicbuftion von Stufen gu evzielen fdrdernd entgegen. Danu
am Dejtent, wenn bdie Beifpiele in guter methodijder solge auf-
treten.  @ine jolde ijt bie in Sictenberger’s 1bungsbuch, 2. Ab-
teilung, 1890. Dovt trifft man an: 1. Fall: Gine lineare
Gleidung ijt vorhanden oder fann durd) Glimination vev qua=
pratijen Glieder al3 Crjal fiir eine der quabdbratijchen Gleidh-
ungen erhalten mwerden (Subftitutionsmethode). 2. Fall: Das
Berhdlinis dev givei Unbeftimmten ift befannt ober aud einer
homogenen Gleidung 1. Grades abzuleiten ev. aud purd) Pro:
portionsvebuftion ju erhalten. 3. Fall: Verhdaltniffe ber zwei
Unbefannten beformt man aud Homogen quabratijhen Gleidh-
ungen (der 2. und 3. Fall fonnen veveinigt rerden. Wiethode
ver Berhdltnigeinheit E). 4. und 5. Fall, welde fich ver-
cinigen laffen. Die Gleidhungen jind vein quadratijeh, odev jie

4
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find frei von unbeftimmten Gliedern 1. Grabes (Elimination
einer Unbefannten bez. der befannten Glieder). — Dann folgen
bie Abdnderungen von quabdratijdhen Gleihungen ju Syjtemen
(x+y und aud) x —y = =, Xy ober — Xy = I; ev. ax—-|-by
— 3 und + abxy=17)%7). 3 veifen {id) die Vejtimnungen
ausd Summe bez. Diffeveny bez. Prodbuft und den Summen bez.
Diffevenzen jolder n. Potengen, welde jid) durd) = und I dav-
ftellen laffen, an. Den Sdhlufp bilden hauptjachlih Syjteme
bont mehr al8 3ivei Gleihungen und Texte.

Bejtimmung gefebmifiger Folgen vou Jahlen incl.
Ainjeszinfen- und Reutenveduung. a) Cine avithmetijde
Reihe ift eine Folge von Rahlen bez. Gliedern, bei
weldjen unter Crmweitern eined Glieded mit einer
fejtbeftimmten Bujapzahlung, der Reihendifferveny d,
pas nadftfolgende exhalten wivd. b) Cine geometvijde
Neihe ift eine Folge von Bahlen bez Gliedern, bel
welder unter Crweitevn eined Glieded mit einem feit=
bejtimmten Bufapfattor, dem Reihenquotienten q,
pa3d nadjtiolgende evhalten wird. Die Wedhjelbeziehung
3wifden dem 1. Glied a und dem n. Glied z driicfen die De-
finitiondfovmeln, fitv dbie avithmetijde Neihe z—a-4-(m—1)d,
fiir bie geomefrijfe z=aq", ausd. Aud) Formeln fitr die
Gumme s der exften n Glieder werben erhalten. Die Summen-

formeln find, fiiv bie avithmetijde Rethe s = S (a —2) odexr
aud) s=nM, wo M =%— (a + z) ber Durdjjcdhnittswert eined

Reibenglieded ift; fiir die geometvijdhe Neihe s = & (fi‘}-),mn-

vaud im audgezeichneten Falle von n —=o und 1>q>0 entiteht
s" L —9 e Summenformel fiiv bdie geometvijdhe Neihe

a

evhalt man unter nwendung der Hauptteilbarfeitdregel auf den
alfgemeinen Ausdbrud der Summe a—-aq -4-aq” +---4-aq T

n—1 n—2 n—3 n—1
—a (1 1 g1 T g T ) — S gapte

veidenn Fallen dev Anivendung, 3 B. it dev Wedhanif beim Fall=
gefets, mup man Bahlen bejtimmen, aus welden cine jede bon
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ver unmitte(bar vovausgehenden um Has ndmliche veridieden
|, ober bie Summe von einer Folge folder Iahlen. Die
atvei Fovmeln fiir die arithmetijhe Neihe bieten ein Hequemesd
Mittel bafiiv. Nod) bedeutungdvoller find die Fovmeln fitr die
geometrijdje Jteihe®®). Widtige Bejtimmungen finanzieler Wrt,
bic Zinfeszinfen und NRentenvednung®) fugen auf ihnen.
Griteve fjtipt fidh auf die Definitiondformel, lettere auf bdie
Gummenjormel. (Voljtandigeve Darbietungen findet man in
Dr. Bwerger’s Leitfaben zum Untervidht in der clementaven
Mathematif, I Abt., 1894, &, 200—204. Vergl. auch Ab-
handlungen in den baper. Gymuafialblattern, Jahrginge 1898
und 1899.)

Jeelle quadratijdie Formen blos veeller Sahlen (Dis:
friminante). Dev Lehrplan eviwvihnt nidhts von jolden Formen.
Smmerhin  fird man  e8 unfernehmen diirfen biefelben u
oijfutieven, wenn es gilt einem veifeven Kurd befjeven Ginblick
in dag Wefen quadvatijdher Bejtimmungen u verjdaffen. Aud
berlohnt e fid) auf die Linienbilber fiiv folde Formen eingu-
gehen.  Gine Befdyranfung auj dad Allernotwendigjte ift aber
geboten. — Ditvfen in », X2 mx—+4», nur veelle Bejtimmte
und Unbejtimmte vorfommen, fo muf aud) der Ausdbruct felbit
veell fein. ©ein Linienbild evitvectt jih) dabei mur in das eine
Unendlid); vov dem andern macht es an endlicher Stelle Halt,
BWir evfahren dag Niheve, wenn twiv in der Form das Partial-
aggregat bev unbejtimmten Glieder einem pofitiven Wusdruc,
pem Quabrat einer, wenn aud) unbejtimmten, jo dodh) veellen
Grofe einberleiben, mwie folgt: M. §. » x* +mx -+ v, —

SeoaT) m? m2 m\? m?—4p4,|"
*VII};“—{—W—I}{ +41’13~4;_‘*+;:}: pl-{(};—{— )“__-i;,lilé—l_: . )

1
Dag erjte Glied der Klammer ift alfo pofitiv. €3 fann duvd
geeignete Wahl filr x 3u jedem pofitiven BVetrag und insbe-
jomdeve zum fleinjten, ju O, Beftimmt werben. Das 3weite
Glied it je nad) der Vejdaffenheit von »,; m und », irgend
eine beftimmte veelle Bahl. Das Aggregat ift aljo jo grof als
pag ieite Glied oder grdfer, bez. diefes Glied eigt den Mini-
malivert ded Wggregatd an. Tie quadratijhe Form, Has »,fache
Aggregat, ift gleichzeitig mit diefem ein Minimum oder Mayi-

2y,

munt, je nadhdem », pojitiv ober negativ ijt. Nun jei x  der
4*
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pajfende audgezeichnete Wert filr X, ym ber ugehovige bom Yy

Sh m T m>—4»,,
Be3.1:132_|_mx—{—v2. Esoglit}{ :_a)',.';fﬂlme y —— T 15k

Endlid) hat man, x = \i—}:d' gefett, y= }'ﬁ:—k v, 9% — @hen

wurbe untexjudt, auf Grund welder Wmjtande », X* - mx -,
einent veellen Grengwert befibt. Frither galt e3 zu evmitteln,
foenn die Fovm Nullwert hat. Wan founte nod) fragem, fiiv
foeldhe X ein anbever veeller ober fjonjtiger Wert W erhalten
ird. Ulle drei Vejtimmungen jind nur Unterfalle einer ein-
sigen; ja, bie awei eviten fallen zufammen, wenn Ddev veelle
Grengert 0 ift. G ift e3 mit jeinem Sdhler m* — 4, v, und
; Ry : m
jede Der 3wei Uuflojungen der Nullgleihung ijt ba — 5" Sn
1
pen dibvigen Fallen find die Auflbjungen ungleid), befiben aber
—;: sum Durdjduittdmwert. Selbjt bei der Bejtimmung der
1
m

quabrvatijden Fovm u einem andern LWert w ift — 21;5.@11r{g;
1

. 1 m:
{hnittswert von X = - (— 1]21+ l/l_f: — (,,,2_“.-)), oen

1
beidben Aujldjungen. — [m Linienbild fommen die gejdhildevten
Umftande durd) dejjen Symmetrie ™) jum Ausdruct. Ja, bie

Umformung der Stufe mitteld & fitv \—\—;:— [auft auj Paval:
1

lelvexlegen Der Hauptlage der y=Linie™) bid yum Nullpuntt dev &
auf der x=Linie hinaug, und jene Linie jelbjt wird die Symme:
trale Ded SLinienbildes, einer Pavabel. — Dem Adhler bdes
Grengiverted fommt nun darum hohere BVedbeutung u, weil jid)
alle Urteile fiber die Vefdaffenheit ded Grengiwerted, der Anj-
(bjungen der Nullgleihung und der jonjtigen Vejtimmungen
auf ihn jtitken. Er Heifst dbie Digfriminante ber quabra=
tifdhen Form. (Unter ben Aniwendungen ev, mit Trigonontetrie
empfehlen fih Aufgaben tie die folgende: Riwei Kdvper be-
egen fid) mit Gejdmindigleiten von ¢, und ¢, m auf geraben,
einanber unter dem Winfel ¢ {dhueibenden Bahnen gleichformig
pem Treffpunft S entgegen und find in einem beftimmten Augen-
blict in A be3. B um a beg. b m von S entfernt. Wie iweit

— —y
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! bleiben bie Mafjenmittelpuntte der RKovper bei ungehemmter
! Betegqung mindeftend von einanbder entfernt und twann find
piefelben einander am nadjten? — Hier ift aud) nod) Gelegen-
beit auf bdie Lojung quadratijher Gleihungen mit ungefiigen
i Soéffigienten, unter Vendiung von Logavithmen, einzugehen.)
® 8
|
Anmerfungen.
(Anmervfungen ) bis 9 fiehe nddjte Seite.)
)
i I1. IV. VI
[ : R XTI
| 440|140 lm"_\”v
(4 39):r [roveniannnn. _ ........... I1.
| j .' |
HLJ) ..... l.... .......... IV.
30 +30 2 | ;
| (E ) coacnb s e it aks L
s : : :
" "
g +20|+20
F ; 3 CL18) i et bty ]{[
110/ 410
(+9) ---- I AR e [ sbelhi el e el Peel i R VI.
|
i
A (0)—+0|+0 : i A,
cul e
Z(—12) ., VII Z.




54

1) Wabhvend bed Vemefjend von Anusbdehnungen bleibt die Art der Einheit,
in weldper jie unrt:egm, jtetd aufer Adht; und nur, wenn fid) die
Ausfithrung auf die ll[lLlﬁElm,lI]I_] dafy einerlei Einfeiten vorhanden
jind, mit Redyt griindet, fann jie vollig jtreng verlaufen. Pari passu
erfolgt die Bemejjung eined Teild von bder durd) die Jahlenveihe
vorgejtellten Gejamt-Auddehnung, iweldhe in nirgendd begrenzter
olge aus infofern idealen Ginfeiten verbunden ift, ald man i
grundjiplid) ve3 Gedantend an etweldje Abart dabei entjchlagt.

) Die Zdhlung 10 befteht hier blod ald Cingelzdhlung einer zujommen=
gefeptern.

3) Bergl. die Vemerfung zu bdiefer MNr. im Hofer Programm! Dort ift,
abgefehent von untergeordneten bweidpungen, bid Nr. 16) dad ndm-
(idhe behandelt. €3 fteht: ,TWad jzwifchen zwei Spielern A und B
umgejest wird, wenn jener 7.4 gnuimtt, 15 ot verliert und mwicder
11 6 gewinnt, wird im eingelnen und ganzen von A und B ent-
gegengefeht gewiirdigt!”  Die Fortjepung fonnte lauten: ,Jever
Dritte, welder dem Borgang Jnterejje widmet, thut e anflingend
an dad lrteil ded A ober B.”

Y p3m Fejtzug von Veveinen folgen der WViufif die Vereime mit voran-
getragenen Fahnen it ein leidlid) guted Bild fiir die Sadylage.

) Mull ijt jugleid) pofitiv und negativ, und unter allen Fahlen bdie einzige,
weldje mit ihrem Gegenja iibeveinjtimmt.

) ®rofer d. i. bem -+ oo nibher, fleiner d. i. dem — oo mnibher.

) Die Gegenjipe von gleichen Fahlen find ebenfalld gleid.

®) Audbehnungen verhalten fich wie 1:2:3:4, Heift: die exfte ift 1 mal dbad
(Berhiiltnideinheit E), wad dic andern 2 bey. 3 bey. 4 jind.

') Die Fejtjtellung von ZTemperaturdifferengen empfiehlt i) bHier gany
bejonderd den Beqriff der Differeny erfafjen zu laffen.

') Produtt ift die Furzidrift fiir ein Aggreqat von gleiden
Gliedern. Jndem ed alle wejentlichen Verfmale ded Wggregated
aufjzeigt, ijt ed ein vollwertiged Seiden fiiv eine derartig zujammen-
gejeite Zaphl. Durd) r ijt fejte Stellung genommen in dem tmmer
nody nidt gejdliditeten Streit wum ded RKaiferd BVart bey. um bdie
richtige Stellung ded Multiplifanden im Produkt.

12) + und — find, jtreng gemommen, nicht die Beichen fiir Adbdition und
Subtraftion (vergl. Kap. 1); fie bieten nur Angeidhen fiiv dad, wad
man jo nennt.

%) Nyt die Grofe, wie gezeigt, nod) toie oft jie Zdahlung fein joll, nod
endlich die Form an fich fann ein Hindernid abgeben dafiir, daj eine
beltebige Bahl Fattor wird. Ein Faftor fann jelbjt wieder die Form
cined Produfted Haben; dann ift er Partialprodutt im Produtt,
Er fann die Fovm eined Aggregatd bejigen; ja, die Jedbuftion R,
vor der man jeht jteht, twird jofort Produfte liefernm, unter deven
Faftoren Aggregate find. — BVon jedem Produft ijt 1 jelbitveritand-
lich und unaudrottbar Faftor — wad ift, ijt einmal, ijt die Cin-
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Beit (1) oder eined von ifren BVielfachen! — Daruwm iird 1 neben
jonjtigen Faftoren gar nid)t mehr gejdyrieben; 1a und a gelten fiir
einander. Und, jede Baphl ift, wenn man will, Produtt. Wie grof
eine Bahl felbjt ift, Deftimmen bdie fiir fjie angegebenen Faftoven.
Sn Kap. Ila erfibrt man nod), daf aud) irgend ein andever waftor
im Produtt beqriffen ijt, indem man ihn im zeitweilig gehobenen
Buftand beliebig oft Hineinlegen fann. So gilt denn: Jede Fahl
ijt Broduft; jie ift Faltor in jedem Produft.

14) bez. Daf der vom Produft zweier Bahlen leidht nadpuweijende Sap aud)
pon ber neuen Art Produft gilt.

15) Bardey ift die eingefiihrte Aufgabenfammiung.

16) Bei der etiva angejtellten Probe mag jchon notwendig fein an bdie Dei
ben Bahlenauddriicden beniipte Regel zu evinnern: Die Redynungen
ber yweiten Stufe gehen derjenigen dev erjten Stufe vor.
(BVergl. des Verfajjerd Negeln und Erlduterungen yum Jrechenunter-
vicht, Bamberg 1888, ©. 36. — Aud) diejes BViichlein jteht der Hands
wert8mifigen Necheniveife jo fremd gegeniiber, daf e von einem
nidht einmal den Titel beadytenden Kritifusd blod angejdnardt wurde.
Der jelbjt fadyminnnijd) gebilbete Verleger war zu bedauern, ba er
Sdjaden damit Hatte.) Sebt, nad) der Darlequng ded Produttbegriffs,
verfteht der Schiiler, warum die Jegel ridhtig it

1) Ein Aggregat feift dann jdhon Aggregat von Produften, ienn
blod einyelne Glicder Produftform Haben. — E8 verbirgt fid) 1, fo
lange 3 qeht, hinter andere Faftoren; ja, wird ein offenfundiges 1
ald Faftor audgejdjieden, jtetd ift Hinter ihm ein Fabtor 1 verftedt ;
1 ift in unerjdipjlicher Wenge Faftor einer jeden JFahl. — Wenmn,
ie Bier, 1 und — 1 gleid) braudibare UAnwirter auj den Pojten
eined gemeinjamen Faftord vorjtellen, und man entjdpeidet jid) trof-
dem fiir — 1, ieil e3 zuerjt jteht (bei ber weiten Durdfihrung
in entjprechender Weife fiir 1), jo gemafhnt died an ein der WMiillevel
abgelaujdted Spriidpoort.

'5) Ein Aggregat, welded ald Faftor vorfommt, ift nur in Umtlammerung
dentbar (vergl. R und Kap. I, Nr. 12).

1) BVild: Verjdjiedene aud Teilvereinen beftehende Beveine einigen fid) u
einem BVerband! — E8 liegt in der Menfhennatur begriindet, Ddaf
man ficd) angefichtd verwidelter Verhiltnifje unter Bujammenhalten
bed unter einen ®efihtdpuntt Fallenden an eine Jergliederung
madt. Oft gelingt nur jo der ridtige Einblid.

20) B(pd die nod) bejtimmbaren, nicht bie beveitd ju fejten Werten audges
priigten Fattoren tonnen in Betvadt fommen. Andeverjeitd bleiben
Rrodbufte mit unendlich grofien Fattoren grundiiplid) ausgejdiofjen.

21y Yuildien Fann Redbuftion ermiglidhen! UWmgekehrt: Redugieren vor dem
Nuflbjen erleihtert zumeilen letered. — Dad Aggregat von Pro-
duften aud Slammerjaftoren ijt eine Bwitterform, welde man nur
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ungern jtehen [aBt. Lift jid) dad Uggreaat nidyt redbugieren, jo (ijt
man die eingelnen Klammerveduftionen auf.

22) Beadyte Hier und an bder nddjften Negel bdie davafteriftijde Wm=
jtelung von Produft und Uggregat. Ihnliches zeigt fich immer
wieder in der Folge.

#3) Dus Prodult ded Agqregatd mit der Bahl ift die Kurzjdrijt, dasd weitere
Aggregat die Kurrentidhrift de8 Nimlicden.

) 2tes mit 1tem qibt joviel vie 1te8 mit 2tem; alfo 2ts mit 1tem doppelt
(entjpr. 4tes mit 2tem boppelt). Dagegen 1ted mit jich felbjt bleibt
unverbunden; wu. f. . — Die Jerlequng eined Quadraid iiber einer
Ceite a + b+ ¢+ ---- in der Gergebrachten Weife erleichtert dasd
Berftindnid bedeutend.

%) Trinom, b. i. bdreigliederiged ggregat, und geftufted Trinom find
siveierlei. — Die Cinitbung jange mit Serienaujgaben an b. i. Neihen
vort Beifpielen, welde auf die Jerlegung einer bejonbderd gecigneten
Bapl 3. B, 30; 210 und dergl. (vergl. Landhuter Programm) bajiert
jind. BWoraujgabe ift der Entiourf ded ivodentveife verwendbaren
Sdemad ber Jerlegungen der Fahl in je zwei Fattovern.

%) Dic trinomijdje Stufe, bei weldjer der Koéffizient ded Fwijchenglicbed
0 ijt, weid)t durd) nicht mehr trinomijcdhed Audjehen von den iibrigen
ab. ®erade fie ijt aber durd) ifhre rvedujierte Form, BVielfadhed bdesd
Produttd von Summe mit Diffeveny der ndmlichen Fahlen, befonderer
Bead)tung wert.

17) Text etner Beftimmungdaufgabe zioeiten Graded! — Dad Hauptgeheimnis
einer Textlofung beruht in der griindlidhen (jchriftlichen) Difpofition.
Diefe beginnt mit der obigen (Hergebradyten) Untwort auf die Frage.
Dad dabei eingefithrte x bendiit man wm alled, wad der Tert an
Bemepbaren beriihrt, den Angaben entipredend audzudriiden. So-
bald ber Text erjchopft ijt, liegen fiiv geniigend viel Vemepbare je
sloei Ausddviice und damit Gleichungen vor, deven Lojungen jdhlieplich
im Cinflang mit Text und Dijpofition gedeutet werden miijjen. —
Aud einer mujtergiltigen Bevednung find Venennungen verbannt;
Gleidartigleit der Vemejjenen ijt eben unbedingte BVoraudfepung
(vergl. UAnm. 1).

*8) Aufldjen von Produtten zu Aggregaten ift nidt eigentlich multiplizieven.

€38 perdantt die Begeidnung eingig dem Umftand, dah die Glieder
ded Uggregatd ausd Faftoren zujammengejtellt werden.

) Die efentlidyjte Vereinfadhung ijt, eine 3aphl, weldhe unter den gebotenen
Faftoren und unter den Cingeldivijoren vorfommt, — der Divijionsd-
aneijung folgend — an beiden Stellen fortzulafien. Der lbers
blict iiber die verjdjiedenen Stadbien der Vereinfachung lGpt die jdon
aud bem Redenuntervidt gelliufige Regel vom Heben und Crweitern
ver Briiche gewinnen. — Die BVereinjadhung gelingt meift nur un-
vollfommen; hiaujig behalt der Tuotient die Form einer Divifions-
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aneifung. Jn  gewiffem Sinn gilt biefed jogar nod), tenn ber
Quotient in Fovm einer Degimalzahl vorliegl, weil die Audfiihrung
per deyimalen Divifion von Haud ausd nur eine jtenographijde Ver-
einbarung ijt (vergl. Hegeln und Crlduterungen zum NRedmen,
€. 10). Durd) Speinlijieren der allgemeinen Werte ju bejtimmien
Jablen fann (mup nidt!) die Form der Divijiondaniveijung vers
jdwinden. Bid dahin Heiht e8 in Gedanfen zur reinen JFabhl-
vorjtelung durdjudringen. Die Endform gilt trogdem ald voll=
wertiger Auddbruc fiiv folde Vorjtellung. Genau fo hat man frither
eine aug bejtimmten Ganzen gebrodjene Form, einen gemeinen Bruc),
ald veine Zabl aufgefapt. Der Vrudijtrich ift an fidh bie Weijung,
daf die Divifion um jeden Preid, aud) wm den, dap ed Stiide qibt,
durdygefithrt wird (vergl. Negeln und Erlauterungen, &. 8). Auf
dem ‘Papier geht dbad nun allerdingd nicht; ed8 geht blod an den
Ausdehnungen felbjt, Unfere BVorftellung lebt und webt aber mit
pem wirtliden LWorgang bderart, bafy wir einen Brud) wie 3; ninumers:
mehr ald Redynungdantveijung, fondern jtetd ald Bahl im Wedyjel-
verhii(tni® mit jimtlichen Bahlen ohne dhnlid) unvollfommene Form,
mit allen Degyimalzahlen, in voller Schirfe bemefjen.

) Steine Medjengeidhen iweifen bddition oder Subtraftion oder Multi-

plifation biveft an, — und nun 3wei Divijiondzeichen!  (Vergl.
iibrigend RKap. Illa, Nr. 1).

Cine jubtile Unterjdeidung geht bei den zivei Beidjen fer; === ift die
energifhe Amweifung (vergl. Anm. 29; die udfiihrung in der Wirt-
lihteit unterbleibt Dblo8 bei Abjindbung oder Verzidht); dad andere
Heichen verlangt nidht jo viel. Wie jdlecht wdve aud) den Fecen,
elchen die Mefjung entgegenfommen will, gedient, wollte man dad
ju Meffende in lauter Mageinbeiten erjtiiden?

Wan darf lejen in der NReifenfolge: Zeidjen (beim Stammfattor); be:
ftimmte Faftoren (und Divijoren); unbeftimmte Faforen (und
Divijoren).

Nidht aber: Der Quotient aud einer Jahl und einem Wggregat u. j. w.,
wihrend ed Heifen fann: dad Produft aud einer Jahl und einem
Aggregat u. §. .

Der Wedhfel ded Divifiondzeidhensd, abfichtlid) vorgemommen, ijt fiir
pie Durd)fithrung belanglod. — Der Wedjanidmusd funftioniert nur,
wenn Dividend und Divijor iibeveinjtimmend geordnet find (alpha-
betijeh unter Bervitdjidhtigung ber Stujenjolge). — Aud) den
Luotienten will man jo geordnet echalten. Daher ird man Dbdie
sum Vorrang beredytigenden Faftoven blod erhalten, wenn man fie
mit den im Borrang ftehenden Glicdern ded Diviford in den ent:
iprechenden bded Dividenden jucht (Hichjted durd) Hidhjted qibt Hier
Didired). Jnjolge ded Aufbaucd der Dejimalzahlen geht deren
Divijion ofhne weitered, — Die medanijde Divijiondweife liefert
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aud) bei Budftabenauddriicfen nicht felten Refjte. Der Quotient aud
Mejt und Divijor wird Schlujglied des gejamten Latotienten.

) Allen Gliedern ded Aggregatd gemeinjamen Faftor a nebjt Divijor m,
Vi - &

aljo gemeinjam ﬂirndnal‘turm; ibn meben der Wmtlammerung:-----

36) Allen Gliedern gemeinjom Divifor 12(x2—1) nebjt dem f{tetd vor:

1
handenen Stammicftor 1, alfo gemeinjam Brudyfattor iﬁi{'ﬁ:—lj;
) Gofort in Kap. 1la fdllt dieje Einjdrdnfung ded Exponenten.
) Pei ben Anendungen fafje man die gleid) Hohen Potengen ald joldye

48 48
von moglid)jt Eleinen Crponenten auf 3. B. a —Db ald Differeny

24 2
der Duadrate von a undb . So Befommt man bdie volljtindige
Jiedbuftion am bequemiten.

%) Bergl, Kap. Ila!

1) Miehr, ald hier gefdjehen, Founte diefed Schaltfapitel ded befchrintien
Paumed halber nidit audgefiihrt werden. Die eingehende Behand-
[ung ift aud) nidt jo dringend.

1) Bei der Gleichheit von zwei Produften bdarf man aud dem einen bder:
felben irgend einen Faftor (bey. Divifor) zum andern tfranjponieren
jo zwar, daf gilt: €in Faftor (bez. Divifor) verwanbdelt
{id) beim Tranjponieren in einen Divijor (bez. Faltor).

) Yihnlich ijt es bei Tertaufgaben (Kap. I, Nr. 12 Anm.). wenn man
pie Didpojition nidht mit Ausdjagen iiber bdie gefragten HBablen,
jonbern in einfadjer Veziehung ju diefen jtehenden Jablen einleitet,
um die teitere Didpofition und Aufldjung zu erleidytern.

%) WBielleidhyt nur jede3 10. Beijpiel in B, &. 100—184 ev. &. 245 —250
su bearbeiten veidht die Feit. Dbenbdrein diivfen Proben, namentlid)
auf Budjjtabengleichungen, nicht gany vernadldjjigt werden.

) Wer dad Nififo auf fidh nimmt, mup fich fiiv itberyeugt halten fonnen,
vother feinen Fehler gemadit 3u haben.

5) 1. Gindb ziwei Ausdbdriide gleid), fo jind aud) die ndmliden Vielfaden
berfelben — indbejondere die Haupinenner-Faden — gleid). IL Cin
Brud)y mit einem Bielfadjen jeined Nennerd — indbejondere demt
Hauptnenner — multipliziert, wird dad Bielfade feined Jiihlers.
— Auf biefen Shifen beruht das Verfahren bed , Vrudjreduttion:Fort”.

) Die Gleidung ijt frei von Nennern, bej. a; b und ¢ jind ald ganje
Jablen gedadt.

1) Die Erwdqung, daf ein gemeinjamer Fattor f von ¢ und a + b bes.
b bez. a aud) Fattor von /\ bey. x bez. y fein mup und dabei
gelten dari £ A\ = /\ be3. X! = x beg. fy’' =y vermag rafjdje
Bejtimmung wefjentlid) ju jordern.

&) Durd) die Analogie mit ber Gebahrung bei dem Hauptnenner empjiehlt
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jich der Mame. — Die bejtimmicn Glicder ald Koéffizienten bei 1
aufgefapt, jo fann man ihren Hauptfodjfizienten und dad Verhdlinisd
von x und y erhalten. Dft ijt jolded LWerfahren-dad bejte (vergl.
Rap. II, Mr. b).

) ®erabe bei joldjen Fdllen ift die qrofte Vorfidyt geboten; leidht Fommt
eine den itbrigen ividerfprechende Gleidung vor.

e 59) Auch in der Mathematif fann man Gereimted und Ungereimted fordern.

1) Mur gegenjiplid) jich wenbende Handhabungen von @ liegen in  bden
neuen Jechenjpezied, der fiinften und jedjten, vor.

< | ¥ 52) Aud) bei diefer vt medanijder Divijion ijt unbedingte BVorausdjepung

z H ded Gelingens, dbap der Radifand (Vegriffdertlirung) nad) guten

4 Grundjipen geordnet ift. Bei den Dezimalzahlent entfdllt diefed

(vergl. Anm. 34). Dad Verfahren unterjdeidet fid) vom gewidhn=

liden Divijiondverfahren dadurd), dafi der Divijor einer Partials

bivijion bid auf eine Bujapiblung befannt ijt; er ijt ndmlid) dad

Doppelte ded jeweild ermittelften Quotienten; die Jujapzihlung

jtimmt mit dem Glied ded8 Diuotienten iiberein, welded zur Cr-

mittelung fjteht und durd) vorldufige Divijion mit dem befannten

Teil bed Divijord gefunden wird. Bei dem Radizieren von Dezimal=

sablen evitrect jid) eine nachjolgende Partialdivijion big ju derjenigen

Gtelle bed Radifanden, an welder die wm 2 nicdrigere Poteng von 10

fvie bei der voraudgegangenen Partialdivijion vertreten ijt. — Oben

fatte man: Von 2 a geht ab dad Quadrat von V' 2a; ¢8 ab, fo

hebt e3 2a. Bon — 6 1/ 10ab und rweiterem gefht 21 2a u. wei

tere8 — 3 1/5b mal ab bey. geht (21/2a—3 ' 5b) (— 3 1 5b)

A ab; dag Gegenteil oder 6 110 ab — 45 b Bhingu, jo bebt ¢38
— 61/ 16ab + 45 b. 2.

%) Die zweiten Wurzeln aud Jahlen jind abundante Formen, weijade

i Jahlengaben, gleichzeitige Angabe vou zwei Gegenfipen.
. 54) 1 1.
1 2. |
1 3 9. 1
1 A 6. { 1
2,
) 55) Man unterjdjeidet eine Jahlenebene von dev in ihr fejtliegenden Geraden

ber NMeellen und der in ihr bewegliden Geraden der Jmagindren.
Won Ddiefer gehr die Hauptlage duvd) den Fulpunft auj jener.
Wegen ded Bufammenhanged bder beiden Teilzahlungen in Kom-
plegen muf der MNullpuntt der imagindren Linie mit der Cnbdijtelle
ber veellen Bihlung zujammen fallen. Um dag ,weg von der
veellen Linie” unmittelbar vidhtig zu Dbemejjen, miijjen beide
Qinien ju einander jenfrecht jtehen. — &8 geht aud) die imagindre
Qinie fejtyulegen und bdie veelle zu bewegen. Dabei fommt jum
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Ausdbrud, daf die Reihenfolge bed NReellen und Jmagindren ohne
Cinflufs ijt auf die Vedeutung ded Kompleren.

2%) Bejteht 10 aud n Fattoren ¥, fo find bdie n-=fachen Logarithmen fiir die
Bajis 10 diejenigen fiir die Bafid 7.
*7) Die fiinfftellige von Schlamild) ift im Gebraud.

*%) Die Gejamtheit der Fragen joll mit der Cinvichtung der Tafel 1) und
dent Gejepen der logarithmijen Rechnung befannt maden. Danady
fann jebe in ben Bereih von Tafel 1) fallende logavithmijche Bes
rednung unternommen werden. Snébejondeve fonnen 8 die Bei-
fpiele unter Nr. 4. Die weitere Theovie muf suriictreten. Die
Bearbeitung anbdevieitigen Lehritofid fordert cben aud) ifr Redt.
Bei ber Repetition ded gefamten Lehritoffd in der oberjten (9.) Gym=
najialtlafje bictet fid) iibrigend nod) Gel egenbeit zu [ogarithmifjchen
bez. auf Iugartlﬁnu{d}cm Weg au [djenden Gleidhungen.

™) Die tednifdhe Handhabung in den verjhiedenen Sculen teift qrofe

Berjdiedenheiten auf. Der Begriff ,Logarithmusd” jollte aber immer
qegenwirtig jein. Cz‘JaT}er viide man einer fniipfung bejtimmicr
Saltoren frifd) auf den Qeib mit dem Urteil: ijt die Babl, welde an
Softoven 10 begreift, foviel fteden in ..., ben Gangen nady --- -,
jo und fo oft (bie Degimalijtellen Hole man erft nach, wenn man fiir
dad Beijpiel mlt DLII Gangen fertig ijt!); fermer in ---+, u. §. w.,
eg die im -... i. hingu jo und fo viel, jo und fo oft w. j. w. —

b man bdie E.’ugnriti]mcn hinter nlg( Gigel fiir ,ift bdie 3Iabl,
welde an Faltoren 10 begreift, was ftect in") jufanmmenfest odber

in Nebenrvednungen «), B)---- anjept, ijt nebenjddylich. Aber ftatt
negativer Logarithmen follte man ihre Criweiterungen wm die de-
fadijd)e Crgiingung 3. B. 0,52288 —3 jtatt —2,47712 beniifien (vergl.
die Megeln und Criduterungen um NRednen, allerevite llbungen).
Cin negatived Probuft ift ein mit — 1 multiplizierted pojitives
Lrodutt bey. —nlg (---). Durdinus geboten ift bdie erafte Aus-
jpracje beg. aller Wendungen ded Rechenverlaufd u. 3. geftimmt auf
ven Grundton: ift die Bahl, die an Fattoren 10 begreift, 2c. 2c.

M) Die Stufungdgrofe ift nidt notivendig erften ®raded. Jijt fie kten
®raded und die Gleichung mit 1 jonjtigen unbejtimmten Fattoren
eviveitert, jo ift lefitere 2 k | lten Grades.

) Im Jnterejje  des audgiebigiten JReduftiondverlaufed Lliegt ed bden
Soéffizienten am @ruppenbeginn ald Faftor audzujceiden. Die
Beredtigung folgt aud Kap. II, Anm. ju r. — Der NReduftion ded
Aggregatd Dder ivei Produfte muf die Bejeitigung ber ftreng ver:
ponten Brudform mit Wurzel im Nenner vorausgehen.

¢%) Berjept man in der allgemeinen Gleidyung ¥, ald Faftor U Yy, jo ent:
jteht eine quadratifde Gleidung von jdlidter Form; ifhre
Aujlojungen werden befonders leicht erhalten; und indem bie Aufs
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[Bjungen dev allgemeinen Gleichung je den »,1eN Teil fo grof find,
fennt man bdieje aud) jofort. Die quadratijdhe Gleichung von fdlidter
Form erieift jid) dbadurd) ald wertvolle Hilfe bei ben andern Gleid)-
ungen.

03) €5 ift eigentlid) felbjtveritindlic), dah nidt blod x, joudern aud) jeder
x haltende Ausbrucd in der Gleidung jeine BVejtimmung erjahrt.

“ ’.. o4) Bergl. Kap. Illa, Rr. 4 AUnm., dad iiber die Duadratwurzeln Gejagte.
o %) Gbenjo V'u—+ Vv bes. S uV s Vuv-V'v? bey. 32— 311
‘ 3 und dergl.

* 5
|y u6) Borfiihrung der Linienbilder (linea jundd)it Gerabde).

67) Barbey, ©. 226, 6) erlaubt aud) eine dem Aufbau der Gleidjungen an-
gemejjene Spezialldjung, welde zur NRefapitulation ded iiber NReelle,
Smaginiive, Kompleye Gejagten, ja zu Ausdfiihrungen iiber fonjus
gierte Sompleye vevanlajjen mag. Wan [leitet mit dexr WViethode ded
Haupt=fKoéffizienten bdie fjehr daratteriftijden Beftimmungsitiice
I) xy =3 beg. xyi =31 und II) x2 — y2 =8 bey. x® - (yi)* =8 ab,
und hat dann M =3i; 32— 2 11 — 8; daher S=V/'8+ 61, Nun-

mehr folgt x :; (Vﬁ 61+ 18 — Ui) = é—l/i'é__—'_i_—méﬁ und y

=-—éV1—{5 an 20, wie bei der gewdhnlidhen Auflsjung.
98) Yug dem geometrijden Anwendungdbereid) empiehlen fidh) geometrifd

leid)t zu Fontrollierende Veifpiele 3. B. Jjt g der goldeme Abjdynitt

vort s; g, ber von g; g, der vom g; w. . ., jo jind wegen ded
%8 Beqrifid ,goldener Abjdmitt” alle diefe Streden, ihrer Grofe nad,
®liever einer geometwijhen Neihe. BVor s, dem goldenen Abjdnitt
von s 4 g, biivfen s + g und Dbeliebig viel weitere Glieder ange-
« 13 nomnen werden. Beige, daf jeded Reihenglied Summe aller folgenden,
bagé unmittelbar jolgende audgenonumen, ijt!

09) Bei 4°, widjt ein Betrag in Jahredjrijt auf fein 1,04 Faded an.
Diejed, weil Find awd) vom Fingd, in weitever Jahresjrift auj fjein
1,04 Fahed, alfo auf dad 1,04* Fade ded Unjangdbetrages, u. |. w.,

an. — Stommt ein eingelner von Dden Vetrdgen in BVelrvadt, ijt ed
Binjedzinjenvechnung. Handelt ed ficd) um eine gange Folge, jo Hat
B man eine Rentenvednung. Dad n— 1 bder Definttiondjormel ift
i bie Sabl ber Jahre (ev. Jindjrijten); denn Neifenglieder find ed3 um

1 mebhr ald Jabhre (ev. Finsjrijten). Befondere Formeln fiiv bdiefe
Rednungsweife jind gevadezuw vom Lbel. Befjer ift unbedingt ein-
gebenbe Difpofition zu Anfang der Wejtimmung.

S

19) Man findet dad Gleidje unmittelbar, wenn man die jivei Uggregate in
der Nedbulftion von ¥, x* + mx + ¥, (jiehe BVeginn bded Kapitel8)
multipliziert.

S
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™) Dad Bild einer abundanten Jahlform, einer jweiten, britten, vievten, --
Wurzel, bejteht aud 2;3;4;-.. Punkten, telde zentrifd):=fymmetrijd)
gruppiert find gum Nulpuntt der veellen Bahlenlinie und adyjial=
fhmmetvijd) zu diefer Linie. [

72) Wiihrend man fiiv die x die Linie der Neellen beniifpt, fteht fiir die y
pie Linie ber JImagindren jur BVerfiigung (vergl. Anm. 55). Damit
jind aber feineStvegd bie y al8 Jmagindre Hingejtellt und ihr Bu-
fammenhang mit den x al8 fjoldper zivijdhen Teilzihlungen einer f 14
Kompleyen. Notwendig ijt jedod), und wird dabet erveid)t, daf die ' ‘}
einander entfpredjenden y und x zufammen geovdnet auftreten.
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