Disputatio de linea curvata,
quae respondet aequationi

x? 4 ay? 4 bx = 0
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Disputatio de linea curvata,
quae respondet aequationi

¥3 - ay? -+ b= 0.
Curvae secundae classis vel lineae tertii ordinis exprimuntur tertii gradus aequatione,
cnius forma generalis haec est:

ay? - bxy® 4 ex®y. dx* ;- ey® | fuy -+ gx* - hy 4-ix - k = 0.

E o

Huius aequationis specialis forma est aequatio

x5 L :l‘ll 3 - b 2x 'Il-'g
de qua iis, quae sequuntur, disputare placet. Systema coordinatarum adhibeatur orthogonium.

1.

Aequatione x3 -+ ay® -4 b =0 traducta in formam

quod attinet ad qualitatem curvae huie aequationi respondentis eveniunt haecee: Si valor
I em negative ponitur,

abseissae x posifive ponitur, valoer ordinatae y imaginarius, sin
valopey reali
seissae X valor y erescat in infinibum.

Quam ob rem curva aequationi respondens in secundo atque tertin quadrante sita erit
ibigue in infinitum abibit.

Quum porre ex uno quogue negativo valore abseissae x duo aequales, sed inter se
oppositi valores ordinatae y sequantur, elueet, bina curvae puneta paribus intervallis ab
x axe distare. Denigue posito x = 0 eti
dinatarum transibif.

3

prodibit, ita quidem, ut magis atque magis erescente valore negativae ab-

i erit valor y = 05 quare curva originem coor-

Gieometricae constructioni aequationis difficultates non oeeurrunt. Nam formae
. X (x% + b? :
¥ respondet
¥ i
proportio a;x =z h¥: y?
vel posito x° - b* = p®
proportio a ;x = p*:y=




3] i

st igitur mobis propositum invenire quadratum y*, quod sic se haheat ad datum
lineam a. Sit (Te. 1) QA =, O0X =%,

quadratum p2 ut data linea x ad datam
OB — b, Jam, si lineam rectam a puncto X' usque ad punctum B duxerimus, erit

0X'2 - 0B? — X'B? = p*.

Tum diametro AX' describatur semicirculus, cuius peripheria secetur y axis

puncto D. Duetis etiam lineis DX’ et DA proportio emanat haec:

OA : OX'=/AD?: DX'#,
linea X'D per punctum D producta et in puncto A linea perpendicularis erecta
puncto F secans, ob triangula ADX" et AFX’" similia

erit lineam productam in
figt proportio:

AD2: DX'?— FA2: AX2
Ducatur porro per punctum X' linea ad y axem parallela; sit linea X'C = X'B;
linea CE parallela X axi, NG parallela FA, Tum propter triangula FAX" et EGX’

similia erit:

itaque OA ; OX' — EG*: GX'*
X B

Describatur denique centro X° et radio X'G semicirculus, quo secetur linea X'C in
punctis J et H: erunt J et H duo puncta curvae, cuing forma Fig. 2 nobis ante oculos
proponitur.

s
Conjungitur aequativ curvae cum aequatione lineae rectae.
a. Sit generalis aequatio lineae rectae

y = M — 0;

substituto hoe valore y in data aequatione curvae

x - ay? 4 b =0

nascetur aequatio:
x® -+ am%x? - (Zamn 4 b x 4 an®* = 0.

Quae tertil gradus aequatio quum aut fres aut unam tantum radicem realem habere

possit, concludere nobis licet, lineam rectam aut in tribus aut in uno puncto cum
CuYva Convenire.
b. Si aequatione lineae rectae y = mx utimur, substituendo valore y evadet aequatio:

x¥ 4 am%? 4 bR =10 vel ¥ (x2 -} am® 4 b2 = 0.

Cul aequationi tres radices respondent:

: Aot am?® | 1 X:l'-'ti":"'——lb"
=01 =— 5 —'—}‘

! )
: am* L - /u'"'m‘ — 4p*
hm ==t =) B 5] l"
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Quae quum ita sint, jam intellegitur, lineam rectam per originem
ductam in fribus punetis curvam secare Josse,

coordinatarum

¢. Sumta rectae lineae aequatione: y — p substituendo sequetur aequatio:
¥ - ap? - bh%x = 0;
cul aub una aut tres radices reales psse possunt; unde deduei potest lineam y axi
parallelam et eurvam aut in uno tantum aut in tribus puncfis inter se coneurrere,
d. Denique si ponimus x — n, substituto hoc valore prodibit aequatio:
n® 4 ay? L bhn = 0.
vel y# = 4 V —n* — i =+ V — n (n? - b9,

Quae formula docet, omnes lineas. quae in sec

ndo atque fertio quadrante y axi
parallelae ducantur, curvam secare in duobus punctis.

0 ]
ke

[ e el . . 4 . s
Contungitur aequatio curvae cum aeqiatione cirenli.

1 - 3 - i o & ! 1 /' ol
oit aequatio circuli x* - y* — r2%; sequitur x — - V r:

o

¥ Quem valorem in
en, de qua agimus, curvae aequatione si substituimus, exoritur aequatio:
(xt—y2 4 by Yo — yid4ayi=0.
vel multiplicando et reducendo:
¥+ y* (a* — 2b* — 3r®) - y?® (4b?r? -+ b* - 3r4) — r® (b¢ - 2r2 b2 |- rd) = 0.
(QQuia haec aequatio sexti gradus membrum absolutum negativum habet, iam collizera
nobis licet, duas saltem radices reales adesse. Itague concludi potest, ecirculum, enius

centrum coincidat in originem coordinatarum, in duobus certe punctis curvam secturum esse,

4.
a. Quaeritur tangens,
Quum ex legibus calenli differentialis pro functione implicita emanet generalis
aequatio tangentis:
dF

. dx . 5,
=¥ == — k=)
dy

atque quum ex data curvae aequatione x% - ay? L h2x — O differentiando evadat;
N e o A 1 N s : S g A e
s ox? -~ b2 et = 2ay, his valoribus in generali tangentis formula substitutis
_ ¥ i .

Lo o N a
3 , ax'd - p?
eveniet: y— ¥ = (x —x)
= 7 2ay
LBy ) bR
vel y = — - X — -+ ¥
g 20y 24 v




dxf2 | p2

L3 F |'
2ay

Nullum negotiom nobis naseetur investigantibus ex quantitate

: 312 - ht e :
quo spectet tangens, vel ex quantitate - : ¥ diindicantibug, quam
longe distet ab origine coordinatarum punctum, in quo tangens sectura sit v axem.

Jx'® L h2

Si = vel 2ay’ = O ponitur, tangens parellela v axi evadet.
i ; ; !
ded quom hoe et valor y' = 0 et valor x' 0 sit, linea recta, quae in ori-

gine coordinatarum curvam tangit, cum y axe coalescet.
b, Quaeritur sublangens.
Jam caleulus differentialis generalem formulam subtancentis praestat:
JF
+ : s
TR
dx
; : s dF dT : : : ;
in hac formula valores —— et —, quos jam supra invenimus, substituerimus,
oy dx
haec aequatio subtangentis prodibit:

' — =

e. Reperitur acquatio normalis,
Quum generalis aequatio normalis sit:
dF |
_ dy
il BRI ol
Jx

g by dit. df ;
substitutis valoribus o in ea, de qua nos agimus. corva

: prodibit aequatio nomalis X
(i % ay

: 2ay'x!
y— ¥y = g o 31
! ik = g e
2ay 2ayx! A '
FEl = A T AT e T
1X 1 he b e o 1
. 2 ¥ Zay’ Ay . :
In hac formula quantitas . -"'—— — 0 fiet. si ponitur ¥ = 0. quo pacto
5 2 E 1

etiam x' = 0 erit; itaque hoe loco curvae, id est in origine coordinatarum, normalis

erit perpendicularis ad y axem. o
oF !
, ; ' 1 ; i % dx i
d. Tandem in generali aequatione subnormalis: " — ¥ = — y T substi-
g

dy




—_— 5 mns

tnendis substitutis pro data eurva formula subnormalis prodibit haee:
+ ax'® - h4 ax'd L h2
X X = S
; 2ay! 28
-
*).
Quod jam ex forma curvae intellegimus neque mazimum enrvae esse neque minimun,
id nune legibus ecalenli differentialis probare in animo est.  Erit,
A i (x) = 0, gquoddam minimum:
i i g L U noncam minamus
| £ (x) < 0, quoddam maximum,
Jam est;
.III:\': et h'.!

9 'l.-"' — 23—
zd ff _

Sed quum haec quantitas nullo valore abscissae x evanescere possit, iam indicium
adest, eurvam carere et maximo et minimo.

f(x) = —

Item suly oculos cadit, curvam carere rr.\-lﬁ;;i.llf',u.’n.‘.f.u_
6.
De curvae concavitale ef convevitate.
Formulae generales, ox quibus cognosei potest, ntrum eurva arithmetica ohvertat
X axi concavitatem an convexitatem. hae sunt:
5 v (x) =7 0, eurva concava:
si quidem yi(x) = 0 convexa ad x axem erit.
Derivandum igitur erit diff

rentiale secundum quantitatis x.

- 4 Lol -IKI | I-I ._..\.._. Y !J|
Bst autem f'(x) = ° A

: = Ix* - Ghigs — he
inde  vf'(x) = IR :
ey ( — dax® — dab*
Huins inventaso fractionis denominator — dax?® — dab*x fim.]i]..-[' pacto p.'.,—.']'[i\'n,\

erif, quia ex qualitate curvae quantitas x somi non licet nisi negativa, contra numerator
oxt - 6b%® — b* et positivus et negativus esse potest.
Negativus quidem vel <= 0 numerator 3x* - Gh%? — L4 erit, si
3xt | Bh%2 < he
; X =l
vel x% (x°-F 2b% < :

)

i)

s : 3 - ’ 2 el L
positivus quidem vel = 0 fiet, si 3 (x4 2h%) > =
o

Quum utrumque fieri possit, colligi potest curvam partim concavitatem, partim con-
vexifatem x axi obvertere.

Iam restab abscissam eius punecti cognoscere, quod separat partem concavam a parte
convexa, 1d est punctum flesus contrari.




Quum igitur ab hac parte puneti fl

centrarii f"(x) = 0, ab illa parte f(x) <Z 0 sit,
necesse erit in ipso flexus contrarii puneto f'(x) aequari aut nihilo aut infinito.

£ x4 L fhx? b4 ! e s
st auntem ["(x) = e qui quotus aequabitur nihilo, si erit:
4ty 9
3xt 4 Oh%x® = bt
. y b*
vel xd Dhyg2 .
¥
Posito x* = z patelt secundi gradus aequatio:
L4
. b
g? L 2b¥ = —,
o
ST
abque inde z = — bh® £ [/ — bt
/ 3
b
s g = /
7 = — b?* + 3 V3,
et tandem restituto valore x:
2h2 :
¥? =— 5§ — — bh? + "_ ""\'
=]
=T =p .
] =k V 3
it
;’ruJ 5470 . ...
RS Sg e
Quam ob rem in eo ]-=|:u-1_u. cuins abseissa x valorem 0,393 . ... b habet, con-

cavitas curvae in convexitatem vertitur.
~
‘l
Quaeritur diffeventiale arcus.
Differentiale arens

avitur comparanda longitwline infinite parvi arcus ds cum
longitudine relativarum coordinatarum  dx et dy ad eum arcum perfinentium. Quae
quidem tres lineolae quum efficiant triangulum orthogonium,

in quo arcus vicem hypo-
tenusae prachet, ea ratione inter se sunt, ut sit

ds®* = dx? -F dy®;

O Rt fr 1y
erif igitur ds = dx ] 32N (Ll_\.}

e

Inde, si substituitur pro "_ valor iam antea inventus, evenit formula:

R Dol - U REVE
P / st I ( aX .1}
\ Zay J

Oyd B 1 [e? .__lﬁ
vel d3 = dx 1/ X -13\ -+ Gx*b dab2 L b

— 45 (x°* - b%x) e




%)

8.
Angulus, quem fingunt duae langentes, (uarum puncta contactus in curva infinite

vicina sunt, exprimitor formula:

d 2y

G]{j == i i

1 (2)

; dy S I
est antem ==~ = —

dx 92/ % — xb*
l' i

dx

18 L - ’
=y 2X* == bx-b* h#
| ol = = — . :

dx® 4a (— x3 — xb?) .llf e

_\-“:!
i

Quibus valoribus substitutis in formula generali prodit aequatio:
i bxh2 — ht

R == a (i

e e
da (—x2— ah=:.]l,f & i
i i

— A2 2
s (:.’;L ]/ =& __ﬂ,-:)
e

(3x* - 6x®h? — b*) dx

oed

X"

(1{; =

vel redueendis reductis

®

= ’f
(9x¢ — dxta -+ 6x'h® — 4xab? - bY) l

9.

Si quidem valor huius anguli dividitur longitudine eius arcus, qui inter puncta con-
tactus intercedit, media arcus curvatura reperietur. Itaque quum intellegamus esse
|[:_\.
dx®

RS

i

dgr_ i A

S @)

: v ¥ =y
substitutis iam supra inventis valoribus pro e
ax-

T
=5
I,.
é:‘ c
| --:'



vel peracta reductione
'i-‘}' Za (8x4 - Bxh2 — b2)
ds }/’ (O)x Ix g - Bx33— dxah2 T |;"_|:‘
Deinde si comparatur curvae in aligua parte curvatura cum constante civeuli eurva-

ds

= dep”

tura, in quo est ds = R. -.:'q_ patet esse R -

A 2 ds e ;. = e : . ; ;
Itaque formula R exprimifur radius oseuli, id est radius eins eireuli, qui

e

a in hac parte enrvaturam habet.

pandem (uan cury

Substitutis 1

ur valoribus pro ds et de sequitur fore
R V (9x* — 4x%a I 6x%h? — 4xah? ||j
2a (3xt - Bxip® )
[amn breviore modo exprimi poterit quoantitas B, si valor longitudinis normalis N
introductus erit;
2 A T ||lr |[\ :.
nam quum st N = v 8/ 1 L ( - } 1
i oL
.\:Z'.

sequetur B = i
. | B '8
ax =
Sy :

Ergo substitutis valoribus pro y* el ——— etiam erit

ax=

N?

n
R— . -
it L 6x%h? — b
fal
=

Pro eo puncto curvae, cuius abscissa x aequatur nihilo, id est pro origine eoordina-
tarum, ex formula inventa, posite ¥ = o, prodit et simplicissima constructuque facillima

St b T e T

| TRE=—— — S T = .
2aht 2

CXPTEss10

10.
De rectificando curvae areu ejusque area investiganda.
simis suis elementis, consnmmatis his elementis longi-

Quum tota curva constet ex infinit

se ds = dx —‘rf 1 , {:E) l:l

tudo curvae evadet. Jam supra (7) invenimus, differentiale arcus ¢

=S )

guare integrando prodibib

=




Ergo, si in hae formula generali substituitur valor i ayveniet arcus
!
Rl 3xr - b® ks
= j dx 8/ 1 -
;!
St 9x4 - Bx*h? - b
vel § = ’( dx §/ 1 2 : .. ! s
4a (— x* — xb¥

Quae quantitas radicalis quum nullo alio pacto nisi resolvendo in seriem infinitam

integrari, idque hand commode fieri possit, iam disputatione huins casus omissa ad re-
periendam curvae aream transeamus.

Sit avea curvae L: erit elementum areae di = ydx ipsaque area A = [(ydx;

vel substituto valore y = ]/ T i-t"_ L
S| e
— J ]/ = dx.

In hac quantitate inteoranda nobis licebit pro X ponere - x; hac enim re nihil
aliud efficitur, quam wut, conservata omnino curvae forma, ipsa curva ex secindo et terbio
transferatur in primum et quartum quadrantem. Quo facto expressio supra inventa etiam

gic exhiberi potest:
PR x],:f)l-,,
= - % dx
4 j ( = dx

a (5 \' l:-l'.'f ; 1 5 f
vel AL = } V (14 bx— % 2 dx.
. a

Quae functio accurate integrari posset, 'si valor fractionis * "~ aequaretur aut
L iy o § : S R LS| 53 7
alicui numero integro aut nihilo. Sed quum valor fractionis 2 = = T el
— = b

confugiendum est ad approximationem ope seriei infinitae obtinendam. Est autem

Itaque integratione peracta fiet:

-5 X /s ] i ] - a1l g ] ¥ j \:_'. - _P\, f 1 I I\‘ 7 \ y {_.
: ([ - b — 8 dp— — Xa - b¥'a - = b N e
J V“ i ) > V“ (.': : 212,83 ; )

51 quidem desiderabitur finifa pars areae, in hac generali formula primum x = x
tum x = x, ponendum et haec series ab illa subtrahenda erit.
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Ill
De corpore, quod eurvae plane circa @ axem rofando nascilur.
Quum jam nobis indagantibus, quae sit superficies corporis, quod gignitur curvae
plano circa x axem rotando, irrationale haudque accurate integrale polynomium sese offerat.

serutatio huins casus  praetermittenda est of

13 Dperam dare [Ili’.rl':. L i]-;-'ulu COorpus,
Jatur.
Elementum huius corporis infinite parvum exprimitur formula: yomwdx; inde si desie-

guantum sit, et abscissa centri gravitatis re

natur littera J summa elementorum vel solidum corporis, sequitur esse J = [Ty27di.
In hac formula substituto valore y*® (translata quidem curva, ut iam antea (10)
factum est, in quadrantem primum et guartum)

iy 8 i o < i
efficitur : Ji— )‘ (1 4~ xb?) dx, fom peracta

‘ - b | x4 x #hes
integratione J = ( - : ) iy

gt pro finita aliqua corporis parfe:

Lo

. oy [l e e e B
LI} J :IJ .II |l2i:i --;— l\.|J"_j ll.".' — '.E ("r 1 {L ;‘L' ) b }

Restat tandem, ut investigemus abscissam centri gravitatis. Si significat x; hane
ahseisss it
LDSCIsEanl, erit X, X,

. TR 5
Jxe— f 7y ady = — J (z* 4 x%b?%) dx

vel integrando:

(@Y Jx5 = L (“ e Xio B (g, —le”::, |.':-!.)'

il o ]

Denique si dividitur asquatio (TI) per aequationem (1), evenit abscissa centri gravitatis:

T b LN i MR X hs
] ( b F 3 )
13 (\'." = i 'r,.\',f — X 2 e
s o)

12 (5 — x,% L 20 (2,9 — x,.%) b2

15 (x*— x,% 4 30 (x,*— x,%) b* "’




De corpore, g

Quum jam nobis indag
plano cirea x axem rotando, X
serutatio huius casus praster:
quanfum sit, et abscissa centl
Elementum huius eorpol
patur littera J summa eleme
Tn hac formula substi

factum est, in quadrantem m
efficitur :
integratiol

et pro finita aliqua corporis |

App

U} ipe= j-' : 1‘., b xh:i

Restat tandem, ut in

seissam, erit:

rII, I\_: — 7 (-‘\:r;I -" X

nascifur.

gquod gigmbur curvae
dynomium sese offerat,
w o fcet, nt ipsum corpus,

L ¥ omdx; inde si desie-
HEL [ v2mdy,

n va, ut inm antea (10)

2 peracta

o =

e e

S

81 significat x; hane

dx

lscissa centri gravitatis:

002 HAurdwog usyll Byl
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