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lict), wenn fic in gunftioncn imaginärer Sogen umgemanbett mer¬

ben, mieber eine reelle gerat, bic jttglcid) burdj ©ombiitationen
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$Dte 33ermutl)itng liegt naljc, baff fo einfache SluSbriicf'e fiel)

in äljnlicijer SBeife geometrifd) werben beuten laffen, wie e8 bei

ben complicirtercxx ber ^reisfuuftionen ber galt ift. -Sit ber Sljat

wies fdjon Sambert 1) uad), baji biefe gunltionen in einer analo*

') Sambert: Sufäfee ju ben logarittjmifdjen unb tvigonomctnfcbe»

Nabelten. Tab. XVlll, wo aueb utebre gormeltt cntivicfclt finb. SJergt.

aud) Älitgel: 9)iatf)emat. SBövterbuci), Slvtifel: ©oniomctric.



gen Beziehung jur gteid)feitigen £>typerbet fteheu, wie bie Sreis»

funftionen junt Sreifc. Sind) machte er aufmerffant auf ben

Slu^en, ben biefe gnnftiouen bei gewiffen Berechnungen leiften. ')

Sie ©djwierigfeit ihrer ^rctTtifcXjcn StnWeubuug tcig Ijauptfadifich

in beut Umftaube begrüntet, baß fotdje Stafetn fehlten, wie mir

fie bei ben SrciSfunf'tioncn befiljen. ©itbermanuS Strbeiteu

Ijaben befanuttidj biegen Btauget gehoben 2); feine Sfafeln machen

bie StnWenbmtg ber ^ijpcvboltfdjeit gunftioneu auf bic 9tedjuung

cbenfo einfach, wie bic ber Sreisfunftiouen. Ueberbieß tjnt fici)

©ubermamt auch baburdj um bic 3D?atf>emati£ öerbicut gemacht,

baß er biefeit gunftionen eine erweiterte Bcbcutitng in ber t)öh c*

reu 2lnall)fi8 gab, inbetn er ihre 3we<f mäßigfeit jur i^erftettung

gewiffer Staffen oott integralen nachwies unb Ijterbnrch jit 9?c==

futtaten getaugte, bie bic Gutwicftuugeu früherer 9Inatt)tifer in

it)rer ©nfact)t)eit 3) weit übertrafen. SBenn cS benutadj nicht jwei=

fethaft fein fanit, baji bie hhhert>otifd)cu gituftioneit in ber I)öl)e=

reu 2tuatl)fiS einft eilte große Bcbcutuug gewinnen werben, fobatb

bie in ihrer SDarftcttung oft fdjwierigett Slrbcitcn ©übcrmannS

mehr befanut geworben finb, atS c§ teiber bis jei^t ber fjatt ift,

fo wirb mau ben SSerfudj entfdjulbigt finbeu, bie gormetn, jtt

benen Lambert unb ©itbermann bnret) analtjtifdje ilnterfnchungen

gelangten, Ijicr auf rein geomctrifdje Söcifc barjuftetten.

gotgeube teidjt geometrifdj uachjuweifenbe ©geufdjaften ber

gteidjfeitigeu iphperbet müffen bei biefeit Grntmicftuugcn oorauS=

gcfcfjt Werben:

1) Sc jwei conjugirte tDurdjmcffcr ber gleichzeitigen §hperbcf

finb eiuanber gteidj.

2) ^wei conjugirte ©urct)mcffcr bitben mit ben 2Ift)tnptoten,

atfo üerfdjiebene ißaare conjugirter ©ttrdjmeffer unter fiel)

gtcidje SBintet.

') Salutiert: 3"fä&e m. §. 97, Stmttenbung btefer Munitionen auf bie

Sluftöfung ber Mufcljcn ©teidjungen.

-) ©ubermann: S^eorie ber $otenjiaI» mtb cbCtifdj-fwperbotifdjen

gautftionen.

s ) ©er fei 6 c: TOobularfunftionen. 33ergt. aud) iit bejfcn 9$otenjiat»

funftionen §. 75 ff. bic einfette ©arjtcttung ber ©teidjung ber Seitenlinie.
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3) ®?te ©lcid)itng bcr gleidffeitigen fjtypct'bel ift auf jcbtö
ißaar cottjugirter "®ttrd)mcffer bcjogat boit berfctbctt gorttt.
(x' 2 — y' 2 = d' 2 , wo d' bcr bejiiglicfjc §albmeffcr.)

3)er I)i)^crtioIifcfjc ©eftor.

23cfamit(icf) ift bcr Qnljalt eines am |)auf>tburd)mcffcr AB

(gig. 1) licgcnbcu ©cttorS, wenn man bcit fjatbert Ümrdjmcffer

gleid) 1 fefet

wo 1 ben uatiirlidjeu 8ognritl)itiu3 bebeutet. ©cf3t man

a = 1 (x' + y'), fo ift

— « = 1 (x ; — y')

SScrgtcidjt mau biefc 2(uSbrüc!c mit ben bitrd) bic 21nall)ft§
für sin xi uub cos xi gcfitnbeucu, fo ergibt fiel):

. . . sin xi
X = COS XI, V = —;—.

1

Sünalog nun ben bei beut Greife gcfuubcucn gnnftiouen nennt
man x' ben l)l)perbolifd)cit (SofimtS, y' ben I)l)perbolifd)en ©inuö,
wo beut hoppelten itrciöfcf'tor, bcr für bcit SiabittS gleid) 1 beut

') lieber bic 93eflintmung beb Snbaltb eine« DpperMtfdjcit ©eftors

auf rein geometrifebem 2ßcgc »ergt. ©runertb 91rd)tö £l)ett 25, -&cft l.

uub 27, -^eft l.

GAB =-ll(x' + y')=yl ? 42 x' — y
4- 1 0'—y')')>/£>

1*
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Sogen fubftituirt werben fann, bcr boppcltc ljl)perbolifcf)e ©cftor

cntfpridjt.

2)?ait ficljt foglcid) ein, baff bie Munitionen itt bicfettt fpe*

3icllen Malle nicl)t fo allgemein bescidjnct finb, wie beim Greife;

beim biefc ©rflärnng gilt eben nur für bctt galt, baff ber ©eftor

bcr £)auptajc anliegt, wätjrenb beim Greife allgemein ba® 35er*

Ijattuiff jwifdjeu SDrbinatc unb 9fabiit§ sinus, ba® 33erl)ältuiff

jwifdjeit Slbfciffe unb Diabiit« cosinus Ijeifjt. £)a aber bie ©leU

djutig bcr gleichzeitigen ijppcrbcl auf beliebige conjugirte 5Durd;<

meffer bejogcu ftetö bicfelbe fjorat annimmt, fo fann leidjt bie

gragc entfielen, ob c® nidjt möglicl) ift, baff audj tjier bie Mu"f s

Honen eine allgemeinere Sebcutuug fjabeu.

3«r ^Beantwortung biefer Mragc ift c§ burdjauS nottjwcnbig,

ben Bnfjatt eine® bort jWei beliebigen §albtneffern begrasten

©eftor® 31t beftimmen. SDer ©cftor CAII (Mig. 1), beffen Bit-

Ijalt beftimmt werben foll, ift gleid) bcr ©ifferenj bcr beiben bcr

§aiipiaj:e anliegenbeu ©eftorett GAB unb HAB; ba nun

GAB = -i- 1 (AM + CM)/O

HAB = 1 (AE + HE)fC

fo ift CAH = 4 1 (AM + CM) — 4" 1 (AE + HE)/O -v

1 AM + CM

~~ Y AE + HE '

AM -j- CAX ,,, . ,
> nun au§ 9 ebi'uat werben burd) Goorbtnatcn,

bie fidj auf AII a(8 ©nrdjmeffcr bcjicljcit, alfo burd) CI unb AI,

fo Wie burd) AH felbft.

3iel)t man IN || AM, IK || CM, fo ift

AM = AK + IN

CM = CN + IK.

®a nun Wegen ©leidjljeit bcr Sßinfel ICN unb HAE

®r. ICN 00 IAK 00 HAE,

fo ift AK = AE;
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IN = in ■

[p

CN = m ■ AE;

IK = bs • HE

®ctttnad)

AM + CM = AE + HE (^L + ~)

- (AE + HE) + -§).

AM + CM _ AI , IC
tfotglid) _ AE+HE ~ AH + AH'

1 AT TP

SHfo ber ©eftor CAH = ^).

SDrütft tnatt bafjer bcn Snljatt ciucö an erneut beliebigen
®urd)tneffcr AH liegcnbctt <3cftor§ CAH bttrdj bie auf bicfctt
®urcf)nieffer belogenen ßoorbinatett attö, fo ertjält ntau einen 2tuö=
brttci, ber beut für bot ©eftor GAB gefuttbeueu gattj analog ift.
©et^t man IC = y, AI = x, AH = d, fo ift

CAH = | 1 (i + i).

®a x 2 — y 2 = d 2 , ober

(ff + -j) ()- - {-) = f» ift ««■<)

Söie »orljer, ergibt fid) nun, baff, wenn

» = '(t + T)'

1 ' d S>-

.<* _ x , y. « x yA — _L ./ ..♦ 0e h A 7 e d d
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QtfO d

x i „— ti
e + e

a
y _ e e

d 2

SDemn ad)
COS XI y sin xi

d = ~i~'

2Iu§ ber angcftcdten Unterfudjung (äffen fidf einige gotge*

tungeit jiefjen, bic nidft überfein werben bürfen. 3nnäd)ft ergibt

fid) ber ©a^:

„©eftoreit ber gteidffcitigen §i)fterb'e( fittb g(cid), wenn bie 33 ew

(jättniffe zwifdieu ben Slbfciffcu ober Drbiiiatcu nnb beu

zugehörigen ipalbittefferu, an betten bic ©eftoreit liegen,

g(cid) fittb."

£aö 33cr()ä(tuif5 ~ ift näm(id) beftimmt bttrd) ba§ anbere

y x
; (ba x 2 — y 2 = d 2 ); wenn bat)er — gegeben ift, fo ift

eben baburdj and) ^ beftintint unb bttrd) analoge ßombinatiou

beiber SSerfjättniffe wirb cbett bcr Sttljalt bc§ ©eftorö anägebrüeft.

©infad) wirb Ijierburdj bic £albintitg ober S3erbof)pelung cittcö

©eftor§. ©od ber @c(tor DAD' (gig. 2) ()a(birt werben, fo

gicfjc matt DD', Ijalbire biefe Sittic ttttb oerbittbc C mit A;

c§ ift aföbatttt ber ©et'tor DAß = D'AB. ©od bagegett bcr

©eltor DAß ocrboftpelt werben, fo conftrnire mau itt B bic Satt#

geute BH unb jic()c DD' || BH; ocrbitibct utatt D' mit A,

fo ift DAD' = 2 DAB.

Bft bie Aufgabe geftedt, ben ©eltor DAB an eilten anbertt

§albmeffer, etwa an AM anzutragen, fo zie()c man juerft BM,

battn CN || BM, unb bttrd) N bic gittn ®urd)meffer AM ge=

Ijörigc Drbittate NP; oerbinbet man P mit A, fo ift ber ©eltor

PAM = BAD.



2)ic I)()pcfliölifrfjcu guuftumcit mtb iljrc Scrtfjc.

9tad) bcu borljcrgetjenben Untcrfudjungen fciun matt bic Jji)pcm=
Xjolifcfjcn gunftionen fotgeitbcr SDtaßcit erftürcu: unter ©ittuS eines
tjtjperbolifdjen ©eftorS ticrftcl)t mau ba§ 33crt)üttniß ber Drbinate
jum $atf>nteffcr, unter Eofinug ba§ SSertjattniß ber SXbfctffe juttt
§attntte[fcr. Um biefe SSejiclfungen ciufad) 51t bejeidinen, mäfitt
man pm Unterfdjiebe bon ber Sejetdjnung ber ÄrciSfunttioueu
bic beutfdje ©djrift J ), fo baß

ber I)l)perbotifd)e ©imt§ x bejeidjnct wirb mit ©in x,
ber I)t)ßcrboti|'d)e ßofimtS x mit Sof x.

3Inatog bctt übrigen Sreisfuuftiouen fjabctt mir aitd) f)ier
einige attberc gunftioncu einjttfitljreu; mic beim Greife fct^t matt

©itt x
Sang x =

(Sof
So.f X60t X = — .
emt x

Sic gunftioucn ©e! x uub Eofef x übergctjcn mir, meit itjre
einfachen -^cjicljungcn jum Sof x uub ©in x bicfetben mie beim
Greife itberflüffig rnadjen.

Sßetttt mir, um SBeittftufigfciten ju bermeibcn, ftatt bc8 bofm
pcltcu ©cftorö bett einfachen neunten, ttnb ©cttor DAB (gtg. 2)
mit « bejeidjnet mirb, fo ift ttadj ber Srftäritug:

DC
(am « - AB ,

« t AC
" = AB '

DC
bcmnad) Saug « = ■

ober meit bie itt B conftruirte Saugcntc FP> parallel DC ift,
.. DC _ FB

all ° AC AB

' er FB
Saug a = AB _

') ®tcfe S8ejeict)nung t(l »Ott ©ttbcnnulttt eiitgeftU;rt loorben;
Sambevt b$efd)nct btefelben mit sin. h. x. je.
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Stufferbem ift
AC _ BA

" ~ DC BF"

2tud) biefcr tonnen wir einen anberen metjr entfprecffenbeit
StuSbruif geben. Bft AE ber gu AB conjugirte £mr£fjmeffer,
AE = AB, nnb jietjt man EG || AB bis sunt 3>urdjfdjnitt mit
AD in G, fo ift SDr. AEG cv> ADC,

AC _ EG
,Cr DC AE

« 4 EGaXfo Cot u — TS -,AB

23efdjäftigenwir uns mit ber grage, wie bie ©röfje ber
gunftionen 001t ber ©reffe bcS ©eftorS abhängig ift, fo ift gm
nädjft teicf)t cingufeijen, baff ber ©eftor 0 ift, wenn AD nnb AB
gufammenfatten, bagegett 00, Wenn ber begrenjeube ftalbmcffcr
AD mit ber 2tft)mf>tote gufammcnfätlt. £>a bie Drbinatc für
ben galt, baff bie fünfte F unb B gufammenfatten,0 ift, fo ift

©in 0 = 0,
für ben galt aber, baff DA mit ber Slftjmptote gufammenfättt,
00 ift,

©in oo — 00.

SBertängertman DC bis gum ferneren SDurdjfdfnittmit ber
fterbet in D', fo wirb, wenn A mit D' oerbitnben ift,

©eftor D'AB = DAß.

D'AB Ijat aber gu DAB bie entgegengefefjte Sage; bie
Drbinatc D'C ju DC ebenfalls, unb bcgeidjtteu wir biefe Sage
burd) baS ncgatinc 23orgeidjen, fo ift

D'AB = ■— «
. „ D'C DC

unb ©ttt — a = - -- = — — = — ©tu aAB AB
CS ift atfo attcl;

©in — 00 = — 00.
fpierttad) t)at ber Ißjgcrbolifdjc ©inttS bie ©reugett 00 unb — 00.

Stuct) bie Slbfciffc wirb für ben gatt, baff ber fßunft D in
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unenblidjer (Sntfernung liegt, oo tu erben, unb batjer folgt äugen*
blictlid), bag ebenfalls

Sof oo = od .
gür ben ißuuft B aber ift x = AB, nnb balfer ift, wenn

F mit B äufammenfällt, b. t). ber Seftor 0 ift,

(£»( 0 = £§ = 1.

giir ben auf entgegengefe^ter(Seite
Seitor D'AB ift

AC

SntrcfimcffcrS tiegcnbcit

£of — « - AB
alfo Sof — « = ßof a
unb ßof — od = OD.
Scr SofiituS nimmt alfo fowolfl für pofitibc als negative a bott
0 bis ao ju.

Bft ber Settor 0, fo ift aud)
Sang 0 = 0;

ift ber Settor nncnbticlj, b. t). fällt AD mit ber 2lft)mptotc 511=
fammcn, fo tonn bic Sangente bcmtocl) nidjt gröger werben, als
BH,

BI1
batjer Sang ao AB

8eicl)t ift ciujufeljcu, bafs
Sang — « = — Sang «

unb Saug — oc = — 1;
baffer nimmt für madifeubc « bic Sangente 001t 0 bis 1 ju, für
negatibe « bort 0 bis — 1 ab.

Sffienu n = 0, fo ift, ba EG || AC
Sot 0 = oo,

wenn aber « = ao, fo ift
EH

00 = EA'
unb ba EH = EA,

60t 00 = 1
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Sütel) ergibt fiel) Icidjt, baß
©ot — a — — ©ot «

imb ©ot — ao = ■— 1
£)ie ßotangente fjat bemttad) bitvcf) ao bic ©rcitjctt

1 itttb — 1.

$e$ieljuitßcn jtoifdjett bett $imfttottcn eines ititb beffcIBcn
©eftorS.

1) 9M) ber ©rfümtng ift
©in a

sang a —

©ot «

©of «'
©of «.

©in «'
bat)er fönneit wir biefe gormein Ijicr übergefjen. Unmittelbar
aber folgt aus benfetben

Saug a ©ot a — 1.
2) %laä) ber ©teidjuug ber Jpßperbel ift

AC 3 — DC 3 = AB 3 '
,AC\ 2 ,DCA

woraus ( AB ) ~ ( a b ) = l '
. . AC _ DC

unb ba -^~g- — ©of = ©tu «,
©of « 2 — ©in « 2 = 1.

3) Sioibircn wir itt norfteljenbcr gortnel fcbeS ©lieb burd)
©of a 2 , fo ift

©in « 2 11
©Of a- ©of a

2 '

ober 1 - Saug « 2 = 0

') Slub ber gigur ergibt fid) tiefe gormel attd) fo:
AB 2 : BF 2 = AC 2 : CD 2 (gig. 2).

AB 2 — BF 2 : AB 2 = AC 2 — CD 2 : AC 2 ;
bioibtrt man burd) AB 5 , fo ift

1 — Sang a 2 : 1 = 1 ; ©of a 2 unb 1 — Sang a 2 = „ , „
©of a 2



woraus

11 —

1
(Sof a = r t

vi — Saug a'2
c <. 1 ^ niI 3 " f Ti. J■

unb ba — = -t^t2—, o x t auaj
Qiof « @tn «

£ nn S " 2 1 o- 1—T- = 1 — Saug « 2 ,<Sut « 2
Saug a

unb ©in « =
Sl — Saug a 2



bafjcr

ober

ferner

EN = DG

12

AE

rntb

bcöfjnlb

AD'

EN _ DC AE
AH AH

EF
AD

FM _ EF AC
AH AD ' AH

FM =

AD

AC,

= ©in a (Sof ß',

©in ß Sof a)

©in (« + ß) = ©in « (Sof ß + ©in ß (Sof «.

ift ferner

(Sof (« + /?) =
AG
AH

nnb
AG
AH

AN NG
AH AIi

AN , EM~r

nnb = Sof u Sof ß;

AII AH

SBeil' aber S)r. EFM oo DAG oo EAN, fo ift
AE
AD'

AN _ AC AE
ÄH AH ' AD

EF
ÄD '

EM DC EF
nnb . rT = -. TT • ,n = ©tn « ©tu ß.AII AH AD

jDcmnacI) Sof («+/?) = (Sof a (Sof ß + ©in a ©in ß.

AN = AC

EM = DC

(*•)

(II.)

Um ©in (a — ß) jit beftimmen, oeriängern mir EF bis
junt $Durd)fcl)mtt mit ber §l)perbet in P, unb jie^en PA. (SS
ift atsbann, weit EF = EP,

©eftor PÄD = DAF = ß.

Sltfo ©eftor PAH = (a — ß)

nnb ©in (« ß) = P-Ql) AH"
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$idjt mau PR || AG, fo ift

PQ _ RN _ EN FM

AH ÄH AH AH'

Sä ift aber bei (I.) gefnnben Worten, tag

EN ^ r ö
= ©Ut a Sof ß,

FM o er r

ÄH = ® w ' ^ a '

Sitfo ©in (« — /?) = ©in « Sof ß — Sof « ©in ß. (III.)

3«r IBeftimmung oon Sof (a — ß) Wenten Wir biefeibe Son*

ftrultion an, wie borljer. SDIait finbet bann:

AO

Sof («-*) = |g,
nnb

AQ, _ AN NQ __ AN _ PR _ AN _ EM
AH ÄH AH AH AH AH AH'

-Q3ci CII-3 fjaben Wir aber gcfuiibcit:

II - Sof a Sof ß,

EM _ _
, . . = ©Ut Ci lütlt ß.AH

Stlfo

Sof (« — ß) — Sof a Sof ß — ©in a ©in ß. (IV.)

SlitS bcit gormein für ©in (« ± ß) nnb Sof (« ± ß) finb

bic für Sang (a ± ß) nnb Sot (a ± ß) Icicljt ju entwicfeln.

Sä ift

er /■ \ d\ @i' 1 (" + ß)
i0 " ä (« + e> = fo( („ + ey

_ ©in u Sof ß + Sof « ©in ß .

Sof « Sof ß -f- ©in " ©in ß '

nnb wenn man 3cÜ)Ier nnb Kenner bitrcl) Sof a Sof ß biöibirt:

Sang («. + /?) = _^jf 3 « + Sang ß ^v 1 + Sang « Sang ß K '



Sit ätjntictjcr Sßeife fiubct mein:

©in a (Sof ß — Sof « ©in ß
Saug (« — ß)

_ San g a — Sa ng ß .

1 — Sang « Sang ß'

fSrtC r* OTrtf R _1_ l&ttt /"/ (3~t1t R

Sot (« + /?) =
©in « (Sof ß + Sof u ©in ß

unb wenn Baljler itn b Sienner bitvclj ©in « ©in ß bioibirt:

ITrtf ( I o\ W ß 1 /\7TT 7
®°' + ß) ■ ' vn '

Sbenfo
Sot a Sot ß — 1 / tt , * t \6ot (»-«=, • ( VIII >

©ctjt man in ber formet

©in (« + /?) = ©in a Sof ß + ©in ß Sof «

a — ß, fo finbet man

©in 2 n = 2 ©in « Sof «.

gi'tr Sof 2 a finbet man au§ ber gönnet für Sof (« + ß)

Sof 2« = Sof « 2 + ©in « 2 ,

= 1 + 2 ©in « 2 ,

= 2 Sof « 2 — 1.

Sie ©initS unb SofiititS ber SSietfadjen ber ©eftoren taffen

fiel) mit §ütfe biefer gormetn teicljt barftetten. ©o ift j. 23.

©in 3 u — ©in 2 « Sof « + ©in « Sof 2 «,

= 2 ©in « Sof « 2 + Sof « 2 ©in « + ©in « 3 ,

= 3 ©in u Sof a 2 + ©in « 3 ;

ober and):

©in 3 u — 2 ©in a Sof a 2 + (2 Sof « 2 — 1) ©in «,

= ©in « (4 Sof « 2 — 1),
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woraus attfferbem itod)

©in 3 « = 4 ©in « Sof « 2 — 4 ©itt « + 3 ©itt «,

= 4 ©tu « (CSof a 2 — 1) + 3 ©tu «,

= 4 ©itt « 3 + 3 ©in a,

(Sof 3 a = (1 + 2 ©tu a 2 ) (Sof « + 2 ©ilt a 2 Sof «

= (Sof a (1 + 4 ©in a 2 ).

äßorauS

ßof 3 « = 4 (Sof « (1 + ©itt a 2 ) — 3 Sof «

= 4 Sof a 3 — 3 Sof «. x )

SlttS bcr gönnet Sof 2 a = 1 + 2 ©itt a :

fdjlicffcn wira
woraus

gerner aus

Sof a 1 + 2 ©in —

ÖUly =

1.

Sof 2 a = 2 Sof ft 2 — 1,

Sof « = 2 Sof •— 1,£

gof 1̂ - = a^°f a + 1

StuS treiben gormetn folgt:

Sang — = af Sof a — 1
2 ■ Wnf „ _L_ 1

Sof « + 1

Sitte anbere gönnet für Sang finbet matt auf fotgettbe£

2öcifc. SS ift

1

Saug y «

©itt — «

Sof y «

©in a

2 Sof-i-a 2

2 ©ilt y« Sof ya

2 Sof jr a 2

') fiebere gormcl t|l tum SEBtefttigfett bei bcr SäCtiftöfung bet fubif^cn

■©Ictdumgett. SBergt. ©ttbermattn: ^otenjiatfunftionen tc. §. 90.
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Ittlb ba 2 Sof ~a = Sof a + 1,

1 ©tlt a
Sana — a = 7r , T—

d 2 Sof « + 1

a 2 a 2

2 @111 y 2 @ltt y
Ober aucli: Satig-^r-a = = —^r.2 _ a a @m «

2 @m — Sof y

(X ^

üfhtn ift aber 2 @itt 9 = Sof « — 1;

1 Sof « — 1

0 f° 9 Y" ©in a • }

Uuinittetbar folgt baraitö

6o t^- = 1 + 6 °f »
2 @111 «

_ , « ©in u
imb Sot — : ~-r r .

2 Sof « —-1

~ r. r- X «• , « 2 Sof « Sof a + 1
gcrtter 2 Sot a — Sot — = ~

2 ©tu « ©tu «

_ 6of " — 1.
©in « '

2 Sot « — Sot y — s;«"9 ■

Sllfo Sot a = -i- (Sang ~u + Sot —a) .

1) 2)?ait tonnte btcfc gönnet and) auf fotgenbe Söeife cntioictctn:

1 _ o/Sof a — 1 _ ^Sof a 2 — 1 _ K

9 2" *Sof a + 1 Sof a + 1 Sof « + 1 "

2) ®iefetbe gorntct faitb mau and; auf fotgenbe SBctfc:

1 _ -/Sof o—l Sof «-- ! _ Sof a— 1

9 2 " W g 0 f a+ ! V~Sof « 2 — 1 ~ ©in « "
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ober ctudj, menn 2 a für a gcfctjt wirb:

Sot 2« = -g- (Saug « + Sot a)

Sie Wormeln für Sang 2 « unb Sot 2 a ergeben fid) im«

mittelbar aus betten für Saug (« + /?) unb Sot (« 4- ß).
iliämtict)

2 Sang a
Sang 2 a

Sot 2 «

1 + Sang a 2 '

Sot a 2 + 1
2 Sot a

S)ie tefetere gönnet gewinnt bie oben angegebene ©cftalt,
wenn matt Sot « 2 + 1 tu tritt et) burdj 2 Sot « bioibirt.
Statut ift:

_ . _ Sot a . Saug a 1 ... , , _ .
Sot 2 a = —— + — — (Sot a + Saug a).

fBeftimmung ber «Summe ober Stfferettj ber gunfttonett

tjcrfcljicbcitcr (Scftoim

©Ott ©in x + ©in y beftimmt merbett, fo gctjeit mir aus
oon bett gormein

©in (« + /?) = ©itt « Sof ß + Sof « ©in ß
©in (a — ß) = ©in « Sof ß — ©itt ß Sof a.

©e^t mau tjicrin a + ß = x,

« — ß = y,

fo ift « = y ( x + y),

^ = Y ( x ~ y)'
S)at)cr

©in x = ©in -+- 7- ßof^^ + Sof ©in

©in y = ©itt ^4^ s °f ~ @ ht —JT^'
& £ & Z

2
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SDarauS ©in x + ©in y = 2 ©in X ^ y @of x -z z

^Dagegen ©in x — ©in y = 2 ©in X y £of X "t y -m z

9M)mcu Wir eine gleiche ©ubftitution bei ben Wormeln fiir

ßof (a + ß) nnb (Sof (« — ß) bor, fo gefjcn biefe über in:

&i x = e.f i±2 e.(. ip + Sin ®i„ 1=1,

Co! 7= Cot -4--' Sof i=l - ©in i±2 @ in 1=1,

woraus unmittelbar folgt:

(Sof x + (Sof y = 2 <5of ßof^p,

(Sof x — (Sof y = 2 ©in X y ©in X y .z z

(Sinfadje ^Bereifungen fiuben fiel) rtoef) in folgenben $lu8*
bri'tcEcn:

1)

2)

3)

4)

er a ~f" ß

©in « + ©in ß ,li' nn9 ~2~

©in a — ©in ß

©in a + ©in ß _

(Sof « + (Sof ß

©in a + ©in ß

<5of a - Sof ß -

©in et — ©in ß _

(Sof
a

+ (Sof ß

©in a — ©in ß

<Sof
a

— (Sof ß

(Sof a + Sof ß _

V^Ul w VLUU fj ~ ,
5 ) rs.e „ _ = Got

~ u ß '

9 —2—

~ u -\- ß
9 ~Y~ '

«=?*•.
a — ß

9 ~~2^'

« + /?.
o '

^.v. ViU| UV | VV0U| )j „ a ß _ et — ß
b) ' — ■ '(•%'• = (Sot ' (bot - .

' ßof« — (Sof ß 2 2

SInbere einfache gormelu für bic ©utnutc ober Differenz ber

Munitionen j Weier ©eftoren ergeben fidj nocl) für fotgenbe 2lu«=
bri'tcfc:
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I «„9« + s«„ 9 ß = ftü + fli = f" (° +fl ;(iO) a Sof ß @of a &of ß
^ ^ ^ ©in («— ß )

*°" 8 ° - " = So, . 6.1 h ;

Sot « + Sot ß =
©tu « t&ttl /?

/r i klo ©i« (ß — °0Sot « — (Sot ß = ^ ^ ;©tu u ©Ut /ff

(Sot « — Slang « ©iu 2 «
«• t a _l r- ßof (« ± ff)
(Sot ß ± Slang « = ' v ' ;(Sof« ©tu ß
Slattg a 4- Slang ß

(Sot « + SoT/T = ^ nn9 ß ^ Q" 9 ^
©in « 2 — ©in ß 2 = (©in « + ©iu /ff) (©in « — ©in /ff)

= 2Sin 1±£ Sofi=4 2Sin^SofC±<?
= ©itt («+/?) . ©in (ß — /ff) .

Sluf gleite Seife:
(Sof « 2 — (Sof /ff2 = ©in (« + ß1 ©iu (a — /ff),

©etnuad):
©in a 2 — ©in /ff2 = (Sof « 2 — (Sof /S 2 ;

~ o r- ao ©in C« + ß~) ©in (« — /ff)
*«»„ .■ - I«„ 9 f = ^ ^ tof l, -;

Sot .» - Sot p = + soifa>-'4
©in « 2 ©iu /ff2

Sei traufccitbcntc Sßiitlcl-

Slts baö ©röffcnöerfjältnif? ber Munitionen für sunefjmenbe
©ettoven beftimntt würbe, fanben fiel) folgenbe ©renjeu für bie
gunftionen:

1) SDcr l)t)pcrboIifdje ©ittuS Ijat für pofititie a bic ©renjen
0 unb oo ;

2) SDcr (tjperbolifdje (Softnuö bie ©rettjen 1 unb c©;
2*
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3) Sie bijfierbolifdje Stangente bie ©renken 0 unb 1;

4) ®te I)l)pcrbo[tfd)c ßotangente ao unb 1;

fammtlid) für pofitinc «, müljrcub ber ©eltor tum 0 bis co jiw

nimmt. Scr ljtypcrbolifdje ©iuuS Ijat alfo biefetben ©rettjen

mit ber SreiStangeute, ber CSofinuS mit beut reeiprofett ÄrciS«

cofittuS, bie Sangente mit beut SrciSfutuS, bie Sotangente mit

beut reeiprefen SreiSfinuS. S)iefe Sleljnlidjfeit muff notbmenbiger

Seife auf ben ©cbaufen einer 33ergteid)ung ber bppcrboiifdjett

unb SrciSfmtfticmen führen. -3'n ber Sljat läfjt fid) einfad) be-

toeifen, baff, menn ber ©iuuS eines SinfctS a gteid; ift ber San«

geute eines fptjpcrbelfeftorS a, atfo

sin a = Saug «,

and) —— — Sof a *,cos a

tng a = ©in a)
1

— = &ot «.
sin a

Um geometrifd) biefe 33cjici)ungen attfdjaulid) ju madjen,

mätjtcu mir eine Sage bcS ©eftors, bei ber baS ©oorbinatenfljftem

ein rcdjtmiuftigeS ift, ittbem and) beim Greife nur fenfredjte ©r=

binateu in iljreit Seji'ebungeit bie öerfdjicbencn gunttionen bcS

bejügtidjen StnfelS ergeben. Satjcr möge (gig. 4) ber ©eftor

GAB = u an ber fpauptaje MB liegen *), unb ^mar

GIi AH BE QN

Aß = «i A1 . = Sof«, A ß = 4-ang «, Aß = ©ot a.

53cfd)reibt man über MB als Smrdjmcffcr einen fpalbfrciS,

conftrnirt tum H ans au biefen eine Saugeute HC, errietet ferner

in B auf MB bie ©enfredjte FB, fo wirb, mcnit man A mit C

öerbinbet unb tiefe Cinic bis 3um ®urd)fd)nitt mit FB üem

langert,
FB = GH.

') ®er ©ettor tonnte aud) an einem beliebigen 3Durcf)mcf|"er liegen;
in biefem gafle tonnte man bicfcit entroeber an bie fjauptare anlegen, ober
man tonnte and) bie Dvbinate in itjrcr gegebenen diröjje fentredjt aufrich¬
ten unb bann bicfelbc Sonfiruftioit mie biter anwenben. ®ic Schiebungen
mären aber bierbttrtf) unttarer, bie Unterfudiungen weitläufiger uitb ber
Sewefs einer wichtigen gönnet bebeutenb crfdjwcrt Würben.
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Ecnu, ba Er. FAB ^ ACH, fo ift HC = FB, «üb HC = HG
rucit fowotjt HC 2 — HA 2 — AC 2 , atS PIG 2 = PIA 2 — AB 2 .
3iet)t man ncct) CE, fo wirb

CE || FG || AH,

weit GA : AE = API : AB = AF : AC.

Ecu Surfet FAB bcjcidjncn wir mit a; eS ift nun DC
= BE; atfo, ba

DC
AB = Sm a '

sin a = Eang a.
BF GPI ,

gerner A g = ■= tang a = @tn «; „

AF _ AII _ 1
AB AB cos a

Cnblid), ba: QN : QR = AN : AE = AP : AC,

unb QR = AB = AC,
QN = AP,

1
ober Cot a =

sin a

Eic gunftionen bcS Sinfcts a fteffen atfo ju betten bcS
Ijtjpcrbotifdjen ©ettorS in ber oben angegebenen töejietjung. Cin
Surfet nun, beffen sinus gteidj ber Eangente eines iptjperbeF
fettorS ift, Ijcifjt nad) Lambert 1 ) ber tranfceitbeute Surfet 2 )
beS §t)perbetfettor8. Segen biefer SJejietjung ift cS nidjt fctjwie»
rtg, bie iptyperbetfunftionen aus SreiSfunftionen tjerjuteiten. CS
toimnt eben nur baranf an, bett tranfeenbenten Sinfet ju bc>

') Cambert: 3ufä(je §. 97.

-) ©übermann bat für tiefen SBinfet eine aitbere Scjetäjnung.
ffiergi. ©übermann: SE^corie ber fpotenjialfunftionen §. 37. ®ie ange»
führte ©onftruttion i|t ebenfaffo Cambert entnommen. Catnb.: 3«'
fälje tc. £ab. XXXIII. Die »oit ©übermann angegebene Sonftruttion
i(t ätoar einfad)cr, gibt aber leine fo beutlicf)e Ueberfidrf, wie bie Cambert'»
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ftimmen x ). ©3 farnt fjicr ber Ort ttidjt fein, Weiter auf tiefe

@ntwicMungcn einjugeljen 2 ).

©tue eiufad'e iSejictjimg jwifdjcn bcit ^unftionen bc8 fft^cr*

ttolifdjcu ©cftorS xtnb bcneti bc8 tranfeeubenten SBinfcIö möge

uod) geometrifd) uadfgewicfeu werben.

23crbinbct man M mit C unb C mit G, fo ift MCG eine

gcrabe Siuie. JCenn SB. HCG = SB. HGC, SB. CHG =

CAH = 2 MCA; bentuadj

2 MCA + 2 HCG = 2 E,

unb MCA -f HCG = lß;

batjer MCA + Ii CA + HCG = 2 ß,

mithin MCG eine gcrabe Sinie 3 ). gicljt wart GB, fjatbirt

biefe Sinie in I unb üerbinbet A mit I, fo Wirb AI ben S}\y

perbetfeftor GAB ijalbiren.

fd)e. ©fe ift fefgcnbe: S0?art trage (ffig. 4) »oit H auf HA bte bafbc Sfre
AB ab, c$ fei HS, ätetje GS; bann ift SB.GSH = a. SJtait fielet ein, baß

BE

~ AB = 2:01,3 «*'

= Eof er;

— ©in or ;

- _ rr r

AÖ ~ C '

1) Sßergt. biefer$afb©ubevmann: Sbtjeorte ber fpotenjfalfunfttonen
nnb Cambert: 3ufäge :c. §. 93.

2) Der tranfeenbente SBtnlel famt audj tßeifmetfc jur S3erifijirung

ber im Vorigen entmiefeften Wormeln bienen; benn wenn mir bie betreffen»

ben äguiunfenten gunftionen cinfcßen, muffen mir auf befannte fjormetn

für Äreibfunftioncn fommen. hierbei ift aber ju bemerfen, baß nur oon

33e|iefjungcn jmifcftgtt gunftionen cinjefner SBintcl bie Stebc fein famt, ba
ber tranfeenbente SBinfef bes boßßelten ©efters nießt bem Doppelten bes

einfallen ©eftors glcicf) fein fann.
3) Die Cinie MG mirb oen FA unb FB barmottifdjgctßeift; betttt

GX : XC = FG : CE = AG : AE — MG : MC.

©o mirb jebe eon M nadj beut anbent 3weige ber ^yfterbet gejogenc gcrabe

Cittic eon bem Greife unb ber Sangente ßannomfcß getßetft.

GH _ GHsin a =
GS ~ AH

1 SG _ AH
cos a SH AB

tng a =
GH GHZU
SH AB

1 SG _ AII
sin a GH ~ GH
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gentcr ift

AI || MG,

atfo 2ß. IAB = CMA, nttb ba SB. CMA = -^-FAB, fo Wirb£

AI audj bcn tranfccnbcntcn SSBtnfef FAB Ijatbiren. @S ift nun:

1 BK

tn °r T a = AB'

«r 1 BK -
Sang y « = ÄB ;

1 1
alfo tng — a = Sang — «.

Stuf gfetdje Sföcife ift and)

1 _ , 1
cotng -r -a = väot—«,'Z z

eine Sejiefjung, bic ebenfalls an ber giguv 51t erfennen ift, ba

,1 _ QT

cot T a - AB'

. , _ . 1 QT
Uttb aitd) (bot —a = .
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