Jeomelrifde Darflelfung
er

buperholisten  Fuanktionen.

Dic Reifen fiir die Kreidfunitionen

: 3 c 0 c 7 xi — xi
. x X X @ —_—
8N X — X — a0 -+ BT A e e 5 (1)
x2 x4 x 6 cxi + e xi
cosx = | — o1 -+ i T B, i (1L.)

wo wir nad) Gauf i fiir o — 1 gefelst haben, erhalten befannts
lich, wenn fie in Funttionen tmagindrer Vogen wmgewandelt wers
peir, wieder eine veelle Fovm, die ugleich diuve) Combinationen
ber Bojis e ded naticlidhen Yogarithmeniyjtems mit veellen Eypo-
nenten davgeftellt werden fann. G8 ijt

sin xi o) L ex — ag— 5 (L

SRR RGPS RS S s (L)
2 : x2 x4+ x6 e* L e*x

CosXI="1 =i Al -+ a1 = S 5 ausg (IL)

©te Bermuthung liegt nahe, dag jo cinfade Ausdriicde fid)
in dahulicher Wetfe geometrijd) werben denten [affen, wic e8 Det
ben complicivteren der Sveidfunltionen der Fall ijt. Ju der ThHat
iy 3 . )
wied fdon Yambert?) nad), daft diefe Funftioten tn einer analo-
i r -
N Lambert: Jufdte ju den (pgaritbmifchen und trigonometyifihen

ZTabellen. Tab. XVIII, wo aud) mebre Fovmeln entwicelt finb. Bergl.
ouc) K litgel: Mathemat, Wirterbuchy, Anvtitel: Gonivmetrie.




jumt  Kreife.

Aueh

machte

gen Beziehung jur gleidjjeitigen Hiperbel ftehen, wie die Kreis-
junttionen

e aufimertfiam

anj oen

Stupen, ven dicfe Funttionen bei gewifjen Beredhnungen leiften. V)
Dic Sdpwicrigheit ihrer praftijden Anwendbung log Haupifiad i

i dem Umftande begriindet, dof folihe Tafeln fehlten,

jfie bet dem Kreigfunitionen befigen,

Haben befanntlid) diefen Viangel gehoben 2) 3

Gubdbermanng

wie i
Arbeiten

feine Tafeln maden

pie mwendung ver Hyperbolifthenr Funttionen auf die Nednung

chenfo eintfac), wie die ber SKreidfunitionen.

Ueberbicg Hat fich

Gubermant and) dvadburch wn dbie Mathematif verdient gemadt,
pafy er diefen Fuuitionen eine crweiterte Bedeutung in ber hilhes
ren Analpfis gab, indem ev ihre Rwedmifigheit jur Herjtellung
gewiffer Slajfen vor Sutegralen nadjwied und Hierdurd) ju Je-
jultaten gefangte, die

threr Ginfachfeit *) weit iibevtrafen.

oic Cntwicdlungen frithever Analytifer- in
Wenn e8 demnad) nidyt jwei-

felbaft fein fanu, daf die Hyperbolijdhen Funitionen in der Hihe-
ren Analyfi® einjt etne grofe Vebeuting gewinmen werden, fobald

bic in ibrer Davjtellung

oft  {dwierigen

Arbeiten

Guvermannd

mefr Defannt gewordent find, af8 e& leiber bid jest der Fall ift,
fo witd man ben Verfue) eutichuldigt finben, bdie Fovmeln, 3
denen Yambert und Gudevmann durd) analyiifcie Unterfucdhungen
gelangten, hier auf rein geometvijhe Weife darguftellen.

Folgende leicht geomefrife) nachzmmeifendve Eigenjdhaften bder

gleichicitigen Hyperbel amiijjerr Dei bicfen Cntwichmgen vorang-

&

gefetst werben:

ufldjung der fubifdhen Gleidungen.

1) Je gwei conjugivte Tuvchmeffer der

jind etnanver gleid).
2) BAwei conjugivie Durdymeffer bilden mit den Ajympioten,
alfo verjchichene Paare conjugivter Durchmefjer unter fid)

gleiche Winfel.

gleichfeitigen Hyperbef

N Qambert: Jufise 2. §. 97, Anwendung diefer Funftionen auf die

%) Gubermann: Theorie der Votenzinl - unbd cypclifih-hyperbolifhen
Funttionen.

) Derfelbe:

Modularfunttionen.

Vergl. auch in deffen Potensial-
funftionen §. 75 {f. die einfacdhe Davfiellung der Gleidhung der Ketbenlinie,




0
i Y ——

3) Dic Gleichung der gleichfeitigen Hyperbel ift auf jedes
Paor conjugivter Durdhmefjer beyogen vou derfelben Form.
(x‘2 -—— y2 = d’2, wo &’ der Degiigliche Halbmeffer.)

Der hyberbolijde Seftor,

QBetfauntlidh ijt der Inhalt ened am Hauptdburdymefjer AB
(Big. 1) fiegeuben Seftors, wenn man den Halbenw Turdymeffer
gletd) 1 fetst

i i oiduniBig e 1 1 ‘

AR = 5 1(z'+ y) = = 1 = ? AT 1 (x'—y9Y),
o 1 ben nativlidien Yogavithmusd Gedbentet. Selit man
o = 1(x"+ y) fo it
— o =1 —y)

—h - 1
itnd der &Seftor CAB = -
Mian findet alsbann:
e i }_4
C—‘--' o — X.' o ya
(7 =
& am
o St = = }. :
2
; (13 i (73

td
Il
I

Bergleidht man bdiefe Ausbriife mit den burd) die Analyfis

fiir sin xi und cos xi gefundenen, fo crgibt fich:
xde—Sonsixa Ruiii— H—“lk—l

nalog mur den bei dem Kreife gefunbdenen Funftionen nennt
man x* dett Gyperbolijden Cofinus, y’ den hyperbolifhen Sinug,
o dent doppelten SNreidfeftor, der fiiv den RNabdiud gleidh) 1 bdem

) Ueber bie Beftimmung ded Inbaltd cines byperboliffen Seftors
auf vein geometrifchent Wege vergl. Brunerts Avdyiv Theil 25, Heft 1.
wd Theil 27, Heft 1.
1Ly




Dogen jubftituirt werben fanu, der dopyelte Hyperbolifde Seftor
entipricht.

Man fieht jogleich cin, daf die Funftionen in diefem jpe-
steffen Falle nidht fo allgemein bejeichnet find, wic beim Rreife;
perm diefe Grfldrung gilt cben mur fitr den Fall, daf der Seltor
ber Houptare anfiegt, wihrend beim Kreife allgemein dad Ber-
hiltnif swifhen Ordinate wnd NRadiud sinus, bas Berhaltnif
swifcherr Abjcifie und RNabdiud cosinus heifit. Ta aber die Glei=
dung der gleichfeitigen Hyperbel auf belicbige conjugivte Durd)-
meffer bejogen jiet$ bicfeldbe Form aunimmt, fo faun leidht bdie
Frage entjtehen, ob ¢8 nicht moglich ift, daf aud) hier die Funt-
tiontent cine allgenteinere Bedeutung Hhaben.

Aur Beantwortung bdiejer Frage ift e8 durdjaud nothwendig,
b Snubalt eined von wei belicbigen Halbmejfern begrinsten
Seftors ju beftimmen.  Der Seftor CAH (Fig. 1), deffen In-
Halt beftimmt werben foll, ift gleich ber Differeny der beiven dex
Hauptare auliegenden Seftoren CAB und HAB; da mm

CAB = = 1 (AM + CM)

HAB = - 1 (AE + HE)

i 1 e 1 ? !
fo ift CAH = — 1(AM | CM) — o 1 (AE 4 HE)
sl 1@[ + CM
D ARmCHE

AM 4+ CM
AE 4 HE
bic filh auf A al8 Durdymefjer besichen, alfo burd) CL und Al
jo wie duveh AH felbit.
Ateht ntan IN || AM, IK || CM, jo ijt
AM = AK -+ IN
CM = CN -} IK.
Da nun wegen Gleichheit der Winfel ICN und HAE
Dr. ICN oo IAK oo HAE,
Al

fo ijt AK = AT AL

folf nun ausgedriicft werden durd) Goordinaten,



IK. = —= . HE.

AH
Demnad)
TS W AT Ic
AM + CM = AE ("-XTI + '.&1'1') + HE (AH Lr AII)

Sl Al
= (AE + HE) (57 + AH)

o AM + CM Al 10
B AT S N

Alfo der Seftor CAH = "5_5' 1 (ETI_ + mr).

Driitt man daher den Jnubalt ecined an einemr Gelicbigen
Durdjmefjer AH legenden Seftord CAH durd) die anf bdiefen
Durdymefjer bezogenen Coordinaten aud, fo erhalt man cinen Aug-
oruct, der dem fiiv den Seftor CAB gefundenen gany analog ift.
Geptoman IC =y, AL = x, AH = 4, fo ift

. 1 x 7
CAH = — 1 (3 + ).
Da x2 — y2 = d2, oder
X y) bk

G+ G=—D =1, pif wg

’
ULl e i L~ 1,
LWie vorher, evgibt fich mun, dafy, wenn
a=1(3+%),
—1GD)

& X Yy @ X Y

o8 Lo . o
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Aug der angeftellten Unterjudhung [aflen fich) cinige Folge-
rungen gichen, die unieht iiberfehen werben difen. Runddft ergibt
fich der Sate:

,Settoven der gleid)jeitigen Hyperbel find gleich, wenn die Ber-
hiltuiffe zwijchen ben Abjcifjen ober Drbinaten und bden
augehdrigen Hatbmeffern, an demen bdie Seltoven liegen,
gleich find.” :

X : sin X1
Demnad — = (0§ XI, TR L =

Tag Berhiltnif VL ndmfid) bejtinumt dburd) dad anbdere

—i-; (ba x2 — y2 = d2); weun daher —‘3— gegeben ift, o it

chen dadurel) aud) 3{ beftimmt uud durd) analoge Combination

beiber Bevhdltnifje wirh cben der Iuhalt bes Seftord audgedritct.

Ginfad) wird hievburd) die Halbivung oder Bevboppelung cined
Seftors.  Solf ber Seftor DAD’ (Fig. 2) Halbirt werden, fo
siche man DD’, falbive dieje Lnie und verbinbe C mit As
¢8 ijt alédann der Seltor DAB = D'AB. &oll bagegen ber
@eftor DADB verboppelt werben, fo conjtrnive man in B dic Tan-
gente BH und jiche DD |} BH; verbindet man D’ wmit A,
fo ift DAD’ — 2 DAB.

Jft die Aufgabe geftellt, den Seftor DAB an cinen andern
Halbmrefier, ctva an AM angutvagen, fo ziehe wan zuerft BM,
dann CN || BM, und durdh N bdic jimn Durdymeffer AM ge-
horige Ordinate NP3 verbinbet man P mit A, fo ijt dber Seftor
PAM = BAD.



Die hyperbolifhen Fuuktionen und ihre Werthe.

Nac) den vorhergehenden Unterjudyungen fann man die Hyper=
bolijchen Funttionen folgender MWiafien erfliven: wnter Sinus eined
hyperbolifthen Seftord verfieht nan dbad Verhaltniy der Ordinate
aunt Halbnefier, unter Cojinud dbas Verhiltni der Abfciffe um
Halbumejfer.  Um bdieje Begichungen cinfach zu begeidhuen , wihlt
man jum Unterfdicve von vev Begeidinung der Kreisfunttionen
bie deutihe Sdjrift 1), fo vaf
ver hyperbolijde Sinud x begeichnet wird mit Sin x,
der Hyperbolifdhe Cofinug x mit Cof x.

Analog ben dibrvigen Kreisfunitionen Haben wir aud) hier
cinige andere Funflionen etmgufifren; wic deim Kreife felst man

. Sin x
Tang x = L——‘-—- ’
of x

i Gof x

Gof x = '=; 3
Sin x

Die Funttionen Sef x und Cofet x dfibergehen wir, weil ifhre
cinfachen Begiehungen jum Cof x und Sin x diejelben wie beim
Sreife {tberflitfiia madyen.

LWenn wir, nm Weitldufigleiten ju vermeivenr, jtatt dbed dop-
neltenr Seftors den cinfachen uehuren, und Seftor DAB (Fig. 2)
mit e Begeichuet wid, jo ijt nady ber Crfldrung:

i L
Sin o = 5
(-501- o = A\C

AB’
o DC

Lang o = =h
8 AC

oder weil die in B conjtvuivte Tangente FB parallel DC jt,
BC FB

alio —= = =

AC AB

pentiadh

e T R
Lang o = AD

") Diefe Beyeidinung it von Gudermann eingefiihrt iworden;
Lambert Lezefdhnet diefelben mit sin, b, =, 1c.




Auferdem ijt
i AC BA
S0 & BT
Auch diefer founen wir etmen anderen mehr entfprechenden
Ausdbrud geben. 3t AE ber ju AB conjugivte Durdymefjer,
AE — AB, und jicht man EG || AB bi8 jum Durdhjcinitt mit
AD in G, fo ift ©r. AEG oo ADC,

balr AC _ EG
i DC AR
! 2 EG
alfo Cot « = N

Bejdhiftigen wiv ung mit der Frage, iwie die Grdfe der
sunttionen von ber Grdfe dbed Seltord abhangiy ijt, fo ift ju-
nichjt eicht etngujehen, daf der Seftor O ift, wenn AD und AB
sufanmmenialfen, bdagegen oo, wenn ber begrengende Halbmeffor
AD it der Ajymyptote sujammenfillt. Da die Ordinate fiiv
den Jall, daf die Puntte F und B sujammenfallen, O ift, jo ijt

Gino =0,
fiir den Fall aber, dbaf DA wit bder Aiymptote jufammenfallt,
o ift,

Gin o = @0,

Berlangert man DC bid jum ferneren Durd)jdhnitt mit der
Hyperbel in DY, fo wird, wenn A mit D’ verbunden ijt,

Scftor D'/AB = DAB.

D’AB fhat aber ju DAB bie cutgegengejeste Lage; bie
Ordinate D'C 3u DC cbenfalls, und begeichnen wiv diefe Lage
ourd) dad negative Borseichen, fo ijt

DAB '— — «
1o B — o — CU T DR e
D1 == A.B— — ;\F = i «

8 ijt alfo aud

Gin — oo = — 0.
Hicrnad) hat der hypsrbolijde Sinud die Grenzen oo Md — oo
uch bdie Abjeifje wird fiir den Fall, daf der Puntt D in



unendlidyer Entfernung liegt, oo Wwerden, und daher folgt angen-
blictlich, daf cbenfalls
GCof o0 = oo,
Biir den Punft B aber ift x — ADB, unbd baher ijt, wenn
F mit B jufommenfillt, d. §. der Seftor 0 ijt,
AB

Qu]():ﬂﬁ:l.

dilr ben anj entgegengefelter Seite ded Durchmejfers liegenden
Seftor DAB ijt

* L AG

Sl e
alfo Gof — e = Cof «
und Gof — o = ao.

Der Cofinud nimmt alfo forwohl fir pofitive al8 ucoative e vou
0 big a0 3.
3Jft ber Seftor 0, fo ijt aud
Tang 0 = 03
ijt ber Seftor unendlich, . §. fillt AD mit ber Afymptote ju-
fommen, jo fann bdie Tangente demnod) nid)t grofer werden, al8

BH,
BIL
afer Zang @ = NS = 1
Leicht tjt etnmzufehoen, dof
Tang — o« = — Tang a
umd Tang — @ = — 1;

daher nimmt fiiv wachfende « die Tangente von O bis 1 zu, fii
negative o von O 6i8 — 1 ab.
Wenn &« = 0, jo ijt, 9a EG || AC

Got 0 = a0,
wenn aber ¢ = ao, jo ijt
3 EH
Cot =
iz EA

up ba BH = EA,
Got a0 = 1




— 10 —

Nuch erqidt fich leicht, daf
Got — a = — Cot «
und Got — a0 = — 1
Die  Gotangente Hat demnad) durd) <o die Grenzen
1 unp — 1.

Beziehungen wijden den Funftionen cines und defjelben

Geftors.
1) Nad) der Crlldrung ift
g Sl
Tang @ = Gor o’
.. Gof «
v et )
A Sin '’

bafer fonmen wir diefe Formeln Dier iibergehen. Unmittelbar
aber folgt aud benjelben
Tang, « Got ¢ = 1.
2) Nad) der Gleichung ver Hyperbel ijt
AC’— DC*= AB™

AC? DC2
woraud (Ap) _LAB) =il
el o el | LSl
b da AB Gof «, Nhe 2
Cof «?2 — Gin a? = 1.

3) Dividiven wir in vorftehender Formel jebed Glicd duvch
Gof a2, fo ift

1 €in a2 3 1
Cof «® Gof a2’
i
o s T
ober 1 Tang « Gof a2’ )

) Aus der Figur ergibt fidy diefe Formel aud) fo:
AB2 : BTF2 = AC2Z : CD2 (&ig. 2).
AB2 — BF?2 ; ABZ = AC? — CD?% ; AC2;
bivibivt man burdy AB?, fo ift

1 —Zang a2 71 =1 : Cof «? undp 1 — Tang «? = :

Gof a2



SERNN | g

1
woraus Gof e = \/-777,:‘_ '
1 — Tang «?
e
ud dba — = ——, fo/ijt aud
Cof « Sma °H )
Tang a2
el S R G a2
Sin «? NG,
o Tang o
1o Sin « S i =

N
v 1— Tang «?

DBegiehungen wifdhen dew Fuubtionen ver{dicdener
Seftoren.

BWie betm Kreife, o find wir aud) bei der Hyperbel im
Stanbde, bdie Funftionen der Suntme ober Differeny yweier Sefto-
vei aud dew Fuuftionen ber cinzeluen Seltoven ju beftmmen.

@8 fei (Dig. 3) der Seftor DAH — «, DAF = 25 3u be-
ftimmen fei Sin (« 4 £). Bur Are AG jichen wiv die Ordi-
nate FGs bann ijt

A
Sin (¢ + ) = %(1‘1
utd bafer burd)

DC AC FE AE

Gitta = N C Cof o = }\li" Gt g = z\Ll‘J’ und Cof B =Ty
augzudriicen.
Jit EM || AG, EN || FG, o ijt
FG. _ MG BM _ BN | EM
AH AH AH All AT
Da W. EFM = DAC, weil die Winfel, die von jweien

Paaren conjugivter Durdymeffer unter einander gebildet werden,
gleid) find (W, DAH = 2¢. BAIL, wnd weil AB || G und
Al || PF, 8. BAL = EEM) f{o ijt

Dr. EFM oo DAC co BAN;




[ > ST

. AL
dafer EN = DE" D’
ENSCEDOs s gty Slem s
pber AR A D Gin « Gof f;
) / s E'E(‘ hl
fermer FM = AD AC,
FM _ EF AC bt ;
und AH . AD T AR - owm £ Cof a;
oedhalb
Gin (« + £) = Gin a Cof # + Sin g Cof &. (L)
E8 ijt fermer
i AG
Soj ((1. - ﬂ) S AL
A T AN NG AN FIM
Bt NH. BT A AT ST
Weil aber ©r. EFM oo DAC oo EAN, o it
. AR
AN = ACY ==,
AN  AC AE @ _ S
o Ao Sum apy s 2le Wie
Lt e AT
EN: )@ o EE s =
b XE ~ AL AD — &« Sin g.
Temnad)  Gof (a+p) = Gof ¢ Cof # + Cin e Gin g, (L)

Um Sin (¢ — £) au beftimmen, verlangern wir EF big
sum Duedfdnitt mit der Hyperbel in P, und ziehen PA. €3
ijt afgdann, weil EF = EP,

Seftor PAD = DAF = 6.
Aljo Seftor PAH = (e« — 8)
und Gin (¢ — p) = i?l



Ateht man PR || AG, o it
BQLL RNV BN:  FM
AH AH AH A
G8 ijt aber bei (L) gefunben worbden, daf

L{;i = Gin « Gof g,
FN e
O = @i p 6o «;

Aljo Gin (¢ — ) = Sin « Cof § — Cof ¢ Gin £. (ILL.)

Bur Bejtimmung von Cof (¢— F) wenben wir diefelbe Con-
ftruftion amn, wie vorfer. Man ftudet danu:
Gl (e ) = {3
und
AQ. AN  NQ© ANT PR AN | EM
AH AR AE S A AR AT A
Bei (1L) Haben wir aber gefunden:

R

N R

EM o s

ALL = G o G S
Alfo ;
Cof (« — ) = Gof @ Gof # — Sin « Sin f. (Iv)
Aug den Formeln fir Sin (« £ ) und Gof (« £ ) find
bie fiir ZTang (e £ #) wud Cot (« + £) lidht gu entwiceln.
&8 ijt
. Gin (e + p)
" Cof (« + p) !
_ Gite Cof B 4 Coje Gin g,
~ Coju Cof A+ CinuGing’
o wenn man Zahler und Neuncr durd) Cof « Cof B dividirt:

V)

ZTang (¢ + ¢

Tang ¢ 4 Tang g

< ‘@ -+ B) = ; =
LU ) 1 4 Zang « Tang B




ol

Jn afulidher Weije findet man:
= S o Cof f — Gof v Sin g
Tang (& —B) = = LE = I B

Gof a Cof # — Gin a &in
Tang o — Tang
1 — Zang « Tang f°
Gof « Cof p + Sin o Sin #

Cot (¢ - B) = — = S A
( - Sin « Cof f 4 Coj « Gin £

und wenn dhler und Nenner durd) Sin ¢ Sin F divibirt:
N Got a Cot £ + 1
5 R NS e e VIL)
8oL ) Cot # + Cot @ Y
Gbenfo
5 Sot B — 1 ;
¢ e R e (VIIL)

Got # — Cot «

St man in der Formel

Gin (= + *'6)) = €in a Cof £ -+ Gin g Cof «
¢ = £, {o findet man

Gin 2 e = 2 Gt o Cof

Jiiv Cof 2 « finbet man aug der Formel fir Cof (¢ + F)

Gof 2 = Gof «? + Gitt a2,
— UL e G

=121 Gof o211,

Die Stnud und Cofiunsd der Viclfachen der Seftoven laffen
jich mit Hiilfe diejer Fovmeln leidht dartellen. So ijt 3. B.
Cindu=6Gin2cCoije + Sine Cof2 e,
= 2 €in e Cof «2 + Cof «? Gin « 4 &Sin «?,
= 3 Gin « Gof ¢? 4 Sint ¢
ober andy:
St 3a = 26« Gofa? 4 (2 Cofaw?—1)&ine,
= Gina (4 Cof w2 — 1),



woraud aunferdem nod)
Ginde = 4Cmaloje? —46Sina -+ 3 Cin «
= 4 &in ¢ (Co] «2 — 1) + 3 G «,
= 4 &t 4 3 Cin g,
Cof 3 = (1 + 2 Gin v?) Cof e + 2 Sin 2 Gof «
= Gof ¢ (1 4 4 Sin a?).
Woraus
Cof 3 = 4 Cof « (1 + Gin a2) — 3 Gof «
= 4 Cof «? — 3 Cof «. 1)

Aud ber Formel Coj2e=1 4 2Sin a2

i ; B3 e A
jchlicken wir Cof ¢ =1+ 28Ein
® - %
e T
woraus Gin— = Soje—1 :
2 9
Jerner aud CofRa = 2 Cof a2 — 1,
2
it S
Cof &« = 2 Gof —1,
c i _ gfGofat1
) e I
Coj 3 ‘[ ; ;
Aus Leiden Formeln folot:
a SET
Tang - = Ohjio L
~ Goj e+ 1

Cine anbere Formel fiv Tang o findet man auf folgende
Weife. E8 ift

o) s 1
Gin -« 2 8in -« Cof -«
Tang —-a = — "117 e _“_.__i____’_"____
2 e s
Gof 9 o 2 Coj o
Sin «

’

2 QSDT%M""

") Lebtere Fovmel ift von Wichtigeit bet ber Auflbfung ber Fubifdiern
Gletdjungen. Bergl. Gubermann: Potenialfuntrionen ac. §. 90.




2

und da 2 Gof Tl)“

1
Tang —a
ang o)

bt
Cof « + 1°

16

Gof @ + 1,

)

e ABEL
1 2 Gin - 2 Gin o
Ober audy: Tang -« = £ = —=
& ol (72 Gof o &m o
2 G5 of 5
3! e = « 2 T
Nun ift aber 2 &in o Gof & — 13
3 ) Gof &« — 1
alfo Fang — 6 = —————. 2)
! d %9 @in o {
Wnmittelbar folgt darausd a
e 1 Gof «
Gof — = jﬂ:i ]
2 Sin «
() Sin @
b Got — = ————.
2 Gof e —1
& sl 2 Gof « Gof 1
Ferner 2 Got o — Cot — = — b PLE b
2 Sin « Sin a
_ Gofu—1,
= Gt
e O o
2 Cot « — Qot B Zang ok
o(1c ik, 1 5 |
Atfo Gota = = (Tang -« + Cot ).
{) Man fonnte diefe Formel audy auf folgende Weife entiwicteln:
% 1 e %.'GI\]" et Gofi? —1 Sin «
an - b, - e ash —_—— e pommiy e =
872 Gof &1 Gof o + 1 Cof w1
2) Diefelbe Formel fand man audy auf folgende Weife:
et [@.U[ P M. L B Bof a—1
aang ‘2 o = —_— = = e = —
Gof 1 -\f@o[ 2 —1 Sin o



s - g
oder aud), wenn 2 e fiiv o gefesit wivdh:
Cot2a = 1} (Tang « + Cot a)

Dic Formeln filr Tang 2 « und Cot 2 @ crgeben fidh un-
mittelbar aud bdenen fiiv Tang (« + B) und Cot (« + 6).

Nimlich
2 Zang a
9 — i MR
Rans gre 1+ ZTang 2’
Got «2 4 1
LR i e

Die leftere Fovmel gewinnt die oben angegebene Geftalt,
wenn man Got «? 4+ 1 wirtlih durd) 2 Cot « Pividirt.
Dann ijt:

" 4 Got Lan 2
Cot 2 = — il O e, (Cot @ + Tang «).

2 2 2

Beftimnung der Sumue oder Differeny der Funftionen
perjdjicdency Seftoren.

©oll ©in x + Sin y Oeftimmt werden, fo gehen wir aus
von den Fovmelt
Sin (¢ 4 ) = Gina Cof # + Coj « Sin 8
Gin (¢ — f) = Sina Cof f# — Sin g Gof .

Selst man Hiervin e 4+ A = x,
o — ﬂ = }',
e 1
o if « =5 &+,
l - v
‘.'9 = 58 (JL $1A 5)
Dafher
Cinx = @in ZLY g Y Lg 2Ty o Foy,
2 2 2 2
X—y - S < y

Gin y = €in x_-;{;_y Cof

P




Darand Gin x 4+ Giny = 2 Gin S _2*- J Cof 3

Dagegen Ginx — Gin y = 2 Gin ) Eof e

2 2
Jeehmen  wiv cine gleige Subjtitution bet den Formeln fiir
Cof (e + £) und Go | (¢« — £) vor, fo gehen biefe iiber in:

Gof x = Gof > @of ; Y + ein X _;: Y &in —;z

i = i x';'-‘-’f Gof 25¥ — ein ";”’ ein 27,

tworaud unmittelbar folgt:

Cof x + Gof y = 2 Cof f.;‘._.}f @DTX;_—X,

Gof x — Gof y = 2 Gin 3:3’;_}_’ Gin f__;_i_’_

Ginfadje Bejiehungen finden fich nod) tn folgenden Yus-
britden:

o+ g
1) @it a + Gin g »._mlg HEOT
Gin ¢« — Gin g T
»\,GIIJ ',8 -
Ot g =G W e 28
e R e T ‘
: Cllla-—i—CllIf’i £ o—f
O e ey R o
St ¢« — Sin B Gt O
4) ‘_“'_T_U_I_Gai_ﬁ_ — Aalg T,
o SIS SR 3 B 20l
DS o e
s Goy gl Golfues S Liaas B s e e
Ul iz e o A i R

Anbere cinfadye Formeln fiir die Summe oder Differeny der
Junftionen weier Seftoven evgeben fid) nod) fiir folgenve Aus-
oriicfe:



e B e

- Gina |, Ginpg _ Gin(etp),

Lang a + ZTang £ = Giite aF ST A EoT s Gof 5
Bl s e )
Aa10 o Lang f = Gof « Go &
: Wl _ Gin (8 t,")
Sot sk Cotyg Gine Sing’

5 Gin (f—a)
Got « — Got 8 = v
y i Cinu S p’
2
Cot « — Tar — e
. 6.2 Gin2a’
y Sof (« £ 8
Cot £ + ZTang « = (_1..0_1_(1__@-

Cofa &in g’
Zang « + Tang 8
Cot « + Got B
Gin u? — Sin f2 = (Sin « + Gin p) (Sin « — Sin g)
= 2 &in ——H)J oia:ﬁ. Sin— ’8(_ futﬁ
= Gin (« Jr £ . Sin (a —,8).
Auf gleiche Weife:
Cof «® — Gof 2 = &in (¢ + £) Sin (e — B).
Demnad) §
€in a2 — Gin B2 = Gof «2 — Cof g2;
\ Tang o — Tang g2 — DM @+ F) G (e —§),
Zang « Lang f2 = Gof w2 Gof p2 5
okiea it s = G CIT @) Col (B0

Gin «? Gin g2

— Tang o Tang g.

Der tranjeendente Winfel.

As a8 Grifenverhaltnifp der Funftionen fiiv junchmende
Seltoren beftimmt wurde, fanden fich folgende Grengen fitr die
gunttionen:

1) Do hyperbolijde Sinus hat fiir pofitive « die Grengen

0 md o0

2) D@er Gyperbolijdhe Cofinud die Grengen 1 und o0
2*




3) Die hyperbolifhe Tangente die Gvengenr O und 13

4) Dic hyperbolijhe Cotangente oo mund 13
fammtlic) fiiv pofitive e, wdhrend dev Sceftor von O bi§ © ju-
nimmt.  Dcr [ypabolifthe Sinug hat aljo diefelben Grenen
mit der Kretdtangente, ber Cofinud mit dem veciprofen Kreisd-
cofinud, die Tangente wit dem Kreidfinus, die Cotangente mit
dem veciprofen SKreidfinug.  Diefe Aehulichfeit muf nothwendiger
TWeife auf den Gebanlen ciner BVergleichung der Hyperbolifthen
und  Kreisfunttionen fithren.  In dev That (At fid) einfad) be-
toeifen, daf, wenn der Sinud cines Winfeld a gleid) ift der Tan-
gente eined Hyperbeljeftors o, alfo

gin & = ZTang «,
1 Sor
aud) = = Boj &}
cos a
tng a = Gin «a;
1 g
——— = Cot @
sin a

W geometrijd) ﬁ‘u‘[r Begiehungen anjdjantich ju  machen,
wihlen wir eine Yage ded Seitord, bet der dad Coordinateniyjtem
ein rechfwinfliges ijt, indem ouch beim Kreije nur jenfredte Ov-
binaten in ihren Besiehungen die verichicdenen Funttionen ded
bejitglichen Winfels cvgeben. Daher mige (Fig. 4) der Seitor
GAB = « an dev Hauptare MB licgen 1), und jwar

G -'XH 3 BE S 1 ONE -
N L N — Gof e, 5 BT RNy 4, 4 = Cot .

PBejdjreibt man iiber MB als Durdymefjer etnen Halbreis,
conftruivt von H aug an dicfen cine Tangente HC, ervidytet ferner
in B quf MB bie Senfredhte FB, o wird, wenn man A mit C
perbinbet und diefe Linie 0i8 jum Durd)jduitt mit FB per-
Langert, ]

Hi3 = (e H

D Der Seftor fonnke audy an einem Dbeliebigen Durdimeffer Tegens
tn biefent Falle fonnte man diefen enteder an die Hauptare anlegen, ubu
man fonnte and) die Ovdinate in ibrer gegebenen Groge fenfredht aufrich-
ten und pann diefelbe Conftruftion wie Hier anwenden. Die Begiehungen
wiren aber Hierdburch unflaver, die Unterfuchungen weitldufiger und der
Beweid einer widtigen Formel bedeutend erfehwert worden,



Denn, ba Tr. FAB= ACH, fo ijt HC =FB, und HC=HG
weil fowofl HC2 = HA2 — AC2, af3 HG2 = HA2 — AB2.
Aieht man nod) CE, fo wird
CE || FG || AH,
weil GA AR — AH 1 AB = AR : AC,
Cen Winfel FAB begeidjen wiv mit a; 8 it wun DC
= BE; aljo, da

Bl sin a
AB) T 5y
sin a = ZTang .
BF _ GH b g
Ferner L A tang a = Cin «;
AT AR

AR, & UBa R s

Gridlie) “bar QN QR = AN AR —"AP " AC

und AR=AL;—AG;
QONE=FAE"
ober Got & = —] ;
s1n a4

Dic Funftionen ded Winfel8 a ftehen alfo ju demen bes
hyperbolifhen Selftors in dev oben angegebenen Bezichung. Ein
Winfel nun, deffen sinus gleidh der Tangente cined Hyperbels
fettors jt, Geifit nach) Cambert!) der tranjcendente Winkel 2)
ped Hyperbeljeftors. Wegen diefer Vesichung it e niht fhwie-
rig, vie Hyverbelfunftionen aus Kreisfunttionen Hersuleiten. E8
formmt eben nur davauf an, den franjeendenten Wintel zu bes

D Lambert: Jufdke . § 97.

?) Gubermann bat fite biefon TWinfel eine andeve Bezeidhnung.
Bergl. Bubermann: Theorie der Potenzialfunttionen §. 37. Die anges
fitgrte Confteuttion ift ebenfafs Lambert entnommen. Lamb.: Bu.
fage 2c. Tab. XXXIT. Die von Gudermann angegebene Sonfruftion
ift 3tvav einfacher, gibt abex fefne fo deutliche Neberficht, wie die Lamberts




e B e

ftimniert 1), @8 fann Bier der Ort nid)t fein, weiter auf diefe
Gutwidehtgen cingugehen 2).

Gine einfadie Bezichung wifdhen den Funbionen ded Hyper
bolifdjen Seftord und bemen ded fvanjeendenten Winfeld moge
nod) geometrijch nadjgewiefen werben.

Berbindet nan M mit C und C mit G, fo ift MCG eine
gerade Linie. Tenn W, HCG = W HGC, W CHG =
CAH = 2 MCA; bdemnad

2MCA + 2HCG = 2R,
und MCA -+ HCG = 1R;
paher MCA + HCA 4 HCG = 2R,
mithin MCG eine gevade Linic 3). Bieht man GB, Dalbivt
diefe inte in L und verbindet A mit I, fo with AL den Hy-
perbeljettor GADB fHalbiven.

fhe. @ie it folgende: Man trage (Fig. 4 von H auf HA bdie halbe Are
AB ab, ¢ fei HS, jiche GS; bann ift B, GSH = a. Man ficht ein, daf
GH  GH BE

Sl e T e e Tang o}
1 S GG ATH
coitat BRI AR
*H GH .
tnga = SH = AB = Gin (/78
1 SG AH QN
R I = = Gplie.

sin a GH G AQ

1) DBergl. dieferbald Gudermann: Theorie der Votenzialfunttionen
und Lambert: ufise e §. 98.

2) Der tranfeendente Winfel Fann audh theilweife jur BVerifizivung
per im Vorigen entwicelten Formeln dienen; denn fwenn wir die betreffens
pen dquivalenten Funftionen einfesien, mitflen wir auf befannte Formeln
fitr Sretsfunttionen fommen. Hievbei iff aber ju bemerfen, daf nur von
Begiehungen wifhen Funftionen einjelner Winkel die Rede fein fann, dba
pev franfeendente WinTel bed doppelten Seltors nidt dem Doppelten Des
einfadien Seftors gleidh fein fann.

3) Die Linie MG wird von FA und B Gavmonifch getheilt; denn

GX : XC =FG : CE — AG : AE — MG : MC,
Go wird jebe von M nady dem andern Jiveige der Hyperbel gejogene gerade
Linte voi dem Kreife und der Tangente Havmonifeh getheilt.




Al || MG,

1

alfo W. IAB = CMA, mud da W. CMA :EFAB, fo wird

AT quch den tranfeendenten BWinfel FAB Halbiven.

Auf gleidhe Weife ift auch

eine Beziehung, die ebenfalld

BK

AB’
BK_
AB’

= Tang - .

Got —a,

9

ver Figqur ju erfennen ift, da

QT
AB'
QT
AB"
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