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Borbemerfung. Die nachftehenden Aufgaben find vor und nady mit den
Sdhifilern durchgearbeitet, und in diefer Uebevarbeitung sunachit fie Schitler,
und flie Lebrer nur in fo weit beflimmt, al8 fie in der Schule benubt wer-
pen Ednnen. Daber ift nur MWeniged bhingugefirgt, wasd blosd den Lebrer in-
tereffiren fann.

(b
1) Berechnet man fig. 1. in dem befannten vechtwinfligen A ABG, beffen
Seiten 3, 4, 5 find, die Winfel, o wird:

Qe asia S
Bk St 1881 o8 10

; mg&z"—Q:}_ﬁ :10
| log cos A = log 0,8 = §,9030900=log cos36° 52
' . 352 —42 18 :
[ _:;3 = =30= 0,6, baber
log cos C = log 0,6 = 9,7781513 = log cos 53° 8/,
o BB o ;
cos B = = T T S =) — — = — =1 cos90%
ml i ~ - " &
g B 2) Sn bem rechtwinfligen A ABG fig. 2, beffen Winkel 30°, 60% 90° find,
finbet man, bie fleinfte Seite BC=1 gefest, AC=2, AB =+ AG—BCt
=/ 3 =1,73205. il
I 3) ir haben fomit ein DreiecE, worin die Seiten, ein anbdered, worin bie
( Winfel aleihmifig wadhfeny daher entfteht die Frage, ob nicht ein Dreied moglich
fei, welches beibe Cigenfchaften batte, D. b. worin Seiten unb Winkel gleichmagig
wadhfen.

Sefien wir, um bdiefed zu unterfuchen, in fig. 3. die Seite BC=1, WA =«
unb nennen bie gleidye Differeny der Seiten x, die der Winkel y, fo haben wir
1%*
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beBanntlih ¢+ (¢ +y) + (e + 2y) = 2R, baber Se+3y=2R und u+y
=2R. NUlfo iff cos(e+y)=cositR=2% (A). E8 ift aber audh in ABC

1@ +20—@+x%  1+0+ 4z dx?—1— 2x—x?
oS (@ -k i = — == ==
- 2(1+2%) 21+ 2%)
14 2x 4+ 3% o o e x
= St (B). Nun folgt aus A und B:
1 2x - 3x? U 5 & : :
_f'“—‘f;j—‘ 23 ;— alfo 1+ 2% 4 3x3=1 4 2x, alfo 3s*=0, daker x = 0. o
G35 ift alfo bad in Mede fiehende Dreieck dad gleichfeitiqge, worin Seiten und
Wintel beide eine avithmefifche Meibe bilben, Deren Diffeveny Null iff; und 8 ift
alfo nur in bdiefem Falle bie Aequidifferens ber Seiten und Winfel in einem Drei-
ecfe moglich.

§ 2
1) Zaffen wir nun bdie Wequidifferens der Winfel fallen, und bhalten nur die
ber eiten feft; fo feben wir fofort, wenn bie eine Seite BC = 1 unbd bdie gleiche
Differeny der Seiten = x gefeht wird, bdaf fiir ein ypofitived x die griffe Seite
14+ 2c <14+ (14 x), alfo x<<1 fein muf, Fir ein negatived x mufi die grdfte
Seite 1<<(1—x) 4 (1 —2x), alfo (abfolut) x <<: ober x << 0,3333 fein.
2) §ur x=1 wird fig. 3. BC=1, CB=23, AB=23; baber witb A ABC
ald Gerade mit AB jufammenfallen, 8 werdben . C=180°, M. A=B=0,
wie auch trigonometrifth fich zeigt, némlich:

- 17 4 22 — 32 4 e
COR b= 5 e L = =. | = cos 180%
1 4 3% — 22 6 o
cos B = 2—.—3 — F =1 =1eas () r !l{ i
2% 4 3* — 17 12 &
cos A= % 3.3 == 1= cos 0%,
3) Fir x=—1% witp BC' =1, CA'=2, A'B' = L und A AB/C/ wird .

wieber jur geraben Einie; fallt aber nun mit BC jufammen; fo daf 98. Al =180
BW. B'=C'=0° werben. Multiplicict man bie Seiten 1, 2, & mit 8, fo entfteht
ein bem in Mebe flehenden abhnliches Dreied, beffen Seiten B/Cr =38, C/A%= 2.
AYBY=1 werben. Wiv haben alfo daffelbe DrejecE, ie vorhin und alfo

W A=C=180% W, B"=B=0" . C'= A =0°,
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1) IWeil man auf diefe Weife su jedem aus einer ald ECinheit angenommenen
Seite und einer negativen Differeny bevechnefen ober conflvuivten Drefee ein abn:
liche8 mif einer pofitiven Seitendiffereny bevechnen und confleuiven fann, oder mit
anberen Worten, dba man in jedem Dreiede jede Seite ald Cinbeit sum Mafie fin
bie nibrigen Geiten annebmen fanns fo with bas in Nebe fehende Dreied fchon
alle moglichen Formen annehmen, wenn die gleiche Seitendiffereny x von 1 bis 0
abnimmt.

Da nun, wie wic gefeben baben, fiix x=1 W, C=180°, W, A=B =),
bei x=0 aber I, C=A=B=060° ift; o muf bei der allmaligen Abnabme
von x offenbar IW. C alle vielfachen von A und B bdurdylaufen.

Die Winkel A und B wachfen allerdingd bei gleichmagiger Abnahme von x
nidyt gleidymagig mit einander, vielmehr wachft im Anfange B fchneller ald A, am
Gnbe A am {dhnellften *); ob aber B irgendwo ein Bielfached von A werben fann,

*) €8 ijt cine Leichte, nicht gamg uninterefjante Aufgabe fiv die Hobere Wnalvfid, den
MWerth von x 3 evmitteln, Gei welchem 98, A and B gleichmdfig zunebmen. &3
ift Dicfed offenbar ber Werth von x, ber die Differentiale der beiven Winfel A-und B
gleich) macht. et man mm in fig. 6. W, A= und W, B=y, n hat man

(T (T42=)° il 14 6x 4 bx* (14x) (1 +5x)

205 (= c08 A= — - _— e

B 2045 A+ —20+9)T+20) 21+ (+2)
: 14 ox ;

alfp cosqp= ___]_-f:-_‘_itf (20).

- om o b (AR SRR e e I 4 2x + 3=*
sasy=cosB=""" " goreean F U )
Differentiivt man mu A und B, jo wird

2 2x) Hdx— (1 4 Hx) 4dx 3 dx
d cos p=— SITLp dq‘- = (s \J.- e ( ___+ 53 1{."}. — L\q
A(1+2%) 31+ 25)°

. 3 d: f

T o~ R e S B )

2(1 4 2x)2. s10.¢
2(142x) (24 6x) dx—(14-2x4-3x*)4dx__ B(x4x7)dx
4(1 4 2x)2 (14 92x)?
L 13'4(_‘}":‘ }ﬁi:“ (D). Im A ABC ift aud
sing: simgp=1+ x:1, alfo sinyw=(1 4 x)sing, daber wird
i;(\—l—\”j ti\ ax (1 + x)dx 3xdx

i (1-:-{?;\}1 (14=x) bm(p [T—{-E?kj‘~ (1 +_}c).sillgc-:_(l + 2x)% sing (©).

deos y=—sinypdy=

alfo dy=— -
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bad [afit vom vorne hevein fich nicht beurtheilen. - Um daber nicht zu weitlaufig zu
wetben und auch nicht auf su hobe Gleichungen ju ftofien, wollen wir und folgenbde

6 Aufgaben fiellen.

Sebt man nun der Aufgabe gemif do = dy, alfo nach € und E:

3dx dxdx ’ i 1 s
] ‘?' d'ﬁ - = - — \——— jo wird jofort x=—-= 0,0.
2(1 4 2x)*. smg (14 2x)*. sing’ J]

Wnd in oer That ift, wenn man x=0,5 fett, nach A und B

1495 ;
cos A=cosp = 50+ 1) = alfo
IU‘L“ cos (= = U,“}—l-'l-ﬂil&l}

= (,6020600
~ 9,0420080 = log cos 28° 57/ 18", 11.
142x+43 5\. L Y41 4075 278 oaber
Y U T T RS S M B
log cos W= log 2 hies 0,4393327
— log 4 = U 6020600
~ §,8372727 = log cos 46° 34/ 2", 88,
Get man mum dx = — 0,0001 alfo x= 10,4999 , fo Bat man
; 145.04999 _ 34995
2 (1 + 2.94000) — 13,9996 '
log eos g, = log 3,4995 = 0,5440060
— log 3,9996 = 0,6020166
" 5,0410804 = 10" cos 28° 57’ 34, 08.
1+ 2.0,4999 + 3.0,4909% _ 2,7495
2 (1 4 2. 0,4900) T U“"t\
log cos yy = log 2,7495 = 0,4392537
]k.; 3.9906 = 0.6020166
0,8372371 = log cos 46° 34 18/, 88.
@8 ijt alfo A p=g, —¢= 28° 57’ H" 08 — 928 1] 871 Ji==Slihie O
A= W= 46° 347187 88 — 46° ¢ 3“_, B8.=— 16:00.
we Der Unterjchicd won 07, 03, um weldhe 1 mefr jugendmmen bat al8 ¢, darin
liegt, ‘bafi bel Titelligen "L\.mnt'nm. bie Hunderttheile Der Secunden nicht mebr u-
ver(aplich werben, Subem l]T dx = 0,0001 wobl abiolut nodh 3 grofi, al8 daf
nody in ben Hunberttheilen Der Secunven Ag=dg md Ay = cl1“ werben miipte.

cos B = cosyy =

cos A; =cos @y = aljo

. alip

cos By = cosy =

B
2

o
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Nro, 1. Kann flir ein x im A ABC ber 98. B=38 A, ober
e G . . o , B, B=2A werden?
o, 8. Fir weldesd x witd im A ABC b 8. C=3 B,
Ay i & x 5, B, C=2B8B,
1" 5 i i " rt m‘ C _'3 Ar
n B " " " 7 W. C=2A?
§. 8.

Aufgabe Nro. 1. Kann man fig. 4. in ABC ber gleichen Seitenbiffereny
x ecinen folchen TWerth geben, daff B=3 A wird?

(L4374 (A +20°—1 _ 1+ 6x + 5x°
A+ A +2) 200 (A+2%)

Lok 2): (IF0n) i Cply (W). G5 ift aber audh im A ABC

(
— :? [+\) (\l'-i-"\lj( t‘tI]lll CGS“_"_I+ '\j
BC:AB = sin A :sinB, ober 1:1 4 x = sine : sin3a, ober aud), ba
sin3e=sina (£cos® e — 1) iff,
1:1+x=sine:sina(dcos’a—1), ober 1: 1 +x=1:4 cos®*a—1, alfo

\f2+x S

gcos*u—1=1+ x, daber $cos?a=2 4 x uhd cosa = —

1) £6fung. cos A=cosa=

Nun folgt aus A und B

2_; l+:}\ yDer /".— l+:j‘\- R A4 ] I_I_:jjC 5
5 ::‘j(l—l-‘)l}il'l‘l\f.a"*-}i: +2._,allu 24x= l-{-:?..\:)f oher
25x

2 + x) +-1\+~}\)'—-]+I{h+ x*, ober

2 4 9x + 12x2 4 4x°=1 4 10x + 25x*, unb endlich

4xd =132 —x + 1=0. (®). " Seht man x= 0,25, fo wird

0,0625 — 08125 — 025 4+ I'=0. Ao iff x, =0,25 cine Wutgel der Glei-
dhung und x — 0,25 cine Wurselgleichung. Ferner ift

£ e o B SR TR 0, ober x>*—3x—1=0, ober

b 0 2!]
3 ki . 3 13 3+ 38,605565
N + V:4+ B¢ i;fl'} = o+ s J)J" alfo




+ 6,60555 _ . 330277, unb

X3 = 9
- Bt i
X3 = — Df;"l'i = — 0,30277. Daju aus Dbigem
Tr— -+ 0,25 abbirt, gibt ald8 Summe bder

fammtlichen Wurzeln + 325 =1, btem Goefficienten Dbes aweiten (Bliebes ber

Gleichung €, wenn man denfelben burch ben Goefficienten von x* Dividitt und das P
Worseichen in das entgegengefeste dndert. i
9) Unterfudhung der Wurgeln. a) Die Wurgel x,=— 3,80277 ift ein
pureh die Elimination von cos cingefchlichener, Der vorliegenden Aufgabe frember
gRerth von x, welder nach §. 2. 1. Feinem Drefecte entfpricht.
b) Die Wurzel x, =0,25 gibt die Dreiecfeiten BC=1, CA=1,25, AB=1,5,
ober wenn man alle Seiten mit 4 multipliciet, ein gleichwintliges A ABC mit Dden e
Seiten BC=4, GA=5, AB=6. $Hierin find bdie SRinkel :
52 4 62— 47 - :
cos A = > 5.6 = 0,75, alfo
log cos A = log 0,75 = g, 8750613 = log cos 41° 25
4 4 62— apD
cos B= - B o Sy 0,5625, baber
log cos B= log 0,5625 = 9,750 1225 = log cos 55° 46/
4* 4 5 —6* A s
cos C = —2—{i T = 0,125, jomt
log cos G= log 0,125 = §,0969100 = log cos 82° 49",
Hier ift nidt B=3A, ywobl aber bi8 auf einen Eleinen aus den Wernadhlaffiguns
aen entffanbenen Unterfdhied iff sin 3A = sin B, namlich sin 124° 15' =
sin (180° — 124° 159 = sin 55° 45" <
) Die Wurgel x = — 0,30277 gibt bie Seiten BC = 1, CA = 0,69723 '
AB =0,30445 und biernach bie Finfel bed Drefecksd:
0,39446% + 069723 — 1 : e
)L — — 065135, alfo i}

cos A= =50 30446 . 0,60128
logcos A= (log 0,65135). =9,8138144.= log cos (180°—49°21")= 1, c. 180° 39,
14 0,394462 — 069728 _ o
cos B= 5 . 0,30446 = (,84859 , baber
log cos B = log 0,84859 = 9,9286979 = log cos 31° 56/,
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3092 ( 2
b ”’-'f_;'.l?{:)f:’ﬁu SO _ 0,95415, vaber
lug cos C= ]-:Jg 0,95415 = §,9796167 = log cos 17" 25/,
wo abermals nicht B=8A , wobl aber filv unfeve RNechnung genau genug sin 34 =
sin B unb cos 3A = cos B, namlidh sin 8 A = sin 3 (130° 39 = sin 391° 57/
sin (391° 57/ — 360°) = sin 31° 56°; unb eben fo fin den cosinus.
4" 3) Bufat. €8 muf nidt befremden, vaf wiv fatt B = 3A unter b) nuy
sin B = sin 3A und unter c) fowohl sin B = sin 3A al8 cos B = cos 3A fanben.
LWir gingen von trigonometrifihen Gleichungen aus, dabher Fann das Refultat auch
nur biefen genligen; und da wiv fowohl ben sinus, al8 ben cosinus benust haben,
fo gentigt audy fchon berjenige Werth von x, welcher nur sin B = sin 3A macht,

§ 4

cos G =

1s

Aufgabe Nro. 2. Gibt e in fig. 5. einen Werth fiix x, fo bag TWinfel
B=2A wirb?

1) dfung. Bunidft haben wir wie §. 3. 1) cos o = - l_.ia_xf__ ().

Dann BC : AC = sin o :sin 2¢ ober, ba sin 2¢ = 2.sin ¢, cos « ift, aud
1:14 x=sine:2.sine.cose, ober 1:1 4+ x=1:2.cose, alfo

2.cosa=1-F x und cosa = hitux (B). Aus A und' B folgt:

L)
s LX) dberd 4 5x= (14 %) (14 2), ober 14 =1 4 3x 4 202
alfp 252 — 2x =0, oberx? —x =4, baber 5, =0, x,=.1.
2) Unterfuchung der Wurgeln. a) Die Wurgel x, = 0gibt das gleich-
a€: feitige Dreied und W, A =B = C =60 und 3 ift aud
- sin 2A = sin 120° = sin 60° =sin B, Bevgl, § 3. 3) Buf.
b) Die MWurzel x; = 1 macht, wie wir §. 2. 2) gefehen bhaben, das Dreiect
sit einer geraden Einie und AW. C=180° W. A=B=0, baher iff sin 2A=sinB=0
b und cos 2A =cos B =1,

1) €8 Eann alfo nacdh den beiden vorbhergehenden §§. 2. B fein Bielfaches
von 8. A werben; b, h. e8 fann nicdht B =n A werben, fo baf n > 1 und eine
9
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gange Sabl ift. Wielmehr if fchon B = 27 ‘bie unerreichbare Grange, der fich A
und B um fo mebr nabern, je naber x = 1 wird, -bie aber davum nicht erveich
werben Fann, weil nidt x =1 werden darf, Mimmt man- die beiden '§, 2. 4. in
der MNote fehenven Gleihungen fiir cos A unb cos B, namlich:

1-+=5x 1= 2x - 3x2 :
cos A = —+ —— unb cos B = — —— und fefit nacy einander
2(1-2x) 2(1-4-2%)
%= 0,95 x=099; x=10999, fo hat man: 1( y
. 1445 2,9 :
a) Fur x=09 cos A = — — = = alie
5 i 2436 L |‘

log cos A = log 5,5 = 0,7403627
— log 5,6 = 0,7451880

©9,9921747 = log cos 10° 50 38",46.
1+18+243 528

cos B - -i)—_-'_'_i}” 2 5’” , oaper
log cos B = log 5,23 = 0,7185017
— log 56 = 0,7451850
T 9,9703137 = log cos 20° 56' 39,33, alfo
24 — B = 211 692 — 20° 56/ 39,33 = 44 26",59.
(LA 4] = (=
by 5tz = 0.0 "1t cos A = i:_ 4:{; E ;':J baher
log cos A = log 5,95 = 0,7745170
— lt‘]g 5,96 = 0,1752463
T 5,9992707 = log cos 3° 19 10“,00.
cos B LTLI8H-29408 59208 L
2+ 3,96 5,96
log cos B =log 5,9203 = 0,7723437 €
— log 5,96 = 0,1752463
99970974 = log cos 6° 37 0”82, daber
2A — B = 6° 38 207,00 — 6° 371* 04,82 = 1’ 19418,
14495 5995 i

= — unb

Y ¥ — 000 iff cos A — s
c) Fur x = 0,999 ift cos A = 1,996 /

log cos A = log 5,995 = 0,7177892
— log 5996 = 0,3778616

9,9999276 = log cos 1° 2/ 46/,61.
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1+ 1,998 + 299403 _ 5,992003

e e s a1 T A
log cos B = log 5,982003 = 0,7775720
— lc';g 2,996 =), 7778616
©9,9997104 = log cos 2° 5' 317, 25, alfo
24 — B = 20:5' 334,34 — 2 581425 = 2,09,

Fabrt man auf diefe MWeife fort, fo findet man, baf Dber Unterfchied 3wifchen 2A
und B immer Fleiner wird, aber nidht eher fchwindet, ald bei x =1 A =B =0,
affo audy 2A = B wird.

2) Diefe Refultate uberseugen und zugleich von der §. 2. 4) aufgeftellten
Behauptung. Noch Elaver fieht man bdiefed, wenn x ' gleichmafig abnimme, Lapt
man 3. B. x durch Jehntheile von 1 bid 0 und weiter bis — 0,3 abnehmen, be-
vechnet nach obigen Formeln W, A, B und G, fo wie A A, ABamd A G, ober
ben jebedmaligen Juwadyd, o liefern die Grgebniffe folgende Ueberfidht: *)

*) B0 Hierbei W, C unabhaugig von A und B Gevechnen, {o Hat man
. AR A (1 B Ll iy Qx4 — e e
cosC= - e = D7 = -——  alfo
2(1+x) 2 (14-x)
. ] —9x—3x2 (1—4x) (1 — 3x) 1 —3x
cos 0 =—— = — - ;
2 (1==x) 2

9 (1+x)2




x A B AB G
1 0 0 180°
20° 57”
0,9 10° 51 20" 577 148° 12°
l . 89 41
0,8 15° 5%’ 20 38/ 134° 25 |
6° 38° |
0, 207 221 36° 16° 123° 22 |
5% 32 |
0.6 24° 37 41° 487 T13%-35%" |
: 4° 46°
0,5 28" b7 46" 3¥ 104° 29
4 B
0,4 33% 33° 50° 42° 95" 4h
3°:33°
0,3 38° 311 LE S € 8710 9
2° b3’
0,2 34° 25 892 G T80 28
LI
0,1 51° 19 59° 10 699 31”
i 50°
0,0 60° 60° G0°
=1 '0 I-"J‘"
—0,1 T1° 47° b8" &b’ 49° 28°
- 3T
—0,2 90° b3 18! 367 52°
—20° 1/
—0,3 | 128° 41’ o L | 15012/

Dicfe Tafel beftatigt vollfommen dad §. 2. 4) Gefagte, und eigt ung aufer=
bem, welche Refultate wir bei den nod) zu Iofenden Yufgaben ungefabr ju erwarten
Dann aber fefen wir, wie IW. A anfangd vafd), dann langfamer, ulefit
wieber vajeh zunimme, wie W, B von x =1 bis x =0 immer langfamer wichft,
von x =0 aber bis x = — 0,3 abnimmt; wic W. C anfangé rafdier, dann lang-

haben:

famer, zulebt wicder rafther abnimmt *),

) Alled dicfed gibt die Diffeventinlvechnung viel beftimmier,

sin @ = ‘\‘/-_“

1—cos?p —

1) et man fig. 6, §. 2. 4, €. in dp = —

Sdx

Vi (

{5x N2
2 (14-2x)

2 (1 —I—-‘.h_ﬂ sin @

fo “wird
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Aufgabe Nro. 3. Fir welden Werth von x witb C — 3B2

do 3

g a0 (_3—-}—153-1—9?(1]:‘ fudht man nun bie gedften und Fleinjten

Werthe fiiv @, fo witdh o =W, A
Bei x =1 ein Minimum, wimlieh) ¢ = A = 0
bei X = — 3 ¢in Maximum, nimlih ¢ = A = 180°.
Diffeventitrt man nody eipmal, fo wirh
g 27 <4 27x — 108x2
dx?  (14-2%)? (3F6x—0x7)3/,
bei x = 0,64 . . ein Minimum,
Bel x 1 ein Maximum,
bei x = — % ¢in Maximum.

Il

2) Berfabret man eben fo mit G (§. 2. 4., 1o with

d 3x 6xdx

dx (14-2x)2 .sing (1 —+2x) -\f‘fj:— fx — Ox2 '
Hieraud wird ¢ = 9B, B

bet x = 0 ¢in Maximum, nimlih B = 60°;

bet x = 1 e¢in Minimum, nimlih B = 0;

bei x=—7F ein Minimum, ndmlich B = 0,

Die gweite Differentiation gibt in verelben Weife

2y 18 -+ 18x — B6x2 41 (2x°
— s —+ T S woraud fir Ay = A B
d x? (1-+2x)? (34 6x—9x2) ¥/,
bei x = 1 ein Maximum, Bpi x = — & eln Minimum' wird.

o T _ X o

o) Differentiivt man dad oben in der Note gefunbens cos € Seorg = e
. ; s A Jdx r
fo with d cos £ = — sin¥dE = — 5—; affo

gz o 3dE Jdx

dE =

RosimE. Lo O T ComiE  — Qi1 (_l =5 SK)TJ
)

dE 3

Und fo fonmmt fiir & — I, C

und diefed gibt fiir den Suwahs Ag= AA
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1. £dfung. ir haben fig. 7. im A ABC
CA : AB — sin «sin 3o ober, ba sin S = sin o (4 cos* a— 1)
{4+ x:142x —sina:sine (4.cos?e¢ — 1), oder
21 3x
N2+ = (@), Feme

[ +x:1+2x—=1:4.co82z — I} Daber cos a = ;
CB : CA =sin A :'sin B, ober ba sin A = sin (B C) = sin %
1:1 4+ x=sin 4« :sin ¢ und, da sin de = sin « (8 cos®« — & cos &), "

1:1 - x=sina (8 cos® e — & cose) i-sing, oder L:1—=x —RBcos’o— dcosu:l,

Daber Scostoe —4 cosu = I—|- (). Hierin A fubftituivt gibt:

LR EER R

A G 1-}-'\“'2'I el
Q ’ o X 9. 2w
Bt i\ T )\ J't 8% _ -l—_, ey - _y248x ;, alfo
1+ x | T4x 1 +x L+x| 14« L+ x

I.__- ‘_. ) : .-
X }'F‘i—i-{% = 1 unb x? :l—_-s_--_\--\-) = 1, ober 2x% 4 Bx'=1 4 x, endlich
4% o 2:xP—x— 1=0 (). Durch Verfudhe findet man x > 0,6 unb x<<0,7,
paher fegen wir x=0,6 + h, ‘und finden

3x’ — 0648 + 324 h +
+ 22 =+ 032 + 24 h + .

— x =—"06 —1 h
T n s 8 i ol I o S
232 + 4,64 =0, alfo h = Y T = 0,05, baber
; .
L4
x = 06 + 0,05 = 0,60 und wicberum x-= 0,65+ k, aljo
PR &
fiei x — 1 ein Maximum C — 1809
fei x—— 3 ein Minimum C = 0,
B g el Biernad) Al
ferner Wit 5 = ; | c—__ A ;
g X2 (I'*"Q\—u\'}lj‘i‘l_l\—-llxﬂi’x unb hiernad) As AL ¥
ol x — & ein plgebraifches Maximum ober abjolufed Minimum
i = — 1 ein algebraifhes Minimum ober abjoluted Maximum,

fei x— — & ¢in algebraifche8 Minimum oder abfoluted Maximum.
Bufak. Wan fan nody dhnlidye Berhaltmifpuntte Ded Suwadifed finden, wie
piefes §. 2. 4 in Der Note gefdheben ift




3x3=  0,823875 + 38025 k 4 . . .
2=+ 08450 + 260 k 4

— x =—065 =1 k

— 1 =-—1

0,018875 -
S 3095 —— 0,0035 ..
und x, = 0,65 — 0,0085 = 0,5465 . . . Nehmen wiv diefes als Wurgel, fo iff
3x° 4+ 2x? —x—1
x — 0,6465

X, und x; = 0,6566 £/ — 08156 + 0,65667, beide unmdglich.

+ 0,018875 + 5,4025 k= 0, baher k=

= 3x2 + 39395 x 4 1,5468 = 0, und hietnady

2) Pritfung der Wurzeln:|-Die Werthe x. und x; fallen aus. Die
BWurzel x, = 0,6465 gibt bdie Seiten-BC = 1; CA = 1,6465; AB = 2,2930.
Die Winkel bevechnen wir am beften nadh §. 4. 1. a., § 2. 4. B. und §, 5. 2,
namiidh : -

GO = ;1_‘_|.‘__’h3§ = _l__—i:_;_i_{%;lj_:} _ 42325
3+4x | 2+ 2,59 4,586
log cos A = log 4,2325 = 0,6265970
— log 4,586 = 0,6614341
9,9651629 = log cos 22° 39
cosB — L2 3¢ 141,293+ 1,2539 _ 35469
3+ 4x 4,586 4,586
log cos B = log 3,5469 = 0,5498489
— log 4586 = 0,6614341
9,55854148 = log cos 39° 20/
1 — 3x 1= l,!_JHEJ:’i A5l 0,9395

, Daber

cos C = —— — e = = = — 0,46975, und
- - -

lng cos C = (log 0,9395]. = 9,6 718668, = Ing cos (180° — 61°59) = L. e. 118° 1,
€8 ift alfo genau genug 3B =3 (89°20°) = 118°= C, und bad Refultat fimmt
mit ber afel §. 5. 2., woraus wiv fehen, dafi swifden x = 0,7 und x = 0,6
ber 9Binfel C = 3B rwerben mufite. :




Nufgabe Nro. 4. Fur welched x wird in fig. 8. W. C = 2B?, ..

1) £ofung. TWir haben im A ABG
AC : AB = sin « ; sin 2, ober, da sin 2¢ = sin « (2 cosa) ift,
14+ x:1 4 2x=sina:sing (2cose), alfo 14x:142x=1:2cosc und

Dy [>T
cos & = 25{:’:} p— _l_,i"ll—h (20). Ferner ift

CB : CA = sin A : sin A, ober, ba sin A = sin (B 4+ C) ='sin 8¢,
1:1+ x=sin8atsing und, weil sin 8¢ = sin « (4 cos® & — 1),
1:1+4 x=sinc(dcos?e—1):sing oder 1:1 4 x=4cos?a—1:1, alfo

1 1+1-4=x 2-4-x £
: ‘o= +1= — alf
4 cos® o e 1 Tox e 0
n) .. =3 h
oS ”‘=;\|/f"1-'ii (). Yud A und B folgt:
oy 5 il 9 T
1+ 2x — ;\/‘”?HJFA, ober i T \-lr:-# '\--, baber
2 (1-+x) | 1= 1+ x B

1 = 4x + 3x?=2 4 3x —x* unb endlich 3x*> 4—x =1 oberx* 4 $x =5 Hieraus
1413 1+ 3,60555 .
e — alfo

s 6 By
260555 . . 4,60555 ks
_-.-f“:_'"-f = 0,43426, und 3= — ——2 = — 0,76759.
}

0,43426 — 0,16759 = — 0,33383 = — §, Dem Coefficienten be8 2. Glicbes

Xy =

entqegenaefest.

2) Prifung der Wurzeln, a) Die Wurgel x, iff nadh §. 2. 1. abjolut
su grofi, fie ift ein purd) Glimination eingefchwarzter Werth von x und der Auf-
gabe fremb.

b) Die Wurzel x, = 0,43426 ¢ibt dic Drefeciieiten

BC = 1y CB = 1434263 1, 86852.

Die Winkel bevechnen wiv wie vorhing nur fir B benusien wiv die fiir diefen

jpeciellen Fall geltenbe bequemere Gleichung A diefes §.  Daher

£




L £

14+5x 2,1 3,1713
S 4x T 24 1,i3703 7 3,33104."
log cos A = log 8,1713 = 0,5012373
— log 8,13704 = 0,5725277
9,92587096 = log cos 31° 56/ 20
S _j—_"n 1 - 0,86852 A 1,865852
T2 2x T 240865852 — 236852 /
log cos B = log 1,86852 = 0,2714977 .
— log 2,86852 = 0,4576579
9,813839S = log cos 49° 21’ 13"

cos A = baber

alfo

1—8x  1—1, 30218 0,30378 :
cos €= 5 = = L = — 0,15139, alfo

log cos C= (log 0,15189).=9,1500972, =1. ¢.(180°—81°17/83") =1.e, 98° 42/ 274,
@3 ift wieber genau 2B = 98° 42/ 26" = C.

§. 8.
Nufgabe Nro. 5. Fur weldesd x witd fig. 9. Winkel C = 3 A?
1) €dfung. SBuerft bie fir alle unfeve Falle geltende Gleichung §, 8. 1
14 = .
cas A = cosu = il (21). Dann BC : AB = sin « : sin 3¢, oder

")11 + u)\)
ba sin Ba =sin & (4 cos’ a—1), 1 : 14 2x=sin & : sine(dcos? a—1), ober
. i n) 0 ]
1:142:=1:4cos?a—1, alfo 4cos*a=24 2x und ‘305“2\( + . (B).

Aus A und B folgt:

21;1-1;&;;) _\f12+ 2x , alfo ii;:) = 2 4 2x, alfo audh
14 10x+4 25x% = (14 4x + &%) (24 2x) = 24 10x + 1632 4 8x*, baher
8x®—9x* + 1 = 0. Dicfe Gleichung wird fir x =1 ju 0. Daber ift x, =1
und x — 1 = 0 ecine Wurselaleichung, Ferner ift
S8x*—0x2 41

x—1

=8 —x—1=0 (@), dafo x* —sx=1% alfo

1+42.16+ 1 1574456

i6 G (i 0

X =
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X = 0,421535; x; = — 0,206535 und
x, + % + 1 =1+ 0421535 — 0,296535 = 1,25 = Y, dem entgegengefefs
begeichneten Goefficienten des soeitenr Glicbes in ber eingerichteten Gleichung.
9) Prifung der Wurzeln. a) Die Wurzel x; = 1 gibt die gerabe Linie
AB und 9, A =0 aber . C=180 (§. 2. 2.), und ¢b ift sin BA =sin 0=0=
sin 180° = sin G, ber trigonometrifthen Lhjung gemag.
b) Die Wurzel x, = 0,4215 gibt die Dreiedfeiten CB =1; AC = 1,4215; "y
AB = 1,8430. Die Winkel find
cos = LE5E _ L DG 10T g
244x 21,6860 3,6860
log cos A = log 31075 = 0,4924111
— log 3,6860 = 0,56655:
9,9255558 = log cos 32° 32/
oop o L2043 1408130405328 23158
e 20 36860 ~ 3,6560
log cos B = log 2,3758 = 0,3758099
— log 3,6860 = 0,5665553
9,8092546 = log cos 49° 52/
1 —3x 1—1,2645 0,2645

cos G = 3 = = —_———— = — 0,18225,

Ion cos U= (lU 1(),18225),=0,1213057,. = IUg cos (180°— 82°249 = 1. ¢. 97°36/,
wo- genau 3 A = 3(32°32) = 97° 36’ = G ift.

¢y Die Wurzel x; = — 0,296535 gibt die Dreiecfeiten
BC=1; AC=0,703465; AB = 0,40693 und dic Winfel
cos A = L= 1432675 _ 0482675 -
e 2 — 1,186140 0,81356 ' &

log cos A = (log 0,452675), = §,68365485.

— log 0,81386 = 9,9105497
9,173][]-,}1,,—!0;:;1:05(1‘40’ ,)3”3?"3{)“
= log cos 126° 22" 30”. f
—_ ] 0.2679¢ 31072¢
sos Bl e OOV L B UEO I DIy, s

2 1,1861% 0,81356
log cos B = log 0,6710729 = 0,5265471
— log 0,81386 = 69105497

991599734 = log cos 84° 29’ 58"
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L+ 0,559605
2

cos G = = 0,9448025, alfo

fog cos C = log 0,94458025 = 99753410 = log cos 19°7/ 32",
SHier ift nidht C—3A, wobl aber fowohl sin 3A —sin C, alé cos BA — cos C;
venn 3A— 3 (126°22/30’') —=379°7/ 30" und 379° 7/ 30" —360°=19° 7/30"=C
bis auf ben Fleinen Unterfchied von 2, welcher den approrimativen Rechnungen jur
Laft gelegt voerben mug.

S D
Yufgabe Nro. 6. Bei weldem x ift fig. 10. Winkel C = 2A°?
1) £ofung. Wir Haben, wie vorhin cos a = o del0xe 2. Dann ift
4 2(14+2x) 7
BC : AB — sin « : sin 2«, obet, Da sin 20 — sin &« . 2 cos « iff,

1:14 2x—sinc:sine.2cosa, ober 1:1 4+ Zx—1:2.cos &, daher

L)
cos & = l.i; = (3B). Tun folgt aué A und B
l+2\_ l+5’\ f T T, Sl W ;- o o
5 = 3a+29" alfo (14-2x)" — 1 4 6x und 1 4 4x 4 4x*=1 4 5x,
baber 4x* —x=—0. Aifo iff bie erjte Wurzel x, — 0 und
4 -x = 4x — 1 — 0. Daber die weite x; — + — 0,25.
=

2) Prfifung der Wurzeln. a) Die erfle x, = 0 gibt bas gleichfeitige
Dreted und W, A = C = 60, alfo niht 2A = C, wobl aber
sin 2A = sin 2.60° = sin 120° = sin 60° = sin C.

b) Die yweite Wurgel x, = ; gibt die Dretecfeiten BC=1; AC=1}; AB=3},
ober wenn wir mit 4 multipliciven, BC=4; AC=25; AB=6, unb bdaher find
bic Winkel bie §. 3. 2. b. gefundenen, namlid
A= 20° 25, B = 55° 46, C = 82° 49, wo bi8 auf cine Kleinigleit, die nur
in der Berechnung fhren Grund hat, W. G = 2 A ifi.

§ 10.

Somit ift bie §. 2. 4. geftellte Aufgabe geldfet, und das einzige Refultat die-
fer trigonometrifhen. Uebungen befteht in der merbwindigen Cigenfdhaft e Dreiecs,
3 £ 3
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deffen Seiten fich wie 4: 5 : 6 verbalten, daf davin ber grofte Winfel genau das

Doppelte des Fleinften ift (§ 9,) und baf in cben demfelben Der simus e Drei=
fachen Fleinften TWinfeld dem sinus ded mittleven gleicht §. 3. Die efte diefer Ei-
genfchaften war dad bis vahin miv unbefannte Nefultat einer mit meinen Schiilern
bearbeiteten Aufgabe; qus diefer Aufgabe find bie andeven entjfanden.

SJm Allgemeinen gilt der Sab, daf alle frigonometrifd gelbfeten Aufgaben, fo
lange fie nicht von numerifd) gegebenen Winkeln abhangen, audy ohne Beibhiilfe der
Trigonometrie gelofet werden Fonnen, wenn auch oft diefe Aufldfungen fich fehe
verwideln,  Auch diefed babe idy mit meinen Schilern verfucdhts ich will joei

biefer Auflbfungen ald BHeifpiele herfehen,

SO
Die Aufgabe Nor. 6. geometrifch. Wamn wird fig. 11 . C=2A¢
1) ¢hfung. Da W. C=2A fein foll, {o denfe man fich W. C durch CD
balbivt; bang ift Euclid. V1. 3
BC : CA — BD : DA, ober nach den Bezeichnungen der Figur,
1:1 +x—y:1+4+2x—y, ober 1:2 4 x=y:1+4 2x, alfo
1 2x o ] . \ -
y = q-:“: (3. @5 ift aber in ben Dreieden CBD und CBA W, B = B
und auferbem nach der Conflruction W, m — p, alfp it A CBD «n CBA unbd
paber. BD:CB=CB:AB, ober nady dex éﬁcaﬂ'fhmmg Der Figur y:1=1:1+4 2x,

alfe y = (). Daber aud A und B - 7 RO alfi
M T - 2Fx  LF e
1 + 4x + 4x* = 2 + x, alfo 4x* 4+ 3x =1, und »* + Ix =1, alfo

_8iVE
SR -—--'—RL, baber x; = unb Xy = — 1.

2) 3ufas,  Die Wurgel x, =1 ift die §. 9 ald x, gefundenes die Wurzel
x, — — 1 ift burd) Elimination von y eingefchlichen und der ufgabe fremd., Die
§. 9. gefunbene BWurel x, — 0 Edunte hier nur durdy einen Sufall wie x,——
vorfommen s denn in dev geometrifchen Auflofung, wo bei ber Conflruction C= 2A

voraudgefest war, Hat fie nur nod) die Bebeutung, daf in dem gleichfeitigen A ABC
!

went m = p gemacht wird, nod) BC:AGC=BD: AD, ober'l1:1 =131} ift;
BD: CB = CB : AB batte bier feinen' Sinn.  Bergl. §. 3. 3.

| 5
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§., 12.
Die Aufgabe Nro. 5. geometrifch. Wann iff fig. 12, W, C = 3A?

D Ldfung. Da Winkel C — A fein foll, jo denfe man fich den W, G
burch CD und CE in 8 gleiche bheile getheilt, fo baf alfo W. m—=n=—=—p=q
wird, Da nun W, B=B undb W, m —=q iff, fo iff A BCD «a ABG, alfo
BD:BGC — BC. AB, ober nady der VBepeichnung ver Figur y:1=1:1+ 2%,

baber y = | + o D). Weil W, m = n ift, fo iff nach Euclid, VI. 8.
BC: CE =BD:DE, ober nadh den Begeichnungen der Figur 1:y=y:z, und
L vy o 1 Y ¥
o 9 ¢ i i e L = 5
wenn man U fubftituive, 11y — R rz, alfez —= ———— i+ 9= (B).  Gben fo

folat aus W, n = p (nach Euclid, VL, 3) DC: CA—=DE : EA, ober nad) den
Begeichnungen g1 4+ x—z: 1 + 2x—y—z, ober, wenn man A und B

e T 1 Y

jubfiituivt, p: 1 + x= =13 + oy 11+ 2z — e Tro oder
; 4 1 LH44x 4 4.‘;':—1—1..'; i

p:l 4+ x = iy o Sl o , ober

il x=yi e ae—y, ap g = LAY ()

Yus W, n—p und W, GDE = CDA folgt A GDE «o CDA, alfo

CE :CA = DE: GD, ober nadh bder Begeichnung yw:ild-x=z:1¢, ' alfo,
1 : W (1 —4=x)

I+ 2x 4x—4 42—’
! i alfo Vit o i

142 -.l-x'+ gx* ! I4-2x  dx——4x°—qy’

baher dx + 4x* —yw = (1 4+ 2x) w — o -+ 2yx, ober

4}2_:_4;-_{ , alfp

wenn man B und € fubftituiet, wi:l +x =

burch Aufhebung 1:

gx + 4x2 =2y + 2yx = (24+2x), alfo ¢ =

w— 2x (D). Diefes fubftituiet in B qibt
4 ] Z2x
iisgh Babo s — kit 2%

Yyl==x)  2x(l-+x) 2x (14x) - 2x (I+4-x) 1-+x

4:|_Txi£;; Dodx’—%%, 2x-- &< . x(1+2x)“ 14+ 2x (®)-

(&), unb bicfed in € gefest , mad




a9
-

Enblich folgt aus Winkel m 4-n=n —+ p nad Euclid. VI 15.
A BEE : A DCA — CB.CE:DC.GA, @3 ift aber aud Eucl. VI 1.
A BCE : A DCA = BE: DA, alfo CB.CE:DC.CA = BE: DA, obar
nach der PBegeichnung v ¢ g (1 4+ x)=y-+ z:1-42x—y, oder, wenn man
aud ven Gleichungen A, D, € und F fiw y, z, ¢ und w fubfituirt,
2x 1

O« Kl_i_l‘): ALK _" P, o T Dy A
.!x.——-l_‘rgi = 1_'_:-!{—0* 1+Qx'l+'l Yo g ober
A DS PR TR oo i S T
e 3 —l—_-ij_!-x— =5 ‘l—_l_—gTr Dher ik.(l 1 = 1:3x + §x°, ober
9x 2 (1 +x)t =1 ¢ gx (1 +x), ober 2x+ I'tx—1 i4x, alfo 8x*=1+x,
Qx?e—x — 1=0, wic §.8. €, Alfo wie dort x,— 0,421545; x,——0,296535.

2) Bufak. a) Die §. S. gefundene MWurgel x, — L Fonnte bier nicht zum
sum Borfdheine Formmen.  Bergl. §. 11. 2.

b) e Wurzel x, — 0,421535 [eiftet der Aufgabe ein Gennge, wie §. 8.
geeigt iff.

c) Aber bie Wurgel x; = — 0,206535 muf fir bie geometrifche Aufldfung
ald cine frembartige durch bie Gliminationen eingefubrte angefehen yoerden, weil fie
geometrifdy Eeinen Sinn gibt. TWarum aber geradbe Diefer Werth von x, weldyer
nodh eine frigonometrifche Bedeutung hat, fich bier einfchlich, das Eomnnte der Ge-
genftand eifter neuen Unterfucdhung werden, weldhe ich Dhier al8 ju weit liegend
fiberaehen muf  Sch hatte dann fefiber §. 8. 2. a. eben fo audy zeigen mitffen,
wie bic der ufgabe fremben TWevthe von x entftanben waren, welched mich 3u
weit von Dem vorgeffeciten Siele abgefliprt haben wirbe. — Der benfende Mathe-
matifer (nicht der formenframende Rechenmeifter) Fennt Nibrigend in feiner Wiffen-
jchaft Feinen Bufalls e muf iebed Mefultat ausg ben vorliegenden Umftanden Elar
hervorgehen fehen.

§. 13

1) TWir faben in den beiden [ebten §§. bei ber geometrifchen Ldfung der bei-
ten lesten ufgaben, daf fig, 13. fchon dann A BDC w» ABC war, wenn nyp
9. s = q wurde, weil beibe Dreiede den . B gemein haben. Sieraus ergibt
fich Der allgemeine Lehrfat:

GBenn in einemt A ABC von cinem grdferen . € cin Stitd BCD fo abs
gefchnitten with, daf 8 e¢inem Pleineren Winfel A bes Dreieds gleicht, unbd mit
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biefem Winfel A niht an derfelben Seite AC liegt; bdann iff bas abgefdhnittene
A BDG, weldyes biefen abgefdynittenen 28, BCD = A pat, dem ganzen A ABC
abnlich, und die Seite BC, wovan ber Winfel BCD = A liegt, ifi bie mittlere
Proportionale swifchen BD, dem davunter liegenven Stude der gefchnittenen Dreiect:
feite und diefer gangen Seite AB.  Weil namlich nady ver Conflruction 9. s =p
und W. r=r, fo ifft A BDEw ABC und BD : BC = B(C ; AB.

2) Diefes ift ber allgemeineve Sal, woraus Euclid. VI 8, al8- befonberet
Foll hergeleitet werben Fann,  Denn ijt bas A ABC an C rechtwinflig; dann ift
Winfel s + q=p + r=R und alfo, wenn s=p gemadt iff, audh r= q
auferbem 8. p = p, alfo aud) A CDA w2 ABL, baher AABC va BCD o ABC
und W, m=n=s 4 qg=N8, aud welcher Achnlichfeit dann die befannten drei
Propertionen folgen, worunter auch die He8 Euelid,

U g (b,

Wm den nody ibrigen Raum- gu flillen, will ich flir den im BVorhergehenden
mebrmal8 angefibrten allgemein befannten Say, daf bei jedber Glimination einer
UnbeFannten neue Werthe fiw die fbrigen Unbefannten fich einfchleichen Eonmen,
einen elementaren: Beweis herfeen, den ich mich nicht evinnere, fonft gefunden ju
haben, : -

Seben wir, um ein Beifpiel su haben, x =2, y =3 und bilben bie beiben

1+ 4x

Gleidyungen y = T4 2% und y =1 4+ x; f{o folgt baraus allerdings

T4 4x ; : I e . = =

32 = 1 4 x. Diefe Gleidhung gibt und aber nicht blod den Werth von x,
2x ?

[ weld T3 ) x= 3 ift, fonbern alle bicjenigen Terth :
bei welchem nur T -+ x = 3 i, jonbern alle biejenigen Werthe von x,
: T+ 4x e kb i .
bei welchen nux T+2s = 1 4 x with. Da nun bdiefe Gleichung quadbratifch wird,

fo gibt e8 Diefer LWerthe zwei, und jebem x entfpricht ein y, wenn audy ber Yuf-
gabe nad) nur ein x und y flattfinden Eounen. Weil aber unter allen mbglichen
[

MWerthen von x, welde T+

= 1 4 x maden, audh Derjenige fein muf, durdh
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welchen wirElich —i%f—'-: = y = 1 4 x geworden {ft, fo Fann der wabre,  Der

Aufgabe entfprechende Wertl) von x nicht verloven gepen.  Jm der Fhat haben wir

ausd A g I+ x fofort 74 4x=1+ 3x 4 2x%, ober 2x* —x =6, alfo

T
< T SR NS Tt T G
x*—tx =3, aiwx:;-i\f’z—}-r‘,;: }F — 'i-',auo
Y O pral ol i = 41 =8 Wby S 1 SRR TR 5 ift
TR ] 1 ?"}"‘]‘\ a r
vie abl, welder fur x=—3 fowobhl TFox alg x 4 1 gleich wexden.

Ailgemein, [t y=Fx und y=fx, wo Fx und fx beliebige algebraifche
Berbindbungen mit x (Functionen von x) begeithnenrs fo iff Fx="fx. Lofef man
fun bie Gleichung Fx = fx auf, fo erhdlt man nidht blod ben Werth wvon x, el
der Fx = y = fx madt, fonbern alle mbdglichen Werthe von x, weldhe nur
Fx — fx madens unter allen diefen mdglichen mup natlielidy aucy derjenige Wevth
von x fein, weldher Fx = fx = y madt. €8 finnen alfo dburch bdie Elimina:
tion der UnbenPanten y neue, Der unfpiinglichen Aufgabe frembe Werthe von x
fich einfchleichen, aber Der wabre, burdh die Aufgabe bebingte fann: nicht verloren
gehen.
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