
Die Clwekoppe ller Axen äer einem Dreieck

einge^ekrieöenen Daraöekn.

s i.
Der Ort der Brennpunkte der einem Dreieck L kl eingeschriebenen Parabeln ist der

dem Dreieck umgeschriebene Kreis.*) Fällt man von einem beliebigen Punkte k der Kreislinie
Id die Lote auf die Seiten des Dreiecks ^ L kl, so liegen die Fußpunkle derselben in einer
Geraden 3, welche die Scheiteltangente derjenigen Parabel ist, die durch den Punkt k als Brenn¬
punkt und irgend zwei Seiten des Dreiecks eindeutig bestimmt ist.**) Die Gerade 3 nennen wir
die zum Punkte k gehörige Fußpunktenlinie in Bezug auf das Dreieck L kl. Zieht man
nun von einer Ecke des Dreiecks L kl den Durchmesser id (Fig. 1) und von derselben Ecke
/V das Lot auf 3, welches Id zum zweitenmal in kl trifft, so ist, da -H: II id 90°,
idLjj3 und klk^LLl. Denn da die Strahlen vom Durchschnitte zweier Tangenten der Parabel
nach den Brennpunkten (wovon der eine der unendlich ferne Punkt der Axe ist, so daß der ent¬
sprechende Strahl senkrecht zur Scheiteltangente ist) mit den Tangenten gleiche Winkel bilden,***)
so ist: 2-1 k i4 kl — II i^. L,
woraus der Parallelismus von kL und L kl folgt. Deshalb ist der Winkel kULI (oder dessen
Nebenwinkel) gleich <x, wenn <x der Winkel ist, unter welchem die dem Punkte i4 gegenüber¬
liegende Seite L kl von 3 geschnitten wird. Fällt man von id auf 3 das Lot, welches das Lot
von k auf lZ kl in l trifft, so ist der Winkel id k k (oder dessen Nebenwinkel)gleich <x. Dem¬
nach liegen die 4 Punkte id, kl, I, k auf einem Kreise, d. h. die Lote von auf 3 und von k
auf L kl treffen sich in einem Punkte I des Kreises Id.

Konstruiert man das dem Dreieck ^ L kl parallel umgeschriebene Dreieck i^ kl^
sowie den diesem Dreiecke umgeschriebenen Kreis Iks und zieht die Höhe id a des Dreiecks id Li k!>,
so geht, da der Punkt a auf dem Kreise Id liegt (Feuerbach), diese Linie durch id und ist
parallel k k.

Der Höhenpunkt kl, des Dreiecks id kl^ ist der äußere Aehnlichkeitspunktder beiden
Kreise Id und Iks, und wenn N und Ni die Mittelpunkte von Id und Iki sind, so ist kff tVI.
— 2 kk U, und die Radien der beiden Kreise verhalten sich wie 1:2.s)

ch Steiner-Geiser, Theor. d. Kegelschn. Aufl. 2. S. 121.
**) Steiner-Geiser, a. a. O. S. 197.

Steiner-Geiser, a. a. O. S. 114.
k) Baltzer, Elemente d. Math. Anfl. 5. Bd. II. Brich IV. Z 12, 8.
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Zieht man im Kreise X" den Radius N I' und die Linie Iii Ich welche den im Kreise
ich zu N I' parallel gezogenen Radius in ? trifft, so liegt? auf dem Kreise 1(1, und es ist

I' I' ?.
Zieht man durch ? zu I' I die Parallele (also die Normale zu L d oder ^ (ich,

welche I(i zum zweitenmal in x> trifft, so liegen die 3 Punkte Ich, k, p auf einer Geraden.
Ist der Schnitt von ? p mit Li d^, so ist «i I" I und somit senkrecht zu 3, wie sich in
folgender Weise ergiebt. Der senkrechte Abstand der beiden Geraden L.' a und ? p wird durch
die Gerade ? I halbiert. Trifft nun a die Gerade ch I in 0, und das Lot von auf K I
dieselbe in ich, so ist, da I 0 rm ch 0^, und 0 o-^ — 0^ ist, /ch di I ^ 0 «i ch woraus
der Parallelismus von ->-i ch und I" folgt; also ist auch «i ch _!_ 3.

In gleicher Weise zeigt sich, daß, wenn A und analog die Fußpunkte der von ch auf
ich d^ und ^ Ich gefällten Lote sind, K _!_ 3 und /i I' _!_ 3 ist. Also die Gerade A, die
die Fußpunkte der von ? auf die Seiten des Dreiecks ich ich <ch gefällten Lote enthält, geht durch
H und ist senkrecht zu 3; d. h. die Gerade A ist die Axe der dem Dreiecks L d eingeschriebenen
Parabel, die den Punkt ch zum Brennpunkthat. Man erhält somit die Axe der durch einen
beliebigen Punkt ? des Kreises I^ als Brennpunkt bestimmtenParabel, die dem Dreieck L d
eingeschrieben ist, indem man den Höhenpunkt Ich des dem Dreieck IZ LI parallel umgeschriebenen
Dreiecks ^ ich <ch mit ch verbindet, den Schnitt ? von ich I' mit dein dem Dreieck umgeschriebenen
Kreis ich aufsucht, der auf der durch N, zu N I" gezogenen Parallelen liegt, und zum Punkte
i? die Fußpunktenlinie in Bezug auf das Dreieck ich di konstruiert. Oder die Axe irgend
einer dem Dreieck IZ d eingeschriebenen Parabel erhält man, indem man zu irgend einem
Punkte ? des Kreises ich die Fußpunktenlinie in Bezug auf das Dreieck chi iZi ich konstruiert.
Die Enveloppe der Axen der dem Dreieck IZ d eingeschriebenen Parabeln ist also identisch mit
der Enveloppe der zu den Punkten des Kreises ich, der dem dem Dreieck IZ d parallel um¬
geschriebenen Dreieck ich Ich <ch umgeschrieben ist, gehörenden Fußpunktenlinien in Bezug auf das
Dreieck ich Ich lch.Z

, s 2.
Zu jedem Punkt ? des Kreises ich gehört eine und nur eine Fußpunktenlinie A und

umgekehrt.Es giebt keine zwei Fußpunktenlinien, die einander parallel sind.**) Also gicbt es
auch zu jedem Punkte K des Kreises !(' eine und nur eine Axe der dem Dreieck i^. IZ d ein¬
geschriebenen Parabeln; es giebt keine zwei dem Dreiecke i^. IZ d eingeschriebenen Parabeln, die
parallele Axen haben.

Die sämtlichen von den Punkten ? des Kreises Ich auf die Seiten des Dreiecks ich Ich <ch
gefällten Lote bilden drei Parallelstrahlenbnschel mit den Scheiteln L.«, IZ-», das, wenn wir
mit i(ac>, IZn , d«? die unendlich fernen Punkte der zu Ich lch, <ch ich, ich IZ^ senkrechtenRichtungen
bezeichnen. Diese drei Parallelstrahlenbüschelsind projektiv, indem solche Elemente dieser Büschel
zugeordnet sind, welche durch denselben Punkt? des Kreises ich hindurchgehen.— Treffen die
Strahlen des Strahlenbüschels iV«z die Gerade Ich (ch in «i, «z, «g, «.t-.., die Strahlen des
Büschels L-» die Gerade ^ tch in ch, /7z, /?z, /ch..., die Strahlen des Büschels dao die Gerade

*) Vergl. K. Dörholt, Inauguraldissertation, Munster 1834. K 26. Steiner's Ges. Werke, Bd. II.
S. 677 und 641.

^ch Geiser, Einl. in d. synth. Geom. S. 21 und 22.



^4 ö, in 7e, 7z, 7 .3, 74 ... so sind die entstehenden Punktreihen «4, «3, «4.. /h, /Lz, /?g, /?4...;
7i, 7s, 7s. 74--- beziehlich perspektiv mit den Strahlenbiischeln , L«z, L-» und in Folge
dessen untereinander projektiv; also ist:

(v-l «z «g «4) LL Ol /^s /^s /h) ^ (71 7s 7s 74).
Projiziert man diese drei Puuktreiheuaus einem beliebigen Punkte x der Ebene, so erhält man
um x drei Paare projektiver Strahlcnbüschel, nämlich:

X («4 «g «z «4) Lt x (/h /?z ^4),
X («4 «2 "s ^4) x (74 7z 7z 7.4),
X Ol /h /?4) X (71 7s 7» 74).

Mau hat also um x drei Paare konjektiver Strahlenbüschel. Die Doppelstrahlen derselben
mögen heißen: ss, ü bez. gh IL; g-'h 1r". Wie kommen diese Doppelstrahlen zu Stande? Fassen
wir die Punktreihen auf irgend zwei Seiten des Dreiecks ^ LH LH ins Auge, etwa die Punkt¬
reihen («l «z «3 «4) und (/?4 /?2 ^4) auf den Seiten L4 L, und L4 ^4, so haben diese stets
die besondere Lage zu einander,daß in dem Schnitt LH ihrer Träger entsprechende Punkte ver¬
einigt liegen, sind also perspektiv.Denn durchläuft der PunktL die Kreislinie Ks, so werden,
wenn L in LH kommt, die Fußpunkte der von L auf ^.4 LH und LH LH gefällten Lote in LH
zusammenfallen. Demnach ist der eine Doppelstrahl des Systems x («1 /h, «s /^s---) die Ver¬
bindungsliniedes Punktes x mit LH. Der andere Doppelstrahlverbindet zwei getrennte ent¬
sprechende Punkte «, /?; ist also eine der oben genannten Fußpunktenlinien, also eine Tangente
der Enveloppe, die von den Axen sämtlicher dem Dreieck L L eingeschriebenen Parabeln um¬
hüllt wird. Ebenso zeigt sich, daß von den Doppelstrahlen der beiden anderen Strahlsysteme um
x einer die Verbindungslinie des Punktes x mit einer Ecke des Dreieck 7V4 LH LH ist, während
der andere eine Tangente unserer Enveloppe ist. Es laufen also durch einen beliebigen Punkt x
der Ebene drei Tangenten unserer Enveloppe, d. h. die Enveloppe ist von der dritten Klasse.
Wir gewinnen somit den Satz:

Die Axen der einem Dreieck lZ <1! eingeschriebenen Parabeln
umhüllen eine Kurve dritter Klasse.

s 3-
Fällt der Punkt L beim Durchlaufen des Kreises Ks mit einer Ecke des Dreiecks ^ LH LH

etwa mit ^.4 zusammen, so ist die zugehörige Fußpunktenlinie die Höhe des Dreiecks ^.4 L4 L^
aus der Ecke ^.4. Also die Höhen des dem Dreieck L L! parallel umgeschriebenen
Dreiecks ^.4 L4 LH sind Taug enten unserer Kurve LH.

Zieht man von einer Ecke ^.4 des Dreiecks ^.4 L4 LH den Durchmesser ^.4 des Kreises
Ks (Fig. 1) und fällt von ^.h die Lote auf die Seiten des Dreiecks ^.4 LH LH, so sind die Fuß¬
punkte zweier dieser Perpendickel die beiden Ecken LH und LH des Dreiecks ^4 Li LH; also ist
Li Li die zum gehörende Fußpunktenlinie. Ebenso sind Li ^ und Li die Fußpunktenlinien, die
zu den den Dreiecksecken LH und Li diametral gegenüberliegenden Punkten L/ und Lst gehören. Oder
die Seiten des Dreiecks LH Li sind ebenfalls Tangenten unserer Kurve LH. Wie jede
zu einem Punkte des Kreises Ks gehörende Fußpunktenlinie, so sind auch die zu den unendlich fernen
Kreispunkten L und L' gehörenden Fußpunktenlinien Tangenten unserer Kurve LH. Zum Punkte L
sowohl als zum Punkte L' gehört aber offenbar die unendlich ferne Gerade Loa als Fußpunktenlinie;
also ist Lc» Doppeltangente unserer Lg. Da aber, wie im Anfang des Z 2 hervorgehoben,
keine endlichen Tangenten der Lg parallel sind, und von jedrm Kurvenpunkteaußer den beiden auf-



einanderfolgendennoch eine dritte Tangente an die Kurve geht, so hat die Kurve keinen reellen
unendlich fernen Punkt; dieselbe ist vielmehr eine im Endlichen geschlossene Kurve. Die L-n
ist deshalb eine ideelle Doppeltangentc.Ebenso wie keine endlichen Tangenten parallel sind,
fallen auch keine zwei zusammen (Z 2). Also ist die L«? die einzige (ideelle) Doppel¬
tangente der Kurve Lg. Nach den Erörterungendes Z 1 bildet irgend eine zu einem
Punkte L gehörige Fußpunktcnlinie A mit irgend einer Dreiecksseite Ich (ch einen Winkel, der
gleich ist dem Peripheriewinkel im Kreise Iis über dem Bogen L -AZ, wo der zur Geraden
Ich (ch als Fußpunktenlinie gehörige Punkt ist. Daraus folgt, daß der Winkel x, den 2 beliebige
zu den Punkten L und Ich gehörende Fußpunktcnlinie A und A, mit einander bilden, gleich ist
dem Peripheriewinkel im Kreise II',' über dem Bogen ? Ich. Denn sind <x und ip die Winkel,
die A und Ai mit Li <ch bilden, so ist unter Berücksichtigung des Vorzeichens

L Ali AZ AZ kch ,
^ ^ -st V ^ 2 '

-ch X - -st V ^ ^2^'^ 2 ^ 2 -
Die Fußpunktenlinien, die zu den Endpunkten eines Durchmessers gehören, sind somit

zu einander senkrecht. Unsere Kurve (ch hat also unendlich viele rechtwinklige
Tangenten paare.

§ 4.
Sucht man zu den Endpunkten L und Ich eines DurchmessersL Ach Ich die zugehörigen

Fußpunktenlinien A und Zch, so gehen diese durch die Punkte L und Li des Kreises II-, die
man erhält, wenn man zu L Ich den parallelen Durchmesser L AI Ich zieht (Z 1). Und da A
und Ai zu einander rechtwinkligsind (Z 3), so scheiden sich dieselben auf dem Kreise 11^ in einem
Punkt 3. Zwei zu einander rechtwinklige Fußpunktenlinien nennen wir schlechthin ein Paar
und den Punkt 3 den Scheitel des Paares, während wir die Punkte L und Li als die
Mittelpunkte der Fußpunktenlinien bezeichnen. Der Kreis 11^ ist der Ort der Scheitel aller
rechtwinkligenTangentenpaare. Die Kurve Lg hat also mit den Kegelschnittendie Eigenschaft
gemeinsam, daß der Ort der Punkte, von denen rechtwinklige Tangentenpaare
an dieselbe gehen, ein Kreis ist.

Nehmen wir irgend ein solches Paar A LZ, das den Durchmesserendpunkten?, Li
zugehört, mit den bez. Mittelpunkten L und Li und dem gemeinschaftlichen Scheitel 3 (Fig. 2)
und dazu eine beliebige andere Fußpunktenlinie Az, die dem Punkte Lg zugehört und deren
Mittelpunkt Lz, deren Scheitel 3z heiße. Trifft dann die Gerade Az die Linien A und Ai in

den Punkten 1 und Z, so ist, da die Sehne L Lz — ^ ist, und die Radien der Kreise II.
und Li sich verhalten wie 1:2, der Grad-Bogen LLz — LL?, also ist auch der Winkel L 3 Lz
gleich dem Peripheriewinkel über L Lz im Kreise Iii und somit gleich dem Winkel Lz 1 L (oder
dessen Nebenwinkel) (Z 3). Demnachist 3 Lz — Lz 1. Ebenso ist der Grad-Bogen L)Lz
— ?i?z und daher der Winkel L-. 3 L) — Lz Ii L) (oder dessen Nebenwinkel),woraus folgt,
daß 3 Lz ^ Lz ^ ist. Also ist auch Lz 1 — Lz Ii- Jede Fußpunktenlinie Az wird
somit von irgend einem Paar in 2 Punkten 1 und Ii getroffen, die gleichweit
vom Mittelpunkte Lz der Geraden Az ab st ehe n. Hieraus folgt, daß, wenn wir L„ Tz
Lz 3z machen, Tz der Berührungspunkt der Geraden Az mit der Kurve Lg ist. Denn die Fuß-



Punktenlinie Az, die mit Az ein Paar bildet, ist die Normale in 3z zu Az. Jede andere Fuß¬

punktenlinie, also auch die Nachbartangente A'z von As an die Kurve dz wird vom Paare As Az

in 2 solchen Punkten geschnitten, die gleichweit vom Mittelpunkte dieser Fußpunktenlinie abstehein

Die Geraden Az und A'z bilden als konsekutive Tangenten der Kurve dz einen unendlich kleinen

Winkel mit einander, folglich ist auch der Bogen, den die zu den Geraden As und A'2 gehörenden

Punkte?z und I"2 des Kreises Xi begrenzen, und deshalb der Bogen Kz I"° zwischen den Mittel¬

punkten der beiden Fußpunktenlinien auf dem Kreise 15? unendlich klein. Es liegt also der Punkt

dem Punkte ?z, der Punkt K'2 dem Punkt Kz und somit der Scheitel 3^ der Geraden A'2

dem Scheitel 3z der Geraden Az unendlich nahe. Da nun A'z von der senkrechten Richtung zu

Az unendlich wenig abweicht, so ist der Schnitt der Geraden A? mit Az der Punkt 8's ^ 3z.

Der Schnitt der Geraden A'2 mit Az d. i. der Berührungspunkt der beliebigen Geraden A2 mit

der Kurve dz ist demnach der Punkt Dz, der ebensoweit von I"ü ^ Hz absteht als der

PUNkt 3z.

s 5.

Verbindet man den gemeinsamen Scheitel 3 eines Paares A A4 mit dem Höhenpunkt

Ich des Dreiecks Ich <ch, und ist Ich derjenige Schnitt dieser Verbindungslinie mit Ks, der zu

3 so liegt, daß Kch Ich ^ N 3 und somit Ich 3 — 3 Ich ist, so gehört zu Ich eine Fußpunkten¬

linie Az, die 3 zum Mittelpunkte hat; und die Normale zu der Geraden in ihrem Scheitel 3z

ist die Fußpunktenlinie Az, die mit Zch ein Paar bildet. Trifft die Gerade Az die Geraden

A und Ich in den Punkten 1 und Ich, so ist, wenn Ich der Mittelpunkt von Az ist, Ich 1 — Ich Tz

— Ich 3 (Z 4). Folglich ist 4c Ich 3 T ^ Ich 1 8; und da Dreieck K N 3 gleichschenklig

ist, so ist 4^ L K Ich — I' 8 N ^ K 3 Hz, weil 3 Ich ein Durchmesser des Kreises I^ ist.

Also ist K Ich II Ich 3z, und somit I"I K 3, und Ich 'Ich — Ich 8 d. h. T und 'Ich sind die

Berührungspunkte von A und Äff mit der Kurve dz (Z 4). Also die Verbindungslinie

der Berührungspunkte der Gera-den eines Paares ist allemal wieder eine

Tangente der Kurve dz, und diejenige Gerade, die mit letzterer ein Paar

bildet, geht durch den Scheitel des ersten Paares.

Die Berührungssehne 1 Ich hat eine konstante Länge. Es ist nämlich 1 Ich — 2 ? Ich

4 r ^ 2 i-z, wo r und 1-4 die Radien der Kreise 15^ und Xi stud. Die Kurve dz schneidet

also jede ihrer Tangenten (außer im Berührungspunkte) in 2 Punkten, deren Abstand von ein¬

ander konstant und zwar gleich dem Durchmesser des Kreises Ki, oder gleich dem doppelten

Durchmesser des Kreises I^ ist, und die Tangenten in diesen Schnitten bilden allemal ein Paar.

Auch jede andere Gerade trifft die dg in 4 und nur in 4 Punkten. Um dieses zu

erkennen, betrachten wir die Punktsysteme, die die Tangenten der dg auf einer beliebigen Geraden

X einschneiden. Wird die Gerade X von einer Geraden A im Punkte 7 geschnitten, und nennen

wir zu den Schnittpunkt von X mit Ich, so ist, wenn A und Ai ein Paar bilden, 71 durch 7

bestimmt, 71 dem Punkte 7 zugeordnet. Wird die Gerade X von der Geraden Az, die durch die

Berührungspunkte von A und Ai geht, in zu und von der Geraden A4, die durch den Scheitel
3 des Paares AAi geht und senkrecht zu Az ist, in 74 getroffen, so sind auch die Punkte 7.4

und 7z durch den Punkt 7 auf X eindeutig bestimmt, also dem Punkte 7 zugeordnet. Jedem

Punkte 7 entsprechen also drei Punkte 74, 74, 7z. Da umgekehrt durch die Geraden Az, A4, Az,

die durch die Punkte 7z, 74, 74 hindurchgehen, die Gerade A eindeutig bestimmt ist, so ist den

drei Punkten 7z, 74, 74 eindeutig der Punkt 7 zugeordnet. Wir erhalten somit auf der Geraden
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X zwei Punktsysteme, die in einer ein- dreiocutigen Beziehung stehen, d. h. jedem Punkte
der ersten Reihe entsprechen 3 Punkte der zweiten Reihe, und durch 3 zusammengehörige Punkte
der zweiten Reihe ist eindeutig ein Punkt der ersten Reihe bestimmt. Nach Chalcs Korrespondenz¬
prinzip fallen (1 -s- 3) mal entsprechende Punkte zusammen,d, h. die Gerade x trifft die Kurve
im allgemeinen in 4 Punkten. Also ist die Kurve dritter Klasse von der vierten
Ordnung.

8 6.
Errichtet man in den Berührungspunkten N und 41 der Geraden eines Paares A A,

die Normalen zu A und Tsi, welche sich in 0 treffen, und fällt von 0 das Lot 0 41 auf N 41,
so ist, da ja t) 3 die Gerade N 41, als Fußpunktenlinic A.,, in ihrem Mittelpunkte 14, trifft,
^ 0 41 X5 ^ 3 14 3„ wo 3, der Scheitel von Az ist; folglich ist 44 ^ 11 3^, daher
ist 11 der Berührungspunkt der Geraden mit der Kurve (4g (§ 4). Hieraus ergiebt sich der Satz:
Errichtet man in dem Berührungspunkte und in den Schnittpunkten einer
Tangente der(4g mit der (4g die Normalen, so treffen sich diese stets in einem
Punkte s). — Nun ist N 0 ^ 3 N Xg ^ 3 r; also liegt der Punkt 0 auf einem Kreise
Kl der mit X^ konzentrisch ist und einen dreimal so großen Radius als X^ hat.

Nach Z 3 ist (4-o eine DopPelXngente unserer Kurve (4g. Die Berührungspunkte der
Kc» mit der Kurve (4g können wir jetzt genauer angeben. Jede Tangente der (4g wird außer
im Berührungspunkte noch in 2 Punkten von der Kurve getroffen. Beide Punkte haben vom
Mittelpunkte der Tangente gleichen Abstand (Z 5). Daraus folgt, daß bei einer Doppeltangente
der (4, die Berührungspunkte mit den dieser Doppeltangentezukommenden Mittelpunkten zusammen¬
fallen müssen. Denn fassen wir die Doppeltaugente, die ja aus zwei zusammenfallendenFuß-
punktenlinien A und A' bestehend zu denken ist, als Gerade A auf und nennen den einen
Berührungspunkt etwa so muß die Gerade A die Kurve noch in 2 Punkten treffen, die gleich¬
weit von dem der Geraden A zukommenden Mittelpunkt, abstehen. Und da die beiden weiteren
Schnitte der Geraden A und (4z in dem zweiten Berührungspunkt / zusammenfallen, so muß
dieser zweite Berührungspunktder Mittelpunkt der Geraden A sein; ebenso muß der erste
Berührungspunkt 7 mit dem Mittelpunkte der Geraden A' zusammenfallen. Nun sind offenbar
die Mittelpunkte der <4-o als doppelte Gerade A gedacht, ihre Schnitle mit Xl also die beiden
imaginären Kreispunkte 4 und 44 Folglich berührt die (l-v die Kurve (4g in den
Punkten 4 und 44

8 7-
Sind die Schnitte der Seiten des Dreiecks lZ, (4z mit X^ bcziehlich a; U, b;

(4, e (Fig. 3), so ist mit Berücksichtigung des Vorzeichens der Bogen:
(5"e -s- c"a ^ /"ö — x"b -j- b"u,

^.b — U(4 ^c^a-s- a^X, also
-s- 5"a — c a -j- a^X -s- b^L,

(4 c — a X -j- b U. Ferner ist
^ ^ XL! ^ g^b — c"x, folglich ^ ^

Wird also von den über den Seiten des Dreiecks Lg (4, liegenden Bogen ^ a, L b,
(4 c von den Mitten U, (4 dieser Seiten aus durch die Punkte II, V, IV je ein Drittel



abgeschnitten,so daß /^II — g X^a. ^ L b, d^V " -- d c ist, so teilen die
Punkte II, V, IV die Peripherie des Kreises I<- in 3 gleiche Teile, so daß sie die Ecken eines
gleichseitigen Dreiecks v V IV sind. Es ist nämlich

l5v a^I ch- ^7b -ch s b^L,
V^V — b^L ^ LI! ch- d^s,
IV II 'g' d c -P e ^1 ^ a.

Ein besonderes Interesse verdienen die Fußpunktenlinien u, v, >v, die beziehlich die
Punkte II, V, IV zu Mittelpunkten haben. Die Fußpunktenlinie u, die II zum Mittelpunkt hat,
gehört zum Punkte Ich des Kreises Iis, den wir erhalten, wenn wir zu N II den gleichgerichteten
parallelen Radius Äch Ich des Kreises Iis ziehen. Der Winkel, den die Gerade u mit einer
Dreiecksseite etwa L, d, bildet, ist gleich dem Peripheriewinkel im Kreise Iis über dem Bogen
Ich wenn der Punkt ^ der Punkt des Kreises Iis ist, dem die Gerade L, d, als Fuß¬
punktenlinie zugehört G 3). Die Fußpunktenlinie L, II hat den Punkt ^ zum Mittelpunkt,
also ist der Winkel, den u mit 13, d, bildet, auch gleich dem Peripheriewinkcl im Kreise Ii- über
dem Bogen ^ II. Zieht man nun in II die Tangente an Ii-, welche Li d, in x trifft, so ist

(180° — a IIx) T II N a II U - II x a st- II a x --n II x a ch- ^ II II ^.!
folglich ist II x u st L U Demnach ist die Tangente in II an Ii- die Fußpunktenlinie
u, die II zum Mittelpunkthat. Ebenso zeigt sich, daß die Fußpunktenlinien v und vv, welche
beziehlich V und IV zu Mittelpunkten haben, die Taugenten in V und IV an den Kreis Ii- sind-
Diejenigen Fußpunktenlinien u,, v,, ^v,, die mit u, v, bez. ein Paar bilden, sind Durchmesser
des Kreises Ii-. Hieraus ergiebt sich, daß nicht mehr Fußpunktenlinien den Kreis Ii- berühren
können, da durch den Mittelpunkt II des Kreises Ii- nur 3 Tangenten an unsere Kurve ds,
d. i. 3 Fußpunktenlinien hindurchgehen. Bei den Geraden ri, v, rv fallen Mittelpunkt und
Scheitel und deshalb auch der Berührungspunkt mit der Kurve ds (s. Z 4) zusammen im Punkte
II bez. V und IV. Also berührt die Kurve dz den Kreis Ii- in den Punkten II, V, IV. Da
bei allen anderen Fußpunktenlinien Mittelpunkt und Scheitel getrennte Punkte sind, so liegen bei
denselben die Berührungspunkte mit der Kurve dg stets außerhalb des Kreises Ii-. Die Kurve
dz nähert sich also in den Punkten II, V, IV dem Kreise Ii- am meisten, so daß diese Punkte
auch Scheitel der Kurve dg sind.

Die Fußpunktenlinie die mit u ein Paar bildet, hat zum Mittelpunkte ihren zweiten
Schnitt Iii mit dem Kreise Ii- und da Ich II ^ 2 r ist, so hat der Berührungspunkt Ich der
Geraden u, mit der Kurve dg von II den Abstand 4 r, liegt also auf dem oben in Z 6 er°
wähnten Kreise K-. Ebenso liegen die Berührungspunkte Ich, Ilch der Geraden v,, ^v, mit dg
auf dem Kreise K-. Da ferner jede Fußpunktenlinie außer im Berührungspunkte von der dg
noch in 2 Punkten getroffen wird, die gleichweitvon ihrem Mittelpunkte abstehen (Z 4 und 5),
so muß, da II II, ^ II, Ich, VIch ^ Ich Ich, IV IVi IV, Ilch ist, bei den Geraden u„ v„
ein solcher Schnitt jedesmal mit dem Berührungspunkte Ich bez. Ich, IV- zusammenfallen,so daß
die Geraden u,, v,, ^v, beziehlich in den Punkten Ich, Ich, Uch mit der Kurve dz 3 aufeinander¬
folgende Punkte gemeinsamhaben.

Die Tangente u im Punkte II der Kurve dz trifft die Kurve noch in 2 Punkten I I-,
die vom Mittelpunkte II der Geraden u gleichweit abstehen (Z 4). Die Punkte sind die Be¬
rührungspunkte der beiden Tangenten, die ein Paar bilden und ihren gemeinsamenScheitel im



Mittelpunkte Iii der mit u ein Paar bildenden Tangente haben. Die Punkte ^ und haben

von einander den Abstand 4 r (Z 5). Die Geraden Iii und Iii P sind also Tangenten unserer

Kurve Lg. Ebenso finden wir auf den Tangenten v, die weiteren Schnitte mit der Kurve Lg,

indem wir die Punkte ^ bez. ^ aufsuchen, die von V bez. HV den Abstand 2 r haben.

Die Linien Vi Vi IV, v, HVi i-i sind weitere Tangente der Kurve Iis.

§ 8.

Die Geraden HI Ii-, HI V», HI HVz berühren die Kurve Lg in den Punkten Ii--, V-, HV»

und haben außerdem noch einen dritten Punkt dort mit der Kurve gemeinsam. Die 3 Punkte

kl-, Vz, HV- sind daher besondere Punkte der Lg. Um die Punkte näher zu charakterisieren, stellen

wir folgende Betrachtung an: Wir suchen den Punkt ? des Kreises Xfi der der Geraden HI II,

als Fußpunktenlinie zugehört, indem wir den Höhenpunkt lP des Dreiecks ^ Li Ei mit dem

Mittelpunkt Iii der Fußpunktenlinie HI II- (Fig. 4) verbinden und den Schnitt V dieser Linie

mit IP aufsuchen, so daß HP V ^ Hl Iii ist (Z 1). Dann nehmen wir in der Nähe von V zu

beiden Seiten auf III 2 Punkte IP, kV, so daß IP ^ ^ ist, und suchen zu V und ?- die

Fußpunktenlinien Ai und A-. Diese bilden mit HI Ii- Winkel, die gleich dem Peripheriewinkel über

IV ? bez. ? find und liegen auf verschiedenen Seiten von HI IP, da die Punkte IP und IV

zu verschiedenen Seiten von V gewählt sind. Die Berührungspunkte 4',, 44 der Geraden A,, A.

mit der Kurve (ig findet man, indem man auf denselben von ihren resp. Mittelpunkten V,, IV

den Abstand von Scheitel und Mittelpunkt nach der entgegengesetzten Seite hin abträgt (Z 4).

Sind die resp. Scheitel 3. und 8-, so sind 3i IV und 8- IV Sehnen des Kreises LV und kleiner

als 2 r; folglich liegen die Punkte IV und 44 stets innerhalb des Kreises KV Rücken die

Punkte und V- gleichmäßig dem Punkte ? näher, so werden die Peripheriewinkel über den

Bogen Ich ? und V ?- stets kleiner. Dementsprechend werden auch die Winkel, die die zu den

Punkten und IV gehörenden Fußpunktenlinien Ai und A- mit HI II- bilden, stets kleiner. Die

Sehnen 8, V, und 8- V- nähern sich immer mehr dem Mittelpunkte, werden also stets größer;

damit werden auch die Abstände der Punkte 44 und 41, von 3^ und 8- immer größer. Die

Punkte 44 und 41- nähern sich immer mehr der Peripherie des Kreises K" und der Geraden

HI Hz. Fallen IV und IV mit I? zusammen, so fallen die Punkte 44 und 44 mit dem Berührungs¬

punkte Ist der Geraden HI IV zusammen. Die Kurve Lg nähert sich somit der Geraden HI II-

von beiden Seiten in zwei Zweigen, die sich im Punkte II- vereinigen. Da außerhalb des

Kreises K- keine reellen Punkte der Lg mehr liegen, so muß II- eine Spitze oder ein Rück¬

kehrpunkt der Kurve Lg, und die Gerade HI II- eine Rückkehrtangente sein.

Ebenso findet man, daß V-, HV- Rück kehr punkte, HIV-, HI HV- Rückkehrtangcnten der

Lg sind. Die Fußpunktenlinien, die zu zwei Punkten IP und?- gehören, die von V zu beiden

Seiten gleichweit abstehen, liegen symetrisch zu HI II-, also auch deren Berührungspunkte 44 und

4V mit Lg. Folglich liegen die beiden Zweige der Kurve, die sich einer Rückkehr¬

tangente nähern, symetrisch zu derselben.

s 9.

Nehmen wir eine der drei Rückkehrtangenten und die mit ihr ein Paar bildende Gerade

zu Axen eines Koordinatensystemes; sei also die Tangente in II die V-axe, die Gerade II II- die

X-axe. Nehmen wir dann irgend eine andere Tangente Ai der Kurve Lg, die in 44 berührt,

den Punkt Vi zum Mittelpunkt und 3i zum Scheitel hat, so hat 4P die Koordinaten:

x ^ 2 44, z? — Ii wenn wir mit 2 den Fußpunkt des Lotes von 44 auf die V-axe
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bezeichnen. Nennen wir den Winkel, den die Tangente Ast mit der X-axe bildet, ?> und den
Schnitt von Ast mit II 11z etwa 0, so ist:

X " II 0 — 0 Ist cos <x, und 7 — () Ist sin <x.
Nun ist: 0 D, ^ 0 ist — llst Ist ^ Ist II — D, L, (Z 4),

0 Ii — 2 r cos ^ — 2 r cos 3 P, da der Winkel N Xi 3i ^ 3 <x ist. Ferner
ist, wenn wir von Ist auf II Ist das Di <? fällen,

1Id^21I(7i^21st II. cos <x — 4 r cos <?-

Demnach ist: x — 4 r cos" —(2 r cos <x — 2 r cos 3 ?>) cos <x,
7 — (2 r cos <x — 2 r cos 3 <x) sin P; oder
x — 4 r cos^ P (1 — 2 sin- >x),
7 — 80 sin° -x. cos P.

Dies sind die Gleichungen unserer Kurve. — Bewegt sich die beliebig herausgekommene
Tangente Ast längs der Kurve, so durchläuft der Punkt Di die Kurve dz; dabei bewegt sich P
zwischen den Grenzen 0° und 180°. Die Koordinateneines beliebigen Punktes 1 erhält man,
indem man in obige Gleichungen für P irgend einen Werth zwischen 0° und 180° einsetzt.

Ist P 0°, 30°, 45°, 60°. 90°, 120°, 135°, 150°, 180°, so ist
, 3r_ r ^ r „ 3 r .

^ ck 0 ^ ? k), 0, d, —, 4 r,

— ^ 3 3 r st 3 r st^ 3
^ ^ ' 2 ' 2 ' ' 2- ' 2 '

Die Kurve trifft die X-axe und X-axe je dreimal. Dieselbe geht durch die Punkte
Hz, ^V, Vz, II, IXz, V und kehrt nach 11g zurück. Zwischen IX und Vz und Vst und V schneidet
die Kurve die X-axe in 2 Punkten, die vom Anfangspunkt den Abstand 2 r haben (vergl. Z 7).
Im Anfangspunkt II berührt die Kurve die X-axe, da die Abcisse aus dem Negativen kommend
Null wird und sofort wieder ins Negative zurückgeht.

s 10.
Haben die Endpunkte einer Sehne D Di der Kurve dg die Koordinaten (x 7), (xz 71),

so ist s- ^ D ist ^ (X - xstst-st (X — 7,)-, also s ^ st^ (x — xZ' >(7 - istst Sind
? und zwei aufeinanderfolgendePunkte der Kurve, so geht s über in ck s, (x — xst in ck x,
(l — I") in ä 7, und man erhält ck s — st^ ck st- ck 7^.

Nun ist: ck x — ^— 8 r sin cos P (1—2 sinst — 16 r cos ys sin ck P,
ck 7 — ^24 r sin^ ^ eos^ ^ — 8 r sin^ ^ ck oder
ck x — — 8 r sin P cos y? (3 eos^ P sin^ ck
ck 7 — 8 r sin^ (3 cos^ — sin^ <x) ck

Also ck s — 64 sin" ^ s3 cos^ P — sin^ scos^ P ck- sin^ P) ck <p^,
— st 8 r sin ^ (3 eos^ P — sin^ ^>). ck

Bezeichne n wir die Länge des Kurvenbogens von 11z bis IV mit 0, so ists°
D - st 8 r 'st sin P (3 cos^ P — sin" y,) ck P,

ü"
s"

^ ist ^ r st sin P s4 cos^ — 1) ck oder
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st — > 8 r ' ^ 4 sin P cos- ct c/z -p 8 sin <x ci <x; als»

U — st 8 r s— cos- O > V cos- ^ -4- cos O — cos ^ r.

Offenbar ist aber der Bogen I. -1 der ganzen Länge der Kurve, da die Kurve symetrisch

zu den 3 Rückkehrtangenten liegt; mithin beträgt die ganze Länge der Kurve 16 r;

die Länge einer Seite des Kurvendreiecks ist 5 -1- r.

s 11-

Um den Flächeninhalt des vom Kurvenbogen 11z IV, dem von IV auf N Uz gefällten

Lote IV v und U» v begrenzten Flächenstücks zu berechnen, zerschneiden wir das Flächcnstück

parallel der V-axe in unendlich dünne Streifen, Haben die Punkte U, Ist des Bogens Uz IV

die Koordinaten (x 7) (x^, 7.), so ist der Inhalt des von den Ordinalen, der Abciffenaxe und

dem Kurvenstück eingeschlossenen Flächenstücks: (x — x,) 7 unter der Voraussetzung, daß st und

st, einander sehr nahe liegen, so daß die Fläche als schmales Rechteck angesehen werden kann.

Liegen die Punkte unendlich nahe, so geht x — x, in ct x über, und der Inhalt des elementaren

Streifens ist 5. ct x. Der Inhalt des ganzen Flächenstückes ist somit stt ^ ^ 7. et x.
0

Es ist 7 — 8 r sin-. cos P,

ck x — — 8 r cos P. sin ^ (3 cos" ^ — sin- ct P,

folglich I'l — ^ — 64 r- cos" P sin^ y, (3 cos" P — sin" <x) et c/>,
6

1°
stt — ^ — 64 r- cos- silU P (4 cos" ^ — 1) ct

l'"

Ut — ^ 64 r- cos- ^ süU P — 16 -r siiU (2 ^ ct

s" ,I'°-
stt ^ 64 r^ 1 cos- P sin^ P ct — 16 r- ^ sin'^ (2 ^p) ck P,

Betrachten wir nun zuerst das unbestimmte Integral ^ sin^- (2 P) ä P. Es ist

l'siiU (2 P) ct P —^'sin- (2 yi). sin (2 y>) cl ^ ^ — 1- cos (2 sin- (2 9,)4- 3^ sin" (2 c/,) cos- (2 c/>) ct c/>,

' siist (2 ^ ) ck cp — — -1- cos (2 sin- (2 -st 3 sin- (2 c/>) (1 — sin- (2 c/,)) ct

— — -Z- cos (2 P) sin- (2 -st 3 ^ sin- (2 <x) ct P — 3 ^ sin^ (2 c/,) ct

l siist (2 ct P ^ — 1- cos (2 y,) sin- (2 -st 3 ^ sin- (2 ct P,

Nun ist ^ sin- (2 P) ct cp ^ ^ sl — eos s4 ^)) ct c/>,

^ Sin- (2 P) ck — -1 P — ^ ^ ^4
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4

Also ergiebt sich:

sin' (2 4 e/> — — ^ cos (2 P). sin" s2 <x) — Zw (4 <x) -st ^ P,

sin' (2 t/)) ä P ^ cos (2 P> sin" (2 e/>) -- ^ sin (2 c/,). cos (2 <x) -s-

sin' (2 P) 4 P — — ^ sin" (2 <?) -st ^ sin (2 <x)^ cos (2 <x) -st ^ P.

Für das Integral ^ sin' P. cos" P. 4 e/> ergiebt sich folgendes. Es ist:
^ . sin" m. cos" w , /' > ? n ^

sin' P. cos" P. 4 P — ^ -st ^ sin- P. cos P. c/>,

und da sin" <x. cos' P ^ sin- P (I — sin" cos- P — sin- P. cos- P

sin' w. cos" P ist, so ist
sin" cos' <p e .

sin' P. cos" «x P cos" P 4 P — ^ sin' P cos" e/> 4 P,

folglich 2 ^ sin' P cos" P 4 P ^^ -st ^ sin" <x cos- c/>. 4 P, oder

^ sin' P cos" P 4 P — — - ^ "st 's ^ ^n- P ?> P'

s ist aber s sin" P. cos" P 4 P — ^ sin" P (1 — sin" ä P — ^ sin" P 4 P — ^ sin' P 4 P.

Ferner ist ^ sin' P. 4 P — —^ ^ cos P, sin' P -st ^ ^ sin- P 4 P, also

^ sin" cos" <x. 4 <x — ^ cos P. sin' P -st ^ ^ sin- </>, 4 P,

— ^ cos P. sin' P -st ^ P

^6

y? sin

- sin (2 P).

Somit ist ^ sin' P cos" P 4 P — — 4- ^ cos P. sin' P - ^ sin (2 c/i) 4
16'

- ssinstL) ^ sin> ^ SMP. ^ P
"^4 6 24 16 st ^ 16

Setzt man die für die Jntergrale gefundenen Werte in die Flächenglcichung ein, so

ergiebt sich

14 — 64 r" cos
7r /SM" sw^ TV 31^

6

IS r-

24
7tv

16n 4
2. 22
u> s

SIN''
3 .IZ v) cos ^

^22l
» si?

?i
r" 7r f/'Z

r".

Das Flächcnstück 11z IV v hat also einen Flächeninhalt gleich ^ 8 - Die

verlängerte IV v trifft den Kreis II" zum zweitenmale in V. Das Flächenstück 11z V 0 ist

kongruent dem Flächenstück Ist IV v, da ja die Kurve zur Geraden N Hz symetrisch liegt;

r". Von derselben Größe sind die

is v V VV ist ^ r. IV Ist und

Der Gesamiinhalt der von der

folglich ist das Flächenstück Ist IV V ^

2 r" ?r f 3

3 4

Flächenstücke Vg U IV und IVz II V. Der Inhalt des Dreiecks v V IV ist ^ r. ^ v, und

r 1-^ 3 . 3. r" 3.

da IV v ist, so ist II V IV ^ ^
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Kurve Oz eingeschlossenen Fläche ist somit 1 — 2 ^ ^—?—- -s- ^4 ^ 4
2 ?r r. Der Inhalt der Kurve ist also doppelt so groß als der Inhalt des

Kreises 5?, so daß der Inhalt jeder der gleichen zwischen Kreis nnd Kurve
liegenden Arbelen 2- ^ r° beträgt.

s 12.

Eine Tangente der Kurve 0z, die einen der drei Zweige berührt, schneidet notwendig
die beiden anderen Zweige, da die Zweige der Kurve ein geschlossenes Kurvendreieck bilden und
einander die konvexe Seite zukehren. Zwei zu einander rechtwinklige Tangenten können nie den¬
selben Kurvenzweig berühren; denn die Tangenten eines Zweiges schneiden sich unter einem Winkel,
der kleiner ist als der Winkel der beiden den Kurvenzweig begrenzenden Rückkehrtangenten.Diese
bilden aber mit einander einen Winkel von 60°. Demnach müssen die Geraden eines Paares
stets verschiedene Zweige berühren.

Ist A, Ai irgend ein Paar Fußpunktenlinien mit den Mittelpunkten 5 und IZ (Fig. 5)
und dem gemeinsamen Scheitel 3, ist B, B. ein zweites Paar Fußpunktenlinien mit den resp.
Mittelpunkten 5z, 5z und dem gemeinschaftlichen Scheitel Si, und wird A von B und Sch in
u und ck, und Ai von denselben Geraden in k und e getroffen, so sind die Geraden u o, 6 ä
allemal ein drittes Paar Fußpunktenlinien Gi, G, wie sich aus folgendem ergiebt. Weil 5 5^
5z 5z Durchmesser des Kreises X' sind, so ist 5 5z 5l 5z ein Rechteck; ferner ist 5; o — d 5.,'
5z e — cl 5. (Z 4), folglich 5; 5z d cl; ebenso ist 5 cl — a 5, 5z cl — o 5g, also
5 5g ^ o, o und da 5 5z 5i 5z, so ist u c _!_ 6 cl. Ist <? der Schnitt von u o und b cl,
so liegt auf dem Kreise I(z; denn e ist Höhe des Dreiecks b cl e, und l<° ist der Feuer-
bach'sche Kreis zum Dreieck b ä e. Trifft b ä den Kreis 5" zum zweiten Mal in 5', so ist
5' die Mitte von d cl, 5' — ct 5'. Und da ferner 5 5g ^ u e, also 5 5z _!. b cl, und
5z 5' e b, also 5z 5' _!_ u cl ist, so ist der Peripheriewinkel über dem Bogen 5 5' gleich
dem Winkel der beiden Graden n ä und b cl d. i. der Geraden A und G, woraus folgt, daß
b cl ^ G die zum Punkte 5' als Mittelpunktgehörende Fußpunktenlinie ist. Ebenso ist die
Gerade A o Esi die Fußpunktenlinie, die zum Gegenpunkt 5" des Punktes 5' im Kreise 5?
als Mittelpunkt gehört. Wird also irgend ein Paar Fußpunktenlinien A, Ssi von
einem anderen Paar B, B. in den Punkten u, 1>, o, cl getroffen, so sind die
Geraden uo, dä ein drittes Paar Fußpunktenlinien G., G oder rechtwinklige
Tangenten unserer 0z. — Ein solches Tripel von drei Paaren A, Zff; B, B^; G, G.
bilden die Seiten eines vollständigen Vierecks u d o cl, dessen Gegenseiten zu einander senkrecht
sind. Oder die 4 Punkte u, d, e, cl haben eine solche Lage zu einander, daß jeder der Höhen¬
punkt des von den drei anderen gebildeten Dreicks ist. Ein solches Tripel sind auch die Seiten
und zugehörigen Höhen des Dreiecks ^ Li 0^ (Z 3).

Im Viereck u d o cl ist:
g, (5 <5 ck -s- <7 g2, 0 ck^ <7 g.

6 02 cc -s- <7 l>°; kl, l)° <7 -j- (7 l>2; folglich
u cl° -s- b e' ^ ^cl- -s- -s- ^ -P. ^ ^

Ebenso ist -s- ^
d^l' ^ 3^6° -s- 8^l-;^2 ^ ^2.
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also 44:' -s- 4 cl' ^ 44.' 4. 44- 4. 44' 4. 44' ^ ^4- 4. ^z
Mithin ist: u 0' 4- 5 cl' u b' 4- c: ck' u cl' -4 5 e'

Also in allen Vierecken gebildet von einem Tripel rechtwinkliger Tangentcnpaarc unserer
Kurve (lg sind die Summen der Quadrate je zweier Gegenseiten einander gleich.

Unter Berücksichtigung des Vorzeichens ist ferner:

4b- ^ 4 (Uz 3 -s- 3 d)' ^ 4 (Uz 8 4- 3 0)' ^ 4 (Üj^3- 4- ^ 2. Uz 8. 3 k>

^ 4 (Ü^3' 4- ^4' -s- 2 Uz 3. 3 0),

ä u' ^ 4 (U 3 -s- 3 u)' 4^ 4 (U 3 -s- 3 cl)' ^ 4 (Ü^3' 4- 8^.' ->- 2 U 3. 3 u)
^ 4 (U^3- 4- 34l' 4- 2 U 3. 3 cl),

44z- ^ 4 (U' ? -s- c. cl)' ^ 4 (U' ? -s- 5 b)' 4 (Ü^4' 4- 44' -s- 2 U' 5. -7 cl)

^ 4 (4^ 44- 4 Z U' -7 b.),

0 4' 4 (U" ^ -s- 5 a)' - ^ 4 (U" 5 4- 5 <z)2 4 (Ü^4' 4- 44' 4- 2 U" 0^. -5 u)

— 4 (U" <72-4 <7^4-2 U" <7. >7 e),

44- 4 (Uz 3. 4 8, cl)' ^ 4 (Uz 3, -4 8z 0)' 4 (U43z' -4 3^ -4 2 Uz 3z. 3z Ä)

^ 4 (Ü^3z' -s- 8^4' 4- 2 Uz 3z. 3z 0),

u b- . 4 (Uz 3z 4- 8z k)' ^ 4 (Uz 3z -4 3z u)' ^ 4 (Ü44z' 4- 3^4' -4 2 Uz 3z. 3z k)

^ 4 (Uz 3z' 4-^' ^ 2 ll'z 8z. 3z u)-

Da 1 z 3" 4^ U 3" - 4 r' nnd 3 b' -ß- ^ cc- u k' ist, und gleiches von den
ähnlichen Größen gilt, so erhalten wir durch Addition

0 k' > 6 4 ^ 4 >4 r' 4- 4- 2 (Uz 3. 8 k -4 U 8. 3 4j

4 >4 r' 4- 0 ä"4- 2 (Uz 3. 3 0 4- U 3. 3 cl)>,

cl b' 4- c44 4 j4 r' 4- 4 cl' 4- 2 (lU ?. c7 cl 4- U" .7 4j

- 4 >4 U- 4- d 4 4- 2 (U^. ? k 4- U" 5. 5 ch>,

0 cl' 4- 444 ^ 4 H r' 4- l) 4 4- 2 (Uz 3z. 3z cl 4- Uz 3z. 8z Ichj

- 4 r- > 44 4- 2 (Uz 3z. 3z 0 4- Uz 3z. 3. -A

Bezeichnet man die Sugime der Quadrate der Seiten des vollständigen Vierecks u d e cl
mit 2, so erhält man durch weitere Addition:

2 2 ^ 4 2 4- 96 r- 4-8 ^Uz 3 (3 k 4 3 e) > U 8 (3 u 4- 3 cl) 4- U' 17 (^ cl 4- 17 b)

4- U" ^ (^ xz ^ z.) 4 4_ ,z Z, zz)^.
Wenn wir die Berührungspunkte der Tangenten A, Az, B, Bz, G, Gz der Reihe nach

4 4 Tz, Tz, r', r" nennen, so ist (Z 4):

-22^ 96 r- -s- 8 sUz 8. 3 Tz -j- U 3. 8 T 4- U' -7. <7 r- 4- U" °^. (7

4 Uz 8z. 3z Tz -4 Uz 3z. 3z Tz^, oder

- 2 2 96 r' 4 8 j — T 3 44' — T 3^2 — T ^>2 ^2. 44.2 __ 2. ... T

Da nun 3 T' -ß- L T4 — T Tz' — 16 r' ist (H 5), und von den ähnlichen Größen
dasselbe gilt, so ist



— 21!--- 96 — 8. 24 l-2 --- — 96 r-, also

2° -- 48 i-2. Folglich

e -s- ck u- --- c ck- -s- n Ick u d -si l) cd --- 16

d. i. die. Summe der Quadrate je zweier Gegen seile u des vollständigen

Vierecks u d o ck hat den konstanten Wert 16 d.
s 13.

Ist das Quadrupel n, 6, e, ck gebildet von einem Tripel rcchtwinkiger Tangentenpaare

unserer Kurve dz reell, so liegt stets ein Punkt etwa d innerhalb des von den drei Diagvnal-

Punkten des vollständigen Vierecks a. ck e ck gebildeten Dreiecks. Die Diagonalpunkte sind die

Scheitel 3, 3^, 5 der drei Paare, und da diese auf dem Kreise 1d liegen, so liegt ein Punkt k

des Quadrupels stets innerhalb des Kreises Id und damit innerhalb der Kurve (P, Die drei

anderen Punkte a, e, cl des Quadrupels liegen stets außerhalb des Kreises Id, da sie zum

Punkte d so liegen, daß ihre Verbindungslinien init b durch den Kreis Id halbiert werden.

Trägt man auf der Geraden k a. eine Strecke dz D» - 3^ dz ab, so ist Dz der Berührungs¬

punkt der Geraden b a. Da nun 0 dz ^ dz k ist, und ck innerhalb des Kreises 14' liegt,

so ist dz, Dz dz 0. d. i. der Berührungspunkt der Geraden a d liegt außerhalb des Dreiecks

neck; ebenso liegen die Berührungspunkte der Geraden e k, 6 ck außerhalb neck. Dagegen

liegen die Berührungspunkte der Geraden 0 n, e ck, n ck zwischen den Punkten e und n, e und ck,

n und ck. Denn da der Berührungspunkt der Geraden a n z. B. so liegt, daß d" r" ^ ? d"

ist, so ist d" r" < d" e oder n d"; ebenso ist dg Dg < dz e oder ck dz und d D d n

oder ck d. Also liegt z. B. n innerhalb des von den Bcrührungssehnen Dz D>, Dz D gebildeten

Winkels, und da a auch zwischen D., und d liegt, so muß u im Janern des Kurvendreiecks liegen.

Was von s. gilt, gilt auch von e und ck. Also liegen alle Quadrupel u, k, o, ck, deren Punkte

reell sind, innerhalb des Kurvendrciecks der dz. — Aber auch umgekehrt ist durch jeden innerhalb

dieses Kurvendreiecks liegenden Punkt ein reelles Quadrupel bestimmt. Denn durch jeden Punkt

ck innerhalb des Kurvendreiecks gehen drei reelle Tangente an die Kurve, wie aus folgendem sich

ergiebt. Liegt der Punkt ck auf einer der drei Geraden N 1D, N Vz, N >Vz (Fig. 4), etwa

auf U dz, so geht durch ck zunächst die Tangente III dz. Bewegt sich dann eine Tangente längs

des Kurvenzweigcs dz Vz, so wird diese Tangente nach und nach alle Punkte der Geraden

N dz treffen, also auch einmal durch ck gehen. Bewegt sich die Tangente dann weiter längs

des Kurvenzwciges Vz IVz, so wird sie die Strecke N dz in keinem Punkte treffen. Bei der

Bewegung längs des dritten Kurvenzweiges aber trifft die Tangente wieder nach und nach alle

Punkte der Strecke N dz, wird also nochmals durch ck gehen. Demnach gehen durch jeden Punkt

ck der Strecken ill dz, N Vz ÄI, >Vz, drei reelle Tangenten an die Kurve. Liegt der Punkt ck

auf keiner dieser drei Strecken, aber innerhalb des Kurvendreiecks, etwa in dem von N dz,

N Vz und dem Kurvenzweig dz Vz begrenzten Flächenstück, so können wir uns immer eine

Tangente 1 mit dem Berührungspunkte x denken, so daß ck innerhalb des von 1, N dz, N Vz

gebildeten Dreiecks liegt. Bewegt sich nun eine Tangente längs des Kurvenzweiges dz Vz von

dz bis x, so bestreicht dieselbe die Fläche des den Punkt ck enthaltenden Dreiecks, muß also

einmal durch ck gehen. Bewegt sich dann die Tangente weiter von x bis Vz, so bestreicht sie

dieselbe Dreiecksfläche, in der ck liegt, noch einmal. Also geht eine zweite Tangente durch ck.

Bewegt sich die Tangente dann von Vz über ^Vz nach dz, so bestreicht sie die ganze Dreiecks¬

fläche dz U Vz einmal, es muß also noch eine dritte Tangente durch ck gehen. Liegt ck auf der



Kurve selbst, etwa auf dem Zweige II- V>>, so gehen durch cl zunächst zwei aufeinanderfolgende
Taugeuten. Außerdem geht auch in diesem Falle eine dritte reelle Tangente durch cl. Denn
wenn sich eine Tangente längs der beiden Zweige Vz ^ llz der Kurve bewegt, so geht
sie nach und nach durch alle Punkte des KurvenzweigesHz Vz, also auch einmal durch cl. Wo
also auch der Punkt cl im Innern der Kurve liegen mag, stets gehen durch denselben drei reelle
Tangenten an die Kurve. Nennen wir dieselben A, B>, G, so wird durch diese und die zu diesen
rechtwinkligen Tangenten ein reelles vollständiges Viereck bestimmt.

s 14.
Liegt der gegebene Punkt cl außerhalb des KurvendreiecksII. Vz so geht durch

denselben nur eine reelle Tangente. Liegt nämlich cl auf den Verlängerungen von N Ilz, N V„,
U etwa auf N lP, so geht durch cl die Tangente U II,. Da alle anderen Tangenten,
soweit' sie N II« treffen, ihren Schnittpunktmit N llz innerhalb der Strecke N IP haben, so
kann keine durch cl gehen. Liegt cl in einem der drei Räume, in welche die Ebene durch die
drei Nückkehrtcmgenten N ll», N V., N ^2 geteilt wird, so wird, da jeder dieser Räume, so
weit er äußerhalb der Kurve liegt, nur von den Tangenten der beiden Kurvenzweige, die nicht
in diesem Räume liegen, einmal bestrichen wird, durch cl eine aber auch nur eine reelle Tangente
an die (P gehen. Die beiden anderen durch cl an die Kurve gehenden Tangenten sind imaginär.
Von dem Quadrupelu b e cl ist noch ein weiterer Punkt etwa e reell. Er liegt auf der reellen
durch cl gehenden Tangente so, daß cl l?g ^ ^ 0, wo ll'z der Mittelpunkt der durch cl gehenden
reellen Tangente ist. Dieser Punkt 0 liegt ebenfalls außerhalb des Kurvcndreiecks lP Vz ^V.,.
Denn da jede Tangente der (Ä die Kurve außer im Berührungspunkt in 2 Punkten und ^
trifft, und cl ^ ll'z e ist, so muß 0 ebensoweit über ^ hinausliegcnals cl über wenn
cl und c. auf der einen, 0 und auf der anderen Seite von liegen. 0 muß aber auch schon
deshalb außerhalb der Kurve liegen, weil 0 sonst ein reelles Quadrupel bestimmte, das vollständig
innerhalb des Kurvendreiecks läge, womit auch cl innerhalb desselben sich befinden müßte. Die¬
jenige Gerade, die mit cl e ein Paar bildet, ist ebenfalls reell; es ist die Gerade, die im Scheitel
3i der Geraden e cl senkrecht zu o cl ist. Dieselbe enthält die imaginären Quadrupelpunkte 0.
und d. Die beiden anderen Paare, die durch dies Quadrupel bestimmt sind, sind imaginär.
Von jedem dieser beiden Paare geht je eine Tangente durch 0 und ä; dieselben treffen sich in
den imaginären Punkten u und k.

s 15.
Denkt man sich um die Dreiecke u l> 0, u lz cl, u 0 cl, lz e cl des obigen Quadrupels

0. lz 0 cl Kreise mit den resp. Mittelpunkten d, 7, /?, « geschrieben,so sind die Radien aller
dieser Kreise gleich 2 r, wenn r der Radius des Grundkrciscs ist; denn der Kreis l^ geht
durch die Mitten der Seiten dieser 4 Dreiecke, sein Radius ist also die Hälfte des dem einzelnen
Dreieck umgeschriebenen Kreises.

Im Viereck c- /? 7 d (Fig. 6) ist, da 0 cl senkrecht ist zur gemeinschaftlichen Sehne d u
der Kreise um 7 und ü, 7 ck 0 cl; ebenso ist « 0. lz; 7 lz 0; « 7 j! g. e; « d' ; g. cl>

d ; p cl. Die Vierecke a lz c cl und « /? 7 ü sind also ähnlich und ähnlich gelegen; folglich
gehen die Verbindungslinienhomologer Ecken durch einen Punkt. Durch diesen Punkt gehen
auch die Verbindungslinien der Mitten homologer Seiten. Die Mitten der Seiten der Vierecke
sind die Mittelpunkte?, l?z, llV, ?z, ?4, l?5 der Fußpunktenlinien A, Az, B, Bz, G, Gz, und
zwar ist ? z. B. die Mitte von 0. cl, bst die Mitte von « -l. Allgemein sind die Mitten je



2 homologer Seiten der Vierecke g, k o cl und « /? 7 ö die Endpunkte eines Durchmessersdes
Kreises I^. Demnach gehen die Linien u «, ^ e 7, ä S alle durch den Mittelpunkt N des
Kreises 1(^. Da nun das Dreieck u N l? ^ « N Ih ist, so ist auch uN — U «. Ebenso
erkennt man, daß die Geraden k /?, e 7, ck S in N halbiert werden. Folglich sind die Vierecken:
0 cl 7 S, ad«/?, d 0 /? 7, e ck 7 S :c. Parallelogrammeund a d — « /?, a e — « 7,
u ck — « ck, d e 7, d cl — /? ch 06^7 F. Deshalb ist das Viereck u b 0 ä ^
« ,s 7 Die Geraden « /?, « 7, « S, /? 7, ^ S, 7 S werden beziehlich in den Punkten

li'g, ?4, l?, halbiert. Daher haben die den Dreiecken « /? 7, « /? ö, « 7 cl, /? 7 6
umgeschriebenen Kreise beziehlich die Punkte ck, 0, d, u zu Mittelpunkten, und der Radius dieser
Kreise ist, da I", 11, ... auf I(z liegen gleich 2 r. Die Gegenseiten des Vierecks « si 7 cl,
nämlich « cl, /? 7; « 7, ^ ö; « /?, 7 F sind zu einander rechtwinklig und haben den Schnitt auf dem
Kreise Ksi der ja für die Dreiecke « /? 7 w. der Feuerbachsche Kreis ist. Fassen wir die Geraden
« <l, /?7; « 7, /? ch « /?, 7 cl als rechtwinklige Tangentenpaarr einer neuen Kurve auf, so läßt sich

der Charakter dieser Kurve leicht angeben. Denn wenn wir die Geraden u ck, k e; a. 0, d ck; u d, 0 cl
unter sich fest verbunden denken und das vollständige Viereck u d 0 cl um 180° drehen, so deckt das
Viereck u k c ä das Viereck « /? 7 cl. Die Envelopve aller Geraden « cl, /? 7 :c. muß somit
eine der Kurve (lg gleiche Kurve Cz sein, die sich von der Kurve (lg nur dadurch unterscheidet,
daß sie gegen dieselbe um 180° gedreht erscheint. Den Kreis Ii? berührt die Kurve Cg in den
oben (Z 7) mit lsi, V-,, llsi sFig. 3) bezeichnetenPunkten. Die Kurve Cg ist die Enveloppe
der Axen derjenigen Parabeln, die dem Dreieck H l" eingeschrieben sind, wenn Dreieck Z I'
gleichfalls dem Kreise eingeschriebenist, aber gegen das Dreieck /I IZ (l um 180° gedreht
erscheint. — Alle reellen Quadrupel « ,<? 7 S liegen innerhalb der Kurve Cz. Enthält das
Quadrupel a, d o cl zwei imaginäre Punkte d und 0, so sind auch die Punkte /? und 7, also
die Mittelpunkteder den Dreiecken a e cl und u cl umgeschriebenen Kreise, und damit die
Kreise selbst imaginär. Dagegen sind die Punkte « und cl reell und somit auch die Kreise, die
den Dreiecken Kock und a k 0 umgeschrieben sind. Die Punkte « und cl müssen aber notwendig
zur Kurve Cg dieselbe Lage haben, wie die Punkte g. und li> zur Kurve (lg; sie liegen also in
diesem Falle außerhalb der Kurve Cg.

s 16.
Durch jedes der obigen Quadrupelu k eä geht ein Büschel gleichseitiger Hyperbeln,

deren Mittelpunkte alle auf L? liegend) Nehmen wir irgend einen Punkt 3 des Kreises l(° als
Mittelpunkt einer solchen gleichseitigen Hyperbel,die durch u, b, c, cl geht, und fassen das
System konjugierter Durchmesser dieser Hyperbel ins Auge. Dasselbe wird auf jeder Geraden
der Ebene, also auch auf u cl, eine Punkt-Jnvolulion hervorrufen. Die Doppelpunkte dieser
Punkt-Involutionwerden eingeschnitten durch die Doppelstrahlen der Durchmesser-Involution d. h.
durch die Asymptoten der Hyperbel. Sechs Paare konjugierter Durchmesser können wir sofort
angeben. Es sind die jedesmaligen Verbindungsliniendes Punktes 3 mit der Mitte der sechs
bekannten Sehnen der Hyperbelund die zu den Sehnen parallel gezogenen Durchmesser. Die
Asymptoten müssen mit jedcni Paar konjugierter Durchmesser vier harmonische Strahlen bilden,
müssen also u cl und jede andere Sehne so treffen, daß die Schnitte gleichweit vom Mittelpunkt
H der Sehne abstehen. Diese Eigenschaft hat das durch 3 gehende Paar rechtwinkligerFuß-

ch Steiner-Schroeter a. a. O. S. 232 u. 233; Steiner-Geiser a. a. O. S. 207; K. Dörholt a. a. O. S. 63.



punktenlinicn (Z 4). Also hat die durch 3, als Mittelpunkt, und u, 4, e, ä bestimmte gleichseitige

Hyperbel das durch 3 gehende Paar Fußpunktenlinien zu Asymptoten. Die verschiedenen Asymp¬

totenpaare des ganzen Büschels bestehen somit aus den gesamten Geraden A A, und sind Tangenten

unserer Kurve 4z. Jede Fußpunktenlinic A ist also eine Asymptote einer dem Dreieck u 4 e

umgeschriebenen gleichseitigen Hyperbel 44, welche notwendig durch den Höhenpunkt ck des Dreiecks

übe geht und den Scheitel 3 von A zum Mittelpunkt hat. Nimmt man insbesondere als

Grundpunkte eines Büschels gleichseitiger Hyperbeln die Ecken des Dreiecks ^ ich ich und dessen

Höhenpunkt 4P, so sind die Asymptoten aller dieser Hyperbeln Fußpunktenlinien für das Dreieck

^ 4P <ch. Folglich erhalten wir den Satz: Die Enveloppe der Asymptoten aller

einem Dreieck umgeschriebenen gleichseitigen Hyperbeln ist identisch mit der

Enveloppe der diesem Dreieck zugehörigen Fußpunktenlinien, ist also eine

besondere Kurve 3. Klasse 4. Ordnung.

Den sämtlichen Quadrupeln u 4 e cl ist eine Schar-Schar gleichseitiger Hyperbeln um¬

geschrieben. Jedes Paar Fußpunktenlinien ist Asymptotenpaar für je eine Hyperbel aus jedem

der einfach unendlich vielen Büscheln u 4 o ei. Wenn man sich also in Bezug auf jedes recht¬

winklige Paar Fußpunktenlinien A Ai die Schar gleichseitiger Hyperbeln denkt, die durch dieselben

als Asymptoten bestimmt ist, so erhält man dieselbe Schar-Schar. Je zwei dieser Hyperbeln

schneiden sich in irgend einem Quadrupel, also nur innerhalb unserer Kurve, wofern die Schnitte

alle reell sind. Berühren sich zwei Hyperbeln der Schar-Schar, indem etwa 2 Quadrupelpunkte

u, ck zusammenfallen, so berühren dieselben die Gerade u ci in ihrem Mittelpunkte 4, da ja, wie

oben gesehen, u und ä von 4 gleichen Abstand haben. Die Quadrupelpunkte u und ä fallen

aber nur dann zusammen, wenn der Scheitel des Paares B B^, das mit A LP das Quadrupel

bildet, auf einer Geraden des ersten Paares, etwa auf A liegt, so daß A in zwei zusammen¬

fallenden Punkten getroffen wird, d. h. wenn das Paar B Bi den Mittelpunkt der Geraden A

zum Scheitel hat. Tie beiden anderen Schnitte 4 und e der Geraden B Bi, mit Ai liegen

dann so, daß sie vom Mittelpunkt 4P der Geraden Ai gleichen Abstand haben, daß also 4P o

— 4 4P ist. Dann ist aber auch, da das Dreieck 4 4 e rechtwinklig ist, 4P 4 — e 4P —

4 4P — 2 r. Die Punkte 4, e liegen also so, daß sie vom Mittelpunkte 4P der Geraden Ai

den Abstand 2 r haben, d. h. sie liegen auf der Kurve 4 s und sind die Berührungspunkte der

Geraden B B,, deren Scheitel in 4 liegt (Z 5).

Durch ein beliebiges Quadrupel u 4 e cl ist ein Büschel gleichseitiger Hyperbeln bestimmt,

deren Asymptoten die rechtwinkligen Paare A Ai sind und deren Mittelpunkte auf 14 liegen

Ein bestimmter Kegelschnitt des Büschels geht durch einen Punkt, etwa eck, eines zweiten Quadrupels
eck ick ck ei. Diese Hypcrpel 44, die also durch die Punkte u, 4, e, ci und eck geht, hat einen

bestimmten Punkt des Kreises 14 zum Mittelpunkt und ein Paar Fußpunktenlinien, etwa 4,

zu Asymptoten. Das Quadrupel eck ick eck eck bestimmt gleichfalls ein Büschel Hyperbeln, deren

Mittelpunkte auf 15' liegen, und deren Asymptoten die Fnßpunktcnlinien-Paare A Ai sind. Eine

Hyperbel des letzten Büschels, etwa Iis hat den oben genannten Punkt «? des Kreises 15' zum

Mittelpunkt und das Paar 4 4i zu Asymptoten. Die beiden gleichseitigen Hyperbeln 41' und Iis

haben demnach den Mittelpunkt <?, die beiden Asymptoten 4 4^ und den Punkt eck gemeinsam,

sind also identisch. Also liegen die beiden Quadrupel u 4 o ei und eck 4' eck <ck auf derselben

Hyperbel 44. Wir finden allgemein, daß je 2 Quadrupel auf einer und derselben Hyperbel liegen.

Liegt insbesondere der Punkt eck auf einer Geraden des Paares 4 4^, so geht die Hyperbel 44
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in ein Linienpaar st stz über. In diesem Falle also liegen die Quadrupel u d e cl und gl iL cl ei'

in demselben Paar st st^.

Wenn irgend zwei gleichseitige Hyperbeln der obigen Schar-Schar, deren Asymptoten

2 Paar Fußpunktenlinien G Gi und G' Gst sind, sich berühren, so liegt dieser Berührungspunkt

auf dem Kreise st?, wie wir im Anfange dieses Z gesehen haben. Schneiden sich die Asymptoten

G Gi und G' G'i dieser beiden Hyperbel in a, b, c, d, so liegen die Mitten dieser Strecken

a c und d b, a b und d b, die auf den Asymptoten der einen Hyperbel durch die Asymptoten

der anderen Hyperbel begrenzt werden, sowie die Mittelpunkte S und Si der Hyperbeln ans dem

Kreise stst Sind also in einer Ebene zwei rechte Winkel gegeben und sollen

zwei Hycherbeln die Schenkel derselben zu Asymptoten haben, und einander

berühren, so ist der Ort der Berühr ungsp unke ein bestimmter Kreis st?, der

durch die Scheitel der Winkel und die Mitten der Strecken geht, welche auf

den Schenkeln jedes Winkels durch die Schenkel des anderen Winkels be¬

grenzt werden.

s 17.

Fällt man aus den Quadrupelpunkten u, d, e, ck auf die Geraden eines Paares C C,

die Senkrechten (Fig. 6), so ist, wenn man die von u auf C und Ci gefällten Lote x und 7

nennt, den Winkel (A, C) oder (Ast, lst) mit e/, bezeichnet, und u^, d^, c^, est die Schnitte von

C C; mit A Ast sind, x — u Ui sin ^ est u cos <^. Bezeichnet man mit xy x",

x'", 7'" beziehlich die Lote von b, 0, cl auf C und C^, so ist:

x' — d c^ cos </>, 5' — d d^ sin x" — c^ e cos P, 7" ^ c sin c/>-

x"' — u^ et sin P, — ck est cos P; folglich

x. z? — n o.;. est u sin cos P; x'. — d d>. d 0i sin e/>. cos

x". um Cz 0. di e sin cos P, x"ü — cli et. cl Uz sin e^>. cos -x.

Nun ist u Uz — äi et, u eli um Ui c! d dz " ci e, d ci um dz 0 (Z 4);

folglich x. ^ um x'". x"! und xü — x".

Bezeichnet man den Winkel (B, C) oder (3st, Est mit ip und die Schnitte von C, C,

mit B und Bi mit Uz, dz, 0z, est, so ist:

X mu u Uz sin ^ mu u ctg. cos ip; x" — g,z d sin ip, ^ um est d cos

x" — 0 ez cos >p, mm dz c sin 'p; x'" um et Lz cos ip, 7'" — dz et sin ip.

Folglich: x. x um u Uz. u clz. sin ist cos st, xl zl — Uz d. clz d sin st. cos st,

x". zc" mm c Lz. dz c sin st^ cos st, x'". mu cl Lz. dz cl. sin st cos st.

Und da u Uz um clz k, u est — Uz d, c 0z um dz cl, c dz mm ez cl ist, so ist

X. ^ um xl zc' und x". 7" mm x'".

Also ist auch x. 5 — xl zc' — x". 7" mm x'". 7'" d. h. die Rechtecke, unter den je

zwei Perpendikeln, welche aus den Punkten eines Quadrupels auf ein beliebiges Paar gefällt

werden, haben jedesmal unter sich gleichen Inhalt.

§ 18.

Ist A irgend eine Fußpunktenlinie, also eine Tangente unserer Kurve (lz mit dem

Mittelpunkte ? (Fig. 7), dem Scheitel 3, und ist G Gi irgend ein Paar Fußpunktenlinien mit

dem Scheitel 3^, und werden G und Gi von A in 1 und st geschnitten, so ist, wenn man noch

3i st zieht, st 3i ---- st st (Z 4); folglich 4: st st 3z — st 3i st. Zieht man noch durch 3^
zu A die Parallele U (), so ist weiter st 3z -- 3^ <) — st 3; d. i. der Winkel ? 3i ()



ist durch G halbiert. Hat man also irgend eine Fußpunktenlinie A, so findet man ein Paar
rechtwinkligerTangenten der Kurve dch indem man irgend einen Punkt 3, des Kreises mit
dem Mittelpunkt d der Geraden A verbindet, durch 8. zu A die Parallele d kl zieht und die
von den Geraden 3. d und d d gebildeten Winkel halbiert. Trifft die Halbierungslinie des
Winkels d 3i d den Kreis II? zum zweiten Mal in Ich, so ist 8z eine Gerade G und die
Senkrechte in 3i zu 3i ich die mit 3i di ein Paar bildende Gerade G,. Nimmt man auf Id
einen weiteren Punkt 3z, verbindet denselben mit d und zieht durch 3z zu 8 d die Parallele
3g x, so bilden die Halbierungslinien der von 3z x und 3z d gebildeten Winkel gleichfalls ein
Paar EL Gch rechtwinkligerTangenten der Kurve ds. Verbindetman einen weiteren Punkt 3z
des Kreises 1^ mit d und zieht durch 3z zu 3 d die Parallele 3z ^ und halbiert die von 3z ^
und 3g d gebildeten Winkel, so erhält man ein drittes Paar rechtwinkligerTangenten G" G"i
der dz u. s. w. - Zieht man d x j Ich 3^, so ist mit Berücksichtigung des Vorzeichens

3 ? -- ? 3^, und 3i ? — ? Ich; folglich
3 3i — 3 X -ff 6 dl -ff 3i ^ 3i -ff 3i d -ff di 3i 2 3^^ also

?^3z -ff 3^d 3 ? oder di d ^ 8 x, somit 8 lch ^ — 2 d d,.
Treffen die Halbierungsliniender Winkel d 3z x und d 3g den Kreis zum

zweiten Mal beziehlich in Ich Midlich, so ist auch 3 3z — 3 3^ -ff 3, 3z — -- 2 (d d^ -ff d^ Ich)
- - — 2?dz und 8^3z ^ 2 (ddz u. s. w. Wenn man also die Punkte 3 und d in entgegen¬
gesetzten Richtungen auf Id sich bewegen läßt, so daß stets 3 3^ — — 2 d Ich ist, so liefern
alle Verbindungslinien Ich 3^ Tangenten unserer Kurve dg. Die erste Sehne 3 d war eine
beliebige Gerade A, deren Richtung nur abhängt von der Lage des dem Kreise Id eingeschriebenen
Dreiecks ch d d. Nehmen wir das Dreieck d d im Kreise Id beliebig, so wird die Lage
der Sehne d 3 beliebig. Wenn man also zwei beliebige Radien N 3 und lVI d
eines Kreises Id sich um den Mittelpunkt N so bewegen läßt, daß die von
dem einen N 3 bestrichenen Flächen stets doppelt so groß sind als die von
dem anderen N d bestrichenen, so ist die Enveloppe der durch die Endpunkte
der Radien gelegten Geraden eine Kurve dritter Klasse vierter Ordnung.

Die Richtung der im Ansang des Z erwähnten Geraden A ist willkürlich. Somit erhält
man auch das System der Geraden G Gi in folgender Weise. Man nimmt auf dem Kreise Id
einen beliebigen Punkt d und daneben eine Gerade ep Werden dann aus jedem Punkte 3 des
Kreises Id zwei unbegrenzte Geraden gezogen, die eine durch d, die andere parallel cz und die
entstehendenNebenwinkel halbiert, so bilden alle diese Halbierungslinien-PaareG Gi ein dem
früheren gleiches System und umhüllen eine Kurve dz.

Nimmt man als Gerade ci irgend eine Sehne 3g 3^ (Fig. 8) und den Punkt 3g als
festen Punkte (den wir oben d genannt haben) und konstruiert in allen Punkten 3 des Kreises
Id die Halbierungsliniender Winkel, die entstehen, wenn man 3 mit 3g verbindet und durch
3 zu 3g 3i die Paralle zieht, so erhält man nach Obigem ein System von Geraden G Gi, die
eine Kurve dg umhüllen. Zieht man von 3g den Durchmesser 3g N und von das Lot 8^ 3z
auf 3« N, dann durch 3z zu 3g 3i die Parallele 3z x und verbindet 3z mit 3g, so ist -Hc 3^ 3z x

3z 3i 3g 3g 3z 3i, d. h. die Sehne 8^ 3z halbiert den Winkel 3g 8z x, ist also eine
eine der Geraden G. Das Lot in 3z zu 3z 3^ ist ebenfalls eine Gerade G; sie bildet mit 3i 3z
ein Paar. Zieht nian weiter den Durchmesser 3i N und von bsi N die Senkrechte 3z 3z, so ist,
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wenn man noch durch 3z zu 3z 3g die Parallele 3z 7 zieht und 3z mit 3g verbindet, der Winkel
3g 3z 7 durch 3» 3z halbiert. Denn es ist der Bogen 8^3z 3^3z ^ 2 3^3» ^ 2 ^ - folglich x"3z
— ^ 3g 8i — 3z x 3,z 7 — 3g 3z, somit 4: 3g 3z 3z " 3z 3z 7. Also ist 3z 3z (sowie das Lot in
3z zu 3z 3z) eine der oben genannten Geraden G. Zieht man dann weiter 3z N und 3z 3z U. N 8z
und durch 8z die Parallele 3 z 2 zu 3g 3z, so ist, wenn man noch 3g 3z zieht, der Winkel ? 3z 3g
oder dessen Nebenwinkel) durch 3z 8z halbiert. Fällt wie in der Figur die Linie 3g 3z so, daß erst
ihre Verlängerung in dem Winkel 3g 8z 2! (oder dessen Nebenwinkel) liegt, so ziehe man zum
Beweise 8z 3'g, wenn 3'z der Gegenpunkt von 8z im Kreise ist, und bezeichne mit 3'g 3'z 3'z...
die zweiten Endpunkte der Durchmesser 8g N, 8z N, 8z N... Dann ist:
3z 8z — 3z^3z — 2 ?r r — 2. 8^3z — 2 r —- 4 8^3z; ferner 3^3g — ^ r — 8^3z
— -r r — 3 8g 81, und 2 3g — 2 x — 8g x ^ 3z 3 z — 2 8^3z ^ 2 r — 6 3^3z.
Folglich ist 3'z 8g — ^ 2 3g, und daher 4: 3g 3z 3'g — 3'g 3z 2. Also ist auch 3z 3z, die
zu 3z 3'z senkrecht ist, eine Gerade G. Zieht man weiter von 3z das Lot 3z 3z zu 3z N,
durch 3z zu 3g 8z die Parallele 3z rr und verbindet 3z mit 8g, so halbiert 3z 3z den Winkel
3g 3z n, ist somit auch eine Gerade G. Es ist nämlich 3^8'g — 3^3z, 2^8'z
folglich 8^2 ^ 8^u — 3^3z.

In ähnlicher Weise läßt sich zeigen, daß auch die Senkrechte 3z 3« zu 3z N eine
Gerade G ist u. s. w. Wenn man also in einem Kreise eine beliebige Sehne
3g 3z zieht, sodann aus 3z die zweite Sehne 3z 3z senkrecht auf den dnrch 3«
gehenden Durchmesser, ferner aus 3z die dritte Sehne 8z 3g senkrecht zu dem
durch 3z gehenden Durchmesser und so durch jeden neuen Punkt diejenige
Sehne, welche zu dem durch den vorhergehenden Punkt gezogenen Durch¬
messer senkrecht ist, so sind alle diese Sehnen Tangenten einer undderselben
Kurve ^g. — Ist der Bogen 3g 3z mit der Kreisperipherie inkommensurabel,so wird niemals
ein Punkt 3^ mit einem vorhergehendenPunkt 3z, zusammenfallen. Bezeichnen wir nämlich den
Bogen 3g 3z mit s, so ist unter Berücksichtigungdes Vorzeichens und eventuell bei mehrfacher
Umlaufung des Kreises 3« 3. ^ s, 3z 3z ^ — 2. s, 8z 8g ^ (— 2)-. ^ 8g ^ (__ 2)» s
— 85 z3^ — (— 2)° ^ 's. Die Summe ^ der Bogen 8g 8z -s- 8z 8z -s- 8z 8g -s.... 8„ zZ^

ist ^ ^s. Ist s mit der Kreisperipherie inkommensurabel, so ist auch ^ ^ Z

mit 2 ?r r inkommensurabel. Es kann demnach niemals 8^ mit 8g zusammenfallen. Aber auch
mit keinem anderen Punkte 8z. fällt in diesem Falle 8^ zusammen. Denn sonst müßte 8g 8z -s-

/ 1
81 Kz -s.... 8^ — z8^ — -U___ . g vermindert um 8g 8z -s- 8z 82 -s- . . . 8z, z Zz.

^ ^^ s mit 2 ?r r kommensurabel sein. Es ist aber ^ ^ ^ s — ^ ^ - s^ — 3 — 3
(— 2)^ — (— 2)v

— Z „„t 2 r inkommensurabel, wenn Z mit 2 r inkommensurabel.

Wenn also 8g 8z — g mit der Kreislinie nicht kommensurabel ist, so wird die obige Sehnenreihe
unbegrenzt. Wird in ihrem zweiten Endpunkte ans jeder Sehne die Senkrechte errichtet, so berühren
auch diese Senkrechten alle dieselbe Kurve Lg und bilden mit den Sehnen die oftmals genannten
Paare G Gz.
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s 19.
Ist der Bogen >?g ^ ^ s mit der Kreisperipheric kommensurabel,ist etwa s ^ 2 ?r r,

wo 1 und relative Pricmzahlen sind, so schließt sich die Reihe der Sehnen, und es entsteht
im allgemeinen ein geschlossenes Polygon. Es ist nämlich nach Z 18 der Bogen ^
(— 2)° — (— 2)v 1 (— 2)" — (— 2)v l cc c -

^^ — s - ^ ^ . 2 r. Wie nun auch ^ beschaffenfem
mag, immer giebt es zwei Zahlen n und x von solcher Beschaffenheit, daß der Ausdruck

- - ^ ein Vielfaches von ^ ist, woraus folgt, daß es stets zwei Punkte ^ und
giebt, für welche der Bogen ^ ein Vielfaches von 2 ?r r ist, so daß der Punkt mit ^

/

zusammenfällt, sich also die Sehncnreiheschließt. Daß der Ausdruck - ^ - ein

Vielfaches von 5-, oder daß - -——— eine ganze Zahl ist (bei passender Wahl von n
und x), ergiebt sich aus folgendem.

Es ist ^ ^ (— 2)» wo ^ 0, 1, 2, 3 ... und ^ ungrade ist.
— 3 5« — 3. (2)--- ^
s— 2)v

Da ^^is eine ganze Zahl ist, wofern x > ist, so bleibt zu untersuchen, ob

1 ^ ? oder wenn wir abkürzendn — p — in setzen, ob -—9^^
Zahl ist bei ungradem Die Zahl ^ kann dann sein I. eine Priemzahl, II. ein Produkt
zweier oder mehrerer Priemzahlen, III. eine Potenz einer Priemzahl, IV. ein Produkt von
Potenzen mehrerer Priemzahlen. Da die Zahl 3 bei der folgenden Untersuchung eine besondere
Eigentümlichkeit zeigt, so setzen wir voraus, daß in den Fällen I—IV unter den Faktoren von
A keine Potenz von 3 vorkommt. Es bleiben uns dann noch zu untersuchen die beiden weiteren
Fälle, in denen V. ^ eine Potenz von 3 ist, und VI. unter den Faktoren von ^ eine Potenz von
3 vorkommt.

l. Ist ^ eine Priemzahl (ausgenommen die Zahl 3), so ist -—1— eine ganze Zahl,
/ 2)^-^1 2^ ^1

wenn in ^ - 1 ist. Denn es ist, da ^ — 1 eine gerade Zahl ist, 1— ^ ff, .

Nun ist 2 1 stets teilbar durch 3, denn es ist (2 1) : (2 ff- 1) 2 2 2 " ff"...
-ff 2 — 1. Also ist 2 " ffff 1 durch 3 Z teilbar, wenn auch 2 ^ ff ^ 1 durch ^ teilbar ist.

Nun ist: (1 -ff 1)^ — 2 -- 1 -ff ^ ff- ^ ^ ^ 1 ^ ^3 ff- .... ^ ff- 1 — 2
2-?(?-1) 2/.(?-1)(^-2)^ 2 / -ff —ff- ff - - - -

> 2 ^ (^ - 1) (^ - 2) (^ - 3) . . . . (^ - ^).
1.2.3.4.."..
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Die Quotienten ^ u> s. w, sind ganze Zahlen, da die einzelnen

Summanden der Reihe ganze Zahlen sind und in Nenner der Priemfaktor /l nicht vorkommt.

Auch sind die einzelnen Summanden durch 2 teilbar, daher ist die ganze Summe durch 2 7i
2 2 2 2 — i i

teilbar; also ist: oder - — eine ganze Zahl, Die Zahl 2 1 ist demnach sowohl

durch 3 als durch teilbar, folglich muß dieselbe auch durch 3 ^ teilbar sein,

II. Ist ein Produkt aus zwei oder mehreren Priemfaktoren etwa ^ r. h, wo r

2) (r - i) w i 2 ^ - i> c-i 1

und cj Priemzahlen sind und r q ist, dann ist - -— ^ ^ —eine

ganze Zahl.
/2 i ^ lX ^

Nach I, ist ,, eine ganze Zahl, folglich ist auch ^ st eine ganze Zahl.

Nun ist (2 1)S ^ 2 »la- ls Z.2 S(-I - l) -s- 3. 2 ta - z 1 ^2 (2 S(a- ZI)- 3.'2a-st2 a-Z1);

und da (2 a -Z i)s und 3. 2. a ^ r s2 I "Z i) durch 3 ci teilbar ist, so ist auch (2 2^-« i) durch

3 ci teilbar. Ferner ist (2 -> -Z 1)° ^ 2 s <1 - Z 5.2 ^ « -s-10. 2 »l» -Z 10.2 2 <-l - v st. 5^ 2""' I

^(2 1) —5.2->"'.(2 »<a - ni)-s.io.2- " "(2' "ZI),

und da sowohl (2 «"Z 1)° als auch 5. 2 « " 1 (2 ^ c« ^ v 1) und 10. 2 2 c->-y ^2 a -st 1)

durch 3 cj teilbar sind, so muß auch (2 sc«-st 1) durch 3 <; teilbar sein. Allgemein ist, wenn

u ungerade ist,

(2 « " 1 1)" — 2 " - Y —u,2<" - v <-- - « ->-u a» - « c, ^ ^ ^ -w
I. 2

(u — 3) (ci — 1)

u (u — I, (n — s> c) , y 2 ^ — 1) -1 — 1 1
l, s. s ! ' - - -,2 ^ ^ u, ^ ^ I

— ^2 u c-i - r) 1)-. u. 2 "l " 1 (2 " 2) (-1 -1) 1)

^ u (ll — 1) ^ s (q — I) ^ tu — !>) ty — ^ ^)

u (n — 1) (n — L) .... tu — - st
I S 1 x, u - 1 (-1 - I) a - ^ w

III I. S, g.. . u — 1 ^ S V

Da (2 'i "st 1)" durch 3 <z teilbar ist, so muß auch die Differenz (2 u l-i -st i) durch 3 ^

teilbar sein, wenn die ähnlichen Differenzen von der Form (2 (" - 2) m -st ist ^2 ^ c-> -st i)

durch 3 ej teilbar sind. Nun ist (2 ° (a -st 1), (2 »<a -st 1Z 2 ^ -st 1) durch 3 cj teilbar, wie

oben geschehen, also ist auch (2 ? <1 -st i)^ (2 " m - i> 1) (2 »(-- -st i) ^ ungerade) durch

3 cj teilbar. Es ist aber auch, da (2 2 ca -st i) — (2 a -st 1) (2 a "st 1), und (2 a - ZI)

durch 3 ci teilbar ist, (2 2 (-1 - st i) durch 3 cj teilbar. Ebenso ist 2 Z <a - y - st2 2'w -st 1) (2 2 01 - >>i)

und allgemein (2 2 v <1 - st 1) — st2 ^ <a - 0 Ist (2 ^ ^ i) durch 3 teilbar. Also ist über-

2 v <-1— i) ^

Haupt n— eine ganze Zahl, welchen ganzzahligen Wert auch rv habe. Ebenso ist,
3 cj

wenn r eine Priemzahl ist, (2 ^ " st 1) durch 3 r teilbar. Folglich ist auch — ^ ^ -—

eine ganze Zahl, da der Zähler dieses Bruches durch jeden der drei Priemfaktoren des Nenners



teilbar ist. Allgemein ergiebt sich, daß, wenn ^ aus den unter einander verschiedenen Priem-
faktoren a, b, o, cl... besteht, die Zahl (2 ^ - y <v - 0 - Y (- - Y-. 1) durch 3 ? teilbar ist.

III. Ist ^ eine Potenz einer Priemzahl (3 ausgenommen) etwa ? — X?, so ist nach
II (2 ^ ^ V 1) teilbar durch 3 IL und ebenso jede Größe von der Form (2 w (x - ^ 1). Folglich
ist (2 T ^ I. 1)^ teilbar durch 3 X^ und durch jede Größe von der Form 3 IL", wenn X IL
ist. Nun ist (2 2^ " (ü-y ^ («i - n 2 - i)

^ c-: - ^ _ 2 - ^ IL 2 5 _ 1. (2 ^ . I) — IL. 2. 5

/.z(x-s)(ü-i) i^i: m - i) Z s(x-i) Z iü - ti (x-i) II— . ist ^ » -
^ ^ ^ ^ 1. 2. 3 ... ^ ^ ^

In dieser Reihe ist vom 2. Gliede an jeder Summand durch 3 X^ teilbar, folglich muß
auch, da die ganze Summe durch 3 X^ teilbar ist, (2 ^ m - v i) durch 3 X^ teilbar sein.
Es ist auch (2 - n ^ i)z durch 3 X^ teilbar, und da (2 ^ n- - » _ ys — 2 - n <x - 1, ^
Z 2 2 m - v Z. 2 z: a: - I, . 1 ^ (2 s ü N! - 1 ^ 1) — 3.2 (2 ^ ^ _ 1) ist, so muß
auch (2 2 k - 1) durch 3 X" teilbar sein. In derselben Weise wie unter II findet man,
daß auch (25^n:-i>^i) und allgemein ^2 " ^ ^ ^ ^ ^ I) durch 3 X^ teilbar ist (co gerade
oder ungerade).

Nun ist weiter
/2 x (x - 1) 11 ic — 2 ^ ^ D _ X. 2 ^ ^ ^ 1) 4. ^ ^ — 1) 2 ^ ^ D — 2)

1. 2

X (x — 1) (i! — S) yx (x — 1) (x — 3i x (x — I) y 2x(x—1) ^ y x (x — 1) .1727^ ^ 172^
^ ^2 ^ ^ ^ ^ _ 1) — X. 2 ^ lic - Y. (2 ^ ^ ^ (6 - 2) . i)

^ x (x — 1) 2 2 x (x — 1). ^ 6 (k 1) (L ^ >4, . ^ 4.

X (X — 1) (X — 2) ... — (x — X (X — 1) ^ sst 1 X (X — 1)
1. 2. 3. . . . X — 1 ^2 ^ . (2 - 1).

2
Vom 2. anfangend ist jeder Summand dieser Summe durch 3 X^ teilbar, also ist auch,

da die ganze Summe durch 3 X^ teilbar ist, (2 ^ ^ ^ _ 1) durch 3 IV teilbar. Durch
x —1

eine ähnliche Verallgemeinerung wie unter II findet man, daß (2 ^ i) durch 3 IL? teilbar,

2 ^ 1 . ^
also ^ ^ ^ eme ganze Zahl :st.

IV. Ist ein Produkt von Potenzen mehrerer Priemzahlen, etwa !? — uv. d^. 0". ä" ...

ja, d, e, cl Priemzahlen,) so ist die Zahl (2" '' 6. 1) durch 3 ^
? — 1

teilbar. Denn da (2» 1) durch 3 g. p teilbar ist, so ist auch jede Zahl von der Form
x —1

(2 Ii durch 3 n v teilbar, was sich in derselben Weise zeigen läßt, wie wir unter
II gezeigt haben, daß s2"(<i-l)^ 1) durch 3 ci teilbar ist. Folglich muß, da ähnliches von den

übrigen Potenzen gilt, die Zahl (2^ <->-01- ci>-i> ° <°-ya <ä-n..,^ i) durch 3 X —
3 s/L d'l e/. ... teilbar sein, da sie durch jeden dieser Faktoren teilbar ist.
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V. Ist Z eine Potenz von 3, oder kommt unter den Faktoren, in welche man ^ zerlegen

kann, eine Potenz von 3 vor, so ist unsere bisherige Folgerung nicht zutreffend. Denn wenn

auch eine Zahl von der Form (— 2)" ^ 1 sowohl durch 3 als durch ^ — 3^ teilbar ist, so ist damit

noch nicht gesagt, daß diese Zahl auch durch 3 ^ teilbar ist. — Ist ^ — 3, so erkennt man leicht'
s 2l 2

daß der Ausdruck —^ eine ganze Zahl ist; ebenso ist, wenn Z — 3° — 9 ist,

(— 2) ° _ 1 — 513

Z g — —27— ^ eine ganze Zahl. Wir dürfen vermuten, daß allgemein,

wenn ^ — 3^ ist, ^—44^ — — , oder ^ ^ ^ eine ganze Zahl ist. Es ist:

22^.1 2^,1 i
NI— — I — 2 — 1 — — 3 5> 2 , > 5> » e> ! 1>

3^ (2-ff1)2 2 ^ _/-j-I).

Da 2 — 3^ vorausgesetzt ist, so lassen sich die Glieder in der Klammer der rechten

Seite dieser Gleichung zu je dreien zusammenfassen und man erhält:
2 ^ -ffi i

(2 -ff 1) 2 ^ ^ (1^2-ff 2Y (1 — 2° ff-2« —2° 4-2" .... ^ 2 - - ° 4 2 ^°).

In der 2. Klammer der rechten Seite der Gleichung sind noch 3 ^ ^ Glieder; die¬

selben lassen sich abermals zu je dreien anordnen und man kann schreiben

(2-ff1)2 -t- ^ (1 2 -ff 2Y (1 — 2° -ff 2°) (1 — 2° 4- 2" _ ^ ff_ .... ff. 2 2 - »)

In gleicher Weise ergiebt sich:

(1 - 2 4 22) (1 ^ 2° ff- 22.°) (1 - 2°'4 224 (1 - 2°'ff- 22-°) ...

(1 _ 2'^ 42^")-

1 — 2 4 2° ^ 2 (2 4 1) - (22 - 1).

1 — 2° 4 2°-° 2.° (2° 4 1) — (2^ — 1)

1 — 2°" 4 22-° ^ 2°" (2°° 4 1) - (2 1 . 1)^

Nun ist:

K-I „U-I x-1

1 — 2' ff-2'-" -2' (2' 41) — (2° ^_1).
Also ist: ^ ^ ^ ^ ^

(44ff^ ^ (2 > 1) - (2' - 1)^ fi° (2° ^ 1) - (2^ _ 1)^ fi°'(24 1) - (2°'> ' _ 1)^

s2'. (2' 41)-(2' ^'-.1)^.

Jede Größe von der Form ^2-> (2e 4 1) (2» ^ ^ 1)^ ist, da die einzelnen Summanden

durch 3 teilbar sind (wie oben gesehen), durch 3 teilbar. Da wir X solche Faktoren haben, so

ist das ganze Produkt durch 3" teilbar. Also ist, wenn ^ eine Potenz von 3 ist —

^ Zahl. — Die Zahl (2" -ff 1) ist durch keine höhere Potenz von 3

teilbar. Denn jeder Summand von der Form (2^ 1 ^ i) enthält den Faktor 3 nur einmal.
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Es ist nämlich: (2^ -1 ^ 1) : (2 -j- 1) — 2-^ 2-^ ^ -j- 2»^ ^ - - - - — 2^ -s- 2 — 1,

^ l- 2)'"_ 1 ^ . Z 2^ ^
^—3 3

p x»

Nun ist ^ ^ eine ganze Zahl, also ist (2 ^ 1) nicht mehr durch 3 teilbar

Demnach ist (2^ -s- 1) ^ (2^ -j- 1) die kleinste Zahl, die durch 3 ^ ^ 3^ ^ ^ teilbar ist.

VI. Kommt unter den Faktoren von ^ eine Potenz von 3 vor, ist etwa ^ — 3". u?. u«. o''...,

so erkennt man auf folgende Weise, daß die Zahl
V Zv v —I <1— 1 r —1 ^ Sv p—1 —1 i — 1

m 2^ '» c-1-1) d (I- -1) ° -1)-' - — 1 2 ^ ^ (b -1) ° <° -1)' " - 1

durch 3 ^ teilbar ist. Nach IV ist die Zahl ^2 ^ ^ (>>-i, -- (°-D ---- i^wilbar durch

3av b« o^ ..., oder wenn man abkürzend a ? - ^g. — 1) d« ^ ^ (b — 1) ^ (o — 1).. — >v

setzt, so ist (2« _ I) durch 3 a? o"... teilbar. Nun ist

(2" . 1)° ^ (2^ _ 1) — 3.2"' (2" _ 1),

(2'" _ 1)- (2^ . I) — 5.2"" (2^ . 1) Z- 10. 2-" (2'" _ 1),

(2'" ^ 1)^ ^ (2^ _ 1) — 7.2« (Zs« _ 1) -s- 21. 2^« (2»« - 1) — 35. 2^« (2« . 1),

V »Q 1 (A H1) IV 'V (2 n — I) V? 12 n -p- II 2 n

(2-1) ^(2 -1)-(2n-s-1).2.(2 -1)-s- ^ 1^2

-.v c.°-s,iv ^ (2n^1). 2n. (2n-1)....(2n->-1-(n--1) «

^ l2 -1) 21 1. 2. 3.... ^ ^

Da (2« ^ I) durch 3 u". b». o"... teilbar ist und ebenso (2« _ 1) ^ " -ü i, so muß auch

der Reihe nach'(2--« ^ 1), (2°« _ I), (2"« .. 1) (2 -1 i) ^rch 3 s.v. b>i. o'. teilbar

sein. Weiter ist (2 " » > i) " _ 1) — (2 ° ^ 1) (2 1) durch 3 u->. di. e"..

teilbar, da der 2. Faktor durch diese Zahl teilbar ist. Also ist allgemein (2 _ 1) —

»>.->, (a —1) b (d —1>V (° —1)...^ ^ teilbar durch 3 Up. bi. o^

In ganz gleicher Weise zeigt sich, daß für jeden ganzzahligen Werth für m die Zahl

(2 ^ 1) durch 3. 3" teilbar ist. Folglich ist die Zahl s2^-^ ^-yd (>--i, °

sowohl durch 3. 3" als durch 3. uv. di. e".. teilbar, deshalb ist sie auch durch 3.3 . uv. b^. o" teilbar.

Wie demnach auch die Zahlbeschaffen sein mag, es giebt stets 2 Zahlen n und x>

von der Beschaffenheit, daß ^eine ganze Zahl ist.

s 20.

Wenn der Bogen 3, — s mit der Peripherie des Kreises I^ kommensurabel ist,

etwa s — — 2 ?r r (1 und relativ priem), so schließt sich die gemäß Z 18 im Kreise 1(2

gezogene Reihe Sehnen, und es entsteht im allgemeinen ein geschlossenes Polygon. Es fällt

nämlich einmal ein Punkt 3p mit einem vorhergehenden 3p zusammen, da der Bogen 8» 3p —



^^ — 2 ?r r bei passender Wahl von ir und p ein Vielfaches von 2 ?r r ist— 3
(Z 19). Wird für ein bestimmtesn bei gegebenem ^ die Zahl p — o, so fällt der Punkt 3^
mit dem Anfangspunkt 3g zusammend. h. die Sehnenreihe kehrt zum Anfangspunkt zurück. Es
ist dies jedoch keineswegs immer der Fall; es kann x auch den Wert 1, 2, 3, 4... haben.
Dann fällt der Punkt 3^ resp. mit dem 1., 2., 3., 4... Endpunkt zusanimen. Ist x - o, so ist

— 3 (2-s-1) —2 — 1 ^ ^ ^ ^ ^
/ p . s— 2) " ^ v i

stets ungerade. Ist dagegen p > o, so ist - ^ ^ — (— 2)? —
stets eine gerade Zahl. Da nun eine ungerade Zahl niemals durch eine gerade teilbar ist, so
kann x> niemals Null sein, wenn /t eine gerade Zahl ist. Also kehrt die Sehnenreihe niemals
zum Anfangspunkt zurück, wenn /i eine gerade Zahl ist. Es kann die Sehnenreihe nur dann
zum Anfangspunkt zurückkehren, wenn ungerade ist. Dann kehrt sie aber auch immer zum

2)° (^ 2)->
Anfangspunktzurück. Denn nehmen wir an, daß für ein ungerades die Zahl ^
als ganze Zahl erkannt ist, so muß der nie mit dem pten Punkt zusammenfallen.Da aber

^ ^ ^ — (—- 2)p ^ ^ ^ ^ und (— 2)v durch 3 ^ nicht teilbar ist, so muß^ ^ ^ O ^
/ 2^ n — p ^
- ^ ^ " eine ganze Zahl sein, d. h. es fällt vorher schon der (ir —p)te Punkt mit

dem Anfangspunkt zusammen. — Ist der zur Anfangssehne gehörende Bogen 3g 3^ ^ s —

—. 2 r, so ist der Bogen 8^3z — 2 s, der Bogen 3g 3z — — s, 8g 3z ^

^ ^ ^ ^ s 3 s, 3g 3, ^ s ^ - 5 s, 3« 3z ^ ^ ^ s 11 s
u. s. w. Die Punkte 3^, 8z, 8z... stehen also um ein Vielfaches von s von Punkt 3g entfernt
auf dem Kreisumfange;sie sind also die Endpunkteeines regelmäßigen Vielecks (^-ecks) im
Kreise und die Sehnen sind die Seiten verschiedener Ordnung (Seiten und Diagonalen) des
,'t-ecks (Fig. 9). Die Zahl 1 ist dabei ohne Einfluß auf die Beschaffenheit des Polygons. Nimmt

man nämlich als Bogen der ersten Sehne stets den kleineren, so ist 1 Und denkt man sich

für ein beliebiges ,» das Polygon konstruiert für 1 ^ 1, so erhält man eine Reihe von Sehnen,
deren zugehörige Bogen 2 bis 1 mal so groß sind als der Bogen, der zur Anfangssehne gehört.

1 2 3
Hat der Bogen der Anfangssehnenicht die Größe — 2 ?r i-, sondern etwa — 2 71 r, — 2 ?r r

... ^ (1 < ^), so bewirkt dies, wie sich unnnttelbar aus der Figur ergiebt, eine Aenderung
in der Bezeichnungder Ecken, bleibt aber für die Beschaffenheit des Polygons selbst ohne Einfluß

Das Sehnenpolygon nimmt im allgemeinen nicht alle Ecken in Anspruch. Es ist dies
nur dann der Fall, wenn erst der ^te Endpunkt 8.» mit dem Anfangspunkt 8g zusammenfällt.
Es kann also zunächst nur dann eintreffen, wenn ^ ungerade ist, weil nur dann die Sehnenreihe
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zum Ausgangspunkt zurückkehrt. Es muß aber auch, damit erst der te Endpunkt zum Ausgangs¬

punkt zurückkehrt, ((— 2)." — 1) die kleinste Zahl dieser Form sein, die durch 3 teilbar ist.

Das ist aber nur der Fall, wenn eine Potenz von 3, etwa --- 3^ ist (Z 19). Also nur

wenn ^ eine Potenz von 3 ist, wird das Sehnenpolygon alle Ecken des Vielecks iu Anspruch

nehmen. In diesem Falle stehen die Seiten des Polygons in einer interessanten Beziehung. Es

ist nämlich, wenn der Bogen 8z ^ - 2 n r ist, Sehne

3z 7- 2 sin ^ r, 3z 84 — 2 r sin — n r. 2',

8, 3» — 2 r sin — r. 2, . .

8z 8z 2 r sin — r. 2^, 8^1 8^ , -- 2 r sin ?r r 2^.
^ ^ ^ > -i-1 ^

1 ->z^ ^ ^ i

Ist nun ^ 3^, und ^ KI, i>l (N und ^ ganze Zahlen),

2^ ^ ^ 1
so ist — — N , und wenn (i — 3^ -! ist,

8« 8„ . , ^ 2 r sin 1 n r (i^i ) — 2 r sin ' ^ ^ ),

8^, 3^,^ 2 r sin ^'2,

8^8,^^ 2 r. sin 2Z

8z, 8z,^^2r. sin^' 2^2 r sin ^

82^.8z,^,^ 2 r. sin 2,

8-^,_, 8z, 3zp., 8« ^ 2 r. sin 2^-'.

Die ^ Sehnen sind also in diesem Falle zu drei und drei gleich. — Nennt man in

einem regelmäßigen Vieleck ((2 in -P 1)-eck) die Seiten, welche 2 auf einanderfolgende Ecken

verbinden, Seiten erster Ordnung, diejenigen, welche 2 Ecken verbinden, so, daß stets eine Ecke

übersprungen wird, Seiten 2. Ordnung, diejenigen, die zwei Ecken überspringen, Seiten 3. Ordnung

u. s. w., so erhält man in diesem (2 rn -s- 1)-eck Seiten 1., 2., 4 — (rn — 1). Ordnung.

Die Sehnen unseres eck 0 ^ 3ic) sind alle von denjenigen Ordnungen, die nicht durch 3 teilbar

sind. Ist nämlich die erste Sehne si ^ 2 r sin ' - von der ersten Ordnung, so ist die 2. Sehne

s, 2 r sin —' 2 von der 2., die 3. Sehne Sz 2 r sin —. 2^ von der 4. Ordnung
zt

u. s. w. Die nte Sehne s» -- 2 r sin —' 2° ^ ist von der (2" " Zten Ordnung, wo 2° " >

^ ^ ist. Ist 2" > ^ ^ so ist die (n -j- 1)te Sehne s^ 1 — 2 r. sin 2"
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von der (^ — 2")ten, die (n -s- 2)te Sehne s ^ 4- s ---- 2 r sin 2° 4 ^ von der (/-. — 2° 4 Zten

Ordnung, die (n -s- in. -s- 1)te Sehne s^ i — 2 r. sin 2°> 4 n (in -fi n <z ^»),

von der (^ — 2"" 4 °)ten Ordnung. Ist dann (n -s- in -s- 1) > 5-, so ist die (n -s- in -s- 2)te

Sehne ^ 4- w -l- s — 2 r sin 2^ 4 4 r von der (2" 4 ^ -4 i -- ^)ten Ordnung. Keine

der Zahlen von der Form ^ (2" 4 ^ 4 x — ^ ist, da », nicht aber 2" 4 ^ 4 x durch 3 teilbar

ist, durch 3 teilbar. Das ganze Polygon ist dem Kreise Li" xjn und unserer Kurve 0z um¬

geschrieben.
s 21.

Zwei Paar Fußpunktenlinien. A Afi und B B^ bilden das Z 12—17 erwähnte Quadrupel

a b 0 ä, wodurch ein drittes Paar Fußpunktenlinien C Ci bestimmt ist (Fig. 10). Ziehen^wir

eine beliebige andere Fußpunktenlinie G, welche C, A, B in « /? 7, Ci, ^Ai, Bl in s, r, st

schneidet und durch einen Quadrupelpunkt, etwa e zu G die Parallele G', welche C, A, B in

<4, /?', 7' trifft. Durch die Geraden G, G', C, A und den Punkt o ist eindeutig !ein Kegel¬

schnitt K" bestimmt, der durch 0 geht und die 4 genannten Geraden berührt.*) Den Berührungs¬

punkt der Geraden G findet man, indem man den Schnittpunkt cj von « und -4 /? mit

c verbindet.**) In derselben Weise bestimmen der Punkt c und die Geraden G, Gy A, B als

Tangenten eindeutig einen Kegelschnitt K^, der die Gerade G im Punkte c'l berührt, den man

erhält, wenn man 0 mit u — (7 /?', 7' /?) verbindet. Auch die Geraden G, G', B, C, und

der Punkt c bestimmen einen Kegelschnitt Kz", dessen Berührungspunkt e" mit G auf der Geraden

e p liegt, wo p 7', 7) ist.

Nun verhält sich:

/) 01 : -4 e — « vi : /? 0 — « /? : -4 — 0 ^: d ^ t : /?" 0 — « 1 : -4 e; folglich

ist « ei t, /? Li « 1.

Ferner: 7 e/ : /?' e ^ e/ : 7' e ^ 7 : ^ 7' _ 7 cl: 7' cl —^ 7 s : 7' o ^

/? s : c; folglich 7 e/ — ^ s, /? c/ — 7s. Ebenso

7 Li" : -4 0 — « : 7^ o — « 7 : 7' ^ g. r : g. e — 7 r : 7' 0 — « i- : 0;

folglich 7 vi" — «r,« — 7 r.

Ist 0 der Mittelpunkt der Fußpunktenlinie G, so ist 0 s — « 0, 0 r — /? 0, 0 t ^ 7 0

(s 4); also ist auch « t 7 s, ^ t ^ 7 r, /? s « r; folglich « ^ ^ ^ e/,

7 ei' ^ 7 0/'; folglich ^ ^ ^ e/y d. h. der Kegelschnitt Ks" sowohl als Kz" berühren

die Gerade G in demselben Punkte <4, in welchem G von K" berührt wird.

Auf der Geraden 0 ^ liegen die Punkte cp n, p, folglich sind 0 und ^ auch die

Berührungspunkte des durch die fünf Tangenten G, G', A, B, C bestimmten Kegelschnitts 1^

auf G und G'.***) Der Kegelschnitt 1^" hat also mit jedem der oben genannten Kegelschnitte

K", Ki", K/ die beiden Punkte 0 und o, und 4 Tangenten gemeinsam, d. h. die 4 genannten

Kegelschnitte sind nicht von einander verschieden, fallen zusammen. Der Kegelschnitt 1^" hat zu

dem Quadrupel nb e Z die besondere Lage, daß er dem von 3 Punkten n d cl gebildeten

ch Steiner-Schröter, Theor. d. Kglschn. 2. Aufl. S. 282.

Steiner-Schröter, a. a. O. S. 92.

Steiner-Schröter, a. a. O. S. 232.
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Dreieck eingeschrieben ist und durch den 4ten Punkt c hindurchgeht.Ändern wir die beliebig
genommene Gerade G und damit G/ so erhalten wir die Gesamtheit der Kegelschnitte,die dem
Dreieck n k cl eingeschriebensind und durch e gehen. Wir erhalten demnach folgende weitere
Erzeugungsweise unserer Kurve <5z. Denkt man sich rücksichtlich irgend eines der
oben beschriebenen Quadrupel a b c ä die Schaar Kegelschnitte, welche durch
einen der 4 Punkte etwa durch e gehen und dem von den 3 übrigen bestimmten
Dreieck ubä eingeschrieben sind, ferner in jedem Kegelschnitt den durch den
Punkt e gehenden Durchmesser c ^ und in dessen anderem Endpunkt c, die
Tangente G des Kegelschnittes, so ist die Enveloppe aller dieser Tangenten
eine Oz. Für alle Quadrupel u b c ä erhalten wir dieselbe Kurve Qz, da ja das eine
Quadrupeldie L!g festlegt, deren rechtwinkligeTangentenpaare die übrigen Quadrupelbestimmen.

s 22.
Die Kurve Oz kann auch durch eine rollende Bewegung erzeugt werden. Denken wir

uns auf dem in § 6 erwähnten Kreise Kff dessen Radius 3 r war, einen Kreis sXj^ mit dem
Radius i' rollen und auf diesem Kreise sXff einen festen Punkt?, so beschreibt dieser feste Punkt
? unsere Kurve <Ä> — Nehmen wir an, die Anfangslage des Punktes ? auf sXff sei so, daß
? mit einem der Punkte Hz, Vz, ^ des Kreises K^ zusammenfälltund nehmen alsdann N
(wo N der Mittelpunkt von K° ist) zur X-axe und den dazu senkrechtenDurchmesser des Kreises
K" zu X-axe eines Koordinatensystems. Hat der Punkt ? beim Rollen des Kreises sXff auf K^
die Lage angenommen, wie sie Fig. 11 angiebt, so ist, wenn man ? ck. N (ff zieht und mit
(x, 5) die Koordinatendes Punktes X bezeichnet, x — N 7 — X Ist 0 der Mittel¬
punkt von sXjff trifft N 0 den Kreis K^ in X, und bezeichnet man den Winkel X N 4ff mit 1 und
den Winkel X 0 ? mit ff, so ist uro (ff 1! — 3 r 1 ----- uro ? 15 ---- r ff; folglich 3 t ff.
Zieht man noch 0 (5 und ? IZ _!_ 0 (ff so ist x --- N (5 -ff L ? und 7 ---0 <5 — OL.
Es ist aber N (5 --- 2 r 00s ff 1Z ? --- r sin -ff ( — ff) — r sin (ff — 2 t) --- r. cos (2 1),

0 d -- 2 r sin 1 und () L --- r cos -ff t 2 ff) ----- r sin (2 t). Also ist:
x ----- 2 r cos t -ff r cos (2 t), und 7 ----- 2 r sin 1 — r sin (2 t).

Der Kreis sXff berührt beständig den Kreis Der augenblickliche Berührungspunkt
sei v; derselbe hat die Koordinaten x^ --- r cos t und 7,. r sin t. Bezeichnet man die
laufenden Koordinaten der Tangente, die im Punkte ? die von ? beschriebene Kurve berührt,

Li X
mit X uud X, so ist die Gleichung dieser Tangente (X — x) ----- (X — 7) ^ ' Es ist

^ ^ — 2 r sin t — 2 sin (2 1); ^ — 2 r cos — 2 r cos (2 t), also

^^ Demnach hat die Gleichung der Tangente in ? die Form67 cos 1 — cos (2 t)
X — (^2 r cos t -ff r cos (2 t)) — ^X — (2 r sin t — r sin (2 t))^.

— sin 1 — sin (2 t)
cos r — cos (2 1)'

X — 2 r cos 1 — r cos (2 t) — ^X — 2 r sin t -ff r sin (2 1)^ ^— eotss
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Setzt man in diese Gleichung für X und X die Koordinaten des Punktes X> ein, so
ergiebt sich

r eos t — 2 r oos t — r eos (2 t) ^ — sr sin t — 2 r sin t ff- r sin (2 t) eotss ^,

r (eos t -s- cos (2 t)) — r (sin (2 t) — sin t.) cmtss
cos (2 t) -ff- eos t > i .
———XX—— cot^. ^ odersin 2 t — sm t 2

eotA ^ eot d. h. die Koordinaten des Punktes X>

genügen der Gleichung der Tangente in X, oder die Tangente inX geht durch den jedesmaligen
Berührungspunkt v der Kreise sXj^ und X?.

Ist P der Winkel, den die Tangente in X mit der X-axe bildet, also v Xz U ^ so

ist ff: X v Xz. -- t ff- und da ff --- 3 t ist, so ist ? ^ oder t -- 2 P. Setzt

man diesen Wert von t in die Ausdrückefür die Koordinaten des Punktes X ein, so erhält man
als Gleichungender von X durchlaufenenKurve:

x — 2 r cos (2 ?>) ff- r cos (4 P),
^ 2 r sm (2 ?>) — r sin (4 <x); oder
x — 4 r eos^ P (1 — 2 sm^ P) — r,

-- 8 r sm^ <x. eos P.
Vergleichen wir diese beiden Gleichungen der vonX durchlaufenen Kurve mit den in

Z 9 erhaltenen Gleichungender dort behandelten Kurve Xz, so stimmen dieselben fast vollständig
überein, da ?> dort wie hier den Winkel der Tangente des Punktes X mit der X-axe bezeichnete.
Nur die konstante Größe r der ersten Gleichung fehlte dort in dem Werte für x. Damals hatten
wir als X-axe dieselbe Linie N Hz (Radius des Kreises Kff genommen, dagegen als X-oxe die
Tangente an X? in dem Punkte, in welchemdie Verlängerung von Xz N den Kreis X^ trifft.
Beziehen wir die Koordinaten des Punktes X auch auf dieses Koordinatensystem,so fällt in der
ersten Gleichung der von X durchlaufenenKurve die Konstante r fort, und wir erhalten als
Gleichungender Kurve im neuen System

X — 4 r eos^ P (1 — 2 sirX P),
^ — 8 r sirX <x. eos <x.

Also ist die von X durchlaufeneKurve unsere Kurve Xz.
s 23.

Errichten wir auf der Kurve Xz und dem ihr eingeschriebenenKreis XX die geraden
Cylinder, so erhalten wir eine dreibogige Cylinderflächetffff deren Fläche den über X- stehenden
Cylinder 2ten Grades X^ Mgs z Seiten berührt, welches die 3 Kanten eines dem Cylinder
2ten Grades eingeschriebenen gleichseitigen, dreiseitigenPrismas sind. Die durch diese 3 Kanten
und durch die Cylinderaxe gelegten Ebenen berühren den Cylinder X/ in den über den
Punkten Xz, Vz, XVz stehenden Normalen, welche für den Cylinder Xz^ Rückkehrkanten sind. Tie
erwähnten Ebenen sind Rückkehrtangentialebenendes Cylinders XffX Jede Ebene, die senkrecht
zur Ebene des Kreises XX steht, trifft den Cylinder X/ in 4 Geraden, jede andere Ebene durch¬
schneidet den Cylinder in einer Kurve Xz. Durch jede Gerade, die parallel zu den Seiten des
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Cytinders ist, gehen 3 Tangentialebenen an den Cylinder. Die Fläche H/ ist also eine Fläche
3ter Klasse, 4ter Ordnung. Durch jede Kaute des Cylinders geht ein rechtwinkliges Tangential¬
ebenenpaar an den Cylinder V/. Jede 2 rechtwinklige Tangentialebeneupaare durchschneiden sich
in 4 Geraden n, d, e, ä, durch welche sich ein Büschel gleichseitiger Hyperboloide hindurchlegen
läßt. Sind die Schnittgeraden von 2 rechtwinkligen Tangentialebenenpaare der H/ reell, so
liegen sie alle innerhalb des Cylinders Uff Je drei der 4 Geraden n, d, e, ä liegen auf einem
geraden Cylinder 2ten Grades, dessen Grundkreis doppelt so groß als der Kreis 15? ist. Die
Axen /S, S dieser Cylinder haben zu den Geraden n, d, c, ä die eigentümlicheLage, daß
z. B. n die Axe eines neuen Cylinders 2ten Grades ist, der durch /, /, ä geht; ebenso liegt d
zu v-, et; e zu «, /?, et; ä zu c-, /?, x. — Die Ebenen « /, /? et' und ebenso « /, / ä; « ff /
sind zu einander senkrecht und schneiden sich auf dem Cylinder Uff Die Enveloppe aller Ebenen
« ff /? 7 zc. ist eine Fläche G/, die gegen die gleiche Fläche um 180° gedreht erscheint u. s. w.

s 24.

Schneidet man die im vorhergehendenZ beschriebene cylindrische Fläche mit einer Ebene
Iff, die gegen die Ebene des Kreises 15? unter einem Winkel ip geneigt ist < 90°), so erhalten
wir als Schnittspuren der Cylinder und ?/ eine Ellipse und eine Kurve d'zff welche
die Ellipse einschließtund sie in 3 Punkten berührt.

Nennen wir die Berührungspunkte 0/V', IV'; die Mittellinien des Dreiecks11' V IV',
die sich im Mittelpunkt Äff der Ellipse schneiden, sind Rückkehrtangentender Q'/. Die Rückkehr¬
punkte 11'z, Vff, IVff der Kurve O'/ liegen auf einer mit der Ellipse 15/ konzentrischen, ähnlichen
und ähnlich gelegenenEllipse. Die Strecken Ni llff, Ni Vff, Ni IVff sind beziehlich dreimal
so lang, als die Strecken Ni 11', Uff V, lVff IV'. Die Tangenten der Kurve ff'/ schneiden sich
paarweise auf der Ellipse 15/, doch sind diese Tangentenpaare nicht mehr rechtwinkligzu einander.
Zwei solche Tangentenpaare treffen sich in 4 Punkten a^, dl, o^, est. Auch das 3te Paar Gegen¬
seiten des durch diese 4 Punkte bestimmten vollständiges Viereck ist ein Paar solcher Tangenten
der ff'/, das den Schnittpunkt auf der Ellipse 15/ hat. Die Quadrupelpunkte 1^, o^, ff
liegen, wenn sie reell sind, innerhalb der Kurve ff'/. Der Inhalt der in den Dreiecken Ui d^
Ä1 dl cff, Ni Li <ff, Li äi dl des Quadrupels Nl dl Ll äl eingeschriebenen, mit der Ellipse 15/
ähnlichen und ähnlich gelegenenEllipsen ist doppelt so groß als der Inhalt der Ellipse 15/, da

4 i'
die Axen aller dieser Ellipsen die Größe 4 r bez. haben, während die der Ellipse 15/

2 ' » '
2 r und " ^ sind, wo r der Radius des Grundkreises 15/ y) der Neigungswinkel der

eos ip
schneidenden Ebene zur Ebene des Kreises 15^ ist. Die Mittelpunkte ff, /i, / der 4 durch
die Dreiecke Nl dl ff, Nl bi ff, Nl ff ff, dl 0l äl bestimmtenjmit I5l^ ähnlichen und ähnlich
gelegener Ellipsen liegen derartig, daß durch 3 der Punkte «l ff />, «i /l -ff, «i ch,ff /i -ff
und durch den Punkt äl bez. ff, dl, ff, als Mittelpunkt, jedesmal eine Ellipse bestimmt ist, die
ebenfalls mit der Ellipse 15/ ähnlich und ähnlich gelegen sind, und deren Axen doppelt so groß
sind als die Axen der Ellipse. 15/. Die Gegenseitendes vollständigenVierecks ff ff ff -ff treffen
sich auf der Ellipse 15/; die Gesamtheit der Gegenseiten ff ff, ff ff, ff ff, /ff ff, ff /ff, ff ff
aller Vierecke «i ff /i ->l umhüllen eine neue Kurve C'/, innerhalb welcher alle reellen Quadrupel

/ff ff ff liegen.
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Durch jedes QuadrupelUi bi ei cki geht ein Büschel Hyperbel, deren Mittelpunktalle
auf der Ellipse Ist^ liegen. Die Hyperbel, die einen Punkt Li der Ellipse Ist" zum Mittelpunkt
hat und durch sti vi est geht, hat das durch 3, gehende Tangenteupaar an zu Asymptoten.
Die verschiedenen Asymptotenpaare des ganzen Büschels umhüllen also die Kurve L'zck Auf dem
MittelpunktskegelschnittIst^ liegen die Mitten der 6 Seiten des vollständigen Vierecks u st o ck
sowie die 3 Diagonalpunkte desselben. Den sämtlichen Quadrupeln bi vi -st ist eine Schar-
Schar Hyperbeln umgeschrieben. Jedes Paar zugehöriger Tangenten an die Kurve ist
Asymptotenpaar für je eine Hyperbel aus jeder Schar. Je zwei Quadrupel st; o^ <P und
a'i d'i est äst liegen auf einer Hyperbel.

Wenn in einer Ebene Li ein Kegelschnittsbüschel gegeben ist, dessen Grundpunkteo^, st^, o^, (st
so liegen, daß einer Ni innerhalb des von den 3 anderen gebildeten Dreiecks bi o^ <st liegt, so
besteht das Büschel aus lauter Hyperbeln.*)Der Mittelpunktskegelschnitteines solchen Büschels
ist eine Ellipse Ist st auf der die Mitten der 6 Seiten des vollständigen Viereck Ui bi oi -st und
die 3 Diagonalpunkte desselben liegen.**) Den Mittelpunkt sowie die Richtung und Größe der
Axen dieser Ellipse kann man leicht bestimmen.***) Die kleine Axe sei 2 B, die große 2 A.
Schneidet man die Ebene Ist mit einer anderen Ebene L so, daß die Schnittliniederselben parallel
der kleinen Axe der Ellipse Ist st und der Winkel der beiden Ebenen gleich -y- ist, wo ip durch

B
die Beziehung — oos -y- bestimmt wird, und projiziert das ganze Büschel von Hyperbel ein¬

schließlich Mittelpunktskegelschnittund Asymptoten orthogonal auf die Ebene Ist so projiziert sich
zunächst der MittelpunktskegelschniitIst^ in einen Kreis Kst dessen Radius gleich der halben
kleinen Axe der Ellipse Ist^ Die Projektionen u, st, o, ä der Grundpunkte c-z, st^, est
des Büschels in Li bilden in L ein vollständiges Viereck, dessen Ecken so liegen, daß eine Ecke
u innerhalb des von den 3 anderen gebildeten Dreiecks liegt. Der Kreis L" geht durch die
Mitten der 6 Seiten des vollständigen Vierecks n st o ck, sowie durch die Diagonalpunkte desselben.
Da aber der Kreiis L" der Feuerbachsche Kreis für das Dreieck st o cl ist, so müssen die Punkte,
die der Kreis mit den Seiten st o, eck, ckb dieses Dreieckes außer ihren Mittelpunkten gemeinsam
hat, die Fußpunkteder von den gegenüberliegendenEcken auf diese Seiten gefällten Lote sein;
also ist n der Höhenpunkt des Dreiecks b o cl. Die Projektionen der einzelnen Hyperbeln des
Büschels in Li bilden in L ebenfalls ein Büschel Hyperbeln, die durch die Punkte u b e ck gehen.
Das Büschel in L besteht also aus lauter gleichseitigen Hyperbeln.st) Die Enveloppe der Asymp¬
toten dieser gleichseitigen Hyperbeln in L ist identisch mit der Enveloppe der dem Dreieck bock
zugehörigen Fußpunktenlinie, ist also eine besondere Kurve 3ter Klasse 4ter Ordnung (Z 16).
Die Enveloppe der Asymptoten des Büschels Hyperbeln in Ist, die wir ja als Schnittkurve der
Ebene Li mit dem über der lst^ in L stehenden geraden Cylinder LV ansehen können, ist also
auch eine besondere Kurve Wir erhalten somit den Satz: Die Enveloppe der
Asymptoten eines aus lauter Hyperbeln bestehenden Büschels (dessen Grund¬
punkte so liegen, daß einer innerhalb des von den 3 anderen gebildeten
Dreiecks liegt) ist eine besondere Kurve 3ter Klasse 4ter Ordnung.

st Steiner-Schröter, Theor. d. Kglschn. 2. Aufl. S. 231.

""st Steiner-Schröter, a. a. O. S. 365.

""^st Steiner-Schröter, a. a. O. S.S. 306, 166, 169.

4) Steiner-Schröter, a. a. O. S. 232.
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Die Kurve Lst^ in der Ebene des Grundkreises kann nach Z 18 auch dadurch erzeugt

werden, daß man 2 Durchmesser des Kreises nach entgegengesetzten Richtungen sich so bewegen
läßt, daß die von den Radien beschriebenen Kreissektoren sich stets wie 1:2 verhalten, und die
Endpunkte dieser Radien mit einander verbindet. Diese Verbindungslinien umhüllen eine Kurve
K/ in der Ebene des Kreises K?. In ähnlicher Weise gelangen wir zu einer direkten Konstruktion
der Kurve in der Ebene Kl, mit der wir die über und errichteten geraden Chlinder
geschnitten gedacht haben. Denken wir den über stehenden Chlinder Kst ans dem die Ebene
Ich die Ellipse Ist^ ausschneidet(Z 24) durch eine Ebene </> geschnitten, die durch die Cylinderaxe
geht und senkrecht zur gemeinschaftlichen Schnittlinie der Ebene Ich und der Ebene des Kreises
st? steht. Ist <) K. in stst eine Tangente der Ellipse Ist^ parallel der Schnittlinieder genannten
Ebene, und trifft die Ebene G diese Tangente s) K. in A., so ist, wenn Ast der Mittelpunkt der
Ellipse Ich ^ ist, Hst ^ die größere Halbaxe der Ellipse. Denken wir ferner durch ^ zur Ebene
des Kreises die ParallelebeneG gelegt, so trifft die Ebene G die über I>? und (st^ stehenden
geraden Chlinder in Kurven, Linien, Flächen :c., die mit den entsprechendenKurven, Linien,
Flächen :c. der Ebene des Kreises kongruent sind. Bewegt sich ein Radius des Kreises in
seiner Ebene, so bewegt sich in der Ebene 6 der entsprechende Radius genau ebenso, und die
von einem solchen Radius beschriebenen Flächen sind genau gleich den Flächen, die der entsprechende
Radius des Kreises 1(2 beschreibt. Ist 0 der Schnitt der Ebene 6 mit dem im Mittelpunkte
des Kreises st? zur Ebene des Kreises errichteten Lot, und ist 0 A. K ein Kreissektor in der Ebene
S, so entspricht diesem in der Ebene Ist ein Ellipsensektor,welcher in einer bestimmten Beziehung
zu dem Kreissektor in der Ebene 6 steht.

Betrachten wir zunächst das dem Dreieck 0 K in 6 entsprechende Dreieck Ast Ist
2

in Li (Fig> 12). Der Inhalt des Dreiecks 0 ^ K ist ^ sin wenn r der Radius des
Grundkreises Kst P der Winkel 0 K ist. Trifft Äst Kl die Schnittlinie (Z K. der Ebenen Ist
und G in v, und ist K Ich senkrecht zur Ebene 6, so ist AP Li die Linie in Kl, die dem
Radius 0 K in G entspricht, und das Dreieck AP ^ Kl das dem Dreieck 0 H K entsprechende.
Ist ip der Neigungswinkel der Ebenen G und Kl, so ist Ast ^ D — 'hc Bezeichnet man den

Winkel Ast v 0 mit < so ist AP A. ^ ^ r st" 1 -st wng- h.; Äst Kl ^ ^

r st/" 1 -s- WNA2 Kl ^ st^ Z^K2 ^K- ^ 4 r^. siir^ K^Zl' ^ 0K'

- (AP — Ast K)^ — itunF ip — tunA ip')2. Also ist

Kl ^ - r 4 ^ ip — tunA
, Ast () r. tuuL- w , ^

Nun ist stL - ^ ^ - tunF ip cos ?>; deshalb fft:
cos

Äst Kl ^ r st/" l -s- tun»'- lt.. oos^ -x und Ki - r V 4 suK ^ -s- turig^ ip (1 — cos P>st

oder Ist — 2 i> zw ^ ! 1 -s- tun^ Da der Inhalt ststi des Dreiecks Ast K^
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- 1/ s (s — u) (s — b) (s — e) ist, wo u, b, e die Seiten, s die halbe Summe derselben

bezeichnet, so ist:

/Xst st- i st- st st- j/' Ist- tun^ st. oos^ st -st 2 sin ^ 1 -st lun^ st. sin- ^

^— j/' 1 st- tun^ st -st 1 -st tun^ st. oos^ P -st 2 sin ^ 1 st- tun^^ st. sin-T^

1 -st tanff- st -— st 1 -st tung^ st. L0Z2 st -st 2 sin ^ ^ 1 -st tun^^ 1/, sin"

1 -st tang^ st -st jst i -st tunst st. eos^ st — 2 sin ^ ^ 1 -st tunA^ st. sin^

/Xst ^ ^ ^ 1-stwnA^ -st -st ^ 1 -st tunss2 st cos- st^' — 4 sin" A ^1 -sttun^ st. sin"^^

^4 sin- ^ tnnss^ st. sin° —^j/ i -st ts.NF^ st — st^l st- tunst st. cos^st^.

^7 ^1 -st tun^^ st -st 1 st- tan^^ st. L0S^ st st- 2 j/'(Ist- tUNF- st) (1 st. egZZ tang -st

— 4 sin" T — 4 tung^ st. sin^ T. 4 sin^ T st- 4 tun^^ st. sin^ ^

— 1 — wn^^ st — 1 — wn^ st. L0S^ st -st 2 j/(I -st WNF- st) (l st- tung- st eos^ st)

^ ^2 -st wn^ st (1 -st eos- st) — 2 (1 — Los st) — tung^ st (1 — cos stst

-st 2 j/'d st- tunss^ st). (1 -st tung^ st Los^ st)^ ^2 (1 - cos st) -st lang ° st (1 - L0S st)2

— 2 — wn^ st (1 -st cos" P) -st 2 j/' (1 -st tunA- st) st -st Los- st tun^ st^

^ ^ ^2 cos st -st 2 tun^ st. cos st -st 2 s/" (1 -st tunss" st) (1 -st wn^ st cos^ st'^

^— 2 cos st — 2 wnF2 st. cos st -st 2 ^ st st- tunss" st) (l -st tunss^ st oos^ st))

---- — eos^ st (1 -st tUNA^ st)° st- (I -s- tUNA^ st) (1 -st wnß'2 st oos- st)).

r^ , » -i ^ sin^ st

^2 _ ^ st st tnnss- sts. st - cos- stj

r- sin st

2 ' L0S st'

Demnach ist /Xi - /X: eos st.

Entspricht einem anderen Dreieck .4 0 I? in G das Dreieck Ni in I^i, so ergiebt sich

ebenso /X ^ ^ ^ stobst' ist auch Äst Li b'i ^ Ni ^ ?i — Ni ^4 Ist

^ ^ ^^ ^ Allgemein enspricht jedem Dreieck in 6, dessen 2 Seiten Radien
cos st cos st

sind, im Di ein Dreieck, dessen Inhalt gleich ist dem des Dreiecks in S dividiert durch den

Cosinus des Neigungswinkel der beiden Ebenen.



Ist im Dreieck OL?' die Sehne L ? unendlich klein, so daß dieselbe durch den Bogen

ersetzt werden kann, so entspricht diesem Dreieck in ?i ein Dreieck dessen 3. Seite ebenfalls un¬

endlich klein ist und durch den Ellipsenbogen ersetzt werden kann. Der unendlich kleine Ellipsen¬

sektor in Li ist gleich dem entsprechenden Kreissektor in 6 dividiert durch den Cosinus des

Neigungswinkels der Ebenen 6 und Da wir jeden endlichen Kreissektor (Ellipsensektor)

als eine Summe unendlich schmaler Kreissektoren (Ellipsensektoren) ansehen können, so entspricht

auch jedem endlichen Kreissektor in O ein Ellipsensektor in dessen Inhalt gleich ist dem

des Kreissektors dividiert durch den Cosinus des Neigungswinkels. Die ganze Ellipsenfläche in

?i ist gleich der Kreisfläche in 6 dividiert durch den Cosinus des Neigungswinkels. Da wir

jede geschlossene Figur in eine Anzahl von Dreiecken zerlegen können, so entspricht allgemein jeder

geschlossenen Figur in 6 eine Figur inderen Inhalt gleich ist dem Inhalt der entsprechenden

Figur in 6 dividiert durch den Cosinus des Neigungswinkels.

Wenn sich in O zwei Radien nach entgegengesetzten Richtungen so bewegen, daß der

vom ersten bestrichene Kreissektor jedesmal doppell so groß ist, als der vom anderen bestrichene

Kreissektor, so bewegen sich die entsprechenden Ellipsenhalbmesser in Li derartig, daß der vom

ersten beschriebene Ellipsenausschnitt doppelt so groß ist als der vom anderen beschriebene. Wie

in der Ebene O die jedesmaligen Verbindungslinien der Endpunkte der unter genannter Bedingung

sich bewegenden Radien Tangenten der Kurve Oz^ sind (Z 18), so sind in der Ebene Li die

entsprechenden Linien, d. h. die Verbindungslinien der Endpunkte entsprechender Halbmesser

der Ellipse Tangenten der Kurve O'^.

Daraus crgiebt sich folgende allgemeine Eczeugungsweise der Kurve in der Ebene :

Sind Ni 3 und Ni ? zwei beliebige Halbmesser der Ellipse und bewegen

sich dieselben gleichzeitig um den Mittelpunkt Ni nach entgegengesetzten

Richtungen so, daß der vom Halbmesser Ni 3 beschriebene Sektor in jedem

Augenblick doppelt so groß ist, als der von Ni ? beschriebene Sektor, so ist

die Enveloppe der durch die Endpunkte der Halbmesser gehenden Geraden

? 8 -G eine Kurve 3ter Klasse, 4ter Ordnung. Der reelle Teil dieser Kurve besteht

nur aus einem krummlienigen Dreieck 1?z Vz IV'z, welches die Ellipse umschließt und sie mit

seinen 3 Seiten (Bogen) in 3 Punkten 1?, V, IV berührt. Das Dreieck II' V IV entspricht

einem größten (gleichseitigen) Dreieck II V IV, das dem Kreise in O eingeschrieben ist. II' V IV

ist deshalb ein der Ellipse eingeschriebenes größtes Dreieck. Den Höhen des Dreiecks II V IV

in 6 entsprechen die Mittellinien des Dreiecks II' V IV in die durch den Mittelpunkt der

Ellipse hindurchgehen. Die Ecken des Dreiecks II'z Vz IV z sind Rückkehrpunkte der Kurve O'z^;

die Rückkehrtangenten sind die 3 Mittellinien des Dreieck II' V IV. Die Strecken Ni II'z,

Ni Vz, Ni IV'z sind dreimal so groß als die auf ihnen liegenden Halbmesser der Ellipse. Der

Inhalt des Knrvendreiecks ist zweimal so groß als die Fläche der Ellipse und jeder der drei

Arbelen zwischen beiden Kurven ist einem Drittel der Ellipsenfläche gleich, wie sich unmittelbar

aus den Resultaten des Z 11 und ans dem im Anfange dieses Z Gesagten ergiebt. Die Kurve

O'g^ hat ungefähr die Gestalt, wie sie Fig. 13 zeigt.

Der Involution konjugierter Durchmesser des Kreises IV entspricht in die Involution

konjugierter Durchmesser der Ellipse jedem Paar rechtwinkliger Durchmesser des Kreises IV

also entspricht ein Paar konjugierter Durchmesser der Ellipse 11^ in ?i. Deshalb erhalten wir

in der Ebenenoch folgende Erzeugungsweise der Kurve O'z^, die der in Z 18 angegebenen
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Erzeugungsweiseder Kurve (l/ in der Ebene des Kreises L? gleichkommt. Nimmt man in
der Ellipse eine beliebige Sehne Lg verbindet den einen Endpunkt Lg
mit dem Mittelpunkt Uz, zieht durch Li die Sehne Li 8z, welche zu dem ge¬
zogenen Durchmesser die konjugierte Richtung hat, verbindet Li mit dem
Mittelpunkt Nz, zieht durch 8z die Sehne 3z 3z, welche zu U> Lz diekonjugierte
Richtung hat, und so weiter durch jeden neuen Punkt diejenige Sehne,
welche zu dem durch den vorhergehenden Punkt gezogenen Durchmesser die
konjugierte Richtung hat, so entsteht im allgemeinen eine unbegrenzte
Reihe von Sehnen, welche sämtlich eine Kurve L'/ berühren.
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