Die Cnoeloppe der Axen dee cinem Drcieck

eingefchricbenen Parabeln.

5k

Der Drt der Brennpuntte ber etnem Dreetedd A B C eingefdjrichenen Pavabeln ift bder
tem Dreied wmgefdyrichene Kreis.) Falt man von einem beliebigen Punfite I der freidlinie
K* bie Qote auf bie Seiten bed3 Dreietd A B €, jo liegen bie Fufpuntie bderfelben tm etner
Glevaben S, welde die Scleiteltangente Devjenigen Pavabel ift, die duvd) den Punft F als Brenn-
punft und iegend zwei Seiten bed Dreiectd einbeutig beftimmt ™) Die Gerabe S nennen wir
bte jum Punfte F gehicige Fufpunitenlinte in Begug auj bad Deeted A B C. JFieht man
nun von einer Ede A bed Dreiedd A B C den Durdhmeffer A A’ (Fig. 1) unb von berfelben Ede
A bad ot auf S, weldhed K* zum jweifenmal in R trifit, fo ift, dba < A R A' — 909,
A'RIS und RI'|| B C, Denn ba bie Strallen vom Durd)jdnitte zweier Tangenten der Pavabel
nacd) ben Brennpuntten (wovon der cine der unendlich) ferne Punft der Uyxe ift, fo bdak dev ent-
iprechende Sivafl jentrecht juv Scheiteltangente ift) mit den Tangenten gleiche Wintel bilben, )
fo ift: 2 FAC=RAB,
woraud der Vavalelidmus von F R und B C folgt. Desdhalb ift der Winfel FR A" (ober beffen
Nebenwintel) gleid) o, wenn ¢ bder Winkel ift, unter weldjem bdie dem Punfte A gegeniiber-
liegenbe Seite B € vont S gefdynitten wird. Fillt man von A' auf S dbad Lot, weldjes dad Lot
von F auf B € in { trifft, jo ift dex Winfel A' £ F (oder beflen MNebenwintel) gleih ¢. Dem-
nad) liegen bie 4 Puntte A R, [, F auf einem Rveife, d. h. bie ote von A’ auf S und von F
auf B O freffen fid in einem Punite [ bed freifes K=

Sonfteniert man dad dem Dveie A B C ypavallel umgejdjriebene Dreief A, B, C,
jowie ben bdiefen Dretece umgefdhriebenen Kreid Ki und zieht die Hohe A: a bed Dreieds A Bi i,
fo gebt, ba der Punft a auj dem Kveife K* liegt (Feuerbady), diefe Linie buvd) A' und it
parallel 1 f.

Der Hibenpuntt H, ded Drveteds Av B, C, ijt der dufere WUehnlichleitdpuntt ber beiden
freife K2 und K;, und twenn M und My bdie Dittelpunfte von K2 und K find, jo ift H, M,
— 2 H: M, und die Rabdien der beiden SNreife vevhalten fidh) toie 1:2.7)
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Bieht man im Streife K2 den Radius M F und bdie Linie v F, welde den tm Krere
Ki au M F pavallel gesogenen Habiug in P frifft, fo liegt P auf dem Sretfe K, unb ed ift
H,F=FP.

Bieht man duvd) P qu F [ die Pavallele (alfo bie Novmale ju B G ober B, Gi),
weldje K; zum aweitenmal in p frifjit, jo liegen die 5 Puntie H,, f, p auf einer Seraden.
it «, ber Schnitt von P p mit By €, fo ift e I || £ A’ und fomit fenfredjt u S, wie fidh in
folgender Weife ergieht, Dev fentrechte Abjtand der betbert Glerabenn A' a und P p wird burd)
bic ®evade F  Balbiert, Trifit nun A a bdie Gevade I' f in O, und dbag Lot von A’ auj I [
diefelbe tn O, fo ift, ba [ O O, mb O « ANO,; il O A' 220 e £ woraud
ber Parallelidmud von «, F und F A’ folgt; alfo ijt auch ¢, F L S

In gleicher Weife geiat fid), baf, wenn 5 und ;, analog die Fufipuntte der von P auf
A, €, und A, B, gejillten Qote finb, & ' L S umb jy F L S ift. Alfo die Gevade ¥, bie
bie Fuppuntte ber von P auf bie Seiten bes Dreiectd A, B, C,; gefillien Lote enthalt, geht burd
F und ift fenteedit ju S; b. b, bie Gevabe U ift die Uxe der dem Dretet A I € eingejdyriebenen
Parabel, die den Punit F jum Brennpunft Hat. Man erhalt jomit die Are der purd) einen
beliebigen Punft F ded Kreifed K* ald Brennpunft beflimmien Pavabel, dre dem Dreied A B G
eingefcriebent ift, indem man ben Hihenpuntt I, des dem Drered A B G parallel umgejdjricbenen
Dreieds A B, €, mit ' verbinbet, den Sdnitt P von H, ' mit bem bem Dreted umgejdjriebenen
freid K; auffudht, der auf der durd) Mi zu M F gezogenen Pavallelen liegt, und jum Puntie
P bie Fufpunttenlinie in Begug auf dad Dreied A B, C: fonftvuiert. Ober bie Wpe irgend
eiter Dem Dreeied A B C ecingefdjricbenen Pavabel erhilt man, indem man ju ivgend einem
Punfte P ded freifes Ki bie Fupuntienlinie in Bezug auf dad Dreted Ay Br Co fonfieuiert,
Die Enveloppe ber Aren der dem Dreied A B C eingejdjriebenen Pavabeln ift alfo identijd) mit
ber Grveloppe ber zu Den Punften Ded Sreifed K, bex dem bdem Dreted A B C parallel wm-
gejchriebenen Dreied A, B, €, umgefdrichen ift, gehorenden Fuppunttenlinien in Bezug auf das
Dreted A, By C.7)

5 2,

Bu jebemt Punit P des SKreifes K gehit eine und nuv eine Fuppunitenlinie A und
umgefehet. 3 giebt feine jwei Fuppunitenlinien, die einander pavallel find.™) ljo giebt e
audj zu jebem Puntie F be3 Kreifes K* eine und nur eine re der bem Dreie A B C ein=
gejhricbenen Pavabeln; ¢3 giebt feine zwei bem Dreiede A B C eingefdyeicbenen Pavabeln, bie
parallele Yren Haben.

Die jamtlichen von den Puntten P bed freifed Ki auf bie Seiten ded Dreiects A, B, G,
gefiillien Qote bilben brei Paralle(jtraflenbiifhel mit den Scetteln Aco, Boo, oo, wenn iv
mit Ao, Beo, Coo bie unenblid) fernen Bunfte bev ju B, G, C, A, A, B, fentvechten Hidhtungen
beseichuen. Diefe brei Parallelfteahlenbiijchel find projeftiv, indem joldje Elenente piefer Biijchel
sugeocbnet find, welde burch denfelben Puntt P Ddes Stveifes K Bindurdygehen. — Zreffen Die
Strahlen bes Strablenbitfdjeld Aw bdie Gerabe B, €, i «;, g, oy .., bie Strablen Desd
Biijhels Boo bie Gerade A, G, in 5y, oy, fy, Fi..., bie Strahlen ded Bitjcheld Coo bdie Gevade
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A Byt 7, Fas #5074 v jo find bie entftehenben Punttvethen ey, oy, @y, wp...; By, Bay G, By. o)
u v i Vao .. DegieBlid perfpeftiv mit ben Strablenbitidieln Aco, Bao, 1 = b in ﬁﬂf.lf
befien untereinanber projeftiv; alfo ift:
ke, og tg o) (3 Ps P -’|\J i ':l Yo Va ta)

Projiziert man diefe dret Punfiveilien aud einem beliebigen “Blmftc x ber Ebene, fo exhilt man
um x orei Paare projeltiver Strahlenbiijel, ndmlid):
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Pean hat aljo um x i}u’l J;rrm fonjeftiver Stvablenbiijdiel. Die Doppelftrahlen becfelben

mogen eifen: g, h beg. g, W'y g, b, Lie tommen biefe Doppeljtrablen ju Stande? Fafjen
wiv die Puntiveiben auf tvgend jwei Seiten bed Dretedd A, By C; ind Uuge, etwa bdie Punft-
veifiert (o @ oy o) UND (3 95 ) auf den Seiten B, G, und €, A,, fo haben biefe fteis

pie Defonbere fage ju einanbder, dap in bem Sdnitt C, ifhrer Triger entfpredjende Puntte ver-
etntigt [iegen, find aljo perjpeftiv. Denn bdurdhldujt der ‘.Lllufi I bie Streiglinie Kj, fo wecben,
wert P in €, fommt, bie [5‘-11*[5111L1.fh ber von P auf A, G, und B, G, gefiillten Zote in C,
sufammenfallen.  Demmad) 1jt dev eme Doppelftrafl bed Syftems x (o gy, s Fo...) bdie Ber
binbungslinie Ded Punbied < mit C,. Der anbere Doppelftvahl verbindet jwet getvennie ent-
iprrcfy:ntsf Buntie «, o it aljo eine ber oben genanuien Fuppunttenlinien, aljo eine Tangente
ber Enveloppe, die vor den Axen famtlicher dem Dreied A B C eingejdjricbenen Parabeln ums-
fitllt wicd. Gbenfo zeigt fih, daf von den Doppeljtrahlen dee beiben anbeven Strabliyfteme um
x cimer bie Berbindbungslinie beds Punfted x mit etner Ecde ded Dreted A, B, G, i), wilrend
ber anbere eine Tangente unferer Enveloppe ift. €8 laufen alfo durd) emen beliebigen Puntt x
ber Ebene drei Tangenten unjerer Enveloppe, b. h. bie Enveloppe ijt von bdev britten Rlafje.
Wir gewinnen fomit den Sal:
Die Aren der einem Dveied A B C eingefdriebenen Parabeln
umbitllen eine Suvrve dritter Klafje
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Fallt dev Puntt P beim Durchlaufen ded Kreifes Ki mit einex Gde hed Dreieds A, B, (
etwa mit A, ujammen, fo ift bie jugehivige FuBpunftenlinie die Hohe ded Dreieds A; B, C,
aus ber Gfe A,. Aljo die Hihen des bem Dreted A BC pavallel umgefdriebenen
Dreiecds A, B, C, jind Tangenten unjecer at-mm (o

Bieht man von einer Ecde A, bed Dreteds A, 'DLh Durchmefjer A, A, bed RKreifed
K (Fig. 1) unbd fillt von A’ bie E::m auf Die Seiten bes ;anlﬁ- A, By Gy, o finb bie Fup-
puntte zweter diefer Perpendicel die beiden Ecden B, und €, bed Dreiedd A, B: C;; alfo ift
Br Ci bie gum A, gehovende Fupunttenlinie. Ebenjo jind C: As Lmb A1 B: bie FFufipunitenlinten, bie
31t den ben Dretectdecten B, unbd Ci diameival gegenitberliegenben Puntten B,' und C.’ gehbven. DObder
bie Seiten besd Dretedd A, B, Ci jind ebenjalld Tangenien unfever Kuvve C;. Lie jede
i einem Puntie ded Hreifes I\ gehorende Fufpuntienlinie, fo find aud) die ju den unendblid) fernen
Seceispuntten J und J' gehirenben Fufipuntienlinien Tangenten unferer fuvve Gy Bum Puntie J
fowobl ald aum Puntie J gehort aber offenbar bie unendlid) ferne Gerabe Goo n['s Fuppunitenlinie ;
aljo ift Goo Doppeltangente unjever C,. Da aber, wic im Anfang bded § 2 Hervorgehoben,
feine enblidhen Tangenten der Cy pavallel find, und von jedemt Kurbenpuniie mLF]c.t bent beiben auj-




einanderfolgenden nody eine britte Tangente an bie Surve gehi, fo Hat bie Kuvve feinen veellen
unendlid) fernen Punlf; bdiefelbe ift vielmehr eime im Endlihen gejdhlofjene Kurve. Die Goo
ift Deghalb eine tbeelle Doppeltangente. C ' nblidjen Tangenten pavallel find,

fallen aud) feime jwei sujommen (§ 2). Alfo 1ft die bie eingige (ideelle) Doppel-
mu;fnic ber Rurve C;. Nad) ber I § 1 bilbet fegend eime zu eimem

'S

| B, i emen Winlel, ber

Puntte P gehorige Fuppuntienlnie A mii ivgen ajei
gletd) “i Dent Btltlh;llﬂh-!‘--u' im 'a““t'i"x' Kj iiber bem Bogen P A, wo A)' der gur Geraden
By C; ald Fufpunttenlinie gehdrige P s 5 : bafy ber Winfel 4, ben 2 Beliebige
su dent Puntten P und Py gehirende Fuf 1
bem Pecipheriewintel im Kreife K; iiber dem Bogen P P Denn find ¢ und v bdie Winkel,
bte 9 unbd A, mit By C, bilden, jo ift unter Veviidfidhtigung des Vorzeidiend
P M, AY, A -
S B o ;o

unffenlinte ¥ und Uy mit einander bilde

gleich ijt

* 4 : 5] ' ] )

Die ittenflinien, bie ju bew Endpuniten ened Duvdymefjerd gehiven, find inim
st einander fent m_fn Unfeve furve C; hat alfo unendlidy viele reditwintlige
Tangentenbaarve.
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Gudit man ju den Endpuntten P und P, eined Duvdhmefjers P M, P, bie zugehirigen

g

bie "'-'L fte IY llb |"! nes -535.'15‘:"-t'§ |'\ b 5“"
stebt (§ 1), lnd da 9
i fe K2 in einem
in ein Paar
F, ald bie

Fugpunitenlinten A und U, fo gehen bdieje
mant echalt, wenn man ju P P, ben paxallelen
und U, zu einanber vedhtwintlig find (§ 3),
Buntt 5. Jwei 3u einonder vedjiwinilige
und den Punit S den Sdjeitel
Mittelpunite der f{-nﬁu::i:L:._".-.li:Lie.'i
redhtwinfligen Tangentenpaare. Die RKury
gemeinjam, baf ber Drt ber “,]Suuizc.
an biefelbe gefen, ein Kreid ift

Rehmen wic ivgend ein folched Paar A A, bad den Durcdhn
sugefoet, mit ben Deg. Mittelpumiten ¥ und I
und daju eine beliebige andere Fuppun i
Mittelpuntt F,, veren Scheitel S, hethe.

s A |
-l -‘.ll.-- aller

mit ben \“L'-;L-_"r!'u.. tten bie Eigenjdhaft

veditwintlige En'.:g:huuuﬂﬁrf

gemnteinjd
pem Punkie :' :

A b
J7 Wi Ciicas ash \] % By
pie Gevave . bie Dinien U und U, m

oe

und Deren

e T el B ket : o Pt LA
bert Puntien 7 und 4;, fo ift, da die Sefne I I, —= 1ft, und bie Nobien ber Kretje K,
itnb Kj fid) verhalten wie 1:2, ber Grad-Bogen KT, e, ber Winfel I' 5 F,y
gleid) bem Peripheriewinfel iiber P Py im Sreife Ki und jomit gleid Ky 4 F (obex
beflen Mebenwintel} (§ 3). “*‘“ur-rut'; ijt S Fy 4. @&benjo ijt der Grad-Bogen I Fq
] L3 ) 1] 2 2
P,P; und babher dec Winfel Fy S [, [y 4y Iy (oder Dejfen Dlebenwintel), woraus folgt,
baf S Fyo == By A ift. Wlfo 111 aud) t-': b= Fe 4. Jebe Fuppunitenlinte A wird
fomtt von trgend einem Paav in 2 Puntten 2 und 4 -;EIJILT'-[-PZI, pie gletdymeit
vom WMittelpunite I’y ber Gerv -"In‘ 1 U; abftehen. Hiccausd jolgt, dak, wennm wix Iy T,

£

Fy S; maden, To bev Bevithrungdpuntt der Gecaben A, mit ber Furve C; ifl. Denn die Fuf-
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punttenlinie %A, die mit s ein Paar bilbet, ift dte Normale in S, ju ;. Jebe aubere Fuf-
puntientinie, aljo audy bie Rachbavtargente A', von U, an bie fuvve C; wivd vom Paare Ay A,
it 2 foldjen Punkten .Llcfd_:'.nim.. bie qgleidyweit vom Mittelpuntte diefer Fufipunttenlinie abjtehen.
Die Geraden A, und A’y bilden ald fonfetuiive Tangenten ber Kurve C; einen unendlid) fletnen
SWinke[ mit einanbder, folglid) ift aud) bev Bogen, den die zu den L*nmbm A, und A’ gehivenden
Bunfte Py und P’ bes Kueifes Ki begrengen, und deshalb ber Bogen F F's awifden ben Mittel-
i ber beiden Fufipunttenlinien auf dem Sreife K2 unendlic) fein. G2 liegt aljo bev Punkt
P pem Punfte P, dev Punft F'= dem Puntt Fy, und fomit ber Scheitel S, ber Gevaben A
bent Schettel S, ber Gevaben U, unendlich nabe. Da nun A, von der fenfrechien Ridytung 3u

=

9, unendblid) wenig abweidht, jo 1 tur Sdnitt dex Gevaben A4 mit Ay der Punft B Sy
Der ©dnitt ber Mevaben W mit ‘:’[._, D. 1. Der Berithrungdpuntt dev beliebigen Gevaden A, mit
ber Sturve C; ift bemnad) dev Punft T., der ebenfoweit von F s abjteht ald Der

Buntt =,

Berbindel man den gemeinfamen Sdjeitel S eined Paaves U A, mit dem Hohenpuntt

II; bed Dreieds A, B, C,, und it P, bevjenige Schnitt diefer Verbindungzlinie mit Ky, ber zu
S fo lm,, baf M, B, | M S amd fomit H, S S P, ift, fo gebiet ju P, eine FuBpunttens
linte 90, bie S jum Mittelpuntte Hat; und bie Novmale st der Geraden in ihrem Sdjeitel S,
ift bie Jufpuntientinie Ay, bie mi ‘?L, ein Pagr bildet. Trifit die Gerade U, die Geraben

9 unb A, in den Punften T unb Ty, fo ift, wenn F, der Mittelpuntt von A ift, F T =F; T,

IS (g4 Folghdy ift = F, S T F. T S: und dba Deeted F M S gleidh)fdentlig
ift, foift & S F T, FSM 'S F., weil S F. ein Durdmefjer Ded Keeifed K* ift.
Mijo ft T F, || F, S, und fomit T s unp I, T, Fy, Sb 5T und T: find bie
Berithrungdpuntte von A und U, mit dex Kurve C, (§ 4). Uljo dbie Verbinbungsdlinte

ber Berithrungspunite der Geraden eines Paaved ift allemal wieber eine
I;-lvnnn Der Surve G,, und bdiejentge i}j[‘tﬁhﬂ': Die mitt [fljwtfr ein \-Ll‘ﬂnt
bilbet, geht burd) ben &d
.-é_.u‘ Berithrungsfehne T T, Dat cine fonftante Qinge. €3 ift nimlidh T T, =2 F F,
b 2 1, wo r unb v, bie Fabien ber Kveije K= und Ki find. Die Kurve €y {dhnetdet
aljo jebe ibrer Tangenten (an im Berithrungdpuntte) in 2 Puntten, deren Abftand von ein=
anver fonftant und jwar gleid ; flev bes Sreifes Ki, ober gleic) bem boppelten
Durchmeffer ded Kreifed K yenten i biefen Sdnitten bilden allemal ein *Paar.
Yuch jede andere bte G, in 4 und nur 1'11 4 Pyunlten. Um biefed u
evfennen, betvadjten wiv bic , bie bie Tangenten ber €, auf einer: beliebigen Gevaben
X cizuu,.nc:.i:u-.l. MWith die Gierabe X pon einer Geraben U im Punfte v gefdnitten, und nennen
wic y: ben Sdinittpuntt von X mit A, fo ift, wenn A und A, ein Paor biloen, y, durd) y
beftimmt, vy, bem Puntte v jugeorduet. Wird die Gerade X von ber Gevaden ., bie burch bie
Beriihrungspuntte von A unb A, geht, in und von ber Gevaben U, bie durd) ben Sdbeitel
S bes Paored AN, geht und fentvedt au A, ift, n v, getvoffen, fo find audh die Puntte y,
und y; buvdh den Punft y auf X eindeutig beftimmt, alfo dem Puntte y zugeordnel. Febem
Buntie y entjprechen alfo drei Punfte ¥, v, v5. Da umgefehri durd) die Gevaden ¥, U, U,
bie buvd) bie Puntie y;, v, vi hindurchgehen, bie Gevade U einbdeutig beftimmt ift, fo ift Den
brei Puntten yg, vy, y; cinbeutig der Puntt y jugeovdnet. Wiv evhalten fomit auf dev Gevaden

z o 0 as Y T R
tel oed erjten ",’I;.t'li rea,
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X jwer Punltfyjteme, bie in einer cin- dreiveutigen Beziehung flehen, 0. 0. jedem Punfte
per erften Meihe enifpredien 5 Puntte der jweiten Neie, und durd) 3 jufammengehovige Puntie
ber sweiten Meihe ift einbeutig ein Punft der erjten Reihe beftimmi. Nadh) Ehaled Kovrefponbens
pringip jallen (1 -~ 3) mal entfpreciende Puntte ujommen, d. §. bie Gerade x frifft die Kurve
im allgemeinen in 4 Punfien. Alfo ift die Kurve dritter Hlafje von der vierten
Drbnung.
& 6.

Crridytet man in ben Beriihrungspuntten T und T, ber Gevaden cines Paared A U,
bie Normalen gu A und A, welde ficdh in Q treffen, und fillt von Q bad Lot QO T, auf T T,
fo ift, ba ja Q S bie Gevade T T,, ald@ Fufpunfienlinie U., in threm Mittelpuntte F, {viffi,
A Q Ty Fy 22 8 F; Sy, wo S, der Sdyeitel von A, ift; folglidh it F, T, F. S, baber
ift F; ber Berlthrungdpuntt dev Gevaden A, mit dev Kurve € (§ 4). Hieraus crgiebt fid) ber Saf:
Erriditel man in dbem Berviihrungspuntte und in den Sdntttpuntien einer
Tangente der C; mit der Cf dbie Rovmalen, fo treffen fidh biefe ftets in einem
Puntte Q. — RNun ift M Q 3 M F, 3 r; alfo [egt bev Puntt O auf einem Kreife
§t2, der mit K2 fonmgentrijd) ift und einen breimal jo grofen Jadiug ald K* Bat.

NRad) § 3 ift Goo eine Doppeltungente unferer Kurve (5. Die BVeriihumgspuntic dev
Goo mit ber Qurve C3 fonnen wir jebi genauer angebenm. Jede Tangente der Cf wird aufier
tm Beriihrungdpuntte nod) in 2 Punften von bev Kurve geicoffen. Beide Punfte Haben vom
Mittelpuntie der Tangente gleidjen Abjiand (§ 5). Darvaud folgt, baf bei etmer Doppeliangente
ber C3 bie Berithrungspumtte mit den diejer Doppeltangente julommenben Mittelbuntien sufammen-
fallen miiffen. Denn faffen wir bie Doppeltangente, die ja aug zwei zufammenfallenden Fuf-
punftenfinier % und A’ beftebend zu denfen ift, ald Ghevade M auf und nemnen ben cinen
Bevithrungspuntt etwa v, fo muf bic Gerade A dic Surve nod) in 2 Puntten tveffen, die gleidy-
weit von bem ber Gheraben 9 sufommenden WMittelpuntt. abftehen. Und ba bdie beiden tweiteven
Sdynitte ber Gevaben U und C; in dem jweiten Berithrungspuntt y* jujammenfallen, fo muf
biefer gweite WBeviihrungdpunft ber Mittelpuntt ber Gevadben A fein: chbenfo muf der erfte
Beriihrungdpuntt y mit dbem Mittelpuntie der Geraben A’ jufammenfallen. Nun find offenbar
bie Mittelpuntte der Goo ald boppelte Gevabe U gebacht, ihre Schuitle mit K2, aljo bie beiben
imagindren Rreidpuntte J und J. Folglid) beviihrt die Goo bdie Kurve €5 in den
Punften J und J.

§ 7.

Sind bie Sdynitte bder Seiten bed Dretects A, B, C, mit K* bejiehlih A, a; B, b;

G, ¢ (Fig. 3), jo ift mit Beriidfidhtigung des Borzeidjens ber Bogen :

Gt £ o —AB'=100b 408

S — BTt oo

Coe 4 thn ¢ a 1 a A - t1.iiJ
o « A 5B Ferner ijt

30 = Ab — ¢ A, folglidj.

e | 1 =T 1 oz, o~ T gy ~ 1 a 5

BCG vy CedmbB=Ab+ttaAd +ob0B=cA+ 35 A +50Ck¢
Wird alfo von ben fiber ben Seiten bes8 Dreiedts A, B, C, liegenden Boget A a, B b,

Coc von ben Mitten A, B, C bdiefer Seiten oug duvd) die Punfte U, V, W je ein Drittel




abgefdjuitten, fo vaf A U =X a, BY =Bl GV ¢ ¢ ijf, o teilen bie
Punfte U, V, W die Peripherie ded Rreifez K2 tn 3 gleihe Teile, fo Daf fie bic Gden eined
gleidjeitigen Dreieds UV W finb. @8 ift nimlid)

i Sy g G AR
o e R T R S
o g Rt T e S

Gin Gefoubered Snteveife verbienen bie Fuppunttenlinten u, v, W, bie begiehlid) Dbie
Punfte U, V, W zu Dittelpuniten faben. Die Fufpuntienlinie v, die U gum Mittelpuntt bot,
gt gum Puntte Py bed Kreifes K * ben wir erhalten, wenn wir zu M U ben gleidjgeridyteten
varaltelen Mabiug M, P, bed Rreijed K! stefien. Der Wintel, den Ddie Gerabe u mit einer
Dretecafeite etwa B, €, bilbet, ift glewd) bem Pecipheriewinkel 1m freife K iiber bem Bogen
P. A wenn der Punft A’ der Punit 0ed feeifed K; ift, bem bie Gerade b, Gy ald Fuf=
wunftenlinie augefbdet (3 8). Die Fuppunttenlinie B, Lo hat dem Punit A Fum Mittelpuntt,
alfo 4ft ber Wintel, den u mit B, €, bildet, audy gleic) dem Peripheriewintel tm frveife K* iiber
bem Bogen A U. Bieht man mun in U bie Tangente an K2, welde B, C; in X teifft, fo ift

¥ (180" —aUx)—=+ UMa UM A Uxad Uax—="Uxa-| 3 UM A
folglich it U x a L M A, Demnad) ift bie Tangente in U an K bie Fupunitenlinie

i, bie U jum Mittelpuntt Hat. Ebhenjo seigt fid), boff Die Tuppunttenlinten v unb w, welde
besichlic) V umd W zu Mittelpuniten Habem, die Taugenten in V und W an ben Kreid K find-
Diejenigen Fufpunitenlinien u,, vy, Wy, die mit u, v, w bes. e¢in Paar bilben, find Durdymefjer
bed Sreifes K% Dievaus evgiedt fich, daff nidyt mehr Fufpuntientinien den Sreid K- bevithren
fonmen, da bucd) den Mittelpuntt M Ded Rreifed K* muw 3 Tangenten an unfece Surve Gy
b. t. 3 Fufpunftenlinien Hindurchgehen. Bei ben Gfevaben u, v, w fallen Mittelpuntt und
Sijeitel und dezhalb aud) ber Berithrumgpuntt mit dev furve Gy (f. § 4) aujommen im Puntte
U bez. V ound W. Ulfo bevithet die Surve C; den Sreid K2 in Den Punften U, V, W. Da
bet allen anberen Fuppunttenlinien Mittelpuntt uno Sdjeitel getvennte Punfle find, fo liegen bet
benfelben die Berithrunagdpuntte wmit der Kurve ¢} ftetd aufierhafld des Sreifed Ko Die Stuvve
() ndbert fidy affo tn den Puntten U, V, W bem Sreife K* am meiften, fo bafi Diefe YPuntte
andy Sdyeitel dex Kurve Gy find.

Die Fuppunitenlinie u, die mit u ein Paav bilbet, hat zum Mittelpuntie hren Fwetten
Sdpitt U, mit bem Sreife K* und da Uy U 2 v ift, fo hat Dex Beritheungspunft Uy der
Gevaden u, mif bex Surve C; von U ben Abftand 4 r, liegt aljo auf dem pben n § 6 er°
wifnien Keeife K2 Ghenjo liegen die Bevithrungspuntte V., W, bder @eraden v,, wi mit Cs
auf bem Sreife §2. Da ferner jede Fufipunttentinie aufer un Berithrungspuntte von ber (4
nod) in 2 Punften getroffen wicd, die gleidpweil vou threm Mittelpuntte abjtehen (5 4 und 9),
fo mufi, ba U 1, U; U, VVa V, V., W W W, W, ift, Dei ben Geraven u,, vy, W
ein foldjer Sdnitt jebedmal mit dem Pevithrungdpuntte U, bez. Vs, We aufammenfallen, fo baf
bie Geraben 1), v,, w, besiehlich) in ben Punften U, V,, W, mit ber Sturve Cy 3 aufeinanbers
folgende Puntte gemeinjam Haber.

Die Tangente u tm Punfte U der Kurve Cy feifft bie Surve nod) in 2 Punbten 2 4,
bic vom Mittelpuntte U dev Gevaden u gleidyweit abftefen (§ 4). Die Puntte find bic Be=
vilhrung&puntte ber beiben Tangenten, bie eit. Paay bilden und ifren gemeinfamen Scheitel im
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Mittelpuntie Un dev mit u ein Paav bilbenden Tangente u, Haben. Die Lunfte 4 und 7. Haben
von emander den Abftand 4 v (§ 5). Die Gevaben U, 2 und U, 4, find alfo Tangenten unferer
Surve Cy. Gbenfo finben wir auj den Tangenten v, w die weiteren Sdjnitte mit bder Surve C,
mbem wir die Puntte u, v, bez. », », auffudjen, die von V bez. W ben bftand 2 v Haben.
Die Linten Vi, Vi w1, Wy 2, W, », finb weitere Tangente ber Kueve Ci.
§ 8.
Die Geraden M Uz, M V., M W, beriihren die Surve Ci in den Puntten Uz, Ve, W.
und fHaben auferbem nod) einen britten Punft doct mit dor Svve gemetnjam. Die 3 Punite
Vo, W: find daber befonbere SBuntte der C. 1lm bie Puntie ndher ju davakierifieven, ftellen
wic jolgende Betvadting an: Wiv fucjen den Punft P ded Sreifes K. ber der Gevaden M 1
al$ FuBpunftenlinie jugehivt, tndem wir den pohenpuntt H, bed Dreteds A, B, €, mit bem
Mittelpuntt U, bder Fufpunttenlinie M Us (Fig. 4) verbinden und den Sdnitt P biefer Linie
mit K auffudjen, fo baf M, P || M U, it (§ 1). Dann nehmen wiv in der Nihe von P
beiden Seiten auf Ki 2 Puntte P;, Pz, fo baf P, P P Ps ift, b fudjen ju P und P: bie
Subpunttentinien %, und Ae. Diefe bilden mit M U Tintel, die gleih) dem Peripheriewintel iiber
P, P bez. P P, find und ltegen auf verfdjicbenen Seiten von M U, ba bie Puntte P, und P,
3u veridjiedenen Seiten von P gewdhlt find. Die Beriihrungspuntic T,, T, der Gevaden 90, U,
mit der Surve C; finbet man, indem man auf Ddenfelben von ifren vejp. Mittelpuntien F,, I
den Abjtand von Sdjeitel und Mittelpunti nad) ber entgegengefehten Seite hin abivdgt (§ 4).
Sind die refp. Scheitel S, und S., jo find S, F, und S: Iy Selnent ded Kveifes K° und fletner
al$ 2 r; folglid) Hegen bie Puntte T, und T. fteis innechald Des Sreifes K= NRiien bie
Puntte P, und P: gleidymifiig dem Puntte P niber, fo werben die Peripheriewinfel itber ben
Bogen Py P und P P: ftets tleiner. Dementfpredhend werden aud) die Wintel, bie bie 3u den
Puntten Py umd P gehivenden Fufpunttentinien W und % mit M Us bilden, fteis fleiner. Die
Sehnen S, Fy und S Fo ndfern fid) immer mehe dem Mittelpuntie, werden aljo fteid groper;
bamit werden aud) die Ubjtande der Punfte T, unbd T, von S, und S: tmmer grifer. Die
Puntte T, und T: nibern fidh immer mefr ber Peripherie des Kreifed &2 und der Geraben
MU, Fallen P, und P, mit P sujammen, fo fallen die Puntte T, und T, mit dem Berithrungs-
puntte U, der Gevaden M U, jufammen. Die Surve O nabect fid) fomit ber Glecaben M Ul
von betden Setten in el Bweigen, die fid) im Bunfie Us vereinigen. Da auferhald des
Rrefed {7 feine rveellen Runfte der C! mebr liegen, fo muf U, eine Spifge ober ein Niid-
tehrpuntt dber Rurve C}, und die Gevabe M U eine Riidfehriangente jein
Ebenfo findet man, baf Ve, W R idfehrpuntic, M Ve, M W2 Riictfehrviangenten bey
C; find. Die Suppunftenlinten, die ju zwei Puntten P, und P- gehoren, bie von I ju beiben
Seiten gleidjmeit abftefer, ltegen. fymetrijd) su M Us, aljo aud) deven Beritfrungdpuntte T: und
T: mit C;. Folglich liegen bie beiden Jweige ber Rurve, die jich etnex Ritcklehr-
tangente ndbhevn, fymetrifd) ju pevfelben

§ 9,
Fehmen wiv eine der drei Hidfehriangenten unb bdie mit ihr etn Paar bildende Gerabde
su Axen eines Koordinatenfyftemes; fei aljo die Tangente in U bdie Y-are, die Gevade U Us bie

X-gre. Iehmen mwir dann irgend eine andere Zangente UA; ver Kuvve Ci, die in Ti berithet,
ben Punft Fi qum  Mittelpuntt und S jum Sdpeitel Bhat, jo Hat T, bdie Soordinaten .
x=12rT, ¥ Uz, wenn wiv mit z den Fupuntt bes Loted von Th auf bie Y-gpe




beseichuen. Jlenmen wiv den Winlel, den die Tangente A, mit bex X-apre bildet, ¢ und ben
Sdnitt von A, mit U U, etwa O, fo ift:

X U o O Ty cos p, und y 0 T, sin g
Nun ijt: O T, 0O Fy — Tk, F,U—=T S (§ 4,
T, 2rcosp—2rcos 3 g baber Winfel M F, S, 3 pijt. Ferner

ift, wennt wiv von T, auf U U, dad F, & fillen,
L0 2 Uo i D BT i 4 r cos? .

Denmnady 1t x 41 cos*p — (2rcosp— 21 cos B q) cosyp,
¥ (2 reos g — 271 cos 3 q)sin g; ober
X L r cos® ¢ (1 — 2 sin® g),
¥ 8 r sm® g. cos o,

Died ind dre Gleihungen unjever Kurve. — Vewegt fich die beliebig Hevausgefommene
Tangente U, lingd ber Kuvve, fo duvdiliuft dev Punft T, die RKurve C;; babei bewegt fid) o
qwifden ben Grengen O° und 180°. Die Koorbinaten eined beliebigen Puntled T erhilt man,
inbem man in obige Gleidhungen fiiv ¢ ivgend einen Werth wifdhen O und 180° einfesst.

Jqt @ = 0°, 30°, 45° 60° 90° 120°, 135° 150° 180° fo ift
3r L T 3r

X dsp e, S e e T
] | fra d
rV 3 3rV 3 _ 3rV 3 r V8
¥ 0] 21, - I O -2 r — g 0
; { 7] i ' (5] ] ' 5] ' 9 ¥ -

Die Kurve frifit die X-ope und Yegre je Ddreimal. Diefelbe geht durc) bdie Puntte
Uy, W, Ve, U, Wy, V umb fehrt nad) U, zuviicf. Bwijchen W und Vo und W, und V {dneibet
bie Ruvve die Veare in 2 Puniten, die vom Unfangdpuntt den Abftand 2 r Haben (vergl. § 7).
Jm Ynfangspuntt U beviihrt bie Suvve die Y-axe, da bie Abcifje aud dem Negativen fommmend
Sull wicd und fofort wieder in3 Negative suciicgeht.
& 10.
Haben die Endpuntte einer Sehue P P, der Kurve C; bie Koordinaten (x y), (xy v1)

fodit st = PPl = (X — x84 (¥ — y,)% alfos V' x — x)f 4 (y — yi)°. Sind
P und Py gwei aufeinanderfolgende Punbte der Surve, fo geht s diber in d 5, (x — x;) in d x,
(v — ) in d y, und man echilt d s 0 e I
Jun ift: d x |-—- 8 rsin gpoeos g (1—2 sin®) ¢ — 16 r cos ¢ sin r;-] d g,
d ¥ 24 1 =in® P cos? i 8 r sint rp.| il P; nper
d x — S rsm g cos p (3 cos® g sin? @) d g,
d 3 8 r sin® P (3 cos® g — sin? @) d g.
o d s | 64 r? sin® @ (3 cos? o — sin® ). "[r_-uj:'-'" ‘;l" + sin® @) d gt
+ 8 r sin ¢ (3 cos® @ — sin? @). d ¢.

Bejetdhnen wiv bdie Lange ded Kuvvenbogens von U, bis W mit L, jo ijt

L a8 sin g (dieost @ — sin® ) d @,

k= o - sin P (4 cos® [ ].::I d (11} ober
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[__ o il o 3 i {. '-'i!l ".Ir’ oS- if -i a;: - 5] L' '-EII |'I|‘ '| I'If': L‘I”‘L‘-
= i - { } I g
L 3 ! — = IROREED) ~ ¢os? cos O -— COS - | TS
Offenbar it aber ber Bogen L - ber gangen Linge bev Kurve, da die Kurve jymetrijd)

st ben 3 Mittehriongenten Tliegt; mithin betvdgt die gamze Lange ber Sucve 16 r;
bie Ringe einer Seite bes furvenbdreieds ift 5,
& 11,

Um den Flacjeninhalt ded vom SKurvenbogen U, W, dem vor W auf M U, gefdllten
Qote W D unb U. D begrengten Flacenjtiids ju bevedjuen, secjchnetben wiv das Fladenftitd
parallel ber Y-are in unendid) Ddiinne Gtveifen. Hoben die Puntte P, P, ded Bogens U, W
bie Soordinaten (x y) (xy, yi), fo fift Dev Snbalt bed bon den Drbinaten, der Abcifjenare und
bem Stucvenftiict eingejdhlofjenen Fladjenjtiickd: (x — x,) y unter oer Borausdfehung, dag P unbd
P, e¢inander fehr nafe liegen, jo baB bie Flicde ald jdmaled Rechtect angefehen werben fann
Liegen bie Punfte unendlid) nabe, jo geht x — x; in d x diber, und der Inhalt 0ed elementaren

Y

Streifens ift v. d x. Dec Jnhalt ded gamgen Fladenftiickes ift jomit Kl oy

Eifty=48r sin®, cos i,

d x — B r cos ¢ sin g (3 cos® ¢ sin® ¢)

folglich 1 ! 64 r? cos® g sin' g (3 cos® ¢ — sin? ¢) d ¢,

Fl — ¢ — 64 r? cos® p sin® i (4 cos® ¢ 1) d e,

Il e 'I_ 1{11 ]".- -:i_'l—'-" ij :—'-III: (j_ —= 1|‘| "I' :l.-l'I If ‘f I| I| |'J|'.

'l =64 r cos? i sin? f;-li P - 16 r* ! sin? (2 p) d (-

Betvachien wiv nun zuecft dad unbeflimmie Integral | sin* (2 ¢) d . @3 ift

|.I:~i.'llf\2t'ﬁ!'|1r; |l.-i!l"|_l'-_J.rl[':'-. -!iII';.'g i 'Hi‘rjr St ._ cos (2 |I[_:-.-'ill: |-':I ) 3 | .--il'l.::_'?.gllr.ll'llre:lljljf- g,
|‘ sint (2 @) d g — - cos (2 ¢) sin® il = 3 | sin® (2 ) ::1 sin® (2.q)) d g,

— = a0 (2 ) sin® (2 ¢) - ) | sin® (2g)dgp—3 | sin? (2 ) d @,
1 |‘-‘j|!I Ij r;-'l il {f i_ cos (2 lJ[" sin® (2 {j‘-" = 3 \ sin® I,_:: rlr': (l (-

S t]-T r| sin® -.::’ ip) §| i !_ | ':\:1 cos (4 i) d [riF

}l sin® (2 ¢) d o _i: P - - sin (4 @)




o evaiebt fich:

4 [ sint (2 ¢) d L cos (2 @) sin® (2 ¢) sin (4 ¢) ¢
| =11 |£ ) d 1 = L0 o i F. sin® [_} i 1 sin I‘.'_J. .Jr-fu. cos. (2 rlf-: '!]— ‘ i,
| _-i.ll 3 r;_u : ‘.I' Ii -ci.‘|' _:' ,f'-} | |:l. _--.|'; |J r||'-|| C0s |_.::3 ,Ir N -: rlr..

Fiiv bas Jntegral | sin' . cos® . d ¢ ergiebt fich folgendes. €3 ift:

. —-il 3 |"\.:--': By
sint ¢, cos? g: d ¢ =tk g wete dg
mip pa =" iz cost i s1" i 1 sin® i (Wi i sin® (- 05 i
sind - cos® i ift, fo 1ft
'.l sin i cos® g d i | 3 05" AL |I 2in® if cos® i d P — i sin’ if cos*® iy d (Vi
; e _, sin® . cos? N :
folglich) 2 | sin® ¢ cOS® @ | ¢ ’r_,l by + | sin® ¢ cos? @ d ¢, ober
L ) [l
| SH1= gp GUS i I v 8 = .! SIN= 5t il o
&3 1]-1 abex i Sin® (. cnss i i o |I-'i!I" iy (1 sin” fJI’"' i o | sin® oy il i - |.:~§|'.I i || .

Ferner ift [ sin' . 4 ¢

d

(=" |J|'-.

? cin® i

Somit 1jt | sin’ o oS iy cl if

Selit man Die fiiv Dbie Jnter
ergiebt fich

64 r*

Das Flachenftitd U; W D Bat alfo einen Fladjeninhalt gleid)

verlingerte W D fuifff bet §reis K? zum zweitenmale in V.

fongeuent bem Fladenjticd U, W D,

folglich ift ba3 Fladenjtid U, W V
aplichenitiicte V, U und Wy U V.

W
ba W D Wi ift, o it U
2 ! ;

sin? | sin® ¢ d g, alfo
i

COS . sin” i

1 Cl= JJ['-

cos ¢p. sin’ . | sin? . d g,
; 1 = [y

- - — - Sll.(& g

sin* |}', cos? if
5]

3 ‘ﬂi!l"' f sin®*
' 0 oty =

grale gefunbenen Werte in die Fladengleidung etn, jo

; COs q sin® if :_I,_, .4-III|:-JtJf ) 1');'1'
f

16

sin tf
16

r]f } s i

I P [ a ] ! —_
s S1I - ] I
j 24 16 e
1 : L% T I
': 8in- 5 ,;u COS = 3 |J
a3 [ i a
] - B
3} l\."
) r: |/ 3. ’
5 - 5 Die
Das Fladenjtiid Uy V D ijt

ba ja Die Rurve zur Geraden M U, fymeteijd) [iegt;
[aEanss
F S 5
Der Nnbalt ded Dreieds U V W ijt 5 r.
gt

-+

2 T e F s e 4
Ron berfelben Grbfe find bie

W D, unb
D Glejamtinfalt Der von Der

¥ W
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]

RKuvve C: eingefdloffenen gladie it fomit J 2 m
=2 7 r. Der Inhalt der Rurve it alfo boppelt fo grof ald der Inhalt hes
freifed K2, fo baf der Sn halt jeber der gletdjen ;ELlffL'fJ\']E Rreid nnb Suroe
liegenden Arbelen ;- = 1 betrigt,
g 13

Gine Tangente ber Kurve Cg, bdie einen der brei Biweige beviihet, fdhneibet totwendig
bie beiden anbeven Bweige, da die Bweige ber Furve ein gefchlofjened Surverdreied bilden unbd
einander bie fonvere Seite jufehren. Bwei ju einander vedjtiwintlige Tangenten fonnen nie ben-
fjelben Survenzweiq bevithven; denn die Tangenten eines Bweiged {dinetden fid) unier einem Wintel,
ver fletner ift al3 ber Winkel ber beiben den Rurvensweig begrensenben Riicttehrtangenten. Diefe
bilben aber mit etnanber einen Winfel von GOY Demnad) milfjen die Gevaden eines Paaresd
Jtetd verfdyiedene Bweige berithren.

3t A, A, iegend ein Paar Fufpunttenlinien mit bden Wiittelpuntten F und F, (Fig. 5)
und dem gemeinjamen Seeitel S, ift B, B, bin wweites Baar Suppunttenlinier mit den vefp.
Diittelpunkten Fy, Fy und dem gemeinfofilichen Schicitel S, und rwird % von B unbd B, in
a und d, und U, von benfelben Gleraden in b und e getroffen, fo lind bie Geraben a ¢, b d

allemal ein Dritted Paar Fufpunlienlinien ©,, & ivie fi) aus folgendem cvqiebt. MWeil T |y

Fg Fy Durchmefjer bed Kreifes K find, jo ift F I, Iy Fy ein Rechte : ferner ift | s 0l
|'_-'_, ¢ =— I‘1-; (5 '-l-f, !E‘[I][TL'[) J."| ]1 b I|'. l},'[.‘i"l!,"l" I]_: F d =i ) E"r I d = i i"” g‘[l_fu

FFlacudba FFy LF, Iy, joiftac L bd Jft o ber Sdpmitt von a ¢ und b d,
fo lieat o auf bem Rreife Ky; benn ¢ o ift Dobe ded Dreiedtd b o ¢, undb K* ift bet iveler=
bad)'jdje Sveid gum Dreted b d c. Tvifft b d ben Kreis K2 jum zweiten Mal in F, fo ift
[ bie MMitte vou b d, ' b, — d F. Unb ba feeer ' Fy || a e alfo FF, L b d, mnd
Iy F' || e b, alfo Fy F* L a d ift, fo it dex Peripheriewintel iiber dem Bogen I gleid)
bem Winfel der beiben Graben o d und b d b. & bder Geraden A wd ®, woraud folgt, daf

b d ® odie gum Punfte I ald Mittelpuntt gehiorende guppunttenlinie tft. Ebenfo ift bie
®erabe A c ®, die Fufpunftenlinie, die zum Gegenpuntt F'* bes Punited I im Streife K*

ald Mittelpuntt gehort. Wird alfo trgend ein Paav Fupuntftenlinien A, A, von
einem andeven Paar B, B, in den Puntten a, b, ¢, d getvoffen, o find bie
Gevaben ac, bd ein britted Paar gupuntienlinien 6, ® ober tedjtwintlige
Tangenten unferer C. — Gin jolch)ed Tripel von brei Paaren A, €A; B, B;; @ 6,
bilben bie Seiten eined vollftindigen Bieredts a b ¢ d, Defjen Gegenjeiten 3u einanber jenfrecht
find. Dber die 4 Puntte a, b, ¢, d Haben eine joldie Lage su einanber, dafi jeber bev Dibhen-
punft des von bden brei anbeven gebilbeten Dreids ift. Gin foldjes Tvipel find aud) die Seiten
und sugehirigen Hofen ded Dretedts A, B, C, (§ 3).
~am Biered a b e d ift:

a d? ocd -t ¢oaz e de P i L
b ce g ot ¢ bh: g he v a' —- o be; folglich

ad J-be o d: + o5t L s L gy cadt =g hY
Ebenjo 1ft a c Sa 4+ Sexocdl S ¢ 4 5 ds,

b d* 5 b -+ S ']E.: 8 bt S oar - 8 b*;




I.'l[fi1 a c? Iy
Miithin ift: a ¢

Alfo in allen Bicvece

1 gebildet vorr einem Tripel vechtwintliger Tangentenpaare unferer

surve Cy find bie Summen ber Quabdrate je :tweier Gegenfeiten emander gleid).

Unter Beriidfidhtigung be

¢ b 4 (I, S -+ 8 b) 4 (F;, 8 4 B
d-a 4 (I" 5 S a) 4 (F S 48
d b? 4 (F'' ¢ 4 o d 0 R
Ca° ik N e S b (Y o
¢cd L (Fy S - 8, dY b (Fy 8 + S,
ab b (Fe 5 =5 D) b (I 5, 48,
Pa B, 5 | i L r*oump S b
ahnlidhen Gedgen gilf, jo echalten wiv duvd) Abd
¢ hb* 4- d a® Lot oa B
Vi o=
d h* = S0 R L 1 EE I a
L 4 r higii-
Gt | } F_} | Harey b d
| I

Begeidinet man dic Swnme der Duadrat

~uk

mit =, fo erhilt man ducd) weitere Adbition :
B2=42+ 961 L 8[F, S(Sb+ S o)
e (o g oe) = Fs 5 (5 d -

Wenn wiv die Beviihrungspuntic der Ta

L, Ty, Ty, Ty, o', o nennen, fo ift (S 4):

22=96r -+ 8[F S. ST,
sy

2 B=—"0h 1® .~;| S =T

Damum S T L ST,? T T2

dasjelbe gilt, fo ift

L RS (S

& Borzeidens it ferner:

c)’ 4 (F; S -5 b2 Fy 8.5 b
4@ S*4 S+ 2T S 80,
=4 TS+ 5a+2F S Sa)
R SR L R B 5
by (P ot == d® -+ 2 F o0 d)
4 L aob 4+ 2Fo ¢ b)
e L (FY of 4= ¢ a* -+ 2 "' 0 o a)
- [F"" G2 == 0 ' 2 Fligig [
g) L (Fy 5 4+ 8, & 2. 10 3. 3 d)
(I 57 4= 8, ¢+ 2 5.8 ¢)
a) LT S =S b 2SS b)
L (I, 5,8, a* -} 2 F, 5.8 a)
=5 a v b? ijt, und gleiches von Dden
ition
+ 2 (F; S. 8b -+ F 8. Sa)
2 (F, S.Se¢ -+ FS. S d)
2 (o od-+t F o o a)
2 (Fa.ob 4 F' o o g
2 (s 5 S d -E ks Ss; h)|
-+ 2 (Fy85..5; ¢ -+ Fa 5. 5 ;-'_:I.
¢ ber Seiten bed vollftindigen Bievedd a b e d

aF+Sd+Fe@d-Laeb)

%

=S, I 4]

I
ngentent ¥, AU, B, B, &, &, ber Reibe nad

S; (5 b 4+ 5 ;L‘_I|.

L
=3

T, - 5, Tyl

16 1 ift (§ B), und von den dhnlichen Grofen




SRS R 8. 24 = — 96 12, alfo
¥ = 48 r: golgld)
cht L dat=c¢i 5 4 R e R 16 r=;

5 i bie Summe der Quabdrate je sweier Gegenjeiten bed pollftanorgen
Nieredsd a b e d hat den fonjtanten MWert 16 1
& 13

Sft bad Quadrupel a, b, ¢, d qebilbet von einem Tripel redjtminiiger Tangenfenpaare
unfever Surve Cf veell, fo liegt fletd cin Puntt etwa b tnnerfhald des von oden oret Diagt
punften des volljtandigen BVieredd a b ¢ d qebiftbeten Dreiets. Die Diagonalpuntte Jind D
Sdjeitel S, S,, v der drei Paare, und ba biefe auf bem Rreije K* liegen, o ficgt ein Punft b
bes Quadrupel® ftetd innechald bes Kreifed K und bamit inmerfald der Surve Cg. Die brei
anberen Puntte a, ¢, d bes Quabrupels [tegen jtetd auBerhalb Ded Sreifes K2, ba fic

f (]

Punfte b fo iegen, bap thre Berbindungdlinien mit b durd) ten ! K* Gatbiert
Teligt man auf ber Sevaden b a cine Sivede ¥y T, S, F, ab, jo ijt T bdev Beriihrungs=
punft der Geraben b a. Da mum a Iy I, b ijt, und b innechaib Des Stretfed K= liegt,

fo ift F, Ty, = F, a 0. 1. ber Beriihrungspunit Dev Geraben a b liegt augechalb bed Drereds
a ¢ di ebenfo liegen die Berithrungdpuntte dev Glerabent ¢ b, b d auferhatb a ¢ d. Dagegen

liegen bie Beriifrungspunite der Gevaden ¢ 4, © d o d yoifden den Punlten ¢ und a, cund d,
o und d. Denn ba der Berithrungdpuntt ber Geraden ¢ a j 9. fo liegt, boff I 7" = o B

ift, fo ift F'¢" < F" c ober a FY; chenfo iit ¥y Ty, = Iy ¢ vber d Fy uno F T =< Ia
ober d F. Nlfo liegt 3 B. a innerhalb des bon b Berithrungsfehnen Ty Ty, T, T qebiloeten
Wintels, und da a aud) ywifden T, und b liegt, o muf . im Snueen ded Sturvendreied3 liegen.
Was von a gilt, gilt aud) von ¢ und d. Wlfo licgen alle Quadrnpel a, b, ¢, d, deren Punite
veell find, immerhalb bed Kurvenbdreieds ocr ¢l — Aber auch umgefehet ift duvd) jeden innerhalb
biefed Survendreiecd [tegenden Bunkt ein veelled Ouabeupel beftimmt,  Denn dued) jeben Punkt
d immerhalb ded Survendreiedd gehen bret reelle Tamgente an bie Rurve, wie aud folgenbem fid)
ergiebt. Riegt der Punft d auj emer bet brei Geraben M U, M Vo, M W, (Fig. 4), ctwa
auf M U,, fo gebt burd) d zunddyit bie Tangente M U,. Bewegt fid) bann eine Tangente langs
bed’ Survenyweiges U, Vi, fo witd biefe Tangenic nac) wid nad) alle BPunfte der Geraben
M U, treffen, affo aud) einmal duvd) d gehen.  Bewegt fich die Tangente bdant weiter [ing?
. Bet ber

!

bed Hurvenyweiged Vs W,, o wicd fie bie Strecte M U, tn feinem Punlte frej
PBewequng lings bed Dritten Suvvenjweiges aber trifjt die Tangente wicber nady und nad) alle
Puntte der Strecte M Uy, mwixd alfo nodymald burcd) d gehen. Demuad) achen durd) jedent Punit
d ber Sireden M U,, M V, M, W, dbrei veelle Tangenten a bie Sucoe. Liegt der Punft d
auf feiner biefer bret Stredem, aber tnnechalb Des Gurpendreieds, elwn i dem von M .,
M V, und dem Survenyweig U V. begrensten Flacyenftii€, fo fonnen 1wiv uns tmmer eine
Tangente t mit dem Beviiprungspuntie venfen, fo bafi d innechald des von i, 0, M V,
gebilbeten Dreiects liegt. Bewegt fidh nun eine Tangente lings Ddes SGurvenzweiged Uy V, von
U, Big x, fo bejtreicht dicfelbe bie Fldche bdes ben Puntt d enthaltenden Dreieds, muf alfo
einmal burch d gehen. Bewegt fid) dann bie Tangente weiter von x bid Vi, fo befteeidyt fie
biefelbe Dreiecsiliche, in Der d liegt, nod) einmal. 3o geht eine gweite Tangente durd) d.
Bewegt fidh die Tangente dann von Ve fiber W, nach U, fo Defteeidyt fie bie gange Dreiectd=
fliiche U, M V, einmal, e muf alfo nod) eine brilfe Tangente duvd) d gehen. Ziegt d auf Der
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 folbft, etwa auf bem Bweige U, Vi, fo gefen Duvd) d jundd)ft awet aufetnanderfolgenbe
aid) in diefenr Falle cine britte veelle Taugente burd) d. Denn
108 der beiden Jmweige Vo Wo, W U, ber Surve bewegt, jo gebt
. Runtte des furvenyweiged Uy Ve, aljo aud) cinmal burd) d. pitly
ber Buntt d im Jumern der Kurve liegen mag, flets gehen burdy Denfelben oret veelle

ren it biefelbern U, B,, &, jo wirh bied diefe und die zu biefen

: X T
i1 an pie Suroe. Aen

tfltgen Tangenien ein reelled vollftinbiges Bieved Deftimunt.
g 14,
¢halb bed Suroendretects U, V. W, fo gebt durd)

[

Qiegt ber gegebene Pualt d aup
Tangente. Yiegt namlidh d auf den Berlangerungen von MUy M V.

ente M U,. Da alle anbeven Tangenten,

. Ry
¢t Tur C1e Teoue

pepifeih
M W, ciwa auf M U,, fo geht bucd) d oie Za
d in einem ber brei Miume, in twelde die Ebene burd) die
M W, geteilt witd, fo with, da jeder biefer Ndume, fo
ben Tangenten ber Deiben Survenaweige, die nict
efivicient wich, durd) d cine aber and) muv eine geelle Tangente
¢ Beiben anberen durdy) d an bie Rurve gehenben ‘Tangenten finb imaginde.
(abcdift nod ein weitever Punft etwa ¢ reell. Er liegt auf ber reellen
wmaente fo. bag d F, — Fy ¢, wo Fy ber Mittelpuntt dev burd) d gehenden
Diefer Punft ¢ liegt ebenfalld aupechalb bded Stucpentoreiedd Us V. W,
¢ wie Gurve quBer im Beritrungdpuntt in 2 Punben & und 4
y : 5 ¢ chenjoweit iiber 4, Hinausliegen al8 d ither i, mwenn
ginen. ¢ und 4, anf der anbeven Seite von T, liegen. ¢ muf aber aud) fdon
ber Sturve liegew, wetl ¢ fonft ein veelled Quadrupel beftimmte, a2 volljtinbig
penbreiects [dge, womit aud) d innerhalb Ddedfelben fidy befinben mifite. Die=
bie mit d ¢ ecin Paar bildet, ift ebenfalld reell ; 8 ift die Gerade, pie im &djeifel
¢ d fenfrecht su c d ift. Diefelbe enthilt Ddie imagindven Quabritpelpuntie a
ioen anderen Paare, die duvd) bdied Quabvupel beftimmt find, jind imagindr.
ngente bued) ¢ unb d; diefelben treffen fid) in

coweit fie M Us treffen, ihren Schnittpunft mit M U, tnechalb bev Stvede M U, Baben, fo

;- 1Y

oeaholb auper

tnnerhalh bed

unh b, Die be

Bon jedem dicfer betben Paave geht je eine T

ben imagindven Punften a und b

Denft man {id) um die Dretecte a be abdacd bcdboe puigen Suadrupeld

ab ife mit den refp. Mittelpumtien 4, », 7, « gefdyvicben, fo fud die PNadien allee
| T i r .
piefer e gleidh 2 v, wenn v der Nabiud ded Gruntdlrer)es K* ift; benn ber freid K* geht

surd) bie Mitten der Seiten dicfer 4 Dreiecte, fein Nadiug ift alfo die Hiljte de3 dent einzelnen
I = i

nitgefdieiebenen fretfes.

Sm BiereE « 5 ; 0 (Fig. 6) ift, dba e d fentvedyt ijt jue gemetnfdjaftlihen Sehne b a
per: Seetfe wm ;o und & ¢ 0| e d; chenfo ift « 7 | a s @ bese i | iy @ d | a d;
;4 b od Die Bievede a b o d ub « g I find alfo dhnlich und dhnlid) gelegen; folglidy
geben Die BVerbinbungslinien Homologer Eden burdy eimen Punft. Durd) biefen Punit gelien
igslintent Dev Mitten Homologer Seiten. Die Mitten dev Seiten ber Bierede

atid) bie Berbinbun
find bie Mittelpuntte ¥, F,, Fy, Fy, F,, I der Tufipunttenlinien A, A, B, B, ® ®,, und
swae it B 3. B, bte Mitte pon a d, I, bie Mitte von « d. Allgemetn find Die Mitten je
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2 bomologer Seiten ber BVievede a b e d unb « 7 » 4 bdie Endpuntic eined Durdymeljers ved
Sreifes K*. Demnad) gehen die Qnien a e, b 3, ¢ », d & alle durd) den Mittelpuntt M bed

Heeifed K% Da nun bag Dreted a M F e M B, ift, jo it aud) a M M e« Ebenfo
cefernt man, baf bie ®eraben b 3, ¢ », d & in M Halbiert werben. Folglidh) find bie Vieveden:
cdyd abep begy edyda Poarallelogramme b 4 b — e f ac— w gy
ad=ed be=pgy bd=pg9d cd= yd Deshalb ift bad Bieret a b ¢ d

« oy d Die Geraben « 5, « p, « 9, § ¢, 5 & y & mwecben beytehlich i den Puntten
F;, ¥, B, F, F., F, Balbiert. Daber Ijnbm L-I:L' bent Dretedent « @y, ¢ f i vy d 3y 0
umgejdjvicbenen Rreife bezichlich die Puntte d, ¢, b, a zu WMittelpuntten, und ber Radius biefer
Sreife ift, ba F, I, ... I, auf K. legen glud__\ 2 1. Die Geqenfeiten bes Bievedsd « 7y 4,
nimlid) « 4, 7 7; ¢y, g d; ¢ 5, 7 d find zu einander vedhtwintlig undb Haben ben Scdnitt auf bdem
Sreife K°, ber ja fiic bie Dretece « 7 y 2. ber Feuerbadijche freis ift. Foffen wiv bdie Gevaben
piey f0,ep8, 70 als vedhtiwintlige Tangentenpaare einer neuen Kurve auf, jo ikt fid)
ber Chavafier diefer Rurve leidyt angebenr. Denn wenn wiv die Gevaden a d, besac hd;ab, ed
unter fich feft verbunben denfen und bdad vollftindige Vicvec a b ¢ d wm 180° drehen, fo bedt dad

fis .-‘JJ_ 3

Bieved a b ¢ d bod Bieved « 7 7 4. Die Envelopve aller Gevadben « 4, F o2 muf fomit
cie Der Surve Cj gleidie Rurve ©; fein, die fidh von Dev Kurve C; nur dadurd) unterjdjeidet,
bap ilr gegen hn]u‘hL um 180° ged nlu erfdjeint. Den Streis K* beriifrt bie Kurve €; in den

oben (§ 7) mit U, V,, W, (Fig. 3) bejeidneten Punften. Die Kurve G, ift dbie Enveloppe
per Yyen Derjenigen Pavabeln, die hr:n Dreted 4 B I ecingefdjrieben find, twenn Dreted 4 B I
gleidhfalld bem Rreife K* eingefdirieben ift, aber gegen bag Dreied A B C um 180¢ gebrehi
ecfceint. — e veellen Quadeupel ¢ 7 7 o ltegen innerfalb der Furvve €5 Enihilt bad
Quadbrupel a b ¢ d zwet imagindre Punfte b und ¢, fo find auch bdie Punfte 7 und », alfo
bie Mittelpuntie ber den Dreiecfen a ¢ d und a b d umgefdeicbenen Kreife, und Lamit bie
Rreife felbft imagindr. Dagegen find die Punle « und 4 reell und jomit oud) bie Sreife, die
bert Dreiecten b ¢ d unb a b ¢ umgefdivieben find. Die Puntic ¢ und J miiffen aber notwendig
v Surve G, diefelbe Qage Baben, wie die Punfte a und b zur Kurve Cy; fie liegen alfo in
biefem Falle auferbald der Kurve €.

§ 16,

Duvd) jebes bev obigen Quadrupel a b ¢ d gehi ein Biijdjel gleidfeitiger Hyperbeln,
decen Mittelpuntte alle auj K* legen.®) ehmen wir irgend einen Punft S bded Kreifed K* ald
Diittelpuntt einer foldhen gleidhjeitigen DHyperbel, die duvd) a, b, ¢, d gehi, und fafjen bas
Syftem fonjugierter Durdjmefier diefer Huperbel ind Nuge. Dafjelbe witd auf jeder Geraben
per Gbene, aljo aud) auf a d, ecine Puntt-Snvolution Hervorrufen. Die D

ic Doppelpunfte biefer
Puntt-Involution werden cingejdmitten dburd) die Dopypeljtrahlen ber Durchmefjer-Jnvolution d. .
burd) die Afymptoten ber Hyperbel. Sed)d Paare fonjugiecter Burdymefjer finumen wie {ofort
angeben. €& {ind bie jebeSmaligen Verbinbungdlinien bed Punfies S mit der Mitte der fedhs
befannien Sehnen ber Hyperbel und bie zu den Sehnen parallel gejogenen Dircdhmefjer. Die
Afymptoten mitflen mit jebem Paav fonjugicvter Durdpmefjer vier Harmonijde Strahlen bilden,
mitffen alfo a J und jebe anbdere Sehue fo trveffen, baf die E:[]r-ili[' gleidhwett bom Wittelpunit

bev Sehne abjteben.  Diefe Cigenjdjaft Hat bad durd) S gehende Paar vedhiwinfliger Fufi-

) Cteiner-Sdjroeter o, 0, D, S, 232 u, 233; Steiner-Geijer 0. 0. 0. €. 207; §. Divholt o. 0. . ©. 68,
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punfentinien (§ 4). Alfo Hat die buech S, alg Mittelpuntt, und a, b, ¢, d beftimmie gleidjfettige
Hypecbel bas durd) S gehende Paav Sufpunttenlinien ju Afymptoten. Die verdhiedenen Ajymp=
totenpaave es ganzen Bitfdjels beftehen jomit qus den gejamien Gevaben A A, und find Tangenten
unferer Sturve Ol Sede Guhpunttenfinie 9 ift affo eine Afymptote einer Demn Teied a b e
umgefchriebenen gleichieitigen Hyperbel 112 weldje notwendig durd) den Hohenpuntt d ded Dreiedsd
a b c geht und den Schertel S bon 90 aum Wittelpuntt Gat. Nimmt man inbefondere ald
Grunbpuntie cine Biifdels gleicjeitiger Hyperbeln bie Efen Ded Dreiedd A, B, C, und befjen
Hohenpuntt H,, fo find die Afymptoten aller Diefer Hyperbeln Fuppunttenlinien fiv dad Dreied
A, B, C. Folglid) echalten wiv den Sap: Die Enveloppe ber Afymptoten aller
einem Dreted umgefdhriebenen gleidyfeitigen Hypevbeln it ioentifch mit dev
GEunueloppe dDer Diefem Dreied zugehivigen Sufpunttenlinien, ift alfo eine
bejonbere furve 3. flafje 4 Drdnung.

Den fimilichen Duadrupeln a b ¢ d it eine Sdar-Shav gleichjeitiger Dypeebeln ums
gefdjvicben. Jeded Paat FJufpunftenlinien ift Ajymptotenpaar filv je eine Duperbel aud jebem
ber einfac) unendlic) vielen Biijcheln a b ¢ d. Wenn man fich alfo in Begug auf jeded redyt-
winflige Pear Fufpuntienlinien A A, die Sdav gleid)jeitiger DHyperbeln dentf, bie duvd) bdiejelben
ald Yjymptoten beftimmi ijt, fo evhalt man dicfelbe Shar-Sdjar.  Je wei biefer Hyperbeln
igneiben fid) in fvgend efnem Quoabrupel, aljo nuc innerfhalb unfever Kurve, wofern bie Sdniite
alle veell find, Bevithren fich swet Hyperbeln ber Schar-Sdjav, indem etwa 2 Quabrupelpuntte
a. d jufommenfallen, jo berithren biefefben die ®erabe a d in ihrem Mittelpunfie T', da ja, rwie
obert gefefen, a und d von F gleichen ¥bjtand haben. Die Tuabvupelpuntie a und d fallen
aber mur bann ufammen, wenn der Scheitel des Paares B B, dbag mit A U, dad Juadrupel
Gilbet, auf einer Gevaden bes erften Paared, etwa auf A [liegt, fo Dok W in pwet zufammen-
fallenden Punften getroffen twird, b h. wenn dad Paar B B, den Mittelpuntt der Gevaven U
jum Sdheitel Hat. Tie bGeiden anderen Sdjuitte b b ¢ ber Gievaben B B, mit U, legen
bann fo, Daf fie vom Wittelpuntt ¥y ber Geraden A, gleidien Abjtand BHaben, Dap alfp Iy c
b T, ift. Daun ift aber cud), da da8 Dreied b I' ¢ vechtwintlig ift, F1 b = ¢ Iy =
I 2 r. Die Puntte b, ¢ liegen aljo fo, dafy fie vom Mittelpuntie F, dber Gevaben U,
ben Abftand 2 r Haben, d. B. fie [iegen auf ber Surve € und find dic BVeriihrungspuntte Dev
Gevaden B B,, deren Sceitel in F liegt (§ 5).

Duvch ein beliebiges Duadrupel a b ¢ d ijt ein Bitfdhel qleichfeitiger Hyperbeln bejtimmt,
beren Ufpmytolen die vechtwintligen Paave A A, find und deren Mittelpuntte auj K* liegen
Gin beftimmicr Regeljchnitt de3 Biijcheld geht durd) einen Punlt, ehwa a’, eined gweiten Duadrupeld
a' bt ¢! . Dieje Hyperpel H*, die aljo burdy die Puntte a, b, ¢, d und a' geht, hat einen
Beftimmien Puntt o des Sreifes K* jum Mittelpuntt und ein Paar Fuppunttenlinten, etwa L L,
ar Wfymptotenr, Das Quadrupel a' b! ¢ d' beftimmt gleichialls ein Bitjehel Hyperbeln, bdeven
Mittelpuntie auj K* liegew, und Deren Afympioten bie Suppunttenlinien-Paave A A, finb. Eine
Hupecbel des leten Biijchels, etiva F; hat ben oben genannien Punkt o ded Sreifed K* jum
Mittelpuntt und dad Paar L L; zu Ajympioten. Die betben gleidyjeitigen Hyperbeln H und Hi
haben bemnad) ben Mittelpunft o, bie beiben Ajpmptoten L T, und den Puntt a' gemeinfam,
find alfo ibentijh. Uljo liegen die beiden Quadrupel a b ¢ d b a' b’ ¢! d' auj dexfelben
Dypecbel L2 Wiv finden allgemein, daf je 2 Quabdrupel auf einer und bderjelben Hypecbel liegem.
Qiegt insbejonbere Der Punft a' auf einer Gevaden ded Paares L L, fo geht bie Hyperbel H*

1
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in ein Linienpaar L L, itber. Jn diefem Falle alfo liegen bie Tuabdrupel a b e d uud a' b’ ¢ d’
i demjelben Paar L L.

MWenn ifrgend zwei gleihjetiige H
2 Waor Fufpmibtenlinien ® &, wd &' G |
auf dem $treife K2 wie wiv im Ynfange bieje
& @, und &' @', diefer Dbeiden Hyperb
gacunb b b, a b und D b, bie auj bden jpmpioten
ber anberen Hyperbel begrenst wecben, jowie die Wikl
Srveife K% Siub alfo in ei: [
swet Hyperbeln die Scdenfel derfelben ju Ajympioten haben, uud einandey
bervithren, fo ift ber Ovt bev Bevithrungspunte ein beftimmier Kreid K2 ber
purd) ie ©djeitel ber Winlel und die Mitien der Siveden gehi, welde auf
ben ©denfeln jebed Wintels burd) die Sdentel bed andeven Winlels be-
grenst werbdem

per obigen

10y T T
) UETHETEL,

piejer Slveden

* Afpmpioten

beln anj ben
gegeben und follen

e

§ 17

Galt man aus den Duadbrupelpunfien a, b, e, d auf die Geraden eimed Paared € G,
bie Senfrechten (Fig. 6), fo ift, wenn man die von a auf & unb € g
nennt, ber Winfel (U, €) ober (A,, €,) mit ¢ begeidynet, und a,, by, ¢, d; die Sdnitte
CE mit AN, find, x=1a a; sin e, 3 d, a cos . Begeidmet man mit x!, y'; x", y";
x' v Desiellic) Die Qote von b, ¢, d auf € und €, o ift:

allten Lote x und y

! - 5 C; COS }--' L |.I 21N if : i - ¢, Ceos.m, ....-. ||:' ¢ -Sin i
i — a, d sin i, _';'J" d :l_, CoOs o3 I'.UJ'!Ii:‘I]
y, G d . \|i a 5in .IJI_I_ cos |’I|l-'_ Wi .'-‘ 5 E b Ly sin i COS5 «p
ekl phai gy ’II ¢ Sl . CO3 o, 2, sty b |y d:d 3in - COS
T it a a, dy d, & d a, d b by Gs ¢y bl by e (§ 4);
folalich x. ¥ el Spltonnexh sy gy
Begeidinet man den Winkel (B, €) oder (B, €,) mit v und dic Sdjniite von €, €,
mit B und B, mit ag, bs, ¢, dg, j0 1jt:
X a as sin W, y a ds. cos w: x! ga D sy ab oy ds b cos
e ¢ Ca 0S¥ baietsin e i d ¢ cos i, y'" ba d sin o,
yolglidh: x. 3 a 8y, 4 dy sintap: cos W, x4y as b, dy D &in v, cos 1,
e i | LR -:J_. i :-.i|_ W G0s -, X _"."J || {17 -l :—-i|| 1 eos .
Und da a a, d: b, a ds go b€ @ b: d, ¢ by ca d ift, fo ift
X, 7 .‘I.‘l. }.r lll‘lh \:“. __\.n. ":IH. _'.'“
Alfo ift audy = y XL i Xy b . die Medjtede, unter Den je

jwei Perpendifeln, weldje aud den Puniien eined Tuabrupeld auj ein beliebiges Paar gefallt
werben, Haben jedesmal unter fid) gleidjen Jnbali.
§ 18.

Jjt A irgend eine Fuppunftenlinie, alfo eine Tangenie unferev Siwbe (5 mit Dem

Mittelpuntie P (Fig. 7), dem Seheitel S, und ift & G, tegend em Paar Fuppuniienlinen mit

finitten, fo iff, wenn man nod)

pem Scieitel S;, und werden G und G, von A in 4 unb 4, gej

S; Pogieht, P S, = P 4 (§ 4); jolglid) = P 1. 5; PS5, 4. Bieht man nody durvey S
ju U bie Parallele B O, {o ift weiter P 4 5, =45, Q = P 5; 4 b. 1. ber Winkel P 5; Q
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it burd) ® Balbiert, Hat man alfo ivgend cine Fupuntientinie A, fo findet man ein Paav
cechiivintliger Tangenten ber Suvve C) indbem man ivgend einen Punlt S, hed Kreifed K* mit
et Mittelpuntt P der Geradben A verbindet, bued) S; ju U die Parallele Q R jieht b die
vort bent Geaben S, P und Q R gebildeten Tomnfel falbiect, Trifft die Halbierungslinie ded
Winfels P S, Q bdem Streid K2 aum 3weiten Mal i Py, fo ift S P eine ®evade & unb bdie
Senfrechte in S, au S; Py Die mit S; Py ein Paar bilbenbe Gerabe (. NRimmt man auf K2
cinterr weiteren Punft S,, verbinder benfelben mit P und steht durd) S. zu S P die Pavallele
5, x, fo bilbenm bte Halbicvungdlinien der vo S, X unb S, P gebilbeten Winfel gletcdifalld ein
Paar &' © reciimintliger Tangenten ber Kuvve (5. Werbindet man einen weiteven Punft S,
bed Streifes K* mit P und gieht duvd) Sy qu S P bie Pavallele S, y und Halbievt die vom Sy ¥
und S, P gebitbeten Wintel, fo erhilt man ein Dritted Baar rechtwinfliger Tangenten G &,

der (b §.ow. — BJieht man Pz | Py S, fo ijt mit Beriidfichtigung des Borgeidyens
S 2 =75, und S, P =7l folglic)
e e R e R N e B T
1‘,.-',-_-;, T S 7 oper P, P S z, fomit S S, - 2 I‘_I.’I.

Treffen Die Dalbicvungglinten der Winfel P 5, x und P S, y den Kreid K? zum
aweiten Mal beziehtich in Py und Py, fo i)t audy S ‘w H_.;'l ks :-i,_i-'_-iz- — 2 |,.I'__1'f -+ }",__"I"Hj
: 2P P, und 58, 2 PP w §ow Wenn man alfo die Punkie 5 und P in entgegen=
gejepten Ridytungen auf K* jidy betwegen idfif, fo Dap ftetd S S, — 2 P P, ift, fo liefern

alle Verbinbungslinien P, S, Tangenten unjever Kurve Ci. Die erfte Sehne S P war eine
beliehige Gerabe U, beven Ridjtung nuv abhingt von der Lage ded dem Streife K* eingefdhriebenen
Dreieds A B . Nehmen wiv dad Dreied A B C im Kreife K= beliebig, jo wird die Lage
ber Sefne P S beliebig. Wenn man aljo zwei belicbige HRadien M S uno M P
eines Sreifes K jidy um ben Mittelpuntt M jo bewegen [dfit, baff die bon
Sem einen M S bejtvidenen Fladen ftetd dboppelt jo grofy find al3 die von
Sem anberen M P befteidjenen, fo ift bie Gnveloppe Dev burd) bie Endpuntie
bev Nabien gelegten Gevaben eine furbe dritter Slaffe vierter Drdnung

Die Richtung der im Anfang ded § evwihnien Geraden U iit willtiivlich. Somit exhilt
man aud) dad Syjtem der Geraden © &, in jolgender Weife. Dean nimmt auf bem Streife K*
einen beliebigen Punit P und daneben eine Gevabe q. Werden dann aus jebem Punfte S bed
Rreifes K° gwet unbegrente Geraden gezogen, Ddie eine burd) P, bie anbere pavallel q unbd bie
entjtebenben Stebenmwintel Halbiert, fo bilden alle diefe Halbierungdlinien-Paare & ©, ein dem
friiberen gleidhed ©pjtem und nmbiillen eme Surve C.

Nimmt man als Gerade q ivgend eine Sehue S, S, (Fig. 8) und den Punkt 5, ald
feften. Punite (Den wic oben P genamnt Haben) und fonfteuiert in allen Puntten S ded Streifed
K* bie Halbierungslinten dev Winkel, bie entftehew, wemn man S mit S, vecbinbet und durd)
S au S, S, bie Paralle zieht, fo erhiilt man nad) Obigem ein Syftem von Geradben & ©,, bie
cine Surve Cf umbiillew, Sieht man von S, ben Durcymefjer S, M und von S, dad Lot 5; S,
auf S, M, bamn burd) Se zu S; S, bie Parallele S, x und perbindet S, mit S,, jo ift £ 5, 5, x

Se 3 5 S, S, S,, 0. D bie Sefhne S, S, Dalbiert den Wintel 5, S, X, ift aljo eine
eine ber Gleraben . Tas Lot in Sy u Sy S, ift ebenfalld eine Gerade ©; fie bilbet mit 5, 5,
ein Paarv. Jieht man weitev den Duvdymeffer S; M und von 5, M bie enfredhte S, Sy, fo ift,




wenn man nod) duvd) S, gu S, S, die Parallele S, y zieht und S; mit S, verbindet der Wis nfel
‘-n S; ¥ Dhm} , S5 Dalbiert. Denn ¢3 ift ber Bogen S, S, —~ S, S, 258 = 2x 8;; folglich x S,
ie bod 2ot 111

S, S, H:, X Z=3, § = 5y By, fomit % 8, 5, 8, =8, S, 'y. UlioiftS, S,
Sy 3t Sy ;) eine ber oben genannten Geraben 6. ,u‘ln man dann iweiter S, \ mb 8, S, LM S,
und durd) S, bie Parallele S,z 3u S, S,, jo ift, wenn man nod S, S, .,_p_[n, ber Wintel z S, S,
ober Defjen Sh’hcznuinfcfi pued) S; S, Dalbiert. Falt wie in ber Fiqur bdie Linie S, S, fo, baf erjt
thre BVecldngerung in dem Wintel S, S, z (ober deffen Nebenwintel) liegt, jo 3iehe man 3um
Beoeife S, 8';, wenn S5 ber Gegenpuntt von S, fm feeife K ift, und bejeidime mit 8y S, 8% ...

bie jweiten Gubdpunfte dev Duvdhmefjer S, M, S, M, 8, M... Dann ijt:
9_-__.‘5.. .‘.-:'.ﬁ.‘-'x, — 2 g ri— @okoie AT 4 5y 5y fernec S, 8, A —— S
rr — 8 S8, und z S, g E — S X By S — 28R 2ar-—658S.

und daber x S, S; 85— 8% 8, z Ulo ift aucdh S, S,, bie

Solglich it S7, 5,

au S, Sy fenfredit ift, eime Gevabe ®. Ziehi man weiter von S, dad Yot S, S. m S, M,
burd) S; zu S, 8, die Pavalele S, u und verbindet S. mit S, fo Galbiert S, 8. den TWintel

Se 5 u, ift fomit aud) eine Gerade ®. 63 ift namlich S, S, SR 54 5,
folglich S; z S, u Se By

In dbnlicher Weife [GFE fih zeigem, baf auch bie Senfredite S, S it S, M eine
Gevade @ ift w. §. w. Wenn man aljo in einem Rreife K eine beliebige Sefne
Sp 3y 3teht, fobann aus S, die zmweite Sefhne S, S; fentredit auf ben bna'rl') S,
gebenben Duvrdymejier, jerner ausd S, die dritte Eul.-u Se 8 fentredit zu bem
purd) S, gehenden Duvdmefier und jo burd) jeden neuen Puntt “111-§c||i!1u
Sebhne, welde 3u dbem durd bdenm voche rgebenden Puntt gezogenen Duvde-
meffer fenfredt ift, jo find alle biefe Sehnen T angenten einer unbd derjelben
furve U — 3t ber Bogen S, S, mit der Sveidperipherie infommeniurabel, jo with niemald
ein Punkt S, mit einem u-nfjergeijenbeu *J.%'.l'lft Sp gujanumenfallen. Begeidhnen wic ndmlid) den

Bogen S, S, mit s, fo ift unter Veriicy fidhtigung bes BVorzeihens und eventuell bet mehriacer
b I L / -
Umlanfing des Sretfes S, S, 8, 5 5, g B By (—2)% &, 8, 8, (— 2)s

R (— 2)* —'s. Die Summe = ber Bogen S, 8, 8, 8, 8,8, 4.8, 8,
I--t o { .3:'—], : [‘ '|[ b b{ ; ] f‘]' a b 11 : : (— -_L".-___. [ ;
It = g5 Jft s mit ber Kreidpevipherie infommeniurabel, fc ift audh —g S

mit 2 & v infommenjurabel. 63 fann bemnad) niemals S, mit 8, jufammenfaller. Yber audh
mit feinem anbeven Punfte 5, fallt in biefem Falle 8, jujammen. Denn fonft mitfte S, 5 4

5 A 2 '."—— 2)p — :
8 8y ... 8 iSq - . 8§ permindert um §, 8, L 8 8, L 8, sl
£ 1 e BT 1
(— 2y 1 : (— 2R —1 (—2p — 1
L E 5 s mif 2 & r fommenfurabel fein. &3 ijt aber 5 B = 8
—T ¥ == O
(— B (— 2y

5 s mit 2 & r infommenfurabel, wenn s mit 2 & r mfommeniurabel.

Wenn alfo 8, 8, s mit Der Rreidlinie nidt ‘fna|'.|:cz'.|':tr.1E1r‘l ijt, |-1 wird bie obige Sebhnenceife
unbegrenzt. Wirh in threm gweiten Endpun te auf jeber Selne bie Senfrechte evrichtet, fo beviifren

aud) biefe Sentredjten alle diefelbe Surve C. und bilden mit den Sehnen bdte oftmald genannten
Paare & G,.
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& 19.
- ' (30, ' e P I
St ber Bogen 5, §, s mit ber feeidperipherie fommenjurabel, ift elwa = dmr,
wo 4 und o relative Priemzahlen find, fo dlieht fich bdic Reihe ber Sehnen, und e entjtehy

im allgemeinen ein gejdloffenes Polygon. E5 ift ndmlih) nad) § 18 ber Bogen &, S,

[y ) & | i ey f 1y
( ) - [— &) A [ el ) N il ;
. E ; = .2 oo BWie nun aud) p befdhaffen fein

i) £ =k

mag, tmmer gtebt e5 zwei Bahler n und p von foldjer Befdaffenbeit, bdah bder Unsbruc

(— 2)" i S : < b U 15 ; :
5 cin Bielfaded von u ift, woraus folgf, dafi e3 ftetd ywet Puntte S, und &,

giebt, fite weldje der Bogen 8, S, cin Vieljaded von 2 = v 1ft, fo bdaf bder Punkt S, mit 8

& Sy i Al e i i 2 — (— 2p
jujommenjillt, jid) aljo bdie Sehnenveihe fdlicht. Lap ber Uusdrud ‘E{ el
e S e p — (— 2P . sl e et ot .
Biclfaches von x, ober Daf - eitte ganze Babl it (bet paffenber Wahl bon n
o u
und pj, ergiebt fih) aus folgendem.
e g (— 2 [ (—2)" "1 :
Es ift = (= Cmo 01,2 3,..unb Z ungrabe ift.
— o : 3 (. 7
{ 2 e - _
Ba fletd eine ganze Babl ift, wofern p = # ift, fo Dbleibt ju unterjudhen, ob
2Rt g .
(et prli| Tl : 2l T
pDer twentt oty abbiiviend n I m- jefert, ob : ftetd etne gange

A ; 37
Hapl ift bei ungrabem Z. Die Bahl Z fann dann fein [ eine Priemgahl, IL ein Prodult
sweier oder mehrerer Priemzahlen, IIL eine Potens einer Priemahl, IV. ein Prodbulf von
Potengen mefrever Priemzahlen. Da bie Jahl 3 bei der folgenden Unterfudjung eine befonbere
Eigentimlichfeit seigt, fo feken wir voraus, bafy tn ben fHillen I—1V unter bden Faltoren von

Z feme Potenz von 3 vorfommt. €3 bleiben und dann nody ju unterfudjen bie beiden weiteven

Fille, in benen V. Z eine Poten von 3 ift, und VI unter den Faltoren von Z cine Potenz bon

5 vorfommi.

A e |
3

I 3t Z eine Priemzahl (andgenommen die Jahl 3), fo ijt eine gange Sabl,

\ 7 1 9Z4—1q

wetin 1m Z 1 ift. Demn ed ift, ba Z — 1 cine gevabe BAahl ift, . =

! fird o0 e g Oyt 1 9z 3 7
Run ift 2 ° L ftet8 teilbar ducd) 3, benn ea ift (2 * L 1)@+ 1) =—=2%"22% 2"
=lao 1. Ao ift 2 '1 dued) 3 Z teilbar, wenn aud) 2° " 1 dued) Z feilbar ift.
ey i B 2 fEsl L EC R e L R )
2 1t Ahep
ST 7 27 2 7
i : 4 : Li(h —13 2L 1) (£ — 2 L
M 1ft: (1 - 1)% 2147+ [ 9 Lol i = ’-?-..../,—1— l — 3
o - o T |

D e A A T A

= 2l [ 2 L . 2.3 PENg
A A P ) o i
15195 B AR A=




24
feu = . % 1 (& 1) (& p c e R ey B hie of wlinen
Die Duotienten ——-, i n §. w. findb game Jablen, da Die emzelnen
Summanbden der Reibe ganze Bablen find und in Nenner der Priemjaltor Z nid)t vorfommd.
Nuch find bie eimzelnen Summanben dburd) 2 7 teilbar, baher it bic ganje Summe burd) 2 %
) Ch e B : ; R LR 2 - 3
teilbar; alfo ijt: - —— ober 7 eine gange Sahl. Dic Bafhl 2 % 1 ift bemupad) jomwohl

burd) 3 a8 dburd) Z {feilbar, folglich muf diefelbe aud) durc) 3 Z feilbar fein.
I, S0t Z ein Preodbuft aus swei ober mehreven Lriemfakioren eiwa X I, 1o T

- R (D= nu=g o —1) (g =3
und g Priemgablen find und v = q 1ft, dpamn ijt 57 57 eine
3 9 ) J o i
gange Habl.

\ skt Bl st | - o e . I 24 LA, PR
Nady I ift = cine gange Babl, folglid) ift aud [ 55 }ft'.-‘ gatze HSabl.

B “ \ ed 1 s
Rurtift (29—11)P=2%—1 e —1f 3 2la—11—(2a—-U1)— 3 29-iRa=11);
b ba (29—11und 3. 21— 1 (29— 1 1) huedy 3 q teilbar ift, fo it audy (2 24 1) durdy
3 q teilbow. Sernevift(2e —211P =280 =1 52 ¥~ 1 _L 10 23{1—=110,2% O =) |5 2a=1]
(2501 1)—5 29—1,(28 @~ 11)4-10.22 @ — h(2a—1]),
ud da fowohl (2 195 alg aitd) H5: 2 89— 1 (2 8 1) und 10. 2-° 1), (21 I

burd) 3 q teilbav find, fo mup aud) (259 =1 1) burd) 3 q teilbar fein. Wllgemein ijt, wenn

u ungerade ift,

(E8=3 1p =2 v g g0 = DA =1L @3, WG =1
. { ! I .
_II!.--. 2 Sl vy Bt s ]
(9 u (g ) 1) L 21 (2 tu I 1)
L w(n l' 2 £ :'!-_l':' J 1I _______
bt (i {u L R a | Bl 1 {q ..I-J' 1 1|.
T, i, @, 1 1 1 T s
Da (2 91 1)* durdy 3 q feilbar 1ft, fo mufy aud) die Difjeren (2 » 1=~ 1 1) dued) o g
tetlbar fein, wenn die dhnliden Differenzen von ber Form (20 — = BN fden s Wi
pued) 8 g teilbar find. Mun ift 2@ -1 1), (25« 1), 29 —11) ourdy 3 q feilbar, tvie
oben gefdheben, alfo ift aud) (27@—11), (22@—-1v1),,., (2" 0@ =1 1) (u ungerabe) durd
3 . teilbav. &3 it aber aud), dba (2260 -V ) = @o—=11)(2a—11) und (21 —11)
burd) 3 g teilbav ft, (2¢ @ — ¥ 1) buech 3  teilbar, Ehenfo ift 21 ¢ A sl e

burd) 3 q teilbar. Ulfo ift iiber-

und allgemein (2% ¥ — 1 1) (2= D2 v 1

_) w (g — 1) l ; k ¥ - o - o
baupt 'i -~ cine gamye Habl, weldien gangiabligen Wert aud) w babe.  Ebemjo 1j,
|
: a0 A i s = . o I':_: i 13 (T 1 'E
wenn ¢ eine Priemgahl ift, (2° — 1) burdy 3 r feilbar. Folald ift aud) —— r
- . LU,

eine gange Babl, da ber Bidbler biejed Bruches durd) jeben der Drei Priemfalioven ded Jlenmners




teilbar ift. "IIIqmmn ergiebt fich, im'f,, werit Z rma bent unter einandber verfdjiedenen Priem-

faftoren a, b, ¢, d... befteht, bie Bahl (2 — VO —nle=1 @—1... 1) dbued) 3 Z teilbav ift.
I, St z’. cine “Poteny einer “\ricm,gct{}[ (3 ausgenommen) etwa Z — K7, {o ijt nad)
1 (25— 1) teilbar burd) 3 K unbd ebenfo jebe Grdfe von ber Form (2 @ &= 1 1) Folglid)
it (2 X1 1) feilbar burd) 3 K= unb burd) jede Grdfie von der Fovm 3 K=, wenn X = K
it ':'1E'.li['t]'t|.'-3 K—1 JE_9E(R—1 J OE—1D K= KE—13 K HE—1) KE(E_—1)E—
< Y =1 R —1) ne : x "
-_;I j 22K |+K21; 5__]_---(2“"“""_1}-—]{,2_"""_
K AR ) (=) e g, A B
(QE-—DE—)_[)LEE®R—DQE—1 Q3 E—HE=-D 1)—, ., + b o )
2 Jmjasd : L I e
K= 1, | 4
'j = e | 9 I:j \. = | .I_

Sn Diefer Heibe ift vom 2. Gliebe an jeber Summand durd) 3 K* teilbay, folglich muf
aud), ba die gamze Summe durd) 3 K* dfeilbar ift, (2¥ ®—D _1) duvd) 3 K* teilbar fein.

@3 ijt audy (2 & — v _ 1)° burd) 3 K* teilbar, unb br: .") ol VAT Iy e R S S e
32:KE—1 32EE—1_]—(23KRE~1_1) _82KE—1(2EE=—1_ 1)ift jomup
audy (23E® =1 _ 1) bued) 3 K* feilbav jein. Jn h:—:r]cﬁmn Weife wie unter II finbet man,
bafi aud) (25F ®—=1 _ 1) ynd allgemein (2 X ®—» _ 1) burd) 3 K? teilbar ift (v gerade

pber ungerade).
S ijt weiter

PEKE—1) |yK—oK'®—1) goRKE—HE—1) KE—DgKE—~1)(EK—2
1 : 1. 2
K(EK—1)(K—2) g E(K—1(EK—3) K (K—1) 5 2K(E—1) o K(E—1)
9 9 & RO — -1
1, 2.4 1.2
- (2 (K —1 1y g aE(E— ) mEE—1) (E—2)_ 1y
2 ) s (2 =)
r 4] » oo it pat i - e - vl by . o
_!_lxlTlx -J |.-_J.. K (K 1 (2 K (K 1) (K |!l__-];|_ Sty
S o 3 - '\-\. -
RIE =R (b =S ety 8 =R 1)
bl I AR % (2
R e, E —1 ! s - 1).

Bom 2. anfangend it jeder Summand !‘)E(‘fl’r Summe durd) 3 K° feilbar, alfo ift aud,
ba die gamze Summe bdurd) 3 K° teilbar ift, (2 & & — D _ 1) burd) 3 K* feilbar. Durd

eine dhnliche Becallgemeinerung tvie unter IT findet man, daf (2 X" (k1) _ 1) bued) 3 K® teilbar,
el

alfo ks __',:il U1 cine ganze Babl ift.
F .;ﬁ 7 ein Prodbuft von Poter l:,(‘ll |..l[]1i,1tt Priemzahlen, etwa Z — av. bt e dv...
¢, d Priemgahlen,) ]u ift bie Bahl r*- =,"-'"-'I- '-_-'_ (e . -I, @=1... 1) burd) 3 Z
teilbax. IEm.r ba (2¢0 ©—1_ 1) burdh 3 a® teilbar ift, fo ift aud) jebe Zahl von ber Form
2 ws @-v 1) burd) 3 a » teilbar, wad fid) in Derfelben Weife jeigen [iRt, wie wiv unter
1T gezeigt Gaben, daf (2 la—0 _ 1) burd) 3 q feilbar tft. Folglid) muf, da ahnlided von ben
ithrigen Potengen gilt, die Jabhl (2° PTa—n v G=ne -nd @—1. 1) buedy 3 2=

3 at ba cn de, . . feilbar fein, da fie buvd) jeben Diefer Faltoven teilbar it




V. 3t Z eine Poteny von 3, ober fommt unter ben Fattoren, in welde man Z jerlegen
tann, eine Poten; von 3 vor, fo ift unfeve bighevige Folgerung nidit jutveffend. Denn wenn
audy eine Jafhl von bev Form (— 2) ™ _ 1 fowohl durd) 3 ald durd) Z = 3= teilbar ift, fo ift bamit
nod) nicht gefagt, dafi diefe Bahl auch dburd) 3 Z teilbar ift. — It Z =3, fo exlennt man leichtr

S LI
bafy ber ?{uébru&{'- --,_T-)—;}-"I eine ganze Bahl ift; ebenjo ift, wenn Z — 32 = 9 ijt,

(—2)*_1 — b13 ; y : :
8.9 — g7 — — 19 eine gange Bohl. Wiv diirfen vevmuten, daf allgemein,

—2)% 97
wenn 7 — 33X iﬁ.’, ( '._',I r—_] e el 1

. DYt e

A oder —5 5 tine gange Babl ift. €3 ijt:

PRl Rl S N e S s ey T

_;-‘T:}i_':{ia-,r:m:f‘\w B LR I Rt B R R SR R T B
Da Z = 3% voraudgefent ift, fo lafjen fih die Glieber in ber Flammer der rechien

Ee_i!e biefer Gfeidjung su fe dreien zujommenfafien und man erhilt:

2541, 1 : 5.4 95__99 1 91 92 —6_| 9%

i 1 92—

EFnz=z0— 2+ 24— pau . 2

Jn ber 2. Klommer der vedten Seite der Gleihung find nod) 3 K — 1 @fieber; bie-
jelben laffen fidh abermals u je breien anorbdmen und man famn fchreiben
2241 1 > 5 ALK : : e
ez Tz 0 —242) 1 —242) 1 —242% —an | {22-9)
i gleidier Weife ergiebt fid) :
0 F |
= ,,1; (1 —24 29 (1 4 2% 4 229 (

@+1)Z

PNun 1t

Jede Grofe von ber Fovm [20 (20 1) — (@1 _ 1)] ijt, ba bie einzelnen Summanben
bued) 3 teilbar find (wie oben gefehen), durd) 3 teilbar. Da wit K joldye Fattoren Haben, fo
. 9n L
it da3 gamze Produtt burd) 8% teilbar. Alfo ift, wenn Z eine Poteny von 3 ift — .i'!s ’,—1
PE=0) ke : 21 KTl . : i

- g 7 tine gange Bapl. Die Jahl (27 4 1) ift dbuvd) feine Hohere Poten von 3

: : o P
leilbav. Denn jeder Summand von bder Form (2°+1 _ 1) enthilt den Fafior 3 nur einmal.




g

et A

@3 ift namlicy: (2°

it e
EARV IR e I
B p
e L Sl I P S A
Run ijt o eine gange Bahl, alfo ift (2 = 5— — 1) nidjt mehr duvd) 3 teilbar
s s i} F

K
Demnady ift (2% 4 1) — (2% 4 1) die fleinfte Sahl, die durd) 3 Z 3K+ 1 feilbar ift.

VI. Sommt unter den Faltoren von Z eine Potens von 3 vor, ift etiva Z — 3% a¥. a% %,
fo mruul man auf folgenbe J.Bn]f bafy die SnE)E

I_-II I. ] ., ll." x o= P
l'\ _‘-_'! A (a—1) b .|....::.- i 1} i) l [ A — 1 b (b 1) & fa—1) --]|

burd) 3 Z teilbav ift. Nach IV ift die Jabl ( s e B B-De -0t 1)tri[bm: burd)
8ar b ¢* ... ober wenn man abfiiggend aP—*(a— 1) b1—-1(b—1)c—(c—1)..=W
febt, fo 7t (2¥ _ 1) dburd) 3 ar bt cr ... teilbar. Run ift
(2x_1)d — (2% _ 1) —3.2v (2"
(2w 1)0 = (20 1) — B2 (28
(2%~ DT—=1(27"_ 1) — 7.27 (2t ) — 35. 2% (27 _ 1),
Sin 1 M iy s iy S 7 *,-
9 1) @ oy 1‘+{ u;ln_jl _dn
(23N — o) w i JES ] B i <) A Syl now w
5 (2 s S U 2 1).2n. (2n l‘ll_ n-1-—(m Ij2 @71,
] i e Il y :
Da (2 _ 1) dburd) 3 ar, b, en... teilbar ift und ehenjo (2% _ 1) ** 1, fo muf and
ber Meife nach (2% _ 1), (2% _ 1), (27 _1),.... (2@ T V¥ _ 1) durd) 3 av. b ¢ teilbar
fei. Weiter ift 2@ntVw_1) = @@entnw, 1) 242+ _ 1) dued) 3 av. b ch.
teilba, i&n ber 2. Faftor burd) diefe Jahl teilbar ift. Alfo it allgemein (2= v _ 1) -
it B G—1)b Boire o=l ) tetlbar burd) 3 ar. b, cf
3n gang q,[ur[;n Weife seigt fidh, bafi fitv jeben ganszabligen EIBcrt[j Tur m bie ahl

¥ |—I

@2us _ 1) burdy 8. 3" teilbar ift. Jolglich ift die Haht (2 -+ ©=V b =1 o 6= 1)

fowofl burd) 3. 8" ald durd) 3. av. ba. ¢ .. feilbar, deshalb ift fie aud) burd) 3. 3", ar. by, ¢ teilba.
Tie bvmm*f} ati) htc Bahl u bejdaffen fein mag, 8 Jtr[ll ftetd 2 Bablen n und p
L [ RN it 2\!',-
vont Der Bejdaffenbeit, bu], ”_ —3 L};_ L eine gange Sabl if
& 20.

Wenn der Bogen S, S, s mit der Peviphevie bes Kvetfed K* fommenfurabel ift,
etina &5 — "’ 2 a v (4 undb w relativ priem), jo jdliept fid) die gemify § 18 tm Sretje K*

gesogenie Reihe Sehuen, und e entfteht im allgemeinen ein gefhlofjenes Polygon. &3 fallt
nidmlid) einmal etn Puntt S, mit einem vorfergehenden S, jujammen, ba ber Bogen S, 8, =




A

. On == YD
2 .--,_:1{-_ ol 2 = r bet paffender TWahl von n und p ein Bielfached von 2 = r ift

(§ 19). ird file ein beftintmtes n bei gegebenem w die Babl p = o, fo fillt ber Punft Sq
mit bemt Unfangspuntt S, zufammen . h. die Sefuencethe fehrt yum Unfangdpuntt suritd. €8
ift bied fedoch feineswegd immer ber Fall; es fann p aud) ben Wert 1, 2, 3, 4... Haben.
Dann fallt der Puntt S, vefp. mit dem 1., 2., 3., 4... Gudpunft sufammen. Jjt p o, fo ijt
(—2p —(—2p (—P—1_(=2r—L

N Sl e b e i e = En—1 (— 2)n
==y R By ey Do e e R

uf , (— _f n__. {— =p . e [‘-—L

ftets ungerabe. Jft bagegen p = o, fo ift % '-_ T 2P =
ftetd eine gerabe Bafl. Da nun ene ungevabe Safhl niemald bduvd) ecine gerabe teilbar ift, fo
tann p niemals il fein, wenn o eine gevabe Bafl ift. Ulfo Fehrt bie Sehnenveife niemald
sum Anfangspunft suvitd, wenn « eine gevabe Bafhl ift. @5 fann Ddie Sefnenveibe nur dann
jum nfangspuntt jucitdfehren, wenn u ungerade ifit. Dann fehrt fie aber aud) immev um

: i ; AL E : (— 2 — (— 2p
nfongspuntt guviid. Denn nehmen wir an, bafs fite ein ungevaded « die Bafl ' = .;{"
al® gange Babl exfannt ift, fo mufs der nite mit pemt pten Puntt jujommenfallern. Da aber

— 2p — (— 2p Pl =R i ey R . ; ! i X
(=2 () — (— 2 . - ! unb (— 2)° burd) 3 p nicht teilbar ift, jo mup
- o M

==
(=272

: .
s eine gange Bahl fetn, d. §. e3 fallt vorher fdon ber (n— p)te Punft mit

bem Unfomg@puntt ufammen. — Jjt der uv Anjangsfebue gehivenbe Bogen s 5

A

. 2w r, fo ift dber Bogen ‘-', 3, — 2 s, ber Bogen Se S — i Se Sy

L[

(— 2 —1 # N 2t 1 e s (— 2)8

= § = o 5, o 1y Sig §— — D8 Sy o :
w f. w. Die Punfte S;, Sy, Sy... ftehen alfo um ein Bielfaches von s von Punkt S, enifernt
auf dem Stretdumfange; fie find aljo bie Enbpuntie eined vegelmifiigen Bieledd (u-edd) im
freife und die Sefhnen find bie Seiten verfdjicbener Ordnung (Seiten und Diagonalen) bed
wsedd (Fig. 9). Die Bahl 2 ift dabei ohne Einflufy auf die Befchaffeneit bed Polygons. Jmmi

man namlic) af® Bogen bder ecjten Sehne ftetd den Heineven, fo ift 4 < : Und denft man fid;
fite ein beliebiged « das Polygon fonftruiert fiiv 4 = 1, fo erhilt man cine Reife von Sehnen,

beven jugehorige Bogen 2 big i mal jo grofy find als der Vogen, ber jur Anfangsfehne gehivt.
2 3

L1

- i . et 2 .
Dat der Bogen bder Anfangsfehne nidjt bie Srife 2 7 r, fonbetn etwa — 2 7 T,
i L

i v Ill : . : - - 1 ! 1
(# = ), fo bewirlt bied, wie fid) unmittelbar aus ber Figuv ergiebt, eine Aenderung

in ber Bezeidhmmg der Gefen, bleibt abev fitr bie Bejaffenfeit ded Polygons felbft ofne Einflup

Das Sehuenpolygon nimmt im allgemeinen nicht alle Eclen in Ynfprud). &3 ift died
nue dann ber Fall, wenn erft ber wte Gudpuntt Sy mit bem Unjangdpuntt S, sujammentfallt.
@5 fann alfo aundd)ft nue dann eintveffen, wenn p ungerabe ift, weil miv daun bie Sehneitreifhe
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sum Ausgangapuntt guciidfehet. €8 muf aber aud), damit etft bev ¢ te Enbpumit jum Ausgangd-
puntt jueiictfehet, ((— 2)* — 1) bie fleinjte Bahl Diejev Fovm fein, Ddie burd) 3 p teilbar ift.
Das ift aber nur ber Fall, wenn p cine Poteny von 3, ctiva w 3% it (8 19). Uljo muv
wenn s eine Poteny von 3 ijt, wird dbas Sehnenpolygon alle Gden Ded Bieleds iu Unfprud)
nefmer.  Jn biefem Falle ftehen bie Seiten des Polygons in einer intereffanten Beiehung. &3

ift namlid), wenn Der Bogen Sy S5, 2 nr ift, Sehne

2 r sin

¢ 8in

+ gin

, unb enn g -
gin Arr (N —-=

b AT
rsin ——* 2,
i

2 r. sin

Die « Sehnen find alfo in biefem Falle zu brei und bret gleid). — Nennt man in
etnem regelmifigen Bieled ((2 m 4 1)-e) bie Seiten, welde 2 auf einanberfolgende Eden
verbinden, Geiten exfter Orbuung, biejenigen, welde 2 Eden verbinben, fo, baf ftetd eine Ece
itberjprungen wivd, Seiten 2. Ordnung, biejenigen, bie gwet Eeen iiberfpringen, Seitent 3. Drbnung
1. §. w., fo exhilt man in diefem (2 m —- 1)-ect Seiten 1., 2, 4.... (m — 1). Drbnung.
Dic Sehuen unfeved ped (x 3x) find alle von bdenjenigen Orbnungen, bie nidyt buedy 3 teilbav
i o A y : TR = e :
finb. St ndmlid) die exfte Sehne s 2 r sin wor Der exften Orbnung, fo ift bie 2. Sehne
[l
! el el Arer s : e LT ERES
) e o] * 9 yon ber 2., bie 3. Gefhne 5, = 2 1 sin . 22 pon ber 4. Drbnung
I 1

: : s 6 T i R

1. | w. Die nie Sehne sy = 2 1 s —= 9 — 1 it von bex (2¢ — “)ten Orbnung, wo 2
i

ift. Sft 2 > ———, fo ift die (n 4 Dte Sehne s, 1 — 2 1. sin




; =i ; . ’ r ' i -
bon Der (1« — 2")ten, bie (n - 2)te Sefne s, | 2= 2 1 =in o 2u +1 pon ber (@« — 22+ iten

Orbnung, die (n + m - 1fe Sebhne 54 w4 2 1. sin 'Iﬂl‘ i LSl )
pon ber (x — 2™ *®)ten Ocbmung. Jft dbann (0 4+ m -} 1) = g, fo ift die (n - m - 2)fe
Selte 55 4 m+s =— 2 1 80 .r”1_ 2 +m-1 oy Her (2 ™ E ! —. witen Drdnung, Keine
per Bablen bon ber Form -+ (2Rl u) ift, ba u, nicht aber 2* + ™ = X burdy 3 teilbar
ilt, burd) 3 teilbar. Das ganze Polygon ift dem Rreife KT ein und umfever furve € um-
gefdyvieben.
g 21.

Awet Paar Fuppunttenlinten A A, und B H, bilden dad § 12— 17 erwabhute Duabrupel
a b ¢ d, woburd) ein Dritted Paav Fupbunttenlinten € € beftimmt ift (Fig. 10). Btehenlwiv
eine Deliebige anbeve Fufpunlienlinte &, welde €, A, B m « 2 », G, B, B, in g, r, |t
jdmeibet und bdurd) einen Lluadrupelpuntt, etiva ¢ ju @ bdie Parallele &', welde €, A, B in
e, g ¢ trifit. Durd) die Geradben &, &', € A und den Puntt ¢ ift einbentig lein Kegel-
fdnitt 8 beftimmi, der durd) c geht und bdie 4 genannten Gevaden berithrt™) Den Beriihrungs-
puntt ¢; Der Gevaben & findet man, inbem man den Sdmitipuntt q vonw « 3 und «' 7 mit
¢ verbinbet.™) Jn derfelben MWeife Deftimmen der Puntt ¢ und die Gevadben ©, &, U, B als
Tangenien eindeutig einen Segeljchnitt §,°, ber bie Gevade ® tm Punfte ¢!, berithet, den man
exhialt, wenn man ¢ mit uw = (r &, 7' ) vecbinbet. Aud bie Geraben ®, ', B, €, und
per Punft ¢ beflimmen einen Segelfdnitt §y*, deffen Beviihrungdpuntt ¢’ mit @ auf ber Geraben
c p liegt, wo p = (e 7, ' ) ift
PNun verhalt fid:

BECy s (AR e v il R e ) R o) ' B g b ¢ e l:e' e folghd)
lft i 0y = g [r 704 [ra

serien: yeep' gt ¢ R R ol d 35l
gs:p e folgld 7 ¢ Bs ple 7 & Ebenfo
i E!l“ I L e e a4 c PN ol P ER T C;
jolgliy » ¢, (30 e 7 L,

Jft O ber Mititelpuntt der Fuipunttenlinie ®, fo it Os =« 0, or—=po0, 0t =70
(8 4); alfo ift aud) « t = 5 5, g 1 7 I, @ s=c r; folglid e ¢ & GrTge ol e

pie! = poe; folglid c; (i e’y 0. B Der Segeljdnitt K.* fowohl af8 K,° berithren
die ®erabe ® in bemfelben Puntte ¢, in weldem & von K¢ berithet tich.

Auj ber Geraden c¢ c; liegen bdie Punfte ¢, u, p, folglid) finb ¢ und ¢, audy bie
Beriibrungdpuntte bes duvd) bdie fiinf Tangenten &, @', A, B, € beftimmten Kegeljdhnittd K,*
auf & und G.) Dec Kegelidnitt K;* hat aljo mit jedem der oben genannten Kegeljchnitte
®, 87 K° bdie beiben Punfte ¢ und ¢, und 4 Tangenten gemeinfam, d. . die 4 genannten
Regeljdnitte find nicht von einander verjchieben, fallen jufammen. Dex Segeljdnitt K,® fat 3u
bem Quadbrupel a b ¢ d bdie befondeve Lage, dafi er dem von 3 Pumften a b d gebildeten

e

Stetner-Sdyrbter, Theor. b. Kglidn. 2. Unjl. &. 2892

*%) Steiner-Sdvoter, 0. a. L. &, 92,
" Steiner-Sdrioter, a. a. L. &, 282,

..:_:i_"
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Dreiedt eingefdyrieben ift und durd) den 4ien Punft ¢ bhinbuedjgeht. Ynbern wic bie beliebig
genommene Gerabe & und damit ©,' o erbalten wiv die Gejamibett Dev Segelfdinitte, bie bem
Dreied a b d eingefdricben find und durd) c gehen. Wic evhalien bemmnacd) folgende weitere
Erzeugungdmweife unfever Stuvve C;. Dentt man fid) vitdjidhilid trgend eined ber
pben befjdricbenen Duabdbrupel a b cd bie Sdhaar Kegelfdnitte, welde durd
einen ber 4 Puntte etwa durd c gehen und dem von ben Jiibrigen beftimmten
Dreied abd eingefdrieben find, ferner in jedem Kegelfdnitt ben durd den
Punft c gehenden Durdymeffer ¢ ¢, und in defjen andberem Endpuntt ¢ bie
Tangente ® bes Kegelfdnitted, jo ift bie Enveloppe aller biefer Tangenten
eine C3 Fiiv alle Quadvupel a b ¢ d erhalten wiv bdiefelbe SKuvve Cj, Da ja Dad eine
Quadrupel die CF feftlegt, decen vedhtwintlige Tangentenpaave die itbeigen Luadrupel beftimmen.
§ 22

Die Suwve C; fann aud) durd) eine vollende Bewegung erzeugt werden. Denfen iir
ung auf bem in § 6 ecwibnten Kreeife KT, befen Rabiud 3 r war, etaen Kreid [K]* mit bem
Radiugd v rollen und auf diefem Sveife [K]* einen feften Pumtt P, fo befcjreibt diefer fejte Punkt
P unjeve Surve C:. — Nehmen wiv an, die Anfanglage ded Punfted P auf [KI* fei fo, baf
P mit einem ber Punbte Uy, Vi, Wy ded Sreifed 8% jufammenfillt und nehmen aldbann M U,
(wo M bev WMittelpunit von §° ift) zuc X-are und ben daju fentrechten Durdymefjer bed Sreifes
f2 su Y-are eined Koordinatenfyjtems. Hat dev Punft P beim Hollen bed Kveifed [KI* auf §*
bie Qage angenommen, wie fie Fig. 11 angiebt, jo 1ft, wenn man P A 4 M U; zieht und mit
(x, y) bie Stoordinaten bed Punkies P beseidnet, x = M A, y = P A It O ber Mittel-
pumtt von [K]2, teifit M O ben Stveid 82 in E, und bezetdynet man den Wintel E M U, mit t und

ven Winfel E O P mit £, fo ift arc U E=3 r | arc P E — r t;; folglich 3 t —t,.
Bieht man nod) OC LM U, und PBLOC, foift x ~MC+BP undb y -0 G — O B.
E3 ift abee MC —2rcost, BP — rsin {r Lt —t)—1sin (& —21 r. cos (2t),
OC—2rsintumdOB—reos(Z+t—2¢%)—rsin(2t). Ul i:

x — 2rcost+recos (2t umby— 2rsint—rsin(2t).

Der frets [K|2 berithrt beftinbig den Kreid K2 Der augenblicihiche Beviihrungdpuntt

fet D; berfelbe Dat bie Soorbinaten x; - r cos t und y, rosin t. Begeidnet man bdie

(aufenben Stoordinaten ber Tangente, die im Puntte P bie von P befdjricbene Rurve beviihet,
A A ; et 2 1 x o

mit X uud Y, fo ift bie Gleidung diefer Tangente (X — x) — (Y —y) 11 : &2 1t

d x . i e I . : ! 2

i — 2rsint — 2 sin (2 1); i 2recost—2r cos (2 t), alfo

(8 B L

xS en e D) Bat bie Gletdung der Tangente in P bie Form

Ay cos t — cos (2t) ? ) ik 0

X — (2rcost 4 recos (2 t)) I\ — (2 r sin t — r sin (2 B)].
— sin £t — sin (2 t)
cos t — cos (2 t)
X — 271 cos bt — 1 cos (2 1)= (\ — 2rsint 4 rsin (2 i.j) ( cotg 2)




Sebt man in diefe Gleidung filv X und Y die Koovdinaten de3 Tunfied D ein, fo
ergiebt fich

rcost — 2rcost—reos (21 — [rsint —R2rsint 4 r sin(2t)cotg 5|,
4
t) — =in L) colg

r (cos t + cos (2 ) — 1 (sin (2

cos B 4 - ecos t . t
et 252 K id S — colg, pber
gsin 2t —sint a

i t . ' . ;
cotg 5 cot ,L,.; 0. . bie Soordinaten bed Punftes D

geniigen Der Gleidung der Tangente in P, ober die Tangente in P geht durd) Den jede3maligen
Beciifrungdpuntt D dber Kreetfe [K]* und K2
Jft ¢ ber Winlel, ben die Tangente in P mit der X-are bildet, aljo D Uz M @, fo
: S i : t Pk
it « ED U, t 4 ¢ l‘_;-: und ba i, 3Lt foift ¢ = ober t 2 p. Gent

man Diefen Wert von t in bie Ausbeiicde filv bie Soorbinaten ded Punfted P ein, fo echalt man
ald Gleidungen der von P burdilaufenen Lurve:

x — 21 cos (8 g - 1 cosd g,

¥ 2 rsin (2 99 — r sin (4 ¢); ober

X —4reos®pql — 2sin®g —ou

¥ 3 1 sin® p. cos .

Bergleidhen wiv bdiefe beiden Gleichungen der von P burdylaufenen Surbe mit den in
§ 9 echaltenen Gleidhungen der bort behanbelten Rurve C5, fo ftimmen diefelben faft vollftindig
itberein, da @ Dori wie hier ben Winfel ber Tangenie ded Punfied P mit der X-axe begeidnete.
Jue die fonftante Grofe r ber erften Gleidjung jehlte bort in dem Werte fiiv x. Damald Hatten
wiv ald X-are biefelbe Linie M U, (Rabiugd bed Rreifed £y genommen, Ddagegen ald Y:-ore die
Tangente an K2 in bem Punlle, in weldem dic Verldngerung von Uy M den Sveid K* fuifjt.
Beziehen wiv bie Koordinaten bed Punfied P aud) auf biefes Koordinatenfyjtem, fo fallt in der
ecften ®leidung der von P burchlaufenen Kuvve bie SKonftante r fort, und wiv exhalien ald
Gletchungen der Kurbe im neuen Shfjtem

X 4 r cos® g (1l — 2 sin? g,
y 8 r sin® ¢, cos .
Aljo ift bie von P durdjlaujene Surve unfere Kurve Cs.
g 23.

Grridjten wiv auf der Qurve C; und dem ihr eingefdjriebenen Stveid K? bie geraben
Gylinder, fo exhalfen wiv eine bdreibogige Cylinderjliche F,*, deven Fliiche ben itber K° fleheuden
Cylinber 2fen Grabes F? lingd 3 Seifen bevithrt, weldes die 3 Kanten eined bem Cylinder
2ten Graded einge[djriebenen gleichjeitigen, breifeitigen Prismad find. Die durd) bdiefe 5 Kanten
unb buvd) die Ehlindevaxe gelegten Ebenen berithren ben Cylinder F,* i den iiber den
Punften U, Vy, W, ftefenden Novmalen, welde fiir den Eylinder Fy* Riidlehrianten find. Tie
evioifnien Cbenen find Ridlehriangentialebenen ded Cylinbers Iyt Jede Ebene, die fenfredit
jur Ebente Ded Rreifes K* fleht, trifft ben Cylinber Fy* in 4 Geraden, jede andere Ebene duvd)=
fdimeibet ben Cylinder in einer Kurve C; Durd) jede Gevade, die pavallel ju ben Seiten be3
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Eyiinderd ift, gehen 3 Tangentialebenen an den Gylinder. Die Flade F,* ift alfo eine Flade
3ter Slafle, 4ter Drdnung. Durd) jebe Kante ded Cylinders [ geht ein redjimintliged Tangential-
ebenenpaar an den Gylinder F,t. Jede 2 redjiwinflige Tangentialebenenpaare duvd)jdymeiden fid)
in 4 Geraden a, b, ¢, d, dbucd) welde fih ein Bitfdyel gleichfeitiger Hyperboloide hindurdjlegen
(afit. ©ind bdie Schnittgevaben von 2 vechiwinfligen Tangentialebenenpaave bder F,* reell, fo
(iegen fie afle innevhalb Ded Gylinderd I'*. Je bret bev 4 Gevaben a, b, ¢, d liegen auf einem
gecaden Gylinber 2ten Grabes, befjen Grunbdiveid bdoppelt fo grof ald bev Sveis K* ijt. Die
Nren &, 5, 7, 0 biefer Cylinber Haben zu den Gevaben a, b, c, d die eigentiimlidie Sage, baf
3 B. a bie Age eined neuen Gylinberd 2ten Grabed ift, bder buvd) 7, 5 J gebt; ebenfo liegt b
W oe, y, 0 e g o0 d e 8 p.— Die Chenen « y, f 4 und ebenfo e 3, y d; « d, By
find su einanber jentrecdht und jdhmeiden jich auf bem Eylinber F=. Die Enveloppe aller Ebenen
@ d, 3y it eine Flade @4, bie gegen bie gleidje Fldche Fy* um 180° gedreht exidjeint u. §. w.

§ 24

Sdynetbet man die im vorfergehenden § befdjriebene cylindrijdhe Fliche wit einer Ebene
E,, bie gegen bie Ghene bed Kveifes K* unter einem Wintel v geneigt it (p = 907, fo exhalten
wiv ald Shnittjpuren bder Eylinder F* unb Fy* eine Cllipje K,* und eine Kurve Clyf, welde
bie Glipfe einjdlieht und fie in 3 Punben bevifrt.

Nernen wir die Beviihrungspunfte U!, V/, W, die Mittellinien bes Dretects U' V! W',
bie fic) im Mittelpunit M, bev Clipje jchneiden, {ind NRiidtehrtangenten bev C'yt. Die Riiclehr-
puntte U'y, V', W’y Der Surve C';* liegen anf einer mit ber Ellipfe K,* Tonzentrijdyen, abnlichen
und hnlic) gelegenen Gllipfe. Die Streden M, U'y, M, V', M, W'y find bestehlich Dreimal
jo lang, al3 bie Sfrecten M, U/, M; V', M, W'. Die Tangenten ber furve C'y! jdneiden fid)
paariveife auf bex Gllipje K,2, bod) find diefe Tangentenpaave nic)t mebr rechtwinilig ju einanber.
Bwei folhe Tangentenpaare tveffen fich in 4 Puntien a;, by, ¢, di. Und) dad dte Paar Gegen-
fettert bes burd) diefe 4 Puniie befimmien voljtindiges BViered 1t em Paar jolder Langenten
ber (%, bad ben Scnittpunft auf der Elipje K;* Dat. Die Duabdbvupelpuntte a,, by, ¢, d;
lieqen, wenn fie veell find, inuerfhald ber Kurve C'y%. Dev Inbali dev in ben Deeteden a; by ¢,
a, by dy, a, ¢ dy, ¢ dy by bes Duabrupeld a, by ¢ d; eingejdyriebenen, mit der Ellipje K,*
afnlichen und dhnlid) gelegenen Efipfen ift boppelt fo grof ald ber Jnbalt Der Ellipje K% bda

bie gen aller biefer Ellipfen bie Grife 4 v bes m-l - Daben, twihrend die der Ellipfe K,*

8
2 rund "_' find, wo r Dber Nadiusd bed Grumdfreifes K* v bder Neigungdwintel der
( .

Abs Ay

fchneibenden Ehene sur Ebene bed Kveifed K* ift. Die Mittelpuntte «, £, 71, & der 4 burd)
bie Dretede a, by ey, 4y by dy, a; ¢ dy, by e dy beftimmien |mit K,* dfnlichen und ahnlich
gelegener Ellipfen legen bervartig, dafy burd) 8 bev Punlte «i Fy jy, w0 FHi 4y @1 11 &, By v 0
und burd den Punft d, bey ¢, by, a;, ald Mittelpuntt, jebedmal eine Elipfe beftimmi ijt, die
ebenfalld mit dev Gllipfe K,* dhnlich und dfnlich gelegen find, und beven WUpen Doppelt fo grof
find afs bie Wgen ber Cllipfe K% Die Gegenfeiten ded volljtindigen Biereds o /1 7 & trefjen
jid) auf ber Ellipfe K,*; bdie Gefamibeit der Segenfeiten oy d;, fi 71, & 71, A1 By w0 By 1 9
aller Bievede ¢ 7 71 & umbiillen eine nene Kurve G'5° innerhalb weldier alle veellen Dluadvupel
ey 5 71 vy ltegen.
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Dired) jebed Quadrupel a;, by ¢y di geht ein Bitjchel Hyperbel, deren Mittelpuntt alle
auf der Gllipfe K,* liegen. Die Poperbel, die einen Puntt S, ber Ellipfe K,® sum Mittelpuntt
Bat und durd) a, by ¢ di geht, Bat dad burd) S, gehende Tangentenpaar am Liy" ju Ajymptoten.
Die verfdiiedenen Afympiotenpaare ded gangen Bitjdjels umbiillen aljo die Suvve Gy Auj dem
Mittelpunttalegelinitt K,® liegen die Mitten der 6 Seiten bes vollftindigen Bieveds a b ¢ d
fowie die 3 Diagonalpuntte desjelben. Den jimtlichen Quabrupeln a, by ¢ dy ift etne Sdar=
Sdjar Hypecbeln umgefdjricben. Jedes Paar sugehoviger Tangenten an Ddie Kurve C'y* ift
Ufymptotenpaar fiiv je ecine Hyperbel aus jever Shar.  Je zwet Quadrupel a, by ¢y d; und
a'y by ¢y d'y legen auf einer Hyperbel.

e in einer Ehene E, ein Kegeljnitisbitfdyel gegeben ift, befjen Grunbpuntte a,, by, ¢, &,
fo [tegen, baf einer a, innerfald Des von ben 3 anberen gebitbeten Dreiects by ¢, dy liegt, fo
bejteht bad Bitfdel ausd lauter Hyperbeln.”) Der Mittelpumitategelihuitt eined jolden Biljdels
ift eine Glipfe K,* auf der bie itten ber 6 Geiten ded volljtindigen Bievek a, b, e, d; und
bie 3 Diagonalpunite desfelben Liegen.™ Den Mitielpuntt fowte bie Ridtung und Grdfe der
Yyen biefer Gllipfe fann man [eidt Beftimmen.***) Die tleine Are fei 2 B, bdie grope 2 9.
Sdynetbet man die Ebene L, mit etner anberen Ehene E fo, bafi bie Schnittlinie derfelben pavallel
ber tleinen Are der Ellipfe K,* und ber Wintel bev beiden Ebenen gleid) v ift, wo v durd)

cos v Deftimmt wird, und projiziert das ganje Biifdyel von Hypecbel ein-

5
pie Beziehung ﬁ

idylieplich Mittelpuntidfegeljchnitt und Apymptoten orifogonal auf bie Ebene E, jo brojizert fidy
qunichit dev Mittelpunttstegelfehniit K,* in einent Stveid K2, Defjen Madius gleid) der Balben

fleinen Are der Glipje K,® ift. Die Projeftionen a, b, ¢, d ber ®rundpuntte a;, by, ¢, d,
bed Biijdeld in E, bildben in E ein vollftindiges Bieved, befjen Eden fo liegen, baf etne Ede
a innecfalh Ded von bem 3 anberen gebildeten Dreiects liegt. Der Kreid K= geht duvd) bie
Mitten der 6 Setten des volljtindigen Biereds a b ¢ d, fomie burd) bie Diagonalpuntte dedjelben.
Da aber der freiid K* der Feuerbadjde Kreid fiiv dad Dreted b ¢ d ift, fo miiflen bie Punkie,
bie ber Sreid mit den Seiten b ¢, ¢ d, d b biefes Dreiected aufer ifven Mittelpuntien qeneinjam
fat, die Fuppunfte ber von ben gegenitberliegenden Gden auf diefe Seiten gefillten Lote fein;
aljo ift a der Hifenpuntt bed Dreteds b c d. Die Peojeftionen der eingelnen Hyperdeln De3
Biifcheld tn £, bilden in E ebenfalls ein Biijdel Dyperbeln, die durd) bie Puntte abed gebert.
Das Bitjdel in E Dbefteht aljo ausd lauter gleideitigen Superbeln.t) Die Enveloppe der Afymp-
toten biefer gleidfeitigen Hyperbeln in £ 1ift ibentifch mit der Enveloppe dev dem Dreted b ¢ d
sugehbrigen Fuppunttenlinie, it aljo ecine bejondeve Surve 3ter Rlajje 4ier Ordbmung (§ 16).
Die Enveloppe ber Afympioten des Bitfdjels Hyperbeln in I, bie wir ja al3 Scdnittfurve dex
Gbene E, mit bem iiber ber Cyt in B ftebenden gevaben Cylinber Fy* anfehen fonnen, ijt alfo
aud) ecine Bejondbere Surve C'% Wi erhalten jomit ben ©ab: Die Enveloppe der
Afymptoten eined aud lauter Hyperbeln beftefenden Biifdels (beffen Grund-
puntte fo liegen, dbaf einer innecrhalb ded von benm 3 anberven gebilbeten
Dreieds liegt) ift eine befondere furve 3tey Klaffe dtev Drdnung.
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Die furve C,' in der Ehene des Grunbdreifed K* fann nad) § 18 aud) baduvd) erzeugt
werden, bafi man 2 Durdhmefjer des Kreifes K* nad) entgegengefelten Ridjtungen fid) jo bewegen
[ift, bafy bie vwon Den Habdien bejdjriebenen SKreidfefioven fid) ftetd wie 1 : 2 verhalten, und die
Enbdpuntte diefer Radien mit einanbder verbindet. Diefe Verbindungzlinien umbillen eine Kurve
(" in ber Gbene des Sveifez K2 Jn dbnlicher Weife gelangen wiv zu einev diretten Konftruttion
ber Sturve (5% in ber Gbene E,, mit der wir bie itber K* unb Cy* ervidhteten gevaben Eylinber
gejdymitten gedacht Haben. Denfen wir bden itber K* ftebenden Cylinder F'*, aus bem bie Chene
E, bie Glipfe K,* ausidneidet (§ 24) ducd) eine Ehene @ gefdinitten, die durd) vie Cylindevage
geht und fentrecht sur gemeinjdjafilidien Sdnittlinie ber Ebene K, unbd ber Cbene bed RKreifed
K? ftebt. St O R in E, eine Tangente der Ellipje K,* parallel der Sdynittlinie der genannien
Ebene, und trifit die Ebene @ bdiefe Tangente Q R in A, fo ijt, wenn M, dev Mittelpuntt der
Elfipje K,® ift, M, A bie geofere Dalbare bder Ellipfe. Denfen wir ferner durc) A jur Ebene
bes Streifes K* bie Pavallelebene @ gelegt, fo irifft die Ebene © bdie ftber K* und G,* ftehenben
geraben Gplinder in Surven, Linten, Flachen 2c, bie mit ben entfprecjenben SKuvven, Linten,
Flidhen 2c. der Ebene bed fveifes K* fongruent jind. Bewegt fid) ein Rabius bes Kreifes K* in
jeiner Ghene, fo bewegt fid) in der Ghene @ bder entjprecdjende Rabiud genau ebenfo, und bdie
von einem folchen Rabiud befdhricbenen Fladen find genau gleid) den Fladjen, die dev entjpredjende
Radiug des RKreifed K* befdhreibt. St O der Scniit dev Ebene © mit dem m Mittelpuntie
bes Rreifes K zur Ghene bded Sveifes ecrichteten Cof, und ift O A B ein Kreidjeltor in der Ehene
@, jo entjpricht diefem in der Ghene E, ein Elipjenjeftor, welder in einer bejtimmien Beztehung
ju dem Sreisfeftor in der Ebene @ fteht.

Betvachten wiv junidft dad dbem Dreted O A B in O entfprechende Dreied M, A B,
in B, (Fig. 125, Der Jnhalt bed Dreieds O A B ijt IU sin @; twenn r Dber Rabiud bed
Grundlreifes K2, ¢ der Winfel A O B ift. Trifit M, B, die Scnitilinie Q R der Ehenen E,
und @ in D, unb ift B B, fenfredjt zur Gbene O, jo ift M, B, bie Zimie in E,, bie bem
Radiud O B in O entfpricht, und bad Dretect M, A B, dad bem Dreied O A B entfprechende.
Sft w ber Netgungdwintel der Ebenen ©@ und E,, fo ift My A O .  Begeidynet man den
Wintel M, D O mit v, o ift My A = —— = v}/ T tang’ v; My By = =

e V1 - tang® v'; B, / ) A B: B Bf: A B = 4 ¢ sin®
M, O — M, E2 = r* (tang v — tang " WUlfo ijt

B: A r ‘h 4 sin® f 4+ (tang w — tang »')*
M, O 1. tang
(ST r

cos g

un 1t o' tang w cos ¢; bedhalb ift:

M; | r ]_l -+ tang? . cos* @ unb B, A r l[ 4 szin? 'f 4 tang* w (1 — cos ¢V,

pber B, A = 2 r sin r’: !i 1 4 tang® w. sin® P Da der Inbalt /\; des Drefectd M, A B,

;2 .
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V s(s —a (s —Dhis c)

bezetchuet, fo 1ft:

ift, wo a, b, ¢ bie Seiten, s bie Halbe Summe derfelben

vl - . - -

]IH. (l "1 - tang® w4 ] 1} tang® . cos® @ -+ 2 .-Ell?;‘ l||. 1 4 tang® . sins t{'l
‘— V1 -4 tang* v -} "1 - tang® w. cos® ¢ - 2 sii { \ 1 + tang® . sin2 £
{l_l 4 tang’ v — "1 -+ lang® w. cos® @+ 2 sin % \ | 4 tang™ v sin®.
(v
l.l

1 + tang® w -+ /1 4 tang® v. cos®qp — 2

Tdtang' p 4+ | 14 tang  cos® )’ — 4 sin* £ (1 4 tang? . m“}]

i_:{l I~ tang® w, sin’ 3—;' - [1 1 = tang* g — | "1 -+ I'.u]:_;_:' v, cos? q.}‘]_

14 tang® . cos’ ¢+ 2 |} (1 4 tang? awy (1 -} cos? p Lang2

; . } N sg q s g
4 tang® w, sin’ ff.|. |'l- sin® £ 4 4 lang* v, sin? ;’i
5 7] ] |

—1 tang® w — 1 — tang® . cos® ¢ + 2 |/ (1 4 tang® g) (1 4 tang? y cos®

r 1 $ a | 1 > 3

16 [.ﬁ' - tang? (1 —= ecos? ) — 2 (1 — cos g) — ltang” w i1 — o4
L2 ) -+ tang® w). (1 - tang' vy cos® fj| |"_’ (1—cos ¢)--tang 1 (1 —cos @)
o i |;=_L1;:r': w (1 - cos? o) ~+2 | (1 tang* vy (1 4 cos? @ I[LI;;!'-': I-"-J

L_ [2 cos ¢ + 2 tang® w. cos ¢ + 2 | (1 4 tang® w) (1 + tang” v cos? r]r.-'J

(— 2 cos @ — 2 tang? y. cos @ 2 \ (1 tang® ) (1 4 tang® v cos? ¢ ,

I (— cos® g (1 |- tang® )® 4 (1 4 tang® ap) (1 —- tang” 1 cos? g)).
r ) ; r* sin’ q

=i | tang® wl [1 — cos® o] —_ P

At gl ik Fl 4 cos?

r! sin @
?- l'|-|p_~_. 1
Demnad) ift Lo = A\ i cos .
Gnifpricht einem anberen Dreted A O F in © bad Dreied A M, I
. ] AOF . i !
¢henfo A\ A M, Fy . Deshald ift aug M, B, F, = M; A F, — M, A B

cos il

in L, fo crgiebt fich

OAF —0AB OBF At & s ;
= bt ds =i . Ullgemein enfpridyt jebem Dreied in @, befjen 2 Seiten Hadren
cos 1 Cos

find, tm E, ein Dreed, befjen Jnhalt gleidy ift dem Ddes Dreieds in © Dividiect buvd) bea
Gofinug bes MNetqungstvinfel ber beiden Ehenen.
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i im DeeiecE O B T bdie Sehne B F unendlich flein, o Daf diefelbe burd) ben Bogen
erfeit werben fann, fo entfpridit diefem Dreiet in E, ein Dreied beffen 3. Seife ebenfalls un-
enblid) Hein ift und durch den Ellipfenbogen erfeht werden famn. Der unendlid) feine Ellipfert=
jeftor in B, ift gleih dem enifprechenden Sreigfeftor in @ bdividiert durd) den Cofinud Dbes
Neigungdwinte[d ber Ghenen © und E,. Da wiv jeden endlidjen Sreidfeftor (Ellipjenjeftor)
al3 eine Summe unendlid) fhmaler Kreisfetioren (Ellipjenfetiovery anfehen Ionmem, jo entfpridyt
aud) jebem endlichen Rueisfefior in @ ein Ellipfenfeftor in B, beffen Inbalt gletdh ft Dem
beé Sreidfeftors bividiert duvd) ben Cofinud bed Neigungdwinfeld. Die ganze Elipjenjlade i
B, ijt gleid) Der Sreisflidhe in © bividiert burd) den Cofinus ded Neigungdwintels. Da foir
jebe gefdhloffene Figur in eine Anzah!l von Dreiecen zerlegen fonnen, fo entfpridt allgemein jebev
gejhloffenen Figur in @ eine Figue in £, beren Inbalt gleid) ift dem Jnhalt bev entfprechenden
Figur in @ bdividiect durd) den Cofinud ded Neigungdwinkels.

Wenn i) in O zwei Rabien nad) entgegengefeten Ricdhiungen fo bewegen, daf der
vom ecjten bejtridjene Rveigfeftor jedesmal doppelr fo grop ift, al3 der bom andeven bejtvichene
Streigfeftor, o bewegen fid) bie entfpredjenden Ellipfenfalbmefjer in E, Derartig, baf ber vom
eriten Gefdriebene Ellipfenausichnitt doppelt fo quof it al8 ber vom anbeven bejdjriebene. Wie
in dev Ghene @ bie jedesmaligen Berbindungalinien dev Endpuntie dev unter genannter Bebingung
fid) Dewegenben Madien Tangenten ber Surve Cy* find (§ 18), fo find in ber Ebene E, bie
entfprechendent  Qinien, . §. die Verbtnbungdlinien bder Endpuntte entjpredjender Halbmefjer
der Cllipfe Tangenten ber Sueve G5

Dacaus ergicht fich folgende allgemeine Erseugungdmweife der Kurve C'y* in der Ehene E, -
Sind M, S und M, P 3wet beliebige Dalbmeffer ber Ellipje K,* und bewegen
jid) diefelben gleichaeitig um ben Mittelpuntt M, nad) entgegengefebten
Ridhtungen fo, daf dev vom Halbmeffer M, S befdriebene Seftor in jedem
Augenblid boppelt jo grof ift, ald ber voun M, P bejdjriebene Settor, fo tft
bic Gnveloppe der dburd) bie Endpuntte dber Halbmeffer gehenben Geraden
PS - ® eine Surve 3ter Rlaffe, 4ter Drdnung Dev veelle Teil diefer Surve bejteht
nur aud einem feummiienigen Dreied U’y VY4 W'y, weldhed die Ellipfe umidlieht und fie mit
feien 8 Setten (Bogew) in 3 Pumtten UY, V/, W' beriihet. Dad Dyeted U’ V! W' entfpricyt
einem grofiten (gleid)feitigen) Deetet U V W, das bem Sreife in © eingefdhrieben ift. U’ V! W!
ift beghalb ein ber Ellipje eingejdjrichened grofted Dreied. Den Hohen ded Dreieds U V W
in @ entjprechen bie Mittellinien Ded8 Deetects U' V! W' in E,, bie durc) ben Mittelpuntt der
Eflipfe hindburchgehen. Die Gefen Ded Dreiedts U'y V' W'y find Ritckfehrpuntte dev furve 'y
bie Miidlehriangenten find bie 3 Mittellinten bed Dyeted U' V! W Die Stveden M; U',,
M, V'y, M, W, find breimal fo gvof al& bie auf ifnen fGegenben Halbmefjer de Cllipfe. De
nBalt bes Rurvendreieds ift jweimal fo grop a8 die Flade der Ellipfe und jeder ber brei
rbelen awifhen beiben Surven ift einem Drittel der Ellipfenfliche gleid), wie fid) unmittelbar
aus den Refullaten Ded § 11 und aud dem im Anfange diefes § Gefagten ergiebt. Die Kurve
C's* Bat ungefihr die Geftalt, wie fie Fig. 13 eigt.

Der JInvolution fonjugiecter Duvchmefier bed Kreifes K entjpridht in E, bie Snvolution
tonjugterter Durdmefier bev Cllipfe K,*; jedem Paar redhiwintliger Duvdymefier beg Kreifes K
aljo entfpricht ein Paar fonjugierter Durchmefier ber Ellipje K,* i B Deshalb echalten wic
in ber Gbene £, nod) folgenbe Grzengungsweife ber fuvve C';%, bie per in § 18 angegebenen
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Gryeugung@weife der furve C,* in der Ebene bded Kreifes K* gleihfommt. Rimmt man in
ber Ellipfe K,* eine beliebige Sefhne S, S;, verbindet ben einen Endpuntt 5,
mit bem Mittelpuntt M,, zteht durd) S; dbie Sefhne 5; S, weldje ju dbem ge=
jogenen Durdmeffer die fonjugierte Nidtung hat, verbindet 5, mit dem
Mittelpunkt M,, zieht durd; S, dieSehne S, S, weldje gu M, S, diefonjugicrte
Ridtung Hat, und fo weiter dburd jedben nemen Puntt dicjenige Selne,
melde 3u bem burd dben vorhergehenden Punft gezogenen Durdmejjer dre
fonjugierte Ridhtung Hat, jo entfteht im allgemeinen eine unbegrenjte
Rethe von Sehnen, weldje famtlid) eine Kurve C* beriihren
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