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Vorwort und Einleitung.

uj{"rin verehrter Lebrer und Wieijter, Dr. Chr. Gubdbermann, leider ber Wiffenfhait 3u
frith entvifjen, Dbat in Jeinen betden unjterblichen Werlen: wlehrbud ber nieberen Sphdrifs (Diitnjtey
1835, Goppenyath.) und: oGrundrif der analptijden Sphivits (o 1830. DuMonts
Sdhanbern) pad gange Gebiet ber niedeven und Ldbeven Spharit ju einer Volljtindigleit und
ju einer Stufe ber Ausbiloung exhoben, die ven analogen Bweigen ber Planimetric gegeniiber
wenig cber nidhts ju mwiinfden ifibrig laffen.  ®leichivohl aber fdeinen biefe beiven Werfe nidyt
i pem WMafe befannt ju fein, al$ fic ed verbienen; benn fajt taglidy evfcheimen Ubhandlungen
{iber Gegenftinbe aud ber Sphavif, benen man ed gleidh anfieht, baf ber Lerfaffer fich Faum
iiber bie fpharijche Trigonometrie exhoben fat und bie oben genannten Werfe gav nidt Tennt,
Db glanbe daber felbyt ber Wifjenfdiaft einen fleinen Dienft zu evweifen, wenn id hierburd
auj bie Werfe bed' unjtexblicdhen Verfajjers bimweife. Yuch fei ed vem dlteften afabemijdyen
Sthitler bed hodverdienten Verfajjers evlaubt, einige Stellen aus ben Vorveden ber genannten
TWerfe bier angufiifren.

nDie Dberflade einev Kugels, beift ed in ber Vorvede jur analitifchen Sphivif, reignet
mjich twegen ihrer gleihmapigen Svitmmung eben fo gut jum Konfteutfionsfelv, ald vie Ghene,
nund bie Unterfudhung ver Gefete phivifder fonjtvuttionen fitbrt zu Refultaten, welde nidt

miiy ben planimetvijhen analog, jonbern nody alfpemeiner find, al® biefe, ba {id ja, analp-
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otifeh genommen, bie Ebene aud) al8 eine Kugelfliche mit unentlidem Rabius varjtelt. . . .
»in jeder, weldier fich von bem bier bavgebotenen Grunbriffe ober Leitfaben will einfiihren laf:
ifen, mwird fehr bald bad Vergnitgen neuer und eigener Entbecdungen huben; bdenn unendlid) ijt
nbad Gebiet ber Sphivif und unenvlich bie Parallele, welde fie ver Planimetvie gegeniiberitelit.

nDie Sphirit wiivbe nur ein gevinged Jnteveffe fity {id) haben, wenn bie mehr gebadyte
n»Unalogie gwifchen ihr und ber Planimetrie fich gu fehr gleih bliebe, und fih nicht auf vie

atle

mmannigialtigiten Weifen dnberte. Diefe Wenberungen ber AUnalogie find ojt jo avof, baf
nUehnlidhleit aufjubiven jdeint. Dogu fommt nod) der NReiz, welder durd) bie grifere Lerwi-
ndelung und bad Gelingen ber Enthiillung unb glidlicdhen ufldjung Hervorgebradt wirh, unt

= J [

noor Wlfemn bex Peiy ber Jtenbeit ber Gegenftinve, welde ber analptifhen Sphirit jur Ve

whanblung sufallen.s

Sn ber Borrebe jur nicberen Sphirif fagt ber unjterbliche Verfajjer: »Tad durd) bie
gange Seometrie hindburdpgreifenve Gefes ver Dualitdt ftellt fidh in der Sphirit wegen Hes
seinfadyen Sufammenhanges gwvijden einem fpbhivijhen Houptiveife und jeinem  Sentvim wiel
veinfacdier und leichter heraud, alé in ver Planimetrie; biefe8 umfajjenve Gefefs wilvde unjtrei=
ntig viel friber entbedt worben fein, weun man a8 Studium der Spbhirif friber crnjthajt

ngetrieben bitte.w

Sn ben folgenben, Blattern will ich e verjuchen, vie chen angefiifeten LWorte bed gro-
flen Mieifters vurch einige, wie mir jdeint, ' nicht - unintevejjante Beijpicle, -deven analoge Ui
gaben in ber Planimetyie meijtensd auf ben Hreis ober auf bie Ellinje fibven, 3u bewabrheiten.

Tenn ed will miv fcheinen, baf, wenn -Ler um - die gejomumie Mathematit jo Hoch verdiente Bhr.
Ghr. Gubermann, ver tbevall nur Gefetse judte unt mittheilte, i feiner analptijichen Spla-
vit auch folche Probleme behanvelt hitte, bie wenigitens in ber Planimetrie __;u ben - betaunte-
ven gehoven — bag genanute Ierl ungleid) verbreiteter fein wiivbe, al$ jest ber Fall i fem
fdeint. Dad erite Problem, welched ich hier mittheile, bat zwar ber Wieifter felbjt in feinem
Werle und fpiter in bem Journale von Eyelle behanbelt; allein ba er eine melr elementire
Davjtellung verjdnuift, fo jcheint uns vajfelbe nidt geeignet, vie Jiinger -ver Mathematil fiix

bie analptijhe Sphavif ju gewinnen. Wus biefem Grunbe unb gan; bejonberd bedwegen , weil
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¢6 mit meinen eigenen Unterfucdhungen in enger Begtehung jieht, Hale i) es meiner Abhand-
Ling an die Svibie gejtelit.

Filr diejenigen, welden tie analytijde Sphivit ves verjterbenen Dr. Ghr. Guber
mant angenblidffich nicht su Gebote fteht, fei Folgended jum Verjtinbnif metner ALHanzlung
poraudgefdidt:

Um bie VYage cines Punftes M (Fig. 1.) anf ber Oberfliche einer stugel durd) Stworti-
naten au Deftimmen, bienen gundchit swei Duabraten VX und VY gweier Houptireiie

alg  Seorbinatens Udfien, welde fidh n V, btem AnfangSpunft bter Sombinaten, uw

ter einem Delichigen Winfel XVY  fdueiven, ver jugleid) ver Adhfenwintel ¢

witk,  Werben nuy Suvdh die Subpuntte X und ¥ ber genannfen Lluabraunten und puvch oen

|

fraglicien Punft. M Hanptbogen gelegt, welde pie Wchijen beyrehlich i Q und P Durd)jchnetven,
jo-iit X = VP bic Gleihuny vex fpbivifh=geraten YMP unb y = VQ bdie Gleichuny vex
inbariich - geraven XMQ; alio VP und VQ, weil fie witllihe Theile ver Ydyien jinb, Die

9(chfen - toorbinaten ved Punfted M. Da aber gewdhnlich bie tvigonometrijchen Tangenten Diee

jer Uchfen = Roorbinaten in NRecpuung fonrmen, jo felit man de Stiivge twegen tanp VP = x
unb tang VQ = y, o tag aljo arc (tang = x) und are (tang = y) bie Ad)fen-soorr-

naten bes Eeliebigen Punftes M finb. Wil man aber ftatt der AdjfenKoordinate VE i

Ypplifate PM einfithren, fo hat man befanntlid) jiir redtwintlie Moorbinaten = Abi
tang PM = tang \'U. cos VP,
und eben fo aud):

tung f‘:}.“ = fanp

L 0

VE. cos VO
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Bur analytifhen Sphirik.

A,

e
Dt 1]
@cn geontetrijchen Ort ber Scheitel aller jphirijden Dreiede ju finden, bie fich lber berfel:

ben @rundlinin AA’ fo fonftruiven lafjen, baf ber, ber fejten Grundlinie aegeniiberliegenbe
Winkel unverinberlich bleibt.

Der §itvge wegen nehmen wiv jdhon gleidh ben Mittelpunft bder aegebenen  Grunblinte
aum Anfangspuntt unjever redtwiniligen Koordinaten-Achfen an, und die Grundlinie felbft,
weldhe wiv = 2 ¢ feen, jur X-Uchje. Wenn man nun durdy ben einen Guopunit A der ge-
gebenen Grumblinic, fity welden y = 0 und X = tang g ijt, unter ivgend einem LWinfel
eine: Gerade (Hanptlreis) legt, fo ift ihre Gleichung

by + ax — a tang g = 0.

Yegt man eben jo burdh Den anbeven Gnbpunft A’ ver gegebemen Grundlinie, fitv wels
den y = 0 unb x = — tang g ift, cine Glevabe, unter einem Beliebigen Wintel, fo wird
ifre ®leihung jein:

h'y + a'x + 4 tang g = 0.
Wird endlich ver Winfel, weldhen biefe beiben Gevaben mit eimanber bilber, mit e be
setchmet, fo erhalt man nach § 11 der analytijchen Sphiri:
v [(2adtang g) * + (ab’ — ba)* + (ba + b‘a)? tang g*]
— ai — hb’ + aa fang o’
Hieht man aus ben beiden erften Gleidhungen vie Werthe von b und bY, wm biefelben in bicjer
legten Gleidung su fubjtituiven, fo gebt biefelbe itber in:

tang ¢ =

2 (E[]ﬂ‘ ry v, f}-’ i 32.—5— 1}

(1‘1“{; {;: —1) 1’l2 — x* -+ tang ‘E:z
weldpes bie Gleichung ved gejuchten geometrifhen Orted ift. Unfere Ortshurve ijt aljo in tex
Spharif eine Linie ber 4. Orbmung, wibrend in ber Planimetrie ter analoge Ort etn Hreis

[

b, b, eine ¥inie der 2, Orbrung ift,

tang ¢ =

r

Ofne biefe Kurve weiter gu bistutiven, was der Wieijter felbjt im 43, Banb ves Crel
te'iden Sonvnald getban Hat, fiebt man auf der Stelle, baf ihve Gleidhung fiiv jeven Celichi
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gen Tecth von v jive gleiche und entgegengefebte Werthe von x liefert; e8 it aljo bie Y - Adhje ein

Durdiefier berfelben.

pon x el verjdiedene

Dagegen aiebt bie Gleihung unfever Kuvve fitv einen beftimmten Werth
undb entgegengefeite Werthe fiir y; 8 wirtd alfo unfere Surve bnedh

pie X=Vchje vicht in zwet fhnmetrijhe Theile getheilt.  WAllein dba ed gleichaiiltia ift, ob man
in oo GMeihugg — y filv + y over tang (180° - ¢ fiir tang ¢ feit, fo erfennt man leicht,

peven zu 1802 erginst.

Bevipbeviemwintel ted einen ber in Mebe fiehenden Thetle ben Peripheviewinfel bes an-

An pem Dejonderen Fall, vaf ver unveviuberlide Winfel e ein rvedier ift, hat mian bie

cinfachere. Gletchung:

ine Halbadie ijt = g

tang h* =

2 N o2 Yo = % - N L
tang g — 1) y* — x* 4+ tang g* = 0, odex

(1 — tang gz_} 3': ] x?

= 1.

tang p- tang p=

unvevanperlide Grundlinie 2 g = 90°% jo gebt unfere Gleidung in x* = tang g°
o, und bie Ortéfurve felbjt in ein Shjtem jweier Gevaben (Hauptfreife), twie fih ohnehin

pon felbft verjteht  Dagegen wird bie Kurve eine Cllipje, wemn 2 g << 90° ijt, und ibre

et man bie anbere Halbadfe = h, fo bat man:

tang g*: (1 — tang g*), oder sin b* = tang g*,

or Bujommenbong swifden ben beiven Adhjen ift aljo eben jo einfach als bAuerfenstverth.

Beriictiichtigt man biefen einfachen Sujammenbang, jo evbilt man fiiv unfere Ovtdturve folgen-

ve einfache Gleidhung:

vi 5! ]
tang b’ T sin h?

. =
iy ben FHall er

Drtdfurve ein S_j.n:,‘crbuh

tang g® = tang g*

wlid), in weldem bic gegebene Grundlinie 2 g == 90° ijt, wird unfere

o
, beven Gleidhung

x? l'l&ng}'j —1) ¥

=1 ift,

o

Sest man aud) hier bie zweite Dalbadife = h, fo evhalt man bie Gleichung:

unb febrt man Ddiejelbe

tang b = el 2{‘[" ;
fang g —1

um, fo finbet man;

A tang h*
tanp o = —XU

T

#

tang h®*—1

jo Daf aljo bier der Uebergang bon ber exften Udpfe sur weiten gleich ift dem Rildgange von

ber pweiten jur exjten.
]

Withrend in bem vovheraehenden Fall aus ver Gleichung tang ¢ = sin h

hervergebt, bafi die evfte Halbadhfe g ftets Fleiner fein muf, als bic sweite h, fanm Dier bie

erjte. Halbachie fowohl Heiner al8 qudy grifer fein, al8 bie jweite. Gt ingbejonvere tang g =
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Vo 2, o mup aud) tang h = 2 fein; eé wird aljo bdie erfte Halbadife qleidh der pweiten
und unjeve Drtéfurve ju einer gleicheitigen- Hipperbel.

G fei (Fig. 2) AA' = 2 g < 90° bdie gegebene Hypotenufe undb A BA‘B’ unfere
Ortsfurve, fo dafp alfo, wenn ber belichige Punft C berjelben mit A und A’ dburd) Gerade
(Daupttreife) verbunden wirk, ver Winfel ACA’ = 90° ijt; alddann finbet zvijdhen ben bei-
pen Halbadhfen VA und VB unjever Gllipje die Gleidung ftatt:

tang YA = sin YB.
3it aba’b’ bic Gegen - Cliipje ju ABA'B’, fo it Aa = A‘a’ = 180°; verlingert man
alio AC iiber C Ginaqus, fo wird fie mit ver verlangerten Hypotenuje in a jujanumenitofien.
Dad fo entjtanvene Dreied A'Ca ijt dann cbenfalld in C vedtwintliy und feine Hihpotenufe
Ala = 90°, weil AA’ + A‘a = 180° ijft. TWird ferner ein beliebiger Punft €’ bver Hal-
ben Gegen=Gllipfe bab’ mit A’ undb a verbunben, fo ijt aud) biefe8 Drefed in C' vedht-
winflig, va i tie ®egen-Ellipfe von ver urfpuiinglichen nidht unterjcheivet. Die beiben juge-
wandten Hilften BAB’ und bab’ der Gegen=Elipfen bilven aber ein {phivijde Hyperbel;
und jomit beftatigt die Figur vas Hejultat, dap bie in NReve jtehenve Ovtdfurve eine Hihperbel
ift, wenn die gegebene Dypotenufe A,a = 90° ijt. Unb in ber That, werben bie Beiben
Hilften per Gegen- Cllipfen als Hyperbel betvachtet mnd auf ben jugehovigen WMiltelpuntt bejo-
qen, fo ift die erfte Halbadje OA’ = 90° — VA’; aljo wenn man OA’ mit g, beseichnet,
oa VA = g gefest iit:
tang g, = col g.
Bezeichnet man noch die yweite Halbadyje ver Hyperbel mit b, , jo hat man nad § T6 bder
analptijden Sphivif:
: tang h
fang he= -_t—d_li{:_{;
9us piefen beiden Gleichungen finvet man leicht:

tang h,* = Eﬂ.&_
tang g, —1
wenn man nicdt itbexjiebt, baf tang g = sin b ift.
Berlangert man VB 68 8, fo daf VS = 90° witd, fo bilven audy bie beiben $Hitf-
terr ABAY und aba’ ver ®egen-Cllipjen eine Hiperbel, veren Mittelpuntt S ift.  Beeidhnet
man SB mit b, jo ift

¥

tang 'h, = cot h,

unp
tang sink b
tang g = & E = 2 = ¢cos h,
] tang h tang h

wennt man bie andere Halbadfe mit g, beseidnet;
mithin sin b, = tang g,
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Tad Uchjen- Perhaltnif unjeves Hegeljdmittes bleibt alfo baffelbe, ob wiv tenjelben aui ben

inneven Mittelpunft V ober auf ben Guferen & Besiehen.

™

Jiod) haben wiv wegen be8 Giejelied ter Dualitdt, bad in ber Epharif viel ecinfadier
unb leichter bervortritt, al¥ in ver Planimetvie, bie rejiprofe Sturce unfever Ovtsfurve iu Ges
tradten. Jft EFS bag vejiprofe Drefed zu tem vevdnverlidhen Dreiede AANC, jo it aud
ver Winfel ESK ber Der jejten und unverinverlichen Seite AA’ entfpridyt,
be:lich; bagesen dubert bie Seite EF mit bem Sceitel € bes fonjtanten Winkls ACA’ ibre
Yage und bejchreibt, mwibrend fie ber Grife nad) unverdndert bleibt, burch) Ginpiilfung die Sur-
ve affef3, weldhe die vesiprofe 3u bevjenigen ift, bie ber Sdeitel C bes Dreiedes ACA’ be-
fcbreibt. G bem Befonberen Fall, baf der Winfel ACA! = 90° ift, it audy EF = 90°
und die vesiprefe Surve felbft ein Segeljbmitt; fie wird eine Gilipfe fein, wenn AA’' = 909
mithin Winfel ESF = 90° ijt. it dagegen A’aC tas urjpriinglide Treied, fo ijt FRS
pag vesiprofe, un> ber LPerdihrungspuntt I liegt nicht auf bem Quabvanten FIX, fonbern auf
veffen Bevlingerung. Wird nun ju afBe die Gegen- Gllivie fonftruivt, fo bilben bie beiven,
in Lesug auf O fich pegeniiber Licgenten Hilften ver gemannten Gegen- Gllivfen cin Hyperbel,
weldye jest bie gefucbte resiprofe Surve von berjemigen ift, bie ter Editel € ted Dreiedes
A’aC bejchreibt,

feft und unveydn-

(I — tanp p?) 42 ¢ gl i 2
Dy s 2D #\ it T Gileichung  ver Ellipfe ABA'B’ ift,
tang p* tang o

jo ethdlt maw auf ver Stelfe’ nad) § 59 ver analytijhen Sphivit fiv bie vegiprofe Surve
af el vie Gletchung:

y' tang g* X’

1 — tang ¢ col p¢
Aan erfennt bievaus auj ter Stelle, vaf bie entjprecdhenven Dalbachien ver beiven veziproten
Wegeljchnitte fich yu 90° evglingen und iiberhauptftehen swei regiprole Tplpivijche egeljdnitte in einerjol=
dien Besiehung 3u cinanver, veR die tvei Wittelpuntte es einen sugletd) bie Mittelpuntie pes
anberen fink, taf eine Tangente ved einen ihv fphiviides Seutvum im Wifange bed  anbeven
bat, tafk jebe Novmale, vgd cinen. audh cine Novmale ved anbeven, taf fexney bie Goolute nes
einen pleichfalle bie Goolute bes onteven ijt,, wnd tof eutlich nidt. allein ijve entjprechenben
Dalbadyfen, jondern aud) ihre in diefelbe ovmale fallenden Strimmungshalbmefiey jich au 90°
evgdmen.  Dinfichtlich ver Veweife ju diejen Sigen verweifen wi auf bie oft penannte analy-
tijdhe &pharif.

Wollte man die Gleichung dev vesipyofen Suvve urfpritnglich berleiten, fo witvde bie
Betvacdhtung ves Dreiedes ESF alfes abgeben, wasé jur djung vev  Aufgabe erforberlic) ift.
Der Wintel ESF ijt mit ber Grundlinic AA* ber Grife und Tage nad) unverinvertich unb
ergingt diejelbe ju 180°  Gben jo ergingt bie Seite BF, welde fidd mit thren Cubpuniten E
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unt F auf ben Sdenfeln pes Winkels ESF fortbeent, ben fonjtanten Winkel AG A ju [30¢
ian Hat vaber leicht bie BVebinquugsgleichnng:
cos EF = cos ES. cos FS + sin ES. sin FS. cos ESF.
Jmmt man nun die Schenfel bes Winfels ESF zu focrbinaten=Achjen, nud begeichuet man
ven Stoerdiiaten- Wintel ESF mit ¥, fo wird die vorhergehenve Gleichung:
cos EF = cos u. cos t + sin u. sin L eos v.
Die Gleidung der Geracen EF ijt alSbam:
X, col L + y cot ' m = 1.
Lifftrenstivt man nun vieje Leiven Gletcdhungen, wobei man x und y Der Yufgabe gemag ale
fenftante anjehen muf, fo erhdlt man swei newe Gleichungen, welde mit ven Leiden wvorherge

heneent nothwenbig und hinveicdheno find, um jn einer Gleichung swijdhen x und v 3u gelangen,
\ du 4 i A ot
ment mwan uw, t und T GuS Dem vier genaunten Gleidhungen eliminiven faun.  Jnbejjen
L
Wit nur in dem Defonbern Fall, daf ver Winfel ACA‘ = 90°, o b die Gerase EF ein
Luavvant ijt, bie Rechnung leicht ausfithrbar. Jn diejeur bejonveven Fall exhilt man:
1

Yy = = —
4 4 ¢os v’

-

alé Oleiung tev gefuchten Ortsfuvee. Dian jieht hievans, taf ver Unfangspunlt ter Moot

pinaten ein duferer Mittelpunft und die Stoorbinaten= AUchjen Apymnpteten unjered segeljcdmittes
jind.  @s wire nun leicht die Qoentitit ver Stuvce, welde purdy biefe  Gleidhung  baraejelt
wird, mit fener nadgmwetien, bderen Gileidnmg wiv gleich anfangs aufgeitellt baben; aliein tey
Stitge wegen miiffen wiv biejed iibergehen.

g 2.
Ler im vovbevgehenden Sen behanvelten jpbirijhen Oristurve hat bev Wicijter jelbit
ven Namen nJiviulaves gegeben, weil die analoge Aufgabe in ber Blaninetrie auj einen Syets
fifrt; unt in vemr Cefonberen Fall, in weldemt bie i Yiebe Jtebenve Sturce ¢ine Glipie ijt,
nantte ev biefelbe biv mgleidhzettigen, wibrigen Falls aber die mmgleichfeitige Sivhulares,  Lid

in ber That werten wiv febewr, baf befonders: bie gleidhfertige Bivhulave viele Eigenfbaiten mit

tem Streije gemein fat.  Vejbreibt man 3 . diber verfelbor Grundlinic AAY Dreicce, i
tap bie Etnugd ber Winkel an ver Grunblinie fich jtets wie m:o vethalten, o it in ver Pla-

nimetrie bie Tetshneve vev: Seheitel affey tiefer Drelede eiv fvaid, in vey Spharif aber bie

—ry

eben genannte Sivfulave.
Um biefes analytijeh ju beweiferr, nehmen wir vev Ginfachfheit wegen vie gegebene Grinbs:
linte AL = 2 g qur X-Uchje an unb machen ten Mitrelpuntt oevfelben g Anfongdpuntt
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mijever vechtiointli ftoortinaten = Achje Die Gleidung ver Geraben, weldhe unter einem
unjerer vecdpbiwintligen Stoorvinaten=djen.  Wie Gleidhung 3) 1, Twelde unter ewmem
belichigen Winfel buveh ven einen Eudbpunft A ber gegebenen Gruntlinie, befjen Uchjentoordie
naten v = O und x = tang g find, gelegt wird, ijt alsbann:

by + ax —atang g = 0.
Ghen jo erbdlt man fiiv oie Gerabe, weldhe burd) ben anderen Cndpuntt A’ ber gegebenen
Srunvlinte qeleat wirk, tie Gleichung:

b'y + dx + & tang g = 0.

Tevven vie TWintel, weldhe dicfe beiven Geraden mit ber X=Achfe, cdber Grunblinie bilven, be-

sieblich mit WV und WV’ bejeidhnet, fo exhilt man nad) §. 9 ber analptijdhen Sphiivit:

a

sin W= — ——————— und
v (a® + b* cos g*)
: L i
sin W' = — — @+ b eosg)
aljo 1t ver Unnahme gemaf:

a v (&% + b cos g7 abiil g
T T e e S e s
a1 (a* + b* cos o*) n.:
a* (a® + b*? cos p?) m*
i? (a® + b? cos g? n?-

ekt man endlih aud den beiven erjten Gleichungen bie Werthe von b und b4, um diefelben
in biefer letiten Gleichung ju jubjtituiven, fo exbilt man al$ Gleichung ver gefudten Ovteturve

vi 4+ (tang g + x)? cos g* m?
y? + (tang g — x)*cos g* T n? "

% ] s L .. mi4+n?
Gntwidelt und crdnet man viefe Gleichung, und et man nody der fitvze wegen p fiir : B
I

n?—n
jo gebt biefelbe diber in:
v* + x* cos g* — 2 xp sin g cos g + sin g* = 0.

Die gejuchte Ovtsfurce ijt aljo ein stegeljdynitt, ber, wie man leiht ficht, burd) die X - Achfe
in jwei fongruente Theile zerlegt wird, Wm gur Senntnif ber Deiden Wdhfen unjeres Segel-
jobnittes zu gelangen, fitbren wiv gnuidft die Achjen-Roovdinaten felbjt ein, indem wiv tang u
fiit v und tang t fiiv x fesen:

tang u® + tang t* cos g* — 2 tang L p sin g cos g + sin g* = 0;
fitbren wir fest fratt per Achfen-RKocrdinate u bie Applifate z, vermige ver Gleidung

tang z .

TR ein, fo erbalten twir, nadypem bie Gleichung nod

tang u =

mit cos * multiplizivt worben ijt:
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tang 2° + cos g* sin t* — 2 p sin g cos g sin t cos t + sin pg? cos £ = 0;
und fest man endlih ¢ = t* + v, fo Bat man:
tang z* + cos g sin (t'+ v) — 2 p sin g cos g sin (f' + v) cos (t'+ v) +
sin g? cos (t'+ v)=0,
Wivd nady gejhehener Entwidlung die Gleichung durd) cos t bdividiet, aldbamn -georbnet unb

. tang z ; . & %
ridmarts "w_ogl"_ ieder tang: w gefelit, jo erhilt man:
Cos

tang u’ + A tang t' + B tang t = C,
inbem wir nody bie Marfe, beven wiv nidht mehr beburften, ven t weggelaffen und der iirze

IL‘L'_.';IJII
A = cos g* eos v + 2 p sin g cos g sin v cos v -+ sin g sin v?,

B =2cos g"sinveosv — 2 psingcosg cos v' + 2 p sin g cos g sinv?

— 2 sin p? sin ¥ cos v,
€= —cos g"sin v* + 2 p sin g cos g sin v co8 v — sin g cos ¥
gefeist Daben. Man fieht auf ber Stelle, daf A — C =1 ijt
Wird diefed beriidfichtigt und nod) B = 0 gefetst, jo hat man:
tang u® 4+ (1 + C) tang & = G,
Setien wir envlidh C = tang B3%, unb viidwirts wieber ¥y fiir tang u und x fitr tang t, fo
erhalt man:

EEhl
tang (3* sin 32 et

wad bewiejen wevben follte. Unjere Ovtdturve ijt alfo bie gleichjeitige Stvfulare.
Uug ber Vedinguug B = 0 folat:
tang 2 v = p tang 2 g; mithin

. tang 2 g : 1
s 2 v = ._.-_I-l—_-i’.__ —, 08 2 v = .
RN A T g 25 o TG gk tang 2 g*)’

gin v = v (1 + p* tang 2 B’_:‘}_,"___} cos v' = ' (1 + p*® tang 2 g) + 1

2v" (1 +p*tang 2 g°) 2v (1L + p* tang 2 g?)
Werben biefe Werthe benupt, jo exhilt man fiiv C, over va € = tang 3? gejebt ift, fiir
1 1

tang B* = — T cos 2 g v (1 + p® tang 2 g'),

BO

a

: : m* + n* .. i . 2 gats iy
i tweldper Gleidung p = ——— tit; man fann alfo aus dem Fonjtanten Verhiltnif m : o
m=-—"n"
und aud ver gegebenen Grunblinie 2 g bie beiven Halbadbjen unjever Kurve beredhnen,
Jjt 2 g = 90°, jo mufy bie Wurzel negativ genonumen werben, damit bdas jweite
®licd bed TWerthed von tang 3° felbjt pofitiv wird; ed bleibt alfo aud)y ber abjolute TWerth
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bon taug B ungedndert, wenn man 180° — 2 g fliv 2 g fest. -3 vem befonbern Fall, vaf
T o B 8 B - 1}
2 g = %0° ijt, exhiilt man tang = = 0

m’ —n?)

——, und ‘sin B — r£||: dig. 3. G8 fei,
um tas Gefagte geometrifch nachzutoeifen, die gegebene Grunblinie AA’ in den Puntten D und
d fo qetheilt, bafi fid) sin AD: sin A‘D = sin Ad: sin A'd = m:n, wmd iber D als
erjte Achie bie pleichfeitige Rivfulare bejdhrieben; ferner jie cin belicbiger Puntt € devielben mit
A unp A‘ verbunben; jo verhilt fich aljo (fiatt ver Wintel Gaben iwir bie Glegenjeiten einge
fithrt) sin AC: sinA’‘C=m:n. Da fich nun aucdy sin AD: sin A’'D =m:n, fo halbirt bie Ge-
vabe CD ben Winfel ACAY; und da Winfel DCA = 90° ijt, fo halbivt aud) Cd ben e
benwinfel A‘Ca, us ver Proportion sin AC: sin A’C = m : n, folgt aud)y: sin aC: sin
A‘C = m:n; und ba nad) dem Vewveife Cd ben Wintel A'Ca halbixt, fo verhdlt fich aud
sin aC: sin A’C = sin ad: sin A’d = m:n. Dievausd fieht man, baf, wenn im Drei-
efe ACAY bie Sinué per Winkel an ber Grundlinie AA’ fich wie m : n verhalten, dajjelbe
auch in bem Nebenbreiede A‘Ca ftattfinvet.

Eine weit allgemeinere, mit ber hier nadygewiejenen in Berbindung ftehende Eigenjchaft
ber gleichieitigen Rivfulare findet mon in ber analhtijden Spbivit §. 88 und 98 bewiefen.

<

e

aMit ber vorhergehenden Unterfudhung jteht nach vem Gejels ber Reziprogitit vie folgende
Yufgabe in natitclicher Vexbinbung.

Gin Winfel cined jphivijchen Dreiefed ijt unverdnberlid) und fejt, bie biefen Winfel
einfdlicfenten Seiten aber verdndern jid) fo, baft bie @huud verjelben fich wie m:n verhal-
ten; man joll bie Surve finben, welche von ber, dem feften LWinfel pepeniiber liegenden Seite
eingehitllt, ober ew. b. i. von berjelben bejtinbig beviihrt 1irb.

Wir machen bie Schenfel bed unverinderlichen Winteld 3u Sovrvinaten - Adfen und be-
seidmen bie wevdnberlichen Schentel tefjelben mit t und n; alsbann Haben wir bie Bebingungs:
aletchung:

sin t: gin 1 = m: 0, DDET
1. m sin u = n sin L
Die Gleichung der Drefectsfeite, weldie vem fejten Winfel gegenitber liegts, ijt, ba jic duvdy ei-
nen Punlt, fiiv welden x = 0 amd y = tang u ijt, und durdy emen jweiten Tunft, fiiv wels
den x = tang t und y = O ijt, gefen muf:
2. yeotn + x col L = 1,

Die Diffevensial-Gleichungen vou ben beiven vorfergehenven Gleichungen jinbd:

3. meos o du — n cos £ de =0 und
4, y sin t? du + x sin v® dt = 0. e
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Glimivt man die Diffevenziale und beviidjichtigt dabei bie Gleichung (1), fo evbilt man

3. X cos u sin u + vy eos tsin t = (.

[}

Aud ven Gleicdhungen (5) und (2) finbet man leidht:

: cos t sin t £os 1 sin u
6. X = y = — ——————,
cos L — cos u = cos t° — cos n°

alé Achjen - Koorbinaten bed Puntted auf ber unbefannten Kuvve, in weldem bdiefelbe von bey,
pemt unverdnverlidhen Dveieddwinkel gegentiber liegenben Seite beviihet wird. Wm jur Glete
chung ter unbefanntep Survve 3u gelamgen, nuf man aug ten Gleihungen (1), (2) und ()
n und t eliminiven.  Buvbrberjt aber geben wiv ber Gleichung (1) bie Fovin:

m? (1 — eos u?) = n? (1 — sin ),
und ber Gleidung (5) bie Fovm:

nxcosu-+myecost=0

Uug bicjen jo ungeformten @letdhungen (1) und (5) finbet man leicht:

L m? (m* — n?) x? g aditR m® (m2 y* — n* x?)
cos P = — alfe sin 1? =———"—————
m* v* — n* x? ' ! m* y: — n* x*
: m: (m* — o) v? il :
eo8 mi'= ——————————iq{{p sin ‘0¥ =
me oy —n x
yre cot t n'x A ; A ; ealty 2

mithin = — - Wird endlich diefe Gletchung mit ber Gleichung (2) verbun

col o my B 3 J

ven, fo exfyilt man:
n: x: ]

m? N ¥ cot u ;

Wird vicje Gleidhung quabrivt und fiiv cot n bev Werth gejest, fo Hat man:

LT L0073 m® n*
m y — I X = ———
T 2 it m: — n*
alé Gleichung ber gejudhten Trtdfurve.
Begeichnen wiv bie beiben fonjugivten Duvchmeffer unferer Kuvee, tweldhe cine Hoperbel

iit, mit 2 & unb 2 3, o exhilt man:

SertB fllatr SR i3
tang 3 tang ¢
wovaud viidwdrtd jur Vejtimmung der Halbueffer die Gleichungen :
m* > n’ "
tang «' — e und tang 3 = e [elgein

Ubgefeben bavon, baf fid) verhilt tang ¢: tang B = m:n, hat man die Gleichnug:
tang @ — taug g =,
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welde derr Bujammenhang jwijden ven fonjugivten Halbmefjern ausbyiidt,

Da nun bei ben fphivijchen Kegeljchuitten bdiefelben Glefete Hinfichtlich ber fonjugivten
Durchmefjer ftattfinven, wie in der Planimetvie, fo gilt bie vorjtefende Helation andy fiir bie
Datbadhjen. Diefed vevausgefest, fo fonnen wiv leiht dle Jdentitdt unferer iesigen Suvoe mit
ber am Schlufje ves § 1 Lebanvelten rvejiprofen furve nadwveifen. Ghre Gleidhung mwar:

y? tang g* x?

]__—-—_[:mi';l'ﬂl;q W
Begeichnet man die beiven Halbadjen diefer Ellipje mit a und b, fo Hat wan ridmirts:

tang a* = cot g* ub tang b* = 1':7:"“1—3 = cot p°— 1;
ang &
mithin tang a* — tang b* = 1.

Awar ift die bier in Reve jtehenve Clipje auf tem Mittelpuntt ¥ Fig. 2 begogen; allein De-
sieht man ten fegeljdmitt auf ven Wittelpuntt S, fo bleibt bas Achfenverhiltnifi dafielbe, wie

fich feicht peigen [3BE.
& 4.

Nimmt man in der Plantmetvie auf vemfelben Duydhmeffer cines Kreifes au Deiben
Seiten des Bentrums in gleichen Cntfernungen von bemfelben jwwei Belicbige Puntte A und A’
und verbinvet fie mit vemfjelben Dbeliebigen Punfte X ver Pevipberie, fo it die Summe ber
Quatrate diejer betben Verbindungslinien eine unverdnterlidhe Grdfe. Gs fragt fich nun, ob
in der Sphirit bei der gleidfeitigen Bivfulave ctwas Aehnliches ftattfindet. Um biefes 30 U=

v T

tevjuchen, jtellen wiv un@ jolgende Wnjgabe:

Oen geometrijdhen Ovt ver Seheitel aller fphivijhen Drefede u finben, weldhe iibex
erfelben feften Guunvlinie fonjreuivt find, jo baf bas Prodult ber Kofinus ber beiden verdnber-
lihen Seiten unverdnderlich bleibt.

Gs fei AA’ bie fefte Grunclinie, are (tang = a) und are (tang = b) bie Achjen:
Stocvbinaten ded Punttes A, arc (tang = &) unbd are (tang = b*) bdie Uchjen - Roordinaten
bes Puntted A', jo wie are (tangy = x) und are (tang = y) bdie Uchjen - Koorbinaten bes
berdnverlidhen- Scheitels X. Nach §. 6 ver analptifen Sphirit ift bamn:

1+ ax + by
F{l = at = hE) A 2 x* v

vos AX =

uno

I + dx + by
v L+ a&+b%y 1+ 3 F \,_}
wenn vex Stoordinaten=Winfel ein vedhter ijt.
Soll mun vad Prodbuft cos AX. cos AX ber unveranverlichen Ghrifie cos e gleich
jein, fo bat man;

cos A'X =

[

(1 + ax + by) (L + ax + by) = (1 + x + v) v (L + a* + b?) +

v (1 + a* + b") cos ¢
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©8 it aljo die gejudite Ovtsfurve ein Kegelfchnitt; um aber bdie Natur beffelben rajdh
itberfehen 3u Ednnen, feben wir a + a =0 unh h = b = 0, ober, mwas baffelbe ift, ma-
dhent bie gegebene Grunblinie AA’ jur X»Uchfe und den Mittelpunft derfelben sum nfangs
Bunft ber Hoorbinaten-WAcdhjen. TWiv erfalten aldvani:

y* (cos ¢ -+ a’ cos ¢) + x* (a? - eos ¢ + 2’ cose) = 1 — cos ¢ — a' ¢os c.

Soll nun dieje Gleichung tm Fall, vaf bie unverdnverlidie Gvifie cos e pofitiv i, feinen -
perjpruch entbalten, fo muf .
1l = cos ¢ (1 + a%),
ober wenn main are (tang = a) mit p begeichnet:
cos p* = cos e
Diefes vorandgefest, geben wiv ver Gleidung unjever Orisuree die Form:
2 : L
_!_.-a_n_qg_,--fi'-* & ta-uﬂg'_{_t-' ik
alfo hat man vidwaves juc Bejtimmung vev beiven Halbadijen die Beiven Gleichungen :
('.n-e._!-'_= Ta o0 €08 o — pog ¢

1. tang op = ———— und 2 tang B = =5 Ao
: sin g° + cos ¢ r ol Chnto

Une iberbaupt fann man, fo oft jwei von ven vier Grifen, welde in bden beiden letiten (Sfeis
chungen vorfemmen, gegeben find, die beiben itbrigen findven, Gliminivt man vor wnh nadh bie
“ine ober bie anmbere ver fier in ebe ftehenven Grdfen, fo eehdlt man: '
sin o
4,

3 €08 ¢ = —
tang [3°

cod gt = "'"_r’c
#in ],-_-,h

Van fieht hievaus, vaf mit vev Gllipfe, ober was bajjelbe ift, mit ben Halbachien
vevfelben bie Gvifen g und e jugleich gegeben find, was befanntlidh in- ber Planitetrie nichi
jtattfinbet. Wuch find mur auf ber fleineren Achie einer Ellibfe bie fraglichen Punfte A unh A
miglich, da @ <= 3 fein muf.

Jit tang a = sin 3, aljo die Gllipfe bie pleidhjeitige Jirtulare, fo ift andh po= e,
wie leidht aud ver Gleichung (4) bevvorgeht, unb bie beiven fraglichen Punfte Falfen ibhers
Gubpuntten ber erften Adhje jujammen,

Jit aber tang @ = sin 3 und gugleich) tang o < tang 3, o ift g < @& mit-
hin liegen pie Punfte A und A’ tnnerfalb ber Ellipje.

Jit endlich) tang e <= sin 3, fo ijt § = «; uub bdie in Rebe ftehenven Punfte
liegen aufechalb ver Ellipfe.

&8 fei im anteren Fall die unveranvetlide Grifie cos o negativ und ¢ + o — 180°
aldoantt ift cos ¢ = — ecos ¢, und bie Gleichung unferer Ortéfurne bertudubelt fich in: .
X% (07— cos e’ — a cos ) — y* (cos ¢ + atcos o) = 1'+ ‘cos ¢ % %' cos o,

Soll dieje Gleidpung feinen Widerjprucy enthalten, fo muf
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a!

— cos ¢' + a? cos ¢ fein,
poer wenn man are (tang = a) = g fept:
sin g == cos ¢’
Diefed vorausgefest, geben wir der Gleichung unjerer Kurve die Fovm:

x! y?
tang g  tang g
Suy Beftimmung der beiben Halbachien haben wir alsdann die beiven Gleichungen: -
! cos g* + eos ¢ : r cos g + cos e
LA ting e =y 2.  tang ' = ————.
b Cos ¢ i ena of

Climinivt man nod) g und ¢ ausd bdiefen Gleichungen, fo hat man:

51 g2 & ’ i \
8,  come= 10 4. cos g? = _sin @ (tang kel
T : oDy £ i
tang 3 tang 3"
=t LRy i tang: 32 » : S
Segt man tang @ = ﬁ;—ﬁ , ober wasd baffelbe ijt: tany B = Ll S
tang 32 — 1 tang o — 1

fo 1jt bie bier in Yeve ftehenve Furve die gleidhjeitige Bivfulare, auf ven einen, in der verldn-
gerten X=Adhfe liegenven dufeven Mittelpuntt bejogen. Da nun jugleich aud diefer Anuahme
folgt, baf g = a ijt, jo falfen bie Beiben fraglichen Punmfte A umd A’ mit den Enbpuntten
per erften Achfe jufamumen.

tang B

2, foift g << ¢ aljo liegen bie Punite A und A
|ﬂ"[}'lf? - s ] ] 3

Qijt aber tanp ¢*
auj ver erjten Wchje jelbit.

; v lang 37
3t Dagegen tang o' < =5 r/__

B2 o iff g = ds
tang 3" — 1
mithin legen bie fraglichen Puntte auj ven Berlangerungen ver erjen Achie.

Den geometvijchen Fufommenhang jwijden den betben befortberen Fdllen unjerer Aujgo-
be exfennt man leicht aus Fig. 3. Jit nimli) im Drciede ACA’, cos AC cos A'C =
cos ¢, jo ijt im Nebenvretede A‘Ca, cos AC. cos aC = — cos e

Aus der gangen Unterjuchung jichen wiv ven Scjluf, dap midt die gleidhjeitige Jirfula-
e, fonvern die fphivijde Gllipfe iiberhaupt in der fier in Neve jtehenten Nidjicdht dbem planie
metvijdhen fLreife entjpridt.

§ O.
y? x? g ; : ram s, s
Gs jer = 4+ ~ = 1 tie Gletdung einer fphirijden Ellipfe.
tang ;3'“ tang o
Pegt man durch ven Sdjeitel A berfelben, fiiv welden y = 0 und x = tang g ift, eine Gee
rate unter ivgend einem Winfel, jo it ihre Gleichung:
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a
N '1‘ (fang o — x).
LWenn nan ferner duvd) ven andeven Scheitel A, fiiv welden y = 0 und x = tang &

ijt, eine Gerabe unter trgend einem LWintel legt, jo wivd ihre Gleichung jein:

i =
Y == srmalfang e 1)

b
Lerlangt man mur, vaf ciefe beiven Geraven fid) auf pevr Ellipfe- idueiven, o mijjen ifr
Gileichumgen mit der Gleichung bey Ellipfe ju gleidher Heit jtattfinden.
Multiplizivt man daber die Gleihungen ber beiven Gevaben mit einanver, jo erhilt man:

A= —— (tang o — x*):
x by s
und bamit biejes fnumer mit
ta y
E— g 'ﬁ (tang o« — %)
tang o
dbevemnjtimmst, fo mug man
aa tang e
T — jeten.
bhb tang o I%

Jach vev analytijhen Sphavit § 9 ift aber, wewn man den Wintel, welden bie erjte Glerane

mit ver Adhje bev x bilbet, gleich w jent:

- a
tang W = — .———
" b cos o
Begeichuet w’ ven Winfel, ben bie jweite Gerabe mit der chie ver x bilvet, fo hat man auf
biefellbe Weife:
i a x
[HI" ‘\ == — T 3 alje
b' cas g
r - .x.j
tang W. tang W' = —— - mithin aud
! bl cos o ] :

l:lllﬁ' VW, tang W= Illl.";_ ll-}'z

sin g’
Hievausd folgt, daf aud) bet ver fpbavijpen Ellipfe eciue Fonjtante Relation ;wifden ten
Tangenten ver Winfel, welche bie Achje mit ven aud ihren Eubpuntten gegopenen Supplemen-
tdrvchorven madpt, ftattfintet. Dieje Nelation hingt blof von ben beiven Achien ab.  Fiir ven
frei8, tejfen Uchfen gleid) finb, bat man
1

e0s gt

tang WV. tang W' = —

Wiihrend aljo in ver Planimetrie die hier in Meve ftelenven Winkel, ober vielmebr bie
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Winfel W und 180° — WV’ im Reeife fidy ju einem Nechten evgdngen, findet vajjelbe in der
Sphavif nicht ftatt; die Summe dbiefer Winfel ift vielmehr grifer, ald ein rechter.

P a3

an

ey . \ 3 ety
giiv bie gleichjeitige Sivulare, peven Gleichuny ———— + —_’-‘—_—.- = 1 ijt, ijt bas
tang 3 sin (3°

e . : tany o o Al
Achjenverhaltmip gegeben durd) tang ,-'?1 = i t" =+ B biejed benust, fo findet man
s ;'Ii')“'({' N [

leicdht nad) et vorbergebenden Sen:

' cyen 1
tang W, tang W/ = — cos ¥ g

Unb oiejed ijt bie Helation unter ben Deiben Winkeln, welde die Supp lementardorben mit dey
X - Uchfe bilven. Ullein bieje Yelation wav leicht vovaudzujeben; und in der That felgt vitd:
wdrtd aud verfelben, vaf ver Winfel, den bie beiben Supplementdrcdhorben mit einanber bilbenw,
et yvedhtey ijt.

@6 Dleibt und nodh itbrig, die Refation aufjujuchen, bdie unter den Winkeln ftattfinvet,
weldye gwei Supplementdrdyorden mit ver sweiten Achje unjerer gleichjeitigen Sivtulave bilven.
Pegeichnen wiv diefe Winfel jum Unterjdyieve mit U und U, o hat man auf ter Stelle,
wenn man g mit 3 vertaujdht, nach vem vorhergehenven Fen:

tang U, tang U’ = — _tang o

sin (3
Da nu in unjever aleichfeitigen Rivtulave tang & = sin §7 ift, fo folgt
& 4
t:‘lllﬁ.‘ U. tang BN
ed evgamzen Ny atjo ore AWinfel U und 180° — U su cinem vedbten.  Wiv baben pennacd

folgence neue Gigenjchajt dev gleichfeitigen Jivfulave entvedt,

Wahvend vie Supplementdvchorven fiber ver tleinen Adfe einer gleid-
jeitigen Jivtnlave fich unter einem vedyten Wintel fhueiven, evgingen fich
vie Wintel, weldie jwei Supplementivhorden mit ber grifeven Udfe Dbil-
ven, falls man bie Winfel nimmt, die fich nad) entgegengefetten Seiten B
wen, au einem vedten

§ T
-l e tang 3* ., ; e AR " ;
By et y° = ———— (% — lang o°) bie Gleihung ver |phavijden Hoyverbel, auj

fang o2

thve Achjen bejegen, fo werben

(x — lang ) WD
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a
e b’ (x + tang o)

bie Gleichungen Derienigen bLeiben Geraden fein, bie unter cinem beliebigen Tinfel duveh vie
beiven Gnbpuntte ihrer erften Udjen gelept jine, MWMultiplizivt man diefelben mit etnanber, fo
evbalt nian:

Srdk R s
= ﬁ';'- (x* — tang o).

Sollen fich nun bie beiven Gevaben auf ber Hyperbel duvchjchneiben, fo Hat man bdie Bevin-

gungéaleichung :

ad__ tang f3°
b’ tang 2

Lerben audy hier bie Wintel, weldye bie beiben Gleraben mit ber Adhfe der X bilben, besiel-
id: mit W e WV bejeichuet, jo hat man:

tang W = — b cos g "0
e ;i e
tang W' = b e alfo
ang W i g ithi
tang tang VW' = X '_m—';:; y ntithin auds

= tang /52
tang YV tanp W’ = i J'_i__

sin ¢
Lenn bie Dhperbel gleichfeitig ijt, fo ijt tang ¢ = lang 3, unb man erhilt:
; - 1
tang W tang W' = - -
Cos o

JIt tagegen bev Sinus ver exften Halbachie gleidh der Tangente per jloeiten, ober in Seichen
sin g = tang I,’-I, jo bat man;
tang W, tanpg W' = L.

Diejer Fall tritt ein, wenn wiv unjere gleichieitige Fivfulave (Fig. 2) auf ven Jufeven Mittel:

punft S begieher. Denn im Sen 1 haben wiv, indemt wir bie erfee Dalbadbje SB  mit h,,
uub die jugehdrige pweite mit g, begeichneten, gefunven:
sin b, = tang g,.

Wibvend alje in ber Planimetrie die Aufgabe: Ans ber Grunblinic eines Drefedes uny
aus ver Vebingung, daff die Summe ober Per Unterfdhicd der beiven Winfel an ber ®runbli-
nie gleich einem vedpten fei, dbas Dreied u Fonftvuiven — auf den §reis, vefp. auf die gleidh-
jettige Hiperbel fiibrt; fithet biejelbe Aufgabe in ber Splhdrit, wie and biefem und dem vor-
ivfilare.  Uime abex

¥

bevgehenven Sen unfever Unterfucdhungen bervovaeht, auf bie gleichfeitine
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Den ausgeiprodhenen Saty jugleich u vevallgemeineyn, frellen wiv und uwmgefebrt tas jolgenoe

Broblem :

8. 8.
Den geometrifden Ovt bey Scheitel aller jphivijthen Dreiede Ju fiuben, welde verge
jtalt iiber berjelben Grundlinic AA‘ bejchrieben find, taf bie Summe der Winfel an der Gyund-
(inie eine foujtante Grife it
Wiv nehmen, wie bisher gejdhehen ijt, ber Siivie wegen die Gruntlinie AN = 2 o
v X -=Achje und thren Wittelpuntt jum Anfangspuntt unjever vechtwintligen Moordinaten-dy-
je. egt man duvd) den Gudpuntt A ber Grunblinie, fiiv welden y O unb x = tang g
ift, eine Gerabe nuter einem beliebigen Wintel, jo ift ihre Gleichung:
by + ax — a lang g = 0.
Eben o finbet man fiiv die evabe, welche unter wgend emem Winfel durdy ten anveren Eyo-
punft A gelegt wird, bie Gleidung:
b'y + ax + a tang g = 0.
Begeichuet man nun die Windel, welde biefe Gevaben mit ber Adbje der x bilven, Dbexieblich
mit W und WY, jo erhilt man:

a
fangy W=—— " 1mbd
g b cos {

a : |.

T B,
cos t;

lang W = —

unt ta der Wufgabe gemdp (180° W) + Y = C fein joll, jo erhilt man leidt;

(aby 1Y Cvnat
(abl —db) cos. g . . ..
T o ey
ad’ + hb' cos g

L 1

Bieht man aus den beiven evjten Gieichungen bie Werthe vou b und b, wwr diejelben in Digjer
Gleidung ju jubftituiven, jo qebt biejelbe iiber in:

o
3 2 y sin g T
y* + x? cos g — sin g !

unb biejed ift pie Gleidhung ber gejuchten Ortdfurve.
Setit man ¢ = 90°, o hat man:
y* = x* eos g' — sin g = U, ober

a

A et D gl

sin p? i tang p*

wie borauszufehen war,
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Stehven wiv jum allgemeinen Fall juviid, jo evhalten wiv:

N T T 2 4 A B T . = a1 e
Y T X eos pi4 2 y sin g cot ¢ sim g,

Ta diefe Gleichung fiiv jeven Deliebigen TWerth von y ot gleiche unb entpegengefente dlerth
voi x liefext, fo ijt bie Adfe bex ¥ ein Durdpuefjer unfever Kuxve. Dajjelbe gilt aber mnicht
voi bev Wchfe ver X; allein ta e8 gleichiiltig ijt, ob man — y fiiv y odber 180° — e fiir «
jetst, fo fieht man auf ber Stelle, dafy bie Adhfe vev X umfere Suvve in jwei Seguiente er-
legt, bie fo bejdiajfen finb, baf bie Summe ver Winfel an ber Gruublinie i ven Dreicden
bes cinen Seqmented bie Summe ter Winfel an ver Grundlinie in bden Dretecfenr  ves andeven
Seqmented yu 180° ergdngt.

La unfere Crtsfurve ein Kegelfhnitt ift, fo find wir jever ferneren Unterjuchung iiber
beben, febaid wiv die Geiben Achien vefielben femmen.  Mim aber jur Seuntmf berjelben ju ges
Langen, fithven wiv sunddit bie Achien - Woordinaten felbit ein, b. b, wiv feben tang o fie ¢

unp tang tfiv x; alsbaun gebt vic Gleichung fiber in:
lang v + lang t* cos g + 2 tang w. sin fe col e = sin g2,

derner flihren wiv bie Applifate z jtatt bey Achjen - Roordinate t vermige ber Gleiching: bang t

lang = ;
=-—1 enn, veruveh man exhilt ;
Cos 1
sin o' + lang 2? cos p° + sin 2 u. sin g ot ¢ — gin p? cos v = (),

et man endlich u = i + v, fo erhdlt man:

sin (i + v)' + tang z' cos p° + sin 2 (i + v) sin . cot ¢ — sin p* -
cos (i + v) = (.

Guhwidelt und ordbuet man dicfe Gleidung, wnd @Rt man ven o bie Make weg,  beren
nicht meby Leditefen, fo exhalt man, nachbem man nody it cos w® bividivt und

... langy Z
tang £ Uy : qejekt hat :
cos i
A tang o' + B lanp u + tang £ cos »* = . in weldber Gletdyung
ul i] il i v

A = cos ¥ — sin v’ sin g* ~- sin 2 v sin ¢ cot ¢,
B = sin 2 v+ sin 2 vsin g’ + 2 cos 2 v sin g cot ¢ unt
C = — sin v* + cos v sin {; — sin 2 v sin L col ¢
Der Stiivge wegent gejegt iff
Sest mon B = 0 und viichedrts x fiir tang t und y fjiv tang u, fo erhalt man:

Ay X' cos pr 4
C C A
unb ba, wie aus ben vorhergehenden Ansdriiden lacht hervergeht, A — € = cos e it
(C + cos p?) y x* eosp®
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L -- [‘_{“t TD I|'l‘ 5i,|] rx" — C = “”-r 'E'I[',' (;Ejlui'.{!‘lln\] LI,‘H'N..L,I.
Lo b -, a v 3o - = ; : :
Wit alfo S tang a' gefe L
Ortefurve gefht iiber m: _
! }-: %
sin ¢ tange’ ;
fo paf wiv ed aljo aud bier in bem allgemeinen Fall mit ber gleicbfeitigen Sivfulave zu thun
5 » T U
habei

ays ver Vebingung B = 0 felgt:

; 2 sin ¢ col ¢ Fa
tang Dy = — —i'_ ; mithin

1 + sin g

2 gin g oot ¢
A e e e T i T
v ll:l T B R e 4 sin g cot :'J_I
1 4+ sin ;-r"'
goEd Vo = e e e e T et
v" [(1.+ sin g*)* + 4 sin g? cot ¢ 1
i v L1 + sin g*)* + 4 sin g* cot e*] — (1 + sin g%)
o e e o e e e e T - =
2 v [(1 + sin g%)® + 4 sin §* cot c*]

gyt o VLU + sin gh)? 4 4 sin g”
o o 2 v ((L

Bennkt man diefe Werthe, fo finbet man leidit:

C — Y,ocos g + Yo v ((1 4 sin g?)? 4+ 4 sin g? col ¢);
. - L Ly 1 + sin g™\? 4 tang p* cot e
afje audh tang @ = — /a2 [av T e
: 1 — sin p? cos o i

Jus ber Grvunblinie 2 g ved Dreiedes und aud ver Summe £ ber Dbeiben Winkel an

ver Gyunblinie laffen fich affo die Leiven Achjen unjeved Stegeljcmitted beredmen.  Jfjt biejes
2sin g oot e, ...

D o e L S Diftany v, um telde

i 1 + sin p°

X entfernt ijt; ijt eot e negativ, v § € = 80°, jo

gejcheben, fo giebt pie Gleichung tang
bie Grundlinie 2 g vor ber Adje der
liegt, wie man leicht fieht, bie Grundlinie auf ber negativen Seite ver X-Udfe, wibrvigen

Falle aber auj ber pefitiven.

& 9
Mit der fo cben bebanbelten Aujgabe ijt bie jolgente nale verwandt: And der Grund
linie 2 g und aué vem Unterjchicte d ter Winfel an berjelben bad jphivijdpe Dreted ju fon-
jivutven.
\lnter benjelben Vovausjetungen, wie wir biefelben bei bev vorferpehenven Aufgabe ge
madt haben, finbet man fiix die beiven Gevaden, weldhe burd) vie EGubpunite bey gegebenen

Srunclinie 2 g unter belicbigen Winteln gelegt werben, vie Gletchungen:
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by + ax — a tang g = 0 unbd

b'y + dx + d tang g = 0,

jo wie fiir bie Wintel W und W, bie jie mit ber Udhje der X bilven:

tang YW = — o c:- — b
Bt
faoiwe h L0
fang W' = o : .

et man wun ver Aufgabe gemdf W' — (180° — W) = d, fo hat man leicht :
(ab’ + ab) cos g
ai — bb’ cos g?
Siebt man aud ben beiden erften ®leidhungen bie Werthe von b und b’, um biefelbert in biefer
Geichung ju jubjtituiven, fo gebt biefelbe fifer in:

= tang d.

2 xy cos g
y' — x* eos g* + sin g?

unp bicjed ift bie Gleichung der gejudhten Ortsfurve.
Sett man d = 90°, jo erhilt man, iwie vtoraudiujeben war:
| 2
X Y
R P ]

ST A s
lang o s g

Allgemein aber hat man nad) gefdehener Eniwidelung bdie Gleichung :

= — lang d;

x*eos gt — 2 xy cos g ocot d — y* = sin p?.

Man jleht auf ver Stelle, vaf unfeve Vrtslurve eine jehaxijche Hihperbel ift, unp baf
per Anfangspuntt unjever Koordinaten= Adifen ein Mittelpunft berfelben ift. Wir behalten ba-
her et VAnfangspunft bei und geben mur den Achfen eine anbere Ridptung, inbem  wix nad
§- 18 ver analptijchen Sphirif x = x* cos v — y’ sin v und Y=y eos v + x' sin v
jegent, fo vaf aljo die SFoordinaten=Achfen vehtwinfeliy bleiben.  Alsbann gebt die Gleichung
tiber in:

A x* — C y* — Bxy = sin g, wenn man ber Uebexfidht yegen
A = cos v* cos g* — sin v' — 2 sin v cos v cos g eot d,
€ = cos v* — sin v* cos g* — 2 sin v cos v ces g cot d und
B = 2 sin v cos v cos g2 + 2 sin v cos v + 2 cos ¥ cos g cot d —
2 sin v cos g cot d
jest, und von x und y bie Marfe weg (ift, beren wir it mefr bebiivfen. IWird endlich
B = O gejelit und itberficht man nicht, vaf C — A = sin g* ift, jo bat man:

Ax (A <+ sin g*) ¥ En
o L‘——.iil-—} = 1, ober
sin g’ sin g’

sin g’ gin p?

; i g > 2
N L. s gt Ojh et ——2- = tanp & qiielt ird
A + sin g’ a b A : g o) gAEim

5
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1
X \.!
_— L =
tang ¢ sin gt

Die gejuchte Ovtshuvve ijt aljo bie gleidfeitige Bivfulave, auf den cinen ihrer beiden dufieven
Mittelpuntte bejogen.
Aus ber Bevingung B = 0 folgt:
2 cos g eot d

tang 2 v = — —l-m{;"_i mithin

i e el e 2 cos g ocot d 5

v L[(1 + cos g%)® + 4 cos g* cot d*]

1 —i—_cﬂ 5’
v [(1 + cos g)* + 4 cos gleotd®]”

cos 2 vy =

tm ver Auswerthung der Grdfen sin v und cos v itberhoben 3u fein, abdiven wiv bie er-
the von A und C, und wiv exhalten:

C+ A=cos2v (I+ cos ') — 2 sin 2 v cos g cot d; und da

C — A = sin g ift, jo Hat man:

A= —"sing*+ ", cos 2 v (l + cos g") — sin 2 v cos g eot d,
eber nady gefdhebener Subjtitution:

A=—"sing®+ Yy v ((1 + cos g?)?* + 4 eos g? cot d*);

mithin
ot ' =— Yo+ Yo v l (1 + eos f") - 4 uﬂr. ;;L::nl de , _
= 1'_' cos g sin g 1

G$ laffen fidy alfo aus ber Grunvlinie 2 p bed Dreieded und aus ber Differen; ver
beiven Winfel an ber Grunblinie bie beiven Achfen unfered Segelfhnittes bevedmenw. It diefes
gefcheben, jo giebt bie Gleidung tang 2 v = — 23“%-::':51—:! pen Winfel v, weldhen bie '
Grunblinie mit ver Achie ver X bilven muf. ¥
Die hier gefunvenen NRefultate Laffen fich leicht duvd) cine fpesielle geometvijche Betrad)-
tung aus vem, in bem vorhergehenden en gefunbenen ableiten. €§ fei Fig. 4 BDBD’ bie
gleichieitige Jirfulare, auf ven Mittelpuntt Q und anf die beiven Ahfen BB und DD’ beje-
gen, sin QB = tang QD, hdb'd’ bie Gegenturve und AA’ = 2 g bdie gegebene Grundlinie,
welde vie Adje DD’ in E vecytwinklig jdymeidet; o wivd dbad Dreied AAC, befjen Sdyeitel
C i) anf ver gleichjeitigen Sivfulave beweat, fo befhaffen fein, baf die Winkel an der Grunp-
limie AN’ cine fonjtante Guntine bilben. Werben nun die Seiten A'C und A'A biejes Dreis
eded Lis gum Gegenpuntt in 4 verlingert, jo entfteht bas Nebenvreied AaC, deffen Winfel an
ver Grundlinie Ad jo bejchaffen find, daf ihr Untexjdied eine unvevinberliche Grife ift. Andy
exgingen jich bie Gruntlinien ver beiven Dreiede ju 180°, alfo ifre Hilften zu 90°; unbd in ber
Zhat ijt, va QB wwd EA fenfredit auf DD’ fjtefien, foweh( QO a3 audy EO cin Quatrant,
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DHievays folgt jugleich, daf aud) QE dag Maf bes Winfels QOE ijt. Beridjidtigt man
aljo, vaf tang QB = cot OB, sin EA = cos OA ijt, baf ferner vie Simme ber Wine
fel on ber Ghunblinie ALY bed Dreiedes AAC bie D Differeny ey Winkel an ber Grunblinie
A bed Dreieded AGC ju 180° ergimst, jo geht man leicht von ven Mejultaten ver einen hier
in Jede ftehenben Aufgabe ju ben ber awberen {iber.

g 10.

Jeve ber beiven vovflergefenten Aufgaben hat ihve vesiprofe; ailein ba bie eine aus ver
anberen leicht bervovgeht, jo wollen wiv der fiivje wegen nuv die evite derjelben Gehanveln

¢ jei aljo ein Wintel ecines fphivijden Dreiedes feft und unverdnderlich, bie Gegenjeite
aber bewege fich fo, baf bie Summe der beiden anteren Seiten unverdnderlich bleibt; man jolt
bie Murve bejrimumen, welde von ber oritten Seite e Dreledes bejtinpig beviifrt wivy.

Wir madyen ven Scheitel bes unverdnverlicdhen Winteld um Anfangspuntt nnjerer it oors
binaten = Acdyjen und die Schenfel defjelben ju Noordinaten - Achien, LWerben die Schenfel ded un-
verdnperlichen Winteld mit ¢ unb w beseichnet, fo hat man der Aufgabe gemdg bie Bebingung:

un+ t = ¢, ober

lang u -+ I; t
1 Lt el R = lang c

1 — l:nr_g-;' u tnng‘ t

Die Gleichung ver vevduderlidhen Grundlinie hat die Fovm:
ax + by + e = 0.

Da biefelbe aber duvd) eimenw Puntt geben muf, fite welden x = 0 ud Y = tang = u ijt,
und durd) einen gweiten Punlt, fiv welden x = tang L und y = 0 ijt, fo geht ibre Gilei-
dung iiber in:

2 x tang u + y tang L = tang u tang L

Diffevensiivt man diefe beiben Gleichungen, wobei man natiiclich x und y alg fenjtant anjeheu
mufi, jo erbalt man:
du (1'05 L* 4+ sin t cos t tang ¢) + dit {LIH u? 4+ sin u cos n tang ¢) = 0 uup

du (x* eos € — sin t cos 1) 4 dt (y eos u® — sin u cos u) = (),

Hus viefen Gleidungen finvet man leicht, wenn man die Diffevensiale eliminivt:
e tang t (1 + y tang ¢) — tang u (1 + x lang ¢) = x — vy,
und vicje Gleidung ijt mit den Gleichungen (1) up (2) nethwendig und hinveichend, um juy
Oleichung ver gejuchten Hurve ju gelangen. Der leichteren Glimination weger leifen wir burd
stombination aus ben Gleidhungen (1) und (2) bie Gletdyung :
tang t (1 + y tang ¢) + tang v (1 + x tang ¢) = tang c

ab, weldhe in Berbindung mit der vorhevgehenven leicht gieht:
2 (L + y tang ¢)
X — ¥y + lang ¢

cot ti = unp
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2 (1 + x tang ¢)
ot u = —————~—,
— x+y +lang e

Werveni entlid) viefe Werthe in ber Gleichung (3) oder (1) jubftituivt, jo exhalt man bie Glet-

LTI

v — 2 xy (1 + 2 tang p) + x7 — 2 ytang ¢ — 2 x tang ¢ + tang ¢* = 0,
weldpe Die der gejuchten Suvve ift. Diejelbe ijt alfo, twie wir in voraud wufiten, ein fegel-
Jdmitt, bejjen Vefchafjenbeit wiv jeboch ver Stitge wegen nidt weiter unterfuchen wollen.

G vem befonveren Fall, baf e = 90° ijt, gebt vie Gleichung unjever Suvve iiber in:
l s
XY= T
s it aljo in oicjem Fall ver Unfangdpunft unjerer Scordinaten - Adjen ein {ufierer  Wiittel-

puntt, vas Mak ved Winfels, ven die Seorbinaten- Acdhjen mit einander bilben, eine Adhje bes
stepelfchnittes, und vie Socrbinaten-Adjen felbit jind Ajpmptoten bejfelben. Die Bejtimmung
per sweiten Achje unjeved Kegeljchnitted betveffend, fo verweifen wiv ber fiirje mwegen auf §.

17 ber analptifdhen Sphivil.

& . 11. \ |
Gu ver Planimetrie wird leicht Gewiefen, daf alle fupplementiven Ehovden, welde man
an oie Gnopuntte ‘ver grofen Adife ciner Ellipfe jiebt, einen Jtumpfen Winfel mit einanber bils |

ben, und vaf diefenigen ben grbften Winfel einjdhliefen, welde fich sitaleich an ter Spike ber
tleimen Achie fhneiden; baff dagegen die Supplementdvchorven iiber der Hetnen Wdhje nmmer et
nen fpiten Wintel einfdliefen, unb taf unter biejen fpigen Winfeln- derjenige der Ileinjte ijt,
per fich an Der ©Spite ver grofen Uchje befinvet. Der analptifche Ausbrud, woburd) die eben
auggeiprechene Eigenjdhajt ver Glfipfe leicht Dewicfen wirk, filv den Winltel jiweter Supplemen-
tdrcherren ift in ber Planimetrie:

S

(2 — 3*) ¥

(3 bie Achien ver Ellipje bejeichuen, und unter € berienige Wintel verftans

tangr ¢ = —

wentt 2 g und 2
zen wird, ten bdie jupplementdven Shorben iiber der Udje 2 ¢ mit einanber bilben.
Um nun ben entjpredenven analhtijhen usvrud fiiv ben LWinkel jweier Supplementin=

en ciner Ellipje in ber ©phavif ju finden, hat man lewdt:

=
-
Fr
]

ax + by — a tang g = 0 und

ax + by + 4 tang g = 0
ale Gleidungen vevienigen Geraben, bie an bie Enbpunfte bey Udje 2 o ciner Ellipje gesogen
jind; und bafer fiiv ven Winkel €, den biefe Gevaden einjdlicien, wie mn §. 1=

ang € = ¥ (@ ad tang @)' + (ab' — bi)¥ -+ (ba' + ba)? tang o?).

= - N LA i _.- 1
adn h' + ai :.‘Jll” o
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Bieht man aud den betben erften Gleichungen die Werthe von b und b’ fubftitutet bies
jelben in bem Bdfhler ber vorftehenven Gleichung, dividivt alsbann Bdafler und Nemer duvd

R . bb’
pag Probuflt aa und iberfieht nmidt, baf — = —
8 tang E-'i”
§, 5) bie befven Geraben auf vem Umfange ber Gifipfe fdmeiden follen, fjo exhdlt man bas
gejuchte Jtefultat:

hulg o

fein muf, mwenn fich (nach

tang g sin2 3 v [(tang 3* — tang o) y* + tang §* + tang o* tang 37]

Ay

tang G = — Jiall -
(tang ? — sin
Dbgleich diefer Ausbrud weit fompligivter ift, al8 ber analoge in ber Planimetrie, jo it Do
Bei genaucrer Betvaditung eine Uebeveinjtimmung nicht gu verfennen.
it tang ¢ = sin 3, alje bic Ellipje eine gleidyjeitige Jivfulare, jo ift ber Winfel,
pen die jupplementiven €horven mit einanoer bilven, wie vorauszujehen wav, ein redter. ;
Qjt aber tang ¢ = sin 3, jo bilben bie beiben Supplementivdorben iiber ber Akie
2 ¢ einen ftumpfen Winfel mit einander, der um jo grifer wird, je gréfer y wird, mithin
am Sdeitel ber yweiten Achje fein Viaximum erveidt. : ;
9t endlich tang ¢ < sin 3, |0 jchlieken bie Deiden jupplementiven Chorden itber ber
Achfe 2 ¢ einen jpisen TWinfel etn, der wn fo Heiner wird, je grdfier y wird, und aljo qu
Scheitel per jweiten Adhfe fein Dintmum erveicht,
5

12,

-

‘.: _‘;-: = ) 3 / S s :
e Rl N 6 ) 1 pie Gleihung einer Cllipje auf ibre Achien und ihren
A% [ y

Mittelpunft Geyogewr, fo ijt fitr einen Puntt M ber Eltpfe, dejfen Achfen=Koordinaten x/ und
v fein midgen, die Gleidhung der Tangente:

i X lang i ;
T e kR X DDER
y tang ¢

xx' tang 3* + yy' tang o' — tang ¢’ tang B2 =0,
Die Gleichung ved Tothes, aud vem Wiittelpunit der Ellipfe auf bdlefe Tangente gefdllt, muf
piec Form ax + by = 0 baben; ijt mithin nady §. 12 ver analbtijden Spharif:

K
i -t
¥ !an.{; o

YTy tang Fr':?l

X, oDer

xy' tang o — yx' tang r;g-‘ = (),
Fir ben Winfel v alfo, den diefed Loth mit ber Achfe ber x bilvet, findet man die Gleichung;
o I:f."
tang v = }'._1‘..‘_].1_5_
x‘’ tang ](';'-'
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Biehit mam nun nody durd) ben Verifrungspuntt M uud Sen' Mittelpudt ver Ellipe einen
Durdhmefier, oo ift feine’ Gleichung:
sy — yx' = 0,
un® beseichiet man ven Wintel, welchew er mit ver’ Adhje ver x bilvet mit m, jo har man:
tang m = ——

i

X
G4 findet aljo. 3wifhen ben Tangenten biefes und: ves vorfygehenven Winkels tag fol-
gende cinfodie Beyhaltnif jtatt:

tang m_ tang p’?
tang' v tang ¢*

Qn 8§ 5 fonden wiv fiiv bie Winkel VW und WY, welde wel Supplementivcporten
mit tex X -WUchfe bilben, die Qlulide Helntion:

tanp, /3
tang W. tang W' = — el e

sin g
Setlen wir jebt m = w und verbinten wit bieje Defultate mit cinauber, fo- erhalten Wit
g 1
fang w lang w' = — ——— .
cos ¢

i

Dfefes it aber nad) §. 5 unfever Unterjuchungen gerabe die HRelatfon, welde jwijchen
ben ZTangenten vevjenigen Winfel ftattiindet, welde et Supplementivdiorden mit vem Duel=
mejfer eined freifes in der Sphirif bilben.
§. 13.
Das Grgebnif ves yorhergehenven Sen fest und in ben Staud, aufieine gang eigenthinn-
liche. Weije cine. Tongente au: die Gllipfe yu ziehen. G fei, mw diefes su eigen, Fig. 5 M
ein Punft ver Cllipfe ABAB’, duvdh welchen eine: Tangente gesogen. wevden jofl.  Befdreibe
s bent ©nde diber AA’ ben Halbtreis ABAY, verbinde den WMittelpunit Q bex Gllipje mit
pem Bevitbrungspuntt MF, siche aud &' vie Chorve AD unter dem Winfel w = MOA =
m; jiebe ferner gur Ghorve A‘D bie Supplementivchorde AD, welde verliangert den Halbreis
in E jdueiven mige, verbinve I mit A, made endlid) Winfel KOPA = EA'A b falle
ME faifredt auf QR: fo ift dicfes Loth die verlangte Tamgente. Der Bewels evgicht fich
aus oem vorbergelienden St
Dafp fiir dle Hhperbel dhuliche Sate gelten, und fidh ouf dlnlide Weije eme Tangente
an diejelbe jiehen (dft, evfont man leicht; mwiv nuiffen jeboch aus Mangel an Raum alles
piejed Dier itbevgebhen.
§. 14,
Die Gleidung vesé Durdymefjers. einer. Ellipje, dev. duvd) den Punft M oder (x'x’) be¢
Umfanges qebt, ijt:
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i e e L
bie Gleichung ves” auberen fonjugivten Durchmefjers aber nady 8 68 ver anal. Spharit:
xx' cot g¢° + vy oot |,f'5” = il
Wenn g WD Irj bie' beiven Balbachjen ber' Ellipje beseichnen.
Tiir ten TWinfel m, den ter exjte mit ber Ucdjfe 2 ¢ biloet, hat man:
i
lauy,' m = =,

i

X
Ehenfo finbet man fitv ven Winfel w?, welden der anbere fonjugivte Durcdyme|jer mit
per erjten Adyje bilbet:
A o ,-‘.}?
x‘ tang
tang m' = — -——f!-—-,

tang (3

aljo lang m. lang m' = — tabe it
Ju § 12 fanten wiv;

tang m _ tang f‘lj;‘.

PR

mithin: tang v. tang m' = — 1.

S0 el

Sind Fgur 5 MM wnp LL wet fonjugivte Duvchmefjer, MN eine ZTaugente DeT
Gltipfe und QR eine Senfrechte. aus tent Mittelpuntt ver Gllipje auf die Tangente MN geidillt,
fo erfenmt man jegt feicht, daf aud;. QR lothredht auj LL‘ jteht; denn den Wintel KQA BHa-
ben wir fuitber mit v und ven Winfel L'QA mit m’ bejeichnet. oy letchter und unmittels
baver ergiebt fich diefes, wenn maw auf vie Werthe, weldye wiv im vorhergehenben wnd mt 12.
Sen Deyiehlich fitv tang m* und tang v gefunben Laben, jurndgebt.

@8 bat aljo aud) bie jphivijcbe Ellipje das mit der ebenmen gemein, bag iwemt wman i
Mittelpuntt ves einen foujugivten Durdmefjers ein Yot crvidptet, piejed jugleich fenfrecht auf
peir, an die Gudpumtte ved anveren: fonjugivtenr Tuvehmeffers: gejogorten Tangeuten jtebt. Hiev
budh i, wie man leicht fiebt, sugleich cin Diittel gegebew, auf ciue Hodit cinfache Weife 3u
cinem Belicbigen Duvchmejjer ven fonjugivten ju fonjtvutren.

Da mun aufier der vor und aufgefunbenen Gleidung

2
nmﬂ' m- lang m! =' - —IM

tang ¢
auch e Gleichungen
tang ¢ tang 3 = tang a lang I sin (m' m) und
tang ¢ + tang 3% = tang a® + tang b
frattfinten, wenn a undb b bie Hilften zweier fonjugivten Duvdhmefjer verjtellen, wic w §. 81

9
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oer anal. Sphirif mitgetheilt ijt, o fann man von den feché Grifen o, B, a, b, m und
penn beven brei gegeben find, wie in ber Planimetrie bie itbrigen bret berechnen.

Mo itberbaupt [aRt ficdh die gange Lelhre von ben Tonjugrrten Durchmefjern ber fphiri:
icben Stegeljchnitte analptijch gevade jo behanveln ie in ber Planimetvie, wad wiv jebod Dbier,

m, I

pa uné fein Mawm mehr gejtattet ijt, fibevgehen mmijjen.
Den Siuf unjerer Abhandlung mige pie jelgenve Aufgabe bilben:
§. 16.

G fei Fig. 6 ABA'B cine gleidjeitige Birfulave, jo baf sin QA = tang QB, cbder
roermt man die beiven Halbachien mit ¢ und 3 begeichuet : sin ¢ = tang 3 ift; man foll bie
Deiven Tonjugivten Duvchimefjer fonjteuiven, welde einanber gleich jind,

Man bejcbreibe iiber ver grofen Adhje AA’ einen Dalblreis, welchen bdie verlingerte
yweite Achie in D fehneiven mbdge, perbinbe D mit A und A; bie Punfte E und F, in wel
dyen biefe BVerbinbungélinien bie Sivtulave jchneiven, wverbinte man ebenfall8 mit A und A‘;
madbe endlich Winfel MOA = FA'A = m unn Wintel LOQA = EAA’ = w: fo find
MM’ und L L die verlangten fonjugivten Duvdimefjer.

Nadh 8. 6 unferer Untevjudhungen ijt

tang m. tang FAA' = 1 uno eben fo
tang w. tang EA‘A = 1; mithmn aud
tang m tang w. tang FAA' tang EA'A = |; |

1
nach & 5 abec tang FAA' tang EA'A = TR [
i} i] L COs (¥ i
alje tang m tang w = cos s |
tan 3* |
LS K vy - |
Da nun nady ter YUnnabme 1= #"Q tit, fo bat

Sin 1

tang [3°

man aud tang m tang w = —o

tang ¢’ ;
Nach ver SNonjtruftion ift aber Wintel AQL = w gemadt; mithin Winkel LQA

poer m' = 180° — w; alfo tang w = — tang m’. Subjtituivt man bdicfen Werth, fo e

balt man:
Al
tanp 3¢
tang m lang m’' = — -—{:--f-a:
l:lni;' e
mithin find nady § 14 MM’ unb LL? ein Paar tonjugivier Durdymefjer. Daf diefelben ein-

ander gleich finb, erfennt man leidht,
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