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Elementare Hbleitung einiger Bauptlahe iiber medanilde
Hybeit und iiber das Potential.

Bon Profefior Wanl Sexfel.

1. Bewegt fidh ein Diajfenpuntt um eime Strede s unter dem Einflufje einer Kvaft X in der
Richtung der Kraft, jo leiftet bie Kraft die Arbeit k-5, Bewegt fid) dber Viaffenpuntt gegen die Rid)tung
per Svaft, fo wird entgeqen ber TWivhung der Rraft die Mrbeit k.= geleiftet. JTm lepteren Talle tritt
die Rraft ald BVewequugshindernid auf. Wau jogt damn and), bie Straft erleidet die Arbeit ks ober
jie leiftet bie Wrbeit

2. Die Hraft K wirfe in ciner Rihtung L, in welder fich ver Maffenpuntt m nidjt bewegen
fa (SFig. 1) Der Punkt werbe gezwungen, fidh in der Ridtung L, zu bewegen. Dann fommt m
Hinficht der in der MWegridhtung L. qeleifteten Arbeit nur die in diefe Midtung follende Seitentrajt
ber Sraft A in Betradt. Die auf ber MRidtung fenfredht ftehende Seitenfraft P, 14t wwwwliam,
m O = s fei bie Strede, wm weldie m bewegt wird, m B = p thve Projeftion auf L, m D = K bdie
fraft, m B = P dic allein wirfjame Seitentraft. WAus der Ahnlichleit der Dreiecte Cm B und Em D folgt:
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Dievaud folgt der Sak: Bewegt fid) ein Maffenpuntt nad) einer anbeven Ridtung,
alg nad) weldjer die S$raft wirkt, fo ift bagd Probult aus ber Strede, welde der Punit
suritdlegt in diejenige Komponente der gegebenen Kraft, welde in diefe Ridtung fallt,
gleich dem Produft and der fraft und der Projeftion der Strede auf die Krajtridiung.

Beweqgt fid) = in entqegengefester Michiung u der Kraft P um s (Fig. 2], jo erhilt man
diefelbe ®leichung. P ift aber in dicjern FKalle ein Bewequnashindernis, alffo negativ in die Medynung
einzufiifren.

3. Jjt A bie auf ver Strede s von P qeleiftete MArbeit, jo ift 4 = P-s. Die Arbert ift
alfo gleidh bem Lroboufte aud dem von dbem Mafjenpuntte m quriidgelegten Weqe s unb ber Projetiion F
per Rraft K aquf bie Ridtung, in welder fid) m bewegt. Nady 2. ift aber audy 4 = K-p.

Die Arbeit ift dbemnadh aud) gleid) dem Probufte aus ber Hraft K und ber
Rrojeftion p bed von dem WMajjempunite zuridgeleqten Weqed s auf die Ridtung, in
weldier die $raft K wirtt.

4. Wir feen voraud, daf die Kroft X, mit weldjer zwei Diaffenpuntt m und m, aufeinander
wirfen, birveft proportional den Maffen und umgefehrt proportional dem Quadrat der Entfernung »
per Pafjenpuntte fei. Jjt £ die Krafjt, mit welder bie Maffencinheit in ber Einbeit der Entfernung
auf die WMafjencinbeit wirckt, jo ift
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[ ift abhdngig von bder Wahl der Weaffencinheit. Man fann die Diaffeneinbeit fo beftimmen, daf f=1

wird. o ift 3 B. die elettvojtatijde Einbeit biejenige Elettrizitatemenge, welde auf eime in der Einbeit
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ber Entfernung befindlicge gleiche elefivijhe Menge eine fraft = 1 ausiibt (welde in ber Entfernung
I em ouj eme gleidje Wienge die Hrajt einer Dyne ausiibt). Tn biejem svalle ift
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2. Die Kraft K dndert fidh mit ber Entfernung. Wird die Maffe we, durdh die von ber
Mafje m ausgehende Wirtung wm bie Strede s i ber Ridhtung ber Kraftwirkung bewegt, jo ift
wihrend dicjer Bewegung bie Sraft nidht fonjtant, jombern fie ift grofer, wemn die Enifernung bder
betben Mafjenpunite Heiner ift. Jft s fehr flein, jo fonnen wir annehmen, baf auf der Strede s eine
Straft mittlever Stirfe gemwirtt habe, weldie fid) auf diefer Strede nidt dndert. Iickt 3 B, ein fejtex
Majjenpuntt m auf einen beweglidien Maffenpunft m, in einer Entfermung » mit einer anziehenden
ftraft K, = 2 Dyn und ijt, naddem fid) =2, in dber Richtung ber Rraftwirfung mm die fehr Eeine
Strede & auf s u bewegt hat, die Rvaft auf K, = 4 Dyn gewadyien, o fnnen wic annehmen, dak auf

ber Strede s eme Hrajt £ = e = 3 Dyn gewirft bhabe, 0. B wir maden feinen mertlichen

iehler, wenn wir annchmen, daf anftott einer Seaft, welde mit ber Stirke 2 Dy eittfelst unb
allmablich auf 4 Dyn wddit, eine Rrajt gleidh) mit einer Starfe 3 Duyn einfest unbd gleidy 3 Dyn
bleibt. Der Febler wirh wm jo unmerflicher fein, je teiner die Strede s ift. Diefe fonftante Kraft
wollen wir die mittlere Fvaft nennen.

6. Bevednung der mittleven Rvaft, welde ldngs einer jehr tleinen Strede wirtt,
Ungenommen, der Waffenpuntt befinde fidh in € (Fig. 3), ver Maffenpuntt my erbe in ber Midtung
ber von on audgeiibten Kraftwirfung um bdie feljr Heine Strede BB, — dr bewegt. Seben wix CF = »
umd OB =r, und begeidnen die i den Entfermungen » und » wirfenben Krdfte beitalidy mit
K und K, jo ift
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Der mittlere Wert ber fraft fiiv die Strede dr ift
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Ba mun ¢, =¢ + dr, jo echilt man
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dr it jebr Hein. Mithin taun d»* gegen die iibrigen Srdfen des Baflers vernachldffigt werben.
Aljo ['-r i Fem oy (r2 = s Fomi-may (e = i 7)
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Da nun r - dr ¢ ift, o ergibt fidy fiir die mittlere Svaft der et
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Uber die Micjtung, in weldjer K wirkt, ift feine Boraudfebung gemacht. K fann m ber
Richtung von B, nad) B oder in entgegengeietter Nichtung wirken.

‘. K fei eme angiebenbe Sraft und wirfe in ber Richtung von B, nady €. Die anfingliche

Entfernung B, € werdbe mit ~,, die Entfernung B ¢ werbe mit » beseichnet.

my bewege fid) nad) C bin um bdie jehr Heine Strede B B = dr (Fig. 3). Die fiir bie

Berjdjiebung der Mafie m, um bdie Strede dr geleiftete Arbeit ift

Jom oy
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b) m, bewege fich von ¢ weg um die fehr Heine Strede B B = dr (Fig. 4. Da der Mafjen-
punft entgeqen ber TWirfung der Kraft verjdoben wird, fo ift bie geleiftete Urbeit
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Sn beiben Fdllen ift alfo bie geleiftete Wrbett gleid) bem Probubte and fmm, mul-
tipliziert mit einer Wiffereni, in weldjer ber WMinuendusd gleid) bem reziprofen Werte
per Enbentfernung der BVewequng, der Subtrahendus gleid) dem veziprofen Wert ber
Unfangdentfernung der Bewegung it

8. Die ywifhen m und m, wickenbe Nraft fei eine abftofenbe Rraft

a) Der Mafjenpuntt m, bewege fid) in der Midjtung der Kraftwirfung von B, nad) B (Fig. 4).
Die geleiftete Wrbert ijt

AL = = el 1 P} = Jom ey | — | -
b) Bewegt fich ver Mafjenpuntt o, ber Wivhung der Rraft entgegen von B, nad) B (Fig. 5
jo ift bie geleiftete Yrbeit
dy= — K rdr=—"—"T—lr —rl= — frm-m, | Sl
Wirft alfo zwijden m und m, eine abjtofende Kraft, fo ijt die geleiftete Arbett
gleich dem negativen Produfte aus fmm, mit einer Differens, in weldjer der Minuendus
gleid) bem reziprofen Werte ber Enbentfernung ber Bewegung, ber Subtrahendud gleid
Dem reziprofen Werte der Anfoangsentfernung ber Bewegung ift.
9. Die jwifden m unbd m, wirkende Kraft fei rwieder eine angiehende. 2, bewege fid) aber
nicdht in der Midyhung B, O, jonbern in einer anberen Michtung wm die jehr fleine Strede B, D=ds.

jei B, B=dr. Die UAnfangSentfernung B, C jefen wir = »,, die

Die Projettion von ds auf B |
Endentfernung 1 0 = » und die Entfermmg 5 C = o.

a) £ OB D fei ein fpier TWinfel (Fig. 5 my bewege fid) alio n der Ridtung der wirt:
jamen Romponente £ der auf ber Stvecfe d e wirfenden mittleren fraft K . Die von P geletjicte
Nrbeit ift bann nadhy 2.

A, P-ds K -dr L - ro— 0] = ==
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Da bie Punfte 2 und B jebr nabe liegen, jo fann man o = » jeben.  Wio ift

i £ 3 ‘s Y -
Ay == = TG 2 aTy I. : |

) £ OB, D fei ein ftumpfer TWinfel (Fig. 6). =, bewege fid) aljo in entaegengejebter hid-
tung der wirfomen Somponente P der mittleren Sraft K_um oie Strede ds. e entgegen oer §traft

geletftete Arbeit ift dann nadh 2.
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¢} Jft B, D 1 CB, fo ijt die Komponente der von m auf m, audgeiibten Wirhumg = 0. ©3
wird alfo bei bdiefer Bewequng, joweit die Wngiehung der Mafje m anf m, in Frage fommi, weder
1
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pon bicjer Nvbeit geleiftet, moch muf entgegen Diefer Wirkung rbeit geleiftet twerben. LWir fonnen
i e i < 1 1 i . : LE . el
auch in diefem Falle, ba », =», aljo = ,J — (0 ift, die Nrbeit 4, dburd) bie Sleidung ausdriicden
k [ 1 1L 3
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Das Ergebnid der Rechnung fithet alfo wieder ju dem in 7. angegebenen Safe.
10. St bie Straft eine abftofende, jo ergibt fich unter Weibehaltung der in 9. cingefiihrien
Bezeichmumgen fiiv die auf der Strede ds geleijtete Arbeit

A = I."'.rr.".'.ln’ | AT | -

Die Gleidung hat Giiltigheit, wenn my, in der Ridtung der abftofienoen Sraft fidh bewegt,

i s A = 5 = R | 1 T , = 5
pber gegen pejelbe llvmn]t oIcD. S0 erjien Talle 1t — neqatio, mr Fwetten svalle pufitm_
e ¢ = : s

Der in 8. angegebene Sap findet alfo audy Anwendung, wenn m, id in einer
anberen Midtung bewegt, als nad) welder die fraft £, wirft.

11. Die fraft fei eine angichende. Der Mafjenpuntt m befinde fid) in & und ber WMafjens
punft m, twerbe pon B, nad) B langs einer Linie bewegt, welde nicht mehr unendlic) Elein it und
belicbig gefritmmt fein fonn, Bei diefer Bewequug witd vou ver angiehenben Sraft Wvbeit geleijtet,
folange bei der Bewequng die Enifernung awifdien m und my fleiner wird. Yuf ben Teilen ber
Qinic B B, wo bie Entfernung griger wird, leiftet bie Sraft eine negative Wrbeit. lm Ddie gejamte
bei Diefer Bewegung aufgewenbete Arbeit ju beredinen, zerlegen wir die Strede B, B n unendlid) viele
unendlicy fleine Wegftreden B B, ,, B, B, ... B B. Die Entfernungen der Teilpunite von m
felent ., T, yr T gs--Ty, T UMD Die auj ben jehr Eleinen Teilftveden geleifteten Avbeiten feien
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A, A I...-.«il (Fig. 7. Do ift nady 9.
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Der in 7. angefithrte Sab gilt aljo aud fiir bie auf jeber beliebigen TWegitrede
1

geleiftete Arbeit. Sft bie anfinglihe Entfermumng r, >r, fo ijt |

14 e :
= | pojitio, 1m entgegen-

gefeten FHalle negativ,

12. St die awifhen m und m, wirfende Sraft eine abftofienbe, fo ergibt fid) dburd) eine
dhnliche Unterjudpung wie in 11., oaf, joweit bie von wm auf m, ausgeiibte Wirtung in Frage tommt,
bie auf einer beliebigen MWegftvede B B geleiftete Arbeit 4 = — fmomy |— — - Lk

it

Der in 8. angefithrte Sap qilt alfo aud) fir die Arbeit aunf einer TWegitrede von
beliebiger Lange und Seftalt.
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19, Wiekt uwifden m und m, eine angiehende Krajt und wird m, aud bdem Unendlidhen hig
ar etnem SPunfte bewent, welder von m pie Entfernung » bat, fo ift bie Emlwt bon ber angiehenden
feraft geletftete rbeit nad) 11.

: 1 1A f iy
[ man, | i = .I == :

Wird m, aud ber Entfermuty + bid i|1r~ lnendliche beweat, jo ift bie Wrbeit, weldje entgegen dex
ansiehenden Sraft geleiftet wird, nad) 1

# | 1 §oo oy
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it bie Sraft awijden m und m, eine abjtofiende, jo ift die bei der Bewegung des Wafjenpunttes m,
ausé ber Gutfermung » big ing Unenbdliche geleiftete Arbeit nad) 12.
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Die bei der Bewegung des Deafjenpuntted my aug oem Inendlichen D& in bie Entfernung r entgegen
ber bjtofung geleiftete Arbeit ift nady 12.
R ! F oy
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14. Der PBunft m hobe vom Anfongspuntie £ der jebr fleinen Strede ds bie Entfernung »
b vont Eubpuntte ¢ diefer Stredfe bie Entfernung » (Fig. 8 und 9), Bejdyreiben rwiv um mit +
pen $reid, weldjer m B (Fig. 8) ober bie BVerlimgerung von B ither B Binaus (Fig. 9) in D jdyneibe,
fo famn €D, ba ¢ und D jehr nabe liegen, al3 gerabe Xinie angejeben werben; m 0 ald Radius ftebt
fenfrecht auf ¢D. @8 ift aljp BD bie Projeftion von ds auf . Begeidynen wir BO mit dr, jo
ift, ba mD =+ ift,

a) r =1 +dr, wenn r > 7 (Fig. 8, by r =+ —dr, wenn r < v (Fig 9.

Sind alfo » und « die Entfermungen eined Puntted m von den Endpuntten einer fehr Eleinen Sirede ds
unb ift d» bdie Projeftion von ds auf =, jo ift » glei) der Summie vder Differeny aug » und dr,
ie nadibem » > ober <« ift. &8 ijt aljo

m i i (r ) milr 4+ dr = ) o dr

i i b ey o

15. Dic Mafje p ftehe unter Einmwirtung dex Mafjen m,, my, my ... Der Majfenpuntt p
werbe in Der ®eraben L um bdie jehr EHeine Strede B C = ds beweqgt Fig. 10}, Der Buntt p bes
finde fid) anfangs in B, die Entfermingen bed Punited B von i, iy, g .. Teteni vy g p e o Y
Endpuntt © der Strede d = habe vom my, my, My ... vie Entfernungen #,, vy, vy .o ud dry, dig, dry ...
feien bie Brojeftionen von da auf i g T e e VO iy, My, My auf o ausgeiibten mittleren
frifte, welde w beziiglich um die fehr teinen Streden dr,, dry, dr, ... 3u bewegen fuchen, feien
K,, Ky K,...und bie Projettionen ¢ biefer Srifte auf Dre ®erade L feien Py, Py Py

Da bdie Krdfte P, Py, Ly... auf derfelben Geraben liegen, fo ift ihre Mejulticrende

el S ol e F, 4+

Die Srdafte, welde der Bewegung Dded Maffenpunttes ¢ von £ mnad) © entgegemwirten, jird
negativ zu jeben.

Die bei ber Bewequng ded Majjenpunttes auf ber Strede ds geleiftete Arbeit ijt

W==r f =,
Pegeicdhnen wiv die Arbeiten, weldpe bei ber Betvegung bdes Punfted p aus ‘mn Unendlichen bi3 B von
DEIL VDN 9my, Fb,, ... OUE ‘geiibien Rraften geleiftet werdem, begiiglich mit 4. Ay Ao fo ift nad) 18.
fomy - n s [ omg - 4 s fomgy o p
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Die Borgeidhen find pofitiv ober negativ, je nadjpem bie Bewequng tm Sinne ber wirfenden fraft
ober entgegen ber Sraft gejdiebt.
Tie Gejamtarbeit it alio
| llrll| ke LS ¥ 1

D=4 + 4, +d +...=Fu-| + = 4 ke

i gleidher Weife findet man, baf, wenm p aud dem Unendlidien bis ' gebradyt wird, die Gejamts

arbeit ber von m,, m,, m, ... ouf o ansgeibten Svifte ift
i T, m
f Fotrs|— o ! |
¥ Ta i)
s ol S - i, T R Wi 1y T - |
aolalich 1t I = = feu: || — 4+ | PR e et
E B e L i | ¥y Ty
Nad 14. it Wy i SN b .w:_ My Wy edry | My Wy Ty ¥
% # r -'_' s Ty Ty Ty s ¥
o i z r . o ol Fafl o g s 6% £ 40. |
&8 ift alfo I = Kot SR e e D i
: ¥ : sy Py
Wy L i s ¥ Fagl=m el T e df « 1
Mady 6. ift Ko=Ltr : A— Ty Ko ?
R | = T+ T ¥ ¥ ¥
SRithin 4 = K - o G, Nordrg + ...
MNady 2. ift Kycdry=PFds, K -dr,= P ds, K -dr,=F ds.
alfo i U=ds(P;, + P, + P o e R
Aus diefer Gleidung ergibt fich
gy Pl O ay L

Bird alfo ein WMaffenpuntt p, welder unter dber Einwirtung beliebiger vieler
Majfenpuntte fteht, lings einer fehr fleinen Strede ds bewegt, fo ift bie geleiftete Arbeit
gletd) einer Differeny, dbeven Minuendus gleid) der Arbeit ift, die geleiftet wird, nm den
Wajfenpuntt p aus vem Unenbdliden bid jum Cndpunft dber Wegftrede 3u bringen und
berent Subtrahendbug gleid) der Wrbeit ift, bie geleiftet wird, um ben Majjenpuntt p aus
bem Unenblidjen bis jum Unfangspunft der Wegfivede ju bringen. Der Quotient aus
piefer Differeny und der Strede ds ift gleid) ber auf ber Strede wirfenden Kraft.

16. Der WMaffenpuntt ¢ werdbe auf einer Linie B B bewegt, bie nidit mehr unendlich flein
ift und beliebig gefriimmt jein tann (Fig. 7). Wir teilen B B in unendlid) viele jehr Heine Strecten BB,
B B,...B B _,, B _,B. Die Urbciten, weldje geleiftet werden, um o lings biefer MWegelemenie
von B aus ju bewegen, jeien bejiighich A,, 4, ... 4 ., d.

Dann ift bie Gefamtarbeit, weldye geleiffet wird, um w von B nad) B, zu bewegen

A=A 4+ 4 4. A 4 A,
Begeidynen wiv mit U, 0, U,... U, ,, U, , U, bie Urbeiten, weldje nitig find, um p aud dem ln.
endlichen begiiglich ju ben Punften B, B, B, ... 5 g B, B bringen, fo ift nady 16,
B _ g : i g fo
4h=U~U, 4=U—0; .4 3=U_,=0U_,;, A=U-T
alfo A=U —T.

auderen Wege B B,'B,'. .. B, bewegt (Fig. 7). jo wird an dem Eubergebnis nid)té gedn dert,

Wird over Maffenpuntt p von B nad B, nidht auf dem Weqe BB B, ...B, jonbern auf einem



MWir gelangen alfo u vem Sal: Wird ein Waffenpuntt p von einem Punfte B nad
einem anberen Punfte B bewegt, o ijt die bei ber BVewegung geletftete Arbeit gleid
per Diffeveny der Avbeiten, die geleiftet werben miifjen, um den Mafienpuntt o and dem
Unendliden big jum Enb- und Unfangspunite der Bewegqung ju jdaffen. Die Arbeit
ift unabhangig von dem Wege, auf weldem die Bemwequng desd Puntted p ftattgefunden hat.

17. Denfen wiv und bie Strede s, auf weldjer der Punft p von B nad) B, bewegt worben
ift, i w fehi Tleme, aber untereinander gleide Megelemente ds jerleat und begeidmen wir die (dngs3

ber etmgelven Wegelemente wirfenden Krafte mit £, 7, ... P, jo ift nady 15.
U= 1T i e
5l 1 ) i 1 YRAT 1
= ' a5 { llI: (il r.l' 5 ] X : lll - r." &

an biefen ®leidumgen Haben 7, 70 ... {0 bie in 16. angegebenen Heveutungen. Aug ben vorhers
gehenben Gleidmmgen folal

PPyt ... Py
7

weldie gletdy dem algebraijchen MMittel ber jehr viefen verjchiebenen Srdfte £ ift. Wiv erhalten bann

Beftimmen wiv & aus ber Gleichung K jo fbunen wir & alé eine Sraft anfeben,

h"'.ﬂ"-.".\'—f..— 'll.
Jun it nrds = 5, aljo Rvg= [
o, - u
= —

Pird alfo ein Majjenpuntt p ldngs einer Wegftrede s bewent, jo ift bie Rraft,
weldie gleidy bem algebraifdien Mittel der auf ber Strede wirkenden Eingelfrafte ift,
gleid) ber Differeny bder Axbeiten, bie geleiftet werden miiffen, um ben WMafjenpunit u
aus bem Unenblichen bis zu dem End- und Anfangspunft der Wegitrede zu {daffen,
bipidiert burd) die Ldange der Wegftrede.

18. Jft U =0, jo ift 4 =0. &3 ift alfo feine Arbeit ndtig, um den WMaffenpuntt p
voir B nady B, ju jdaffen, wenn bie rbeiten, weldhe erforderlid) find, um den Mafjenpuntt aug dem
Unendlichen big ju den Punften B und B, ju jdaffen, einander gleidy finb.

19. Die Arbeit, bie geleiftet werden muf, um einen Punft von der Majfe 1 aus
pem Unendlidyen in einen beftimmten Punft zu bringen ober um aus diejem Punlte die
Waffe 1 ing Unenbdlidhe zu bringen, nennt man dasd PLotential in diefem Punfte. Das
Lofential von B (Fig. 10) ift aljp nady 15

P=p(lag By ) m g D
Das Lotentinl erhilt bas pofitive oder negative Vorzeicdhen, fe nadjpem bie Pewequng 1m Sinne bex
Srajftwirfung ober entgegen bderfelben ecfolat.

20, Die Nrbeit, welche geleiftet werden muf, um einen Punft von der Mafje u nach) H

Fig. 107 zu bringen, ift nad) 15.

Mady 19. ijt alfo T=pu- V.

Um alfo eine Majje p aud dem Unendliden nad) einem Punite zu bringen, ift
etne Wrbeit erforbeclidy, welde gleid) dem pfadjen Potential der Stelle ift, bis zu
weldier p gebradf werden joll
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21, Wird die Mafje o = 1 lings einer Wegfivede s bewegt und ijt bas Potential des Enbd-
punftes ¥, bas Lotential des Anfangspunttes ¥, fo ijt die langs ber Strede s geleiftete Arbeit nach 1.

und bie auf ber Strede s wirfende mittlere Hraft nady 17,
A

&

P-
Den Luotienten nennt man Potentialgefalle. JTe grifier dbad Potential:

gefdlle, um jo grdfer ift die wirfenbe Kraft.

22, Unter einer Niveaunflade oder Flade gleiden Potentiald verfteht man eine
Fliache, beren Puntte jimtlidh dasjelbe Potential haben. Die Ridhtung, nad) weldjer
eine Straft auf eimen Majfenpuntt wivkt, nennt man Kraftlinte.

23, Um einen Majfenpuntt von einem Punfte einer Stiveauflade nad einem
anderen Puntte derjelben Flade zu bringen, ift feine Arbeit evforbderlid. MN (Fig. 11
fet eine Miveanfladhe, 4 und B feien zwei Puntte derfelben und U, und 7 bie rbeiten, weldhe geleiftet
werden, wm einen Maffenpuntt ¢ aud dem Unendlidhen beyiiglidh) bid A4 und B zu bringen. Bie Arbeit,
weldie geleiftet werben muf, wm ben Maffenpuntt x von B nad)y A zu bringen, 1ft nad) 18,

W= U — 1.
Jft 7, dad Potential von 4, und ¥ dad Totential von B, fo ift nad) 20. I, =pu V¥, und U=pu¥, aljo

W= - I'I —

Da aber 4 = B Puntte einer Niveaufladhe jind, fo ift ¥, = V, aljo
W = 0,

24, Die Rraftlinien ftehen fentredt auf ben Niveaufliden.

MN (Fig. 11) fei eine beliebige Niveauflice, X ¥ eine Kvaftlinte, weldpe M N i 4 jdmetbe.
Die Ridytung der im Puntte 4 wirlenden Sraft F ijt tongential zu der Rrajtlinte. Angenommen Die
Straftlinie fehmeibe M N nidht fentredht, dann fteht auch P micht fenfrecht ju MN und es qibt eine
Somponente P, welde Tangente sur Niveauflide ift, alfo mit derjelben wei jehr nabe Punfte 4 und
A, gemeinfam Bat. Wollte man nun einen Maffenpuntt g auf 4 4, entgegen der LWirfung von F
beregen, jo mite rbeit geleiftet werben, Mach 22. ift aber Teine Avbeit erforderfich), um einen
Wiafjenpunft auj einer Niveaufliche zu verjdyieben.

25. @8 jeien X, unb X gwei benadybarte Punfte einer Flacde unb die WMafje p ftehe unter
ber Einwirfung beliebiger WMaffenpuntte m,, m, ... U, und U feien bie rbeiten, wm p aus dem
Unenblidjen besiiglich nach X, und X ju bringen, bamn wirlt [ing3 ber Strede XX, = ds eine

S

fraft P, = . Sind ¥, und ¥, bie Potentinle in ben Punften X, und X, jo ift nad)y 20.
Pt o = ' Die Kraft ift nur dann gleidh Null, wenn V¥, = V ijt. Steht alfo eine Flade

unter ber Einwirfung beliebig vieler Mafjfenpuntte, jo wird ein Majjenpunit g, welder
gezwungen ift auf der Flade zu bleiben, an allen Puniten der Flidye nur pann in Hube
jein, wenn bie ldche in fedbem ihrer Punfte basfelbe Potential hat. Hievaus fjolgt:
Sonnen beliebig viele Majfenpuntte fidh nur auf einer Fliche bewegen unbd jind bdie-
jelben ihrer eigenen Wirkung ober nod) der Wirtung anderer Majienpuntte unterworfen,
jo wird auf ber Flide exft dann ein Gleidgewidtszuftand herriden finnen, wenn bas
Potential an allen Stellen dasjelbe ift.
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26. Yud ben Gl I,trlj'ummt in 15, unb mit Beibehaltung der dort angegebenen Bezeidnungen

i A 1] dry + Kaodrs + K drg ... ) i L
'11Tll';| Il,J ; r | = = II'I 1 3 -'. Tl “ll'l"l ]“- I lr'.l il '.| 1 .".__ .l .-'__ _!_ ooy
Halten fich bie Rrifte X, K, . .. ge qvmc'in; ond Gleidgewidt, fo ift P, = 0 filr jebe burd) p gejogene

Ridtung. Die Krdfte fﬁ:u.vu tm.m feine dnberung des Beweguugdznftandes von p J.m_dmh.r.h_m.
fie tonmen alfo feine rbeit leiften. Befihit mun aber ber WMaffenpuntt p fhon eine Bewegung, infolge deren
ot bie Strede d s juvitdlegt, ober greift von nufen her eine Kraft ein, roeldie nicht zu ben von wm,, my . ..
audgeiibten Wirfungen gehoet, unbd betvegt ¢ um d s, fo werben die Krdfte gleidjam geztoungen, eingeln
Acheit zu leiften. Man nennt foldhe Arbeiten virtuelle Nrbeiten. Diefe eingelnen Wrbeiten find aber
nad) 2. K, -dr,, K,-dry, K;+dr, ... und ba P, =0 ift, fo mln;t au$ obiger ®leidung K -dr, +

Kyrdry + K odry+ ... = 0. @3 entfprechen den nady irgend einer Ridjtung geleifteten Arbeiten L||.L1LE]
biele -‘ntn,me.ml]vum MRidytung geleiftete rbeiten. Wlfo gilt ber Sof: Die Summe ber bir-
tuellen Arbeiten beliebig vieler, an einem Kocvper im Gleidhgewidt ftehenber Krdfte ift
gleidy Null

2%. WUngiehung einer homogenen Kugeljdale auf einen auferhalb liegemben
Majfenpuntt.

am Punft P befinbe fidh eine Mafje . Der Abftand derfelben vom WMittelpunkt © ber
Schale fei =« (Fig. 12), [ihren wir durdy die Sugelfdale ywei einanber fehr nabe ju P O jent
vechte Sdnitte 4, B, und A, B,, fo jdneiben ‘fiﬂi"lww augé der Sdjale eine Some hevaud, welde ald
ein gplindbrifdjer Ming betradytet werben fann. Begeidnen wir ben duferen .hr:!hm fler 04, berjelben
mit o, bie Dide der Schale mit J, die Breite .I,_ A, mit %, ben NRabiud mit », fo ift

|'=!'_.ll":"_'r'."-- r.---l‘lH';T'.".',
BVernadyldjfigen wir bie unendlidy fleine Grife jweiter Orbnung 42 fo ift

s

Die Didyligeit Der Schale, b. . bie in der Bolumeneinheit enthaltene Mafje jei =« Die
i pem Bonenvinge enthaltene DMafle s erhalten wir, wenn wiv bad BVolumen » mit « multiplizieren.

Alfo ift m=2pg 0 hem-a,

Plei =eud 2 4 PO=¢ Der Ring ift unendlidy fdymal, wir fonmen aljp die Ent-
ferming ]l.hv} LmIE-*» Ded “Imn;u- bop P mit e begeidinen. ®er Ming ift ferner fehr bimm.  Die
Berbinbungdlinie jebed Puntted dedfelben mit P bilbet aljo mit OP einen Winfel = . Bejeidmen
wir bie Piafjenpuntte auf einer Hilfte ded Jonenringed mit gy, py ... und fillen von diefen Punfien
¥ole auf O, fo erbalten wiy, wenn wic diefe Lofe um fich felbjt verlingern, anf Der anberen Dalfte
bed Bonenringes ju jebem Punfte p eiven entjprecienben Punft ». Der Punkt g, fibe auf m eine
Unzichung p,, und der entfpredjende Puntt », iibe auf m eine Angichung ¢, oud. Wic fehen voraus,
paf pie Hrdfte proportional den Mafjfen und umgelehrt proportional den Entfernungen finb. Da bie
Sugelidjale homogen ift, jo haben p, und », gleidje Mafjen, ihre Enifernungen von p find ebenfalls
glewd), mithin ift p, = q,. Ferner liegen die Krifte p, und ¢, entgegengefeht su P unbd bildben mit
P denfelben £ e, Serlegen wir alfo p, in gwei Komponenten w, und £, unbd g, in wei Komponenten s,
und e, von denen w, und s, in die Ridtung PO fallen und ¢ und o, Fu“'m s P ftefen, fo
bebent fid) bie Romponenten ¢, und o, auf und e bleiben mur fibrig die beiden Somponenten

ty = p CO8 & unb & =, COB &,

Begeidhnen wiv bie Rrifte, weldhe von den Mafjenpuntten p,, g, . . . und von den Wajfenpuntten vy, v, ...

]
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auf p audgeiibt werden begiiglich mit p,, py ... ¢y gy ... und ihre allein iibrig bleibenden in die Ridytung
FC fallenben Somponenten mit w,, o, ... 55, 8 ..., jo ift

U, = Jig * COB &£ 8y = ffy " COB &

Uy = [y * COSs .\'.I = iy " OB

Die Gejomtanziehung K bed Somenvinged ift alfo

E=(p +p,+p+ ... +4 4+ +qg+...)co6e,

Mennen wiv die WUngiehung, weldje zwei der Einbeit gleidie Wafjen in ber Entfernung@einbeit aufeinanber

audiiben, £ jo it

fup, FATTS v ey
M= T Py = 3E ST == LS iy = ot !
- = l"]l -
aljo e e [ Oy i LR RS U o P R [
g+ Mg+ oo B o Lo 0t gleid) Der Gdejamtmaffe beé Winged, die wiv mit w bezeidmet

haben. Solglich ift
K= f reos e,

Sepen wir in biefer Gleidung den fuiiher filv m gefunbenen TWert ein, fo ift

= L

Illl'_\llll’\".lla'.u"-}
- Lo * 208 &,

Begeidimen wir den Nodiug der Kugeljhale O, mit », den - A, CF, welden die von € nad) bem
Umfange des Sdynittlreifes 4, 5, gejogenen Rabien mit C P bilben, mit < und die Breite der Jome
in Winfelmaf mit <%, fo it

3 7 r D= '-'"Si'll ir £ GO = -
& 0
T o ’ _.f-lrg-'.-_*-;'-eq'n.‘-'-ﬁ-r'-fs'.'l-.l--r_Jr"—:r"-- i
Folglidy ft K= o T e
ober, indem twir pafjenber orbnen,
T ﬁ [ T & — g

, o CN T . ; -
K= {f- 810 oF o d O

Fithren wir parallel ju 4, B, cinen oriften fehr noben Scdnitt A, B, dburd) bie Kugeljdjale, fo erhalten
wir eine gweite ju 4, 4, B, B, benacjbarte Sugelzone 4, B, 4, B, beren *Punfte von P ben Abftand

e - d e haben migen, wo de eine fehr Heine ®rofe ift, EF it bomn

8
- S|

84 e = a7~ = 7

2+ cos [ - dH

2orde + de* = a* + r* — 2a-v(cos? cosdd — sin F sin dF),
Da dF und de unenblid) fein find, jo ift
de* = ), cosdid =1, sind = d,

3

MWiv echalten aljp bie Gleidung: 2e-de = a® + 2 — ¢ — 2ar v (cosF — sind - d F),
Da ferner ¢ = a* + r* — 2a.rocosd ift, o ergibt fid)

(3] ""'-""'\i]'. ;{J"-.."r'-'

2¢-de = 2a

8 3 & £
BNt egdat = —ile
ar
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Die Angiehung K des Jonenringed ift aljo

: ot fipeou a-de 8 f oal — s
K= . . L=
i a7 e*
z R SO I S T ol =iy |
pher K=" b, L (HES-aem by

Bevor wiv gur Bevedmung der Angiehung der ganzen Kugelfdale ibergehen, foll nod) folgende Be-
merfung vorausgejdicft werben. Denfen wir und aud einer Seite ¢, die nidyt unendlid) flein ift, ein
Cuabrat fonfiruiert und ein Redjted aus ¢ und einer unendlich tleinen Seite 4o, fo ift ber Fliden-
infalt e-de ded unendlic) jdhmalen Recjtsedts im Vergleich su dem Flicheninhalt ¢* bed Lluabdrates
unenblid) flein, Jn allgemeinerer Fafjung founen wir jagen: TWenn eine Srdfe o einen endlidjen
Wert fat, 4o unendlidy flein ift, fo fann in ber Summe 6* 4 ¢-de ber Summand e-de pernadyldffiat
werben.  Daber ijt

Wir teilen die Kugeljdale durd) unendlid) viele fehr nabe Sdnitte fenfrecht gu O P in Jonen (Fig, 13)
und bezeidhnen bdie Ubftinbe ber Bonen von P mit e, &, ..., und bie Entfermuing bed Puntles 7
in weldem die Berlingerung vou P C iiber O die Schalen fdineidet, mit ¢, wo » eine unendlid) grofe
Babl ift. Die unendlich tleinen Unterjdyicbe ber aufeinander folgenben Entfermingen feien de, de, . .
Dann ift

6, —& =de, o—e&=de, ... e — By =8, .
Bezeichnen wiv die Angiehungen der aufeinander folgenden Jomen mit K, K, ... K und fefen wir
. P . . & (i iF it - -
bent in ben Formeln fiiv bie UAngiehungen ber Bonen tonjtanten Faltor s =¢, jo it
_||II|-_ —= r:‘|lt -- : = i I|‘:.':FI B -:-rJ'.'! e 2 ! 'r.'luI
; L) Ll ! 5 ! 'IEI -
|'rl.._I —y If]. |- : = o) il 7 = - qda f e A':
2 | ‘ | A 3 .
= | s — 2 - (i re .
Ir'I'-l 1 T |t AE [0 J i r'l.'l Spe=i ! rllff-. 1A tik gt i L S
Die Wngiehung & dver gangen Kugeljdale ijt aljo
: - 1T - b i 3 L= 3 I de 8y
s=K &4 ... K =¢cldy R T - P Ry LR (it il J' _t_j Trite ) bt I
o u -1 b2 =1
kerner jt
d e th &, cesthe, =6y —o)log =)+ ool —8 ) Tlog—e, =8 —8 =ar
; . - i 1 di : ‘
Nadh ber frither entwidelten Formel — — = — erhalten wir teiter
£ (13 (/0 B
da 1 1 1
& & i + de 1 1
dey 1 4.5 1
FRE Y . + de A és
a0 1 1 I -1
a.* i o Euy T i By y T Byiy ¥ B 3

Durd) Adbition biejer Bleichungen exgibt fid)

de,  de i | 1




—S i —
Ta mm o, =a—r und e = fo erhalten wir
i ey ey | il Ll 23 1 3
- i T T Vg o a4 ¥
Yolglich ift die Gefamtwirbung S =6:2r + e — 2. "0 = d.per
=
Erfepen wiv in biefer ®leichung ¢ durdy feinen MWert, jo erhalten wic
G P baytagr oo op
Dag Bolumen der Kugelidale ift 2% x — - — OP-m = -rfeq — Lk — Fp¥e 0 - B 02 — 89z
Ba 4* und /M ald unenbdlich fleine Srifen hiherer Dronung vernadldffiat werben fdnnen, jo ijt tos
Lolumen ber Kugelfdhale 4»*7d. Die Maffe M ber Hugeljdale ift aljo 4+ 7 d .
Die Wnziehung der Hugelidale ouf den Punlt p ift mithin
N = - Mo .

Wus diefer Formel ergibt fich der Sal: Eine homogene jehr diinne Kugeljdale wirkt
auf eimen auferhalb ber Kugeljdale l[ieqendben Puntt), ald ob ihre

fo in bie Ferme
gange Maffe im WMittelpuntt vereinigt wire
~n ber porhergehenden Entwidlung wurde die Sraft, welde von bder Kugeljdhale auf den
Wian gelangte ju Demfelben Ergebnis,

Maffenpuntt ansgeiibt wird, als eine angiehenbe angefehen.
wenn man die Sraft ald eme abftofende vovausiebt.
»8. Wirfung einer aug homogenen Kugeljdalen zujammengeieten Kugel auf
etnen anperhalb ber Rugel liegenben Punkt.
3 Puntied jei p, feine Entfernung vom Mittelpuntt der Hugel fei «. Die
Wirlung S der Sugel jest fic) sujommen ausd ben Wirkungen der eimpelnen Kugelidalen. Beseichnen

Die Mafje Des
wir dbie Waffe derfelben mit m,, m,, m, , {o ift nad) 27.
HHly = U « Ty = L « iy U LN
- :. al i .lr = i el —5 : R TR N ' ey I My =+ My -+
€t i T = = - 2
my 4 ... it gleid) dex Maffe der gangen Fugel. Bezeidnen wiv diefe mit M, fo ijt
M- u
L) - .
a?
Die fraft

&8 wirlt alfo eine ausd Homogenen Kugeljdalen jujommengejetite Kugel jo in
Die Ferne, ald wenn bdbie ganze Mafjfe im Kugelmittelpunft vereinigt wire

fann angiehendb ober abftofend jein.
29, Wirfung einer Homogenen Kugelfdale auf einen Majfenpuntt im Jnnern.

Sm Punft P im Jnnern der Kugeljchale befinde fich ein Maffenpuntt n (Fig. 14). Der
ittelpuntt der Kugelidale jei C©, die Didytigleit fei ¢ und die Dide ber Schale fei 5. Durd) zwei
jehr naGe ju CP fenfredyte Scdhnitte jdhneiden wir aud der Sugelidhale einen Bonenring aus. Ein
burd) P gelegter gripter freis jdmeide die Dberflide bes Jonenringed in ben Linien A, 4, und B B,
weldie ohne merflidhen Fehler ald gerade Linie aufgefaft werben fonnen. Begeidinen wix die Mafie
oy, bie Entfernung 4, P bed Ringes von P

{, P mit OF bilbet, mit e, fo ift bie

bed Honenringed mit m,, ben duferen Halbmefjer mit o
Tinfel, welchen

mit ¢, feine Breite mit %, Den
MWirfung K, ber Bone auf u nady 27.
‘rlll = .II_'Irl ; r ot |:j L | B i 'JI L
I 210 Mty = BOS it

« 510 2, |1

a o
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Die Rihtung, nad) weldher K wirkt, ift nady 27. durd) 0P beftimmt und ywar wirtt die Kraft K,
in ber Richlung € P nad) dem Wittelpuntt ded8 Honenvinged Hin, wenn eine Anzichung vorhanden ift,
bagegen in der Ridjtung O P vom Mittelpuntte dex Jone weg, wenn eine Abftofung ftatifinbet.

Wir jiehen mun von A, und 4, durd) P zwei Sehnen, weldje den durd) P gelegten gridpten
Streig in 4, und A, fdneiben miigen. Bwei durd) A, undb A, fenfredit ju PO gefiihrie Scnitte
jhmeiben aus ber Rugeljcheibe einen zweiten Sonenving A, A, B, B, aud. Die Maffe bdiefed Honen=
vinged fei mn,, Der dufeve Palbmefjer jei o,, die Entfernung A, P be3 Ringes von P fei e, feine
Preite A, A, fei b, und der Winfel, welden P4, mit CP bilbet, fei e, Fn derfelben Weife wie
borher findet man dic Wirfung des zweiten Bomenvingesd anf

21;'5 IT -~ .l'.'_. Wi . 1'.i| {tg = (OB (2,
Sinbet eine Angichung ftatt, fo wirkt K, in der Ridtung £ € nad) dem Wittelpuntte ded Fonenringes

hin, finbet eine Abftofung ftatt, fo wirlt &, in ber Ridung P ¢ vom Mittelpunft der Hone wey.
Ju jebent Falle ift aljo die Wirfung der Sraft K, der Wirfung ber Hraft K enigegengejedt.

Tun ijt Kt i, =Ty ore, o8N e « COS e ¢l 08, + S0 22, + COS &5y
= g |[1'[[I.|'lll 11t SIn ¢ = 51'!-]ti-f: unn cos (¢y = GOS @y, £y f'.i':! = £ A .Il’-|_l ald 'E{i_ll"ih'!ll‘iﬂfi'[
und £ oA, A4, P= 4 A, A, P al8 Sehuemwinfel auf demfelben Bogen. Mithin ift 44, 4, P~ A, A, P.
Folglid) beftebt bie Proportion A, A, :d, A, = A, Prd, P. Da A, und A4, fehr nahe Puntte jind,
pift A, P=4, P—e,, alip & oh, =g e, Mithm ijt & 5 =04,

E3 ift aljo Ay e, +sine, co8e = h, e sing, - cose, und folglid) K = K.

Die von ben beiben SMuoelzonen ouf g audgeiibten Wivtungen bHeben jid) auf. Da fidh nun die gange
Stugeljcale in jolde Bonenringe zerlegen [Gft, deren Wirtungen fid) gegenjeitig aufheben, fo ift die
Wirtung einer homogenen Kugelfdeibe auf einen Punlft im JInunern gleich Null.

30, DBefinbet fid) ber Maffenpunit u auf der Kugeljdale beziiglidh der Dberjliche einer ausd
Stugeljdalen ufommengefeiten Bollfugel, jo gelten bie in 27. und 28. angefiihrien Sige ebenfall3.
Dat ein Wajfenpuntt p vom Mittelpuntte eine Entfernung, welde gleich dem Rabiud ober grifer als
perfelbe ift, fo ift oie TWirfung diefelbe, ald remn nur etne Maffe im Mittelpuntte vorfanben wire,
welde aleich der ®ejamtmaije ver Kunelidale ober Vollfugel ift, Die Ridhtung, nad) weldier bie Rraft
wirtt, ift nady bem Mittelpunft Hin ober von bemfelben weq qeriditet, je nacdpem bie Rraft eine an-
siehende oder abftofende ift. Die Kraftlinien jind alfo gerade Linien, welde vom Mittel-
punfte audgehen, jie haben die Widhtung der Habdien,

31, Hnter ber Voraudfebunyg, baf = gleich bem Rabiud der Sugel ober grifier ald bDerjelbe
ift, hat dag Potential in eimem Punfte, welder vom MWMittelpunite ben Abftand » Hat, nad) 30. unod
19, ven Tert

M
L g .

Der Potentialwert hangt mur ab von £, der Majje M der Kugel und ber Entfernung ded Punlies vom
NMittelpuntte. 7 und M Enmen al8 fonflant angefeben werben. §iiv alle Puntte, weldje vom Miittel-
punfte benfelben Abftand Haben, ift mithin bad Pofential bosfelbe. Die Rugeljdale beziiglid)
Dberflide ber Bollfugel, jowie alle bazu fonzentrijden Kugelfladen find aljo Niveau-
flicdhen, Dieg folgt nad) 24. aud) jdon davaug, bdaf bie Kraftlinien bie Ridtung bder Rabien haben,
picje aber fenfrecdht zur Sugeloberfliche und aller dazu Fougentrijchen SKugelflddhen ftehen.
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32, Das Potential eines Puntted im Jnunern einer Kugelfdale ift dasdfelbe, wie
: S S i oM o X
bas Potential eined Tunttes der Dberflide, alfo =, wenn » ber Radius ber Sdale
ift. Denn bie Urbeit, um einen Puntt von der Waffe 1 aus bem Unenbdlihen auf bie Dberflade Fu
] o PR : : ; = : iy : : e
bringen, it -  bie Nrbeit aber, um bdie Maffe 1 tn dad Junere ber Sugeljdale zu bringen, it
aleidy Null, da nach 29. die Krifte im Jnnern ber Sdale fid) gegenjeitig auffieben, aljo der nad
eimer Ridhtung geleifteten Avbeit immer eine gleid) grofie in entgegengefebter Ridjtung verbraudte Wrbeit
entfpridit. Dad Jnmere ber Kugelichale verhilt fid) nad) 25, wie eme Riveaufladie. Dad Potential
hat baber feinen grofiten MWert, wenn der Punkt fidy auf der Dberflade der Scynle befmdet, weil damn
il : - . ' " . M -
in bem allgemeinen Ausdrude fiir den Potentialwert unter allen Entfernungen, fitv welde Dex
! pe . .
Potentialwert nicht = Null ift, der Menner » ben fleinften LWert hat. Dad Potential dndert fidy nidyt
mehr, wenn dev Punft in dad Junere der Scale eintritt.
83. TWenn eine fraft unaeftort, ohne baf andere Srdfte mit in Wirfjameeit fveten, auj eine
Maffe wirtt, fo ift bie eingige Folge ber Wirfung eine YUnbderung der Gefdwindigleit der Waffe.
Bwifchen bdiefer Gefdwinbigkeitsinderung und der Wrbeit ber Sraft muf alfo eine Bejiehung bejtehen.
Diefelbe wird folgendermafen gefunden.
a) Die Kraft fei fonflant und wirfe in ber Midtung der DVewequng des Sorpers. Der

SRorper Gabe bdie Majje m und bie Anfangdgefchmwinbigleit . Die Kraft A wirfe auf ihn durd) die
Strede &, woburd) jeine Gejdwindigleit von ¢ auf v wadyfen moge. Die auf der Strede s geleijtete
M bei it i

Wrbeit A ift damn il Jreat

Begeichnen wiv die von K Hervorgebradyte Befdleunigung mit g, jo ift K =my und s = L. q’
&3 lTi ﬂ[.I‘D A = m g, - gt — ¢ 2 .wu-a-... R -.u,-ll..h

2 2 2
Man nennt das Halbe Prodbutt aus der Mafje und dem Duabdrat der Gejdywindig-

feit bie Iebendige Sraft dber Majje. ™. ° war die lebendige fraft bed Kovpers vor Veginn

ber Straftwivtung, . ift bie [ebenbige Sraft, nadhoem die Svaft burd) die Strede s gewirft Hat.
Aljo ift die geleijtete Arbeit gleid) ber Sunahme dexr lebendigen Kraft.

b) Die Babhn s bed Kbrpers fei beliebig gevadlinig oder frummlinig. Die dburd) die Bahu s
wittende Straft jei fonfjtant ober verdnberlid). Der SKbrper bewege fidh aber in der Ridtung der fraft-
wichung, fo daf feine Gefdhwinbigheit wadje. Serlegen wir die Bahn s in unendlid) viele unendlicd)
teine Strecten, fo fonnen wir die Krafjtwivfung (ngs jedes diejer Wegelemente als fonftant anfehen, Der
Sirper babe die Maffe m, die anf ben Teilftvecten geleifteten Arbeiten feten 4, Ay...4, dic Gejdpwin-
bigleit Ded Rorperd tm UnfangSpunite ver ecften Teiljtvede jei »,, tm AUnfangSpuntte bex sweiten FTeil
fteece v, , ... im Unfangspuntt dev legten Teilftvede »,_, und im Enbdpuntte der Babn « fei die Gefdjwin
bigleit ». Mad) a) ift dann

] vy L
S a3 =1 o
| T ¥y #F ¥
kS e '] 2 ¥
i FaL o i I
=1 T ¥ i
E e "'--. M+ Py
T 7 =1 )
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Beweichnen wir bie ganze ling® der Babn s geleiftete Webeit mit A, fo ift
AETCL] qan; ! q

R R v
A=4 + 4, + ...4d = - e
L \s n o o

™"

%o war die [ebendige Sraft, af8 die §raft ju wirfen anfing. Jnfolge ber Kraftwirfung duvrd) die
Bahn s ift bie lehendige Kraft auf *.™ gewadfen. Der in a) angefithrie Sap gilt aljo and
in bicjem Falle, wo BVahn und Hraft beliebig jinbd.

St bie Anfangdgefdhvindigheit v, = 0, o ijt die Arbeit, welde geleiftet werben muf, um der

e

Mafje m bie Gejdwindiglett v au erteilen A =

o

¢| Die Sraft K jei wieber fonftant, wirfe aber ber BVewegung ded Kirperd entgegen. Die
Mafie bes Korperd fer m, und er bejipe, ald die Kraft ju wivfen anfingt, eine Gejdjwindigleit o.
Nacypem die Nraft durd) eine Strecte s der Bewegung entgegengewirtt hat, fei die Gejdywindigleit des
Storperd » gervorden. v ift bann tleiner als . Die Arbeit, welde erforderlid) war, um den Wiber-
jtand [dngd bed Weqed s au iibertvinben, ober bie erfittene Yrbeit ift 4 = Ks Bejeidhnen wir bie

Berzogeruig, welde e Rraft bem Sorper ertetlt, mit 1T 1 jo ift K= - 4 und 5= - = &3 1'[-t
“ih
aljo
t e 8t -t
= I *q, = —~ —
. L i H 2

T alg die Rraft ju wirten anfing. Durd) die Wirkung

Die Mafje m Datte eine [ebenbige Sraft gleid)

L A

berfelben tft bie lebenbige Sraft der Waffe » auj ben gevingeven Wert gebradyt worben. us ber
obigen @®leihung ergibt fih, baf die babei erlittene Arbeit gleid) der Wbnahme Der l[eben-
bigen Kraft ift.

d) Die Babhn und die Kraft jeien wieber, wie in b) beliebig. Die Bewegung ded Kovperd erfolge
aber forfrodhrend ber Kraft entgegen, jo baf die Sroftwirtung afd Wiberjtand auftritt. », jei die Se-
jdminbigteit des fivpers au der Beit, wo ber Wiberftand au wirfen anfingt, v, die Gejdwindigleit
am Endpuntte der Babhn. Damn ift v, > . Durd) eine dhnlide Betradytung wie in b) evgibt fidy,

= % ; - -t R S a = : :
Dafy bie erlitteme Arbeit 4 = 0 — T ift. Der in ¢ angefihrie Sap gilt and) in dem

allgemeinen Falle, wo Babhn und Kraft beliebig find.

34, &En forper von ber Mafje m bewege fid in ber MRidtung bder Hraffwicfung, Seine
Unfangdgeidpwindigleit fei »,, bie Enbgejdpvindigleit, weldhe ev burd) bie Rraft erhllt, jei v,. Die
von ber Rraft geleiftete rbeit ift nady 58b.

T et
il — s— ..}
1 i o

Der Firper bewege fich mun, nad)dem er die Gejdpvindigleit », eralten hat, eimer Krajtwirhung ent-
gegen.  Seine Gefdpwindigleit wird dann abnehmen. Wenn fie wieber v geworden ift, jo ift feine
[ebenbige Straft von "% auf " juviidgegangen, Dabei ift aber von bem Sirper durd) Uber-
windung desd Widerftanded Nrbeit geleifiet worden. Begeidhnen wir biefe Urbeit mit 4,, jo ift nad) 38e.

s P WE =B,

a iy

tyolglidy ift 4, =




|

_— g =

E3 vermaog alfo eine Mafje vermige ihrer lebenbigen fraft diejelbe Arheit zu
leiften, weldje geleiftet werben mufte, wm ihr bieje lebenbdige Kraft zu erteilen.

35, Bewegt fid) ein Korver von der Mafje m, welder die Gefdywinbigleit » Hat, einer Kraft
entgegen, jo ift, wenn fid) jeine Sejdpvindigleit von » auf «, verringert Hat, bie von bdem Kirper entgegen
bem Wiberjtanbe geleiftete Arbeit ™= — ™ MWird die Gejdwindigheit gleich Null, fo ift die von

pem Stbrper qgeleiftete rbeit

Dann fann der fovper aber feime WUrbeit mehr leiften. Die Arbeit alfo, welde die Mafje m vermige
ibrer Gefchwindigleit fiberhoupt leiften fanm, wird gegeben burdy bie vorftehenbe Gleichung.

36. %ug bden vorhergehenden bjdynitten ergibt fid, baf bie lebendige Kraft
giner beweqten Majfe eine Arbettdfahigleit ift, Da die Maffe vermige berfelben eine
Urbeit zu leiften vermag. Dieje Arbeitsfahigleit ber Bewequna nennt man aud fines
tifdie Energie ober aftuelle Energie. ;

87. Wewegt fidh ein Korper von der Mafje m mit der Sefdwindigleit » einem Wiberftanbe
entgegen, bi& bie ®efdpwindigleit bed Rorperd gleid) Mull ift, fo ift bie verbraudte Avbeit nady 35,

ot

; Wird er nun durd) die Kraft, deren Wiberftand er fiberwunben Hat, auf derfelben Vahn uviicE-
bewegt, fo wirft die Krajt, weldje vorfer eine verzogernde war, ald eine befdeunigenbe, und die Ver-
sigerungen, welde der Ribrper bei feiner Bewegung gegen bdie Kraft in den aufeinander folgenden
Momenten erlitten Dat, erhilt er jept als BVejdyleunigungen juviid, jo daf er am Anfangdpuntt ber Bahn
wieder mit der ®efdhmindigleit » anfommt. Seine Energie ift banm o5, unb biefe ift gleid) ber

Uvbeit, welde vorher verbraudyt wurbe. Dadurd), daf ber Kbrper in eine andere Lage gebrad)t twnrbe,
wourbe die verbraudyte Nrbeit gleid)jam ald Arbeitsfihigteit, weldhe wieber aftuell werden fann, in ihm
aufgefpeichert. Dag Vermigen, Avbeit ju leiften, fann ein Korper alfo and bejigen durd
pte Lage, tn welde er gebradt worden ift, 3. B. eine gehobene Laft, eine gefpannte Feber,
ein zujammengepreftes Gas Diefes BVermbgen Heifit bann Arbeitsfahigleit der Lage,
potentielle Cuergic ober ©pannfraft, €3 fimmen alfo aud) rubenbe fovper Energie befiten,
3 B. ein Gewidt, weldes in einer gewifjen Hihe iiber der Erde auf eine Unlerlage geftellt ift. Die
jur Hebung ded Gewidyted verbraudte Arbeit ift ald potentielle Energie, bdie ficdh in biefem Falle als
Drud ouf dbie Unterlage dufert, in ihm enthalten und fommt alg Ffinetifhe Gnergie wicder sum Bor:
idjein, wenn die Unterftitbung weggenommen wird. Die potentielle Energie einer Maffe wird
gemejfen durd) die WArbeit, weldie darauf verwendet worben ift, um bie Majje in die an-
genommene Mage zu verfepen, weil die Piajfe felbft bei der Miidfehr zu ber urfpriing-
lidjen Lage diejelbe Arbeit leiften Fanm.

28, Debt man eiven Sdrper, deffen ewidht p und beffen Mafie m ift, auf die Hibe k&, fo
ift bie entgegen ber Secywerfraft geleiftete Arbeit
A - - IR b

Falt nun ber Korper wieder Hevab, fo fommt er unten mit einer Gejdwindigleit » = Y244 an. Die
erlangte Energie ift alfo

Dieje Energie hat er vaburd) exlanat, daf er auf bie Hobe & gebradyt wurbe, Er befist alio
i ] . Dol q )



auf bder Hiohe i+ die potentielle Enevgie m-g-h Da A, = 4, fo ift die Avbeit, welche ev
vermdge feiner [ebenbigen Sraft leiften fann, gleid) ber ¥rbeit, welde nitig war, um ifn anf bie
Dihe i an Heben.

39, G focper, Deffen Gewidt p unb befjen Wiafje m ift, werbe mit einer WUnfongs-
gejdywindigeit ¢ jenfred)t nady oben geworfen,  Jit feine Gejdwinbigkeit » geworden, fo ift Die entgeqen

per Sdywertraft geleiftete Arbeit nad) 32 c

1713

Der forper jei, wenn fjeine Gejdwindigieit v geworden ift, um bie Hohe & gefticgen. Die Wrbeit
aber, weldie ecforderlidhy ift, um ein ®ewidt p auf bie Hihe & ju bringen, ift ph. G5 ift aljp 4
aud) =ph = mygh. Within bejteht bie Gleidung

Die finetijhe Energic ber Rorpers in ber Dibhe &, vermibge deren er nod) weiter fteigen farm, ift, da

e in diefer Hiohe nod) die Gejdwindigleit » hat, K= "_" . Die potentielle Energie desd Kbrpers in

&
ber Hithe 4 ift nad) 38, P=m-g-k Wir erhalten aljo die Gleidhung

N

Pt O

und mithin ,
iy R

Wicd alfo ein Rorper fenfredit nad oben geworfen, fo hat an jeber Stelle jeiner
Babhn die Summe aud feiner Linelifdien und jeiner potentiellen Energie tmmer denjelben
TWert, und gwar ift jie gleid) der lebenbigen Sraft ju Unfang ber Bewegung.

L0. Solange bexr Sorper fteigt, vevdndert fich feine Gejdpvindigleit, alfo audy feine finetijdye
Gnergie immer mehr. Dagegen fteigt ev immer hiher, e& vermehrt fich aljo feine potentielle Energie und
awar wm ebenfoviel, al§ die tinetijdhe Guergie Heiner wird. Hort der Korper zu fteigen anf, fo ift feine
tinetijche Energie gleic) Mull, und bdie potentielle Energie hat ihren velativ groften Wert evveidht. Fallt
per Rbrper wieber hevab, jo gelten biejelben Gleidyungen, wie vorber, mue mit bem Unterjdjieve, daf Die
Sejchwindigleit », welde der Kovper in der Entfernung % von bder Erbe fot, nad) ber Erbe hin-
gerichtet 1ft unb grifer witd, baf ¢ bie Gejdwindigleit ift, weldje ber Sirper mwieder erfhalten Bat,
wenn er bie Erde erreidyt und daf A Die Wvbeit Dedeutet, welde auf ber Strede & von der Sdhmwer
Eraft felbft geleiftet with. €& wadft aljo bie fimetijde Energie bed Riocperd, bagegen verminbert fid)
feine Pobhe fiber ber Erbe und damit jeine potentielle Energie und Fwar wieder in demfelben Mafe,
wie bdie finetijje Energic aunimmt. BVeim Uufjteigen finbet Umijepung von finetijder Energie in
potentielle und beim Hevabfallen dad Umgetehrie flatt.

41. TWir Haben im vorfergehenden bie FBivfung ber Mafje ber Erbe auf bie Majje ecined
jfentredit nady oben geworfenen Korperd
Giiltigteit. Wenn verjdiicoene Wajjen aufeinanber wivfen, ohne bHaf fie von anderen
Majjen beeinfluft werden, Jo bleibt bic Summe der finetijden unbd potentiellen Energien
piefer Mafien diejelbe; ¢8 fann nur cine BVerwandlung von potentieller und tinettjdyer
Energie ineinanber ftattfinben, Died ift der Sap von der Erhaltung ber Energle (Wiaper 1542,
Delmboly 1847).

£

betradhtet. ®er in 38. angefithrte Sal hat aber allgemeinere




== W5

Der Sab qilt nur, wenn die WMaffen ungeftivt aufeinander wirten. €8 wird alfo aud) 3. B.
pon Reibungwidberftinben abgefehen. Jn Wirklidyteit verzehren diefe einen evbeblidjen Teil bey fine
tijen, dugerlid) fidtbaren Energie. Dod) geht bieje nidht wverloven, jondern fie vertvanbelt fid) in
jdhwingenbe Bewegungen der WMafjenteildyen der emander reibenten Socper, aljo in unfiditbare Enevgie
und ruit die Gridheinungen des Sdalles, des Lidytes, ber Wiirme, ded Magnetidmus und der Eleftrizitat
feroor, Ghenjo wie i) duferlidy jiditbare Gnergie qamzer Sorper in unfichtbare der WMajjenteildien
verwandeln fanm, ift aud) bas Umgetehrte mibglid), und bie unfidtbare Bewequng der PMaffenteilden
fann fid) umiehen in bie fidjtbave Bewegung ganger Majfen. Die Wannigfaltiglert der phofitalifden

Erjdjeimmaen beruht im leften Gruwnbe nur auf der Umwanblung ciner Energieform m gie anbeve,
bei Denen nie ehwad verloren gebi:
i

iec Energie des Weltallsd it fonftant (Elanjms).
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