
(EUnitenfaie MbUilmxg. einiger ifauptfäfie über mexftaniflJie

Ärlieit mtfr iifrer tra# Potential

SSoxt "profeffor "2? auf

1. 93ewegt fidt) ein äftaffenpunft um eine ©trecfe $ unter bem Sinffuffe einer Straft K in ber

sJticf)tung ber Kraft, fo leiftet bie Straft bie Sfrbeit k-s. 33ewegt fid) ber äJiaffenpunft g'-geu bie iRidjtung

ber Kraft, fo toirb entgegen ber Sßirfitng ber Kraft bie Arbeit k-s geleiftet. 3m teueren fffalle tritt

bie Straft at§ 93eroegung§t)inberni§ auf. SRau fagt bann aud), bie Kraft erleibet bie Slrbeit k-s ober

fie beiftet bie Strbeit — k-s.

2. ®ie Straft K wirfe in einer iftidjtung L, in melier fic£) ber Sftaffenpunft m nicf)t bewegen

faitn (gig. 1). ®er ^Sunft werbe gezwungen, fict) in ber fRidjtuxxg L x ju bewegen. ©ann fommt in

Jpinfidjt ber in ber Sßegricf)tung L, geteifteten Strbeit nur bie in biefe Stiftung faüenbe Seitenfraft P

ber Straft K in 33etrad)t. ®ie auf ber Stiftung fenfretfjt fte£)enbe. Seitenfraft P x ift unwirffam.

m G = s fei bie ©trecfe, um weldfe in bewegt wirb, mB = p ifjre ißrojeftion auf L x , mD = K bie

Kraft, mE = P bie allein wirtfame Seitenfraft. 2lu§ ber 2U)nlicf)feit ber ©reiecfe GmB uitb EmD folgt:

s:p = K:P, alfo P-s = K-p.

§ierau§ folgt ber @a£: bewegt fid) ein ÜDfaffenpuuft nach einer anberen 9fid)tung,

atS nach welcher bie Kraft wirft, fo ift ba§ Sßrobuft au§ ber Streife, weldje ber ^ßunft

jurücflegt in biejeitige Komponente ber gegebenen Straft, Welche in biefe Stidjtung fällt,

gleid) beut ißrobuft au§ ber Straft unb ber Sßrojeftiou ber ©trecfe auf bie Kraftrichtung.

S3emegt fid) m in entgegengefe|ter 3tid)tung ju ber Kraft P um s (gig. 2), fo erbjntt man

biefetbe ®Ieid)ung. P ift aber in biefem galle ein S3ewegung§^inberni§, atfo negatiü in bie 9tedjuung

einzuführen.

3. Sft d bie auf ber ©trecfe s boit P gefeiftete Arbeit, fo ift d = P-s. ®ie SIrbeit ift

alfo gleich ke rn ^ßvobufte au§ bem Don bem Sftaffertpunfte m zurücfgefegten SBege s unb ber Sßrojeftion P

ber Kraft K auf bie Sfidjtung, in welcher fid) m bewegt, iftad) 2. ift aber auch d = K-p.

©ie Slrbeit ift bemnacf) aud) gteid) bem ißrobufte au§ ber Kraft K unb ber

ißrojeftion p be§ oon bem SDtaffenpunfte jurucfgefegten 2öege§ s auf bie Stiftung, in

Welcher bie Kraft K wirft.

4. SBir fetjen oorauS, bafs bie Kraft K, mit welcher zwei SJiaffenpunft m unb m 1 aufeinanber

wirfen, bireft proportional ben Staffen unb umgefehrt proportional bem Quabrat ber ©ntfernung r

ber SJfaffeupunfte fei. 3ft f bie Kraft, mit wefd)er bie 9JJaffeneinf)eit in ber Siuljeit ber Sntfernung

auf bie Söiaffeneinheit wirft, fo ift
_ - TO • TO,

t ' r 2

f ift abhängig bon ber 28af)l ber 3Jfaffeneinf)eit. ÜUJan fann bie äRaffeneinljeit fo beftimmeu, bafj f = 1

wirb. @o ift z. bie efeftroftatifdje Siuheit biejenige ©leftrizitätlmenge, welche auf eine in ber @inl)eit
l
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ber Entfernung befinbfidje gleiche eleftrifdEje ÜDtenge eine Äraft = 1 ausübt (welche in ber Entfernung
1 cm auf eine gleiche SDienge bie Kraft einer ®tjne aulübt). Sit biefem gaffe ift

y m ' m x
r 2

5. ®ie Kraft K änbert fid) mit ber Entfernung. 9Birb bie SDtaffe m 1 burct) bie üoit ber
ÜDtaffe m aulgeßenbe SEBirfung um bie ©trede s in ber iRicßtung ber Kraftmirfungbemegt, fo ift
mäßrenb biefer 93emegungbie Kraft uicfjt fonftant, fonbern fie ift größer, »nenn bie Entfernung ber
beibeit ättaffenpunfte tteiner ift. 8ft s fef)r ffein, fo tönneu mir annehmen, baß auf ber ©trede s eine
Kraft mittlerer ©tärfe gemirft fjabe, rnefdje fid) auf biefer ©trede nicfjt änbert. SBirft j. 93. ein fefter
ÜJtaffenpuntt m auf einen bemegfidjen SRaffenfmnft m 1 in einer Entfernung r mit einer ansießenben
Kraft Kx = 2 ®ßn unb ift, nacfjbem fid) mx in ber fttidjtung ber Kraftmirfungum bie fefjr fteine
©trecfe s auf m ju bemegt ßat, bie Kraft auf K2 = 4 ®ßn gemadjfen, fo tonnen mir annehmen, baß auf

ber ©trecte s eine Kraft K s = Kl * — = 3 ®ßn gemirft ßabe, b. ff. mir macfjen feinen tnerffidjen

gefjfer, menn mir annehmen, baß anftatt einer Kraft, mefcf)e mit ber ©tärfe 2 ®ßn einfeßt unb

afliuäfjfid) auf 4 ®t)n mäcßft, eine Kraft gfeicf) mit einer ©tärfe 3 ®ßn einfegt unb gfeicf) 3 ®t)u

bleibt. ®er geßfer mirb um fo unmerfficfjer fein, je ffeiner bie ©trede s ift. ®iefe fonftante Kraft

moffen mir bie mittlere Kraft nennen.

6. 93ered)nung ber mittleren Kraft, mefdje läng! einer fefjr ffeiuen ©trede mirft.
$fngenommen,ber SRaffenpunftbefinbe fid) in G (gig. 3), ber SDfaffenpunft m 1 merbe in ber 9tid)tung
ber oon m aulgeübten Kraftmirfung um bie fefjr fteine ©trede BBX = dr bemegt. @e|en mir CB = r
unb CB1 = r x unb bejeidjnen bie in ben Entfernungenr unb r 1 mirfenben Kräfte be^ügfid) mit
K unb Z,, fo ift

v f-m-m, f-m-m t
~~ r

®er mittlere SSert ber Kraft für bie ©trede dr ift
K K+K 'm 2

®a nun rx = r + dr, fo ergäbt man

^ K+K, f-m-m 1 / 1 1 \ f-m.-m, r"- + rf 1
m ~~ 2 ~~ 2 177 + rj = 2

jr f-m■ m x r 2 + r 2 + 2r dr + d r 2in 2 7*2 . 2

dr ift fefjr ftein. SDfitfjin fann dr 2 gegen bie übrigen ©rößen bei ßät)ier§ öernad)(äffigt merben.

2Ufo ift k' f-m-m t (r 2 + rdr) f-m-m,-r(r + d r)
m r 2 -r, 2 r 2-r, 2

SDa nun r + dr 1 =r ift, fo ergibt fid) für bie mittlere Kraft ber Sßert

g _ fm- m,
r-r,

Über bie Stiftung, in mefcfjer Zm mirft, ift feine 93oraulfe|nng gemacfjt. Km fann in ber
Stiftung oon B1 nacfj B ober in entgegengefegterfRidjtung mirfen.

7. Km fei eine anjiefjenbe Kraft unb mirfe in ber fRidjtung oon Bx nad) G. ®ie anfängtidge
EntfernungBx G merbe mit r x , bie Sntfernung B C merbe mit r begeicgnet.

a) m x bemege fid) nad) C ßin um bie fefjr fteine ©trede BX B = dr (gig. 3). ®ie für bie
93erfd)iebnng ber 3Jiaffe m x um bie ©trede dr gefeiftete Strbeit ift

a rr 7 fmm, , ,
A, = K * dir — (r, — r)f m T • 1 '

ober . , ( i i
A i =7 f-m-m, - - -
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b) m x bemege fid) oon C toeg um bie felfr fCettte Streife B { B = dr ($ig. 4). ®a ber 3JJaffen=
punft entgegen ber SBirfung ber Kraft öerfdjoben mirb, fo ift bie geleitete Strbeit

ober

, jr , fmm x , .

A = ~ K m ' dr = - Vr n (r ~ r i)

A 2 = fmm 1 •

Sn beiben gälten ift atfo bie geteiftete Arbeit gteid) bem ißrobufte au§ fmm x mut=
tiplijiert mit einer ©ifferenj, in meldjer ber SJSinnenbuS gteicf) bem rejiprofen SBerte
ber Snbentfernung ber 23emegung, ber SubtrafjenbuS gfeid) bem rejiproten SBert ber
StnfangSentfernung ber 93emegung ift.

8. ®ie gmifdfen m unb mx mirfenbe Kraft fei eine abftojjenbe Alraft.
a) ®er SRaffenpuntt m x bemege fid) in ber SRidjtung ber Kraftmirfung oon Bx nad) B (gig. 4).

®ie geteiftete Strbeit ift

A, — K ■ dr = -- "" (r — ?\) = — f • m • m. i— —l m r -r x v l/ ' 'fr r x

b) 23emegt fid) ber SDiaffenpunft m x ber Söirfung ber Kraft entgegen oon Bx nad) B (gig. 3),
fo ift bie geteiftete Strbeit

A 0 = — K • dr = — /f m m i u. — r) = — f-m • m, (~ —) •2 m r . Ti v I J i i f r Ti )
SBirft atfo jmifdjen m unb ml eine abftofjenbe Kraft, fo ift bie geteiftete Strbeit

gteicf) bem ncgatioen ißrobufte au§ fmm x mit einer ©iffercnj, in metdjer ber 9JJinuenbu§
gteid) bem rejiproten SBerte ber ©nbentfernung ber Bewegung, ber SubtrafjenbuS gteid)
bem rejiprofen Sßerte ber StnfangSentfernung ber S3emegung ift.

f). ®ie jmifdfen m. unb m x mirfenbe Kraft fei mieber eine anjiefjenbe. mx betoege fid) aber
nid)t in ber Ütidftung Bx G, fonbern in einer anberen Stiftung um bie fefjr tteine Streife Bx D = ds.
®ie ißrojeftionoon ds auf BX G fei Bx B = dr. SDie StnfangSentfernungBX G fe|eu mir = rx , bie
(Snbentfernung D G = r unb bie ©ntfernung BG = q.

a) z_ GBXD fei ein fpifjer SBinfet (gig. 5). mx bemege fid) atfo in ber 9tid)tung ber mir!»
famen Komponente P ber auf ber Streife dr mirtenben mittleren Kraft Km. ®ic Oon P geteiftete
Strbeit ift bann nad) 2.

A. = P-ds = K -dr = f—HL. (r. — n) = f-m-m. ( 1 — 1 1 •i m j,. Tx w ^ > i i y y Vl j
SDa bie fünfte D uitb B fefjr natje liegen, fo fann man g = r fe|en. Sttfo ift

A. = f-m-m. (— — —-l ' 1 \ r

b) z_ GB XD fei ein ftumpfer SBinfet (gig. 6). m x bemege fid) atfo in entgegengefefcter 9tid)=
tu ng ber mirffamen KomponenteP ber mittleren Kraft Km um bie Streife d s. ®ie entgegen ber Kraft P
geteiftete Strbeit ift bann nad) 2.

_ ( l _ 1

A 2 = -P-ds= -K m -dr= -^-^ J {Q-r x) = +f-m-m x ^y--

ober, bap = r . = . ■ (± _ i

t

A 2 = f-m-m x -

c) 3ft B X D ± CB, fo ift bie Komponente ber üoit m auf m x ausgeübten SBirfurig = 0. @§
mirb atfo bei biefer Seroegung,fomeit bie Stitjietjuug ber iKaffe m auf m x in 5 ra 9 e fommt, meber

l*



boit biefer Arbeit geleiftet, nod) muff entgegen btefer SBirfung Strbeit geleiftet werben. Söir tonnen
aitd^ in biefem gälte, ba rx = r, atfo = 0 ift, bie Strbeit A 3 burd; bie (SteigungauSbrücfen

A 3 =f-m-m^l Aj ■
®a§ Ergebnis ber tRedpiung fii£)rt atfo mieber ju bem in 7. angegebenen @a£e.
10. 3ft bie Straft eine abftojfenbe, fo ergibt fid) unter 93eibef)attungber in 9. eingeführten

Sejeidfnungen für bie auf ber ©trecte ds geteiftete Strbeit

A = — f-m-m, [— —) •
' 1 \r rj

®ie ®teid)ung fjat ©üttigfeit, toenn m 1 in ber Sidjtung ber abftoffenben traft fid) bemegt,
ober gegen biefetbe betoegt tuirb. 3 m erften gatte ift * — - 1 negatio, im jmeiteu gälte pofitib.

®er in 8. angegebene ©af) finbet atfo aud) Slntoenbung, toenn m1 fid) in einer
auberen 9iid)tung betoegt, als ttad) metdjer bie traft Km mirft.

11. ®ie traft fei eine anjiefjenbe. ®er SDtaffenpunft m befinbe fid) in C unb ber SJtaffen*
punft m 1 toerbe oott Bn nach B längs einer Sinie betoegt, meldte nicfjt metjr nnenbtid) ttein ift unb
beliebig gefrümmt fein tann. Sei biefer Setoegungmirb oott ber anjiepenben traft Strbeit geleiftet,
fotange bei ber Semeguitg bie Entfernung jmifepen m nnb m l Heiner mirb. Stuf ben Seiten ber
Sittie Bn B, mo bie Entfernunggrößer mirb, teiftet bie traft eine negatioe Sirbett. Um bie gefamte
bei biefer Setoegung aufgetoenbete Strbeit gu bered)nen, gertegen mir bie ©trecfe Bn B in unenblid) biete
nnenbtid) fteine SBegftreden Bn Bn _ 1 , Bn_ l Bn_ 2 . . . B1 B. ®ie Entfernungenber Seitpunfte üon m
feien r n , r n_ l , rn_ 2 ...r x , r unb bie auf ben fetjr tteinen SeitftrecEen geteifteten Slrbeiten feien
A> A-i ■ ■ • A @'9- 7 )- ® atm ift nnc f> 9 -

A — f- m • m, ( — — ]n 1 1 \n,_, r"l

A , — ' )n-i i i rn _J

- Aj

A = f-m-mi

9Jiitt)in bie gange Arbeit

Ä =A + A-1 + ■ • • A + A = f- m • m i (-- - -*;) ■

®er in 7. angeführte ©a| gilt atfo aud) für bie auf jeber beliebigen SBegftrecfe

geteiftete Strbeit. Sft bie anfängliche Entfernungrn > r, fo ift ^— A j pofitib, im entgegen*
gefegten gälte negatio.

12. 3ft bie gmifdjen m unb m 1 mirfenbe traft eine abftoffenbe, fo ergibt fid) burd) eine
ä£)nlic£)e Unterfudfung roie in 11., baff, fomeit bie üon m auf m 1 ausgeübte Söirfitng in grage tommt,

bie auf einer beliebigen SBegftrecfe Bn B geteiftete Strbeit A = — * — - 1 j ift.
®er in 8. angeführte ©a| gitt atfo auch für bie Strbeit auf einer SSegftrecfe üon

beliebiger ßänge unb ©eftatt.



13. SSirft 3tüifcf)en m unb m 1 eine anjieljenbe Äraft uttb mirb m 1 aul bem lXnenbtid^ett bil
51t einem fünfte betuegt, meldjer bon m bie ©ntfernung r Jjat, fo ift bie babei bon ber an^ieljeuben
Straft geleistete Slrbeit nad) 11.

/ 1 1 \ fm m,fm m. =' 1 \ r co J r
SBirb m 1 aul ber ©ntfernung r bt§ inl llnenblidje betoegt, fo ift bie Arbeit, meldte entgegen ber
anjieljenben teft geleiftet wirb, nad) 11.

1 1 \ f m m,
rfm Wj

Sft bie teft gtuifcfjen m unb m l eine abftojjenbe, fo ift bie bei ber S3emegung bei Sftaffenpunftelm1
aitl ber ©ntfernung r bil inl llnenblidje geleiftete Strbeit nad) 12.

. /I 1 \ fm)»,
-fm J = —

Sie bei ber SSetoegung bei SDlaffenpunfte! m x aul beut Unendlichen bil in bie ©ntfernung r entgegen
ber Slbftofjung geleiftete Slrbeit ift nad) 12.

» / 1 1 \ fmrn x— f mm, = —
' 1 \ r co) r

14. Ser ißunft m tjabe öom UnfanglpuufteB ber feljr ffeinen ©trede äs bie ©ntfernung r
unb bom ©nbpunfte C biefer ©trede bie ©ntfernung r (gig. 8 unb 9). Sefdjreiben mir um m mit r
ben teil, melier mB (gig. 8) ober bie SSerlängerungbon mB über B Ijiuaul (gig. 9) in D fd)neibe,
fo faun CD, ba C unb D feljr natje liegen, all gerabe Sinie angefel)enmerben; mD all Slabiul ftet)t
fenfredit auf CD. ©I ift alfo BD bie ^rojettion bon ds auf r. Sejeidjnen mir BD mit dr, fo
ift, ba mD = r ift,

a) r = r + dr, menn r > / (gig. 8), b) r — r — dr, menn r < r (gig 9).
©inb alfo r unb r bie ©ntfernungen einel fünftel m bon ben ©nbpunften einer feljr fleinen ©trede ds
unb ift dr bie ißrojeftionbon ds auf r, fo ift r gleidj ber ©umme ober Sifferenj aul r unb dr,
je nad)bem r > ober < r ift. ©I ift alfo

m m m(r — r") m (r' ± dr — r') ^ m ■dr
<y T ' T' V ' V' T ' T

15. Sie SCRaffe fx ftef)e unter ©inmirfung ber (Blaffen m lt m2 , m3 . . . Ser dJiaffenpunft fx
merbe in ber ©eraben L um bie feljr fleine ©trede BC—ds beroegt (gig. 10). Ser ißunft /x be=
finbe fidj anfangl in B, bie ©ntfernungen bei fünftel B bon m v mv m3 ... feien rv r2 , r3 .. . Ser
©nbpunft G ber ©trede ds fjabe bon mv m 2 , m 3 . .. bie ©ntfernungen rf, r2 , r3 ... unb drv dr 2 , dr 3 ...
feien bie ißrojeltionen bon ds auf rv rv r3 ... Sie bon m v m v m 3 . . . auf fx aulgeübten mittleren
Gräfte, meiere fx bejüglicf) um bie feljr Keinen ©treden drlt dr2 , dr 3 .. . ju bemegett fudjen, feien
Kv Kv K3 . .. unb bie Sßrojeftionenbiefer Gräfte auf bie ©erabe L feien Plr P2, P3 ...

®a bie trdfte Plt P2 , P3 . . . auf berfelben ©eraben liegen, fo ift iljre fRefultierenbe
P0 = P1 + P3 + P3 + • • •

®ie Gräfte, meld)e ber Semegung bei )Kaffenpunftel/x bon B nad) C entgegenmirfen, fiub
negatib ju fe|en.

Sie bei ber S3emegung bei 9Tcaffenpun!tel (x auf ber ©trede ds geleiftete Slrbeit ift
W= P0 -ds.

SBejeidmen mir bie Arbeiten, meldte bei ber Semegung bei fünftel fx aul bem Unenbli^en bil B bon
ben bon m v m 2, m3 ... aulgeiibten Gräften geleiftet merben, begüglicf) mit A v A v A 3 .. ., fo ift nac^ 13.

. f-m,-fx . _ f-mt-fi . f-m 3 -(i
1 = 77 ~ ~ ~rfT~' •



®ie 93or$eicf)en finb pofitib ober negatib, je nadjbem bie Bewegung im ©inne ber wirfenben Sraft

ober entgegen ber Äraft gefdjiefjt.

®te ©efamtarbeit ift atfoTT A , A , A r ( Wl1 , m 9- . W* . \
TJ—A i + Ä2 + A s + ...=/• n • - + — + — + • • ■| •

Sn gleicher äöeife finbet man, baff, wenn fx auS bem Unenblidjen bis G gebracht Wirb, bie ©efamt=

arbeit ber t>on m 1 , m 2 , m s . .. auf jj, ausgeübten Gräfte ift

' m, , ?n 9 , m. ,
r x r,

golgtid) ift

97acf) 14. ift

+ (? -*)+■■■
mj • d 7\ m 2 m2 m 2 • d r2 m 3 m3 m 3 • d r3

?\ 7\ r2 r 2 r2 r2 r3 r3 r3 r3

ift atfo ü'-U= , f-f*h-dr t f-fx- m ? -dr,1 ri ■V n ■»y ra ■ra ' ^ '

üftadj 6. ift K. = , K = fJL^., K = ...1 r x ■rt 2 r2 • r» 3 r3 ■ra '

SJiitflin U x — ü = A'j ■dr l + K 2 -dr 2 + K :i -dr 3 + ...

97ad) 2. ift K x • dr x = P 1 - ds; K 2 'dr 2 = P 2 - ds, K g - dr 3 = P g - ds...

alfo U 1 — U — ds (Pj + _P2 + P 3 + ...) = P 0 • <7s.

2IuS biefer ©teidjung ergibt ficf)

a )^.= yy , b) W=U 1 ~U.

20irb atfo ein 9JtaffenpunEt /x, melier unter ber ©inwirEung beliebiger oieter

SCTiaffenpunfte ftet)t, tängS einer fetjr Eteinen ©trecEe ds bewegt, fo ift bie geteiftete Strbeit

gteidj einer Sifferenj, bereu SötinuenbuS gteict) berStrbeit ift, bie geteiftet toirb, um ben

SttaffenpunEt /x aus bem tlnenbticfyen bis jum ©nbpunEt ber SBegftrecEe p bringen unb

bereu ©ubtratjenbuS gteict) ber SIrbeit ift, bie geteiftet toirb, um ben Sftaffenpunft fi aus

bem Unenblidjen bis jum ütnfangSpunEt ber SBegftrede p bringen. ®er Quotient aus

biefer SDiffereng unb ber ©trecfe.ds ift gleich ber auf ber ©trecEe toirEeubett ®raft.

16. SDer SDtaffenpunEt fx toerbe auf einer Sinie BB n betoegt, bie nidjt rnefjr unenbtict) ftein

ift unb beliebig geErümmt fein Eann @ig. 7). Sßir teilen BB n in unenbticf) oiete fetjr Eteine ©treden BB V
B1 B2 . . . Bn_ 2 Bn _ lf B^B^ ®ie Arbeiten, Welche geteiftet toerben, um fx tängS biefer SBegetemente

oott B auS ju bewegen, feien bejügtid) A ir A 2 . . . A n l , A n .

®ann ift bie ©efamtarbeit, toetcfie geteiftet toirb, um ^ bon B nadj B n ju bewegen

A = A 1 + A 2 + ... A n_ 1 + An .

Sejeic^nen wir mit. 77, U v U,... ü n 9 , U nl , U n bie Arbeiten, Weti^e nötig finb, um fx auS bem Un=

enbtid)en bejügtid) ju ben fünften B, B lt B 2 .. . B n_^, B n l , B n ju bringen, fo ift nadj 15.

A. = ü. - ü, A 2 = U„ — U., . . . A , = ü „ - U ,, A = U - U , ,i i ' & & 1 7 n—1 n—2 n—1 ' n n n—1 ?

atfo A=U — l7.1 n

SBirb ber SttiaffenfiunEt fi bon B na^ B n nic^t auf bem SBege BB l B 2 .. . B n , foitbern auf einem

anberen 28eg t B B^B 2 . . . B n bewegt (ffjig. 7), fo wirb an bem (SnbergebitiS nic£)tS geanbert.
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SBir gelangen alfo ju bem Sats: SBtrb ein ÜDiaffenpunft /x oon einem fünfte B nad)
einein anbeten fünfte Bn bemegt, fo ifi bie bei ber Bewegung gcteiftete 21 rbeit gleid)
b er 5E>iff er eng ber Slrbeiten, bie geleiftet werben muffen, um ben ÜDlaffenpunft fx aug bem
Unenblidjen big jum @nb= itnb 21nfanggpunfte ber ^Bewegung ju fdjaffen. SDie 2Xrbeit
ift unabhängig oon bem SBege, auf meinem bie ^Bewegung beg fünftes fx [tattgefunben Ijat.

17. ®enfen mir ung bie Strecfe s, auf Welcher ber ißunft /x öon B nad) Bn bemegt morben
ift, in n fe£)r Heine, aber untereinanber gleiche SBegelemente ds ^erlegt unb bezeichnen mir bie läugg
ber einzelnen SEBegelemente wirfenben Gräfte mit I\ , 1\ . . . Pn , fo ift nad) 15.

P - 1 > E P ... EizJLi P _ '■ <''■ .
1 ds ' 2 ds ' ' ' ' n d s

Sn biefen (Gleidjungenh a beu U, . . . Un bie in 16. angegebenen SBebeutungeu. Sing ben Oorf)er=
gebeiibeit(Gleichungen folgt

(P, +| + ...PJ-ds = Un - U.
P 4- P 4- P

iBeftimmen mir B aug ber (Gleichung R = - 1—- , fo fönnen mir R alg eine ^raft anfeilen,

meldje gleich bem algebraifdEjen SJiittel ber fefjr oielen oerfchiebenen Gräfte P ift. 2öir erhalten bann

R-n-ds — U — U.n

97un ift n-ds = s, alfo R-s = Un — ü

B = ü " ~ u
s

Sßirb alfo ein SDi affenpunft /x längg einer SSegftrecfe s bemegt, fo ift bie ®raft,
meldje gleid) bem algebraifdjen äftittet ber auf ber Streife wirfenben ©injelfräfte ift,
gleich ^ er ®ifferenj ber Slrbeiten, bie geleiftet werben muffen, um ben Sftaffenpunft /x
aug bem Uitenblid)en big jit bem @ub= unb Slnfanggpunft ber Sßegftrede ju fchaffen,
biüibiert burdj bie Sänge ber Sßegftrecfe.

18. Sft Un — U, fo ift A = 0. @g ift alfo feine SIrbeit nötig, um ben SJiaffenpunft/.<
oon B nach Bn ju fdfaffen, wenn bie Arbeiten, meldje erforberlid) finb, um ben äftaffeupunft aug bem
Unenblidjen big ju ben fünften B unb Bn ju fdjaffen, einanber gleich fiub.

19. SDie Slrbeit, bie geleiftet werben muh, um einen ißunft oon ber äftaffe 1 aug
bem Unenblidjen in einen beftimmten ißunft ju bringen ober um aug biefem fünfte bie
SDtaffe 1 ing Unenblidje ju bringen, nennt man bag Potential in biefem fünfte. SDag
Potential oon B (gig. 10) ift alfo nach 15.

r^(a + a+..-..)-^s.
®ag Potential erhält bag pofitibe ober negatioe SSorjeicfjen, je nadhbem bie ^Bewegungim Sinne ber
Sraftmirfung ober entgegen berfelben erfolgt.

20. ®te Slrbeit, welche geleiftet werben muh, um einen ißnnft oon ber äftaffe /x nadj B
(fjig. 10) ju bringen, ift nad) 15.

Sftacf) 19. ift alfo U= fx- V.
Um alfo eine äJiaffe /x aug bem Unenblid)en nach einem fünfte ju bringen, ift

eine 21 rbeit erforberlidE), welche gleich t)em jifacfjen Potential ber Stelle ift, big ju
roeldjer fx gebracht werben foll.
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21. SEBirb bie SDiaffe fx = 1 längs einer SEBegfirede s bewegt unb ift baS Potential beS @nb=

punfteS V n , baS Potential beS SlnfangSpunfteS F, fo ift bie längs ber ©trede s geleiftete Sfrbeit nad) 10.

A=V n -V

unb bie auf ber ©trede s wirfenbe mittlere Kraft nad) 17.v — v
p y n *_S

Den Quotienten V" ~ ' nennt man Potentialgefälle. 3e größer baS Potential*

gefalle, um fo gröfser ift bie wirfenbe Kraft.

22. Unter einer SZibeauflädfe ober gläd)e gleiten Potentials öerfteljt man eine

fäcf)e, beren fünfte fämtlid) baSfelbe Potential fjaben. Die Sftidjtung, nad) weldjer

eine Kraft auf einen SDZaffenpunft wirft, nennt man Kraftlinie.

23. Um einen SDtaffenpunft bon einem punfte einer Sftibeauflädje nad) einem

an ber en punfte berfelben gläd)e 8 U bringen, ift feine 3lrbeit erf orber lief}. MN (gig. 11)

fei eine 5JiitieaufIäcf)e, A unb B feien jmei punfte berfelben unb unb U bie Arbeiten, weldje geleiftet

werben, um einen SDfaffenpunft n aus beut Unenblid)en bejiiglid) bis A unb B p bringen. Die Slrbeit,

weldje geleiftet werben muff, um ben ÜDfaffenpunft fx bon B nad) A p bringen, ift nad) 16.

W = DJ - U.

3ft V 1 baS Potential bon A, unb F baS Potential bon B, fo ift nad) 20. U 1 = fxV 1 unb U=/xV, alfo

w= fx-(r l - v).

Da aber A = B punfte einer Dfibeaufladje finb/ fo ift V } = F, alfo
W= 0.

24. Die Kraftlinien fielen fenfrecfjt auf ben DZitieauflädjen.

MN (gig. 11) fei eine beliebige SRibeauflädfe, AT eine Kraftlinie, weldje MN in A fdjneibe.

Die Sfticfjtung ber im Punfte A wirfenben Kraft P ift tangential p ber Kraftlinie, eingenommen bie

Kraftlinie fcfjtteibe MN nidjt fenfred)t, bann fteljt aud) P nidjt fenfredjt p MN unb es gibt eine

Komponente P v Weldje Dangente pr Sfiöeauflädje ift, alfo mit berfelben jwei fel)r natje punfte A unb
A 1 gemeinfain Ijat. SBoIlte man nun einen ÜDZaffenpunft /x auf AA 1 entgegen ber SEBirfttng bon P 1

bewegen, fo müfjte Slrbeit geleiftet Werben. SRacf) 22. ift aber feine Slrbeit erfotberlicjj, um einen

HJZaffenpunft auf einer 97iüeauflädje p berfdEjieben.

25. @S feien X l unb X jwei benachbarte punfte einer glädje unb bie äftaffe /x ftelje unter

ber Sinwirfuug beliebiger IDZaffenpunfte m l , m 2 ... U 1 unb U feien bie Arbeiten, um fx aus bem

Uuenblicfjen bepglicl) nad) X ; unb X p bringen, bann wirft längs ber ©trede XX 1 =ds- eine

Kraft P 0 = ri ' ~^ U-. ©inb V1 unb V2 bie Potentiale in ben Punften X 1 unb X, fo ift nad) 20.

P 0 = - (Tf/' 9" T - • ®ie Kraft ift nur bann gleidj üftuK, wenn V 1 = V ift. ©tefjt alfo eine gtäcfje

unter ber (Sinwirfung beliebig oieler SOZaffenpunfte, fo wirb ein SJZaffenpunft fx, weldjer

gezwungen ift auf ber glädje ju bleiben, an allen punften ber glädje nur bann iitiRulje

fein, wenn bie glädje in jebem ifjrer punfte baSfelbe Potential f)at. §ierauS folgt:

Können beliebig tiiele SOZaffenpunfte fief) nur auf einer glädje bewegen unb finb bie*

fclben ifjrer eigenen SEBirfung ober nodj ber SEBirfung anberer SDZaffenpunfte unterworfen,

fo wirb auf ber glädje erft bann ein ©leidjgewicfjtSjuftanb £)errfc£)en fönnen, wenn baS

Potential an allen ©teilen baSfelbe ift.
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2G. SluS ben ©teidjungen in 15. uitb mit SBeibefjattung ber bort angegebenen SSejeidjnungeu

folgt p0 = Ul -[-s ü- = Kl • dn + • dd ri + K* - dr>—. mjo i\t P0 -ds = Kx -dr r +K 2 -dr 2 + Ks -dr s ...
galten ftcf» bie Kräfte Kv K2 . . . gegenfeitig baS ®teidjgemicf)t, fo ift P0 = 0 für jebe burd) /X gezogene
sJHcf)tung.©ie Kräfte tonnen bann feine Shtberung beS S3cmegungSäuftanbe§bon fx tjerborbringen,
fie tonnen atfo feine Arbeit teiften. öefipt nun aber ber äftaffenpunft [x fdjon eine 33emegung, infolge beren
er bie ©trede ds prüdtegt, ober greift bon anfielt per eine Kraft ein, metdje nidjt ju ben bon m v m2 ...
ausgeübten Sßirfungen getjört, unb bemegt /t um ds, fo tu erben bie Kräfte gteidjfam gejmmtgen, einzeln
Slrbeit ja teiften. ÜDtan nennt folcfje Arbeiten birtueCCe Strbeiten. ©iefe einzelnen Strbeiten finb aber
nacf) 2. Kx -dr x , E2 -dr 2 , K3 -dr 3 ... unb ba P0 = 0 ift, fo folgt aus obiger ®teid)ung Kx • dr x +
K2 • d r2 + E 3 -dr 3 + . . .= ü. ES entfprecpen ben nacfj irgenb einer üiidjtung geteifteten Strbeiten gteid)
biete in entgegengefepterStiftung geteiftete Strbeiten. Sttfo gitt ber ©ap: ©ie Summe ber bir=
tuetten Strbeiten beliebig bieler, an einem Körper im ®teid)gemidjt ftepenber Kräfte ift
gleich Stutt.

27. Stnjiepung einer homogenen Kugetfcfjate auf einen aufjerljalb tiegenben
SJiaffenpunft.

3m ißunft P befinbe fidj eine SRaffe //,. ©er Stbftanb berfetben bom SRittetpunft C ber
Scpate fei = a (gig. 12). fppren mir burd) bie Kugetfdjale jmei einanber fepr nape ju PC fenf=
rechte ©djnitte A 1 B1 unb A2 B2 , fo fdjneiben biefetben auS ber ©c^ate eine .ßone perauS, metdje als
ein gplinbrifdjer üting betrachtet merben fann. 33ejeicpnen mir ben äußeren §atbmeffer 0A 1 berfetben
mit q , bie ©ide ber Schate mit 8, bie SSreite A X A 2 mit h, ben 9tabiuS mit v, fo ift

v = q 2 • 7i • h — (q — d) 2 • n • h.

t8ernad)täffigen mir bie unenbtid) fteine ®röfje jmeiter Drbnnng S 2, fo ift

v — 2 § • 8 • h • %.

©ie ©idjtigfeit ber ©cpate, b. p. bie in ber 93otumeneinpeitentpattene ÜFiaffe fei = rr. ®te
iit bem .ßonenringe enthaltene Sftaffe m erpatten mir, memt mir baS SSotumen v mit er multiplizieren.
Sttfo ift m •== 2 q • 8 • h •.n • a.

A 1 P fei = e unb /_A 1 PC= u. ©er diing ift unenbtid) fdjmat, mir tonnen atfo bie Ent=
fernung jebeS fünftes beS Tinges Oon P mit e bejeid)nen. ©er 9ting ift ferner fepr biinn. ©ie
SSerbinbungStiniejebeS puntteS beSfetben mit P bitbet atfo mit GP einen SSinfet = u. SBejeicpnen
mir bie SJtaffenpunfteauf einer ipätfte beS .QonettringeS mit fxv fx2 ... unb fällen bon biefen fünften
Sole auf GP, fo erhatten mir, menn mir biefe Sote um fidj felbft bertängern, auf ber anberen §ätfte
beS $onenringeSju jebem fünfte fi einen entfpredjenben ißunft v. ©er ißunft ^ übe auf m eine
Stnjiepung p v unb ber entfpredjenbe ffSunft v l übe auf m eine Stnjie^ung q 1 au§. SBir fefjen borauS,
ba§ bte Kräfte proportionalben Staffen unb umgefefjrt proportional ben Entfernungen finb. ®a bie
Kngetfipate fiomogen ift, fo tjaben ^ unb v 1 gleiche Staffen, ihre Entfernungen bon /x finb ebenfalls
gleich, mithin ift p x = qv g etmer Hegen bie Kräfte p Y unb entgegengefe^tju GP unb bitben mit
GP benfetben z_ u. ^ertegen mir atfo p 1 in jmei Komponenten u x unb t x unb q x itt gmei Komponenten s x
unb (ü lr bon benett u x unb «j in bie 9tid)tung PG faden unb t x unb w x fenf'red)t jn P G fte^en, fo
fjebett fid) bie Komponenten tx itnb « x auf unb eS bleiben nur übrig bie beiben Komponenten

ux = p x cos a unb sx = q x • cos cc.

S3ejeid)tten mir bie Kräfte, iuetdje bon ben SJtaffenpunften [x2, /x a . .. unb bon ben SJiaffenpnnften v 2 , v s ...
2
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auf n ausgeübt »erben 6e§ügli(f) mit p 2 ,p 3 ... q 2 , q3 ... unb ihre allem übrig bleibenben irt bie SRidjtung
P G fallenben Komponenten mit u 2 , u s . . . s 2 , s a .. fo ift

u 2 — p 2 • cos u s 2 = q 2 - cos a

s 3 — q s - cos k

i

Sie ©efamtanjiepung K beS ßonenringes ift atfo

K — [P\ + P2 + Ps + • * • + <?1 + ?2 + ?3 + • * •) ' C0S U •

kennen mir bie Slnjie^ung, metdje jmei ber ©iutjeit gleidje Staffen in ber @ntfernung3einf)eit aufeinanber
ausüben, f, fo ift

pi f 1" f 1 ?1 = 12 =
_ ff ''2

atfo K = K + fl 2 + • • • VX + V2 + • • •) C0S «•

Pi + h + • • • + v 1 + v2 + • • * ift gleirf) ber ©efamtmaffe beS 3tingeS, bie mir mit m bejeidmet
haben. Smlcjftct) ift

„ fu mK — ' r, • cos u.el
©e|en mir in biefer ®teid)ung ben früher für m gefunbenen SBert ein, fo ift

„ f-u-lg-ö-h-m-cr
Ii = ' " COS U.el

Se^eicfinenmir ben StabiuS ber KugetfcfjateGA 1 mit r , ben z_ A 1 CP, metdjen bie 001t G nad) bem
Umfange be§ ©dbnittfreifeSA, B, geroqenen fRabien mit CP bitben, mit f)- unb bie 33reite ber Uone
in SSinMmah mit d&; fo ift

Up"-f~ $ — V^
h — r- dff , q — r ■sin &, cos c/. =

gotgtid) ift K =

2 ae 1

f • fi -2 ■r • sin# ■6 • r ■d # • n • a a? + e 2 — r 2
1a- e

ober, inbem mir paffenber orbnen,
„ . 7i ■r- - S ■a ■u ■ Q JQ a- + e 2 — r 2
X = f • c • sin it -dff- „ .' a e3

güpren mir paraUet ju A 2 B2 einen britten fetjr nahen ©djnitt J 3 B3 bitrdj bie Kugetfdjate, fo ermatten
mir eine jmeite ju A 1 J 2 B1 B2 benachbarte Kugetjone a 2 B2 a 3 B3 , beren ißunfte oon p ben Stbftanb
e + de haben mögen, mo de eine fetjr fteine ®rö^e ift. ©S ift bann

(e + d e) 2 = a 2 + r 2 — 2 a • r • cos + d &)
e 2 + 2 e • d e + d e 2 = a 2 + r 2 — 2 a • r (cos ff cos dB — sin /> sin d ff).

Sa dff unb de unenbti<h Mein finb, fo ift

de 2 = 0, cos df) = 1, smdf)' = df)\

2öir erhalten atfo bie @teid)ung: 2e-de = a 2 + r 2 — e 2 — 2a-r-(cosf)- — sin ff-äff).
Sa ferner e 2 = a 2 + r 2 — 2a- r- cos ff ift, fc ergibt fid)

2 e-de — 2a • r • sin & • d &
sin f)- • df)' — -— - de ■

a r
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®ie Slnjiefjung K bei gonenringe! ift aI f°
Tr f n -r 2 ■S ■it ■ft e ■de e 2 + a 2 — >-EJi- ■ ■ T * * ' ö' a ar er

. j. iT-r-a-8-nl. , a? — r't \ ,

^er = f' " V 2 -i'+^H'^-

SBetmr tuir jur 93eredE)nung ber ülnäiefjitng ber ganjen S^ugelfcfjale übergeben, foll nocf) fofgenbe 33e=
merfung boraulgefcf)icftmerben. ®enfen mir unl aul einer Seite e, bie nidjt unenblicf) !(eiu ift, eilt
Quabrat fonftruiert unb ein fRecfjtecf aul e unb einer unenblicf) Keinen Seite de, fo ift ber gfädjen*
infjaft &• de bei unenblicf) fdjmafeit 9tedf)tledEl im Sßergfeid) gu bem gfäcfjeninfiaft e 2 bei Quabratel
unenblicf) ffein. Sn allgemeinerer gaffung fönnen mir jagen: SBenn eine ©röfje e einen enbfidjen
SBert Ijat, d e unenblicf) ffein ift, fo fann in ber Summe e 2 + e • d e ber Summanb e • d e öernacfjtäffigt
merben. ©afjer ift

1 1 de de
e e + de e2 + e ■de e2 .

2öir teifen bie Äugeffcfjafe burcf) unenblicf tnefe fefjr itafje Schnitte fenfrecfjt ju CP in Rotten ©ig. 13)
unb bejeicfjnen bie Slbftänbe ber 3onen üon P mit ev en__x unb bie Entfernung bei fünftel E,
in meinem bie SSerfättgerungoon PC über C bie Scfjalen fcffneibet, mit en , mo n eine unenblicf) grofje
3af)f ift. ®ie unenblicf) ffeinen Unterfc^iebeber aufeinanber fofgenben Entfernungen feien de,, de2 ,
®ann ift

h- 6i = de i> es - e2 = de 2 , ■ ■ • e„ ~ V-i = de n-\-

SejeidEjuenmir bie Kujiefjitngen ber aufeinanber fofgenben $onen mit Klt K2 ... Kn unb fejjen mir

ben in ben gormein für bie Slnjieljungen ber gonen fonftanten gaftor ^ = ß > f° <ft

A\ = c-(\ + -----"j-de, = c-de, + c- a -de,

If2 = c ■ (l + ) • d e2 = c • d e2 + c • —-- 3-— • d e2

K-X = ß \ x + - iu ='« ,i Vi + "•

SDie ftfnjiefjung S ber ganzen Sugeffdjafe ift affo

S = K, + K, + . . . Kn_, = c.{de, +de 2+ ... de^+e-^ - ^ + . . .
gerner ift

d ex + d e2 + . . . d «„_! = (e2 - ej + (e3 - e2) + . . . (Vi - Va) + K ~ Vi) = 6» ~ 6i = 2 r -

ber früfjer eutmicfeftengormef lß — c y de — ^ erhalten mir meiter
de, 1 1 _ 1 1
e, 2 e, e, + de, e, e2
de 2 1 1 1 1
«ä2 e2 6j + de 2 e2 e3

^ _ Ju _ _ 1_ = 1 1
e„" en_, ön_i "1~d e„_i en_, e„

2>urtf) Slbbitiott biefer (äleicfjttngenergibt fid^
de, de2 , den 1 1
«t 2 e22 * ' ' e» 2 _ % en
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$>a nun ex — a — r unb en = a + r ift, fo ergattert wir
dd.62 . de n 1 1 2 r
ex2 e32 e„ 2 a — r a + r a ! — r l

gotgticf) ift bie ©efamtwirfung S — 0 • 2r + c(a 2 — r 2)- ---- 2 = 4-e-r.

@rfe|en Wir in biefer (Steigung0 burcf) feinen äöert, fo ermatten wir
0 j, 4 ■r 2 - n ■d ■u • /xO — j Q' ÖT

®a§ SSotumen ber Äugetfdfjate ift fr 3 • ?r — f (r — <5)8 • % = f • r s ■ % — f • (r 3 — 3r 2 • <5 + 3 »• • d 2 — <)'3) • w.
®a et2 unb <?3 at§ unenbtidf) fteine (Sröfjen fjöfjerer Drbnung oernacfjtäffigtwerben fönnen, fo ift ba§
SBotumen ber Äugetfdjjale 4 r 2 n 6. ®ie SUtaffe M ber Äugetfcfjate ift alfo 4 r 2 % § a.

®ie Slnjie^ung ber Äugetfdjate auf ben ißunft fx ift mithin

S = M ' fl .
d 2

2tu§ biefer gormel ergibt fid^ ber @af}: (Sine homogene feB>r bünne Äugetfdjate wirft
fo in bie gerne (auf einen aitfferffatb ber Äugetfdjate tiegenben Sßunft), at§ ob ifjre
ganje SJtaffe im ÜJtittetpunft üereinigt wäre.

Sn ber oortjergefjenben (Sntwicftnng würbe bie Äraft, WefcEje boit ber Äugetfdjate auf ben
SDtaffenfwnft ausgeübt wirb, at§ eine an^iefjenbeangefefjen. SJtan gelangte ju bentfelben (SrgebniS,
wenn man bie Äraft als eine abftofjenbe öorauSfe^t.

28. SBirfung einer aus homogenen Äitgelfdjaten jufammengefefjten Äuget auf
einen aufjerfjatb ber Äuget liegenben ißunft.

®te SJtaffe beS fünftes fei feine (Sntfernnug 00m SäJtittelpunftber Äuget fei a. 2>ie
SBirfung S ber Äuget fefct fief) jufammen au§ ben SEBirfungen ber einzelnen Äugelf djaten. Sejeidjnen
wir bie SKaffe berfetben mit mx , m 2 , m3 . .fo ift nad) 27.

a j.nu-ti . -JWj'U . im-« , f-ß, , , , x
5 = a? + f a> + f a 2 + • • • = "^r-K + «j +■ «s + • • •)•

m x + m 2 + m 3 + ... ift gteictj ber SJtaffe ber ganzen Äuget, fflejeidjnen wir biefe mit M, fo ift

sd-X^M. a 2

wirft atfo eine au§ fjomogenen Äugetfdjaten jnfammengefe^te Äuget fo in
bie getme, a t§ wenn bie ganje ÜJtaffe im Äugetmittetpunft oereinigt Wäre. ®ie Äraft
fann anjietjenb ober abftofienb fein.

29. Söirfung einer fjomogenen Äugetf^ate auf einen SOtaffenf^unftim Snnern.
3m ißunft P im 3nnern ber Äugetfcfjatebefinbe fict) ein 3JEaffenpunft /x (gig. 14). ®er

üJtittetpunft ber Äugetfcfjate fei 0, bie ®ict)tigfeit fei a itnb bie 2)icfe ber ©cfjate fei S. ®urctj jwei
fef)r naf)e gu GP fenfred^te(Schnitte fc^neiben Wir an§ ber Äugetfcfjateeinen 3° ne nri n 9
burcf) P gefegter größter Ärei§ fcfjneibe bie Oberffäcf)e beS f]onenringe§ in ben Sinien ä 1 A 2 unb B1 BV
welche o^ne merftietjen f5 e ßt er it§ gerabe Sinie aufgefaßtwerben fönnen. 23ejeicf)nen wir bie SJEaffe
be§ 5 0ttettr i n 9 e§ oiit m x , ben äufjeren §atbmeffer mit ^, bie (Entfernung A x P be§ 9tinge§ üon P
mit ex , feine S3reite J X J 2 mit h x , ben SSSinfet, wetzen A x P mit GP bittet, mit ax , fo ift bie
SBirfnng Kx ber ^one auf /x nai^ 27.

rr r 2 • Qi • Ö • 7T • /?., • ff • COS Ot,
\ , = T • II • — 1 L. .
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Sie fRic^tung, nad) Welcher KY toirft, ift nad) 27. burd) GP beftimmt unb jwar toirft bie Kraft Kx
in ber Sichtung GP itacfj bem SDtittelpunft beS ^ouenringeSt)tn, wenn eine Slnjteljung üorljanben ift,
bagegeit in ber Stiftung GP öom SDtittelpunfte ber gone ü> e9< trenn eine Slbftohung ftattfinbet.

SBir gießen nun öon A l unb A 2 burd) P jtuei ©eljnen, weldje ben burd) P gelegten größten
Kreis in A 3 unb A i fdjneibeit mögen, gwei burd) A s unb A 4 fenfredft ju PC geführte ©Quitte
fdfneibeu auS ber Kugelfc£)eibe einen ^Weiten «gonenring A 3 A i B3 Bi aus. Sie SDtaffe biefeS gouen»
ringet fei m2l ber äußere |>albmeffer fei p 2 , bie EntfernungA^P beS SingeS öon P fei e2 , feine
33reite A.i Ai fei h2 unb ber SBinfel, Welmen PA 4 mit GP bilbet, fei «2 . 3n berfetben SSBeife wie
üorljer finbet man bie Sßirfung beS ^weiten gonenringeS auf p

„ r 2 • d ■n ■h« • <r • sin a, • cos a,Z 2 =f-P 1

ginbet eine ätngietjung ftatt, fo wirft IC2 in ber Sichtung PC nach bem £DattetpunftebeS gonenriugeS
hin, finbet eine Slbftofjung ftatt, fo wirft K2 in ber Sichtung PC öom SDtittelpunft ber goite treg.
Sit jebent galle ift alfo bie SESirfung ber Kraft IC2 ber SBirfung ber Kraft Kx entgegengefefjt.

Sun ift K x : K 2 = \ • e 2 • sin u x • cos a 1 : h 2 • e 1 • sin u 2 ■ cos cc2 ,

= « 2, mithin ift sin a x = sin a 2 unb cos a l = cos u 2 . L. A 1 PA 2 = {_ A 3 PA i alS ©cfjeitelWinfel
unb /_ A 1 A 2 P = /_ A 3 A i P als ©efjnenwinfefauf bemfefben Sogen. SDtitljin ift AA y A 2 P~ A 3 A i P.
golglid) beftetjt bie Proportion A 1 A 2 : A 3 A i = A 1 P: A a P. Sa A 3 uitb A i fe|r nahe punfte finb,
fo ift i 3 P = A i P = e2 , alfo \ :h 2 = e 1 : e2 . SDtitljin ift \ • e2 = h2 • e1.

ES ift alfo \ • e2 • sin a 1 ■cos ct x = h 2 • e, • sin « 2 • cos a 2 unb folglich K x == K 2 .

Sie öon ben beibett Kugeljonen auf p ausgeübten USirfungen heben ficf) auf. Sa fidj nun bie ganje
Kugelfdjale in foldje gottenringe jertegen läfjt, beren SBirfungen fid) gegenfeitig aufgeben, fo ift bie
SBirfung einer fjomogenen SSugetfc^eibeauf einen punft im Snnern gleich Suft.

30. Sefinbet fid^ ber SOtaffenpunft n auf ber Stugelfdfafebejügtic^ ber Oberffädje einer aus
Ifugelfc^aten jufammengefe^ten Soßfugel, fo gelten bie in 27. unb 28. angeführten @ä|e ebenfalls.
§at ein Staffenpunft n öom SüJfittelpunfte eine ©ntfernung, welche gteid; bem ÜtabiuS ober größer als
berfelbe ift, fo ift bie SBirfung biefelbe, als wenn nur eine SDtaffe im SDtittelpunfte öorfjanben wäre,
welche gteidj ber ©efamtmaffe ber ^itgelfchale ober Sollfugel ift. Sie SRichtnng, nad) welcher bie ßraft
wirft, ift nai^ bem SDtittelpunft hin ober öon bemfelben weg gerichtet, je nachbem bie Sfraft eine an»
jiehenbe ober abftofjenbe ift. Sie Kraftlinien finb alfo gerabe Sinien, welche öom SDtittel»
punfte ausgehen, fie haben bie Sichtung ber Sabien.

31. Unter ber SBorauSfejsung, bah r gletdh bem SabtitS ber Kugel ober gröfjer als berfelbe
ift, hat baS Potential in einem punfte, wefdjer öom SDtittelpunfte ben Slbftanb r hat, nach 30. unb
19. ben SSert

fJL.
r

Ser potentialwert hängt nur ab öon f, ber SDtaffe M ber Kugel unb ber EntfernungbeS punfteS öom
SDtittelpunfte. f unb M fönnen als fonfiant angefehen Werben, gür alle punfte, welche öom SDtittet»
punfte benfelbett SJlbftanb haben, ift mithin baS Potential baSfelbe. Sie Kugelfcfjale bejügltch
Oberfläche ber SSollfngel, fowie alte baju fori§entrifcf)en Kugelflächen finb alfo SJtiüeau»
flächen. SieS folgt nad) 24. auch fc£)ort barauS, bah bie Kraftlinienbie Sichtung ber Sabien haben,
biefe aber fenfred)t jur Kugeloberflädje unb aller baju fonjentrifd)en Kugelflächenflehen.
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32. SaS Potential eines fünftes im Snnern einer Kugetfcfjate ift baSfelbe, toie
baS Potential eines SßunfteS ber Oberfläd^e, atfo = , menn r ber fRabiuS ber ©ctjate
ift. Senn bie Arbeit, um einen ißunft bon ber SJtaffe 1 aus bem Unenbtidjen auf bie Dberfladje ju
bringen, ift , bie Strbeit aber, um bie SJtaffe 1 in baS innere ber Kugetfdjate ju bringen, ift
gteidf» Stull, ba nadj 29. bie Gräfte im Snnern ber ©djate ficf» gegenfeitigaufgeben, atfo ber nadj
einer Stiftung geleifteten Slrbeit immer eine gteid) grofje in entgegengefe|terStiftung berbraudjte Slrbeit
entfpridjt. SaS Snnere ber Kugetfdjate »erhält fid} nadj 23. h>ie eine Stibeauftädje. SaS Potential
tjat bafjer feinen gröfjten SÖSert, wenn ber ißunft fid} auf ber Oberfläche ber ©djate befinbet, meit bann
in bem allgemeinen SStuSbrude für ben ißotentiatwert unter allen ©ntfernungen,für wetdje ber
ißotentiatwert nid)t == Stull ift, ber Stenner r ben fleinften Söert fjat. SaS Potential änbert fid) nid)t
mefjr, menn ber Sßunft in baS innere ber ©djate eintritt.

33. SBenn eine Kraft ungeftört, ofjne bafj anbere Kräfte mit in SBirffamfeit treten, auf eine
SJtaffe wirft, fo ift bie einjige gotge &er Söirfung eine Stnbentng ber ©efcfjwinbigfeitber SJtaffe.
gwifdjen biefer ©efctjwinbigfeitSänberungunb ber Slrbeit ber Kraft rnufj alfo eine Sejiefiung befielen.
Siefetbe wirb folgenbermafjengefunben.

a) Sie Kraft fei fonftant unb wirfe in ber Stiftung ber BewegungbeS Körpers. Ser
Körper fjabe bie SJtaffe m unb bie 2InfangSgefd)Winbigfeit c. Sie Kraft K wirfe auf if)n burdj bie
©trede s, woburdj feine ©efcfjwinbigfeit bon c auf v wadjfen möge. Sie auf ber ©Irede s geleiftete
Slrbeit A ift bann A — K-s
Sejeidmenwir bie bon K tjerborgebradjte 93efdjteunigungmit g,, fo ift Ii = mg 1 unb s = l—~ c .

^ 9 1
rz* 'rj. /r ^ v 2 — c 2 m' v 2 m - c 2©8 tft atfo A = m9l - -- =— —.

SJtan nennt baS tjatbe ißrobuft aus ber SJtaffe unb bem Quabrat ber ©efdjminbig*
feit bie lebenbige Kraft ber SJtaffe. ?" 9 C war bie tebenbige Kraft beS Körpers bor SBeginn

ber Kraftwirfung, m ' v ift bie tebenbige Kraft, nadjbem bie Kraft burdj bie ©trede s gewirft fjat.
u

Sttfo ift bie geleiftete Strbeit gleich &er 3 utia ^ me & er tebenbigen Kraft.
b) Sie 93atjn s beS Körpers fei beliebig gerabtinig ober frummtinig. Sie burdj bie S3af)n s

wirfenbe Kraft fei fonftant ober beränbertid). Ser Körper bewege fid) aber in ber Stiftung ber Kraft=
wirfung, fo bafj feine ©efdjminbigfeitwadjfe. .ßertegen ü)ir bie 23af)n s in unenbtidj biete uttenblidj
fteine ©treden, fo fönnen wir bie Kraftwirfung tängS jebeS biefer Sßegelemente als fonftant anfetjen. Ser
Körper Ijabe bie SJtaffe m, bie auf ben Seitftreden geleifteten Arbeiten feien A v A 2 ... A n , bie ®efcf)Win=
bigfeit beS Körpers im StnfangSpnnfteber erften Seitftrede fei v ü , im StnfangSpunfte ber ^Weiten Seit»
ftrede t>lf ... im StnfangSpunft ber testen Seitftrede vn _ A unb im (Snbpunfte ber 23afjn s fei bie ©efdjwin»
bigfeit vn . Stadj a) ift bann

( m-v^ m-v„-
1 " 2 ~ 2~

( m-v^ m-v j 2_ — - - ——

A m- m •
n-\ — 2 2

A VI • »,, 2 m • Vn—l
n ~ ~2 2
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Segeidjiten mir bie gange längs ber Saf)n s geteiftete Strbeit mit A, fo i[t

. , TO • 0„ 2 TO • fl02+ Ä 2 + . . . A n — - — •

mar bie lebenbtge traft, als bie traft gu mirfett anfing, Ssnfotge ber traftmirfung burd) bie

Sat)n s ift bie febenbige traft auf gemadjfen. Ser in a) angeführte ©ah gilt alfo auch

in biefem gälte, mo Sahn itnb traft beliebig finb.

3ft bie StnfangSgefdiminbigfeit v 0 = 0, fo ift bie Strbeit, metdje geteiftet merbeit muh, «m ber

SUfaffe m bie ©efcffminbigfeit v n gu erteilen A = -- -•

c) Sie traft K fei mieber fonftant, mirfe aber ber Semegitng beS törperS entgegen. Sie

Sftaffe beS törperS fei m, unb er befi|e, ats bie traft git rnirfen anfängt, eine ©efchminbigfeit o.

Stadjbem bie traft bitrch eine ©trecfe s ber Semegung entgegengemirtt hat, fei bie ©efdjminbigfeit beS

törperS v gemorben. v ift bann Keiner ats c. Sie Strbeit, tneld^e erforbertidt) mar, um ben SBiber»

ftanb täng§ beS SßegeS s gu überminben, ober bie erlittene Arbeit ift A = Ks. Segeidjnen mir bie
^2 (

Sergögeruug, meldte bie traft beut törper erteilt, mit g v fo ift K—m-g l unb s = 2 . ®S ift

atfo
. C2 — i>2 TO • C2 TO • V2

A — m • g x ■
2 g t 2 2

Sie SKaffe m hatte eine lebenbige traft gleich , als bie traft gu mitten anfing. Surcf) bie SBirfung

berfelben ift bie lebenbige traft ber äJiaffe m auf ben geringeren SBert '" 'J gebracht morben. StuS ber

obigen ©teidfung ergibt fid), bah bab ei erlittene Strbeit gleich ^ er Stbnahme ber teben»

bigen traft ift.

d) Sie Sat}n unb bie traft feien mieber, mie in b) beliebig. Sie Semegung beS törperS erfolge

aber forimährenb ber traft entgegen, fo bah traftmirfnng atS SBiberftanb auftritt. v 0 fei bie ®e=

fchminbigfeit beS törperS gu ber geit, mo ber SBiberftanb gu mitten anfängt, v n bie ®efchminbigfeit

am ©nbpunfte ber Sahn. Sann ift v 0 > v n . Surd) eine ähnliche Setradjtung mie in b) ergibt fid),

bah bie erlittene Strbeit A = — m ~" ift. Ser in c angeführte ©ah gitt auch *n ^ emZ Z

allgemeinen gälte, mo Sahn unb traft beliebig finb.

34. ©in törper bon ber SDiaffe m bemege fich m ^ er 1RidE)tung ber traftmirfnng. ©eine

StnfangSgefdjminbigfeit fei v x , bie ©nbgefcEjminbigteit, metche er burd) bie traft erhält, fei v 2 . Sie

bon ber traft geteiftete Strbeit ift nach 33 b.

, m-v 92 m-v, 2
A, =1 2

Ser törper bemege fid) nun, nadjbetn er bie ®efdjminbigfeit v 2 erhatten h at , einer traftroirfung ent¬

gegen. ©eine ©efdjminbigfeit mirb bann abnehmen. SBenn fie mieber v x gemorben ift, fo ift feine

lebenbige traft bon auf gurücfgegangen. Sabei ift aber bon bem törper burcfi Über»Z Z

minbung beS SBiberftanbeS Strbeit geteiftet morben. Segeidjnen mir biefe Strbeit mit A 2 , fo ift nach 33 c.

__ vi - v 2 tn - v t "

2 2

gotgtid) ift A, = A. ;
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@§ bermag alfo eine SJiaffe bermöge iprer tebenbigen ®raft biefefbe 3Irbeit p
teiften, wetcpe geteiftet werben muffte, um ipr biefe lebenbige Straft p erteilen.

35. 93eWegt fiep ein Körper bon ber SDfaffe m, wetcper bie ©efd^tninbigfeit v pat, einer Sfraft
entgegen, fo i[t, wenn fidf) feine ©efcpwiitbigfeit bon v auf v0 berringert pat, bie bon bem Körper entgegen
bem SBiberftanbe geteiftete Strbeit SSirb bie ©efcpwinbigfeitgteidf Sftutt, fo ift bie bon
bem Sförper geteiftete Arbeit

, m • v 2
2

£>ann fann ber Körper aber feine Strbeit mepr teiften. ®ie Strbeit atfo, wetcpe bie SDtaffe m bermöge
iprer ©efcpwinbigfeit überpaupt teiften fann, wirb gegeben burdj bie borftepenbe ©teidjung.

86. §tu§ ben borpergepenben Stbfdpitten ergibt fiep, bafj bie lebenbige 3?raft
einer bewegten ÜJJaffe eine SIrbeitlfäpigfeit ift, ba bie Sftaffe bermöge berfetben eine
Strbeit p teiften bermag. ®iefe Strbeitlfäpigfeit ber Bewegung nennt man aitd; fine=
tifcpe ©nergie ober aftuette Energie.

37. 93ewegt fiep ein Körper bon ber SÖJaffe m mit ber ©efd^winbigfeitv einem SSiberftanbe
entgegen,bi§ bie ©efcpwinbigfeitbe§ Körpers gteicp 9?utt ift, fo ift bie berbraudjte Strbeit uacp 35.

SSirb er nun burcp bie .traft, beren SSiberftanb er iiberwunbcn pat, auf berfetben 93apit juritcU
bewegt, fo wirft bie Ifraft, wetcpe borper eine berjögernbe war, at§ eine befcpeunigenbe, unb bie 93er=
jögeruitgen, wetcpe ber Körper bei feiner Bewegunggegen bie straft in ben aufeinanber fotgenben
Momenten erlitten pat, er^ätt er jept at§ 93efdjleunigungengitrücf, fo baff er am 9tnfang§punft ber 33apn
wieber mit ber ©efcpwinbigfeitv aufommt. ©eine ©nergie ift bann , nnb biefe ift gteicp ber
Strbeit, Welche Dörfer berbraucptwürbe. ®aburdj, baff ber Körper in eine anbere Sage gebracht würbe,
würbe bie berbraucpte Strbeit gteicf)fam als Slrbeitsfä^igfeit, wetcpe wieber aftueH werben fann, in i£jm
aufgefpeicfjert. ®a§ SSermögen, Slrbeit p teiften, fann ein Sförper atfo aucp befipen burcp
bie Sage, in wetcpe er gebraut worbenift, 93. eine gehobene Saft, eine gefpannte geber,
ein pfammengepreffte§ ®aS. ®iefe§ 93ermögen ^ei^t bann 9Irbeit§fäpigfeit ber Sage,
potentielle ©nergie ober ©pannfraft. ©§ fönnen atfo aucf) rupenbe Körper ©nergie befipen,

93. ein ©ewicpt, wetcpe§ in einer gewiffen §öpe über ber ©rbe auf eine Untertage gefteßt ift. ®ie
Sur §ebung be§ ®ewicpte§ berbraucpte 9trbeit ift at§ potentielle Energie, bie fiep in biefem gälte
®rud auf bie Untertage äußert, in ipm entpalten unb fommt at§ finetifepe ©nergie wieber jum 93or=
fdpein, Wenn bie Unterftüpungweggenommenwirb. Sie potentielle Energie einer SDiaffe wirb
gemeffen burcp bie Strbeit, Wetcpe barauf OerWenbet Worben ift, um bie SJtaffe in bie an»
genommene Sage p berfepen, weit bie ÜEtaffe fetbft bei ber 9tiidfepr p ber urfprüng =
tiepen Sage biefetbe Sfrbeit teiften fann.

38. §ebt man einen Körper, beffen ©ewiept p unb beffen SJiaffe m ift, auf bie §öpe h, fo
ift bie entgegen ber ©cpwerfraft geteiftete Strbeit

A 1 = p • h = vi-g ■h.

geittt nun ber Körper Wieber perab, fo fommt er unten mit einer ©efepwinbigfeitv = ]/2gh an. Sie
erlangte Energie ift atfo

, m-v-
A 2= 2

®iefe Energie pat er baburdj ertangt, bap er auf bie tpöpe h gebratpt würbe. @r befipt atfo
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auf her tpötje h bie potentielle ©nergie m-g-h. ©a A 1 = A 2 , fo ift bie ülrbeit, metdje er

tiermöge fetner tebeitbigen Straft leiften fantt, gteidj ber Strbeit, metdje nötig mar, um ifjn auf bie

fpötje h ^u |etien.

3t). ©in Störper, beffen ©emicfjt p unb beffen Staffe m ift, toerbe mit einer 3Infang§=

gefdjminbigfeif o fenfredjt nadj oben gemorfen. 8ft feine (Sefdfminbigfeit v gemorbeit, fo ift bie entgegen

ber Sdjtuerfraft geleiftcte SIrbeit ttadj 32 c.
. m ■e" m • v~

©er ßörper fei, menu feine ©efdjminbigfeit v gemorbeit ift, um bie §öfje h geftiegen. ©ie Strbeit

aber, metdje erforbertidj ift, um ein ©emicfjt p auf bie fpölfe h ju bringen, ift ph. @§ ift atfo A

audj = ph — mgh. Stittjiit beftetjt bie ©teidjung

m ■c 2 m • v 2

©ie tinetifdje ©nergie ber ®örper§ in ber §ötje h, tiermöge bereu er nod) meiter fteigen tarnt, ift, ba

er in biefer fpötje nod) bie ©efdjmiitbigfeit v hat, . ©ie potentielle ©rxergie be§ Körpers itt

ber ipütje h ift nach 38. P= m-g-h. 2öir ertjatten atfo bie ©teidjung

p _ _ g
u

unb mithin

K+P =^1.

SSirb atfo ein Körper fenfrecf)t nacf) oben gemorfen, fo |at att jeber Stelle feiner

Sa|n bie Summe au§ feiner fiuetifd)en ttnb feiner potentiellen ©nergie immer benfelbett

2Bert, unb jmar ift fie gteidj ber tebenbigen Straft ju SInfang ber Semegttng.

40. Solange ber Störper fteigt, tieränbert fidj feine ©efdjminbigfeit, atfo audj feine finetifdtje

©nergie immer ntefjr. ©agegen fteigt er immer |ö|er, e§ tiermetjrt fict) atfo feine potentielle ©ttergie unb

jmat um ebeitfotiiet, at§ bie finetifcEje ©nergie Heiner mirb. §ört ber Störper ju fteigen auf, fo ift feine

tinetifdje ©nergie gteicf) Stull, unb bie potentielle ©nergie tjat itjren retatiti größten Söert erreicht, gädt

ber Körper mieber |erab, fo gelten biefetben ©teidjungen, mie üortjer, nur mit bem llnterfcEjiebe, baff bie

©efdjminbigfeit v, metdje ber Störper in ber ©ntfernung h tion ber ©rbe |at, nad) ber ©rbe t)im

geridjtet ift unb gröfjer mirb, bafs e bie ©efdjminbigfeit ift, metdje ber Störper mieber erhalten |at,

menu er bie ©rbe erreicht unb baff A bie Strbeit bebeutet, metdje auf ber Streife h tion ber Sdjmer=

traft fetbft geteiftet mirb. @§ mäifjft atfo bie tinetifdje ©nergie be§ StörperS, bagegen tierminbert fidj

feine Jpötje über ber ©rbe unb bamit feine potentielle ©nergie unb jmar mieber in bemfelbett Staffe,

mie bie tinetifdje ©nergie junimmt. Seim Sluffteigeit finbet Umfe|ung tion finetifdjer ©nergie itt

potentielle unb beim §erabfatten ba§ llmgefe^rte ftatt.

41. Stöir tjaben im tiortjergetjenben bie Sßirfuitg ber Staffe ber ©rbe auf bie SDfaffe eine§

feufredjt ttadj oben gemorfeneu Störpcr§ betrachtet, ©er itt 38. angeführte Satj h°t a 6 et atigemeinere

©iittigfeit. SBenn tierfdjiebene SJiäffen aufeinattber mirfen, otjne baf? fie non anberett

Staffen beeinflußt merben, fo bleibt bie Summe ber finetifdjen unb potentiellen ©nergiett

biefer Staffen biefetbe; e§ fann nur eine Sermanbtung tion potentieller unb finetifdjer

©ttergie ineittanber ftattfiuben. ©ie§ ift ber Sa| tion ber ©rtjattung ber ©nergie (Staljer 1842,

tpetmtjoth 1847). 3



Ser ©atä gilt nur, wenn bie SJiaffen ungeftört aufeinanber wirfen. S§ wirb alfo ancf; j. 93.
bon 9teibunggwiberftänben abgeben. 3n äöirffidjfeit berjefjren biefe einen erfjebfidjen Seit ber fine=
tifc^en, äufjerfid) ficfjtbaren Energie. Sodf ge£)t biefe nidfjt berforen, fonbern fie berwaubeft ficfj in
fdjwingenbe^Bewegungen ber SDiaffenteiMjen ber einanber reibenben Körper, alfo in unficfjtbareEnergie
unb ruft bie Erfdjeinungen be§ ©djalfe§, be§ 2idjte§, ber SBärrne, be§ 3Jiagneti§mu§ unb ber Eteftri^ität
fjerbor. Sbenfo wie fid) äufjerfid) ficfjtbare Energie ganjer Körper in unfidjtbare ber SDiaffenteifdjen
berwanbeftt fann, ift audf ba§ Umgefefjrtentöglid), unb bie unficfjtbare93eWegung ber SJiaffenteifdjen
faitn fidj umfe|en in bie fidjtbare 93ewegung ganjer Staffen. Sie SOiannigfaftigfeitber pfjtjfifafifdfen
Erfdjeinungenberufjt im festen Eruitbe nur auf ber Umwanbfung einer Energieform in eine atibere,
bei beneu nie etmaS berforeti geljt:

Sie Energie be§ SSBeftaffS ift fonftant (EfaufiuS).
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