
;pfjg{tkalijtf|£ attfgatot iite Ißasima mtfr Dintrna
ixt eltnncttfam* Brf|antrlmux*

33oit Dbertetjrer Dr. <$. ||iü&füe.

gitr bie ofierfte Stoffe beg Sieatgtjmnafiumg unb ber Dberreatfdjute fdjreiben bie Setjrptäne
öom 6. Sanuar 1892 bie elementare Dfjeorie ber SRajima unb ÜDiinixna bor. Diefe Dljeorie ift, mie
allgemein anerfanntmirb, ein befonberg intereffanteg ©ebiet ber SJiatfjematii fpotgmüßer meint inbeg,
baff bag ©ebiet gang befonberg fdjmierig ift, menn man bie nötige Strenge malten täfjt. @r fcfjreibt:
„3m ber fReget roerben bie 33emeife bafür, baff ein SJtajimum mirftid) üortfanben fein muff, unb baff
bag SDiajimummirftid) erreicht mirb, tioßftänbig unterlaffen. Sn bieten Reißen müffte aud) nod) be=
fonberg unterfudjtmerben, ob eg fid) um ein Sftajimumober ÜMnimum tjanbett. Sotdje funftionen=
tfjeoretifdjen Dinge taffen fid) nur mit £>itlfe ber Differentiatredfnung in tjinreidjenber Sdfärfe gur
©ntfdjeibung bringen." fpiergu ift gu bemerfen, baff, menn aud) nid)t alle SJtajima unb 2Jtinima=
aufgaben fid) elementar töfen taffen, eg bod) fefjr biete re(f)t intereffante Stufgaben giebt, bie otjne
groffe Sdjmierigfeitbon ben Sdjütern getöft merben tonnen unb gmar mit einer für bie Sdfute ans=
reid)enben Strenge; 33oßftänbigfeitin ber 33efjanbtung mirb niemanb begmeden. Sd)mierigere Stufgaben
tann ntait bem fßrioatftubium befähigter Sdjüter übertaffen, bie biefen Stufggbeu fid)er ein großes
Sntereffe entgegenbringen.

Sit ber fotgenben ßufammenfteßung bon äJ£ajitna= unb SDänimaaufgabent)abe idj mid) aug
natjeliegeitben ©ritnben auf ein ©ebiet unb gmar auf bie ißt)l)fit befd)ränft. Seinegmegg tonnte eg
babei meine Slbftdft fein, nur neue Stufgaben aug biefem ©ebiet gu bringen, ba eine Steide attbetannter
Stufgaben aßgemeineg Sntereffe f)at. ©ine gtemlid) augfülfrlidfe föetjanbtung mandfer Stufgaben erfd)ieit
mir geboten, ba benfelbeit eine gemiffe fmaftifdfe 23ebeutung gttfontmt, bei attberext mieberitm mu^te
auf bortommenbe S^mierigteiten 9üidfid)t genommen merben.

Sßag bie gu benufjenben fßietfjoben betrifft, fo ift eg meiner Stnfidft nad) borteittjaft, nid)t eitt=
feitig immer biefetbe Sftettjobe angumenben. Sttandfmat empfiehlt eg fid), ben gunftiongmert für mögtid)ft
biete Sßerte ber SSariabetn gu berechnen unb bie graptjifdje Darfteßunggur ©rmittetung be§ tOtajumumg
ober SRinimumg gu benu^en. Sielje g. 33. Sir. 2 c. Snt attgemeinen ift bieg 33erfat)renumftänbtid).

ßumeiten ift bie Stnmenbung geometrifd)er Säfm befonberg üorteilfyaft unb führt teid)t gunt
ßiet. Siet)e Sir. 87a, 88 unb 89c.

SOtandfmat empfietjtt eg fid), bitrd) ltnterfud)ung ber SSurgetmerteeiner ©teidfuttg bag tOiagjmum
ober ÜDiinimum gu ermitteln. Die 3Bnrgetmerte bürfeit, menn bie Stufgabe eine firattifct) gutäffige
Söfung habext fott, nidjt imaginär merben. Der ©rengfatt, für ben gerabe nod) ein reeller 3Bert für
bie SBurgetn fid) ergiebt, fteßt bag SJiajimum ober ÜDtinimum bar. ©emöhntidh wirb babei ber Slug=
brud unter einer 0uabratmurget gteid) null. 3n ätjntidfer Söeife führt oft bie Determinationeiner
geometrifcfjen Sonftruftiongaufgabe gxtm $iet; ber ©rengfaß,bei bem gerabe nod) eine Söfung mögtid)
ift, fteßt ein SDiaEintunt ober SDfinimum bar.
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3- 83- Slufgäbe. 83on allen fftecßtecfen mit bem Umfange 2s bagjenige mit bem größten Snßatt

j u ermitteln. (33on 83ebeutung für bie Söfung oon 9tr. 76.) Söfung a). ©ie Seiten ßeißen x nnb y ,

ber Snßatt J. ift x-\-y=s unb xy = J ; alfo x = y ■ (s+]/s 2 —4J) nnb y = ~ (s+ ]/s 2 — 4J).

©a ber iRabifaub nicßt negatiü fein barf, menit x unb y reell bleiben fotten, fo ift s 2 —4J"^>0.

J ift alfo ein SRajimum, ttenn s 2 — 4J=0 b. ß. J = * s 2 ober x = y = ~s toirb. ©ag Quabrat

ßat bemnacß oon alten Siecßtecfen mit bemfetben Umfang ben größten Snßatt. Söfung b). ©eometrifcß

lönnen mir oon ber Stufgabe auggeßen: @in Stecßtecf au§ bem Umfange 2 s unb ber ©iagonate d

ju geidEjnen. ©ie Söfung biefer Slufgabe ift einfacß. Sn ber ©etermiuation finbet man, baß e§ im

atigemeinen 2 IRedEjtetfe giebt. Sft d ju Mein, fo erßätt man überhaupt fein Stedßtecf. 3m ©renjfatt,

menn atfo d ben Heinften jutäffigen SBert ßat, erßätt man nur eine Söfung, ein Quabrat. ©aß bem

SDiinirnatmert oon d ber äJfajimatmert be§ Snßatteg J entfpridjt, ift teicßt ju geigen; x unb y feien

mieber bie Seiten be§ Sftecßtecfg. ©a x -f- y = s, atfo x 2 + 2 xy -f- ?/2 = s 2 unb x 2 + 2/2 = d 2 ift,

fo ift 2xy — s 2 — d 2, atfo J = y (s 2 — d 2), b. ß. J ift ein SJiapimum, mentt bei gegebenem s d ein

Minimum mirb. ©ag Quabrat mit ber Seite 4" s ß a * dtfo fl Keu 97ecßtecfen mit bem Umfang 2s

ben größten Snßatt. Sieße ßierju 91r. 2a, 17a, 65c fomie 63, 76 unb 17c.

Seßr ßäufig finbet ferner bie Scßettbacßfcße SRetßobe Stnmenbung. ©iefetbe geßt üou bem

©ebanfen aug, baß ju beiben Seiten be§ SRajimumg ober SJUnimuntg gteicße gunftiongmerte üor=

ßanben fein muffen, aber nur einem einzigen 8Berte ber unabßängigen SSeränberticßen ein SRapntum

ober ein SDiinimum ber gunftion entfprecßen fann. Sft nun ber gunftiongmert burcß bie SSariabete x

auggebrücft, fo fann man p einem gegebenen x l ben SBert x 2 beregnen, für metcßen bie gwtftion

benfetben SBert erßätt. ©iefe 3tecßnung füßrt man jebocß nicßt burcß. ÜÜJan feßt ben burcß x t au§=

gebrücften gunftiongmert gteidß bem burcß x 2 auggebriicften unb orbnet fo, baß gteicß ßoße ißotenjen

oon x x unb x 2 jufammengefaßt merben. 97un biüibiert man burcß x x — x 2 . $ür ben bes

SJiajimumg ober SRinimumg entfpricßt aber einem x x fein x 2l metcßeg oon x x oerfdEjieben ift, ba nur

einem SBert oon x ein SRajimum ober SRinimum entfprecßen fann. 9Ran feßt atfo x x = x 2 = x

unb erßätt ßäufig eine teicßt nacß x aufjutöfenbe Steigung, metcße bag SRajimum ober Minimum

ergiebt. Sieße j. 33. ÜRr. 2 b unb 26.

©ie Scßettbacßfcße SRetßobe läßt ficß aucß auf Stugbrücfe, melcße trigonometrifcße gunftionen

entßatten, anmenben; fieße ÜRr. 69, 92, 93, 94.

Qft gelingt eg burcß einfacße Umformung aug bem gunftiongmert einen fotcßen Stugbrucf

abzuleiten, baß man fofort erfennen fann, mann bag SRajimmn ober SRinimum eintritt. 33efonberg

micßtig ift bieg für trigonometrifcße Stugbrücfe, g. S3. sin a + cos a == M. 337an ßnbet teidßt

M=y 1-}-sin 2a. ©ag SJiapimum tritt ein für sin 2a = 1, b. ß. a = 45°, bag Minimum für

sin 2a — — 1, b. ß. a = 135°. Sieße ferner 97r. 17b, 33, 42, 47.

©ie Unterfucßung, ob ein ÜDlajimum ober SJfinimitm Oortiegt, geßt jmedmäßiger SBeife meift

ber Söfung ooran unb ift feßr ßäußg burcß 33etracßtung ber ©renjmerte ber p unterfucßenben guuf=

tion fofort erlebigt. Sft man jmeifetßaft, fo muß man bie Sfacßbarmerte ber gmuftion jj en

9D7apimat= ober SDMnimatmert berecßnen. ©ie g urt W Dn uimmt ju beiben Seiten bei äJfapntumg

ab, gu beibeu Seiten beg SJfinimumg zu. Stm beften Stuffcßtuß über bie § ra 9 e / Stfajünum

ober SRinimum oorßanben ift, giebt natiirticß bie grapßifcße ©arftettuug ber guuftiou.

SDtancßmat mirb eg oorfommen, baß bie nacß bem SRapimum ober SRinimum nur

ein üerßättnigmäßig unmefentticßer ©eit ber pßßfifalifcßen Stufgabe ift, fieße z- 83. Sftr. 65 unb 66.



^Derartige Stufgaben finb in ber 5ßf)t}fif eben nidjt Setöftpied inte bei ber 3)urdjnaf)meber bet)anbetten
£t)eorie in ber SDtatt)ematif. Sie tonnen in ber ^3t)t)fif bab)er ancT; nicf)t int gufammentfange betjanbeti
werben, finb aber oft bon praftifdfer SBebeutung.

Sa bie Strbeit einen gewiffen Umfang ni(f)t überfdfreiten bnrfte, mußten mehrere Söfungen
gebürgt ober überhauptweggetaffen werben.

Stufgabc 1. Stuf 2 parafteten (Seraben, beren Slbftanb gteid; a ift, befinbeit fiel) 2 fünfte
A unb B, wetdfe um Streite b bon einanber entfernt finb; wann ift ber Stbftanb beiber fünfte ein
ÜUtinimum, wenn A fict) mit ber ©efdjwinbigfeit V unb B mit ber (Sefdfwiubigfeitv bewegt?

Stufgabe 2. Stuf 2 fidj fentred;! fdfneibenben (Seraben bewegen fidj 2 Körper A unb B
nad) bem Sdfnittpunfte0 fjin mit ben (SefdjwinbigfeitenV unb v. Stnfangg ift AO = a, BO = b.
SBamt ift ber Stbftanb beiber Körper gteid) Z? SBann ift ber Stbftanb ein SJtiuimum? SSie grof;
ift bann bie Entfernung ber Körper?

ööfnug. a) AO = x; BO — yj AB = l — ]/x 2 + y 2 für ben galt beg SDtinimumg; bie
big batjin berftoffene Seit tjeijjt t. @g ift

x — a—Vt\ y — b — vt unb l — f/a 2 — 2aVt + F 2 t 2 + b 2 — 2bvtv 2 t2.
Sinn ift l ein Stimm um, Wenn t 2 (F 2 + +)— 2t(aVbv) = M b. tj. ein Stinimum wirb.

, aV+bv , i/~U , (aV+bv\* (aF+&+
f ~ F 2 + « 2 ^ V F 2 + o 2 "T" \F 2 + W F 2 + o 2

ift ber fteinfte SBert für ein reetteS t. gm altgemeinenentfpredfenbemfetben l jwei SBerte für t. gm
gälte beg SJtinimumg beg Stbftanbeg ift £ = eg giebt alfo nur einen SBert für t, ba bie SBurjet
gleidb) null Wirb. gatjtenbeifpiet: V = v = 5, a = 60, b — 30, t= 9, «= + 15, y — —15,
l = 21,15 ober a = 100, b = 75, F = 3, v = 4, t = 24, x = + 28, y = — 21, 1 = 35.

b) <2 (F 2 + « 2) — 2 t{aV-\-bv) = M wie borper, M fei jeboef) junädjft niept ber Stinimatwert.
gu beibeit (Seiten beg SDtinimuffl giebt eg je 2 entfpredjenbe SBerte für M. gebem t, < t entfpriept ein
t2 > t, für Weldjeg M unb fomit audj l benfetben Söert erhält. SDurdf (Steidjfejpng beiber SBerte für M
ergiebt fic£>: t 2 (F 2 + v 2) — 2tx («F + bv) = i 2 (F 2 + v 2) — 2f, («F+ bv), ober: (F 2 + v 2) (t 2 — t 2)
— 2 («F + bv) (tt — i2) = 0. Sibibiert man burd) t1 — 1, fo erpätt man: (F 2 + v 2) (<, + t 2)
— 2 (aV + bv) = 0. gür ben galt beg Stinimumg müffett beibe Söerte pfammenfatten, eg muff
t1 == t2 = t fein, ba nur einem SSert für t ein Stinimum entfpredfen fann. Sann ergiebt fief):

aV + bv

c) S3erec£)ne für bag gatitenbeifpietV = v = 5, a — 20, 5 = 10 für mögtidjftuiete SBerte üoit t
bag pgetjörige l unb jeidpie bie fic^ für l ergebenbe Kuroe, wenn bie geit atg Slbfciffe unb bie @nt=
fernung ber ißunfte atg Drbinate in ein Koorbinatenfpftem eingetragen wirb. Surdj bie graptjifc^e ®ar=
ftettung gewinnen Wir ein genaueg SSitb über bie Stbpängigteitber (Srö^e l bon ber Eröfje t. I ift eine
gunttion bon t • l — F(t).

t 0 1 2 3 4 5 6

l 22,36 15,8 10 7,07 10 15,8 22,36

Stufgabe 3. Söie bie borige; ber jweite Körper beginnt bie ^Bewegung nsec fpäter atg ber erfte.
Slufgabc 4. SBie Str. 2, nur A bewegt fid) auf 0 p, B entfernt ftcf) bon 0.
Stufgabe 5. SBie Str. 4. Ser jweite Körper beginnt feine Bewegung n sec fpäter atg ber erfte.
Stufgabe 6. Söie Str. 2; beibe Körper entfernen ficf) febodf bon 0. (Siebt eg ein SJtinimum

beg Stbftanbeg?
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Stufgnbc 7. SBie Str. 2, bie beibett fid) in 0 fdjtteibenben©eraben fteljen nidjt feufredjt auf
einanber, fonbern bitben ben SBinfet a miteinanber.

Slufgabc 8. SBie Str. 7, ber eine Körper beginnt feine Bewegung n sec fpäter at§ ber anbete-
Slufgnfie 9. 2Bie dir. 7; ber Körper A bemegt fid} auf 0 ju, B entfernt fid) tion 0.
Sufat). Söfe biefelbe Stufgabe für ben $atl, baff ber Körper B feine S3emegung n sec fpäter

als A beginnt.
Stufgabc 10. Stuf einem Streife 0 mit bem Babing r bemegt fid) ein ißünft A mit ber

©efcfjminbigfeit v. SBann ift ber Stbftanb tion einem beliebigen fünfte B ein SDfajnmumober
SJtinimum, luenn anfangs <C AOB = « ift ?

Stufgnbc 11. a) SBie Str. 10; ftatt <£ a ift aber AB = a unb OB = b gegeben, a !ann
beredjnet merben, ba aucf) r befannt ift.

b) SBie Str. 10; aber AB = a unb <C ABO = ß gegeben, a ift 31t berechnen.
c) SBie tiorper; OB = b unb <£; ABO — ß gegeben, a ift jit beregnen.
d) ©Benfo, aber a unb r ju beregnen au§ AB = a, OB = b unb •$: AB0 = -$c ß.
Slufgabe 12. a) SBie Str. 10, a ift jeboc^ nidjt gegeben, B liegt auf ber Tangente, bie in

ber StnfangStage tion A an beit Streik gebogen merben fann, AB = a gegeben, be§gteid)enr unb v.
b) SBie a, ftatt AB ift OB = b gegeben, aufjerbem r unb v.
Slufgabc 13. a) Stuf einem Streife 0 mit bem 9tabiu§ r bemegt fid) ein fßuntt A mit ber

©efdjminbigfeitv\ mann ift fein Stbftanb tion einer beliebigen ©eraben, bereu Stbftanb tiorn SJtitteh
punfte bes Streifet OB = ci ift, ein SJtapimum ober SOtinimum, menn «£; AOB = a gegeben ift?
b) -Z^AOB ift nidjt gegeben, ift aber 31t berechnenau§ r, OB = a, AC=b, BC = c, menn C
ein beliebiger ißunft ber ©eraben ift. c) -ZcAOB ift jit beredinen au§ r, OB = a, -Sc. OAG = ß
unb ■$£. OGB = y. d) SDeggteidjen ift <C AOB 31t berechnen au§ r, OB = a, <£ OGB = <C y,
■$:. ACO = d. Sufatj. Söfe biefetben Stufgaben für bett fjalt, ^afj ftatt ber abfötuten ©efd)minbig=
leit v bie SBintetgefdjminbigfeitgp gegeben ift.

Stufgabc 14. a) Stuf einem Greife 0 mit beut 9tabiu§ r bemegt fid) ein Sßunft A mit ber
©efdjminbigfeitv; mann ift fein Stbftanb tion einem ^meiten Streife K ein SJtapimnm ober Sliinimunt,
menn -Zc AOK = a gegeben ift? b) ©tatt u ift itodj AK = a uttb <£; OAK = ß gegeben.
c) ©tatt a ift nodj 0K = b unb AK = a gegeben, d) Statt a ift 0K= b unb -Zc. OAK = ß
gegeben. Sufat). Söfe biefetben Stufgaben für ben galt, bafs ftatt v bie SBinfetgefdjminbigfeit99
gegeben ift.

Stufgnbc 15. a) Stuf 2 foujentrifdjen Streifen 0 mit ben Stabien I? unb r bemegen fid) bie
fünfte A unb B mit ber ©efdjminbigfeit V uttb v. SBann ift itjr Stbftanb ein iOtapimum ober
Sltinimum, menn anfangs AOB = a ift? (a < 180°).

b) SBie a), a ift nidjt gegeben, fonbern B, r, AB, -Z^BAO uttb ABO.
c) ®ie fünfte bemegen fid) auf bemfetben Streife.
Slufgabc 16. SBietiiet ©tunben, SJiinuten unb ©etunben nadj 5 h 43 m 17 sec bitben bie

Seiger ber ll£)r jum erften SJtate einen SSinlet a mit einanber? SBann bedeit fid) bie S^9 er junt
erften SJtate (a ein SJtinintum),unb mann bitben fie guerft eine gerabe Sittie (a ein SJtajimunt)?
SBann ftefjen bie S ei9 er jnnt erften SOtate nadj biefer 3 e 'i fenfredjt auf einanber?

Söfung. Sltan benufse bie $tjatfad)e,baü ber SBinteftoeg gteicti bem $robnft au§ SBinteh
gefdiminbigfeit mat Seit ift. ®ie SBintetgefcbminbigfeit be§ großen 3etger§ ift 6^ 6 °6Q , bie be§ tieinen
SeigerS ift 12 biefe§ SBerteg.
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9CufgnDe 17. Stuf 2 fiif) reptwinfetig itt 0 fptteibenben ©trafen fann ftdj ein Körper mit

ber Eefdjwinbigfeit V bewegen, in bem übrigen Seit ber Ebene mit ber Etefpwiitbigfeit v. Ein

Körper bewegt fidj auf ber einen Straffe auf 0 p bi§ A itnb oon ba gerabtinig nadj bem fßunft B

ber anberen Straffe, bie Strede AB = l abfpneibenb, um fid; pierauf bon 0 p entfernen. Sßetpe

Sage mup AB = 1 paben, bamit mögticf)ft biet an ßeit unb SSeg gefpart wirb?

Siifung. a) OA = x, OB = y, l 2 = x 2 + U2- ift x + y — M b. p. ein SDtajimum, Wenn

mögti djft biet an Beit unb SBeg fpart Werben fott. x + ]/l 2 — x 2 — M ober x = ^5 + l/-^ M. •72 M! 72 M 2 /— '

9tun ntup fein y > — • f?öpften£ fann fein — = 4 , bann giebt M = ?]/2 ben galt be§ äJtajümump

unb eä ift x = y = y l ]/2 = y, b. p. OAB map ein gteipfpenftigeg ®reied fein, <C OUP = ■£; OBA
— a = 45°. b) Steinte OAB — a, fo ift x — l cosa, y = l sina, unb ber erfparte SBeg ift
x + H — l (si 11 a + cos a )- S'tun ift sin a + cos a — ]/l -j- sin 2 a, inie man burp Quabrieren ber
©teipung teipt einfiept. ®er tepte StuSbrud inirb ein SJtajimum für sin 2a = 1, b. p. 2a = 90°
ober a == 45°. c) ©eometrifp. SBann ift bei gegebener§ppotenufe eineg redjtwinftigen ®reied§ bie
Summe ber Satpeten ein SDtajnmum, ober mann ift bei gegebener ®iagonate ber Umfang eineg Steptedg
ein SDtajümum? ®te ®etermination ber Stufgabe: „Eilt reptminftigeg ®reied au§ ber fjippotenufeunb
ber Sfatpetenfumme p geicpiten" ergiebt teiept bie Söfttng. Bufap. Beige, bap e§ fiep utn ein SDtajimum
an Beit ; unb 2Begerfparni§panbett.

Stufgabe 18. SBie Str. 17, nur ift bie ©efpwinbigfeit auf ber erften Strape V l , auf ber

^weiten F 2 unb in beut übrigen ®eit ber Ebene, atfo auf AB, v.

Stufgabc 19. SBie Str. 17, OA unb OB fiepen nipt fenfrept aufeittanber, fonbent bitbeit

ben SS intet ß mit einanber.

Stufgnbc 20. SBie Str. 18, jeboep bitben OA unb OB beit SBinfet ß mit einanber.

Stuf gäbe 21. Ein fßuntt A pat bon einer (Seraben ben Slbftanb AB = a. Stuf ber E5e=

raben (Eifenbapn) bemegt man fiep mit ber ©efpwinbigfeit V, feitweirt? berfetben mit ber (Sefpwim

bigfeit v. SSo mup ein Steifenber bie 33aptt bertaffen, um mögtidjft fpnett nap A p gelangen?

Siifung. ®er gefupte Sßunft peipe C; BC = x. JD ttttb E feien 2 ißmifte ber ©erabett auf ber=
fdjiebenen Seiten bon C, toetpe eine berartige Sage paben, bap ber SBeg AD biefetbe Beit erforbert tote

DE -)- AE. E§ fei DB — x 1 ttnb EB = x.2l atfo DE — x l —- x 2. E§ ift AD = j/xß 2 -)- a 2 unb

A E = Y xß 2 + a 2. ®a nun bie Beit gteiip bent Quotienten au§ SBeg unb Eefcpioinbigfeit ift, fo ift:
~l/^ I d^ ~\/cc ^ 1 ct'^ oc cc
— = — h 1 v 8 ■ ®urcp ämeintaligeg Quabriereit fipafft man bie SBurjetn meg, bann
fapt man bie ©lieber mit gteidf popett Tötensen boit x l unb x.2 jufa'mmen unb bibibiert bttrd; (a-x — x.ß) 2.

E3 ergiebt fip — x2) 2 ■ y 4 + (xt + x2) 2 — 2 (2 a 2 -f- x L2 + a;22) == 0. f^ür ben gut! beS SOti=

nintum§ ber Beit ift = x 2 = x p fepen. x = + y=~ * Sft i- SS- v = ^ V, fo ift x = + a,

Slufgabc 22. SBte Str. 21, auf ber 93apn tofte bie S3eförbernng für bie @5ewipt§einpeit auf ber

Säitgeneiupeit p, auf einem guprtoerf feitmürts ber SBapn P ÜDtar!; too ift bie S3aptt p bertaffen, bamit ber

®ran§port big A mögtidjft bittig fei? Sepe itt bem fftefultat bon Str. 21 ftatt V P unb ftatt v p.

Slufgnfic 23. gemanb ift auf einem SSoote 3 km bout näpften fßunft be§ gerabtiuigen

Ufer§ entfernt. Er mit! einen fßunft begfetben, ber bon tepterem wieber 5 km entfernt ift, in fürjefter

Beit erreipen. SBentt er nun in ber Stunbe 4 km ruberu, bagegen 5 km gepen fann, wo mup
er bann tauben?

Siifung. SBenupe ba§ Stefuttat bon Str. 21. x = - , 3 ' 4 = 4 km, b. p. 1 km bom Biete
entfernt. F25 - te
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SlufgaBe 24. (©lementar fdjwierig gu löfen.) A unb B feien bie ©nbpunfte ettteg SDurdft

mefferS beS Greifes 0 mit bem PabiuS r. Stuf- ber Peripherie ift bie @efd)Winbigfeit eines Körpers F,

im Snnern beS KreifeS v. P3o mufs ein Punft, ber fidf anf bem Greife bon A nach B Bewegt, bie

Kreislinie berlaffen, um mögtidjft fdjnell nach B gu gelangen?

SlufgaBe 25. SBie Uir. 24, A unb B feien jebocf) Beliebige fünfte beS KreifeS, <c BOA = ß

gegeben.

Aufgabe 26. SIuS einem ct;ünbrifcf)en tpolgftamm benjenigen priSmatifchen Saiten auSgw

fdjneiben, melier bie größte relatioe geftigfeit 6efi|t.

Siifung. Söiän benfe fidj burct) Ben Stamm einen freisförmigen Ouerfcfinitt mit bem IKabinS r
fenfrecpt gur Sldife beS ©plittberS gelegt. gu ben Kreis fei eilt Beliebiges SRedjtecf mit ber ©runblinie a\
itnb ber tpöfje y1 eingezeichnet. gft bieg !Rec£)tecf bie ©runbfläcfje eines PriSmaS, fo ift bie relatioe geftig=
teit beSfelben F = f ■ x^y 2 , toorin f eine Konftante Bebeutet, bie BefonberS bon ber Sänge beS Stammes
unb ber CUüte beS ^olgeS abhängt. ©S ift x 2 + y 2 == 4»- 2 ober y 2 = 4r 2 — x 2. ®afjer ift
F = f{4r 2 x l — x^). @S laßt fidf ein gWeiteS SRecfjtecfmit ben Seiten x2 unb y 2 eingeidjnen, Welches
ein Prisma mit berfelBen geftigfeit giebt. Stöeife nac£), bafs ein gWeiteS berartigeS 9?ecf)teä ejiftieren muff!
geige übrigens auch, bah für x = 0 ober y — 0 bie geftigfeit ein ffliinimum loirb, unb bafi ein 9Jtaj,-i=
mum ejiftieren muff. gür ben gioeiten prigmatifc^enSatten ioirb F = f{4r 2x2 — x 2 ). ©S ift atfo
4r 2 ■ (x t — x 2) — (x^ — x2 ) = 0. ®ibibiert man bnrcf) x1 — x2 , fo ift 4r 2 — {x 2 + X\X2 + x2 ) = 0.
@S läfjt fiep bemnacf), trenn x t gegeben ift, x2 berechnen. Stelle F als gunftion Oou x graphifcf) bar!
®a nur einem eingigeit SBert boit x ein SBtajimum bon F entfpricfjt, fo ift für biefen gaß x1 =x. 2 = £
gu fe|en. I unb rj fotten bie Seiten beS SKedjtecfS fein, welfteS bie größte relatioe geftigfeit liefert.
4r 2 == 3| 2 ober 's, — ]/3. % ift mittlere Proportionale gn 2r unb r, tann alfo teic£)t gegeidjnet

tnerben. ®a y 2 — 4»- 2 — x 2 ift, ift auctj = 4r 2 — £2 = -®-r 2 ober 97 = r-1/6. x] ift mittlereö ö
4

Proportionale gu 2 r unb y r.

SlufgaBe 27. Siefelbe SIufgaBe für ben gaß gu löfen, bah ber Stamm fdjon ber Sänge

nadj mitten burdffägt ift, ber Duerfdjnitt ift ein IpalBfreiS.

Siifung. I = yr]/3, atfo halb fo grofj tnie borfjer, i\ = y j/6 tnie in 97r. 26. gtnei punfte
beS 9te<Bte(fS liegen auf ber Peripherie, bie beiben anbern anf bem SDurdfmefferbe§ KreifeS. Sie legten
beiben punfte begrengen y.

Slufgaüc 28. ®er iöuerfdfnitt eines Stammes fei ein Segment mit ber tpölfe h; es ift

barauS ein priSmatifcEjer Sailen mit maximaler geftigfeit fjergufteüen.

Söfung. ®ie ©runblinie eines beliebigen eingegei^neten fRed^tedfS ift x, bie £>öt)e y\ y liegt

auf ber Seime. ©S ift, trenn r ber DtabinS beS KreifeS ift, (A — x) ■ (2r — h x) — ■ ®ie geftig=
feit ift F — f ■ x • y 2 ober F — f ■ 4x(li — x) • (2 r — A + x). Se|terer 3InSbrucf fott ein SDtajimum
irerben. SBenn in biefem gatte bie ©runblinie beS DtedftecfS gleich I ift f° ergtebt fic£>

S i — Y.(r - h) + T ■ - 2rh + h 2 .

gür h — r trirb | = y tnie oben. @S mu^ A < r + y |/3 fein, für A > r + y f/3 bertjält fiel)

baS Segment tnie ein boller Kreis, unb eS ift § = y f/3 .

SlufgaBe 29. S)er QuerfcIinit^beS Stammes fei ein Stücf beS KreifeS, welches bon gwei

parallelen Sel)nen Begrengt wirb. S)er SIBftanb Beiber Sehnen ift B t ber SIBftanb ber größten Sef)ne

oom üKittelpunfte h unb r ber IftabiuS beS KreifeS. @S ift aus bem Stamme ein priSmatifdjer

Sailen bon maximaler geftigfeit hergufteden.
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2 1 /ßöfung. | = — — h + — "J/3r 2 + h 2 , toenn beibe (Seinen auf berfelbert Seite beg SDtitteU

fünftes liegen, jebocp £ pöcpfteng gteicp H, y = 2 ]/r 2 — ( h + £) 2- Siegen bie ©epnen auf berfcpiebenen

Seiten, fo erfepe Ii burcp — h. @g ift r\ größer ober gteicp ber fteinften ©epne.
Stufgabc 30. SBte fftr. 26, ber urfprüngtidje Querfcpnitt be§ ©tammeg fei aber eine ©ttipfe

mit ben Sldjfen a itnb 6; a > b.
ßöfung. ®ie fpöpe y beS eingejeicpneten Stecptecfg muff ber grofsen Stcpfe a parallel fein, bie

II ^ CC^
©teicpung ber ©ttipfe tautet atfo ~ = 1. ©inb tnieber £ unb t] bie ©eiten beS eingejeicpneten

StecptecfS, tt>elc£)e§ eine ntajimate geftigfeit ergiebt, fo finbet man afjntidE) mie bei Str. 26 £ = y ]/3 nnb

tj = "-]/6. B u f a fe- änbert fiep bag Stefuttat, trenn ber öuerfcpnitteine patbe ©ttipfe ift, bom

größten ober fteinften ®urcptneffer auf ber einen ©eite begrenzt?
Slufgobe 31. SSie fftr. 26; ber urfprüngtidje öuerfdjnitt fei parabotifdj, einem fRedjted mit

ben ©eiten a unb b einbefcprieBen. (Stacf) §oIjmütter, 3ngenieur=2Ratpematif.)

ßöfung. | = aunb = finb bie Seiten beS gefugten Stecptecfg.

Slufgobe 32. a) äöie 97r. 26, ber urfprüngtidje Querfcpnitt be§ Stammet ift aber ein gteidj=

feitigeg ®reied mit ber Seite a.

ßöfung. I = ^ (2 — 1/3); ^ = ^i ) = -ll/3-(«-§) = |(l + ~l/3).

b) ©benfo, nur ift ber urfprüngtidje Querfdjnitt ein gteidjfcpenftigeg ®reiecf mit ber @runb=
tinie a unb §öpe h.

c) ®e§gteicpen, jebocp ift ber urfprüngtidje Querfcpnitt ein redjttoinftigeg ®reied mit ber

§ljpotenufe c unb ber §öpe h ober mit ben Satpeten a unb b.
Slufgobe 33. ©in ©egetfcpiff tuirb bon einem SSinbe fortgetrieben, beffen ©efdjtoinbigfeit

V ift; toie grop ift bie ©efcpwinbigfeit v be§ ©djiffeS, toenit ba§ ©eget mit ber Pticptung be§ SBitibeS

einen SBinfet cp unb mit ber ülicptung be§ ©djiffeg einen SSinfet i\> bitbet? Baptenbeifpiet: F=4m,

cp = 70° 40', ip = 61° 15'.
ßöfung. Stit Söenupung beg ©apeg bom ißarattetogramm ber ©efcpminbigfeiten ergiebt fiep teiept

v — V • sin cp • sin ip — 3,309 m.

Bufap. ®er Sßittb bitbet mit ber ®ur§ricptung eines ©egetfdjiffeS ben SBinfet a; melden

SSinfet muff ba§ ©eget mit ber fRicptung be§ ©epiffeg bitben, bamit ba§ ©djiff mögtidjft fepnett bor=
roärtg fommt?

ßöfung. @g ergiebt fiep teiept, bap sin (a — ß) • sin ß = M b. p. ein SRajumuttt Iberben rnup;

bieg ift aber gteid) [cos ( a — 2/3) — cosa]. ®er tepte Slugbrucf toirb für a ■— 2/3 = 0 ein äftaju

mum, atfo /3 = ya; b. p. bag ©eget mup ben SBinfet patbieren, ben bie SBinbricptung mit ber 9tt(ptung

beg ©epiffeg bilbet.

Aufgabe 34. ®em Surs eine§ ©epiffeg toept ber SBinb gerabe entgegen. Unter metepem

SBinfet muff man im ßief^d fopten, um mögtidjft fepnett oorwärtS ju fommen, toenit bie fRidjtung

ber ©eget ben bont ©dpiff unb ber SBinbricptung gebitbeten SBinfet patbiert?
ßöfung. Sftan mup im 3idsnd fapren, fobap alte SBinfet 60° betragen. ®er SBeg big jum

Biet toirb baburd) oerboppett. Stumerfung. SJtan fann bie Stufgabe bapitt öerattgemeinern, bap ber

Sburg beg ©djiffeg unb bie Stidjtung beg SBinbeg ben SBinfet ß bitben fotteu. ©tet§ ergiebt fidp a — y ß.

Staip bem SBenben beg ©dpiffeg oertritt 4 E — ß bie ©teile bon ß, fo baff a' = * • (4 R — ß) ift.
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Ser P* ftetS ben Söirifel Oon 60°. ©eilte Sage Wirb beftimmt burdj bie ipalbierungSliniebe§
S35irtfel§ jwifcpn ber ßielridjtung unb ber Uticpung be§ prlomtnenben 2Binbe§. ©eine Sänge ift bei be=
liebig Inngen Bügen ftet§ 2 a ■ cos — (180° — ß) , Wo a ber gerabe SBeg jutn ßiele ift.

Aufgabe 35. Um A ift eine ftarre ©erabe AB = a brePar. Sin bem freien ©nbe ber=
felben ift ein genügenb langer gaben befeftigt, welcpr über bie fRode C gep unb burdj ein ©ewidjt P
gekannt wirb. SBann ift ba§ burdj P auf AB ausgeübte SrepngSmoment ein SDtinimumober
fDtajümu.m, wenn AC=~b ift?

Stufgabc 36. Übertragung medjanifcpr Strbeit burdj bie turbel. Ser Solben einer Sampf=
mafdjine, einer fßumpe ober bergl. wirft in ber fftidjtung BGA, längs Wetcbjer fidj bie Solbenftange
DC pn unb pr bewegt. Ser Srud, ben bie ©cpbftange CB gegen bett ßapfen B ber Surbet
BA ausübt, ift tu ber fRidjtung AC genommen gleidj bem Solbenbrud P, welcpr wäpenb eines
§ubeS fonftant gebaut werbe. 45 = r. 93ei welker (Stellung oott AB ift ber Srud am wirffamften?

ittufgabc 37. SBelpeS muff bie Steigung einer fdjiefen ©bene ooit gegebener Sänge fein,
bamit ein törper auf ip in ber fürjeftett 3 eü pruntergleitet?

Aufgabe 38. SßeldfeS mufj ber SteigungSWinfeleiner fdjiefen ©bene oon gegebener 23afiS
fein, bamit ein törper auf ip in ber fitrjeften 3 e 't prabgleitet?

ööfitttg. a) Sie S3afiS pip ber SteigungSWinfel «, bie $eit 0 Sie Sefdjleunigung ift
g . sin a. @§ ift — ■ sin a ■ t 2 ober t — 2 ■]/-— r—— ■ ©3 mufj alfo a = 45° fein, bamit iOOS u. 4 j (J . Bin cLCC
ein SJtinimum Wirb, b) ©od auf bie Reibung Stücffidjt genommen Werben unb ift ber SReibungSfoefpient
q — tg £, fo ift bie S3efc(jleunigung !/ ' > a Ü° wujj sin (a — s). cos « ein äRajimum Werben,

bamit t ein ÜDtinimum Wirb. Stitn täfjt fidj leidjt ableiten, bafj sin (a — s) • cos « = ~ • [sin(2 cc — e) — sin e]

ift. ©§ mufj alfo a — 45° -f- ~ e fein.

Stufgabe 39. ®§ follen mittelft einer fdjiefen ©bene (Steine bon einem fünfte A nadj irgenb
einem fßunfte B einer bertifalen SEBanb in ber fürjeften ßeit pnabgeroHt werben.

Söfung. ÜRenne ben Slbftanb beS fünftes A oon ber feften SBanb AC = b unb «p CAB = «,
fo ift bie Söfung wie in ber legten Stufgabe.

Slufgabe 40. ©in Körper (©djtitten) foH eine fdjiefe ©bene oon ber Säuge l pnablaufen
unb fidj bann wageredjt weiterbewegen.SBelcp Steigung mufj bie fdjiefe ©bene pben, bamit ber
Körper tnögtidEjft weit in ber tporijontalebene fortlaufe?

Söfung: sin ß = ]/y, a = 35,2645°

Aufgabe 41. SSie Str. 40, nur foll bie fReibuug auf ber fdjiefen ©bene SBerüdfidjtigung
finbett Ser ffteibuugSfoeffijientfei q = tg e .

Söfung: cos (2ar—e) = ~ cos s; j. 33. q = tg e = 0,04, « = 36°25'4" ober q = 0,36,
et = 45° 45'3 7".

3 u fat$. SBie weit rollt ber Körper in ber ^orijontalebene,wenn bort biefelbe 9teibuug wie
auf ber fdjiefen ©bene ftattfinbet? Sie gefuepe Sänge pip x, e§ ift 2g ■tg s ■x = 2gl ' ) • cos 2«,

alfo x =■ ^"in k' 008 K Q = 0,04 Wirb x = 9,09t; für q = 0,36 Wirb x = 0,63 1.

Slufgabe 42. ©in Körper üom ©ewicfjte P Werbe auf einer ^orijontalebeue fortgejogen mit
einer Sraft K, weldje mit ber fborpontatebene einen SBinlel « bilbet. Siefe traft pbe nur bie
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Reibung, bie P auf ber Unterlage üerurfadjt, p itberwinben. 33ci welchem SBinfel a roirb bie ßug=

Iraft ein SRinimum?

SBfung. 83on ber Kraft K bient bie Komponente K. cos a pr gortbewegung ber Saft, TT. sin a

wirft bem ®ewid;t»brud P entgegen. ®ie Reibung ift alfo .proportional (P — iPsina). ®er Reibung!-

Joeffigient fei q — tg s. E3 ift K cos a = q . (P— K sin a), alfo K — ^ a ^ s [n a ' ®<unit K ein
Sötinimum loirb, muft cos et -f- q sin a ober cos a -f- tg s sin a eilt SJtajimum Werben. Run ift cos a

COS ((X £^
-f- tg e . sin a == —, e§ muft balfer a — s = 0 ober a = s roerben, unt ben Sftajümalwert p

P e
erhalten; bann ift K = P . sin e = — ba§ SRinintum ber gugfraft. Sei gwhrmerfen auf fdftecfften

V 1 + o"'

(Straften ift q = lg e — 0,07; bie§ ergiebt s = 4°. golglidj ift bie gunftigfte Stiftung ber ßugftange

um 4° pr fjorijontaten 33af)n geneigt. Sufajj. S8enu|e bie <Sd)etIbad)fd)e SRetfjobe pr Ermittelung be§

SRa£imum3 öon cos a -f- q . sin cc.

Ruf gäbe 43. S3i§ p meiner §ö|e fteigt ein mit ber ®efc£)Winbigfeit c unter bem Sßinfel«

fdjief aufwärts geworfener Körper?

ßöfung. a) Rad) t ©efunben t)at ber Körper bie §ö^e y — c . sin a . t — ~ g& erreicht.

Rennte bie ©djellbacbfche SDtetfjobe, führe t l unb t2 ein, fo baft für biefe Reiten bie £öl)e benfetben SSert

erhält. E§ ift c. sin a. (t l —1 2)——1%) — 0 ober c.sina — i"fl'Cti + tj) — 0. ©e^e = t2 ,
/i giii /y 9141^ #Y

fo ift t = —^— bie pr Erreichung ber 9Rajimatf|öbe nötige Seit. ®i e gröftte §öbe ift bann y = — n •l g

b) E§ ift y = c sin a . t gt 2. ®er nacf) t ©efunben erreichte horizontale Rbftanb ift x = c .cos a.t.
, , ,

Eliminiere au3 beiben EleicEjungen t, fo \\t y — x ■ tg a —„ g - ¥-—— bie Eleidfung ber SBurfliitie.u C COS" cc

®ie§ ift eine ißarabel. Um bie Eleidjititg auf bie gornt ber ©cfieitelgteic^nng ber Parabel jtt bringen.

g 2 = 2 pn, fe^e x — ° s^° 2 a — § unb g — —j/ -f- - s ' n a • ®arau§ erfieftt man fofort, baft bie

gröftte ^öpe gbeief) 6 f,'" a unb ber horizontale ülbftanb in biefern gaße c S' n 2a f ef n mu ^. c ) ggeitn"U *9

bie gröftte ^öpe erreicht ift, ift bie ©efdiwinbigleit in ber Dtichtung ber t,'=91d;fe gleich nit d- ^ un i-ft biefe

Eefc£)toinbigleit v y = c . sin « — gt. Sft biefelbe nuß, fo ift t = c ' S('" a u. f. to.

Slufgabe 44. 93ei welkem Elebationäwinfel ift bie 3 e ü jur Erreichung ber SRapimalhöhe

ein SRapimum? u = 90°!

Aufgabe 45. SBanit ift bie lebenbige ^raft eines mit ber 5lnfang§gefd)minbig!eit c unter

bem ElebationSwinfel a geworfenen Körpers ein SRinimum?

SBfuttg. E§ ift v' 2 = v x2 + Vy2. Run ift v x — c. cos <*, alfo unöeränberlid), v v2 ift 0, Wenn

bie SDtajimalhöhe erreicht ift. ®ann ift bemnad) and) bie lebenbige ®raft ein HJtinimnm. ißraltifdje 93e=

beutung beim Ruffangen eines geworfenen EegenftanbeS.

Rufgabe 46. Unter weldjem SleoationSwinlel a muft ein Körper bei gegebener 2lnfatig§=

gefdfwinbigfeit c geworfen werben, bamit bie SBurfweite ein Riapimunt ift?
»• 1 CC^

Süfuttg. Um bie SBurfweite p erhalten, fe^e in ber Eleidhung ber SSurflinie y=xtga— -g- „ .^ c COS oc
> c* sin 2 cc <

bie §öhe y = 0; man erhält bie SBurfweite w = — Sft a = 45°, fo ift w ein SRapimum.

Ruf gäbe 47. ®iefelbe Rufgabe für ben p löfen, baft ba§ ©elänbe oon ber Rnfang§=

fteße be§ SBurfeg au gleidjmäftig anfteigt unb ben SBintel ß mit ber §orijontalebene bilbet.

fiöfung. £at ber ißunlt, in welchem bie fdjiefe Ebene oon einem unter beut EleüationSwinfel a

geworfenen Körper getroffen wirb, bie Koorbinaten x unb y, fo ift y — x tg ß = x tg a — „ , alfo«c cos cc

2
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, 2c 2 . cos 2 a 2 sin (a—ß) . cos a. c 2 ~ .. .. m c. .. . ™ . . . <
a; = (tg « — tg ß) ■ = J—?, Samit nun bte SBurfweite ein SHajtmuntnitro,

^ ° ° r/ g g. cos p
muff 2 sin (a — ß). cos a — M [ein. üftutt i[t 2 sin (a — ß). cos a — sin (2 a — j3) — sin ß. mufl

aI[o 2 a — ß = 90° ober a = 45° -|- y (3 [ein.

ßu[a^. Slm guffe eines 33erge§, ber unter bem SBinfet ß an[teigt, [oft eine Kanone ben
93erg hinauf abgefeuert werben. SBie mitfj man ben Sauf richten, um einen mögticfjft [erneu fßunft
be§ S9erge§ ju treffen? SBeifpiel: ß = 10°. Unter welchem SBinfet muffte bie ®uget abgesoffen
werben, um einen in ber fcfjiefen Ebene um bie «Streife w entfernten fßunft ju treffen?

Aufgabe 48. SBie Str. 47, jebodE) [oft ba§ Efetänbe ficf) neigen nnb ben SBinfet ß mit ber
fpori^ontatebenebifben. Srfe|e + ß burcf) — ß.

Slufgnbc 49. Unter welchem EtebationSWinfetmufj eilt Körper mit ber §tnfang§gefd)Wiubig=
feit c geworfen werben, bamit eine um Strecfe a entfernte oertifafe SBanb mögticEjft I;ocf> getroffen werbe?

»» C2ßöfung. tang u

Stufgabe 50. 33etm fßrüfen einer geuerfpri&e geigte fid), baff fie ben fenfredjt auffteigenben
Straft h ÜDteter fiod) treiben fann. Stuf wetctjen fßunft einer a SDteter entfernten SBaitb muff man
jieten, um mit biefer Sprite einen mögtidjft fjo^en fßunft ju treffen?

27?
ßöfung. SBie Str. 49; c 2 = 2 gli, atfo tang a = — •

Stufgabe 51. SBie groff ift beim goucauttfdjen fßenbetberfud)unter ber geograpbifdjenS3reite
cp bie Stbtenfung in einer Staube? S3eifpiet: cp = 51°22'. ßufa|. SBo auf ber ©rboberfläcfje ift
bie SIbtenfung ein ÜDtinimum?

Slufgobe 52. SBo auf ber Erboberftödje ift ba§ Eewidjt eines SörperS ein SDtajimum, wo
ein üDtinimum, wenn man bie Erbe als Suget mit bem StabiuS r = 6370 km anfielt? SBie grofi
ift bie burd) bie 3tbnat)me ber Sentrifugatfraft f)eröorgerufeneßunabme eines fiörperS an Efewidjt,
wenn berfetbe oom Stquator nad) einem Drte mit ber geograpbifdjen breite cp gebraut wirb? ®er
Körper bat, an einem ber f]Sole gewogen, baS E>ewid)t 1000 kg.

Slufgnbc 58. SSon wetdjer §öf)e mufj eine oottfommen etaftifdje ®uget auf ben S3oben
fallen, bamit fie einen beftimmten fßunft ihrer erften SSatjn, ber um h über bem S3oben liegt, in ber
fürjeften $eit wieber erreicht?

ßöfung. x = y ]i-
Stufgabe 54. Sin öoßfommen etaftifdjer Körper, welker bie bertifate Streife h burd)faßen

f)at, wirb bon einer um a° gegen bie §orijontatebenegeneigten fdqiefen Ebene fo jnrücfgeworfen, bafj
er eine parabotifdje SBurftinie befc^reibt. SBetdje Steigung mufj bie fdjiefe Ebene Reiben, bamit ber
Körper, wenn er juerft wieber bie Ebene trifft, eine möglicfjft grofje bjorigontale Entfernungbon ber
urfprünglicfjett gaflritfüung bat?

ßöfung. ®er Körper ertangt buret) ben galt bie Eefdjwinbigfeit c = ]/2gh nnb Wirb fo
jurüdgeWarfen, bab ber ©tebationSWinfet 90° — 2 a ift. Stun ift bie fogenannte fdjiefe SBurfweite bei

bem Etebation§Winfet a nnb bem 9teigung§Winfet ß gleich TU = 2c ' °°^ a > a ^f° ^ er b 01 ^ 0 » 1

täte SIbftanb x = —— c °^ a cosV" ^ f" r 01 90 ° — 2a un ^ f" r ß 01 P f eb ei U ^ ann ift
2 c 2 sin 2 oc

x — b. b- x ift für a = 45° ein Skajümum. ®ie fdjiefe SBurfweite fetbft Wäre natürlich für

a = 90° möglid)ft grofj gewefen.
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Slufgitöc 55. ©eraber jentraler ©top unetaftijc^er Körper. ®ie ©topricptung fallt mit ber

a3 emegungSricptung jufamtnen unb gel)t bttrcp bie ©cpmerpunfte. ©in Körper mit ber DJlaffe M uttb

ber ©efcpminbigfeit C trifft auf einen in berfelben ßlicptung fid) bemegenben Körper mit ber SJiaffe m

unb ber ©efdjminbigfeit c. ®ie gemeinfante ©efcpminbigfeit beiber Körper mirb v = ^+2° '

Sßie grop mup c = x bei gegebenen Söerten für M, m unb C fein, bamit ber ßumacpS an lebenbiger

Kraft beim jmeiten Körper ein ÜDiajimum mirb?
ßöfung. ®er .gumacpS beS jmeiten Körpers an lebenbigerKraft ift

1 „ 1 2 1 HMC + mxy 2"|= (M + m)i - *J-
@S mup (MC + mxf — (M + mfx 2 ein fOlajimttm merbett. Sßacp ber ©cEjetXBacbjfdEien SCRetfjobe
erpalt man leicpt x = • SP m = M, fo ift x = bie gefnc£)te ©efcpminbigfeit. SSJeife
an einem SBeifpiel nacb, bap es fiep um ein 50iajimum banbelt. gür M = m ift ber BumacpS für

x = -i- C gleich 0,167 • mC 2 , für x = 0 ift er 0,125 mC 2 , für i = |c ift er 0,156mC 2 , für

x = y G 0,125 mC' 1. gür ben Saß, bap C=c ober bap c = — C ift, finbet feine Übertragung
ftatt. SP c> C ober ift c< — C, fo finbet beim jmeiten Körper fogar ein Serluft an lebenbiger
Kraft ftatt. gür -— C < c < + C finbet ein ßumacpSftatt, babei mup für ein beftimmteS c jmifcpett
biefen ©renken ber gttmacpS ein ÜJtajimum fein. SP M nicpt gleich m , f° P^bet beim jmeiten Körper
nur ButoacpS an lebenbigerKraft ftatt jmifcpen ben ©renjett —— < c < -+- G.

SlufgaBc 56. ©eraber zentraler ©top öoßfontmen elaftifcper Körper, fonft mie 9ir. 55.

Söfuitg. Sßad) bent ©top ift bie ©efchminbigleit beS erften Körpers V = C — 2 "^-^1 m ^ ,

bie beS jmeiten v = c + 2 C) = ^ °^+m ~ ^ c = x - ® ie Bunapme ber leben«

bigen Kraft beS jmeiten Körpers ift y m (y 2 — %2). ®aper mup

[2 MC — x {M — m)] 2 — (M -J- mf • x 2

ein ÜJiajnmummerben. ßtacp ber ©cpeßbacpfcpen SDfetfjobe ergiebt fiel) für biefen goß leicht x — — — y^-- •
SP j. SB. M — m, fo ift x = 0. SBenn namli^ ber jmeite Körper anfangs in ßtupe ift, fo erhält er
nach bent ©tope bie ganje lebenbige Kraft beS erften Körpers, ba beffen ©efcpminbigleit nuß mirb unb
bei bem ©top elaftifcher Körper befattntlicE) fein Serluft att lebenbiger Kraft eintritt. SDarauS erpeßt
fofort, bap eS fidj um einen SDtajimalmert tjanbelt. güpre biefen ßtachmeis aber anperbem noch ent=
fpredienb mie in Str. 55.

Slufgabc 57. ÜJiapimalleiftvmg eines unterfd£)Iä(f)tigert SBafferrabeS. ©ine SBaffermaffe M

fliept mit einer ©efcfjmirtbigfeit V gegen bie ©Räufeln eines unterfcf)tä(f)tigen SBafferrabeS. ®ie llm=

fangSgefcpminbigfeit ber 9iabfcpanfeln fei v. S3ei metepem SerpältniS jmifdjen V unb v mirb bie

Slrbeit ein SRajimum?
Söfung. ®ie Slrbeit ift gleid) bent ißrobuft aus Kraft mal 2Beg. Sft bie ©efchminbigleit beS

IRabeS nuß, fo ift auch bie Slrbeit nuß. SP v = V, b. h- beroegt fiep baS ßtab mit berfelben ©efipmim
bigfeit mie baS SBaffer, fo ift ber auf bie ©cpaufeltt ausgeübte ®rucf unb alfo attep bie Slrbeit gleid) nuß.
®ajmifd)ettmup ein befonberS günftigeSSerpältttiS jioifcpeit v unb V oorpanben fein. ®er ®rttd beS
fliepenbett SBafferS ift proportional ber SBaffermaffe M unb ber Siperenj V — v, ber SBeg ber 3tab=
fdjattfeln in einer ©efnttbe ift v. ®ie Slrbeit beS SBafferS in einer ©efnttbe ift alfo A — 7c • M (V—v)-v,
mo 1c eine Konftante ift. v= ~V ift berfenige SBert, für melcpett bie SlrbeitSleiftung beS SBafferS ein
SRajirnnmmirb.

2*



— 12 —

Bufatj. Sit ber 9?äfje beS SJtapmumS ober üülinimumS ättbert ficb eilte gunftion nur tangfam;
9lacbmeiS burcb bie grappifcEje Sarftettung üon A atS gmnftioit üon v.

Stufgabc 58. Sßann ift baS Trägheitsmoment einer ©eraben AB = l ein SDUmnutnt, wenn
b ie Stei fe 0 bie ©erabe redjtminfetig freujt nnb üon berfelben ben fürje[ten Stbfianb OC = a l)«t?

Siifuttg. BG [ei gleicf) b, [o ift baS Trägheitsmoment T = -Y- -f- M ■ [(y -j- bj + ft2],

loenn M bie -Blaffe ber (Jfpben ift. T ift ein SJänimum für b = —- 2-, b. I). C muff mit ber Stätte
üon AB pfammenfatten.

Aufgabe 59. Sßann wirb baS Trägheitsmomenteines 9RecE)teiJ§ üon gegebenem Snfjalt J
ein Stiajimum ober ÜJiinimum,wenn bie TreljungSachfe auf ber ©bene beS fRec£)tecES im ©djWerpunft
fenlredjt ftetjt?

M
Sofung. Sie Seiten fotten a unb b, bie Sättaffe M heilen. ©S ift T = 15j(a 2 + b 2). SJiait

finbet leidet, bah bei gegebenemInhalt J = ab T ein SJiinimum mirb für a — b = ]/j unb ein
M

Sttajimum für a = 0 unb b — oo ober a = oo unb b = 0. @S ift au et) T = — cl2 , menn d bie
Siagonate ift. IDlait tann bie Söfung atfo aucE) prüdfütjren auf bie geometrifcEje Stufgabe: SEBann ift bei
gegebenem ^ntjalt eines IRecfitecfS bie Siagonate ein SJänimum ? @S ift d 2 = a 2 + b 2 unb J = ab,
atfo 2a = ]/d 2 + 2J + Yd 2 — 2J, b. !)• d 2 E>2J", menn a reell bleiben fott. d 2 = 2J ergiebt ben
tteinften SBert üon d. Samt ift a — b. 3ufa|. Sei einem redjtwinfeligen SßaraHelepipeb mit ben
ffanten a, b unb c ift, menn bie Stdjfe parallel mit c burd) ben ©djroerpunlt geht, ebenfalls
T = (a 2 + b 2) , atfo eiu SJänintum für a = b, metttt c fonftant fein fott.

Stufgabc 60. SBann ift baS Trägheitsmomenteines rechtminfetigenSreiecfS bei gegebenem
Snfjalt ein ÜMttimum, wenn bie Stdjfe fenfredft pr ©bette beSfetben ftefjt unb burd) ben ©cljwerpunlt
ober ben ©djeitel beS rechten SßinfelS ober bie Stätte ber £>tjpotenufe geht?

Siifung. Sie ©attjeten müffen gteich fein.
Stufgabe 61. Tie entfpredjenbe Slufgabe für ein gleidjfdjenfligeSTreiecf p töfen.
Siifung. Sie ©runbtinieheifie a , bie ©djenletfeiteZ>, bie §öfje pr ©runbtinie h. ©s ift

J = <Y gegeben. A) Sie Stdjfe geht burch ben ©chWerpunft.©S ift T = M ■ 26 a = M ■

gür a = unb h = ~ — Y J • Y 3 Wirb T ein aiänimum. Sann ift baS Sreied gteirf»feitig.

B) Sie Stchfe geht burd) bie @pi|e. T = M ■ (^ + y) = ~ (a 2 + 127t 2). Sei gegebenem
gnhatt ift T ein SDtinimum für a = 2 ]// • ]/3 unb h = ]/j r : )/3 .

0) Sie Stchfe geht burd) bie Stätte ber ©runbtinie. ©S ift T = M = y ^ -f- 7t2) • $ür

einen gegebenen gntjatt mirb T eitt Stänimum, menn a = 2 ]// unb h = f/J 1 = y a ift.
Stufgabc 62. SBann ift baS polare Trägheitsmomentber ©Itipfe mit beut Sufjatt J ein

SJiinimum?

Siifung. T = y • (a2 + b 2) , menn a unb b bie grope unb fteine St^fe ber ©Hipfe finb.
J = ahn. T mirb ein ÜJänimum für a = b; bann mirb aus ber ©ttipfe ein ®reiS.

Stufgabc 63. SBenn man in ber üertifaten ©eitenwanb eines mit f^tüffigfeit gefüllten ©e=
fä^eS, wetdfeS auf einer hotipntaten ©bene ftefjt, in üerfcfiiebenen ^öpen Öffnungenanbringt unb
baS ©efäfs immer ganj mit gtüffigfeitgefüllt erhält, fo [teilt jeber glüffigfeitSftraf)! eine fßarabel bar.
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SBelcfjer ©trat)! fliegt mit bei: größten @efd)tüinbigfeit au§? SCßetcfjer erjielt bie gröfjte Sprungweite

auf ber horizontalen ©bene?

Söfuttg. Sie SluSflufjgefchtoinbigfeitift fo groff, al§ Wenn ber Stbftanb üorn Slioeau ber glüffig*
feit bi§ jur Öffnung burdjfallen märe. Unten ift biefetbe atfo ant größten. Sie Sprungweite ift jebocf)
für eine Öffnung ganj unten ober oben ein äRinimum. Sie §öf)e ber gtüffigleit fei Ii, ber Slbftanb ber
Öffnung üon ber ^orijontalebene x, bom Stiüeau y\ bie SluSflufjgefdjwinbigfeit ift bann v = Y2gy.

• • 1 T / 2 CO
Sft t bie Beit gut ©rreid)ung ber ^orijontatebene, fo ift x = 2 gr unb t—y -■ Sie Sprung;

meite ift vt = 2]/xy. Sa x + y = h ift, fo ift xy ein ÜDtajimum, toeitn x = y = — Ii ift. ©rridjtet
u

man über ber bertifalen ©eitenlinie einen §albfrei§, fo ift ]/xy gteid) ber auf ber Seitenlinie fenfredjten
Selfne. Siefetbe ift ein SJtajimum, menit x = y= * A ift.

Aufgabe 64-. Sföie fJtr. 63, jeboc^ ftefjt ba§ ©efäfj am g u B e e i ner aufteigeubeu fdjiefen

©bene mit bem 97eigung§winlel ß ober am fftanbe einer horizontalen ©bene unb einer abfattenbeu

©bene mit bemfelben 97eigung§roinfel.

9lnfgabc 65. a) ©ine Sorricettifche 9töt)re üon 1 m Sänge werbe bi§ ju einer tpötje
v = 50 cm mit iQuedfilber gefüllt nnb bann mit bem offenen ©nbe 2 cm tief in Quecffilber getauefit.

®a§ ©efäfj, in welkem fid) ba3 festere befinbet, fei fo Weit, baff bie fftiüeauüeränberung, bie ba§

au§ ber 9töf)re au§flieffenbe öuedfilber üerurfacht, in ber fRed)nung üernadjläffigt werben fann. SBie

groff ift bie 2ln§bef)nung ber Suft, welche urfprüngtief» v = 50 cm ber fftöfjre einnahm, bei einem

änderen 33arometerftanb oon 76 cm?

Söfung. Sie 2tu§be^nungfei gleich x cm. Stadl beut SRariottefchen @efe| ift
76 ■ 50 = [76 — (98 — 50 — »)] • (50 + x).

Sllfo ift x — 23,6. Stad)Wei£> burd) ba§ ©jperiment.

b) Sie 2lu§bef)nung x = 23,6 cm ift gegeben. S3ered)ne bie anfängliche Sänge v ber Suftfäule.

ööfung. v : (y + x) = [76 — (98 — v — »)] : 76. Sllfo v = 49 •—»+]/49 2 —98a;+22».
gür x = 23,6 ergiebt fid) v 1 = 50 cm unb v2 = 0,8 cm.

c) SBann ift bie 2ln§bef)nung ein SJtajimum? @3 muff 49 2 — 98» + 22» = 0, b. h-
x — 31,6 cm unb v = 17,4 cm fein.

Bufafj. Söfe biefelbe Stufgabe für eine 77 cm lange fftöffre, bie nur 1 cm tief eingetaudjt

Wirb. ©§ ift bann v : (v + x) = (v + x) : 76. ©teile x al§ f(v) grapl^ifcf) bar. @3 ift v 2 + 2vx

+ x2 = 76u, alfo v = 38 — x + ]/38 2 — 76» unb 38 2 — 76» = 0, ober x = 19 unb v = 19

für ben gall be§ 3Raj:imum§ ber 2lu§bef)nung.

d) SBanit ift, Wenn v Wieber bie urfprünglidje §öt)e ber abgefc£)loffenen Suftfäule unb x bie

2lu§bel)nung bejeiclinet, für eine 77 cm lange fRöf)re, bie 1 cm tief eingetaudjt ift, x == v ober ^ v
13 2 1

ober — v ober v ober -r-v ober --vt Slntwort. »==19 ober 33,78 ober 42,75 ober 24,82 obero 4 3 4 iii

27,36 ober 48,64.

Utufgabc 66. ©in Körper bewegt fid) mit ber fonftanten ©efdjwinbigfeit v auf bem llm=

fange einel Äreife§ 0 mit bem fftabiu§ r. SBie erfc^eint bie Bewegung üon einem fe^r Weit ent=

fernten fßunft P ber ©bene be§ Sreife§ au§ betrachtet? SBann ift üon P au§ betrachtet bie

©efd)Winbigfeit ein SOtajimum ober SRininutm? SBie grojf erfcheint bie 83efd)lenuigung? Bewegung

ber ©onnenflede, wenn bie ©rbe fieb) in ber ©bene be§ ©onuenäquator§ befinbet.



Stufgohc 67. freier gatl eineg Körpers in einem burcE) ben ©rbmittetpunft getjenben engen
Sanol. Tie ©rbmaffe wirb atg homogen üorau§gefe|t. Söann ift bie ©efdjwinbigfeit ein SDiajiitnum
ober äJtinimum?

Aufgabe 68. fpatlftröm Ejat bie 2(ugbef)nitngbeg SBafferg bei Temperatureninnerhalb 0,8
uitb 32,5 ©rab ©etfiug bitrdj 64 Sterfudje beftimmt unb fotgenbe gönnet gefunben:

s = l + 0,0000529 391— 0,00000653221 2 + 0,00000001445 f»,
worin s bag fpe^ififche ©ewicf)t unb t bie Temperatur beg Söafferg Bejeidjnet.SBanit ift bie Tid)tig=
teit beg SBafferg ein SJiapimum?

Säfuitg. SSir fe|en s = 1 + at — ßt 2 + yt s unb führen tt uitb t2 in befannter SBeife ein,
fobafi beibe bagfetbe s ergeben. Tann ift a • (fj— t2) — ß (t, 2 — 2̂2) -f- y (^, s — <23) = 0. Tiüibiert
man bttrd) fo ift « — ß (tt —- Q + y (f/ + t2 + i22) == 0. gür ben gatt beg aitagimum g

ber Tidjte ift t l = t2 = t ju fe|en. Tattn ift « — Ißt -)- 3y< 8 = 0 ober t = + "|/-— 9 ^ " r •
gür bag obere SSoräeidjen ber QuabratWurjet erbjält man burcp (Sinfe^eit ber SBerte bie Temperatur
t = 4,108 ©rab ©etfiug, bei wetdjer bag SSaffer bie größte Tidjtigfeit !^at.

ütufgafic 69. ßwei ißunfte A unb B, bereit ©ntfernung gleicf» 2 a ift, haben eine ßabttng
üo n je + e ©outomb. Stuf ber Söiittetfenfredjten, bie auf AB erridjtet ift, finb bie fßunfte X unb
Y ju beftiminen, wo bie abftofjenbe Sraft Beiber ©leftricitätgmengen auf bie pofitioe ©infjeit ein
SDiajimitm ift.

Söfung. Stuf einen ißuitft im Itnenblichen (+ 00 uitb — oo) üben bie ißuufte feilte aBftohenbe
Sraft aug, ebenfo nic£)t auf C, bie SDtitte üon AB, ba beibe Srüfte ftcf» bort gegenfeitig aufheben. Tag
eine Sttajimum liegt atfo gwifdien C unb + oo, bag anbere -püifdjen C unb — oo. ©in beliebiger
ißmtft P ber SJtittetfenfredjteu habe üon A ober B bie ©ntfemmtg r, eg fei <)£ PAB = « = PBA.6 6 COS^ CC
9tun übt A fowoht wie B auf P, wenn bort bie pofitiüe ©infjeit ift, bie Sthftofmng — — — aug.

C CO Ci € COS^ C£ mTiefe Sräfte fanu man in bie Somponenten—.. -cos« unb — 2—sin« jertegen. Tie erftereu h ehen
a a 2ecos 2a

fitf) auf, bie teueren üerftärfen ficf), unb P erteibet bie ©efamtaBftofsung K =——sin«. gür ben
goß beg SJtajimumg muh cos 2 « sin« ober sin« —sin s a mögtichft grofi fein. SBcttn für «, ttub « 2
K benfetben SSert fmt, fo ift (sin«!—sina 2).— (sin 3 «! — sin 3 «;,) = 0 ober

2 sin K' 2 - cos ^ • [1 — (sin 2 a, -f- sin aj sin a 2 + sin 2 a 2)] = 0.

SKatt biütbiere bur^ 2-sin—6e|t man «j = « 2 = «, fo ift entWeber cos« = 0 b. h- « = + 90°,

ober 3 sin 2 a = 1 atfo sin« = + "j/ ^ • Tie beiben erfteit gäße ergeben bag Sötinimum, bie beiben
te|ten StBerte bag SKajimum ber Stbftohung, Wenn man bie Stiftung ber Seweguitg nicht betrachtet.

Stnatptifch fteßen « = + 90° unb sin« = •—l/y ein ÜDtinimum, « = — 90° uitb sina = + j/y

ein S0?ajimum bar. Sonftruiere « geometrifcp, Wenn sin « = f/ y ift-

Stufgafie 70. 4 fßunfte, welche bie ©den eine§ Quabratg hitben, finb gteid) ftarf eteftrifd)
getaben. Söann ift bie Stbftohung auf bie gleichnamigeeteftrifdie ©intjeit ein ÜJiapiinunt, wenn fidj
biefethe auf einer ©eraben Bewegt, bie im @d)nittpunft ber Tiagonaten auf ber ©Bene beg Quabratg
fenfredjt fte^t?

Stufgahe 71. ©in bünner Sreigring ift eteftrifd) getaben; wann ift bie StBftofjung auf bie
gleichnamige©intjeit ein ÜDiapimum, wenn fidj letztere auf einer ©eraben Bewegt, bie im üftittetpunfte
beg Sreifeg auf ber ©Bene begfetBen fenfredht ficht?
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SlufgoBc 72. a) Söfe bie Aufgabe 69 für ben $aH, -d- unb E ber @i| einer Kraft ifi,
bie auf einen ißmtft ber ittelfenfreckten nicbjt umgefefjrt proportional bem öuabrat ber Entfernung,
fonbern einfad) umgefetjrt proportional ber Entfernung abftohenb toirft.

b) SDeSgleidjen für ben gall, bafs A unb B ber ©ii) gleicher Gräfte ift, toeld)e auf einen
ißunlt ber Ü0tittelfenlred)tenumgelefjrt proportional ber 3. ißotenj ber Entfernung afiftofsenb toirfen.

c) (Siebt e§ ein SJtagimum ober SDiinimum,toenn bie Kräfte in A unb B auf einen ißunft
ber SäJiittelfenfredjten bireft proportional ber Entfernung toirfen (j. 33. elaftifcfje Kräfte)?

Slufgafic 73. Sluf einer (Seraben befinben fid) bie fünfte A unb B in ber Entfernung d,

A hat eine Sabuitg E, B e. Sn toelcfjem ißunft ber (Seraben ift bie SBirfung beiber Eleftricität3=
inengen auf bie pofitiüe Einheit a) null; b) ein SJiajimutn ober äJlinimum? [E itub e fönuen
gleic£;e§ ober entgegengefe|te§ Reichen haben b. I). gleid)e ober oerfdjiebeneEleftricitätSarten bebeuten.]

öiifung. a) Stach bem EoulombfdjenEefe|e ergiebt fic§ für einen ißunft jtoifdjen A unb B

= , e a , für einen ifßunlt ber Verlängerung ~ = 7——, toenn E unb e bie abfoluten SBertex (a x) x [x a) ttt > _

ber Sabungen finb unb x ber Slbftanb beS fünftes tion A ift. ES ift x = ^ _- + j-,-_ e VEc.

Es fei E > e. (Sittb beibe EleftricitätSarten gleich, fo gieBt es nur eilten ißunlt jtuifcfjett A unb B,

tu eich er ber gefud)ten Vebingitng genügt, alfo hat nur baS untere 3 e ic£)ert Vebeutung; finb bagegen bie

EleftricitätSarten tierfdjieben, fo liegt ber ißunft auf ber Verlängerung tion AB über JB hinaus, alfo ift

nur baS obere Seidjen p nehmen. Veifpiel 1) d = 7,5 cm, E = -j- 20 Eoulomb, e = + 5 Eoulomb,

x = 5 cm. 2) d — 75 cm, E = 20 Eoulomb pofititier Eleftricität, e — 5 Eoulomb negatitier E(eftri=

cität, x = 15 cm.
b) Stimm A als Koorbinatenanfang, bie (Serabe AJB als SIbfciffenadjfe ttnb jeidjite für jebeu

ißunft ber (Seraben bie tion beibeit Sabungen IjerrührenbeKrafttoirfung als Drbinate unb jtoar für bie
beiben in a) gegebeneu gafjlenbeifpiele. Erfolgt bie Vetoegung infolge ber (Sefamttüirfungnach rechts,
fo fei bie (Sefamtfraft pofititi; erfolgt biefelbe nach linfS, fo ift fie negatiti p nel)men. SluS ber
Vetradjtung ber erhaltenen Kurilen geht fjeröor, bah für ben galt, bafj E unb e gleichnamig finb, feilt
5Dta$imum ober SDtinimum im eigentlichen (Sinne egiftiert. Sft x — 0 ober x — d, fo ift bie Kraft«
toirfung + 00 • £>at ober A bie Sabung tion E Eoulomb pofititier unb JB e Eoulomb negatitier Eleftri«
cität, fo änbert fid) bie Kraftloirfung auf bie pofititie Einheit stoifd)en A unb JB fo, baff fie iit A -j- 00
ift, bann abnimmt, hierauf luieber toädjft unb iit JB toieber + ao ift. ES muh alfo püfdjen A unb B
ein SDtinimum egiftieren. Stuf ber Verlängerung tion AB über B l)inauS ift bie SSirfuttg juerft — oo

b. I)- auf B p gerichtet, bei x = J E d_ • ]/Ee ift fie null, bann toädjft fie unb ift im
Unenbtidjen toieber null; eS muh alfo auf ber Verlängerung ein SDtagimumegiftieren. gür einen Sßunft
pifdjen A unb B toirfen beibe Kräfte in gleichem ©iitne, A flöht bie pofititie Einheit ab, B pfjt fie ait.
JjJ ß

+ (ä — xy e*n ^i n i mu,lt toerbeit, toenn x ber Slbftanb beS ißunfteS tion A ift. Stadj ber

©djellbadjfchen SD?etl)obe ergiebt fid) teidjt

— 2 E . 2e ^ , d—x pe ... d VE

+ (d-xy - 0 ober ^ --pW;. atf0 pM + pr'

Sft J. V. E = 8e, fo ift x — ober ift toie oben d — 7,5, E — 20, e — 5, fo ift x = 4,497.
Sür einen ißunft ber Verlängerung tion AB über B hinaus toirfen bie tion A unb B auSgeljenben
Kräfte im entgegengefe|ten©intte auf bie pofititie Einheit. —e~~jV„ muh ei« äftagimum toerben.

r.i i\/~w x

üJtan erljält leidjt x = -j—— ö— • Sft l- E= 8c, fo ift je|t tu = 2a; ober ift d = 7,5,yjE — y e
E= 20, e = 5, fo ift x = 20,277.

gufaf). SBie toürbe fid) bie le^te Slufgahe änbern, toenn bie Eleftricität nicht um gelehrt
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proportional bem Quabrat ber Entfernung, fonbern einfach umgefeljrt proportional ber Entfernung

ober untgefeijrt proportional ber 3. ißotenj ber Entfernung toirfen würbe?

Aufgabe 74-. gwei fünfte A unb B, beren Entfernung gteicf; d ift, befi^en bie Sabung E

bejw. e pofitibe'r Eleftricität; in weldjetn ipunlt ber ©eraben AB ift ba§ Potential ein SJtinimum?

ßöfuttg. 2)aS Potential eines ipunfteS in Vejug auf einen anbereit mit ber EleltricitätSmenge E

ift —, Wenn x bie Entfernung beiber ißunlte ift. $aS ^Potential eines ipuntteS in Vejng auf nteljrere

ißunlte ift ^ (%-)• Btoifdjen A unb B muff ein ßltinimum egiftieren, ba in A unb B baS ißoten=
E e

tial gleidl» oo wirb unb üon A auf B ju unb anct) twn B auf A ju abnimmt. — + ~ foll ein
SJtinimum werben. 9?acf) ber @djefibacl|fd)en3Ml)obe erhält ntan teictjt

— E , e . , d — x . -| / e , d j/ E
■—3—F 73 77, = 0 ober = + 1/ -r, unb x = -== -=
x' (<Z— x)' x — VE JAE + Ve

für ben gaß beS SDtinimumS, ba baS negatibe Beiden leinen brandjbaren SBert liefert. ES ift aitdj

x - |/pTe, Wenn E>e, Baljlenbeifpiele: 1) E = e, x = yd; 2) d = 90, E = 25,
c = 16, as = 50; 3) tZ = 75, E = 20, e = 5, « = 50. Beicfjne bie Sitrbe beS ^Potentials für bie
SBerte d = 10, E = 10, e — 10.

ßufa|. §aben A unb B öerfdjiebene Sabungen, fo epiftiert lein SDtapimunt ober SJiinimunt

jwifd)en A unb B. 33ered£)ne für biefeit gaß ben ißunlt jwifdjen A unb B , wo ba§ Potential null
•f., E 6 /-. c d JE
^ x~d^ = 0 Dber x== E+r

Slufgnbc 75. 3®" fünfte A unb B, beren Entfernung d ift, Ijaben bie Sabungen E uitb e.
E ift pofitiöe, e negatibe Eleftricität, unb E > e. gür welchen ißunlt auf ber Verlängerung bon
AB über B f)inau§ ift ba§ ^Potential ein ÜDiapimunt?

ßöfung. a) ®ie Entfernung eines ißnnfteS ber Verlängerung bon A fei x. gür x = oo ift

baS ^Potential nuß. gür Weidjen ipunft ber Verlängerung ift eS ebenfalls nuß? ^ = 0 er 3* eb *
d • E d E

x = y _ e • Btoifdien x — oo unb x = E ift P nidjt nuß, fonbern pofitib. ES mufj alfo ein

SKajinutm tiorljanben fein. ~ — cl — a ~ ber ®d)eßbad)fd)en ßßetljobe erljält man leidjt
d-(E-]/Ee) E e ... . ,, , Md + E - e , n /(Md + E-e^—idEM

x = E-e • b ) lc-^=ra- M cr 9 l aueb «=■ ±y± w —•

gür ben gaß beS ßliajimumS mn^ ber ßtabilanb gleid) nuß fein. ®arauS folgt M + i

worin jeboc^ nur baS obere Beiden brauchbarift. Es ift bann x — Md e ober x = —
Wie bor^er.

Aufgabe 76. 2Sie finb n Elemente, bon beneit jebeS bie elettromotorifc^e Äraft E unb ben

inneren SSiberftanb w befi^t, ju fdialten, bamit bei gegebenem äußeren 2Siberftanbe W bie ©trom=

ftärle J ein SJtajimum wirb?.» JE'
Siifuug. 9tac^ bem D^mfc^en ©efefee ift J — Wenn E' bie gefamte eleftromotorifdje

®raft nnb W' ber ©efamtwiberftanbbeS ©tromlreifeS ift. (Schaltet man bie fämtlic^en Elemente l)inter=
einanber, fo ift J = —n f w - ©galtet man bagegen aße Elemente paraßel, fo ift J — — — -■Yl10 ~J-™W IV . TJT1 f- wn

Slufjerbem lann man bie n Elemente in x ©ruppen l)intereinanber unb in jeber ©ruppe y Elemente
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parallel fljalten. ®ann ift J — ^ , Worin x-y = n p fepen ift. J — w wufj alfo
x ■—\-W x AVV

ein SJiajimunt werben. ®er Stenner xw + yW muff ein SKinimum Werben. ©3 ift xy = n unbxw • yW = nwW gegeben. ®ic (Summe xw -)- yW ift ein äJtinimnm, Wenn bie Summanbeit eittanber
gleidj werben, ba ba§ ißrobuft ber Snmmanben fonftant ift. ®ie entfpredjenbe geometrifdfe Slitfgabe

tautet: 2Betc£)e§ Stecptect: Ijat bei gegebenem Qn^att einen möglidjft flehten Umfang? Schäuble übrigeng

bett SltWbrttcf xw + yW = F nach ber Sdjellbacbfdjen SJiettwbe. iDtan finbet alfo: xw = yW ober

W = W y X , b. h- ber äußere SBiberftanb muff gleicl) beut inneren fein.

Bufatj. ®ie Spaltung ber Stoßen eine§ ©rammefchen Stingeg einer S)pnamomafcf)iue erfolgt in

entfpredfenber SSeife.

Slufgabe 77. a) ©urcf) wiebiel ©entimeter eine§ ®raf)te§, bon weldjem 1 cm einen S35iber=
ftanb bon B Dfjm tjat, muff man ein ©lement, weld)e§ bie eleftromotorifdje ßraft E SSolt unb bett
inneren SBiberftanb W Dfjm f)at, fcfjliefieit, bamit bie in betn SDraljte entwidelte Söärmemettgemög=
tid)ft groff ift? 9tadj Soule ift biefelbe gleid) beut ißrobuft au§ bem SBiberftanb unb bent Quabrat
ber Stromftärfe.

b) ©in ©dement mit ber eleftromotorifcfjert ®raft E unb bem inneren SBiberftanbe W fott
burd) einen n cm langen ®raf)t gefdploffen werben; weldjen SBiberftanb ntu| bie £ängeneint)eit biefe§
S)raf)te§ tjaben, bamit bie in bem SDrafjt entwidelte äßürnte möglidjft grofs ift?

Slnfgabc 78. Sit ber geraben Sinie, welche jwei leudjtenbe fßuitfte A unb B berbinbet, folt
biejenige Stelle C beftimmt werben, wo bie fdjwädjfte Beleudjtuitg ftattfinbet.

fiöfung. @§ fei AB = a, AC = x unb bie Sidjtintenfitcit im Stbftanbe 1 bon A unb B

J bejpb. i. ®amt ift bie Sicfjtftärfe in C gleich L = ^ -f (a x y ' ®iefelbe Wirb ein SDiittimum für

a r /Ktnt.» «>v 79 t *;„*». o r 1

Vj + W

3) / — 2«; x = 0,56 a.

Slufgabc 79. Unter weldjem @infaü§winfel müffen bie Straelen einer Sidjtquetle L auf
ba§ um S^rede c entfernte $däcf)enelement S falten, bamit bie Beleuchtung be§felben möglidjft

ftar! ift?
Aufgabe 80. Sßie fw<h muff eine ßicfjtquelleA fenfredjt über bem fünfte B ber ©bette E

fid) befinbett, bamit ein bon B unt a entfernter fßunft (glädjenelement) C ber ©bene am ftürfften
beleuc£)tet werbe?

fiöfung. SBeife nach, bafi ein SDtajümum borljanbett iftl @g fei AB = x, AC — y,•ZCABC = a unb bie Si^tintenfität im Slbftanbe 1 bon A gleid) i. ®er ©iitfaüäwinfel in C ift

gleich 90° — a. ®ie £id)tftärfe in C ift batttt J = 1 ' ™ a ober, ba y = co " a ,
T i ■ sin u ■cos 2 a i • , . • \

J = — = —s srn« •— sin a) .a~ a~ v '

J ift ein SRajimntn, Wenn sin a = J , y = co " - = a j/y, x = ]/y'2 — a a = a j/y ift.

(Sie^e Ülufgabe 69.)

3ufa|. ©ine £id;tquelle C befittbet fid) in einer ©bene um Strede a bon fßunlt B ber=
felbett ©bene entfernt. SBie t)bd) über ber ©bene iitti^ fid) ba§ fyläd)enelementA (fleiner Spiegel)
befittben, bamit bie Beleuchtung begfelbett möglid)ft groh ift, wenn balfelbe auf ber in B auf ber
©bette erridjteteu Senfrechten parallel ber ©bene berfdfobeu wirb?

x «== 3^. 3/_ » (Siehe Str. 73.) BrffUn&eifpiele:1) J' = i; % = —a. 2) J == 8-i; x = y®.
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Slufgnbc 81. $wei gleite SidjtqueHen A urtb B fjaBeix bie ©ntfernung a. Stuf AB ift
in ber SDtitte eine ©entrechte errietet, auf welcher ein ffeiiteS glädjenelement (Sßunft) 0 tierfdjoben
werben fann, fo baff feine ©bene immer auf ber ÜDlittetfenlredjten fenfredjt fie|t, alfo parallel AB
ift. SBie grofj muff ber Slbftanb be! ißuntte! C tion AB fein, bamit feine Velidjtung niögtic£)ft
grofc ift?

SlufgaBe 82. ßwifdjen ber ßidjtquelle A unb beut um Streife a entfernten ißunft B be=
finbet fidj ein tginberni! für bie ßidjiftrafjlen. Um B ju beleuchten, fott ein fleiner ©Riegel (Sßuntt)
S auf einer (Seraben, bie in ber ÜDiitte non AB auf AB fenfredjt ftefjt, parallel mit AB fo lange
tierfdjoben werben, bi§ bie Velidjtung bei fünftel B möglicEjft grofj ift. 2Bie grofj ift bann ber
SIbftanb bei Spiegel! tion ABI

Aufgabe 83. SSiie SUr. 79; bie fiidjtquefte A bewege fidf) jebod) tion B aitl auf einer (Se=
raben, bie mit ber ©bene ben SBtnfef ß bitbet.

Siifuttg. x 2 : [« 2(l + tg 2 (3) — 2 a« tg ß + a 2 tg 2 /3] 3 mufs ein SJtajimum werben, wenn x ber
Slbftanb einel fünftel ber (Seraben tion ber ©bene ift. ©I ergiebt fiep

« = j7"|/9 + 8 tg 2 ß .4(1 + tg-(3) 1 4(1 -f- tg- ß) 1 61
9litfgi»bc 84. ©in leudjteuber Sßunft bewegt fidj auf einem tpalblrei!, beffen ©bene fenfredjt

ju einer aitberen ©bene ftefjt. 3Bo muff fidj biefer ißitnft befinben, bamit er ein in ber Schnittlinie
beiber ©benen liegenbel unenblidj Keine! glädjenelement, welche! tiom Streilmittelpunft ben Slbftanb a
Ijat, am ftärfften beleuchtet? ®er Sftabiu! bei Greife! tjeify r. (97ad) iDtaurer.)

Söjung. Sft x bie ©ntfernung eine! Sßunfte! bei fpatbfreife! tion beut glädjenelement, fo muh
((i 2 ««2\2 o /f. 2 I a«2\ i

5 (- -4 5 ein Sftajnmunt Werben. $ie! ift ber Sud, toemtOy OC Oy

GJa?-rr - —i'~ } + | = 0 ift ober « 2 = 2(a 2 + /) + ]// + 14 aV + r*.

Von biefeit SSBerten ift ber zweite unmöglich,ba fonft x > a -f- r wäre.
Slufgabe 85. a) äßeldje! ift ber Ort, tion weldjem au! bie Strecfe AB immer iu gleicher

©röfje erfdjeint?
b) ©! ftehe CD fenfredjt auf ber Verlängerungtion AB in C; tion welchem fünfte auf

CD erfcheint bie ©trede AB ant größten? Ponftruiere ben Sreil, welcher burdj A unb B geht unb

CD in X berührt. Y fei ein beliebiger ißunft auf CD. SBeife nadj, bah HC AXB > <C AYB.

Slufgabc 86. 3n einer ©bene finb auf einer (Seraben L jwei ©trecfeu AB = a unb
CD = c gegeben, BC fei gleid) 5; e! foll unter allen fünften ber ©bene, non benen mau bie beibeu
Streifen unter gleichem Sßinfel fieht, berjenigebeftimmt werben, für wetdjen biefer Sffiiufel ein
SDtajcimum ift.

Siifuttg. SBeife nach, bah ein SJtagimitm tiorhanben ift. ©! giebt immer jWei b°tt
benen an! man AB unb CD unter gleichem SEiitfel feiert fann. Siefe beiben ?ßvtn£te finb bie ®urdj=
fdjnittgpunfte jtoeier Streife, bereu ^Seripi^erieiüirttelüber AB unb CD einanber gleich h n b. ®er geflickte
ißunft ift ber S3erüf)rung!punftzweier Sreife, tion benen AB unb CD je eine Sehne ift. ®ie gemein;
fdjafttidje Tangente t beiber Streife möge BC in D fdjneiben, fo ift, wenn man BJE = x fe|t,

i 2 = x(a + x) = (b — x). (b + c — x) unb x = - ■ ©tue anbere Stonftruftiou ber beibeu Greife

ergiebt ficf) leid)t mit §itfe ber ^3otertätinie.
Slufgabc 87. 3wei fünfte A unb B, weld)e auf berfelben Seite ber ©eraben L liegen,

h ab en tion berfelben bie ©utfernungen AC = a unb BD = b, bie ißrojeltion tion AB auf L fei
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CD = c; auf ber (Seraben ift ber fßmtft E ju beftimmen, für weldjen bie ©umrne ber 33erbinbung§=
liniert mit A unb B ein Minimum ift.

Söftutg. a) ßeicfjne ju B ben fbmmetrifdjen ißunft B' auf ber anbern (Seite ber (Seraben, fo

bnfj BD = BD' ift. Samt ift BE = B'E unb AE + BE = AE + B'E. £e|terer StuSbrud ift

ein Minimum, menn AEB' eiue gerabe Sinie ift. (Samt ift <t A EG = BED = B'ED, mie

bei ber Spiegelung. Ein Sic£)tftraf)t, Wetdjer an ber (Serabett reftettiert Werben fott, getaugt atfo in einem

Minimum ber Seit bott A nad) B.

b) Se|e C E = x, f o ift DE=c—x unb AE = ]/a 2 + x 2 , BE = ]/b 2 + (c — x 2). @3

fott ]/a 2 + + Vb 2 + (c — x) 2 = F eilt Minimum Werben. gülfre x , unb x 2 ein, fo bafj F t = F 2

wirb. Sann ift (f/V -j- x 2 — ]/a 2 -j- x 2 ) + (]/b 2 + (c — a^) 2 — f/b 2 + (c — x 2) 2) = 0. Ilm bttrefj
x l — x 2 bibibieren ju tonnen, muttiptiäieren unb bibibiereit Wir jeijt bie beiben SBurjetbifferenjen mit ber

betreffenben StSurjetfumme, bamt ift Xl ~ x ) — -}- -7= ^' x * — 2c (a!' = 0. Sibi=
" 1 l/a 2 + V+ Y^ + X* t/V Atc-x^ + yv Atc-x^y

bierett toir burd) x l — x 2 unb feijen mir x 1 = x 2 = x l fo ift x a — j.--_~ = 0. Setzen miry (i^ cc^ yb" —J-(c — «3/)^

itutt CAE — a unb DBE = ß, fo ift x —- = sin a unb " x = sin ß atfo
ya s + a: 2 y 6 2 -J-(c— a;) 2

sin ce — sin ß = 0 ober k — ß.

Slufgabc 88. A unb B, jwei fünfte aufjerljatf)eines Steifes 0, follett mit einem ipunft G
ber ißeripfjerie berbunben werben, fo baf; ACBG ein Minimum ift.

Siifuttg. @3 tnufj ■$; ACO = ^CBCO fein. SBeife bie§ geometrifd) nadj mit S3enu^ung bon

Stufgabe 87a. S3ei ber Spiegelung an einem Greife ober einer Suget ift ber SBeg ber SicE)tftra^ten atfo

and) ein Minimum. 3ufa|. SBeife ebenfo naef), baff bei ber Spiegelung an einer ©ttipfe ber SBeg ber

Straelen ein Minimum ift.

Stufgntic 89. A unb B feien jmei fünfte auf oerfdjiebenen©eiten ber (Seraben L\ A tfabe
bo tt L ben Slbftaub AG = a, B ben Stbftanb BD = b f unb e§ fei CD = c. Stuf L ift ber fßunft E
fo jtt beftimmen, baff ber SBeg AE + BE in einem Minimum ber Qint prüefgetegtwirb, wenn
auf ber einen ©eite ber (Seraben bie (Sefdjwinbigfeit V unb auf ber anbern bie (Sefdjwinbigfeitv
fjerrfdjt. (9tad)wei§, baff bei ber Söredfung eine§ Sid)tftrat)te§ nact) bem ©neltiu§fd)en 93re<fjmtg§gefe|
ba§ ßictjt in einem Minimum ber ,3eit üon A nad} B getaugt.)

Siifung. a) Sefje CE = x, fo muff y — L = ^ —^,), C — = F eilt Minimum Werben.

SSerfäfjrt man ganj mie in Str. 87 b), fo erbätt man /'* = — ■ ° x = für ben galt be§
v . y« 2 x~ v y& 3 + (c— x) 2

Minimums. Stun fei <C CAE = a unb M EBD = ß, fo ift x = sin a unb ■ c x = = sin ßy« 2 -f- a: 2 y& s + (c—xy
sin 0; sin ß , . V . . , . . „

al|0 —y- ~ v ober sin a = — sin ß ober sin« = « sin ß.

b) (Seometrifdjer 9tac^Wei§; fielje ®oppe, ißtjpfif.

Stufgabe 90. SBann ift bie Stbtenfungeines 2id)tftra^Ie§ bttref) ein ißriSma mit bem
bredjenbeit Söinfet y ein Minimum?

Siifung. ®er S3recE)ung§e£ponent ber ©taSforte fei n, ber ©infatlgminfet eine§ Sid)tftrabte§ an

ber erften aSegrenjnnggftäcfie be§ ißri§ma§ fei a u ber 33re(buitg§min!el ß t . Stit ber 2tu§tritt§ftette bitbe

ber Strafft mit bem ©infatt^tot im @ta§ ben SBinfet ß 2 unb aufjett ben SBintet a.2 . fattn feitt

1) y — ßi + ß-2l bann ift bie totale Slbtenfung D = (a, + «2) — (ß t + ßz) = «1 + <*2 — y- 5ft

2) ßi = 0 unb y — ßu fo ift D = «j — y ; unb ift 3 ) y = ß L — ß 3 , fo ift D — a, — k 2 — y.
3*
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IRachmeiS burcf) baS ©gperiment, baff ein Minimum ber 9tblenfung egiftiert! SSerfuc^c bie Söfung nach
ber ©cfietlbachfchen9J?etf)obe,obmohl biefelbe ettoaS umftänblid)ift. (SinfacEjer ift folgenbe ßöfung:

sin k, = n • sin unb sin a 2 — n • sin ß 2 , atfo
sin a 1 -f- sin a 2 — n • (sin ß t + sin ß 2) unb sin a 2 — sin a2

,«i + «2 cos- = n ■ sin

sm a. 4- or2
c os ——— = n • sm

A+i.
2

ßi ßt

COS

n • (sin ß t — sin (32) ober
ft~P,

2 unb

2 2

®ie ®it>ifion ber leisten beiben ©leicfiuitgen ergiebt:

cos i + ßt

tang «1 + a s tang P.-P. ,ßi + ßi

ba

= tang-'- 2 tang —2~

ctt > ß, unb « 2 > ß-2i wenn n > 1 ift. @g ift bafjer9tun ift tang - 1 > tang ^

tang - — < tang Kl- — — b. h- ß t -— ß.2 < o x — a 2 ober int ©rengfall tang — 0 = tang -- Ka = 0,
trenn = ß2 unb «j — a 2 ift. Sltfo ift cos (ft— /32)>cos(aj — a 2). -Ruit fann man «j > a2 unb
fomit aud) ß 1 > ß 2 boraugfehen, ba man miüfürlicE) ben größeren ber "beiben Sßinfel « x unb a2 mit bem
erften 83uchftaben bezeichnen fann. ®a sin- 1-"!"-" 2 • cos„u A

. • ^1 + a 2 \ 1
ober sm 2 ~ - ^ n • sm — y.

= n • sin
+

• cos ßl " ^2 ift, fo ift
. a x + «« \ • ßi +

sin —* ?>n- sm r ^ Sm ©rensfatle ergiebt fid^ sin ^ a ~

n sin — y, toenn

sm et = n • sin
a2 unb ß x = ß 2 ift. kennen toir für biefen gott a 1 unb a 2 !ur§

sin-|-(Z) -(- y)
_ y . ©s mar aber D = 2 u — y. — . .2 ' //ii sin y

befonberSmistig für bie Seftimmung bon SBredjungSegponenten. ©ine geometrifdje 9lbleitung ber festen
©feidiung fiefje j. 33. in bem ©runbrifj bon Bochmann un ^ §ermeS.

Stufgabe 91. SBanit ift bie Slblenfung eines Sid)tftra^Ie§ ein Sftinimum, ber burc^ einen
©tjtinber fo ^inburc^gef)t,ba| bie ©bene beS gebrochenen@trat)Ie§ auf ber 2lcf)fe be§ ©tjfinberS fenf=
redEjt ftef)t? Söfe biefelbe Aufgabe für jmeimalige S3redjitugeines @tral)leS bitrdj eine Äugel.

Stufgabc 92. S3eredE)ne baS SJfajimum ber Slblenfung eines ßidjtftraljleS, ber in eine ßngel
einbringt, im Snnern refleftiert mirb unb mieber burch 93red)ung nach ouffen gelaugt. (@ang ber
Strahlen in ben SSaffertropfen beim geroöhnlichen ^Regenbogen.)

fiiifuttg. ®er ©infaHsminfel eines Strahles fei a, ber törechungSminfel ß, ber ERabiuS ftellt baS©infattSlot bar. Sei ber Steftegionan ber gegenüberliegenbett SBanb ift ber @infaüS; unb 9teflegionS=
roinfel gleich ß. SSei ber jmeiten SBrecfiung bilbet ber CStratjt mit bem IRabiuS innen ben SBinfel ß unb
anfielt a. Ilm bie 9161enfung T) ju erhalten, öerlängere ben einfatlenbenunb auStretenbenStrahl, big
fid) beibe fdineiben,nnb oerbinbe ben ©chnittpunftmit bem SJüttelpunftber Stugel. @S ift J) = 4ß — 2«.

108
Sür roteS Sidit ift n = gl bei SBaffertropfen. ®a sin a = n sin ß unb D — 4ß — 2a ift, fo ift aud)

sin ^2ß — = n sin (3. gül)rt man na<h ber ©cheübad;f^en SRethobe ß l unb ß s ein unter ber Sinnahme,

bah baSfelbe I) liefern, fo ift sin [2ß l — y) = n sin ß t unb sin ^2ß 2 — y) ~ n sin ß%- S3ilbet
matt bie ®ifferenj ber legten beiben ©lei^ungen, fo ergiebt fi^ na^ einer einfachen Ilmformung

sin (ß, — ß2) ■ cos (|3 X + ß2 — y) == n • sin • cos ''' ^

alfo ift n

fo ift

®iefe ©leichung ift

ober
ß,-ß«. cos P. -Ps cos [ßl + ßz— y ] = n • sm ßi-ß, cos ßl + I

®ibibiert ntan burd) sin ß, - ß 2 unb fe^t ßi — ßa — ß, fo ift 2 ■ cos ^2ß —— n cos ß, ober, ba
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2ß — y = k, 2 cos k — w cos ß. Sllfo ift 4 cos 2 k = w 2 cos 2 ß unb 4 • (l — sin 2 k) == ri 2 -(l — sin 2 ß)

ober 4 — 4 sin 2 k = ri 2 —- w 2 sin 2 ß. Sa mttt n sin ß = sin k ift, fo ift sin k = ~j/—■ Se|t man
108

n = , fo ergiebt fid) lü er uu§ « = 59°23'unb alg äRajimum ber 91blenfung-0 = 42° 2'. gür blaues Sicf)t ift

n = ^ unb a = 58° 40', ß == 39° 24', D = 40° 16'. Sa eine gunltion irt ber Bähe eiite§ SRajcimumä

ober äJtinimuml fidj mir tangfam änbert, fo tritt ein unter ben berechneten SBinfeln auffaßenbe§ Bünbel

parafleler Strahlen auch faraflel au». Bebingung jur ©ntftetiung eine§ ßtegenbogen§ ift atfo gegeben.

3erec£me bie Breite be§ Bogen§ unter 93erüc£fic£)tigiing ber Shatfatfje, baff bie Sonne einen fcheinbaren

Surchmeffer öon 32' hat. Berechne bie £>öhe be§ 9iegenbogen§, tnenn ber SRittelßunft ber Sonnenfiheibe

bie fpöhe h hat.

Slufgafie 98. Berechne ba§ ÜDtinimum ber Slblenfung etne§ SicfjtftrahteS, ber burcf) Brechung

in ba§ Snitere einer ®ugel gelangt, bort jineitnal refteftiert toirb unb bann toieber burcf) Brechung

nach auffen gelangt. (Oang ber Strahlen in ben SBaffertropfen ber Suft beim Etebenregenbogen.)

ööfttng. Sie Slblenfung ift D — 2iü — 6j3 + 2k, atfo muh sin (y + 3/3 — 90°) = n sinj3

•i -■ / 9 /yî

ein SRinintum werben. 9lf)nlia) ttrie in 5Rr. 91 erhält ntan sin a = y— g nnb für rote£ Sidjt, tnenn

» = yf, «= 71°49'55", /3 = 45°26'51" unb B = 50°58'; für öiolette§ Sid)t« = ^, a=71°26'9",

ß = 440 47' 7" un b D = 54° 10'.

Slnfgabe 94. Söfe biefelbe Slufgabe für ben $aE, bah im Smtent 3 ffteflejionen ftattfinben.

Söfuttg. D = 4Ü — 8/3 2k. SRan erhält sin k = j/— n • gür rote§ Sicht ift n = y ,

« = 76° 50' 20", ß = 46"54'40" nnb D = 138°23'20"; für tiioletteg Sicht ift n = y 9 , k = 70°59'14";

ß = 450 9' 40", D == 140° 59' 8".

Aufgabe 95. (ÜRacf) SRaurer.) 3n melcher ©teüung jur Sonne unb @rbe erfdEjeint itn§

bie Benu§ am heEften?

Süfung. 3ft S ber SRittelfmnft ber Sonne, E ber ber (Srbe unb 7 ber ber Benu3, fo muh
SE 7= 39° 43' 28" fein

/
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