Phylikalifdie Bufoaben iiber WMaxima und Winima
in elementaver Behandlung.

-

Bon Oberlehrer Dr. sh. Lriidtke.

dilv die oberfte Rlnjfe des Mealghmnafiums und der Obervealidjule fchreiben die Lehrpline
vom 6. Januar 1892 bie elementare Theorie der Mapima und Vinima vor. Diefe Theorie ift, wie
allgemein anerfonnt wird, ein bejoubders interefjantes Gebiet der Mathematif. DHolymitller meint inbes,
pap Dad Gebiet gany bejonders jdhwierig ijt, wenn man bdie nitige Strenge walten (aft. Er jdhreidt:
son ber Hegel werben bie Beweife dafiiv, daff ein Maximum wirflidh) vorhanden fein muf, und bop
bad Wagimum wirtlidy evveicht wird, vollftindig unterlafien. In vielen Fallen miifite auch) nod) be:
fouderd untevjucht werden, ob e8 fich wm ein Magimum oder Minimum Handelt. Solde funttionen:
theorettjjen Dinge lafjen fidh nur mit Hiilfe der Differentialvedynung in Hinreidender Schirfe zur
Entjdeibung Dbringen.” Diersu ijt zu bemerfen, vaff, wenn aud) nidht alle Marima und Minima-
aufgaben fid) elementar [Bfen laffen, e3 bod) fehr viele rvedht interefjante Aufgaben giebt, die ofme
grofe ©dywievigleit von ben Sdjiilern geldft werden fonnen und war wit einer fiix bie Shule aus-
reicjenden Stvenge; Volljtandigteit in der Vehandlung wird niemand beyweden. ShHwicrigere Aufgaben
famn man bem ‘Privatftudium befihigter Sdyiiler {iberlaffen, bie biefen Uufgaben fider ein grofies
anterejje entgegenbringer.

Jn ber folgenden Jujammenijtelling von Magima- und Minimaaufgaben Habe idh mid) aus
naheliegenden Griinden auf ein Gebiet und jwar auf die PhHyjit bejdranft. Neinedweqs fonnte ed
dabei meine Abficht fein, nur neue Aufgaben aus biefem Gebiet ju bringen, da eine Neibe altbefannter
Aujgaben allgemeined Juterefje hat. Eine ziemlid) audfiihrliche Behandblung mander Anfgaben exfdien
mir geboten, da benjelben cine gewifje praftijdye Bebeutung jufommt, bei anderen wiederum mufte
auf vorfommende Schiwicrigleiten Riidficdht genommen werben.

Was bie ju benupenben Methoben betrifjt, fo ift ed meiner Anfidht nady vorteilbaft, nidit ein:
jeitig inumer biefelbe Methode anzuwenden. Mandymal empfiehlt eg fidh, den Funitionswert fitr miglicit
viele Werte der Variabeln ju beredymen unb die graphijde Darjtellung jur Ermittelung des Magimums
over Minimums zu benuben. Siehe 3 B. Mr. 2. Im allgemeinen ift died Verfabhren umitindlich.

Bumweilen ijt die Anwendung geometrijher Sipe bejonderd vorteilhaft und fiihrt leidyt um
Ael.  Siehe Nr. 87a, 88 und 89e.

Mandymal empfiehlt es fidh, durd) Unterfudung dev DWurzelwerte einer Gleidung dad WMaginum
odev Minimum zu evmitteln. Die Wurzelhverte biirfen, wenn bie Aufgabe eine praftifdy auldifige
Lofung Goben foll, nidyt imagindr werben. Der Gvenzfall, fiir den gerade nod) ein veeller 2Wert fiir
pie Wurzeln fid) ergiebt, ftellt dad Wearimum oder Winimum dar. Giewdhnlich wirh dabei der Aus-
brud unter einer Quabdbratourzel gleid) null. SJu dhulicher Weife fithet oft die Determination einer
geometrijdhen Sonftruttionsaufgabe sum Biel; dev Grengfall, bei dem gerade nod) eine Lojung moglich
ijt, ftellt ein Mazimum ober Mintmum bdar.
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3. B. Aufgabe. Bon allen Rehtecen mit dem Wmfange 2s dagjenige mit bem griften Inpalt
it ermitteln, (Bon BVebentung fitr die Lojung von Nr. 76.) Lijung a). Die Seiten heifen = uud y,
) a1 a . . 1

ber Smbalt J. Ceift a4y =sund zy=J; aljo x = - - (s Vst —4 J)mdy == (sFYs*—4J).

Da dber Madifand nicht negativ fein barf, wenn 2 und y veell bleiben fjollen, fo ijt s*— 4J = 0.
Y. " ¥ ¥ i a 1 1 “ ]

J ift alip ein Mopimum, wenn 2 —4S=0 0. §. J= Fealih ober 2=y == s with, Tad Tluadrat

bat demnad) von allen Nechteden mit demjelben Umfang ben gripten Jnhalt. Lbjung b). Geometrijd)
fonnen wir von der ufgabe ousgeben: Ein NRedjted aud bem llmfange 25 und der Diagonale d
st eidhnen. Die Lojung diejer Unfgabe ijt einfad). [n der Determination finbet man, daf e im
allgemeinen 2 Rechtede giebt. Jjt d zu flein, jo exhilt man iiberhoupt fein Redyted. JIm Grenzfall,
wenn aljo @ bden feinjten juldfjigen Wert Hat, erhalt man nur eine Lojung, ein Suadrat. Daf dem
Minimalwert von o der Parimalwert ded JInbolted J entjpridyt, ift leidt ju zeigen; =z und y feien
wieder Die Seiten Des Redteds. Da & + y ==, aljo 2° + 22y | 3° = s* und 2* + o* = & ift,

jo ift 22y = ¢* — @, alfp J= (3" —d), b. B. J ijt ein Magimum, wenn bei gegebenem s d ein

=
210

MMintmum wird. a8 Tuadrat mit der Seite — s Oat aljo von allen Nedteden mit dem Umfang 25

pen qrifiten JInhalt. Siehe hierzu MNr. 2a, 17a, 65¢ jowie 63, 76 unb 17c

Sehr Diufig findet ferner bie Scdellbad)jche Wethobe mwendung. Diejelbe geht von dem
Giedanfen aus, daf su beiben Seiten bes Morimums ober Mintmums qgleidhe FunitionSwerte vor-
handen fein miijjen, aber nuv einem einzigen Werte ber unabhingigen BVerdnverlidhen ein WMarimum
pber ein Winimum der Funftion entjprechien fonn. Jjt nun ber FunftionBwert durd) die BVarinbele z
auggedriidt, jo fmm man 3u einem gegebenen x, ben Wert x, berechuen, fitv welden bie Funttion
penjelben TWert erhilt. Dieje Redmung flibrt man jebod) nidht durd). Man jeht ben dburd) = aus-
gedriidten Funttionswert gleid) dem durd) x, audgedriidten und orbnet o, dafy gleid) Hohe Potengen
pont =z, und =z, ujommengejoft werben. Nun dividiert man durd) x, — w,. Filr ben Fall bed
Marimums ober Minimums entjpridit aber einem z, fein 2, welded von z;, veridjieden ift, da mur
einem Wert von x ein Warimum ober Mintmum entfpreden fann. Wan fept aljo &, =2, =2
und exhdlt Haufig eine feidht nad) = aufzultjende Gleichung, roeldhe dag Marimum oder Minimuwm
ecrgiebt. ©iehe 3 B. M. 2b und 26.

Die Sdellbacdjde Methode Gkt fid) aud) auf Unsdriide, welde trigonometrifde Funitionen
enthalten, mnu»,hb{‘u, fiehe Pr. 63, 02 037 94,

it gelingt e3 duveh einfache Umformung aud dem FunftionSwert einen folden Wusdrud
abguleiten, baf man fofort erfennen fann, waun dbad Maxtmum ober Minimum eintritt.  Befonders
widtig ijt Dbies fiiv trigonometrijfe Unsbdriite, 3 B. sin ¢ 4 cos e = M. Man findet [leicht
M= V1 + sin 2«. Dad Marimum tritt ein fiir sin 2 = 1, b. h. ¢ = 45" dbas Weinimum fite
sinZ2e=—1, 0. . o= 135" &iehe fermer M. 1Th, 35, 42, 47,

Die Unterfudhung, ob ein Maginmum oder Minimum vorliegt, geht ywedmifiger Weife meift
per &bjung voran und ift fehr haufig durd) Betvadhtung der Grenzwerte der ju unterfuchenben Funt
tion fofort erledigt. Jft man jweifelhaft, fo muf man bdie Nadbarwerte der Funftion Fiiv bden
Magimal- oder Minimalwert bevedhnen. Die Funftion nimmt zu beiben Seiten ded Marimums
ab, au Deiben Seiten bed Mintmums zu. Wm beften Aufidluf iiber die Frage, ob ein Maximum
ober Minimum vorhanben ijt, giebt natiirlich bie graphijde Darftellung der Funttion.

Dancdymal wird es vorfommen, daf bie Frage nach dem Marimum ober WMinimum nur
ein verbiltnigmipig unwefentlicdher Teil ber phyfifalijden Unfgabe ift, fiche 3 B. Nr. 656 und 66



Derartige Anfgaben find in der PHYJit eben nicht Selbjtgwed wie bei der Durdjnahme ber behanbdelten
Theorie in der Mathematit. Sie tinnen in der PhHojt daber aund) midht tn Jujammenhange behanvell
werben, find aber oft von prattijdjer Vebeutung.

Da bdie Wcbeit einen gewijjen Umfang nicht iiberjchreiten durjte, mufiten mehreve Lojungen
gefilvat ober itberhoupt weggelnjien werden.

Hujgabe 1. Auf 2 pavallelen Geraden, deven bftand gleid) a ift, befinden fidh 2 Puntte
A und B, welde um Strede b von einanber entfernt find; wann ijt dev Abjtand beiber Punfte ecin
Mintmum, wenn A fich mit der Gejdwindigleit ¥ und B mit der Gejdpwindigleit » bewegt?

Uufgabe 2. Auj 2 fich fenfrecht jchueidenben Gervaben beregen fid) 2 Korper 4 und B
nacd) dem Scnittpuntte O hin mit den Gejdywindigleiten ¥ und v. Anfangsd it 40 = a, BO =
Wann ift der Abjtand beider Sovper gleich {7 TWann ift dex Abftand ein Minimum? Wie grof
ift bann bie Entfermung der Kirper?

Qifung. a) A0 =2y BO=y; AB ===} 4 y* fiic den Fall des Minimums; bie
big dabin verflofjene Beit Deifit 1. &3 ift

r=0—"YI y=b— vi un 1= lff.'J:- 2aVi -+ VEE 4 b° 2hut -+ v
Stun ift 1 ein Minimum, wenn £ (V2 4 f.-'~"_:- 2f(aV -+ be) = M 0. h. ein Minimunt oird
aV by 7 faV -} lio) {at V- bo)®
[ == — T =t [,-" t ..] M == — e —
VI p? 7] Vit w2/ F= 1 p®
ift ber fleinjte TWert fiir ein veelles £ S¥m nligmnmuen entipreden dbemfjelben I zwer Werte filr ¢ Jm
Vi " e al=Fhw ; i ; i ; =
Falle ped MWinimums ded Wbftandes 1jt { = iy 8 aiebt alfo nur einen Wert fitv 1, dba bie Wurzel
gleich mull wird. Bahlenbeijpiel: V=v=5, a=860, b =30, { =19, # =+ 15, y=— 15,
I = 2115 ober @ =100, b=1T5, V=23, v —4, t — 24, 2 — | 28, y = — 'J I = 85,

W) (Vo) — 28 (aV A be) = M iie vorher, M fei jebod) unddhjt nidht der Minimalivert.
Hu beiben Seiten bed Minumums g -_11l g'~ e 2 entipredjenbe Merte fite M. Jebem §, << ¢ entipridyt ein
>ty filv |1|._1,,1.: M und fomit aud) ¢ benfelben '-*-L"E ethilt. Durd) Gleichfefung beider MWerte fily

r

ergiebt Tid: 47 ( l + r'-': — 2 (aV - bp) =12V < o?) - 21, (aV -+ bw), odvers (V2 g v?) i‘ = —
2(alV -+ B 1 o) = 0. Dividiert man burd) {, — &, jo erhalt man: (V24 o 'FI + 1)
2(aV 4+ by)=0. HFiir ben Fall bed Mintmumsa miiffen beibe Werte zujann uuumllcl ¢35 mup
f, = &, = ¢ fein, da mur einem Wevrt filv ¢ ein WMininum entjpredhen famm.  Dann ergiebt jid):
JE - aV - b
e v T |
c) Beredje fiiv bas Babhlenbeifpiel V—=v=235, a=20, I = 10 fiiv moglidjt viele Werte von ¢

bas 3ugehbrige ! und zeidhue bdie jich fiiv 7 ergebenbe Surve, mwenn die Beit ald Ubjeifje und bie Eud
fermung per Puntte ald Orbinate in ein Koordinatenjhftem cingefragen wird. Durvd) bie graphijde Dor
jteflung getinnen iv ein genaues Bild {iber bie Abhangigleit der Grife I von ber Grifie £ ! ift eine
funktion von {1 = F(i).

v | F: B .
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ufgabe 3. Wie die vorige; der jweite KLovper beginnt die Bewequng n sec fpiter ald dev exjie.
Yufgabe 4. Wie Nr. 2, mur A beweat Jid) anf O zu, B entfernt fid) von 0.
Uufgabe 5. Wie Nr. 4. Der jweite Kovper beginnt jeine Bewegung » sec jpiter alg der erjte.
Nufgnbe 6. TWie Nr. 2; betde Rivper entfernen fid) jeboch von 0. Giebt e ein Winimum
ped Ubftanbes?
1




Uufgnbe 7. Wie Nr. 2, bdie beiden fid) in O jdmeivenden Gevaben ftefen it jentredit auf
einander, jonbern Diloen ben Wintel « mitetnanbder,

Wufgnbe 8. Lie Nr. 7, ber eine Kovper beginnt feine Vewequng » sec fpater ald der anbete.

NAufgabe 9. Wie Nr. ber Sorper A bewegt fid) auf O ju, B entfernt ficdh von O.

Aujap. Lofe diefelbe Aufgabe fiix den Fall, dbaf ber Kovper B feine Vewegung n sec jpiter
als A4 beginnt.

Wufpabe 10, Auj ecinem Kreife O mit dbem Nadiug » bewegt fid) ein Punft 4 mit ber
Gejdpwindigleit . MWann it ber Wbftand von einem beliebigen Punfte B ein Marimum ober
WMinimum, wenn anfangs < AOB = « ijt?

]

Nufgabe 11, a) Wie Mr. 10; ftatt < e ijt aber AB = o und OB = b gegeben. « fann
berecimet twerden, pa audy » Dbefannt ift

b) TBie Nr. 10; aber AB =a und <C A B0 = 8 qeqeben, « ift 3u beredhnen.

c) TWie vorfer; OB =10 und <c ABO = § gegeben, « ijt s berechuen.

d) Ebenfo, aber ¢ und » zu beredmen aug AB=a, OB=10 und £ ABO = £ B.

fufgabe 12, a) Wie Nv. 10, « ijt jedod) nidyt geqeben, B liegt auf ber Tangente, bie in
per Ynjangdlage von A an Den Mveid gejogen werden fann, A B — a gegeben, bedgleichen » und e

b) 2ie a, jtatt AB ift OB = b gegeben, auferbem » und w.

Nufgabe 13. a) Auf einem Sreife O mit dem Radiud + beweat fidh ein Paunft A mit der
Gefdhwinbigleit »; wann ift fein Abftand von einer beliebigen Geraben, beren Wbjtand vom Mittel
punfie be3 Sretfjed OB =« ift, ein Magimum oder Minimum, wenn < A0B = e« geqeben ift?
b) < AOR ijt nicht gegeben, ift aber ju Dbevedmen aug », OB =g, AC=10, BC =¢, wemn C
gin beliebiger Buntt ber Geraben ift. ¢) <= AQB ift zu bevedmen aug », 0B =a, & 040 = §
ud < 008 = ¢ d) Desaleidien ijt << AOB zu beredmen aug », OB =a, <=« 00B ==y,
L ACO =24d. Bufah. =Lije dicfelben Aufgaben fitr den Fall, daf ftatt der abjoluten Gefdyvindig:
feit v bie Winleloejdwindigleit o gegeben ift.

Aufgabe 14. a) Auf einem freife O mit dem Hadiug » bewegt fid) ein Punft 4 mit bex
Gejchwindigleit »; wamm ift jein Abjtand ven einem jweiten Kreije A ein Marimum oder Minimum,
went <= AOK = « gegeben ift? b) Statt « ift nod) AK = a und << 0AK = § gegeben.
c) Statt « it nod) OK =5 umd AK = a gegeben. d) Statt « ift OK =0 unb C OAK = 8
gegeben.  Jufal. Xoje biefelben Aufgaben fiir ben Fal, bdaf jtatt v die Wintelgejdhwindigleit ¢
geaeben it

Wufgabe 15, a) Auf 2 fongentrijden Sreifen O mit den Radien K und » bewegen fidy bie
Punfte 4 und B mit der Gejdhwindigleit V' und ». Wonn ift ihr Adbftand ein Magimum ober
Minimum, wenn anfangd < A0B = « ift? (« < 180°).

b) Wie a), < e« ift nidht gegeben, fondern B, », 4B, Sc BAO und << A BO.

¢} Die Punfte bewegen {ich auj bemjelben Sveije.

Hufgabe 16, Wieviel Stunden, Winuten und Selunden nach Hh 43 m 17 sec bilben Die
Heiger der Uhr zum erften Male einen Winfel « mit einander? Wann Ddeden fid) die Seiger zum
crjten. Wiale (e ein Minimum), und wann bilden fie zuerft eine gerabe Linie (& ein Maximum)?
Wann {tehen die Heiger sum erften Male nad) diefer Seit jenfrecht auf eimander?

Lijung. Man benupe bdie Thatjacie, daf der Winfelweq gleih bem Probubt aug Wintel-
gejdwindigteit mal Jeit ift. Die Wintelpejhwindigleit bed grofen Jeigers ijt m::b-{i'-luf bie Ded feinen

Reigers ijt biefes TRertes.



Nufgnbe 17. Unj 2 fid) vedhftvintelig in O jdmeidenben Sirafen foun fid) ein Korper mit
ver ®ejdpvindigleit 7 bewegen, in bem iibrigen ZFeil ber Ebene mit ber Gejdwindigleit ».  Ein
Hiorper bewegt fid) auf ber einen Strafie auf O zu big A undb von da geradlinig nady dem Punft B
ber auberen Straje, die Strede A B — [ abjdneibend, um fich hievanf von O 3u entfernen. Weldhe
Lage mufp A B = [ haben, damit migldit viel an Beit und Weg gefpart wird?
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Qifung. o) Od =z, OB =y, I =" 4+ 45 @Gt @ + 4 = M 0. §. ein WMarinnum, wenn

Dt o Ly d i Mo 5 )/ S f 12 7
moglidit viel an Beit und Weg fpart werden foll. = +YF — &&= M gber @ = - - !z"-_, >

= 2 M= o . =2 # M2 R ' e et sl

P mup jein - > 5 Hiditens fann jein - — i bann giebt M = 1) 2 den Fall ded Marimums,

o M BT SRl ] ; ety i ol

mi edift e = = 12 =y, 0. b 0485 muf ein gleihjdentliged Dreted jein, << 0AB = <C OB A

= =45% b) Nenme <L OAB =@, jo ift e =1lcosw, y = | sine, und bder erfpavte Weg ijt

@y = I(sine -+ cose). Ym ift sine 4 cose = 1 -4 sin e, wie man durd) Duabrieren der

Meichung Teidt einjieht.  Der lebte ngbrud wird em WMagimum fiivr sin Ba =1, b § 2¢= 90"

per w = 45" ¢) Gleometrijd). Wann ift bei gegebener DHypotenufe eines redbwintligen Dreieds bie

e der Satheten ein MMarimum, ober wann ift bei gegebener Diagonale der Umfang eined Medjteds
cit. Magimum? Die Determination der Wnjgabe: Ein vediiwinflined Dreied ous ber DHypotenuje und
ber Ratbetenfumme zu zeichnen” ergiebt feidit die Lojung. Bujah. Heige, baf e5 fidhh wm e Magimum
an Heit: und Wegerjparnid hanbelt.

Anfgobe 18, TWie Nr. 17, nur ift die Gefdwindigleit anf der erften Strafe V,, anj der
aweiten V, und in dem dibrigen Teil der Ebene, aljo auf 48, v

Nufgabe 19, TWie Ny 1
pen 2Winfel f mit einanber

Hufjgabe 20. Wie My. 18, jedbod) bilben OA4 und OB den Wintel S mit einanber.

Wufgabe 21. Gin Punft A hat von einer Geraden ben Abjtand A B = a. Auj ber He-
raben (Eifenbafn) beweat man fid) mit der Gejdwindigleit ¥, feitwirtd derfelben mit der Gejdmin:
digfeit v. Wo mup ein NReifender die BVahn verlaffen, um miglichft jdnell nach A zu gelangen?

Lojuny. Der qefudyte Punkt Geife ¢ BC = o, D und E feien 2 Punfte ber Seraben auf ver
jdyiebenen Seiten von ¢, jveldie cine bevartige Loge haben, baf ber TWeq A D diefelbe Beit erfordert wie
DE + AE. @8 fei DB=ux, utd EB=uz,, alfp DE =0, —ux, @3 ijt 4D =V + a* und

AE =V + o*. Da nun bie Jeit gleih dem Dmotienten aus Weg undb Gejdpwindigheit ijt, o ijt:

7, 04 und O5 jtehen nicht jenfredit aufeinander, fonbern bilben
} )

ar- at Vi, * - a® x T 5 e | J - s ) 3
V& = Lo + =" Durd) jweimaliged Dinabdrieren jdjafit man bie Wurzeln tveg, bdann

n n
fapt man bie @lieber mit gleid) Hohen Potengen vow =, und z, jujammen und dividiert durdh (2, — x,)%
: AT R L oo e 4 o =i = ; :
&8 ergiebt jidy (o, — a) - o (3 - ag) 23020 & + ry') = 0. Fiix den Fall des W
. : S y ay i ; B S o g
mmums dex Jeit ift o, == Fu jeben. w= - o = Sty B o= T V. joift g=4 15 @

Anfgabe 22, AWie Nr. 21, auf der Bahn fofte bie Weforderung fiir die Gewiditseinbeit auf der
Yangeneinbeit z, auf einem Fubhrwert feitwarts der Bahn P Dart; wo ijt bie Bahn ju verlajfen, bamit der
Trandport 018 A moglihft billig fei? Sepe in dem NRefultat von Nr. 21 jtatt ¥ P unbd jtatt v p.

Wufgabe 3. Jemand ijt auf einem BVoote 3 km vom nddhiten Punft des geradlinigen
Ufers entfernt. Gr will einen Lunft desfelben, der von lebtevem wieder 5 km entfernt ift, in Eivaefter
Beit erveidhen. Wenn er mun in der Stunbde 4 km rubery, bagegen 5 km gehen tamm, wo muf
er Donn lanben?

Lijung. Venupe das Refultat von Ne. 21, 0 = == =4 km, b 0. 1km vom Jiele
entfernt, /25 — 16




Anufgabe 24. (Glementar jdmwierig zu (Bjen.) 4 und B feien bie Endpuntte eined Durd):
mefjers e Kreijes O mit dem Nabiug ». Huf der Peripherie ijt bie Sefdwinvigeit eines Korpers ¥,
im Junern bes freifes . Wo muf ein Puntt, der fid) auf dem Kreife von A nad) B bewegt, die
Streiglinie verloffen, um moglidhit jehnell nach B ju gelangen?

Hufgabe 25. Wie Nr. 24, 4 und B feien jedod) belichige Puntte des Sreijes, o BOA = §

geqeben.
Nujgabe 26. Aud cinem cylindrijden Holzftamm denjenigen pridmatijden Balfen augiu
jdyneiben, welcher die grifite velative Feftigleit befitst.
Lojung.  Dan denfe fidh burdy ben Stamm einen freisjormigen Querjdnitt mit bem Rabius »
jenfredyt zuv Wchje bed Cplinderd gelent. Jn benm Mreid fei ein beliebiged Medpted mit ber Grundlinie o,
und ber Hobe p, eingezeichuet. Jjt died Medytet die Grundflache eines Pridmas, o ijt bie relative FHejtig:
feit Desfelben P = -, n,®, worin [ eine Qonjtante Dedeutet, die befonberd von ber Linge bes Stammes
und Der ®iite bed Holpes abbingt G Ot 22 4 ¢ =4 ober g =4 — 2 Daber ijt
a fi(drx) p,?). @8 laft jid) ein jweites Nedited mit ben Seiten oy und gy, eingeichuen, iveldes
in mit berjelben Fejtigleit giebt. FWeife nad), bap ein jiveited bdevartiged Medpted eriftieren mufp!

Aeige iibrigens aud), dbak fiix @ = 0 ober y = 0 bie Feftigleit cin WMintmum wird, und baf ein Mayxi
mum  epiftievent muf.  Fiiv dem jwveiten prismatifden Balfen wivh F = f(4rfs, — 2% &8 ift aljo
4% (1, — 1) — (2, — 2,") = 0. Dividiert man dburd) oy, — 2y, fo ift 40 — (02 F w05 0 = 0.
Es (apt fid) demmad), wenn @, gegeben ift, a beredmen. Stelle ' ald Funftion von = graphijd) bar!
Da nur einem eingigen Wert pou = ein Wayimum von ¥ entfpridht, fo ift fiiv diefen Fall 2, == x, = &
s feben. £ und g jollen bie Seiten bed Medteds fein, weldes bdie grofte velative Fejtigleit liefert.
0 w
45f— 8L+ pppr £ = ?; V3. Eift mittlere Brovortionale su 2r und 'L: Famn aljo leidit qeseichnet
werden. Da P = 4»* — & 1jt, ift oud) 9= 4y® — = :r:: pher 7 = — r /6. ift mittlere

: - : 4
Probortionale zu 2» und —r.
o
Hufgabe 27, Diejelbe Aufgabe fiiv den Fall ju [djen, daf der Stamm fdon bder Linge

nac) mitten durdhiiigt ift, der Querjchnitt ift ein HalbEreis.

= |

T [ 6 toie in M. 26, Bwei Punfte

oes Hedteds liegen nuf ber Periphevie, die beiben anvern auf dem Durdmefjer bed Rreijes. Die lebten
betoen Punfte begrenzen 4.

ifung. &= —r1/3, aljo balb fo grofy wie vorher, y =

Anufgabe 28, Der Querjdmitt eined Stammesd fei ein Segment mit ber DHobhe A; e ift
paraus ein prismatijder Balfen mit mapimaler Feftioleit Herzujtellen.

Yojung. Die @rundlinie eined Deliebigen eingeseidmeten Hedyeds ift =, bie Dibe y; y liegt
ouf ber Sehue, G5 ift, wenn r der Rabiug ded Kveifes ift, (h — &) (2r — I+ o) = 'l‘; Die Fejtig:
feit it =/ -o-y* obexr F=f -da(h —x)-(2r — -+ x). Lebterer Wusbrud foll ein Marimum
werben,  TWenn in biefem Falle die Grundlinie bes Redteds gleidh & ift, jo evgiebt fidy

: 2 1 2 £
A=l i) = Vdr 2rk 4 I,
e ' : o e . . o  pi g o e = AR = % -
il & r oith £ = 3 I3 twie pben. && mufg h<<r -4+ — V3 jewn, fir h =r - = K3 verhilt fidh
i e 4,
) L o : : & aN._ s
pas Seqment wie ein voller freid, und ed ift & = .; V3.

Yufgabe 29. Der Querjdmitly dbed Stammes jei cin Stiid des Kreijed, weldjes von jwei
parallelen Selnen begrenst wird. Der Ubftand beider Sefhnen ift A, der Abjtand ber grofiten Sehue
vom Mittelpuntte ~ und » ber Nabiug e Streifes. E3 ift aus dem Stamme ein prismatijder
Balfen von maximaler Feftigeit Herzujtellen.



2 1.y s bl : 4 N ;

Cojung. &= — b4 )3 4 7%, wenn beive Selhnen auf derfelben Seite, bes Mittel
punfted fegen, fedbod) & Didftens gleidh H, 4= 2)r*— (h + £)°. Licgen die Selhnen auf perjdyiedenen
Seiten, fo exfete & burd i &5 ijt y guifer ober gleich Der Eeinjten Sefne.

Aufgabe 30. AWie Nr. 26, der uripriingliche Duerfdnitt ved Stammes fei aber eine Ellipje
mit den Achien o und b; a > 0.
Qifung. Die Hohe y bed eingegeidhneten Redytedd muf der grofien Adhfe « pavallel jein, bdie

o e y i i’ W . ; Ry T 5 e
®leidung ber Elipje lautet aljo =, + = 1. Sind iwieder & und xn bie Seiten bed emgezeidineten
7 o 3 bl
Redyteds, weldes eine mapimale Feftigfeit evgiedt, jo findet man abnlich wie bet M. 26 £ = /3 und
L ¢ y . e - ¢ -, Eofn v e o
§ = V6. Bujot. Wie dnbdert fih dad Wefultat, wenn der Thuerfdmitt eine halbe GElipfe ift, vom

fr)
grifiten ober fleinjten Durdimefier auf dber einent Seite begrenzt?

fufgabe 31. Wie Nr. 26; der urjpriinglidie Duerjdnitt fei parabolifd), einem Redyted mit
ben Seiten @ und b einbejdyrieben, (Nad) Holymiiller, Ingenienr-Mathematit.)

4l g WA et Al s = ;
Yojung. £ =a l = 1wy g = —-0 find vie Selen oed gejudiien Medteds.
i

i}
Yufgabe 32. a) Wie Nr. 26, ber urjpriinglidhe Duerfchnitt ded Stammes it aber ein gleid):
jeitiged Dreted mit der Seite a.

Lofung. &= “J: (2 —V3); 5= A w!', = L V3 (a—§) = r(I - :; V3).

b) Gbenjo, nuv ift der urfpriinglidie Queridnitt ein gleididentliges Dreied mit der Grund-
linie & und Hibe k.

e) Deggleichen, jebod) ijt ber wrjpriinglidhe Queridnitt ein redtwinfliges Dreied mit der
Hypotenuje ¢ und ber Hihe & ober mit den Katheten a und b

Aujgabe 33. Cin Segelidiff witd von einem MWinbe fortgetrieben, deffen Gejdhvindigteit
V ift; wie grof it bie Gejdpwindigleit » ded Sdyiffed, wenn dad Segel mit der Ridhtung ded Winbes

einen Winfel @ und mit der Ridhtung de3 Sdjiffes cinen Winkel  bildet? Fahlenbeifpiel: V = 4 m,
@ = T0°40", v = B1°15"

Lojung. Mit Benupung des Saped vom Parallelogramm ber Gefdiwindigleiten evgiebt i leidt
# = V «sin @+ sin P = 3,309 m.

Bujap. Der Wind bilbet mit ber Kuvdridhtung eined Seqelidhiffes den Wintel e; welden
Winfel mufy das Segel mit der Richtung des Scyiffes bilben, damit dag Scjiff moglichft jdmell vor-
wirts fommt?

Lojung. ©3 ergiebt fih) leidht, baff sin (¢« — ) - sin § = M b, §. ein Magimum werben nufi;
!

oies ift aber gleidy - [cos (@ — 28) — cose]. Der lepte Ausdrud wird filr « — 28 = 0 ein Mayi
mum, aljo f= —-e; 0. 0. bad Segel mup den Wintel Halbieven, ben bie Windbrichiung mit der Midtung

oed Sdiiffes bilbet.
Aufgabe 34, Dem Kurz eines Sdyiffes weht der Wind gevade entgegen. Unier roeldjent
Wintel muf man im Jidsad fahren, um miglidft jdnell vorwirts s fommen, wenn bdie Richtung
oer Gegel den vom Sdiff und der Winbrichtung qebildeten Winfel Halbiert?
Lojung, Man muf im Bidsad fahren, jobaf alle Winfel 60° bLetragen. Der Weq bis zum
Biel witd dadurd) verdoppelt. Unmerfung. FMan fann die Aujgabe dahin verallgemeinern, baf Dder
furd bed Siffes und die Niditung ded Winbes den Winkel § bilden jollen. Stets erqiebt fidh « — - 3

. o - e 53 ! b s o
Nady bem. Wenben bed Sdiiffes vertritt 4 K g e Stelle vonr 8, fo baff « = - (4 R — B3) ift.




Der Jidzad hat fietd den Winfel von 60°. Seine Lage wird beftimmt dued) bdie Halbierungslinie des
Winteld sotfdien der Bielvidhtung und der Richtung bed herfommenden MWinbed. Seine Linge ift ber be-
liebig langen Biigen ftetd 2a . cos 1 (180° — B), wo a ber gerade Weq zum Biele it

fufgabe 36. Um A ift eine jtarve Gerabe AL = a bdrehbar. n dem freien Ende ber-
jelben ift ein genitgend langer Faben befeftigt, welder iiber bie Rolle C geht und burd) ein Hewidht P
gefpannt wird. Wann ift das durd) P auf 4B augeiibte Drehungdmoment ein Minimum oder
Marinum, wenn AC =15 ift?

Hujgabe 36. I'[lwrrmguug medjantjdher Arbeit durd) die Kurbel. Ter Solben einer Dampf:
majdyine, einer Pumpe ober dergl. wirft in ber MRidtung DC A, lingd welder fid) bie Solbenftange
DC BHin und ber bewegt. Der Druck, ben die Sdjubftange OB gegen ben Bapfen B bder furbel
BA augiibt, ift in ber Ridtung AC genommen gleid) dbem Solbendruc P, weldjer wibhrend eines
Dubes fonftant gedadit werbe, 4B = r. Bei weldher Stellung von A B ift ver Drud am wirfjamijten?

Nufgnbe 37. TWeldes muf bdie Neigung einer {diefen Ebene von qegebener Linge jein,
oamit ein fovper auf ibr in bev fiivzeften Beit Devuntergleitet?

Aufgabe 38, Welches muf der Neigungdwintel einer jdhiefen Ebene von geqebener Bafid
jein, Domit ein Korper auf ihv in Dev EHirvzeften Heit herabgleitet?

Rojung. a) Die Bafis Leife b, der RNeigungdiwintel «, die Jeit ¢ Die Vejdleunigung it

o8 o 2 Bm 2o
gin Minimum wird. b) Soll auf die NReibung Mitdjicht gemommen werden und ift dber Reibungsboeffizient

s ; =l - q . 5m (e -
ift bie Bejdleunigunyg * i

F N 'Y, | . = 7/ ", = - | A o
g.8ino, @3 it = _—g-sine-{" ooer { = 2. i.f i + &3 muf alio & = 45" fein, bamit ¢
!

=

m=trs, | aljo mup sin (e—¢e).cos e« ein Warimum  werben,

=

. . feEL o iy E Lk L ;
bamit ¢ cin Minimum wird. Nun [Gft fid) leidt ableiten, dafi sin (¢—¢) - cos « = — - [sin(2a—¢) — sin ]

e - = = - 1
ift. &8 mup aljo o = 45" -

} =& fein.
Yufgabe 39, €2 follen mitteljt einer jdyiefen Ebene Steine von einem Punfte A nadh irgend
einem Puntte B ciner vertifalen Wand in ber Hirgeften Heit Hinabgerollt werben.
Lofung. Nenne den Abftand des Punttes 4 von ber feften Wand AC = b und <= CAB =«
jo ijt bie Lojung wie in ber lepten Nufgabe,

Il

Aufgabe 40, Ein Kovper (Shlitten) foll eine chiefe Elhene von ber Linge ¢ Hinablaufen
und fid) dann wagered)t weiterbewegen. Weldje Neigung muf die jdiefe Ebene haben, bamit ber
Sorper moglichit weit in ber Hovizontalebene fortlanfe?

“Mliﬂq' BN o == . ,r": > o = 35 2645"
* g: 81 /&= 35,2645

Aufgabe 41, AWie Nr. 40, nur joll bie Meibung auf der jdyiefen Ehene Beviid{idtigung

finben Der Meibungstoeffizient fei o = tg &.

g ; 1 T

Yojung: cos (2e—sz) = w08 & 3 B o= tge=004, o= 36"25'4" ober ¢ = 0,36,
&' — A5 4E g

Bujab. TWie weit vollt der Sirper in der Horizontalebene, wenn dort diefelbe Neibung wie

= SEae T = F: b l L e 3 ios 2ql . sin (g— 5
auj per jdjiefen Ehene ftattfinbet? Die gejudhte Lange Heibe «, ed ift 29 -tog -0 = & S8 coEta,
, - . COL &k
- 1.810 (e — &) .co8 A - . i o :
aljp & = ; T t“. &, Ut o =004 wird x = 9,001; fiir 0 = 0,56 wird & = 0,631,
a5, 1 14 f 5

Uufgabe 42. Ein Korper vom Gewidyte P werde auf einer Horizontalebene fortgezogen mit
einer Straft A, weldhe mit der PHovijontalebene cinen TWintel « bildet. Diefe Stvaft habe nur bie



Jtetbung, die P auf ber Unierlage vevurjadit, ju iibevivinden. Bei weldem Winfel ¢ wird die Bug-
fraft ein Mintmum?

Lojung. Bon bder Wraft I dient bie Homponente K. cos e jur Fortbeweming bder Laft, K. sin «
wirft dem Gewidytsbrud P entgegen.  Die Meibung ijt aljo proportional (P— K. sin ). Der Reibungs
foeffizient fei o = tg e. E5 ift K cos @ = 9. (P— K sin «), aljp e = }ll'jJ___-ll:“~ Damit K ein
Minimum wird, mup cos « - ¢ sin & 0der cos w 4 tg £ sin & cin Marimum poerben, T iit cos a

Co8 :.H — £}

4 tg &, sin e = “, e8 mifi daber « — =0 ober o« ==& mwerden, wm den Marimalivert zu

Cos E
L5 - ] P.o ] i e N, E perge)
exBalten; bann ift K =P. sin g =—— ?_ bag Mininum ber Sugfraft. Bei Fubviwverken anf jdledhten
Fl-¢°
Strafien it ¢ = 1g e = 0,07; bied ergiebt ¢ = 4% Folglich ift bie qgiinftigite Richtung ber Bugftange

um 4° zur fovizontalen Bahn geneigk.  Bujab. Bempe die Sdelbadide Dethode zur Grmittelung bes
v v, i 1 i “ 1 {4
Marimums bon cos « -} o . sin .

Wufgabe 43. Bis zu welder Hibe fteint ein mit der Gejdpvinbigieit ¢ unter dem Winkel o
fchief aufwirtd geworfener Korper?

i . : . . 1 a ;

Lojung. a) Nad) ¢ Setundben hat der Rirper die Hihe v = ¢ . sin «. ¢ — - g* erveidt.
Benube bdie Schellbadjde Methode, filhre £, und £, ein, jo daf fiix biefe Heiten die Hohe benjelben TWert

% St ¢ A 1 3 4iE i Lo el ey i~ -
echalt. @3 it c.eina.(fi—4) — =g, —1*) = 0 ober ¢.ein o — s olhT6h)=0. Gehe {; =1,
o B c.BIne .. ; ; i % i e i o o gsin® o
fodft t= T e pur Erveidung ver Marimalhohe notige Jeit. Die grofte Hohe ijt bann y =", -
b) €5 ift y = csine.t — 5 gt5 Der nad) ¢ Sehunden erveichte Horvizontale Wbjtand ift x —=¢.cosa. i,
Eliminiere aus beiben Gileichungen ¢, fo ijt » O = .,(lm — Die Gleidung der Wnrflinie,
-] €~ C( i 4 o

Dies ijt eine Pavabel. Um bdie Gleidung auj die Form der Scheitelgleihung der Pavabel e Lringer.
o . c*8in 2o . e*gin® o - e iy e "
5= 2pn, |eRe x sn —— & 1D n=—y T Dovaus ecfieht man jofort, baf bie
i - o1 v ; = o o e e T 5 -
arigte pobe gleid) - uno peér fovijontale Abftand in Diefem Falle 25 fein muB, e) MWenn
=0 % g 2y f

die grofte Hohe erveiht ift, ift die Gefdiviudigleit in ber Ridiung ber p=Adfe gletd) null Mun ift diefe
P e : o A ¢, gin e -

Gejdhivindigleit v, = ¢ . sin &« — gf. [t diejelbe null, fo ift ¢ = — . i 1o

i

fufgnbe 44. Bei weldem Clevationswintel ift die Beit yur Crreidung der Magimalhishe
ein Mapimum? « = 907

fufgabe 45, Waun it die (ebendige Kraft cined mit der Unfangsgejdwindigleit ¢ unter
pem Elevationdwintel « geworfenen forpers ein WMinimum?

Lojung, &3 ift ! = o + g Tt it v = ¢. cos o, alfo unverinberlidy, »* it 0, twenn
pie Marimalhvhe exveidht ift. Dann ift demnad) aud) bie lebendige Mraft ein Minimum. Prathijde Be-
pentung beim uffangen eines geworfenen Gegenftanbes.

Hufpabe 46. Unter weldem Elevationswintel « mup ein Korvper bei gegebener Anjangs:
gefdywinbigleit ¢ geworfen wevden, damit die LWurfweite ein Magimum ift?

- 3 + x & o £ A Lo 1 et
Lojung. Wm die Wurfoeite ju exhalten, febe in der Gleidung ber Wurjlinie y = lg o — A v
)\ r 2 Heosfo
1o Sihe ' e : [# row e el Bin® o Lty —_— AR o as et Tav
pie Hohe y = 0; man exhalt bie Wurfmweite w = P St @ = 45% fo ift @ e WMarimimt.

Nufgabe 47. Diefelbe Anfgabe fiiv den Fall 3u [ofen, daf das Gelinde von der Unfangs
jtelle bed Wurfed an gleidymifig anjteigt und den Wintel g mit ber Horizontalebene bilbet.
Lojung. Hat ber Puntt, in weldem bie fdiefe Ehene von einem wnter bem Glevationswintel

] o

getworfenen fbrper getroffen wird, dic Roordinaten z und y, fo ift y =z te f = 2 tg « — TR aljo
i 15°

¥




— 10

- . 9¢0% cos®a 2 zin (e — B) . cos o . 6? = : i, : , 7
= (tg a—tgf)- ML — 4 ; - Damit nun die Wurfoeite ein Marimum towd,
+ T E ] 4. cosp = :
mup 2 sin (@ — B).cos o = I fein, Thm ijt 2 sin (e — f).cos ¢ = sin (20— ) — sin f. &3 mup
- " oy 1 ey
aljp 2e — g =90 ober w = 45° 4 - g fjein.

Bujap. Um Fupe cined Berged, der unter dem Wintel g anfteigt, joll eine Kanone den
Berq Hinauf abgefewert werben. MWie mup man ben Lauf vidten, wm einen mbglid)jt fernen Punit
bed Bergesd au treffen? Beijpiel: g = 10" lnter weldhem Winfel mufite die Kugel abgejdjoifen
werben, um einen in der jdiefen Ebene wm die Strede o entfernten Puntt ju treffen?

Aufgabe 48. Wie Nr. 47, jebodh) joll Dag Geldnde fidh neigen und den Winfel § mit dex
Horizontalebenre bilden. Erjebe - f durd) — §.

Aufgabe 49. Unter weldjem Elevationswinfel muf ein Kbrper mit der Anfangsgejdwindig:
feit ¢ geworfen werben, bamit eine um Strede ¢ entfernte vertitale Wanb miglid)ft Hod) getroffen rerde?

=

2ojung. tang o

4'tr,r -

Aufgabe 50. Veim Priifen einer Feuerjprige seigte fid), daf fie den fenfredit aufjteigenden
Strahl b Vieter Hod) tveiben fann. Wuf weldhen Punkt einer a Meter entfernten Wand muf man
giefen, um mit diejer Sprite einen moglidft Hoben Punft u treffen?
2k
=

Nufgabe 51. Wie grof ift betm Foucoultihen Pendelverjuc) unter der geographifden Breite
o Die Wblenfung in einer Stunbe? Weifpiel: @ = 5122 Hujas. Lo auf ber Erboberflade ijt
pie Ublenfung ein Wiintmum?

Lojung. Wie Nr. 49; ¢ = 297, aljo tang o =

Nufgabe 52. o auf ber Erboberflidie ift dad Gewidt cined Kivpers ein Wapimunt, wo
ein Winimum, wenn man bie Grde ald Kugel mit bem Mabiug » = 6370 km anfieht? LWie qrop
ift bie burch bie Abnafhme der Cenirijugalfraft Devvorgerufene Bunabme eined RKovpers an Gewidy,
wennt Derjelbe vom quator nad) eimem Orte mit der geographijchen Breite ¢ gebradt wird? Dex
Sorper hat, an einem ber Pole gewogen, dad Gewidt 1000 k.

Aufgabe 53. BVon welder Hohe muf eine vollfommen elaftifde Kugel auf den Boben
fallen, Damit fie einen Deftimmten Punkt ihrer erften Babn, der wm K diber bem Boben liegt, in der
Hivzeften HBeit wieber erreid)t?

Lijung. »=— 1; h.

Nufgnbe H4. Ein vollfommen eloftijder Kivper, weldjer die vertifale Strede i durdfallen
bat, wird von einer um «® gegen bie Horizontalebene geneigten jdiiefen Ebene jo juviidgeworfen, daf
er cine poarabolijde Wurflinie bejdjreibt. AWelde Neigung mufy bie jdjiefe Ebene Haben, damit der
Sirper, wenn er juecft wieber die Ebene trifft, eine mbolichit groke Horizontale Entfernung von ber
urjpriinglichen Fallvichtung Hat?

Qifung. Der Korper erlangt duvd) den Fall bie Gejhmwimbigleit o :],”':flr,rf.« und ivirn o
suvitdgetvorfen, bof ber Glepationdwinfel 90" — 2« it Nun ift bie jogenannte fdiefe Wurfeite bei
2¢®-coge - 8in (e f)

bem Elevationéwinfel « unb dem Neigungswintel g aleidy W = o0l E
g - cos™

, aljo ber horizon:
2t cobe-ain (e 4+ ) R Vet MR : - ) . .
tale Abjtand &z = g- cosf 8 Dievin ijt fiiv « 90" — 2¢ und fir f o« zu jeben, daun it
2etEin Be iy s
= 0. b x aft flic o=
g

e = 90" mbglidft grof getwefen,

5" etn Magimum.  Die fdiefe Wurftoeite felbjt twire natitelid) fiv



Lo

Nufgabe 55, Geraber gentvaler Stof unelaftijher Korper. Die Stofridhtung fdllt mit der
Bewegungsridhtung jujommen und geht dburdh) bie Schwerpuntte. Ein Korper mit der Mafje M und
ber @efdwindigleit € trifft auf einen in Devfelben Richtung fich bewegenbden Kirper mit der Maffe m
und ber Gejdywinbigleit ¢  Die gemeinfame Gejdpwindigleit beiber Sorper wird b.=ﬂ'll‘i"_:_}|_‘:_:'-'_
Rie grof muf ¢ = = bei gegebenen Werten fitv M, m und C fein, damit der Fuwad)d an lebenbdiger
Sraft beim pweiten Sovper ein Woyimum wird?

Lojung. Der Buwadd bes zmweiten fbrpers an lebendiger SHraft ift
J 1 i
Lo 1 2 1 [l’_,l{ 0 - mx)? )
gme — g =g g — 4

E muf (MO 4 mz) (M + m)’z* ein Warimum werben. Mad) der Sdellbadjhen IMethode
m o« O 3 4

erhilt man feidt = — e St m—= M, jo it z= 5 bie gejuchte Glejdmwindigleit,  TWeile
' -l_ - L
an einem Beifpiel nacdhy, bdaf ed fih um ein WMarimum Hanbelt, Fiiv M = m ijt der Buwads fiir
1 . = o o ot ® ra b s o
g o= 5 c g[m[‘i} 0167 - mC*, fir =0 it e UJE:} mO= filr »== 5 C 1t ex |_?,1;'qu'r!l"_ S TIT
o= - C 0125 mC%: Fiir den Fall, daff C =1c ober baff ¢ = — € ift, finbet feine Mbertragung
ftatt, St e>C ober ift e << — €, jo finbet Deim jweiten Kbrper fogar ein Berluft an [ebendiger
fraft ftatt. §iir — O <e < 4 € finbet ein. Buwad)d ftatt, dabei muf filr ein Deftimmtes ¢ jotfden
biefen Ghvengen der Bumwadd ein WMarimum fein.  Jft M nidt gleid) m, jo findet beim roeiten Rivpey
: ke e o % A ik :
nur Buwadd an (ebendiger Krajt jtatt jwifden ben Grvemzen — e S gL

Aufgabe 56. Gleraber zentraler Stofi vollfommen elaftijder Kovper, jonft wie v, 5o,

. : el s e B B s o — 3 Zm (0 )
2ojung. Nad) vem Stop ift bie Gejdwinbigleit bed erften Kovpers V= C— 3 |'”'.“
i — |
; . 2 M{T—¢) MO — (M — m) s P .
bie bed jweiten v =c -} e i "r\”' . (&8 it e=w. Die Bunahme der (eben:
M ]
oiE : E : - e ok o -
bigen Sraft bed sweiten Rorpers ift — m (v — 2%). Daber mup
[2MC — z(M —m)]P — (M |- m)* -2
r y - ‘ . B Fp : y O (M )
it Maginum werben. MNad) der Sdellbadjcdhen Methobe evgiebt jid) fite diefen Fall leidt v = — o .
St 3 B M=m, foift =0 Wenn namlid) der zweite Kovper anfangs in Rube ijt, jo erhalt er

nacdh dem Stofe die pange lebendige Srajt bes erften Siorpers, da befjen Gejdhwindigleit null wird und
bet bem Stof elaftijder Storper Dbefanutlicdh fein Verluft an lebendiger Hraft eimfvitt. Davans evbelll
jofoct, baf e3 fidh um einen Dapimalwert Hanbelt. Fithre diefen Nadjveid aber auferdem nod) en
jprediend wie in Mr. 55.

Uufgabe 57. Mapimalleiftung eined unterjdladtigen Wafjerrades. Eine Wafjermafie M
fliekt mit einer Gejchwindigleit ¥ gegen die Schaufeln eined unterjdladhtigen Waffervades. ‘Die Unt=
fangggeichwindigfeit ber MRabidaufeln fei v. Wei weldem BVerhiltnis zwifden 7 und v wird die
Wrbeit emn Dapimum?

Qijung. Die Arbeit ift gleih dbem Trodutt aus frajt mal Weg. Jft die Gejdpwindigleit des
Maded mull, jo ift aud) die Wrbeit mull. Jft » = V, b. h. bewegt fidh das Rab mit devjelben Gejdivine
bigleit toie Dad MWaffer, jo ift der anf bdie Shaujeln ausdgeiibte Drud und affo audy die rbeit gleid) null.
Doswijden mup et befonbers giinjtiges Jerhiltnis wifjden v und V7 vorhanden jein. Dev Dend des
fliegenden Waffers it propoviional ber Waffermaffe M und ber Diffeveny ¥V — ¢, der Weg der Mab-
janfeln in einer Sefunde ijt v. Die Arbeit des LWajjers in einer Selunde ift aljp A=k-M(V—v} v,

oo % eine onjtante ift. » = o ¥ 1t dexjenige Wert, fitr weldhen bie Urbeutdleiftung bes MWafjers ein

Maginnm fvicd.




|-J‘

Aufat. Sn ber MNibe bed WMarimums ober Mintmums anbert fidy eine Funbtion nur langjam;
Mahiveis durd) die graphijde Darftellung von A ald Funition von v
Anufpabe 58, LWann ift das Trighettsmoment einer Gevaden A B =1 ein Minimum, wenn
die Adhje O bie Gerade vedhtwintelig Freuzt und von derfelben den Fiivzeften Abjtand OC = a hat?
W .8 ; = A et — Mi* i it =
Lajung. BC jei gleih &, jo ift dbad Tvdagheitdmoment 7' = = -+ M “/, -+ .':J e u-—l,
4

y

werit M die WVinffe der Gevaven ift. T ift ein Winimum fiir b = o. 0. ¢ mufy mit der Mitte
pon AE zujomnieniallen.

ufgabe 59. Wanun wirh dog TrdgheitSmoment eines NRedyted? von gegebenem Fnbalt 7
ein Mapipnum oder MWMininuum, wenn die Drehungdadyje auf der Ebene des Redteds im Shwerpuntt
fenfvecht ftebt?

ojung. Die Seiten jollen a unbd b, die Maffe M beiffen. G2 it 7= l‘i (a® - %), Man
finbet feidyt, baf bei gegebemem Snbalt J = ab T ein Dinimum wird fiix a =0 = YJ und ein
Maginuum fiir a =0 und b= oo ober a=o00 und 6 =0. E3 ift aud) 7= :: d*, tvenn d bdie
Diagonale ift. Mon fann die Lojung alfo audy yuciidfithren auf die geometvifhe YUnfgabe: Wann ift bei
gegebenem Jubalt eined Medyteds die Diagonale ein WMinimum? G8 iff F=a* -+ und J =ab,
alfo 20 = Yd® + 2J + Vd* — 24, b . 42> 20, wenn a veell bleiben foll. 4% = 2.7 ergiebt den

Hleinfterr MWert von 4. Daun ift a =0 Bujak. Ber eiem vehiwinfeligen PBarallelepiped mit den
Ranten. a, b und ¢ ift, wenn bie Adfe pavallel mit ¢ bdurd) ben Sdiwerpuntt qebt, ebenfalls
= Mg s = _ o o

T 5 (e =17, aljio e Mintmum

lix @ =10, wenn ¢ fonjtant fein foll

ujgabe 60. FWann ift dag TragheitSmoment eined redhtwinteligen Dreiedsd bei gegebenem
Jubalt ein Minimum, wenn die Achje jenfredt jur Ehene bdesjelben fteht und durd) ben Schwerpuntt
pber Den Sdeitel Ded rvedyten TWinfels oder bie Mitte der Hypotenuje geht?

Lojung. Die Kotheten miijfen gleid) jein.

Uufgabe 61. Die entjprechende Aufgabe fiir ein gleichjhentlined Dreied yu [bien.

Lijung. Die Grundlinie Beifie «, die Scdenfeljeite b, die Hohe v Grundlinie h Gz ift

al : ; : o ) v A 258 L g1 4h I Sat

of = ", gegeben.  A) Die WUdije qebt burd) ben Sdiverpuntt. G5 it = I - J__I! RSy T A j: AL
i D [
= VS 2J = ; L e ety
iy a = =]_ ung = i VI -¥/3 wird 7 ein Minimum.  Dann ijt bad Dreied gleidieiti

K3
i - ssealntls E g T Mo - g
B) Die Ndije geht dDurch bie Spige, L' = II- (.; - ;; __] =il -+ 124%). Bei qegebenem

Ynbalt ift 7 ein Minimum fiir e = 2VT - ¥3 und h— VT i;

: : - ; : -+ ot A P M- b® M [ a® e

C) Die Udfe qeht dburd) bie Mitte ber Grumblinie. €35 ift 7 — TR e {rs - ,u';--_}. e
; 5 3 R wlie e o 1 e
etet gegeberten gnbalt wied ' em Aintnmmum, twenn a = 2T wnb h= YJ = —a ijt.

Yufgabe 62. Wann ift dad polave Trigheitsmoment der Ellipjle mit dem Jubalt J ein
Weinimum?

Lojung. I'= 7 - (@ -+ &), wenn o unb b die grofe und Heine Adfe ber Elipfe find
Jo= abmw. 1" wird ein Mintmum fiiv a = b3 dann tird aud der Ellipfe ein Kreis

Uufjgabe 63. Wenn man in der vertifalen Seitemwand eined mit Flitjfigleit gefiillten Gle-
dfes, weldies auf einer Horizontalen Ehene fteht, in verfdhichenen Hihen Offnungen anbringt unbd




Weldier Strahl fliefit mit der griften Gejwinbigleit aus? Weldjer ersielt die griffte Sprungmeite
auj oer forizontalen Ebene?

Lijung. Die Ausflufigefhivindigleit ijt jo grop, ald wenn bder Abjtand vom Nivean der Fliiffig:
feit Dig sur Offnung durdifallen toive. Unten ift biefelbe aljo am grifiten. Die Sprungieite ift jebod
filv eine Offuung gang unten ober oben ein Mintmum. Die Hobe bder Flijjigleit fei h, der Abjtand ber

Offmung von der Hovizontalebene x, vom Nivean y; die Ausflufigejdiwindigleit ift danu v — ¥ 2gy.
e Ty e e el k 1 - - e 1 o 3 "-._'J..' s ==
St ¢ bie Heit bid uv Erreidung der Hovizontalebene, jo it x = , o2 md t = I,-I = Tie Sprung
- |1

=

teite ift vé = 2 Vay. a x4 y=~"ift joift xy ein Maginum, wenn @ =y = —h ijt. Erridjtet
man iiber der vertifalen Seitenlinie einen Palbiveis, fo ift Yy gleid) der auj der Seitenlinie fentrechten

o o o ; 1 A
Selme.  Diefelbe 1ft ein Magmmum, wenn z =y = - & ift.

Uufpabe 64. Wie Nv. 63, jebod) fteht dod Gefiif am Fufe einer anfteigenden jchiefen
Ebene mit dem Netqungwinfel § ober am Roanbde einer Horizontalen Ehene unb einer abfallenben
Ebene mit demjelben MeigungSwintel

Aufgabe 65. a) Eine Torvicelijdhe Mohre von 1 m Linge werde bid zu einer Hobe
v = B0 em mit Duedfilber gefitllt und dann mit dem offenen Ende 2 em tief in Quedfilber getandt.
Das Gefap, in weldem fid) dad letstere befinbet, fei fo weit, daf die Miveauverdnberung, die bad
aug ber Robre ausfliefende Tuedfilber verurjacht, in der Redynung vernadliffigt werden fann. Wie
grop ift die ugbehmung der Luft, welde urfprimglidh v = 50 em ber Rihre einnahm, bei einem
dufeven Barometerftand von 76 em?

Lijung. Die Ausdehung fei gleidh » em. Nad) dem Mariottejdhen Gefes it

76 - 50 = [76 — (98 — 50 — x)] - (50 + =).

Uljo ift # = 23,6. Nadjweis dburd) bad Epperiment.

b) Tie Ausdehnung z = 23,6 em ijt gegeben. Bervechne die anfinglicdhe Linge v der Luftjiule.

Qijung. v (v 2)=[76— (98 —v—2)]: 76. Ao v — 49 — 2 -} /49— 982 } 222x.
FHir © = 236 ergiebt fich v, = 50 em b #, — 0,5 cm.

c) TWann ift die Ausdehnung ein Warimum? E3 muf 49* — 98z 4 222 =0, b. D
=316 cm und v — 174 em fein.

Bujat.  XLidje diejelbe Aufgabe filr eine 77 em lange MNohre, die mur 1 em tief eingetandyt
with. €3 ift bann v: (o4 2) = (v 4 2): 76. Stelle = ald f(v) graphijd) bar. s ift ©* 4 20z
+ &' = T6v, aljo v = 38 — = 4 /88" — 762 und 38 Tz =10, poer, 3. ="19 1und: v — 14

iiv pen Fall bed Marimumsd der Ausbehnung.

d) TWann ijt, wenn v wieder die wrfpriingliche Hobe ver abgejdhlojjenen Luftjaule und = die
Ausdehrung Degeidynet, fiir eine 77 em fange Nihre, die 1 em tief eingetaudht ift, © — » ober 1 ¥
ooer I; v yoer : v DDer ii-‘ pber : v? Antwort, x = 19 ober 33,78 ober 42,75 ober 24,82 ober
27,56 ober 48,64,

fujgabe 66. Ein Horper bewegt {id) mit der fonjtanten Gejdpwindigieit ¢ auj dem Um:
fange eines Sreifed O mit dem Nabdius ». Wie evjcheint die Bewequng von einem fehr weit ent:
fernten Puntt P der Ebene bdes Sreijed aus betrachtet? MWann ift von P aud betradytet bdie
Geidwindigleit ein Magimuwm ober Minimum? Wie grofy erjdjeint die Bejd)lennigung?  Bewegung
ber Sonmenjlecte, wenn die Erbe fich in der Ebene ded Sonnendquators befinbet.
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Aufgabe 67. Freier Fall eines Korpers in einem durd) den Crbmuttelpuntt qihfnbm engen
Ranal. Die Erdomafie wird ald8 homogen vovausgejest. Wann ift die Gejdwindigleit ein WMarimum
ober IMinimum?
Aufgabe 68. DHallftrim Hat die Ausdehuung bes Waijferd bei Temperaturen tnnechalb 0,8
und 525 Grab Celfius duvd) 64 Verfuche beftimmt und folgende Fovmel gefunbden:
s = 1 == 00000562939 0,0000065322 {2 - 0,00000001445 ¢£°,

worin s bas fpesifijhe Gewidht und ¢ die Temperatur ded Waffers begeichnet. Wann ift die Didhtig-
feit bes Tafjers ein WMoximum?

Qofung. Wir jepen s =1 -+ «t — B* -+ 7* und fithren £ und £, hrtm nter Weife ein,

fobafi Beide basfelbe s ergeben. Daun ift e- (L, —bt) — B — 67 + y (" — 0. Dividiert
man durd) &, —dy, fo ift e — B — &) 4 (L% + hls+ ) = 0. Fiir bden '._‘{cﬂll bes E’)(LL’(_\]LII.HN:'
- - : E T 24 o 8 i /B v e
per Didite it {, =t = zu feben. Daun ift « 28t 4 39t =0 pder { = f - l = L.
3y 0y

Sitr ba3 obere Lorzeidhen bder Tundrativurzel u‘lu’ill man burd) Einjegen ber Werte bdie Tembperafur
— 4108 ®rad Gelfiud, bei welder bas Wafjer die grifte Didtiglet hat.

Aufgabe 69. Fwei Punfte 4 wnd B, brrm Entfernung gleidh) 2 ift, haben ecine Ladiung
vont je 4+ e Goulomb. Uuf der Mittelfentrechten, die auf AL ervidhtet ift, find bte Pumbte X und
Y zu beftimmen, wo bie abftofende $traft beider Gleftricititamengen auf bie pofitive Embeit ecin
Marimum 1k

@ofung. U cinen Punft im Unendlidhen (4 oo und — oo) iben die Puntte feine abjtopende
fraft aus, ebenjo midyt auf ¢, bie Mitte von 4 F, 'i."l‘. beibe Srifte fich dort !;l\!ll‘”]-ﬁ[i!], aufheben.  Das
eine Mapimum liegt aljo zwifden € und 4 oo, bad andere jwijden ¢ und — oo, Ein  beliebiger
Puntt P ver Mittelientrechten habe von A oder B bie Entfermung », e3 fei 9K PAB = « = 9 PB A,

~ Hine caps i i i = o f'l'_:‘-C.'.H
Fum iibt A fowohl wie B auf P, wenn Dort bie pofitive Einheit 1jt, De Abftofung - = = (g,
i [+ |'“h:I.' |'|"'-'!:|': - e ,:\ . i ¥
Diefe Lrifte fann man in die Fomponenten oy Cos K unb o — - sin e gerlegen. Die erjteren heben
= 4 e = - : . ~ L - S¢ coste | g
ji) auf, bie lefteren verjtarfen fidh), und P erleibet bie Gefamiabjtofung K = u; “gine.  Fite ben
Fall Des Marimums mup costoe 8in @ DDEr sin o — Bin‘o t1|‘"‘l'|,l”ll‘J]'i qrof fetm,  Wenn fir e uM0 oy
K benfelben Wert Bat, fo ift (sine,— sine,) — (sin’e; — sin®a,) = O ober
e e 0, =ty PR | - . w6
Shin s t0E e = [1— (sin*w, - sine, sine, -+ sin“a,}] = 0.
: T R T ol o Ve .
Man bdividiere durd) 2 -gin— _1., 1. Seht man o, —oy=«, fo ift entiveder cose =10 0. . c=- 90"
oder 8 sin"a =1 alfo sine ==+ |/ - Die beiden erjten Falle ergeben bas Minimum, bdie betden
(eten TWerte dad Marimum der Abftofung, wenn man bdie Ridhtung der Bewegung nidt betrvadytet.
nalytifdh ftellen « = 4 90" und sine — — l/-‘ i el Mo, o« — 90°% b sine = 4 l.-’
. ¥
I
ein. Marimum odar.  Somjiviicre « geometrijd), wenmn s e = l:‘ 5 Wb

Anfgabe 70, 4 Punfte, welde die Eden eined Duadratd bilden, find glewd) ftark eleftrijch
gefoben. Wann ift die Abftofung auf die gleidmamige eleftvijde Cinbeit ein Weaximum, wenn fich
biejelbe auf eimer Geraben bewegt, die im Sdnittpuntt ber Diagonalen auj der Ebene ded luabratd
jentredit fteht?

ufgabe 71. Gin dimmer Kreidring ift eleftrijh gelaben; wann ift die Abjtopung auy nie
aleidhnamige Ginbeit ein Maximum, wenn fid) legtere auf einer Gevaden bewegt, bie im Mittelpuntte
bed Rreijesd auf der Sbene bedjelben fenfredyt Thhtf
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Hufpabe 72. a) Lije die Aufgabe 69 fiir den Fall, daf A4 und B der Sify einer Kraft ift,
bie auf einen Punit der Mitteljentrecdhten nidht umgefehet proportional dem Tuadrat der Entfernung,
jondernt einfad) umgetehrt proportional der Entferming abftofiend iwirkt.

b) Desgleihen fiir Den Fal, daf A und B ber Sih gleidjer Krdfte ift, welde auf einen
SBuntt ber Mittelfenfrediten umgefehrt proportional ber 3. Poteny der Entfernung abjfofend wirfen.

c) (Giiebt ed ein Wlagimum ober WMininuim, wenn bie Kedjte in 4 und B auf einen Punit
per Wiitteljentrediten bdiveft proportional der Eutfernung wirfen (3. BD. eloftifde frifte)?

“Hufqu[u' 73. Unuj einer Geraden befindben fid) die Punfte 4 unb B in der Entfernung o,
A Bat eine Qadbung F, B e JIn weldem Punft der Geraden 1ft die Wirtung Deider Eleftricitits:
mengen auf bie pofitive Einheit a) null; b) ein Mogimum ober Minimum? [E undb e Fiinnen
gleiches ober entgegengefebtes Heichen Haben d. §. gleidhe ober veridyiedene EleftvicitdtSarten bebeuten.]

Lajung. a) Nady dem Coulombiden ejepe erqicht fidy fiic emen Punft zwijden 4 und B

) & : o i 5

o G I emen Bunft der Berlangerung = : 55y foenn IZ uno e bie abjoluten FWevte

o =) ' [ L= ]" ¥

” k e : : \ e = d i Foiem

per Labungen find und x ber Wbftand bed PuniteZ bom A 1t €2 it 2 = 7 e J,_.' ¥ Ee.
y — —— = &

&8 fei E >e¢ Sind beibe Elettricitatdavten gleid), jo giebt ed nur einen Puntt szwijden 4 und B,
pelder ber gejuditen ‘l‘ubiupu g gemigt, alfo hat nur bas untere Peidien Bebeutung; {ind bagegen bie
Elettricitatsarten veridyieden, fo liegt der Puntt auf ‘5-.1 Leclangerung von A B dibey B Dinaus, alfo 1jt

mur ond obere Heidien zu nehmen.  Beifpiel 1) d = 7,6 ¢m, = -+ 20 Eoulomb, ¢ = ;—' 5 Epitlomb,
w=>5¢m, 2) d=7T5em, B =20 Enilomb ].‘L‘]]l]ULL @lutm-..m;, e =273 Goilp nﬁ negativer Elettris
citdl, = = 15 cm.

L) Mimm A old Soordinafenanfong, die Gevabe AB ald Ubfeiffenadje und zeidme fiiv jeden
Puntt der Merabem bie vom Deiben Ladbungen berviibrende SMrajtiwivfung ald Drbinate und zwar fiv bie
Deibenn i a) gegebenen Bablenbeifpicle. Grfolgt bie Betvegung infolge der Gefamiwirbung nad) vedis,
jo fei Die Gejamifraft pofitiv; erfolgt biejelbe nady lints, jo ift fie negativ zu nehmen. Wug ber
Betvadtung der erbaltenen fFuvven geht DHervor, daf filv den Fall, daf & unbd e gleidnamig findb, fein

Magimum oder MWinimum im eigentlichen Sinue eriftiert. J[jt @ = 0 ober o = jo- ift bie Rrajt:
wirtung ---:— oo,  Pat aber 4 bie Qadbung von E Conlomb pojitiver 1111“\ L e LU‘][U]HJ uuqrtmsu L[d’tu
citiit, jo Anbert fich bie feaftiictung auf bdie pofitive Ginheit ywijden 4 und B jo, baf jie in A 4 oo
ift, bann abmimmt, Hievauf wieber wadjt und in B wieder + oo ift. &8 muf alfo swijden 4 und B
etit Mininuom eriftieren.  Anf der BVevldngerung von AL diber B hinaud ift die MWivkung zuerjt — oo
o. b auf B zu geridhtet, bei x= ; :'R di g ,'V?"’“ ift fie null, bann wadjt fie wnd it im

Wnenblichen iwieder null; e8 mup aljo anf der Verlangerung ein Marimum epiftieren.  Fiv emen LPuntt
swijden A und B wicken beibe Hvdjte in gleidem Sinne, A ftofit bie pofitive Einbeit ab, B aieht fie an,
I A -

o o= - mup ein Winomunt werden, wenn & der Abftond beg Puntted von A ift.  Nad) ber
Sdyellibachjchen Methobe evqiebt fid) leidt
2.0 B d—x t e

4_ (d =0 poeL — = = alfe x = d 'l
i i VE | - ]

St % B. E=8e¢, o iff 2 = —d; ober ift wic oben.d =75, E=20, e= 15, o ift 2 = 4,497

¥
w
Erl

Fiir einen Punft der BVerldngerung von A B fiber B binaud tivfen die von 4 und B audgehendben

o Ly n e Ly o Lt : I 3 piboed '
Srifte im entgegengejebien Sinne auf die bofitive Einbeit. — — @ : g T ein Marimum werden.
o i e ]
i : 1.V < 5 : fo TPER =
Man echalt leidt » = L — St 3 B, =8¢, {o ift febt = 2a; ober it d=175,
VE—)e
B = '_J.“, e==h A it o — 202377

Bujak, Wie wiirde fich die lepte Aufgabe dnbern, wenn bie Elebtricitdt nidt umgetehrt




propovtional bem Quabrat ber Entfernung, joubern einfad) wmgetehr proportional der Entfernung
ober umgefehrt proportional der 3. Poteny der Entfernung wirfen wiirde?
Aufgabe 74. Bwei Puntte A und B, deven Entfernung gleid) d ift, bejien bie Ladung E
bestw. ¢ pofitiver Cleftricitdt; in weldem Punft der Geraden AL ift Das *Potential e Weintmmunt?
Lifung. Dad Pofential cines Punftes in Bejug auf einen andeven mit der Clethricititzmenge ¥
ift =, twenn pie Guffernung beiber Puntte 1. Dos Potentinl eined Punties in Beyug auf mehreve
Puntte it > (=—)- Bwijden 4 und B muf ein Wintmum egijtieren, da in A unb B bas Poten=
Al o e LY - ,

: : . 2 : F @ x ’
tial gleid) oo wird undb von A ouf B ju und audh) von B auf A jn abmmmt. -+ 3 foll emt
! o

Winimum werden. Nad) der Schellbadyjchen Methobe exhilt man leidt
y i ¢

_].

4 ,r!-:' 4 [ — m)*

AVE

g I — o &
—0 ober - = V—- o  z=
= VEA+ Ve

A

Fiir Den Fall bes Minimums, da bas negative Jeidhen feinen Dbraudibaven FWert Lefert. G5 it aud
o = j:_ = - VEe, wenmn E>e Bablenbeifpiele: 1) BE=¢, o = = dy 2) d=90, B =25,
¢=16, x=050; 8) d=175, F=120, e =05, £ = 50. Beidne die Kurve bes Lotentialé fiir bie

Werte d'= 10, =10, e=—10.

Aujat. Haben A4 und B verjdjiedene Labungen, jo erijtiect fein Daximum oder Minimum
avifdhen 4 und B, Berechne fiir diefen Fall den Puntt pwijden A und B, wo bad Potential null
¥ E e . ; dE
Lot e obet R= e

ufgabe 75. Hwei Punfte 4 und B, deren Entfernung o ift, haben die Ladbungen £ und e.
I7 ift pofitive, e negative Glettvicitit, und F > e Fiir weldhen Punft auf der Berlangerung von
AFB iiber B DBinaug ift dad Potentinl ein Marimuwm?

fofung. a) Die Cutfernung eined Punttez der BVerlangerung von A fei 2 Filv a2 = oo ift
- ; S T i - it £ I £ :
pas Potentinl mwnll. Fiiv welden Punft der BVerlangerung ift ed ebenfjalls null? e 0 erqieht
! = e
TS oy SR e bttt e el e s
e sl b L U L B e e S AL et Tt it £ mcht null, jonvern pojittv. @5 mup aljo emn
e o i e ok . 2 % :
Magimum vorhanden jein. e M. Tad) ber Sdiellbachjchen Diethode exhalt man leidt
d-(E — VEe) B [ : MidFE—¢e , 1/ (Md+E—e*—4dBM
=l 220 — M exqieh 5 x == : _[ i 2,
; et M I exgiebt audy o S 8 iy rYTE
e : o - e R Bte  2)Ee
Fiir ben Fall bed Wazimums muf ber Rabifand gleidh null fein. Darous folgt M — P - o
Sy . n = M+ E—e (B —VEe)
worin jedod) nur bed obere Beiden braudbar ijt. &S ift dbaun » = S ° ober x = ,,-__l‘.

wie vorfer.

ufgabe 76. Wie find n Elemente, von denen jeded die eleftromotorijhe Kraft £ und den
inneren Widerftand e befibt, su jdalten, damit bei gegebenem dufieren Wiberftande W die Stroms
jtacte o ein Warimum wirh?
B
W
ftraft und W' ber Gejamtviberftand bed Stromlveifes ift. ©Sdaltet man die jamtliden Elemente Dintexs

n it i ; s - b
Sdjaltet man bagegen olle Elemente parallel, jo ift J =

Lojung. Naod) dem Dhmiden Sefese ift J = e =7 die gefamte eleffromotorijde

rinanber, fo ift J = £ y
einander, fo ift o e . :

+ B
"

Yuferbem fanm man bie » Elemente i 2« Gruppen Hinteveinander wnd in jeder Gruppe y Elemente
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T ) = x - K . = iz nk s =
parallel jdalten. Dann gt J = = ; loorin z -y =mn 3u jeken it J = S TERAT muf aljo
- Wy .
. LW 3
L _-'j b i
eit. Warimum toerben. Der Menner zw === v W muB ein Mintmum  werben. G3 ift zy = n unb
aw -y W= nw W qgegeben. Die Summe zw -+ y W ift ein DMintmum, twenn bdie Summanben einanber

gleich) werben, on oad Prooubt oer Summanden fonftant ift.  Die entfprecdiende geometrijdhe Wnfgabe

[outet: Teldyed Rechted Hat bei gegebemem Jnbhalt einen miglidjt Heinen Umfang? Behandle {fibrigens

pen MUpsorud zw + yW = F nady ber Sdellbadjden Methode. Man findet aljo: zw y W ober
: e L ot - ok i ¥ =

e — b. §. per aupere Waiderftand muf gleid) dem inneven jeirn.

Bujat. Die Sdaltung der Rollen eines Grammejden Ringes einer Dynamomaidine erfolgt in
entfpredjender Weife.

Nufgabe 77. a) Durd) wieviel Centimeter eined Drahtesd, von weldem 1 em einen Wiber:
ftand bon B Ohm bhat, muf man ein Element, weldpes bdie eleftromotorvijde Kvaft Z Volt und den
tneren Aiderftand W Obm hat, jdlieBen, damit die in dem Drabie entwidelte IWdarmemenge mig:
lidhit arop ift? MNacd) Joule ift diejelbe gleich) bem Probuft aud dem LWiberjtand und dem Tluadrat
ver Stromftarte,

b) Ein Element mit der eleftromotorijdhen Kraft £ und bem inneren LWiderftande W joll
purd) emen n em langen Draht gejchlofjen werden; welden Wiberjtand muf; bdie Langeneinbeit bdiefes
Drahted haben, damit die tn dem Draht entwicelte Tdvme mibglidhjt grop ijt?

ufgabe 8. Jn Der gevaden Linie, welde zwei leudhtende Puntte 4 und B vexbindet, joll
diejenige &telle ¢ Deftimmt werden, wo bie jdwddjte Belendhtung jtatifindet.

Qofung. G jei AB=a, AC=ax und bdic Lidtintenjitit im Abftandbe 1 von A und B
: X s ey 1 . o o 1 o : : :
o besio. ¢ Tanm 1t Die S\.f'l(|.]I?|.l'|.1"i‘1‘ m ﬂ[l‘lfl} T — o —|— p 'I]L']Q[Ew wirh e Tinimoum Tiie
alfd = : _ : Fa e 4 ; 1 2
= = l : (Siehe M. 73.) Hablenberjprele: 1) J=1i; = s & 2) J=28i, 2= a
VI + Vi g 3
3) J=2i; z=056a.

Nujgabe 79. lnter weldem Einjollswintel miifjen bdie Sivahlen einer Lidhtquelle L auf
pad um Sprede ¢ entfernte Flachenelement S fallen, bdamit die Beleudjtung desfelben modglidhit
jtaxE ijt?

Aufgnbe 80. Wie hodh) muf cine Lidtquelle A fentredht iiber dem Punite B ber Ebene 1
fid) befinben, bamit ein von B um a entfernter Puntt (Fladenelement) ¢ der Ebene am fivEften
belendytet werbe?

Lojung. LWeife nad), baB ein Viaximum vorbanden ift! E3 joi AL =2, AC0=y,
L ABC = o unp bie Lidtintenjitdt im Abjtanve 1 von A gleidy & Der EinfallBwintel in O ift
el g Gt A e : A it o [
gleid) 90 e, e didtitacte m £ tjt boun J = g ober, ba y = — :
CO8 &
- gine-coete fx oy o
of = o = — (8N« sin” o) .
a- [ 3
S S . 41 o i N - A1 i
J 1t oetn WMaptmum, wenn sme = |/ - Iy = —al/—, o=V —a=ual/ ift.
[ ' f
3 3 ' o8 & 3 3 =

(Siehe Anfgabe 69.)

Bujah. Eine Lidytquelle ¢ befindet {icd) in einer Ebene um Strede @ von Punit B ber-
jelben Ebene entfernt. Wie hody iiber der Ehene muf fid) dbad Fladjenelement A (Heiner Spiegel)
befinben, damit bie Beleuchtung bedjelben miglihft grof ift, wenn bdasfelbe auf der in B auj der
Ebene evvidteten Senfredjten pavallel ber Ebene verfdolen wird?
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YUujgabe S1. Hwei gleide Lichtquellen A4 und B baben die Entfermung . Auf 4B ift
in Der Mitte ecine Senfrechte erriditet, auf welder ein fleines Fladenelement (Puntt) C verjdjoben
werben fann, jo bafy jeine Ebene immer auj der Mitteljentrediten fenfredit fteht, aljo parallel 4B
ift.  Wie grof muf ber Ubjtand bed Punbted € von AF jein, bamit feine Belidhtung mbglidft
qrof ift?

Aufgabe 82. Bwijdien der Lidhtquelle 4 und dem um Strede a entfernten Punit B be-
finbet fich ein Hinbernid fiir die Lidhiftrahlen. Um L zu beleudhten, foll ein: Heiner Spiegel (Puntt)
S ouf einer Meraben, die tn ber Mitte von AL auj AL jenfredht fteht, parallel mit A5 jo lange
perjdioben twerben, Gig bie Belidtung des Punkled B miglidit avofy ift. TWie qrof ift dann Der
Abjtand bez Spiegels von A B?

Aufgobe 83. Wie Nr. 795 die Lidtquelle 4 Dbewege Jidh {ebodh) vou B aud auf ciner G-
raben, bie mit ber Ebene den Wintel § bilvet
ajung. 2% [P -2 p Yau tg f - a®tg®

Abjtand eined Punttes dber Geraden von ber Ebene ijt

e il - V9 + 8tgB.
b1 - ta= {5 41 - te® B) - SR

f
lenchtenber Puntt bewegt fidh auj einem Halblveid, vefjen Ehene jentredt
PWo mup fid) diefer PLunft befimben, bamit er ein in der Scnittlinie
h Heines Flachenelement, weldhed vom Sreidmittelpuntt den Abjtand a
bed Sreifes heife ».  (Mady WManrer.)

L einer

beiber

hat, am

Entfernung eines Punttes des Halbireijed von dem Fladenelement, fo muf

(& N x . . .- P
et Weaginuon werben.  Died 1t dber Fall, toenn
o I 5 4 i{ Il
B(a"—r?)* Bla 177 ;. 2 — O oG ot e 0 L AN T IR T T |
; == 1yt poer &° = 2(a" ") 4+ ]'I' = 1da~r® == 1

Lon bdiefen Werten 1§t der iveite wnmbglidy, da fonjt = > a 4 r iwire

Nujgabe §5. a) Weldhes it der Ort, von weldem aus bie Strede 4B tnmumer in gleidher
Girige erjdiemnt?

b) Es ftehe CD jenfredit ouf der LVerlingerung von AFE in ¢ von weldem Punfte ouf
CD erjdeint dbie Strede 4B am griften? Sonftruiere den Kreis, welder dburd) 4 und B geht und
CD i X berithrt. ¥ jei ein beliebiger Puntt auf CD. Weije nad), baf < AXB > AYE.

ufgnbe 86. Jn ciner Ebene find oauf eimer Geraden L zwei Streden 4B — a und

D = ¢ geqeben, IO fei gleid) b; ed joll unter allen Puniten der Ebene, von bdenen man bdie beiben
Strecfen unter gleidem Winfel fieht, berjenige Deftimmt werben, fiiv welden bdiejer 2Winfel ein
Magtmum ijt.

Lojung. Weife nad), bof ein Mapimum vorhonden ift. E3 giebt immer zwei Puntte, von
Denent aug man AL amd OO0 unter gleidhem Winfel fefen faun. Diefe DLeiven Punite find die Dirrd)
jdmitis i ; beren Levipheriewintel iiber A5 und €D einanber gleidh finb. er gefudyte
Tambt it sbunft atoeter Rreye, vont venen AL und CD je einge Sehne it e qemein
jchaftliche fereife. mijge BC in E {duneiben, fo ift, twenn man BE =gz febt,
|'.-_|:'|'_- —— ]

o
)
B

alg - o) = (h — 2 Yol = e —x) unb a

, Eine anbere Fonftruftion ey beiben Hreife

* a2+ ¢
ergiebt fid) leidhit mit Hilfe der Potenzlinie.

Aufgabe 87, Hwei Puntte 4 und B, welhe auf devielben Seite ber Geraden I liegen,
haben von berfelben die Entfermungen AC = und BD =0, bdie Projeftion von A B auf L fei
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CD = ¢; auf ber Geraben ift bex Puntt & zu beftimmen, fiiv welden die Summe der Verbindungs:
lintenr mit 4 und B ein Minimum ift.

Lojung. a) Heidme su B den fhmmetvijden Punft B auf der anbern Seite ber Geraben, fo
paff BD = BI ift. Do it BE=B'E my AFE |+ BE= AL 4+ B'E. Zehtever Wnsdrud ift
ein Mininmm, wenn AEE eine gerabe Linie ift. Dann ift <C AEC =<C BED — - B'ED, mie
bei ber Spiegelung. Ein Lidiftrahl, welder an ber Geraden vefleftiert twerben foll, gelanat alfo in einem
Mininum ber Beif von 4 nady B,

b) Sehe CE=uz, fo ift DE=¢— o ud AE=Val+ ¢*, BE= VP + (c—2*). Gs

(]

joll Va* + =* 4+ V" 4 (e —ax)* = F ein Winimum werden.  Fithre &, und a, ein, jo f ¥, = I,
s e ATy o f59 fTa : : =5 = 5 e
wirdh. Bonn af (Va® 4 o5 — Vo' =+ a®) 4+ (V& + (e —x)) — Vo' + (e—a,)?) = 0. Um durd)
r, — @, Dividieven ju Ednnen, multiplizieven und dividieren tviv jest die beiden TWurelbifferenzen mit ber
- . . o g 8 m. 2 oA e i e il g
betveffenden Warzelfumme, dann ijt ! L - ' - : - —0. Divi
Va* <o ® 4 Va* -+ x? bt -F (e—a ) - Vb2 - (e — xy)?
. - = 2 G e oy ;
DleTent i duvd) & — @y und jefen e p=ux,=w, o 1t — e — - = (. efen v
: Ko+ &t Yot (c—a)

: . : W . Ergie o @ 2 e — I ; i

min < CAF =a wmd sCDEFK = f, jo it ————=—sine und — - gin 3, aljo
Va* + «* Vo e—a)

sin o gin f = 0 ober o == B.

Hufgabe 85, A4 und B, swet Puntie auferhalb cines Hreifes O, jollen mit einem Puntt
per Peripherte verbunben werven, fo baf AC - BC ein Minimum ijt.

Lijung. G5 muf <C ACO0 = < BOO fein. Weife died geometeijd) nach mit Benubung von
Mufgabe 87a. Bet der Spiegelung an einem Hreije ober einer Lugel ift ber MWeg ber Lidhtjtrahlen alfo
aud) ein WMimimunt.  Jufas  Weife ebenfo nady, vof Dei ber Spiegelung an einer Elipje der Weg bex
Strahlen ein Panimum ift.

Nufpnbe 89, 4 und B feien zwei Puntte auf verjdyicdenen Seiten ber Gleraden L; A fabe
pon L ben Abjtand AC = a, B den Abjtand BD =&, und e3 fei CD =c¢. Unf L ift der Punft E
fo au Dbejtimmen, daf ber Weq A K+ BE in cinem Mintmum der Peit auviidgelegt wivd, wenn
anf ber emen Seite ber Geraben bdie ®ejdhwindigleit ¥ und auj ber anbern bie Gejdhvindigleit v
herridyt. (Macdweid, daf bei ber Brechung eined Lidytftrahled nadh dem Snellinsidhen Bredhungsgefes
pas Lidt in einem Winimum der Beit von A nad) B gelangt.)

ey : - Va® - 2* bk (c— a)° e i :

Yojung. a) Gele C'F = x, jo muf v = l : = F em Miumun werven.
3 - i . i f n Coto —
BVevjahet man gang wie in Ne. 87h), fo exhialt man — = : fiir Den Fall bes
- V.Vatd o* b (e— @)®
ya . FHE L ’ y Ll o] i [ & o
Mintmums. Run fei L CAE=cund <c EBD =0 it —————=sin e wid —— | = gin
I_rJ' L x* e ol (4 my s

¢ B e 8in - | . "

alfo "= == """ pber sin @ = — sin § ober sin « = n sin §.
=

b) ®eometrifher Nadjweis; fiehe Soppe, Phyfit.

Hufgabe 90, Wann ift die Ublenfung ecined Lidtitrahles durdh ein Pridma mit dem
brechenden Wintel » ein Minimum?

Yojung. Der Bredungderponent ber Gladforte fei #, der Einfall@winfel eines Lidtjivahlez an
ber erjten Begrengungsiliche des Prismns fei «, der Brechungstvintel §,. Wn der Wustrittsftelle bilde

oer Strahl mit dem Ginfallslot tm ®las fen Winkel £, und aufen den Winfel w. E3 fann fein
1) y = 8, + B, bann iff bie fotale Ablenfung P = (o, + o) — (B, + o) = o, + . — ». it
2) pp=0 wd y=p4,, o ift D =g piy ound it 3) p =5 — 5., o it D =g, oy — .

B*
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Nadjrweis dburd) das Grpeviment, bap ein Mintnum ber Ablentung epijtiertl Berjudje die Lojung nad
ber Scellbndiden Miethobe, obwohl diefelbe etwas wmitdndlid) ift. Einfader ift folgende Lijung:

sing,=n-8nf, und sinay=mn-sinfy, allo

sin e, + sinw, =n- (sinf; 4 sinf,) wnd sine, — sine, =n- (sinfi; —smp,) oder
o + e a =3
e oy = By . Py P P e
Sin——— OB —— = 1+ SN g v GDE s il
2 2 2 2
SR o, =+ o, . Bi— B B, 4 p.
gin =+——"+ foE " — fs Bin P . cos i

Die Divifion dev lehten beiben Gleidhungen ergiebt:

o, TR, e e h o [V i 3.

tang — _‘L_ ! . tang = 2 — fang 5 — - tang = —i_,_ L5
x et [ o g, -+ o S : i e i :
Run ijt tang L >tang S bo oo > unb o, >y, wemn n»>1 it E3 jt baber

6 — B, _ e, — i ; = : g ot if iR o, — i,
tang - —2 < fang > ——2 0. ). B, f. < o wy ober 1m Grengfall '.'.m;:fl = tang———p— =— U,
fvenn f; = fa W0 o, =y ijt.  Nlfo ijt Ba) = cos (o, — e, ). Jun fann man e > o und
jomit audy B, > B, vovausfepen, da man willkivlid) den griferen ber beiden Winfel «; unbd e, mit bem
g ] 3 3
= 3 = 1 : z X = O o iy - Pi T Pa : P Fs & - im
exjten Budyftaben begeidhnen fann. Da sin——— .08 — =—m-8n"" o -8 ijt, jo it
PN N o B Bas oty ey~ A | 5 " o : - . oy o
Rt e oDEr  sin o = #egin—p.  Jnt Grengjalle erglebt fih sin &

ol o e ! 125§ e T = S
= #sin — g, WeNl o, = oy UMD f, = f; ift. Fennen tvir filr Ddiefen Fall o und o vy e, jo 1t
g i, e sind (D -4y el b i
gineg = #-s8in_-y. E3 war aber M= 2w« ». alip 1}t 0= = Dieje Gileidung it

- i BINE -4 4 =

r bie ‘{'\L\|'1_|:]1|||1[;][ll; Do :lw'.:_'\'f[_:.u|[IL?1-,"1":::,IL11|L‘]:1|,‘[]_ Eine g'}l.‘L"Il[l‘[l'i;l'l‘.i‘ ﬂl[‘h‘ﬂllllﬂ per leblen
. in bem Grundrifi von Jodpmamn und Hermes.

befonbers widitig il
Giletchung fiehe 3. %

Hufgnbe 91, Tann ift bdie Ablenfung eines Lidtjivahles ein Mininuim, der durd) einen
Eylinder fo hinburdneht, baR Die Ebene bed gebrocdhenen &irahles auf ber Ucdhie des Eylinbers fent-
redit fteht? Lofe biefelbe Aufgabe fiir jweimalige Bredung eined Strahled durch eine fugel,

Wufgobe 92. Bevedhne dad Mayimum ber Wblenfung eines Lidytftrahled, der in cine fugel
einbringt, im Jnnern vefleftiert wird und wieber dburd) BVredjung nad) aupen gelangt. (Gang dev
Strahlen in den MWajfertropfen betm gewdhnliden Regenbogen.)

Lojung. Der Einjallswintel eines Strafhled jei ¢, der Bredungswintel §, der Moding jtellt bas
Ginfallélot Dar. Bei der Meflepion an ber gegeniiberliegenven Wand ift der Emfalld: und Rejlerions:
winfel gleid) §. Bei ber weifen Bredhung bildet der Strahl mit dem Mabiud inmen den Winkel F und
aupen o Um bie Ablenfung L zu evhalten, verfingere bden einfallenben und austretenven Strafl, big

fich Deibe jdmeibent, und verbinde ben Scdynittpuntt mit bemr Mittelpuntt der Wugel. E3 ifit D=4 — 2a.
- i - 108 . . e - . . " . . e 3 -
Wi votes Qidt ift n — B bei FWajjerfropfen. Da sine=nsin f ub H = 4§ 2e jt, o it and

szl 28 1 h ) - AN e S - ;
sin (28— ) = nsin . Fiihrt man nad) dex Schellbachichen Methode §, und B, ein unter der Unnabhme,

3 "rjl'l

baf Deibe Dodjelbe D [iefern, jo ift =in |23, 3 '| = g sin i, UMD sin |:ﬂ|'h._. — = # 8in f,. Bilbet

5
man die Tifferens ber letsten betben ®leicdhumgen, jo evaiedt fid) nady einer einfadjen Wmformumg
B ( ] {
i - ' : D) = e e
g1 l:,|)l —— I.F._,.,] « BOE {|'j] :; a _'} = 9 + BN 5 Ij + BOE Fi _', i
L‘?‘--.‘l'
e L . i I o f— P, 3, =+ B
2 . gin P 3 Pa og Hy = Ps cos I I'.-::_ ! I'-J’: — | = g« gin 1 = Fg | Cos ol LB
oA : <8 8. Coblr . 2 v f I
Divibiert man burd) sin " amd feht B, =B = 4§, Jo ift 2. cos (_'—J."f — ) = cos 3, pber, Da



i by =T

1

2 — — =, 2 co8 w = 5 cos . Mlfo ift 4 cos® o= n®cos® f und 4. (1 — sin®e) — n*-(1 — sin® g
i 3 8 . 8 o ™ . = - s S A T J;'J-E — n* o~ B
pber 4 — 4 sIn" @ = #° — N7 BT P A0 NN # 8in f = sin & 14, |0 14t slnw = |, - ZeRE man
108 . : . 5 = ol o = P r " 0o ou 31 o
n = —— joergiebt fich hievausd @ —=59"23" und ald Magimum der Wblenfung D —42° 2" Jiir blaued Lidit ift
ol / =
109 e i aalioi’ O e e ne et i R
T unh ¢ = 58740, f = 39°24, D = 40"16°. Da eine Funftion in der Nahe eined Marimums

ober Minimums fih mur langjam anbert, jo tritt ein unter den bervedmeten TWinfeln auffallenbed Biinbel
paralleler Strahlen andy pavallel aus. Die Vebingung jur Entjlehung eined Regenbogens ift aljo gegeben.
Beredjne bie Breite dbes Bogend unter Beriidjidtigung dber Thatfade, baf die Sonme einen jdeinbaren
Durdhmefjer bon 32° hat. Veredme die Hihe des Regenbogensd, wenn der Wittelpuntt der Sonnenjdjeibe
bte Hohe & hat

Uufgabe 93. Deredhne dad Mintmum ber Ablentung eined Lidytjteahles, der durd) Bredhung
it Dad Junere eimer Sugel gelangt, dort sweimal vefleftiert wird und baun wieder dburd) Bredjung
nach) aufen gelangt. (@ang dexr Strahlen fn ben Wafjertropfen der Luft beim Nebenvegenbogen.)

Lojung. Die Ublenfung it D = 2R 68 4 2, alfo muf sin (= -+ g — '.r[l"fl =nsinf

2
F 5 L} i i . L 3 . [ — p? i i i
ein Minimum fverven. Wbhnld) wie m Ne, 91 erhalt man sin e« = |/ 3 und filv votes Lidt, wenn
108 A o L R A R e 10% A s
it T R 71%49° 55", p=45"26 51" und D = 50° 58°; fiiv violetted Lidt n= TR 71°26°9"
f = 442477 unp D = 54" 10",
ufgabe D4, Life diejelbe Aufgabe fiir den Fall, baf im Funern 3 Reflepionen ftattfinben.
i ) ; v f16 — n* e g 4
Ldjung,. D =4R — 88 4 2a. Man erhalt sin ¢ = !,f i3 i air voted Xt 1jt » -
e e el T ; S e VR o e 109 P ThL
o= T6"50° 207, f=46"5440" und D = 13823 207; fiir violetted Lidyt ift n = G 8= 70" 597147
B =45%9"40", D= 140%59"8"

Nufgabe 95. (Mad) Maurer.) JIn welder Stellung zur Sonne und Erde erjdeint uns
pie BVenud am Hellften?

Lofung. St S ber Dittelpuntt ber Sonne, F ber bder Grbe und ¥ ber ber Venusd, fo muf
V48" 28" fein
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