Uber Dreiecke, in denen ein Winkel das
Vielfache eines andern ist.

o, .

[n einer Programmabhandlung des Minsterschen Paulinischen Gymnasinms vom Jahre 1845

behandelt Boner eine Beithe von Anfeaben, welehe sich anf Dreiecke beziehen, deren Seiten in arith-

metischer Progression stehen. Die Abhandlung ist sehr lesenswert und triet wie die wenie

5 i ;'||.'|':;|:i das elgenartige Geprige dieses scharfsimnigen

zahlreichen mathematischen Aufsiitze Bone

nes, - In & 6. der gedachten Abhandlung bemerkt der Verfaszer, dass das Dreieck mit den

Figenschatt hat, welche unsere Ubersehrift angibt. Die Winkel

L, b, 6 die merkwiirdige

weelhen sind nimlich

o = 11% 25 } =— D" 46 » — 820 49
} 7
d. h. es 15t
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Fhenso behandelt Boner die Aufeabe y = da, wo dann 8 = 180 4 folren muss.

Da er die Bedingung der Agquidifflerenz der Seiten festhiilt, so ist die Aufmabe villiz bestimmt,

Er findet die Seiten:
a— 1. b = 1.4215. ¢ = 1.8430
und die Winkel
R D S e R i e T
Lassen wir aber die Aquidifferenz als Forderung fallen, so wird die Anfgabe unbestimmt.
Dafiir findet sich aber eine Reihe hochst interessanter Losungen, die wir in den folgenden Zeilen

mitteilen wollen.

L
L

Aunfgabe. In welechen Dreieken ist § — 2¢, y = 180 — 3¢? Der Sinussatz

liefert alsbald die Gleichungen:
21 :3(; 5] .~i|| ?:.: [

gifvest © oa& &N e a
Entwickeln wir die linken Seiten nach den bekannten Formeln. so wird
b © o
= 20085, = L 05w — 1.
a a
Setzen wir nun, unter p und q zwei relative Primzahlen verstehend,
p ]
2 cose = i i
q
so erhalten wir als Losung:

L= g% b —pq. G =pt = AR




s

Fiir p und ¢ kiénnen wir nun beliebige ganzzahlige Werte annehmen. Nur muss, weil

cose < 1 ist, p << 2q und, da ¢ positiv sein muss, p = q sein, also
20 >=p > q
Fiir @ = 2, erhalten wir nur einen brauchbaren Wert p =

a—= 4. bh=8 ti=-5bi
Dies ist genau die Lbsung Boners.
wlten wir

Fiit q = 3 er
6 =p > 3

also 2 Losungen p = 4 und p = 5. Diesen entsprechen die Dreiecke

a=9 b=12, ¢ = T;
a =19 b=1H ¢ = 16.

Fiir @ = 4 finden wir

8 >=p = 4.

Hier seheinen zuniichst 3 Lisungen zu existieren, nimlich p = 5, b,

3, also

7. Allein die Lisung

p = 6 ist zu verwerfen, da es mit q den Faktor 2 gemeinsam hat. Wir erhalten die Dreiecke

a — 10, h = 20, ¢ = 9;
=16, b = 28, ¢ =_.33.
i q = 5 haben wir

10 = p > b.
Demnach p = 6, 7. 8, 9; und die Dreiecke:
h = 30, ¢ = 11

=
— h = 35. ¢ = 24
n = h = 40 ¢ = 39
1 = 25 h = 4, ¢ = hb
B 3
In welehen Dreiecken ist = e Te— 1809 - Lo
Wir haben luer die Formeln
b sin 3 e ¢ s 4 e
a Sin e i SN e
Machen wir die Entwicklung, so wird
Iy 0
: el AR g | et — D Al
= 4 coste L, — 4 ¢os2a. 050 = 8§ C08'a — 4
H al

Demnach erhalten wir wieder durch die Annahme
9 p

a COSo =

die Dreiecke ;

i = ||':, h — ] ||:-"' - |[:'|, cC =] I|l2 —-- fl|:].

Wir haben wieder p und q ohne gemeinsamen Faktor vorausgesetzt.

P = 2q sein; .«

somit erhalten wir die Ungleichungen:

dgt eeondias e igh

Fiir q = 2 wird 16 > p* = 8, also p = 3 einzige brauchbare Losung und so entsteht

das Dreieck:

a cose << 1. Terner muss aber anch p* > 2¢q* sein,

COS o

(2.)

23 muss nun zunichst
da ¢ positiv ist, und




Fiir q = 3 wird 36 == p* > 18, also p = welche zu

dem Dreieck fithrt: 3 =Aanh = dE ;
| Fiir q = 4 wird 64 > p* > 32, also einzig p = 7, mit dem Dreiecke :
a—=064 b =132, ¢ = 11%

Fir q = 5 wird 100 = p® = 50, also p = 9 und

a = 125, b = 280, ¢ =274,

| Diese Auflosung ist merkwirdig. Da b nahe mit ¢ dibereinstimmt, so muss das entstehende

| Dreieck nahezu gleichschenklig sein.  Wiire es genan gleichschenklig, g0 witre 3¢ = 180 de,
i 180} e ! 4 - - < - =
| also ¢ = ——. Wir haben also hier eine annithernde Konstruktion des reguliren Vierzehnecks,
| i
' within des Siebenecks gewonnen. BSie lantet: Man mache den Radius des Kreises = d6.  Dann
[ ist die Seite des Vierzehnecks, welches ihm eingeschrieben werden kann, 25.°
' q = 6 lefert 144 = p? = = 11
; q = 7 liefert 196 = p* — i B B2 1
| 8. 4
(= Um die Aufeabe alleemein zu losen, sefzen wir
| 8= me, »— 180" (m - 1) e
[ / ;

Demnach sin me h sin (m -4 1) e [+
| SIN ¢ e il : 511 ¢ GG

Wir miissen also die linken Seiten nach Potenzen einer Grisse entwickeln. Wir wihlen

dazn cose.  Dann wird:
[ sin e ; a Aot
th (O8] = . — bo = b1 cose < he. Cos¥c - bs. cos®u -t

.‘,. SHI @

Sei ehenso F (co8e) = €08 Mo = Ao - A1 COSg —— Az oS -t 3 cos¥e . . . . dann wird:
| 008 Mo —— ¢ sin Mee = (Cose -+ { sineg) = I (ozsea) -+ § sine w (cos ), also wenn
| cos ¢ = 4 oesetzt wird, oder sin ¢ = V1 A
|
| i - .': . o -

(k= it 1) = F (1) +— Fi 1. (1)
Entsprechend hat man (2 Vit 1) = F (1) — Vit 1. w (i), also
(J Ii 1) (J e 1) %
| i LA o =

Die Form dieser Gleichung gibt zu erkennen, dass fiir ein gerades m die Funktion w (1)
nur uneerade Potenzen von 1 enthilt. also be, be, by verschwinden. Umeekehrt verschwinden

. v - e |
o S W Bildet man o (2)3 L nnd

fiir ein nngerades m die Koefficienten by,

setzt dann 4 = =, =0 wird der Wert 2" Also  beginnt die Entwickelung von

- o . e j=1 am=1 T
‘*- w (2) mit einem Term 2% 1" . Wir setzen daher:
-1

811 1M ce Gme1l m =4
(08 ) = — =2 Lese -+ 4. .27 .iosc -+
SII ¢ el
4 m=k
+a ..2°7% cos(e) - - ..y

wobei natiirlichk = 2» 4 1 ist und a_, = 1.
- Nun erhalt man leicht fiir v (1) durch Ableitung:

. Fiarma . E [ =, 'l,«_'.: :'- il o2 il -_: ]:::_
'.‘J-: 1)y w (&) 4= 4 th (4) = m AT I 1 LA Vi




und end

(12 — 1) w
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HI A
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ich durch Wiederholung des Differentiierens:

A=r(m?*

1) apr (1),

2v)

[ =2

{] C0s

cose)

y I
4 0Ssee )

sin (m 4+ 1) «

180

m -1

allzemein :

< P24

oder; da (amog = 1) (A) == 2m-L 1P-1 - Qg BP0 A0 Ay 3
e, Mk fm-k )
ziur Bestimmung der Koeffizienten die folgende Formel:
I (m k==2) (m—k—1)
- — A &
) (lce—1) & | 2m) S s
oder wenn wir setzen T HEEE? o VT R |
(m 2y 4+ 1) (m 2%)
) | = — &m-2wa1
£ v (11 ) S
Daher hat man, weil a1 = 1,
= 1 H = (m 2)
(m—2=2) (m 4
=2 i -
2, ] -
= (m—:d) (m ) m—G)
— i —_— 1 = m
: (m—>5) (m 6) im—7) (m—8)
e {39 1% — e
; 1. 3. |
; (m— 1) (m—»—2) (1n
- 1 ik I i y
als0 i|_]:'_"|'}-|-'1!|. dp-2ap-1=— | 1 B 9 =
Wir haben also die f nde Reihenentwicklung :
sin 1o e m— 2 m-3 o (m—23) (m )
- = (Z CcD8¢a) 2 cose) -4 5
2110 @ 1 I -
m—4) (m—>5) m—~6 m—>i) (m—B) (m—7) (m—48)
(2 C08 ¢ -t
] 2, ] 1. 2 3. |
L : I : St
Nelmen wir dahe 2 pose = —, &0 ergibt sich jetzt
q
= 0]
| = m — 2 - : (m 3) (I i) .
= { : R )
(4.) (m—4) (m—3) (m—6) _ f
| 2 s IS
I ]I g (m LA 1 TP o N 7
e — } L q* —t— D |
1 . 1. 3 i
m—33) (m—4) (m—5bH) i
|r' ||' i
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Dabel muss nun P << 2q sem und ¢ positiv, also, was dasselbe sagt,
iy 150} fr 180) i 180
positiv oder r << Mithin cos ¢ = cos , mithin 2 > 2 cos o
mn—1 m—1 ] m—1
Als Beispiel nehmen wir m = 5. Wir untersuchen also die Dreiecke, in denen ist:
.’L — RV = 1R b .
Dafiir fanden wir chen: a = ¢ 1
b=4 0*=381"2 + a, :
¢ = p° L pPq* 4+ 3 p gt |

k=



j =

1520
— ¢08 30 =

V3.

Da non cos

Man

by
[
12

a 1024, by J2 ©

Ena
Man kann nun noch eine allgemeinere

7 md, 5 n,

I} h. man verlangt Dreiecke, in denen zwei

haltnis haben.

uns nur auf den einfachsten Fall beschrinken :

o ]

180 — (m—-njd.

Winkel ¢

wollen wir
@ 2l I.';' - 34, ¥ 180 — 5.
] sin 34 bh  sin bd (¢
Dann muss sein . . . = -
sin 24 a' s 24 fl
. (2 cosd)? 1 h (2 cosd)* —3 (2 cosd)® 41
S0 - z
2 cosd H| _} COH 0
1 ' @ 1
. Bl - | : H] [ q i L
Setzen wir wieder 2 cosd . &0 wird 3
l| | ||:| H |
mithin kann als Lisung gelten: a pad b Q(p*—q), o p

Vs erste

Ungleichung haben wir 210

1 + r T I ! D }
cosd > cos 36" _ . < ! . Demmnach 2q
£ 2 i -

Diese Ung

ichung kann man umformen m 4q* >

Als kleinstes Zahlbeispiel findet man: p B.oq
135, b [da =g Sk

mithin das Dreieck: a

= P > (]
P =g Pt
2

so findet die Ungleichung statt:

Aufeabe wie folet aussprechen:

dgt = pt =5

relangt liernach zu den kleinsten Zahlen p =79, q =4 und zu dem Dreiecke

rationales Ver-
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3paq® -
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a |s'-'.,|'=’ 2
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Wir stellen die numerischen Rechnun erebnisse wie folgt zusammen:
il by - g« 4 iy
] (5 3] i 82044, 2 AL 46, 2
] | 48¢ 11", 4 Opl a9’ 7 257.95" 0
Y 16 18088 5 BT 6,9 70° 19°. &
163 9 51° 19, .1 102° 88, 1 26° 2.8
' D¢ 16 24 20 po' a9 570 Bl 6 3% g8
25 11 53° 7.8 | 106° 15, 6 a6, 6
25 35 | a7 REE 4G, 0
25 40 9 73044 4 93" 4
25 55 b 51°41. 0 a8’ 5
8 10) 3 1240718 7 T
: = 20 48 35 100° 407, 4 16, 2
) Vi oy ¥
i 132 119 B6Y51. 9 1. 8
125 280 AR 770314 6 T6* 38, 0
i Ha 1024 | 1220 231 age 57 6| 144%46 5 G' 16, 0
g =230 =294 135 144 | 31 67° 6,8 | 100° 40, 4 120128

Die Winkel sind mit Hiilfe 5 stelliger Tafeln und zwar durch den Cosinus-Satz berechnet

worden.

Die Yehntel der Minuten unterliezen daher der bekannten Unsicherheit,

o ul

ke

I:li:_l__r]i-irh es keine Schwieriekeit macht, das Resultat ii‘:|_u_"'llll'-lll fiii'll|.'l'3{5l?\'\"]]f"-.‘i]l'l'll-_
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