Construction und Berechnung von Ovalen.

niglaltigheit in den fir die Schiler bhestimmten Uebungsheispielen ist pewiss fir jeden Lehrer der Mathe-
malili recht wiinschenswerth. Das Mannigfaltige licsse sich nun wohl leicht erreichen, wenn man die Bei-
spicle ans den versehiedemen Theilen der angewandten Mathematik hernehmen kimnte. Solehe Aufpahen
nehmen aber in der Regel Henntnisse in Anspruch, die man bei unsern Schilern nicht voraussetzen kann.
Wir sind daher gendthigt, die Beispiele durebgingip aus der rcinen Elementarmathematilk zu entnehmen.
Um nun auch hier Mannigfaltigheit zu schaflfen, bieten unter Anderm die Ovale und andere mit ihnen ver-
wandte Liniem, die ganz im Gesichtskreise der Schiiler liegen, ein putes Material, wie hoflentlich die vor-
liegende Arbeit darthun wird. Nur wolle man die Aufgaben nicht in der Allgemcinheit, wie die meisten
derselben hier bearbeitet sind, von den Schilern hearbeiten lassen: das wiirde mehrentheils die Frafte des
Aunfingers iihersteigen. Aber jeder Lehrer swvird leicht finden, wo und wie er statt der allgemeinen Data
speziclle in die jedesmalige Aufgabe einfilbren muss. Die vorliegende Sammlung von Aufgaben soll nur
dazu dienen, um aus derselben einzelne, nach dem Standpunkte der Schiler einzurichtende Aufpaben zu ent-
nehmen, — Ich wiinsche, dass diese meing Arbeit in der u.u“ugEJJc:Lu:n Rit‘hlllu;: fute Dicnste leiste; dann
ist der Zweck derselben erreicht.

Soll dber eine gegebene Linie AB (Fig. 1.) als grosse Axe ein Oval heschrieben
werden, so besteht bekanntlich das gewdhnliehe Verfahren darin, dass man AB in drei
gleiche Theile theilt, aus den Theilungspunkien H und I mit HA als Radius zwei Kreise
beschreibt, die sich in F und @ durchschneiden, und endlich aus diesen Durchschniitspunkten
mit dem Durchmesser der beiden vorher beschriebenen Kreise als Radivs die beiden Bigen
KCL und NDH schligt. — Verallzemeinern wir das in dieser Construction enthaltene Ver-
faliren, so besteht dieses darin, dass von der gegebenen Linie AB an beiden Enden gleiche
Stiicke , nimlich HA=IB abgeschnitien und daun iber das miitlere Stiick HI nach beiden
Seiten zwei congruente gleichschenklige Drelecke HFI und HGI beschrieben werden, wo-
durch das gleichseitige Viereck FHGI entsteht, dessen Eckpunkte die Mittelpunkte der vier
wu beschreibenden Bigen liefern. Um fir das Folgende cine leichtere Rechnung zu ge-
winnen, wollen wir diese Verallgemeinerung dahin beschrinken, dass erstens die gege-
hene Linie in » gleiche Theile getheilt wird, wo dann die beiden- Gussersten Theile die
Radien der links und rechts liegenden Bigen liefern, und dass zweitcens die beiden
gleichschenkligen Dreiecke entweder gleichseiliz sein oder an ihren Scheiteln rechte Winkel
haben sollen.
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. Ein Oval, construirt iiber die grosse Axe vermittelst zweier gleichseitigen
Dreiecke.

1. Construction. Schneide von der gegebenen grossen Axe AB (Fig. 2.) an

beiden Enden die Stiicke H:i—_"IBz—{-;{B ab, (wo n elne ganze Zahl und > 2 ist,) und
n

schlage aus H und I mit HI als Radius anf beiden Seilen von AB Bigen, die sich in F
und & durchschneiden. - Alsdann beschreibe aus H und I die Sextanten AK,AN,BL.BM;
wiche ferner die Linie FH, welche iiber H verlingert den Bogzen AN in N frifft, und be-
schreibe mit dem Radivs FN aus F und 6 die Bégen NDM und KCL; dann izt ACBD das
verlangte Oval.

2. Berechnung, Setzen wir die grosse Axe AB=2a, dic kleine CD=25 und he-
zeichnen den Umfang mit p, dcn Inhalt mit F, dann ist wunichst

Hi=2a, FN= L(” 2 o B— =) gy By Ffr”:EHV;‘f:’i:—")nr 3.
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Demnach ergibt sich
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3. Ziusatz Werden statt der Sextanten AK,AN,BL,BM die Trianten AQ,AU,BR,BS
(Fig. 2.) beschrieben und dann aus F und G mit dem Radius FQ die Bégen QOR und UPS
geschlagen, so enistehi dic Linie AOBP, welche fiiglich Sattellinie genannt werden
kann. Die Berechnung derselben liefert folgende Resultate :
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Das oben berechnete Oval hat also mit dieser Sattellinie gleichen Umfang.
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Anmerk. Bei der Constroction der Sattellinie darf » nicht =zu gross genommen

P _
werden.  Es muss nimlich FO_ZFE sein; also
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Hs muss also #<"10 genommen werden.

Anmerk, Erginzt man die aus H und I geschlagenen Bigen =zu vollstindigen
Kreisen, so entstehen noch mehrere krummlinige Figuren, z. B. QUSR und
andere, (amch KOLC ist zu beachten,) deren Berechnung sich nach dem
Ohigen leicht ergibt.

II. Ein Oval, construirt vermittelst zweier rechtwinkligen gleichschenkligen Dreiecke.

I. Construction. Errichte auf dic gegebene grosse Axe AB (Fig. 3.} in deren
Halbirungspunkte E die Senkrechie FG, schneide von AB an beiden Enden die Sticke

H.ui:”)’:ijlﬂ ab, mache ferner EF=EG=—EH, wiche FH und verlingere diese Linie um
it

HA4 bis N. Werden dann aus H und I mit dem Radius HA die Quadranten NAK, MBL, und

ans F und & mit dem Radius FN die Quadranten NDM, KCL beschrichen, so ist ACBD das

verlangte Oval.
2. Berechoung. Benutzen wir die vorher eingefithrten Bezeichnungen, so ist, da
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3. [In cntsprechender Weise, wie oben L. 3. ergibt sich (Fig. 3.} die Sattellinie
AOBPA. WBs muss jelst aber n<<7 genommen werden, Die Berechoung dieser Linfe ergibt:
Y ""('n '—]}’ 2 n—2)1' 244
(1.} 2= —a; (2.) p= (=) ey Drea s
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also hat auch hier dic Sattellinie mit dem zugehirigen Ovale eleichen Umfang:
. {n—2,% = (n—3)(n-}-2—27/2
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III. Ein Oval, construirt diber die kleine Axe vermittelst gleichseitiger Dreiecke.
Ist statt der grossen die kleine Axe des Ovals gegeben, so kann man in ganz ent-
sprechender Weise verfahren. Nach Analogie von L ergibt sich folgende
. Construction. Schneide von der kleinen Axe CD (Fig. 4.) an beiden Enden

: SN = i ol . X A
die gleichen Sticke, nimlich FC=GD=— CD, ab und construire itber FG auf beiden Seifen
b

die gleichscitigen Dreiecke FHG und FIG; schlage dann aus F und G mit dem Radius FD
die Bigen NDM und KECL, welche dic iher H und I verlingerten Seiten der beiden Drei-
ecke in N, M, L und K treffen; beschreibe endlich aus H und I mit dem Radius HN die
Bigen NAK und MBL. Dann ist ACBD das Oval und die durch H und I gehende Linie
AB die grosse Axe dessclben.,
2. Berechnung. Unter Beibchaltung der frihern Bescichnungen ergibt sich
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3. Bei der vorstehenden Construction liegt die Raute FHGI so, dass ihre spitzigen
Winkel iiber die grosse Axe fallen. Legt man aber im Punkte I (Fig. 5) ecinen Winkel
HFD='R an, so cntstcht eine Raute, deren spitzige Winkel iiber die kleine Axe fallen.
Die Rechnung fir das hiernach entstehende Oval licfert
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IV. Ein Oval, constrnirt iiher die kleine Axe vermittelst rechtwinkliger gleich-
schenkliger Dreiecke.

3 o
i. Construction. Nachdem von CD (Fig. 6.) die beiden Sticke FC=GD=—CD
n

abgeschnitten sind und durch E, den Halbirungspunkt von CD, eine Linie XY 1 CD gerogen

isf, werden von E aus die Sticke EH=EI=EF abgeschnitten, womit die Mittelpunktie der

vier zu schlagenden Bigen gefunden sind. Das Uebrige ergibt sich nach Analogie von IL
2. Berechnung.
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V. Construction und Berechnung eines Ovals, von welchem beide Axen
gegebhen sind.
A. VYermittelst gleichseitiger Dreiecke.

Es seien (Fig. 7.) bei dem Ovale ACBD H, I, F und G die Mittelpunkte der zu con-
struirenden Bogen. Gegeben ist EA=a und EC=b, Setzen wir EH=x, so ist HN=HA=—




a—x, FH=22, FE=z)/3. Da nun FD=FN sein muss, so ergibt sich die Gleichung
z3+b=2x4-a—a;
G b a—b+(a—b) )3
V3—1 2

Die geometrische Deutung dieses Auvsdrockes liefert folgende

I. Construction. Naehdem dic beiden Axen AB und CD, sich unier rechien
Winkeln gegenseitiz halbirend, hingelegt sind, schneide von AE das Slick AO=CE ab,
achlage aus O mit 20E einen Bogen, der die (verlingerte) EC in P schneidet, und trage
dann von EB das Stick EQJ=EP ab; halbire hierauf 00 in R und schneide von der grossen
Axe von E aus die Sticke EH=EI=O0R ab; dann schlage aus H mit HI zwei Bagen,
welche dle (verlingerte) kleine Axe in den Punkten F und G treffen. Jetst sind H, I F
und - die Mittelpunkie der zu schlagenden Biigen, wonach sich das Fernere leicht ergibt.

Anmerk, Damil die Construction auvsfithrbar sei, muss EH<E4 sein, d. h.:
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Die Entwickelung dieses Ausdrucks liefert, dass
b>2a—a)/3
sein muss.
2. Bercehnung, Zuforderst haben wir

H A—q0=0+a—0Y3_ at+b—(@a—b)y3
) o - :

e

oder wenn wir a—b=d seluen,
HA=a—",d(1+-1/3), FN=IA=a--",d(1+1/3).
Hiernach ist dann
(1) p=2ma—Lrd(14+V3);
(2) P=na’+-nd*(14Y 1;"{}}—-; :ﬁr{fﬁ—l”?ﬂﬂt—di(fiﬂ“g 1/3) E
3. Zusatz. Selat man, um die su einer Coustruction fihrende Gleichung zu finden,
HA=wz, so ergibl sich
 a-+b—(a—b) /8
e
Man kann auch EF oder CF als Unbekannte einfihren. Im ersten Falle hat man
r_?-(fz-—bj—}—-(u—é) | ]
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B. Vermittels rechtwiukliger gleichschenkliger Dreiecke
Es seien (Fig. 8.) H, L F, G die Mittelpunkte der su beschreibenden Bigen, Sctzen
wir Ed=a, EC=b und EH=EF=EI=EG—=zx, so ist HN—=a—x, HF=z}/?2, und da
FD=FN sein muss, sn ist
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Hierpach ergibt sich:

also L r—

1. Construetion. Nachdem die beiden Axen, unter rechien Winkeln sich gegen-
seitig halbirend, hingelegt sind, schneide von AE das Stick AO=EC ab, mache EP=EQD),
wiehe OP und halbire diese Linie in 0; trage dann von O0A das Siick OH=00 ab und
mache endlich EF=EI=EG=EH, womit die vier Mittelpunkte gefunden sind. Das Fernere
dann wie frither.

Anmerkung. Damit dic Construclion anwendbar sei, muss EH<EA gein, also

a—b—"4(a—b)} 2<a.
Dic Entwickelung dieses Auvsdrucks fithrt daranf, dass 6>a}"2—a sein muss.

2. Berechnung. Setzen wir a—b=d, so liefert die Rechnung

(1.) p=2wa—mnd
(2.) F=ma’+-(141F"2)wd’—frad+-(342F"2)dY.

C. Construction eines Ovals, dessen baide Axen gegehen sind, wobei die Bestimimung hinznkommt, dass dje
in der grossen Axe liegenden Mittelpunkte um ecinen aliguoten Theil dev halbien grossen Axe wvon dem Duorche

sehnittspunkte der beiden Axen enifernt sein sollen

Ba sei (Fig. 9 und 10.) EH:EI:-{ EA=2

i n

Selzen wir Ff;‘:[‘ g0 ist ["H’:-r“,:?__}_ Ii;' und da FD=FN scin muss, a0 ist
n
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[(n—2)a—nb] [a—b]
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. Setzen wir in dieser allzemeinen Formel n=2, so geht dieselbe iiber in
;r,:e"il_:rs —8)

Die Auflisung liefert r—

2b—a’
und demnach ergibl sich folgende
Construction. Sind (Fig. 9.) AB und CD dic unler rechten Winkeln sich hal-
birenden Axen, so schneide man von AB das Stick AP=CD ab und ziche PC: ferner
schneide man von BE das Sticlk BQ=CE ab und siche aus Q QF==PC. Macht man dann
EG=EF und halbirt EA und EB in den Punkten H und I. so sind H, I, F und & die Mit{el-
punkte der wu schlagenden Bigen.
Anmerkong, Damit die Consiruction miglich sel, muss 20>>e¢ d. h, CD>EA sein.
2. Selzen wir n=3, so geht die allgemeine Gleichung iiber in
(b—"sa)(a—b)
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. ; also folgende
20— : &
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Construction. Sind die beiden Axen (Fig. 10.) in gehoriger Welse hingelegl, |
so schneide man von der grossen Axe von E aus die Sticke EHN=EI=';EA ab; verlin-
gere ferner EB iiber B hinaus und mache EO=CD; darauf schneide von OE das Stick
OP=AI, und von CE das Stick CQO=EH ab und ziehe PQ; alsdann schneide von BE das
Stiick BR=CE ab und ziche aus B RF<=P(. Wird dann EG=EF gemacht, so sind H, I, F,
di¢ gesuchien Mittelpunkte.
Anmerkung. Damit die Construction ausgefihrt werden kinne, muss 2 >Y.a
d. h. CD==AI sein.

Anmerkung. Zur Berechnung der beiden zuletzt construirten Ovale ist eine (rigo-
nometrische Rechnung nothwendig, indem zuver der Winkel FHE bestimmt
werden muse.

Anmerkung. Man siebi leicht, wic die vorsichende allgemeine Aulgabe poch {
anders modificirt werden kann, 2. B. indem man nicht EH, sondern AH=—AE,
7

oder auch einer gegebenen Linie gleich setat.

D, Construction ecines Ovals, von welchem ausser den beiden Axen auch moch die Entfernung der in der
Eleinen Axe lir_-“rud.:n ;‘Iitrl'll;u]l!:ll: Vi lilu'l_'llaE‘lu:l:l‘l:&}l!.'lll.lih‘. der Axen t;ﬁ']“'{“]IUU ist. |

Sind (Fig. 11.) Fund G die in der kleinen Axe liegenden Mittelpunkic, so soll ausser

den beiden Axen auch noch FE—=GE=c¢ gegeben sein. Selzen wir, indem H und I die in
der grossen Axe liegenden Mittelpunkte sein sollen, EH=EJ—x, 80 ergibt sich, da FO=FN
sein muss, die Gleichung
et+b=a—z+¥ 32,
und hiernach ist |
_[e—Ya(a—b)][a—b]

=

e—(a—b)
also folgende:

Construction. Nachdem die beiden Axen in gehdriger Weise hingelegt sind,
schueide von BE das Stick BO=CE, und dann von FE das Stiick FP=EQ ab, halblre auch
FP in (; alsdann aiche PO und hierauf aus Q cine Parallele su PO, welche die AB in I
{rifft. Wird dann EH—=EI gemacht, so ist die Lage der in der grossen Axe befindlichen

Mittelpunkte gefunden.
Zusatez. Damit dic Auflisung auslithrbar sei, muss immer EI<EB, d. h.
[c— 1..‘,__ {E'I__'b:u j_{.'_—fifj_,”
c—(a—0b)
gein, Die Entwickelung dieses Ausdrucks zeigt, dass
> (a—+5)(a—b)
20
Ziusalz. Nehmen wir an, dass dic Mittelpunkte F und G in den Endpunkien
und D der kleinen Axe liegen solen, selzen wir also e=b, so ist
i (3b—a)(a—>b)
. 2b—a :

gein muss,




Hiernach ergibt sich dann dic besondere Construction. Es muss aher a<lb}"3 sein.
Zusatz, Setzen wir e="'40, so ist
.1:[‘-&_1 :a)(a—b)
Vob—a '
jetzt muss aber a<?bF 2 sein.
Ziusatw. Selzen wir e=a, so ist

J,_I 2(a--b)(a—0b) |
,—-—"'—'—6'—" ;

hier aber muss a<Zb—+5)"2 sein.

Zinsatn. Scizen wir e="2a, so |st

h—'a
aber es muss a<';(b—0F"5) sein.
Anmerkung., Die in den obigen Zusitzen cnthalicnen Formeln sind hier aus der
zuerst cefundencn Hauptformel abgeleitet. Man hitte aber auch jeden ecinzelnen Fall fur

sich besonders behandeln kinnen; und Letzteres wird in der Regel fiir Schileranfgaben am

wweckmissigstien sein.
V1. Construction eines eigentlichen Ovals oder einer sogenannten Eilinic, wenn
die Linge und Breite derselben gegehen sind.

Soll (Fig. 12.) AB die Linge nnd CD die Breite der Eilinic sein, so achneide man
von AB das Stick AE='1,CD ab, ziehe durch E die Linie FG |1 AB und heschreibe aus E
mit dem Radius EA den Halbkreis DAC. Hieranf constroire man nach einer der nnter V.
angegebenen Methoden iber EB als der halben grossen Axe das halbe Oval CBI, schneide
also (um die unter V. B. angegebene Construction anzuwenden), von BE das Stlick BO=
EC. und dann von EC das Stick EP=EO ab, ziche PO, halhire diese Linie in (), und trage
van OF das Stick OI=00 ab. Endlich schneide man von der (verlingerten) €D von E
aus EF=EG=E]I, und schlage ans I und & mit dem Radius FD, und aus I mit dem Tadivs
IB Bigen, die das halbe Oval licfern.
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