Geometrische
und

trigonometrische Auflosungen
einiger Dreiecks— und Vinrec!iﬁ—Alll'gah{:l!.
(Hierzm eine Figurentafel.)

BB der Berechnung eines Dreiecks und itberhaupt eines geometrischen Constructs
gelangt man in der Regel auf sicherem Wege dadurch zu einem giinstigen Resul-
tate, dass man fiir die Aufgabe zuerst eine geometrische Construction aufstellt und
dann nach Anweisung dieser Construction und dieselbe verfolgend die gesuchfen
Stiicke berechnet, Wie dieses in der Ausfithrung sich gestalte, babe ich auf den
folrenden Blittern an fiinf verschiedenen Aufgaben nachgewiesen. — Wenn nun
auch eine solche Behandlung von Aufgaben schen an sich nicht ohne wissenschaft-
liches Interesse ist, so hat mich doch nicht so sehr dieser Umstand zu der vorlie-
genden Arbeit veranlasst, als vielmehr der didaktische Vortheil, den man beim
Unterrichte aus der bezeichneten Behandlungsweise gewinnen kann. Es wird néim-
lich jeder Sachverstiindige mit mir darin einverstanden sein, dass die Uebungen
der Schiiller im Auflisen von Aufgaben desto fruchtbringender, namentlich auch
desto anregender sein werden , je mchr dieselben hierbei mit Selbststindighkeit for-
schen und auffinden, je mehrseitiger sie die Aufgabe betrachten und je mehr Wahr-
heiten sie aus derselben ableiten konnen. Hierzu aber giebt das angedentete Ver—
fahren bei Behandlung geometrischer Aufgaben gleichsam von selbst Veranlassung.
Was zuvirderst die geometrische Auflisung betrifft, so bietet sich erstlich immer
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die Untersuchung dar, ob die Construction ein oder mehrere Resultate liefere. Ist
das Erstere der Fall, so stellt sich unmittelbar nach den gegehenen Bedingungs-
stiicken ein Lehrsatz iiber die Congruenz und Aechnlichkeit zweier Dreiecke heraus;
sind aber verschiedene Resultate da, so hat der Schiiler zu forschen und festzu-—
stellen, welche niihere Bedingungen hinzukommen miissen, damit die Dreiecke con-
gruent oder dhnlich seien. — Hierauf bictet die Aufgabe bei Aufstellung der Deter—
mination eine neue Seite fiir die Untersuchung dar, indem die Construction in ihrem
ganzen Verlaufe durchzunelimen und bei jedem Theile festzustellen ist, ob derselbe
immer oder unter welcher Bedingung ausfihrbar sei. Dabei ist es dann auch noch
recht gut miglich, dass die Determination auf zwei verschiedenen Wegen bestimmt
wird, so dass dieselbe in zwei verschiedenen Formen sich darstellt (Vergl. L,
2. Anm.), wo es dann Gelegenheit giebt, die Identitit zweier in der Form ver-
schiedenen Ausdriicke nachzuweisen. — Was nun ferner die Berechnung der Auf-
gabe angeht, so ist diese dem Verlaufe der Construction gemiss anzulegen, wobei
sich dann zuniichst die Frage aufwirft, ob man die gesuchten Stiicke unmittelbar
aus den gegebenen bestimmen konne, oder ob man gezwungen sei oder doch besser
daran thue, eine Hiilfsgrisse in diec Rechnung einzufiihren, Ist das Letatere der
Fall, so hat man besonders nachzuforschen, welehe der bei der Construction sich
bildenden Grossen fiir die Gestaltung des Constructs vorzugsweise von Einfluss ist,
um hiernach die Hiillsgrosse wu willen. (Vergl. die unter 1. und IV, behandelten
Aufgaben, ferner die vierte und sechste trigonometrische Auflosung der unter IL
behandelten Aufgabe.) Bei der Berechnung der gesuchten Stiicke ist es nun wohl
der Fall, dass eins oder mchrere derselben auf verschiedenen Wegen gefunden
werden konnen, so dass sich fiir dieselbe Grisse zwei der Form nach verschiedene
Ausdriicke ergeben. Da giebt es dann wieder Gelegenheit, die Gleichheit dieser
Ausdriicke nachzuweisen,  (Vergl. I, 7. Anm.; 10. Anm.; 13. Anm.) Ist die
Berechuung der Aunfgabe ausgefithrt, so wirlt sich ferner, falls die geometrische
Construction verschiedene Resultate aufweiset, die Frage auf, wie sich diese ver—
schicdenen Resultate bei der Berechnung herausstellen. Endlich kann auch aus
der trigonometrischen Auflisung (unabhiingig wvon der geometrischen) die Deter-
mination der Aufgabe abgeleitet werden, was wiederum eine neue Aufgabe fiir den
Schiiler bildet. (Vergl. 1., 7, 9; ferner 1V., 4.) Auf diese Weise bietet cine und
dieselbe Aufgabe Gelegenheit zn Uebungen der mannigfachsten Ari.



Aufgabe. Ein Dreieck zu construiren und zu berechnen, von welchem eine Seite,
der ihr gegeniberliegende Dreieckswinkel und die diese Seite halbirende Transversale
gegeben sind.

Gegeben BC = a, BAC = @, AE — ¢, wobei BE = EC sein soll. (Fig. 1 und 2.)

I. Geometrische Auflisung. Beschreibe ither BC=ga einen des Winkels ¢ fihi-
gen Kreisbogen und schlage aus E, dem Halbirungspunkte von BC, mit ¢ als Radius einen
Bogen, der den ersiercn Bogen in A trilli. Werden dann AB und AC geszogen, so ist
O ABC das verlangite,

2. Determination. Verbinde E mit O, dem Mittelpunkte des iiher BC beschrichenen
Bogens, und verlingere die Linie EOQ, bis sie dicsen Bogen in F frifff. Ziche auch FB
Nun sind drei Fille wu unterscheiden, jenachdem nimlich ¢ <7, > oder = R ist.

Ist erstens @ < R, (Fig. 1.), so muss, damit der mit £ beschriehene Bogen den iiber
BC beschrichenen treffe,

(1.) EA > EB, d. h. t >

- aber
==y

wling Ma

<
(2.) EA — EF, d. h. ¢ colye sein.

Ist aweitens ¢« > R (Fig. 2.}, so muss
(1) EA < EB, d. h. t <—, aber

=

(2) B4 Z EF d. bt =&

i :

colic sein.

Ist drittens ¢ =R, so darf £ nur = Lz sein, und die Aufgabe wird eine unbestimmie.
@
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bestimml werden kinnen. Hiernach entsteht fiir den Schiiler die Aufgabe, nachzu-

; = = a
Anmerk. Bei der Determination hitte auch EF = OF £ OFE = D

: 1
weisen, dass — - cole = colje ist.
gina

3. Nachweise der verschiedenen Dreiecke, dic moglicher Weise nach der
Construction sich ergeben kinnen. Die beiden Bogen durchschneiden sich in zwei Punkten
A und 4,. Der mweite Punkt liefert jedoch ein Dreieck, welches von dem ersten Dreicck
nur in der Lage verschicden ist. Hiernach stellen sich die beiden folgenden Lehrsitze tber
die Congruenz und Achnlichkeit heraus.
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Anmerk. Bel Aufstellung der Beweise fir die beiden folgenden Lehrsitze verfolge
man die oben gegebene geometrische Auflésung, indem man beachtet, welche ein-
gelne Dreiecke sich der Reihe nach bis zur fertigen Construction des verlangien
Dreiecks gestalten. Es cntsteht aber zuerst, um den Mittelpunkt 0 zu bestimmen,
das Dreieck BEQ; dann folgt, indem zur Bestimmung des Punkies A aus O und E
Bigen geschlagen werden, das Dreieck AOE; wird dann 4 mit B verbunden, so
erziebt sich das Dreieck ABE, und demniichst durch Ziehung der Linie AC das
verlangte Dreieck ABC. Ganz in derselben Reihenfolge bieten sich auch diese
Dreiecke bei den folgenden Beweisen dar.

4. Lehrsatz. Wenn bei cinem Dreieck ecine Seite, die sie halbirende Transversale
and der dieser Scite gegenitberlicgende Dreieckswinkel denselben Sticken eines andern
Dreiecks gleich sind, so sind die Dreiecke deckend. (Fig. 1.) — Man denke sich ein ent-
sprechendes zweiles Dreieck, und es sei dasselbe mit den entsprechenden kleinen Buchstaben
bezeichnet; dann ist

Annahme. BC = be, AE = ae, wobei BE = EC, be = ee,
BAC = bae.

Satz. A ABC = A abe.

Beweis. BE — be, BEQO = ben, BOE = BAC = bac = boe;

A BOE = A boe;
E0 = eo, BO = bo, also auch A0 = ao,
AE = ae;

A AOE = A aoe;

;}_'._FJ_: e

BEQO — AEO = beo — aeo,
d. h. BEA = bea,
BE = be, AE — uae;

AN ABE = A abe;
AR = ab, ABC = abc,
BC — bos
A ABC = gbe.

5, Lehrsatw. Wenn in awei Dreiecken ein Paar Seiten mit den sie halbirenden
Transversalen in demselben Verhiiltnisse steht, und die diesen Seiten gegeniiberliegenden
Dreieckswinkel gleich sind, so sind die Dreiecke dhnlich, — Der Beweis ergiebt sich leicht
nach Analogie des vorhergehenden Satzes.

Anmerk. Bei den jelzt folgenden irigonomeirischen Behandlungen des Dreiecks ist

chenfalls der Verlauf der geometrischen Auflosung beachiet 5 das zuerst enistehende
Dreieck BOE und dann das Dreieck EOA liefern die Grundlage der Rechnung., —

Um nicht weitliufiz %o werden, ist nor der Fall in Betracht gezogen, dass o« <C B
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6. Erste trigonometrische Auflisung. (Fig. 1.) Aus dem Dreiecke BOE
ergiebt sich BO = A0 =ﬁ,
Hiilfsgrosse in die Bechnung eingefihrt, so erhilt man aus dem Dreiecke AOE

AE* 4= E(0* — AQ*
e 7 v TP
und indem man fir EQ und AQ die eben gefundenen Werthe substituirt und einige Reduo-
ctionen vornimmt,

= %cula. Wird nun der Winkel AEQ = & als

g son 2t + a) (26 — a)
i dat

Da nun hiernach die Winkel AEB = R — & und AEC = R - ¢ bekannt sind, so ergeben

gich die Winkel und Seiten des Dreiecks ABC, wie folgt:

fngo.

: BE — AEcosAER a

(L otaet = oie = AR fren
: a

(2.) cotACB = coty = Orenaa =}~ tnge;

z
(8.) AC = b =¥ (#* -I—ﬁ—-l— afsing) ;
Z
(B AR —c = Tz —t——% — afsing). |

7. Determination, aus der vorstehenden Auflisung abgeleitet. Ist & <7 R, so0 muss
(1.) der Winkel AEOQ d. h. & << R, aber (2.) & z 0° sein. Damit die erste Bedingung er- |
fillt werde, muss cose immer positiv sein, was nur dadurch erreicht wird, dass in der fiir !
cose gefundenen Formel der Factor 2f — a immer positiv bleibt, demnach muss also (1.)

-
& el p e = -
{ > 5-sein. Damit ferner & 0° sei, muss cosg _— 1 sein, also auch

(2t —|— a) (2t — a) o {

- ——ingoe
At = ey

(4* — a*) sing _— 4afcosa,

(4i* — a®) x 2singeeosge _— dat(cosie® — singe?),

4f*sinfecosie — a’sinfocosic {—E Zafcosja” — Zafsinia’,
=

2fsinge(2icosje 4 asinie) _— acosia(2fcosie - asinia),

L A
also (2.) ¢ _ Hoolic.

B. Zweile trigonometrische Aufllisung. Nachdem AQ und EO wie friiher
bestimmt sind, fihre man den Winkel AOE = w als Hiilfsgrisse ein; dann ist




A0* <4~ OE* — 4AE*
COBl =— — _-E_HJ}R)L =

od(‘r, indem man substituirt und reducirt,
a*(1 --cosa?)—Ai*sine ? __ 2a* — (a~-4f*)sina®

COBy —

2a®cose " 2a% vosa
oder auch
COBID = — Pt
2atcosa :
oder auch nach eciner andern bekannten Formel, indem man einige Reductionen und Umfor-
mungen vornimmt,

iy v} paree i LR 21m 1 2
: sinle (2fcoslae) (asinic)
Rihgei—— = J—— ‘T—w—-

Nun ergichf sich zur Bestimmung der Winkel und Seiten des Dreiecks ABC gans
einfach
(1.) ACB = ¢y = $40B = i(w — o)}
(2) ABC =8—=2R — (¢ + 9) = 2R — (v + o);
sing (e -+ @ ; ging(w —
(8:) AC =& = IIIJ{E‘J‘ = []-; (4) AB- = ¢ :u_rﬁj.l.i.-l.*’.(.r_i-._..._q}_,
sina sine
9. Determination, aus der vorstchenden Berechnung abgeleitet. Isl @ << R, so
muss, damit ein Dreieck enistehen kinne,

(1.) w = a, aber' (2.) w i 2R

g = : !
sein. Demnach muss also auch cosw < cose, aber cosw 7 — 1 sein, Hiernach erhalt

man mif Benulzung des eben fir cosw gefundenen Werthes:

a*(l 4+ cose®) — 4f%sina?
(1.) cost:}--lt Bl --_f-J : “c—,
2atcosa
2a%cose® > a® 4 acose? — dfsine?,
4df*sing® > a*(d — cose?®) d. h. > a’sinu?,
i
i >T‘?'
a1 cose?) — 4ftging?
2" - - ) 4 E By
20®cose —
df*sing? {u-'*(,} -+ Z2cose = cosc®),

2isine i a(l <4 cosx),
S sk ousg

e -
Bine

e

a {
=5 d. h ?colia.

In gleicher Weise kann auch der oben fiir sinlw angegebene Werth benutzt werden,

o
¥ 3 - 5 - & —— 5
wobel dann zu beachten ist, dass (1.) sinjw > sinja aber (2,) sinjw _— 1 sein muss,




Aufgabe. Ein Dreieck zu constroiren und =zu berechmen, wvon welchem eine Seite
und d[cja_-:]igun beiden Winkel gegeben sind, welche die von einem Endpunkie der gegebenen
Seite zum Halbirungspunkie der gegeniiberliegenden Seile gezogene Transversale mit der
halbirten und mit der dritien Seite bildet. (Fig. 3.3

Von ecinem Dreiecke ABC ist gegeben BC = a, BDC = w, DBA = @, wobei AD =
D sein soll. 7

1. Erste geometrische Auflésung. Lege den Winkel KEL = ¢ hin und lege
an den eincn Schenkel KE desselben in einem belichigen Punkie F den Winkel AFN = w,

wodurch der Punkt & in der Linic EC bestimmt wird; mache FH — FE und zieche HG;
mache HI = @ und ziehe IC 5= EK, welche Parallele die EL in C (riflt; zieche CB &= IH
and CPD &= GF, und verlingere CD um sich selbst bis A. Wird dann nach AB genogen,

so ist ABC das verlangte Dreieck,

2. Determination. Damit ein Durchschnittspunkt & entstehen kénne, muss KFN =
KEL d. h. w > o sein

3. Congruens zmweier Dreiecke, die in den genannten Sticken dhereinstimmen. —
Man kinnte, wie frither angegeben ist, fiir den Beweis der Congruenz die Construction des
Dreiecks verfolgen; allein wegen der Gleichheil der beiden Winkelpaare gestallet sich die
Sache viel einfacher. Denken wir uns nimlich ein zweites entsprechendes Dreieck mit den
entsprechenden kleinen Buchstaben beszeichnet, so ist zuniichst <¢ BAD = bad, und folglich
L BAD e/ bad, wnd demniichst A BDC o=/ bde. Und da nun BC = be, so ist auch
A BDC =4\ bde, woraus sich dann ergiebl, dass A ABC == abe ist. — Der Bewels fiir
die Aehnlichkeit aus der Gleichheit der beiden Winkelpaare ist hiermit auch geliefert.

4. Erste (rigonomelrische Aufliésung. (Fig. 3.) In dem zuerst entsiandenen
Dreieck EFG selzc man die nach ihrer Grosse willkirlich angenommene Linie EF — m,
: r.ﬂ%”-“‘p —: demnach ergiebt sieh aus dem Dreiecke FGH
sinfw — @)’

G — HFcoso
colFGH — E HFeo W

dann ist FG =

HFsinw
oder indem man substituirt wnd beachiet, dass FGH = ACB =  lst,
msing sing
(1) oty = —— - R nn:uﬁr-r): maing = ——— f ——— — colw.
sin(w — ) sin(w — glsinw

Ferner ist
(2) =0 — v/ (3.) I-Lf — 2R.—= (‘r’ —= W — rJ{:']:_
wonach sich dann die beiden Seiten & und ¢ in bekannter Weisce ergeben.

5 Ziweite geometrische Auflisun g. (Fig. 4.) Schlage iiber BC = a einen
des Winkels o fihigen Bogen, dessen Mittelpunkt O ist, und einen des Winkels @ fihigen
Bogen, dessen Mittelpunkt in P liegt. Ziche PB und schlage iiber diese Linie einen Halb-
kreis, der den des Winkels w fahigen Bogen in D trifit. Ziche CD und verlingere diese
Linie um sich selbst bis A3 dann ist, wenn man AB wieht, A ABC das verlangte.

2
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6. Determination. Damit der iiber PB heschriebene Halbkreis den des Winkels w
fihigen Bogen schneide, darf M, der Mittelpunkt des Halbkreises nicht in BO, sondern
muss oberhalb dieser Linie licgen. Es muss also BP oberhalb. BO liegen und demnach
BPE << BOE, d. h. ¢ << o sein.

7. Zweite trigonometrische Auflésuwng.

SR —

(Fig. 4.) In dem Dreiecke
= - MBO =R — ¢ — (R—w)

Zsine

MBO (=A MDO) ist MB = ——
dsing

= o — @} demnach ergiebi gich )
— MBcosMBO
cotMOB — cotACB = coly = o s

~ MBsinMBO
2sineg
sinwsin(w — @) o P)

Das Folgende wie in der ersten Auflisung.
Anmerk. Aus Vergleichung der in der ersten und in der zweiten Auflisung fir coly

gefundenen Werthe ergiebl sich, dass

BIEptL U 2sing
e P — cole =— — e A — cot(w — @)
sinwsin(w — @) sinwsin(w — @)
sing
oder collw — ‘:I“) oot = —— i tinde
ginwsin(w — @)

gein ‘mussy was von den Schilern nachzuweisen ist.

B. Dritte geometrische Aullisung. (Fig. §.) Halbire BC = a in E; schlage
iber BE ecinen des Winkels ¢, und iber. EC cinen des Winkels w — @ fihigen Bogen,
welche beide Bagen sich in D durchschneiden, Ziche CD und wverlingere diese Linie um
Wird dann AC gezogen, so ist A ABC das verlangte.

gich selbst his A.
Auflésung. (Fig. 5) Aus dem Dreiecke QEO,

9. Dritte trigonometrische

= Hik a 2 @ ; . : {
in welchem OF = ——, OE=—————, QE0 = © bekannt sind, crgiebl sich
dsing dsin(w — @)
sing
cofQ0E = ooly = — -——— — colwm,
sin( — p)sina

10. Yierte trigono
DBE = 0QE

cotee

und demnach hat man
(1.) BAC — &

(3.) ACB = ¢

(1) AC0=—"0 =
oder auch

1) b = 2DC =

sin(e —

metrische Auflésun g. (Fig. 5.) Fihrt man den Winkel

— u als Hilfsgrosse ein, so ergiebt sich aus dem Dreiecke QEO

. 2
gl - cotw = colgp — Zeotw ;

sinmsing

w— @3 2) ABC =3 ="@ == uj
2R — (w =+ u);

asin(g = )
q]mT'_ ",U.J ¥

asin(w <+ u)

(G) ABi= ¢ = sinfw — @)

asings
sing

-:‘ -+
2asine . . anE i
= 2. (5.) ¢ = 2DE = 4(QFEsinu
CH T
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Anmerk. Aus den beiden in der vorigen Auflésung fir b gefundenen Werthen stellt
gich heraus, dass
sin(p -+ u) _ 2sing
sinfew — @)~ sinw
sein muss. In der That ist

sin(p = ) __ singceosy = cosgeing _ sing(singeoty 4 cosg)

sin(w — @) g sinfw: — ) sinfw — @)
indem nun der frither unter 10. fir cotg gefundene Werth substituirt wird, ist
der zuletwl gefundene Ausdruck

i s :«'iulraisim]!l:c:ntrf — 2¢otw) -+ cosq@)

= i =

= ’ : : o 2cosw
wird nun endlich fir colgp — 2cotw das ihm gleiche —~ — ——— gesetzt und
hlll-l‘j? J BlN{
dann reducirt, so ergiebt sich, dass
sinfep =4 w) _ 2siny
sinfw — ¢) ~  sinw’
Ebenso muss auch
sin(w - g singe
m-u — q::.} i TII(;"
gein, wic sich avs den beiden fir ¢ gefundenen Werthen ergiebt.
1. Vierte geometrische Auflésung. (Fig. 8.) Schlage iiber BC' = a cinen

des Winkels @, und iiber BE = }a cinen des Winkels ¢ fihigen Bogen, welche beide
Bigen sich in D durchschneiden; ziehe CD und verlingere diesc Linie um sich selbst
bis 4 u. 8. w.

12. Fiinfte trigconometrische Auflésung. (Fig. 6.) Verbindet man die Mittel-
punkte O und P der beiden Bagen unter sich und mit B, so sind in dem Dreiecke FPBO
die beiden Seciten PB,0B und der Winkel PBO —= w — ¢ bekannt, und demnach ist
2sing

colPOB = cotdCB = coly = e ;;-._] — col(w — @) u. 8. w., wie
sinwsin(w —

bei der mweiten Auflisung.

13. Sechste trigonometrische Auflésung. (Fig. 6.) Man fihre den Winkel

POE = 1y als Hilfsgrisse ciny dann ist, da in dem Dreiecke PEQ FPE = s ; OF =
y y 4sing
-g—c-ulm. PEO = ¢ bekannt sind,
colyy = 2colw — colg.
Nun hat man
(l)e=w—@; 2)y=1D0B = POB =y — w;
y : sinf sin(yr — @
B3B8 =2R— (Y —@; 4) b= ﬂ — f--f-,‘-‘p ——ﬂ:
sing sin(w — @)
(B3.) ¢ = aﬂ = :_r:_:_in(.r;; — r"_ﬂ;
sine sinfw — @)
92




oder auch, indem man DC = 3b aus dem Dreiecke DBC, und DE = 3¢ aus dem Dreiccke
DBE berechnet und beachict dass DBC — 2R — 1 ist,

4y b = 2P, 5y = WY
sinw sing
Anmerk. Aus Yorstechendem ergichl sich, dass
sin(iy — @) _ 2sinyy sin(i — @) _ siny
EHIEEHTr’p_j — sinw :-iﬂi-[m —-Fj =11 ging
sein muss,
IL.

In mehr oder minder &hnlicher Weise als wie die beiden vorhergehenden lassen sich
auch folgende Aufgaben behandeln. Nimlich ein Drefeck zmu construiren und zu berechnen,
von welchem gegehen ist:

1. cine Seile, der gegeniiberliegende Dreieckswinkel und die zugehiirige Hihe;

2. cine Seite, der gegeniiberliegende Dreieckswinkel und noch derjenige Winkel, den
die gegebene Seite mit der sie halbirenden Transversale bildet

3. eine Seite, ein anliegender Winkel und noch derjenige Winkel, den die dem ersten
Winkel gegeniberliegende Seite mit der sie halbirenden Transversale bildet;

4, swel Seiten und derjenige Winkel, den die dritle Seife mit der sie halbirenden
Transversale bildet ;

§. eine Seite, die zugehdrize Hohe uud derjenige Winkel, welchen eine zweite Seite
mit der sie halbirenden Transversale bildet ;

6. eine Seite, die dieselbe halbirende Transversale und derjenige Winkel, den eine
swelle Scite mit der sie halbirenden Transversale bildet ;

7. eine Seile, die zugehdrige Hohe und derjenige Winkel, welchen die die beiden andern
Seiten halbirenden Transversalen unter sich bilden ;

8. eine Seite, die dieselbe halbirende Transversale und derjenige Winkel, welchen die
die beiden andern Seiten halbirenden Transversalen unter sich bilden:

9. eine Seite, der Winkel, den diese Seite mit der sie halbirenden Transversale bildet,
und noch derjenige Winkel, welchen die die beiden andern Seiten halbirenden Transversalen
unter sich bilden ;

10. eine Seite, ein anliegender Winkel und derjenige Winkel, welchen die die beiden
andern Seiten halbirenden Transversalen unter sich bilden :
i1. zwei Seiten und derjenige Winkel, welchen die die eine dieser Seitem halbirende
Transversale mit der die dritie Seite halbirenden bildet.
Anmerk, Bei mehr susammengesetaten Aufgaben, zu welchen auch die zuletzt auf-
gelihrien gehbren, fihre man hei der trigonometrischen Auflisung mehrere Hiilfs-
grissen in die Rechnung ein. So z. B. bei der 10. Aufg., in welcher (Fig. 7.)
BC = g, ABC = §, BOC= w gegeben sind. Hier ist die geometrische Auflisung
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folgende: Beschreibe iiber BC einen des Winkels @ fihigen Bogen, mache BG = la
und lege in G den Winkel 0GC = g an, wodurch der Punkt @ hestimmt wird ;
miche C0 und verlingere diese Linie um OF = 10C; lege durch F die Linie
BA = 2BF und zieche AF. Hiernach ergiebt sich folgende trigonometrische Auf-
losung : Ziche aus M, dem Mittelpunkte des heschrichenen Bogens, MH | BC,
ferner MB.MG,MO. Fihren wir nun MGH = J und MOG = o als Hiilfsgrissen
ein, so haben wir

tngd — Jeofw, sine = ROSIRES. = 0 — Amdinifes )

T
Da nun OG = 1AB d. h. = e, so ist

1y __ Basin(f — d - a)
A e e e

2sinwsin(f — d)
2sinwsin(f — d)
—  —  — colf u. B W
Jsingain(f — d 4-0) g &

(2.) coly =

IV.

Aufgabe. Ein Dreieck zn construiren und zu berechnen, von welchem die Hihe, der
Winkel am Scheitel und der Radius des eingeschrichenen Kreises gegeben sind. (Fig. 8.

Von einem Dreiecke ABC ist gegeben AD = b, BAC = ¢ und 0G = g.

l. Geometrische Auflésung. Lege den Winkel KAL =— & hin und halbire
denselben durch AM; errichte AT = p | AK und ziehe aus I eine zu AK parallele Linie,
welche die AM in einem Punkte O schneidet; beschreibe aus O mit ¢ einen Kreis ; beschreibe
ferncr iiber AO einen Halbkreis und lege in denselben eine Sehne AF = h — g3 ver-
lingere dann AF bis D), so dass AD = h ist, und errichie auf AD in D eine Senkrechte,
welche die Schenkel AK und AL in B und C schneidet; dann ist A ABC das verlangte.

2. Determination. Damit A0 = h — g in den Halbkreis gelegt werden kinne,
<< = B
muss k — p = A0, d. h. = —= gein, also
— 3 = sinje i
ety iginia)
' i sinfe

« Damit ferner die auf AD errichtete Senkrechte die beiden Schenkel AK und AL treffe,
ist erforderlich, dass
(2) h > 2p sei.
3. Trigonometrische Auflésung. Man fihre den Winkel AEB als Hiilfsgrosse
ein; er sei mit & bezeichnef. Dann ist, da AEB = AOF,

o AF 1

ging = —, oder da A0=——
A0’ sinte '

y h — p) sinie

ging — {‘—“—"—

0




Nun ist (1) ABC =8 = QR — (a4 1e); (23 ACB = y = & — {a;

B3)AC =0 = — ehow Y Al = 0 =— —L.... ;
; gin(e — fa) sin(e 4= Lo)
' ) hsine

(d) @ = :

sin(e =} ;_a']:;]m::-.- — ju)

oder indem man ‘in dem letztern Ausdrucke den Nenner entwickelt, die Multiplication vell-
sieht. dann fir die vorkommenden Cosinus dic Sinus in Rechnung bringt und endlich fiir
sing dessen Werlth substituirt,
- Z2n%eollc
BG)e = - =,
h— 20

4. Determination, ans der vorstehenden Rechnung abgeleitet. Damit ersilich &
cinen reellen Werth habe, muss in dem oben fir sing gefundenen Ausdrucke der Zihler
kleiner als der Kenner oder hichsicns demselben gleich sein, woraus sich ergiebt:

Ay
= singo

und damit ferner DE den Schenkel AC treffe, muss e > je, also auch sing > s

(h — o) sinje

lee sein, d. h

== sine
0
d. b (2.) k => Z’l_‘l_

Anmerk. Da sich aus den gegebenen Sticken nur ein Dreieck construiren lisst, so
mitssen zwei Dreiecke, die in den gegehenen Stilcken k, e, p ibereinstimmen, con
eruent sein, desgleichen miissen sie ihnlich sein, wenn bei ihnen a gleich ist,
% und p aber bei beiden in demaelben Verhilinisse stehen. Die Beweise ergeben

sich leieht, wenn man nur den Gang der Construction verfolgt,

Y.

1

In ihnlicher Weise lassen sich folgende Aufgaben behandeln. Ein: Dreieck zu con-
atrairen und zu berechnen, von welchem gegeben ist:

{. ein Winkel, dic densclben halbirende Transversale und der Radius des einge-
schricbenen Kreises ;
9. die Hahe, der Winkel am Scheitel und die denselben halbirende Transversale; e

3. die Hihe, die den Winkel am Scheitel halbirende Transversale und der Radius des

cingeschrichbenen Kreises ;
= 4. ein Winkel an der Grundlinie, die Hohe und der Radius des eingeschriebenen
Kreises §
5. der Radius des eingeschriebencn Kreises und die Winkel des Dreiecks ;
| 6. der Radius des eingeschrichenen Kreises, die Héhe und noch derjenige Winkel,
welchen die die beiden an der Grundlinie liegenden Dreieckswinkel halbirenden Trans-

versalen unter sich bilden ;



L G =

7. der Radius des eingeschriebenen Kreises, die eincn Dreieckswinkel halbicende Trans-
versale und derjenige Winkel, welcher von den die beiden andern Dreieckswinkel halbiren-
den Transversalen gebildet wird ;

8. der Radius des eingeschriebenen Kreises, die Héhe und derjenige Winkel, welchen
dic den Winkel am Scheitel halbirende Transversale mit einer aweiten, ebenfalls einen
Dreieckswinkel halbirenden Transversale bildet ;

9. der Winkel am Scheitel, der Radius des eingeschriebencn Kreises und der Winkel,
welchen die Hihe mit der den Winkel am Scheitel halbirenden Transversale bildet ;

10, der Radius des eingeschriebenen Kreises, die Hdhe und der Winkel , welchen die
Héhe mit der den Winkel am Scheitel halbirenden Transversale bildet

1. der Radius des einmeschriebeuen Kreises, die denm Winkel am Scheitel halbirende
Traneverzale und der Winkel, den diesc, Transversale mit der Hahe des Dreiccks bildet.

V1.

Pothonots Aufgabe. Von einem Vierecke ABCD (Fig. 9.) sind zwei Sciten
AB — a. BC — b, der von ihnen gebildete Winkel ABC = 8 und noch diejenigen beiden
Winkel gegeben, welche die Diagonale BD mit den beiden nicht gegebenen Seiten bildet,
nimlich BDA = o und BDC = @. Es sollen die beiden andern Viereckswinkel , niimlich
DAB = ¢ und DCB = y bestimmt werden.

Auflisung. Die geometrische Construction fihrt dahin, dass iber AB cin des

Winkels @, und iber BC ein des Winkels ¢ fahiger Bogen geschlagen wird, welche Baogen
sich dann in D treffen. Hiernach stellt sich folgende Berechnung heraus, Nachdem die
?\IH[::“:“H].‘EL: € und P der beiden ﬂr:i:;_:'l_'[i mit cinander \'l'l'Eltl[Hll'Il.., auch die Radien U” on,
PB, PD gerogen sind, ergicbt sich fir das Dreieck OBP, in welchen < OBP mit ¢ be-
#eichnet secin mag,
08 = ,'-f"-s.r][:t.:-n} S — 2:?:'@, w=f—(R—ow)—(R—g¢)=Ff+o+¢—2R
Da nun A OBP =2 ODP, und folglich POB — PO} — BAD = uq, und ebenso OPB —
PDCB — v ist, so ist anch

1Y vt OB — PBcosi asing "

L) cole ——— e e du kA

: : PBsin bsinwsiny v

(2.) coly _—_PB;E@K = - _Iﬁsim.._; ----- cota
OBsiny asingsiny

VI

Aufgabe. Von ecinem Dreiecke ABC (Fig. 10.) seien die, beiden Seiten AC = b,
— ¢ und der von denselben gebildete Winkel BAC = « gegeben. Man soll die beiden

AB
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Seiten um die Sticke BK und CL verlingern, so dass diese Sliicke in ecinem gegehenen
Verhiltnisse m : # stehen und die ihre Endpunkte verbindende gerade Linie KL cine ge-
gebene Grosse d hat.

l. Geometrische Auflisung. Schoeide von AB und AC wmwei Sticke AD und
AE ab, so dass AD : AE = m : n, verbinde D mit E und ziehe CF &= DE. Verlingere
BC um sich selbst bis G, schlage avs G mit d als Radius einen Bogen, der die CF in' H
trifft, und ziche HI <= BA. Alsdann verlingere AB bis K, so dass BK = IH, desgleichen
AC bis L, so dass CL = IC, womit die Aufgabe gelaset ist.

Beweis. (1) Es st BE : CL =IH : IC = AD : AE = m : n. Die Verlingerun-
gen haben also das verlangte Verhiliniss. (2.) Ziche BM == CL, LM == CB und verbinde
K mit M und L, desgleichen auch H mit 6. Nun ist BK = IM, BM = CL=1IC und KBM
— ﬂ’f('j und folglich A KBM = HIC, woraus folgt, dass I = HC und KMB = HU.’,
also auch KMIL = HCG ist; ausserdem ist in den beiden Dreiecken KML und HCG die
Seite ML — BC = CG. Folglich sind die beiden Dreiccke deckend und daher KL = HG
— d. Die Verbindungslinie KL hat also die verlangte Grosse.

9, Trigonometrische Auflosung. Aus dem Dreiecke ABC ergieht sich

b’ — gC05%
cotACB — coty = ————
csing
: Sl , m mb
und aws dem Dreiecke AFC, in welchem AF = ;_zif‘ = —,
- i — Mcosx
cotACF = ooty = ————— ikt
msing

Nun hat man aus dem Dreiecke HCG, in welchem (G = BC = V"5 4 62 — 2bocose
und der Winkel HCG = 2R — (y <+ #) wnd HG'= d ist,

ginCHG = sing = l-r;mi-"-f;'l-,-"—j-WJ = :.“”1 vl __'fr_]_IV‘T?_ +iﬂ T J‘}"r”"""-sz .
HG d

und demnach
e = _j_’JT(]‘_-]nHr‘-'C __ dsinGy — 7 — &)
© T smHCEG ~ siny — )

Setzen wir nun BK = x und CL = y, so ergicbt sich aus dem Dreiccke IHC

. T e HCsinHCI __ dsin(y — 7 — &)sing, :

sinHIC gin(y — #n)sing
A {{_{fsinﬂ_.‘if %), dsin(y — 7 — 2)sinfe —- i;.J.
y sin HIC gin(y — 7)sina

Wir haben also zur Auflisung unserer Aufgahe folgende Gleichungen :

I — ccose i — MCOSE
(1.) coty = . .y B ooty == ———
cImG maimge
; ; sin(y — 1 Ve c? — 2becos
(3.) sing = Lokl d+ e .




1) = Er!'[_}- == ?3—'1_-@5.'25’...
sin(y — n)sing
@) g S0y — 9 — Selnlaf )T

sin(y — 7)sine
TR m ; 3 : . .
Setzen wir F= und — = », =0 gehen die drei ersten Gleichungen iiber in:
a n

1 — ucosc 1 — wcosg
() coty =—————, Q) ooty =——r——
psing YEInG

(3.) sing = % sin(y — r;-'JV 1 + @* — Zucos.

3, Determination. Wir haben drei Fille zu unterscheiden, jenachdem nimlich CF
in der Construction oberhalh CB, oder auf CB oder unierhalb zu liegen kommti, — oder,

- o o 3 R b
um diese Fille auf die gegebenen Sticke zuriickzufihren, ob = =, oder =, oder << -
c

ist. Nur der erste Fall soll hier erdrtert werden, indem die dibrigen Fiille sich hiernach
leicht ergeben. — Soll also fir den ersten Fall eine Auflisung mit der Bestimmung Statt
finden kinnen, dass die Sticke BK und CL in den Verlingerungen von AB und AC
liegen, (und nicht von B und € aus von AB und AC abgeschnitten werden,) so muss der
von ¢ aus mit ¢ als Radius beschriebene Bogen die CF in der Richiung von € nach F hin
treffen. Ist nun der ‘Winkel FCE d. h. der Winkel y — < R, (Fig. 10.), so wird dies
nur dann geschehen, wenn GH > GC, d. h. d > (T -t ? — 2bccose ist. (Sollen
aber die Sticke BK und CL auch von BA und CA abgeschnitten werden kiinnen, so muss,

H—- e ——— _——————— -
wenn man GN | CF fillet, GH :._ GN d. h, d i sin(y — 1;1]’ bt == ¢ — Zhecosc
sein.) Ist aber FCB d. h, y — 7 ein stumpfer Winkel (Fig. 11.), so ist bei der Bestim-
mung, dass die Sticke BK und CL in den Verlingerungen von AB und AC liegen sollen, immer

eine Auflésung miglich, so lange d — sin(f — '.g']r b* = e* — 2hccosa ist; und ist
dabel d << CG d. h. <C A -+ ¢®* — 2becosa, so ergeben sich, da der mit d beschrie-
bene Bogen dic CF in der Richtung von C nach F zweimal trifit, auch zwei Resuliate [ir
die Auflisung. — Da nun # und 7 keine unmittelbar gegebenen Sticke sind, so ist
noch zu untersuchen, welche Bedingung von den gegehenen Sticken erfillt werden miisse,
damit # — =» ein stumpfer Winkel werde. Es ist
b — ecosa msinc
coly = —— und gy = ——— H
csing n — meosc
b — ccosa)(n — mcose) cmsine®
also coly -~ togn = gl - T e _!:_._... :
calne(i —— Mmeose)

woraus sich nach einigen leichten Umformungen ergiebt :
(bn -~ cm — (bm - cn)cosa)sinycosy .

cos(y — 1) = :
4 csine(n — meose)




el | s

Damit nun y — % ein stumpfer Winkel sei, muss zuvérderst y >> R, (also « < R,)
und » << R, und dann muss der so ehen fir cos(y — 7) gefundene Werth negativ sein.
Damit letzteres Statt finde, ist nathiz, dass

bn <= cm << (bm -} cn)cose ,

b nCoSE — m
oder pr S
¢ # — meosc

Ist aber bn ++ em Z (bm -} en)cose; so.ist y — 7 im ersien Falle ein | spitziger,

im zweiten ein rechter Winkel.

5 ‘ - . % f b
Fassen wir das Gewonnene zusammen, 80 stellt sich fir den Fall, dass — > — , und
; m e’

unter der Bedingung, dass die gesuchien Sticke BK und CL auf den Verlingerungen von
1y : nE ot il
AB und AC liegen sollen, folgendes als Determinaiion heraus: Ist bn <+~ em Z_ (bm—-en)oose,

g0 muss d > Vb 4+ ¢? — 2pccose sein, und es ist nur ein Resultat da. Ist aber

-

b~ cm << (bm = cn)cose, s0 muss, damit iiberhaupt ein Resultat miglich sei, d ::)

sin(f — -:I.-'jr_b‘ —— ¢t — 2bccose sein. Ist d o Ve --+- ¢ — 2becose aber d =
sin(@ — 3;.]},-_5-'-" 4+ ¢* — 2becosa, so ergeben sich zwei Resultate. Ist endlich d >

¥V b2 4 ¢* — 2becose, so ergiebt sich nur ein Resultat. *)

*) Die vorstehende Aunfgabe wurde =zuerst in Grunerts Archiv der Mathematik und Physik
Band XXVIILI, Hit. 3 S. 344, von dem Herauspeber des Archivs in zweifacher YWeise auf dem
rfasser der vorliegenden Schrift in demselben Archiv

YWege der Rechnung geldset, worauf der Ve
Poand XXIX, Hit. %, 8 440 die hier pepebene geometrische und trigonometrische Auflisung mit-
theilte, — Herr Professor Grumert hatte ferner (Band XXVIII, Ht 3, S. 349), eine zweite
,\u['L:_q].L- hinzugefigt, die nimlich, das Minimum der Linie d zu bestimmen., Diese Aufgabe ist

durch dic oben unter 3. pegebene Determination geliset.
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